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Prologo

Un cuerpo convexo en R” es un conjunto convexo, compacto con interior no vacio. El objetivo de
este trabajo es estudiar las secciones de cuerpos convexos resultantes al intersecar un cuerpo convexo K
en R” con el centro de masas en el origen con un subespacio lineal k-dimensional.

Se dice que un cuerpo convexo K es simétrico si Vx € K, —x € K y se deduce que todo cuerpo con-
vexo simétrico tiene el centro de masas en el origen.

Consideremos primeramente el caso en el que nuestro cuerpo convexo K es simétrico e intersequé-
moslo por el centro de masas con un subespacio k-dimensional E. La seccién obtenida es la de maximo
volumen de entre todas las secciones de K resultantes al intersecar dicho cuerpo convexo con subespacios
paralelos a E. Por otra parte, si dividimos K en dos conjuntos resultantes de intersecarlo por su centro de
masas con un hiperplano, es claro que los dos conjuntos tienen la mitad del volumen de K.

Parece coherente preguntarse qué sucederia al aplicar el procedimiento descrito sobre cuerpos con-
vexos no simétricos: ; Seguird siendo la seccién que pasa por el centro de masas la de madximo volumen?,
Jexiste algun tipo de cota para el ratio entre el volumen de la seccién maxima y el volumen del resto de
secciones?, y en caso de existir, ;/de qué parametros dependeria dicha cota? A lo largo del trabajo se dara
respuesta a estas cuestiones.

Demostraremos que si K C R” es un cuerpo convexo con centro de masas en el origen y E es un
subespacio lineal k-dimensional entonces:

n+1\*
max |[KN(x+E)| < |KNE]|,
xeP, K k+1

donde P;. K denota la proyeccién ortogonal de K sobre E* y |-| denota la medida de Lebesgue k-
dimensional.

Consideremos sin pérdida de generalidad un cuerpo convexo K en R” (no necesariamente simétrico)
con el centro de masas en el origen y un hiperplano H pasando por el origen. Al intersecar K con el
hiperplano, el cuerpo convexo quedard dividido en dos fragmentos. Resulta interesante pensar acerca
de una posible cota para el ratio entre el volumen del cuerpo convexo y el volumen de cada uno de los
fragmentos. La desigualdad de Griinbaum, que estudiaremos en el dltimo capitulo, aporta la siguiente
cota que depende de la dimensién n:

K (Y
K| = \n+1) "’

donde K es el conjunto K™ = KN {x € R": (x,0) > 0} para cualquier 6 € S""!, la esfera euclidea en
R”, y || denota el volumen n-dimensional.
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Para demostrar las desigualdades anteriormente expuestas, es necesario introducir algunos conceptos
relacionados con la convexidad y demostrar teoremas a los que recurriremos en el grueso del trabajo.
Uno de los mds importantes serd el principio de concavidad de Brunn:

Principio de concavidad de Brunn. Sea K C R” un cuerpo convexo, sea E subespacio lineal k-
dimensional y sea f la funcién dada por:

f . PELK — [0,00)
x+— f(x) = |KN(E+x)|.
Entonces la funcién f i es concava en su soporte.

Obtendremos el principio de concavidad de Brunn como corolario de la desigualdad de Brunn-
Minkowski:

Desigualdad de Brunn-Minkowski. Las siguientes afirmaciones equivalentes son ciertas:

1. |A|"*|B|* <|(1—A)A+ABJ, VA, B borelianos no vacios de R" y A € [0, 1].

2. |A|" 4 |B|# < |A+B|n, VA, B borelianos no vacios de R".
3. (1 —7L)|A|% +MB|% < |(1=2A)A+AB|n, VA, B borelianos no vacios de R" y A € [0, 1].

Para demostrar la desigualdad de Brunn-Minkowski, nos centraremos inicialmente en demostrar la
equivalencia entre las tres afirmaciones y finalmente probaremos que |A|'~*|B|* < |(1 — A)A + AB,
VA, B borelianos no vacios de R” y 4 € [0, 1]. Obtendremos esta desigualdad como consecuencia de la
desigualdad de Prékopa-Leindler, desigualdad funcional que demostraremos en el primer capitulo y que
afirma lo siguiente:

Desigualdad de Prékopa-Leindler. Sean f, g,/ : R" — R funciones medibles no negativas y A €
[0,1] tal que f(x)'~*g(y)* < h(z) siempre que z = (1 — A)x+ Ay. Entonces,

< - f(x)dx)l_l< Rng(y)dy>l < | h(z)dz
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Abstract

A convex body in R” is a compact convex set with non-empty interior. The aim of this paper is to
study sections of centered convex bodies in R" through their centroids by k-dimensional subspaces.

We understand that a convex body K C R" is symmetric if Vx € K, —x € K. Notice that every sym-
metric convex body has its centroid at the origin.

At first, let’s assume that our convex body K is symmetric and let’s intersect it through its centroid by
a linear k-dimensional subspace E. The resultant section has the maximum volume of all the sections of
K by parallel subspaces of E. On the other hand, if we intersect K through its centroid by a hyperplane,
we get two sets that have a half of the volume of K.

It seems coherent to wonder about what would happen if we apply these previous ideas to non-
symmetric convex bodies: Will the section through the centroid still be the one with the maximum vo-
lume? Will there be some bound for the ratio between the volume of the section with maximum volume
and the volume of the rest of the sections? In this case, which parameters will this bound depend on? We
will give answers to all these questions in this paper.

We will show that given a convex body K C R" whose centroid is at the origin and given a k-
dimensional linear subspace E:

n+1\*
max [KN(x+E)| < |IKNE|,
xeP, K k+1

with P;1 K the orthogonal projection of K onto E+ and |- | the k-dimensional Lebesgue measure.

Let’s consider without loss of generality a convex body K in R"” (no necessarily symmetric) with its
centroid at the origin and let’s consider a hyperplane H passing through the origin. When we intersect K
with the hyperplane H, K will be divided into two sets. Will there be some bound for the ratio between
the volume of the convex body and the volume of each set? Griinbaum’s inequality, which we will study
in the last chapter, gives us the following bound which depends on the dimension n:

Ll n \"
> ,
K| — \n+1
where KT is the set KT = KN {x € R": (x,0) > 0} for any 8 € S*!, the Euclidean sphere in R", and
| - | the n-dimensional volume.

In order to show these previous inequalities, we will need to introduce some concepts linked with
convexity and some auxiliar results. One of the most important will be Brunn’s concavity principle:

Brunn’s concavity principle. Let K C R" be a convex body, let E be a k-dimensional linear subspace
and let f be the function given by:



f: P K — [0,00)
x+— f(x) =|KN(E+x)|.

Then, the function f t is concave on its support.
We will get Brunn’s concavity principle as a corollary of Brunn-Minkowski’s inequality:

Brunn-Minkowski’s inequality. The following equivalent statements are true:

1. |A|'""*|B|* <|(1 —A)A+ AB|, VA, B non-empty Borel sets in R” and A € [0,1].

2. \Aﬁ + ]B]% <|A —|—Bﬁ, VA, B non-empty Borel sets in R”.

" < [(1-A)A+ lBﬁ, VA, B non-empty Borel sets in R"and A € [0, 1].

3. (1—A)|A|" +A|B

In order to prove Brunn-Minkowski’s inequality, we will initially show the equivalence between the
three statements and we will finally prove that |A|'~*|B|* < |(1 — 1)A + AB|, VA, B non-empty Borel
sets in R” y A € [0, 1]. This last inequality will be consequence of Prékopa-Leindler’s inequality. We will
prove it in the first chapter and it’s stated as follows:

Prékopa-Leindler’s inequality. Let f, g,/ : R" — R be three non-negative measurable functions
and let A € [0, 1] such that f(x)'~*g(y)* < h(z) whenever z = (1 — A)x+ Ay. Then,

< Rnf()t)dX)l_l < /R ng(y)dy>/l < Rnh(z)dz.
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Capitulo 1

Convexidad. Definiciones y notacion.

El objetivo de este capitulo introductorio es presentar las definiciones, notacién y conceptos bésicos
que usaremos a lo largo del trabajo. Estos conceptos pueden encontrarse en [7].

1.1. Conjuntos convexos.

Definiciéon 1.1. Un conjunto A en R” es convexo si Vx,y e Ay 0 < A <1, setiene que (1 —A)x+Ay € A.

Definicion 1.2. Un conjunto A en R” se dice simétrico si: x € A implica —x € A.

Observacion. Las intersecciones de conjuntos convexos son convexas. En efecto:

Sean A, B conjuntos convexos de R" y sea A € [0,1]. Tomamos x,y € ANB, por consiguiente, x,y € A
y dado que A es convexo se sigue que (1 —A)x+ Ay € A. Andlogamente (1 — A)x+ Ay € B. Por tanto,
(1-A)x+Ay€ANB.

Definicion 1.3. Dado un punto x € R” diremos que es una combinacion lineal convexa de los puntos
X1,-..,Xx € R" si existen Ay,...,A; > 0 tales que Zf-‘:l Ai=1ly Zi-;l Aixi = x.

Definicién 1.4. Dado un conjunto A € R” se define la envolvente convexa de A, conv(A), como el con-
junto de todas las combinaciones lineales convexas de cualquier subconjunto finito de elementos de A.

Definicién 1.5. Se llama simplex a la envolvente convexa de (n+ 1) puntos afinmente independientes
en R". A dichos puntos se les llama vértices del simplex.

1.1.1. Suma de Minkowski.
Definicion 1.6. Dados A y B dos conjuntos en R”, se define su suma de Minkowski como sigue:
A+B={a+b:acA,becB},

y el producto por un escalar i € R como uA = {ua:acA}.

Observacion. Sean A, B dos conjuntos convexos en R" y sea L € R: A+ By UA son convexas. En efecto:

Dadosa € Ay b € B, existirdn x1,y1 € Ay X,y € B tales que a = x1 +x2 y b =y, +y2.Tomando A €
[0, 1] cualquiera, consideramos: (1 —A)a+Ab=(1—A)x;+(1—=A)x2+Ay1+Ay, =[(1 — A)x; + Ay ]+
[(1—=A)x2+ Ay2] € A+ B, por ser A'y B convexos.



Consideramos x,y € UA y A € [0,1]. Entonces, x = lay,y = Way para algunos ay,a € A, enton-
ces (1 =A)x+ Ay =(1—2A)ua; +Apax = p[(1 —A)a; +Aaz] y dado que A es un conjunto convexo,
(1—A)a; +Aay € Ay portanto p[(1 —A)a+ Ad'] € pA.

/ a2+ b2

Figura 1.1: Suma de Minkowski de dos conjuntos convexos en R?

1.2. Cuerpos convexos.

Definicion 1.7. Un cuerpo convexo es un conjunto convexo de R" que es compacto y de interior no
vacio.

Definicion 1.8. Dado un cuerpo convexo K de R” definimos su centro de masas (o centroide) como
sigue:

1
= — [ xdx,
8k KI/K

donde |K| denota la medida de Lebesgue de K. Esta es una integral vectorial. Es la integral componente
a componente de x sobre el cuerpo convexo K.

Se dice que un cuerpo convexo K de R” estd centrado si su centro de masas esta en el origen. Es
claro que todo cuerpo convexo simétrico estd centrado.

1.2.1. Notacion para el volumen de secciones de cuerpos convexos

Definicion 1.9. Llamaremos volumen de un conjunto A de R" a su medida de Lebesgue y lo denotaremos
por |A].

Observacion. Notar que en el caso de conjuntos contenidos en subespacios afines k-dimensionales (de
R"), consideraremos la medida de Lebesgue k-dimensional pese a que en la notacion | -| no se especifique
la dimension.

Por ejemplo, dado un cuerpo convexo K en R" y dado ¢ € R tal que la intersecciéon de K con el
hiperplano H = {x € R" | x, =t} es no vacfa, se sigue que K; := KNH = {(x1,...,x,_1) € R""1:
(x1,...,Xn—1,1) € K} es (n—1)-dimensional, luego |K;| denota la medida de Lebesgue (n— 1)-dimensional
de Kl"



1.3. Funciones convexas y concavas. Definicion y propiedades.

Definicion 1.10. Una funcién f : R” — RU{+eo} es convexa si f es propia, es decir, si {x € R": f(x) =
e} =0, {x € R: f(x) = oo} £ Ry

FO=A)x+4y) < (1= A)f@) +AF() VryeR yWO<A <L,

Sea D CR"y f:D — R. En este caso, f se dice que es una funcién convexa si su extensién f
definida por:

~ f(x)sixeD
X
cosix € R"\D
es convexa.

Definicién 1.11. Una funcion f : R* — RU {£e} es céncava si —f es propia, es decir, si {x € R" :

f(x) =0} =0y {xeR": f(x) = —oc} #R"y

F((A=A)x+Ay) =2 (1-A)f(x) +Af(y) VryeR"'yvO<A<I.

Sea D CR"y f:D — R. En este caso, f se dice que es una funcién céncava si su extensiéon f
definida por

- Jflx) sixeD
f(x)_{—oo sixeR"\D

es concava.
Observacion. En ambas definiciones D ha de ser necesariamente convexo.
Observacion. Una funcion f es concava siy solo si —f es convexa.
Proposicion 1.1. Sea f : D — R una funcion convexa. Entonces, f es continua en el interior de D.

Demostracion. Tomamos xy € intD y escogemos un simplex S tal que xg € intS C S C intD y un niimero
€ > 0 tal que B(xp,€) C S, donde B (xo,€) es la bola euclidea de centro xy y radio €. Dado un x € S,
podemos expresarlo como x = Z"“ Aixi,con A; >0 Z"H Ai = 1, donde los x1,...,X,11 son los vértices
del simplex S. Ademds deducimos de la convexidad de f:

n+1

x) < ;/L-f(xi) <c:=max{f(x1),...,f (xXnt1)}-

Consideramos o € [0,1] y ||u||2 = €. Definimos y = xo + au = (1 — a@)xo + a (xo +u) y se sigue
fO) < (1—o)f (x0) + af (xo+u). Por consiguiente, se tiene:

" SO = flxo) = ale—f(x).

xo+ue

1 o N ytoaxg—ou - outxg+axg—au _ xo(l+a)
" 1+ocy+ I+« (XO u) - I+a y:x;i-au I+a - 14a

:xO

+
Aplicando f, que es convexa por hipdtesis, se tiene: f (xg) < % FO) + 15 f (xo —u), y se sigue:

fo)=fy) < ale—f(x))

xXo—UES

Por tanto, |£(y) — f (x0)| < L [c— f(x0)] [y —x0| Vy € B(xo,€), es decir, queda probado que f es
continua en xg € intD cualqulera y por tanto, f es continua en intD.
O

Observacion. Dado que f es convexa siy solo si — f es concava, se deduce que la proposicion anterior
también es cierta para funciones concavas, pues el signo no influye en la continuidad.






Capitulo 2

Desigualdad de Brunn-Minkowski y
principio de concavidad de Brunn.

El objetivo de este capitulo es demostrar el principio de concavidad de Brunn que afirma que dado
K C R", cuerpo convexo y E subespacio lineal k-dimensional, la funcién

f:PELK—> [0,00)
x— f(x) = [KN(E +x)|t

es concava en su soporte.

Para ello, introduciremos la desigualdad de Brunn-Minkowski, que relaciona el volumen de la su-
ma de Minkowski de dos borelianos con los volimenes de dichos borelianos. Veremos primero que
la desigualdad de Brunn-Minkowski se puede expresar de varias formas equivalentes y posteriormente
veremos que es cierta, obteniéndola como consecuencia de la desigualdad funcional de Prékopa-Leindler.

Presentamos aqui la demostracion dada por Ball en [2, Teorema 21] la cual puede encontrarse de
manera mas explicita en [0, Teorema 1.1, Lema 1.2] y en [1, Teorema A.2, Teorema A.3].

2.1. Equivalencias de la desigualdad de Brunn-Minkowski.

Teorema 2.1. (DESIGUALDAD DE BRUNN-MINKOWSKI) Son equivalentes las siguientes afirmacio-
nes:

L JA"AB* < |(1-1)A+AB

, YA, B borelianos no vacios de R" y A € [0, 1].

2. |A]% + ]B|% <|A+B i, VA, B borelianos no vacios de R".

3. (1=M)|A|s +A|B|s < |(1=2A)A+AB|n, VA, B borelianos no vacios de R" y A € [0,1].

Observacion. La desigualdad 1, no depende de la dimension.

Demostracion. Veamos las distintas implicaciones entre las afirmaciones para deducir su equivalencia:

(1 = 2) Tomamos A, B # 0, borelianos en R".

1
Definimos: A’ = ﬁ,B’ = ﬁ yA= \A|IIB‘TB|1 €[0,1].
n n n—4 n



Es claro que por construccién A’, B’ # @ borelianos y de volumen 1, ya que considerando la medida
A | A

i | ()
Se tiene entonces, |(1 — A)A’ +AB'| > |A/|" *|B/|* = 1.

de Lebesgue se sigue que: |A'| = = 1. Andlogamente, se deduce |B'| = 1.

Ademds reescribiendo la siguiente expresién y tomando volimenes,

1 1 1 1
(1_A)A/+AB/: ’A n+|B‘n_‘B’" A + |B n B _ A+B
Al»+Bls  |Al=  |Al»+ Bl |Bl=  |A]" + Bl
yentonces,
A+B A+B n
< -aA+aB|=| ATB | ATBL 5= lA+B > (Al + 1B
(Al 1817 | (1a]+1817)

Basta con tomar la raiz n-ésima a ambos lados de la desigualdad y se obtiene el resultado buscado:
1 1 1
Al +|B|" < |A+B|".
(2= 3) Tomamos A, B # 0, borelianos en R" y A € [0, 1].
Definimos A’ = (1 — A)A, B' = AB que son borelianos por construccion.
1 1 1
(1= A)A+AB|7 = |A'+B|" > |A|" + |B|" = |(1—A)A|" + |AB|»
1o L1 1 1
= ((1=2)")" A"+ ((A)")" [B]" = (1 = A)|A[" +A[B]|".

Notar que la desigualdad es cierta, ya que estamos suponiendo que se verifica 2.

(3= 1) Tomamos A, B # 0, borelianos en R” y A € [0, 1].

Recordemos la desigualdad aritmético-geométrica: Y| Lja; > [T, al/.l", para todo @; € Rty A, >0
tales que ) | A; = 1.
Ahora tomando volimenes y aplicando la desigualdad aritmético-geométrica, tenemos:

1-A

I(1—A)A+AB|7 > (1—A)|A]7 +A|B|+ > |A|'" |B].

Por tanto, |A|'~*|B|* < |(1 —21)A+ AB|, VA, B borelianos no vacios de R".

2.2. Desigualdad de Prékopa-Leindler.

A continuacién probaremos la desigualdad de Prékopa-Leindler, se trata de una desigualdad funcio-
nal que nos permitird demostrar la desigualdad de Brunn-Minkowski.

Comenzamos con un lema previo antes de demostar la desigualdad de Prékopa-Leindler.

Lema 2.1. Sea f : R" — [0, 4o0) una funcion integrable en R". Entonces,

+oo
L rwdx= [ (s =

6



Demostracion. Sea x € R". Aplicando el teorema de Fubini, (estamos en condiciones de aplicarlo dado
que la medida producto Lebesgue es o-finita y R” y [0,00) son borelianos):

—+oo

oo +oo
L@z aia= [ ] sy @dsdi= [ gm0 (drd
1)
:// dtdx= | f(x)dx.
nJO Rn

O]

Teorema 2.2. (DESIGUALDAD DE PREKOPA-LEINDLER) Sean f,g,h : R" — R funciones medibles
no negativas y A € [0,1] tal que f(x)'~*g(y)* < h(z) siempre que z = (1 — L)x+ Ay. Entonces,

A

( ]Rnf(x)dx>l7L </Rng(Y)dY> < Rnh(z)dz. 2.1)

Demostracion. Lo demostraremos por induccion sobre n, donde n es la dimensién de R”.

CASO =1y ||f]le = ||g]l = 1 \

Consideramos A, B compactos en R tales que A # 0,B # 0. Definimos: ap, el elemento minimo
de A, bysx el elemento méximo de B, ambos existen y estdn bien definidos pues hemos asumido A y B
compactos no vacios de R.

Por las propiedades de la suma de Minkowski se tiene:

(amin +B) U (A +bmax) = {amin+1 :1 € BYU{t +bpsx:t €A} CA+B.

Por tanto. |(ami + B) U (A + bmax)| < |A+ B|.

(Clml’n JrB) N (A +bméx) = {(lml’n +r:t e B} N {l‘ +bmix :t € A} = {(lml’n +bmﬁx} .

Asi |[{amm + bmax | = 0, dado que la medida de Lebesgue de un punto es nula. Se tiene entonces:

|A+B‘ > ‘(dmfn+B)U(A+bméx)‘ = ‘Clmfn+B|+’A+bmé_x| — ‘(amfn—l-B)ﬂ(A-f—bméx)‘ = ’BH— ‘A|

=0

Observacion. Estamos considerando la medida de Lebesgue 1-dimensional, ya que estamos conside-
rando el cason =1 con A y B compactos no vacios de R.

Hemos probado

|A+B| = |A| +|B|

para conjuntos compactos en R y dado que la o-dlgebra engendrada por los compactos contiene a
los borelianos, esta desigualdad también se verifica para borelianos cualesquiera de R.

Hemos asumido que || f||« = |||l = 1, de aqui se deduce que | f(x)|, |g(x)| < 1, c.t.p. x € R, ademas
hemos considerado f'y g funciones no negativas, por tanto: 0 < f(x),g(x) < l,c.tp.x e Ry Vvr €[0,1),
los conjuntos {x € R | f(x) >t} ,{y € R| g(y) >t} tienen medida positiva y consecuentemente son no
vacios.

Ademds, para cualquierz € (1—A){xeR: f(x) >t} +A{x€R:g(x) >}, handeexistirx € {xeR:
f(x)>r}eye{xeR:g(x) >t} talesquez=(1—A)x+Ayy setiene h(z) > f(Jc)l_/lg(y))L >l =

7



t.Asi,ze {xeR:h(x) >1t}.
Por lo tanto se tiene:
{zeR[h(z) >t} 2 (1 -A){xeR[ f(x) 2t} +A{y eR [ g(y) >t},vt €]0,1)

y usando el lema 2.1, se sigue:

/h(z)dz:/l\{zeRrh@)zz}rdzz (1-2) [ 1€ R0 2 0)lar+ 2 [ 1y € B 50 2 e
R 0

(1-2) [ fedr+2 [ of dy></f ) </Rg<y>dy>l,

siendo la dltima desigualdad consecuencia de la desigualdad aritmético-geométrica.

‘CASO n=1y NO necesariamente || f]|c. = ||g||oc = 1 ‘

Definimos las funciones: f = ﬁ, g= ﬁ y h= W, que son medibles no negativas defi-

/11
nidas en R por serlo las f,g y & del enunciado. Ademis, || || = ||&]|- = 1. Aplicando la hipétesis del

enunciado f(x)'~*g(y)* < h(z)siz=(1—A)x+ Ay, se tiene la siguiente desigualdad:

st agoh— (LY T (O S0 0 b))
J&)T780) ‘<||f||m> (ngrw) =TT = AL ATl @

y aplicando el resultado ya demostrado a f,g y h, ya que estamos en condiciones de aplicar la
desigualdad (2.1), se tiene:

[ ez ( / f<x>dx) - (f g@)dy)l =
A l||g||l ( HfHoo >”<§gg(yi"y>l
= [ hwae ([ f<x>dx) ( [ s0as)

Queda probado el caso n = 1 y podemos continuar con la induccién:

En esta ocasion no es necesario separar en subcasos || f|lw = [|g[le = 1 ¥ ||f]|=> [|g]l N0 necesa-
riamente 1. Veremos que en la demostraciéon no usaremos estas hipétesis, y el resultado se probard en
general:

<~

Supuesto cierto el resultado para n — 1, con n > 1, veamos que se verifica para n:

Sean f,g,h: R"~! — [0, 00) verificando las hipétesis del enunciado. Fijamos x| € R y consideramos:

Sa: R—1 — [0,0)
(X2, osxn) > f(x1,%2,..0,%).
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Se definen andlogamente gy, , /.
Por hipétesis de induccion se verifica VA € [0,1] y ¥V (x1,...,%,), V15, yn) ER?

RU=A) (515 o2) A G0 ) = F ) g (o)™
Asi Vx1,y1,21 € Rtales que 71 = (1 —A)x; +Ay1 y ¥ (x2,. ., %1), (02, -, ¥n) € R""! tenemos:

Bz, (L= A) (K2 X) F A (02,00 00)) 2 F () ™ g (o)

Por definicién se tiene:

th ((1 —k) (xzﬂ"'7xl’l> +)’ (y27-~-7yn)) Z fxl ('xza"':xﬂ)lilg}’] (})27"'7))”))L N

Aplicando la hipétesis de induccién a fy,&y, ¥ hiz, con z; = (1 —A)x; + Ay;, vemos que:
1-1

/ hy (22, 20)dzo---dz, > / S (2,0, x0) dxg -+ - dxy gy (V25 yn)dy2 -+ -dy,
Rn—l Rn—l Rn—l

Ii(z1) L(x) L(y1)

Aplicando de nuevo la hipétesis de induccién a Iy, 1, e I, donde I, I; e I3 son funciones medibles no ne-
gativas en R. Como xj,y1,z; € R verificando las hipétesis del enunciado con 7 (z1) > (L (x ))17’1 (I(n ));L
siz; = (1 —A)x; + Ay, y dado que hemos demostrado el caso n = 1, se sigue:

/R < Rn-1 th (227- .- 7Zn)dZ2‘ . dZn) le >

1-A A
2 </ < fxl (-x27"‘7-xn)dx2"‘d-xn)dx]) </ </ gy1 (y277Yn)d)’2dyn>dY1> .
R Rr—1 R Rn—1

Estamos en condiciones de aplicar el teorema de Fubini-Tonelli, ya que tal y como hemos justificado
en la demostracion del lema 2.1 la medida producto Lebesgue es o-finita y estamos integrando sobre
borelianos funciones medibles. Por tanto:

A

1-1
/Rnh(Zl>---,Zn)le"'dZn > (/Rnf(m,---,xn)dm---dxn> (/Rng(yl,---,yn)dyl-'-dyn>

Queda probado que dadas f,g,h: R" — R funciones medibles no negativas y A € [0,1] tal que
F(x)'"*g(y)* < h(z) siempre que z = (1 —A)x+ Ay, se verifica (2.1)
O

2.3. Demostracion de la desigualdad de Brunn-Minkowski a partir de la
desigualdad de Prékopa-Leindler.
Para obtener la demostracién de la desigualdad de Brunn-Minkowski como consecuencia de la
desiguadad de Prékopa-Leindler, basta con tomar A y B borelianos cualesquiera de R” y considerar
sus funciones caracteristicas: f = xa y § = xpg. Definimos & = ¥(1_3)a 4215

Dado que % es una funcién caracteristica tomard valor 0 6 1. Podemos considerar dos casos:
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» SeaxcAeyeB= xa(x)xs(y) =1. Tomando z = (1 —A)x+ Ay € (1 —A)A+ AB, se tiene que
X(1-2)a+28(2) = 1, luego se verifica la desigualdad x4 (x)x5(y) < X(1-1)a+28(2)-

» Six¢ Ady¢ B, entonces xa(x)xs(y) =0y la desigualdad anterior es trivial

Dado que la desigualdad anterior equivale a )Cj’l ) xE () < X(1-2)a+28(2), paratodo 0 <A < 1
siempre que z = (1 — A )x+ Ay, al aplicar Prékopa-Leindler a f = x4, g = X y h = X(1—2)a+AB S€ tiene:

1-4 A
(fanwar) ([ as0)r) < [ oo uisn(edds e A5 < (1= A)a+ 26

Queda asi probada la desigualdad de Brunn-Minkowski para todo par de conjuntos borelianos de R" y
para todo A € [0, 1].

2.4. Principio de concavidad de Brunn.

A continuacién demostraremos como corolario, el principio de concavidad de Brunn que menciona-
bamos al inicio del capitulo y para ello recurriremos a la desigualdad de Brunn-Minkowski:

Corolario 2.1. (PRINCIPIO DE CONCAVIDAD DE BRUNN) Sea K C R" cuerpo convexo y E subes-
pacio lineal k-dimensional. Consideramos la funcion

f: PEJ_K — [O,OO)
x+— f(x) =|KN(E+x)|.

1 .
Entonces f* es concava en Pg1 K.

Demostracion. Consideramos E subespacio lineal k-dimensional y P K la proyeccion ortogonal del
cuerpo convexo K sobre el subespacio E+. Podemos suponer sin pérdida de generalidad E = {é},...,é;}
y E* ={ei1,...,é,} donde (&)?_, es la base canénica de R”. Si no fuese asf bastarfa considerar UK,
con U aplicacion lineal ortogonal adecuada. Por tanto se tiene:
PoK={xcE*|KN(x+E)#0}CE*=R"* y E=RL

Ahora Vx € Py K (CR"*), definimos K, = {(y1,...,y) € R* | (y1,..., %) € K}. Tal y como
hemos definido K|, tenemos que:

fx) = [KN(E+x)| = |Kl. (2.2)

Tomamos, x; # x» € Py K, cualesquiera. Entonces para cualesquiera y; € Ky, y2 € Ky, y VA € [0, 1],
veamos que (1 —A)y1 +24y2 € K1)y, 120,

Observacioén. Los y; con i = 1,2 que hemos tomado, son de la forma y; = (1, ...,yi) € RX. Seguiremos
esta notacion en lo que resta de demostracion.

Se tiene que ((1—A)y; +Ay2, (1 =A)x;1 +Axp) = (1 —A) (y1,x1) + A (y2,x2) € K, esto se sigue de
que (1 —A)y; + Ay, € Ry (1 —A)x; + Axy € R"* donde (y1,x1),(y2,x2) € K, con K convexo por
hipétesis. Dado que lo hemos probado para y;,y; cualesquiera de K,,, K, se sigue que:

(1-A1)Ky, +AK,, gK(l_Mxl_,_;sz. (2.3)
Aplicando (2.2) se dan las siguientes igualdades:
1 1
FH(1=2)x1 4+ Ax2) = [K1_p )42 |5
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(L= AV )+ AfE () = (1= A) Koy |+ ALK |
Del contenido (2.3), se sigue la desigualdad:

1 1
K- am 2l = [(1=2A)Ky +AK, |5

Por tltimo, aplicamos la desigualdad de Brunn-Minkowski en R¥, ya que estamos tomando la medida
de Lebesgue k-dimensional dado que K, Ky, , K(1-2)x,+4x, C R*. Por tanto aplicando la desigualdad de

Brunn-Minkowski en su versién: (1 — )L)|A|% +A|B|% <|(1—-A)A+ 7LB|%, obtenemos:
(1= A)Key + ARy |F > (1—A)|Ky, [+ A|Ky, |1

Luego queda probado que:
FE(1 =205+ Aw2) 2 (1= A)fE (1) +AF (x2).

. 1 .
Equivalentemente, f* es concava en Pp. K.
O

En la siguiente figura, damos un ejemplo concreto de los objetos considerados en el corolario an-
terior. Tomamos el subespacio lineal E de dimensién n — 1 y consecuentemente £+ de dimension 1.
Obviamente para poder representarlo graficamente, ha de ser n = 3.

Consideramos un elipsoide (cuerpo convexo K) cuya seccién K, = K N (E + x) aparece sombreada
y donde estamos considerando E un plano (dimensién 2 = n— 1) y E* el subespacio 1-dimensional
perpendicular al plano. La funcién f definida en el corolario anterior corresponde al area de la seccién
sombreada.

PpiK

Figura 2.1: Ejemplo con n = 3, K elipsoide y subespacio E de dimensién n — 1.

Observacion. Aunque hayamos considerado el ejemplo de K elipsoide, este corolario también es cierto
para cuerpos convexos no simétricos asi como para subespacios lineales de dimension arbitraria (no
necesariamente ha de ser E de dimension n — 1). Este hecho se deduce directamente de la demostracion,
donde no hemos recurrido a ninguna de estas dos hipotesis adicionales, es decir, lo hemos probado en
general.
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Capitulo 3

Seccion por el centro de masas y seccion
maxima.

El objetivo de este capitulo es establecer comparaciones entre la seccién de un cuerpo convexo ob-
tenida al intersecar dicho cuerpo convexo con un subespacio afin por su centro de masas y la seccién
paralela de mayor volumen. Dado un cuerpo convexo K en R" y un subespacio E k-dimensional pasando
por el centro de masas de K, veremos que el ratio entre el volumen de la seccién obtenida al intersecar el
cuerpo convexo con el subespacio k-dimensional y el volumen de la méxima seccién obtenida al interse-
car el cuerpo convexo con algtin subespacio k-dimensional paralelo a E, estd acotada por una expresion
que depende tanto de la dimensidén del subespacio, k, como de n.

Los resultados de este capitulo fueron demostrados por Fradelizi en [3] en 1997.

Primeramente enunciaremos y demostraremos el caso k = n — 1, en el cual se puede acotar el ratio
anterior por una constante independiente de 7.

Observacion. Estamos considerando el caso en el que el subespacio E con el que intersecamos nuestro
cuerpo convexo es de dimensién k = n — 1, consecuentemente serd E+ = {x € R" | (x,u) = 0,Yu € E}
1-dimensional y lo identificaremos con R.

Por tanto, podemos escribir E = 0+, con 0 € S* 1 . Como el volumen de las secciones es inva-
riante por rotacion y traslacion, podemos suponer sin pérdida de generalidad 6 = e, y g = 0, basta
con aplicar una rotacion y traslacion adecuadas al cuerpo convexo K. Andlagomente consideramos
E =1{é\,...,e; 1} ya que es un subespacio (n — 1)-dimensional verificando R" = E © E*.

Sea f (descrita en el principio de concavidad de Brunn) la funcion que nos da el volumen de las
secciones de cuerpos convexos resultantes de intersecar el cuerpo convexo con subespacios afines:

f: PELK — [0,00)
x+— f(x) =|KN(E+x)|.

En este caso en el que el subespacio E con el que intersecamos el cuerpo convexo K es de dimension
k =n— 1, a consecuencia de la identificacion anteriormente justificada: E = 8 con 8 = &}, podemos
reescribir la funcion f como sigue:

f: [_aab] — [O,oo)
te—s f(1) = [KN (& +18,)],

13



donde [—a,b] C R (con a,b > 0) es el soporte de f y se tiene por definicion Pz K = [—aéy,bep).

3.1. Cota para el volumen de las secciones resultantes al intersecar un
cuerpo convexo y un hiperplano.

Teorema 3.1. Sea K un cuerpo convexo en R" tal que su centro de masas estd en el origen, @ € ™! y
E = 0" un subespacio (n— 1)-dimensional. Consideramos:

iR —[0,00)
t—s f(t) = |KN (0 +10)|.

Entonces se verifica:
n+1

n—1

Il = 70 ("EL) e kot
Demostracion. Toda funcidn céncava es continua en el interior de su soporte (Proposicién 1.1) y sabe-
mos por el principio de concavidad de Brunn que tomando f(t) = [KN(E+10)| = |[KN (81 +16)|, f
es concava en su soporte (ya que estamos considerando el subespacio E de dimensién (n — 1)), y por
tanto es continua en el interior de su soporte. En consecuencia f serd continua en su soporte, [—a,b|, y
podemos afirmar que existe 7y € [—a,b] tal que f(#9) = || f||. Ademds podemos suponer que 0 <ty < b
(si fuera necesario, podriamos cambiar 6 por —6). Ademas vamos a considerar f(0) < f(f), pues en el
resto de casos la desigualdad seria trivial ya que (%l)n_1 >1,VneN.

Estamos asumiendo que K tiene su centro de masas en el origen y podemos suponer sin pérdida de
generalidad |K| = 1. Por tanto:

1
gK:—/xdx:0<:>/xdx:/(xl,...,xn)dxl...dxn:/ (%1, yxn) Xk (x)dx ... dx, =0.
|K‘ K -K -K Rn

Podemos reescribir esta expresion, aplicando el teorema de Fubini-Tonelli, ya que estamos en condi-
ciones de aplicarlo, pues la medida producto Lebesgue es - finita y estamos integrando sobre un cuerpo
convexo (boreliano), una funcién medible. Ademds se observa que si un vector x = 0 entonces [x], =0,
donde [ . ], denota la n-ésima coordenada de un vector respecto a la base canénica. En este caso conside-
ramos el vector |K|g, con coordenadas respecto a la base candnica, tal y como se ha explicado al inicio
del capitulo. Por tanto se tiene la siguiente igualdad:

[/ (%1, o20) 2k (%) ...dxn] = [ ) €RY T G 1,0) € K =
Rn R

" 3.1
b
:/tf(t)dt:/ tf(r)dr.
R —a

En la dltima desigualdad hemos usado que f(x) = 0,Vx ¢ [—a,b]. Se obtiene la siguiente igualdad:

b
/_ tf(t)dt =0.

De aqui se sigue:

0= btf(t)dt:/o tf(t)dt+/obtf(t)dt<:>/Obtf(t)dt:/O —tf(t)dt.

—a —a —a
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Dado que V¢ € [0,b] tf(t) > 0y 0 <ty < b (asi lo hemos asumido al incio de la demostracion).
Tenemos:

/0 —tf(t)dt:/obtf(t)dtZ/Ototf(t)dt. (3.2)

—a

Definimos:

1 . P . . .
» [h(t) = f=1(t) |, por el principio de concavidad de Brunn k(z) es concava en [—a,b] (es decir, es
céncava en su soporte, que claramente es el soporte de f).

= g(t) funcién afin verificando:

* g(0) = h(0) y g(t9) = h(tp). Notar que podemos definir g sin problemas, pues dados dos
puntos siempre existe una funcién afin pasando por ellos.

A consecuencia de las definiciones de 7 y g sabemos que g corta a hen fy y en 0 € [0,7p] y como
Sf(t0) = || f |l se tiene h(ty) = ||h||. Ademds, dado que / es concava y g es afin se deduce que g(1) > h(z),
Vt € [—a,0]y g(t) < h(t), Vt € [0,1].

Notar que g(0) = h(0) < h(ty) = g(to) luego por ser g afin, podemos afirmar que g es estrictamen-
te creciente y obviamente cortard al eje de abcisas en un punto —7v, luego serd g(—y) = 0 para algin
Y > a <= —v < —a, ya que en caso contrario, llegariamos a una contradiccién con el hecho de que 4 es
concava y de que g(0) = h(0) y g(to) = h(to), pues habria un tnico punto de corte. Luego la funcién g
estd bien definida y es ’ gt)=c(t+y)conc>0yy>a ‘

g(?)

—y —a 0 fo b

Figura 3.1: Puntos de corte y comportamiento de g(¢) (en rojo) y () (en azul).

Consideramos la siguiente cadena de desigualdades:

0 1 (1) 10 2) 10 3) 1o @ o
/ —tg" () dt 2/ —tg" () dt 2/ —th" (1) dt 2/ th"~Y(r) dt 2/ tg" () dt,
0 0

4 —a —a

donde (1) se deduce de que —tg"~!(t) > 0en [~7,0] y [~a,0] C [~7,0]. Se verifica (2) ya que —th" ! (t)
y —tg"!(t) > 0en [~a,0] y g(t) > h(t), Vt € [~a,0]. La desigualdad (3) es directa de (3.2) y de que
th"~1(t) =t f(¢). Por tltimo se verifica (4) dado que g(t) < h(t), Vt € [0,1y]. Queda probado:

to
02/ 1" (1) dr.
-y

y reescribiendo esta dltima integral tenemos:
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fo fo —u to+Y
/ tg”fl(t)dt:cnfl/ tt+y)tarE c"il/ W (u—y)dt =
0

-Y -Y
n n 3.3)
n— (t0+7/) B (t0+’)/) n— nfloty ¥
- 1( n+1 n r)=¢ 1(t0+y) n+1 n)’
Tenemos la siguiente desigualdad:
- nflot+Y Y Y _lh+Y

0> ¢! - = > 34
_C\/w<n+l n) n— n+l 34

20 >p

Por defnicién tenemos:

10 (SO (1 () iezso ()

y queda probada la desigualdad del enunciado.

La desigualdad £(0) - (“£1)""" <e-[K N E] se sigue de que £(0) = [KNE| y de que (1)" ' <e
Vn € N. Veamos esta ultima desigualdad:

. -1 -1 . .
Definimos b,, = (%l)n = (1 + %)n , bastard con demostrar que b, < b,| equivalentemente

(1 + %)n_l < (1 + ﬁ)n Notar que para el caso n = 1 se verifica la desigualdad. A continuacién consi-
deramos n € N\ {1} y aplicamos la desigualdad aritmético-geométrica.

Tomamos A; = %, i=l...,nya =lLa=1+ %,...,an =1+ % Notar que se verifican las con-
diciones necesarias para aplicar la desigualdad aritmético trigonométrica pues: Y/ | A; = 1 con A;,a; >
Oparatodoi=1,...,n.

Asi queda probado que (b,), .y s una sucesion de niimeros reales positivos no decreciente y ademds:

n—soo n—soo

" 1
lim <1 + ) =e, lim <1 + > =1 y dado que ambos limites existen y son finitos:
n n

1 n—1
lim b, = lim <1—|—> =e
n

n—oco n—yoo

Por tanto, se verifica:

1 n—1 1 n—1
VnEN,e2<n+> fﬁof(m(“) < f(0)e=|KNE|e.

n n
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3.2. Generalizacion al caso k-dimensional.

A continuacién generalizaremos el resultado anterior, de modo que el subespacio E con el que inter-
secamos el cuerpo convexo K, serd de dimension k arbitraria. El caso k = n— 1 visto anteriormente estaria
incluido en el resultado que vamos a ver. No obstante, dado que se ha utilizado una demostracién dife-
rente, se ha optado por demostrarlo de manera separada, dando asi dos demostraciones del caso k=n—1.

Comenzamos enunciando una proposicién cuya demostracion posponemos.

Proposicion 3.1. Sea ¢ € Ny p > 0. Sea C C R cuerpo convexoy f: C — [0,00), f #£ 0, tal que f% es
concava. Entonces

1\? . d
méx f(x) < <p+q+> fxy) donde xp= W

A partir de esta proposicién se podra probar el siguiente teorema:

Teorema 3.2. Sea E un subespacio k-dimensional de R" tal que 1 <k <n—17y sea K CR" cuerpo
convexo cuyo centro de masas es gx. Consideramos:

f:K—[0,00)
x+— f(x) =|KN(E+x)|.

Entonces se verifica:

1 k
i1l < (g ) e

Demostracion. Hacemos las siguientes identificaciones:

= Podemos suponer sin pérdida de generalidad que E+ = {&},---,e, 4} y E = {en ki1, ,€n}
con (&;);_, la base canénica de R”. En otro caso bastarfa con aplicar una rotacién y traslacicién
adecuadas. Por tanto, identificando E con R* y EL con R"7*, se tiene R” = R" * x Rk = EL x E.
= Se define Vx € R"%:
f|PELK P K — [0,00)
x— f(x) = |[KN(E+x)] = {(1,..., ) € R¥| (x,y1,..., ) € K}

o . 1 .
Por el principio de concavidad de Brunn f* es concava sobre Py K.

Observar que Vx € K, f(x) = f (Pg.x).

= Definimos C = P;. K, p =k, g = n — k, para aplicar la proposicién 3.1.

Dado que hemos considerado g; = ‘]7‘ Jx xdx el centro de masas del cuerpo convexo K, se sigue que
f(gx) = |KN(E+gk) | = f (Pes (gk))-

Por otro lado se tiene:
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fK ()C],.. . ,xn,k) dxy ...dx, _ jﬁgn—k (xl,. .. ,xn,k) |{y € Rk;(x,y) S K}|dx1 coodx, g _
Jx dxi ... dx, Jroi [{y € R¥; (x,y) € K}|dx; ... dx,—
frr 1 f (x)dx
= = Xy.
Jroi f(x)dx

Notar que en la peniltima igualdad, para simplificar la notacién hemos tomado x = (xi,...,x,_4) y and-
logamente dx = dxy ... dx,_y.

Ppi(gx) =

En esta cadena de igualdades hemos aplicado el teorema de Fubini-Tonelli dado que estamos inte-
grando funciones medibles sobre borelianos y la medida producto Lebesgue es o-finita.

Teniendo en cuenta los pardmetros que hemos tomado al inicio de la demostracién, tras haber com-

probado que se verifican las hipétesis de la proposicion 3.1, estamos en condiciones de aplicar la des-
igualdad de la proposicién 3.1:

1\ 1\
i1l < (1) ren < (o) ftanh

A falta de demostrar la proposicién 3.1, queda probada la desigualdad cuando intersecamos el cuerpo
convexo con un subespacio E, k-dimensional para 1 <k <n—1.

A continuacion enunciaremos y demostraremos un lema auxiliar, que usaremos en la demostracion
de la proposicién 3.1.

Lema3.1. Seap>0yq>0enR. Sea ¢ :[0,M] =R, ¢ >0, ¢ # 0 una funcion no creciente tal que
1
@4 es concava. Entonces

M p M 1
o (t)dt > 7M/ P o(t)dr.
/o (1) “ptg+1 0 o(r)

Demostracion. Tomamos ¢ = p:ﬁ y consideramos h verificando: & no creciente en [0, M], hi afin,
h(M) =0y h(cM) = @(cM).
Es claro que Ja > 0 tal que tomando h(f) =a (1 — ﬁ)q, Vt € [0,M] verifica las condiciones anteriores.
Como (pé es concava sobre [0, M], he afin, (M) > h(M) =0y h(cM) = ¢(cM), obtenemos (pé < hi

sobre [0,cM] y (pé > hi sobre [cM,M]. Dado que h y ¢ son funciones no crecientes, ¢ < & sobre [0, cM]
y @ > h sobre [cM,M]. Se representa la situacién propuesta en la figura 3.2.

0 cM M

1 . 1
Figura 3.2: Representacion de s¢ en naranjay ¢¢ en verde.
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Si consideramos la integral:

/M(t—cM)t”_l (9(t) —h(1)) di —/CM(t—cM)t”_l (9(t) — h(1)) dt+/M(t — M) (@(1) — h(1) di
0 0 cM

-~

L 4]

Es facil ver que: (t —cM)tP~! (¢(t) — h(t)) > 0 en [cM,M] y andlogamente se verifica:

(t — cM)tP~" (@(r) — h(t)) > 0 en [0,cM].

Por tanto se deduce:

/ Y= MY () — h(e)) dt > 0 = / Y= ey o) di > / Y My (o) dr.
0 0 0

Por dltimo basta con ver que [ (t — cM)t?~"h(r) dr = 0. De este modo obtendremos:

M M M
/ (t—cM)tP‘1<p(t)dt20<:>/ tp(p(t)dL‘Z/ cMtP L o(t)dt.
0 0 0

Se tiene por definicién de 4 la siguiente igualdad:

M M t\4 x=L 1
/ (t—cM)tp’Ih(t)dt:/ (r— et (1- ) ar = aMPH/ (x— e (1 —x)? dx
0 0 0

! i
:/0 x‘”(l—x)qu—c/O xp’l(l—x)qu:B(p—l—l,q—i—l)—r’q’ﬂﬁ(p,q—i—l):0.

B(p+1,q+1) B(p,q+1)

O]

Para terminar, reformularemos la proposicién 3.1 y la demostraremos apoyandonos en el lema 3.1:

1 A
Observacion. Obtenemos la proposicion 3.2 tomando f? := g en la proposicion 3.1. Notar que se trata
de resultados equivalentes.

Proposicion 3.2. Sea g € Ny p > 0. Sea C C RY un cuerpo convexoy g : C — [0,0), g # 0 una funcion

concava. Entonces
JraxgP (x)dx p+1 .
> 3.5

g( JragP(x)dx ) — \p+q+1 e G-

Demostracion. Por hip6tesis hemos supuesto g céncava. La desigualdad de Jensen nos dice que dada
una funcién céncava f (suponiendo que las integrales siguientes estdn bien definidas y no divergen) y
siendo u(x) medida de probabilidad, se verifica: f (g xdl(x)) > [pq f(x)dp(x). Tomando en este caso:

du(x) % dx (que es medida de probabilidad pues [p, di(x) =1)y f = g, se sigue que:

~ Tl
<quxg1’(x)dx> > Jra ng(X)dx.
Jre8P(x)dx )~ [q 8P (x)dx
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A continuacién definimos @(¢) = [{x € R? | g(x) > t}| y tomamos M = ||g||-.. Entonces tenemos:

g(x) ¥ M M
/g”(x)dx:/ (/ pt”_ldt> dx(:)/ pt”_1|({x€Rq;g(x)Zl})|dt:p/ o) dr.
R4 R4 0 0 0

(3.6)
Hemos usado en (*) Fubini-Tonelli e induccién sobre la dimension ¢ de R?.
Ahora, para demostrar la desigualdad (3.5), basta con probar:
M 4 M o
tPo(t)dt > 7M/ P (t)dt. 3.7
ez L [Tt G

Esto se debe a que por (3.6)
o Jrag(x)dx=p [ 1" o(t)dt
= Jrog? () dx = (p+1) [ 1P @(t)dt

De aqui se sigue:

<quxgp(x)dx> S Jra 8P (x) dx _ p+1 féwﬂ’(p(t)dt
JragP(X)dx ) 7 [regP(x)dx P erle(r)dr

Se verificara:

Az(p—H>méxg(x):<p+l>M<:>p+l I (1) dr Z< p+1 )M

p+q+1) xeRe p+qg+1 pf)tr-lo(r)dt — \p+q+1

Mp Mp1
— t(ptdt>7’M/t*<ptdt.
./0 ®) p+qg+1 0 ®)

Para demostrar (3.7) comprobemos que se cumplen las hipétesis del lema 3.1: Veamos que (pé es
concava sobre [0, M].

Tomamos x, y € [0, M] tales que g(x) >y g(y) > s. Dado que g es concava se tiene g (Ax+ (1 —A)y) >
At + (1 —A)s. Viéndolo conjuntistamente se verifica: A{g >t} +(1—21){g>s} C{g>Ar+ (1 —A)s}.

Aplicando la desigualdad de Brunn-Minkowski (Teorema 2.1) y teniendo en cuenta que ¢(t) = [{x €
RY | g(x) > t}|, se sigue:

@7 (A1 -+ (1= A)s) = 291 (1) + (1= 1)1 (s)
y queda probado que (pé es concava sobre [0, M].

Tal y como hemos definido ¢ es claro que Vi; <1, {x e R? | g(x) >t} C{xeR? | g(x) > 1} =

1
©(t1) > @(r2), de aqui se deduce que ¢ es una funcién no creciente, (y también lo serd ¢ 7).

Asi, para probar la desigualdad (3.7), es suficiente con aplicar el lema 3.1. 0
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3.3. Observaciones.

A continuacién recalcamos mediante esta observacion el interés de los resultados probados, princi-
palmente para cuerpos convexos no simétricos.

Observacion. Debemos destacar el hecho de que todas las desigualdades demostradas son totalmente
vdlidas para cuerpos convexos no simétricos, siendo triviales en el caso de cuerpos convexos simétricos,
dado que en ese caso al intersecar el cuerpo convexo con un subespacio k- dimensional el volumen
de la seccion que pasa por el centro de masas coincidird con el volumen de la seccion mdxima, ya
que tomando x =x, y = —x, AL = % —1-A= % por el principio de concavidad de Brunn, tomando

fx)=|KN(E+x)|, f I es concava en su soporte. Por tanto:

PO = a0 2 30+ ), = i) = H0) 2 f) =

Ksimétrico

= f(0) > f(x) < |KNE| > |[KN(E +x)].

Por tanto como 0 = gk, se sigue:

n+1\""
Ifl=r0) < o)
)" > | VneN
Para terminar el capitulo damos un ejemplo concreto en el que las desigualdades anteriores son igual-
dades:

—~

Observacion. En el caso k = n— 1, se obtendrd la igualdad en el teorema 3.1 cuando K sea un cono
convexo en la direccion del vector normal al hiperplano H, 8 = é,, (identificacion justificada al inicio
del capitulo).

La funcion f definida en el principio de concavidad de Brunn, nos da el volumen de las secciones de
un cuerpo convexo resultantes al intersecar el cuerpo con subespacios afines. De modo que si el soporte
de f es [—a,b), se sigue |K| = [° f(t)dt.

Sea g una funcion (—)-afin. Equivalentemente, sea g(t) = (c(t + )" tal que y,c > 0 con so-
porte [—v,ty]. Tomando 6 € S"~' cualquiera. Se define C, cono convexo centrado en el origen, como el
cuerpo de revolucion cuya seccion resultante al intersecarlo con el hiperplano Hy = {x e R" : (x,0) =1}
es una bola (n— 1)-dimensional de radio (g(t)/|B"~'|) V=) con el eje de revolucion paralelo a 0, es
decir |C(t)| = |K NH,|. Veamos que |C| = f’yg(t) dt. Es suficiente con demostrar que |C(t)| = g(t),Vt €
[—7.t0). Sabemos que C(t) es la bola (n— 1)-dimensional de radio (g(t)/|B"~"|) n=1) y el volumen
de una (n — 1)-dimensional de radio R viene dado por |B"~'|R"™, donde B"~" es la bola unidad de
dimension (n—1). Por tanto |C(t)| = g(t) = |C| = fﬁ)yg(t) dt.

Dado que C estaba centrado en el origen (por hipotesis), se sigue de (3.1):

1o e af o+
1g(t)dt g+ <n+3_21/>
8¢ 8 0 (3.3) g +y)"
/ g(t)dr ™ c T/
—y n

fi(tjt)— <:>L(t+)*
B TS DR A R
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Ademds se tiene: ||g|l» = g(to) = (c(to+7))"" vy g(0) = (cy)""". Por tanto:

() a6

Vemos que en efecto se verifica la igualdad en el teorema 3.1 (caso k = n—1) cuando el cuerpo
convexo K, es un cono convexo.
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Capitulo 4

Desigualdad de Griinbaum.

El objetivo de este capitulo es establecer una cota inferior que depende de la dimension »n (de R”) para
el ratio entre |[K | y |K|, donde K es un cuerpo convexo en R” con el centro de masas en el origeny K,
K™ son las partes de K resultantes de intersecar K con el hiperplano H = {x € R" : (x,0) = 0} (para al-
gtin 6 € S"71), es decir, consideramos: K~ =KN{x € R": (x,0) <0} y Kt =KN{x e R": (x,0) > 0}.

Sea K un cuerpo convexo en R”, H un subespacio (n — 1)-dimensional, es decir H = {x € R" :
(x,0) = 0} = 6~ para algin 6 € S"~!. Podemos suponer sin pérdida de generalidad 6 = ¢, (n-ésimo
vector de la base candénica de R"). En otro caso bastaria con realizar una rotacién y traslacién adecuadas.
Sea Py K la proyeccién ortogonal de K sobre H, consideramos la funcién:

f:PHLK—> [0,00)
x— f(x) = |KN(H+x)|.

Tal y como se explica al inicio del capitulo 3, dado que el subespacio con el que estamos interse-
cando el cuerpo convexo es un hiperplano (dimensién n — 1), consideramos la siguiente definicién de f
(totalmente andloga a la anterior):

f: [_a>b] — [0a°°)
t— f(t)=|KN (61 +18)],

donde el soporte de f es [—a,b| con a,b > 0 (dado que habiamos supuesto gx = 0). Aplicando el
teorema de Fubini-Tonelli (estamos en condiciones de hacerlo pues la medida de Lebsgue es o-finita,
los intervalos de R son borelianos y f es una funcién medible) se obtiene:

b 0 b
= | = )
K= [ swan K= [ sary K= [ swa

A continuacién probaremos el resultado central del capitulo, que fue demostrado por el matemati-
co croata Branko Griinbaum en [4]. Esta demostracidn puede encontrarse de manera més explicita en [5].

Teorema 4.1. (DESIGUALDAD DE GRUNBAUM) Sea K un cuerpo convexo en R" con el centro de
masas en el origen 'y sea K™ = KN{x € R": (x,0) > 0}, con 8 € S"~'. Entonces:

K _ (0 Y
K| —\n+1)
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Demostracion. Primeramente notar que a consecuencia del principio de concavidad de Brunn, podemos
afirmar que la funcién f : [—a,b] — [0,0) dada por f(¢) = |[KN (6 +10)| es —L;-concava en su soporte
[—a,b].

1

-afin:
n—1

Tomemos una funcién

h:[—Y,6] — [0,00)
t—h(t)=c(§—1)"".

con 7,8, ¢ > 0, verificando:
a) h(0) = £(0).
b) Jfy h(t)dt = [7 f(r)dt.
o) [Oh(t)dt = [°, f(t)dr.

Siempre existe una funcién & de la forma h(r) = ¢ (8 —t)" " verificando las condiciones impuestas.
Se puede construir imponiendo la condicién a), obteniendo después ¢ y & al imponer la condicién b),

fijando asf la pendiente de = y finalmente obteniendo  al exigir la condicién ¢).

Observacion. Por definicion las funciones f 'y h son no negativas sobre sus respectivos soportes |—a, b|
y [—7, 8] y también lo serdn f = y hitT. Ademds hiT es afin decreciente y f =T es concava como con-
secuencia del principio de concavidad de Brunn. Por otro lado sabemos que f y h se intersecan ent =0,
para que se verifiquen las condiciones (b) y (c¢) ha de ser necesariamente —a < —yy b < 8. Obtenemos:
—a<—-y<0<b<5é.

Se tiene por definicion:

0 b b
Kl= [ swa K= [rway K= [ o

—L-})-affn con soporte [, 8]. Tomando 6 como al inicio de la demos-

tracion, se define C, cono convexo centrado en el origen, como el cuerpo de revolucién cuya seccién
resultante al intersecarlo con el hiperplano H; = {x € R" : (x,0) =t} es una bola (n — 1)-dimensional de
radio (h(t)/|B"""|) Yo con el eje de revolucidn paralelo a 0, es decir |C(7)| = |[K N H;|. Se deduce de
la dltima observacién (3.3) del capitulo anterior:

Dado que & es una funcién (

0 S S
| = / h(r)de |CH| = / Woyde y || = / h(r)dt.
-y 0 =Y
Teniendo en cuenta las condiciones (b) y (c¢) impuestas al inicio de la demostracion:

0 0 B b
- _ - | — — = |kt
[e |_/_yh(t)dt— _af(t)dt_\K | 'y |C \_/0 h(t)dt—/o f@t)dt =|K"| 4.1)

Sumando ambas expresiones obtenemos:
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é b
/ hoydi=|C| = K| = [ f(o)dr.

-y —a

Ademis definimos dos funciones: £,/ : [—a, 8] — [0,%) que vienen dadas por:

7o) = { ) sit € [~,9]

0 en otro caso

sit € [—a,b],
en otro caso,

4.2)

A consecuencia de la construccion de 4 y de las condiciones impuestas sobre 2y f, podemos afirmar

que existird xq € [0,b] tal que f(¢t) < h(t) Vi€ [—y,0]Ux0,8]y f(t) >
figura 4.1).

1
hn—1 ! hn—1 |

h(t) en caso contrario. (Véase

Figura 4.1: Se representa en verde f»1 y en azul marino A»1. Aparecen en azul claro los intervalos en

i 1 . . i 1
los que A»T > fn-T y en rojo los intervalos en los que fnT > hn-T.

Tras aplicar una rotacion adecuada podemos tomar 6 = ¢;,. Por tanto, la siguiente igualdad (4.3)
se deduce en (3.1) en la demostracién del teorema 3.1 del capitulo anterior, aplicando el teorema de

Fubini-Tonelli:

(8K, 0) = tf( )dt = [gk]n-

K] /-

Se tiene por hipétesis gk = 0, se sigue de (4.3) y de las condiciones (b) y (c):

Cl(gc,0) = [ (:/th(t)dt: l ith(t)dt— [ batf(t)dt - /  (R(t) — F(2)) di =
—_—

gx=0=(gx,6)=0

= _(lt(l_l(t)—f(t)) dr+ Oﬁt(h(t)—f(t)) dt =
= [ om0 - Fw) ar [0 () - 7)) i =

— [ T4y () - F)
S~ ——

—a

dt+/ (t+7) ( (t) = f(1)) dt+
N~ N——

<0 <0 >0
+/ (t—xo) ( dt+/ (r—2x0) (
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' A consecuencia de las condiciones () y (c) se deduce 0 = f (h(t) = f(1)) dt =
= }/f (h(t) — f(1)) dt y andlogamente 0 = fo (h(t) — f(1)) dt = xo fo (h(t) — f(1)) dt

Por tanto, se tiene (gc,0) > 0 y deducimos a partir de (4.2), de (4.4) y de que h(z) > 0 sobre su

soporte:
K+| / f(1) / h(t /gc,9>h(t)dt'
a f( )dt /—7h<t) dt /(S h(t)dt (4.5)

-Y

A continuacién calculamos (g¢, ) aplicando la férmula del capitulo anterior (4.3) y usamos el cam-
bio de variable 6 —r = u:

/éth(t)dt c/st(é—t)”_ldt /S*V(S_M)unldu (6—ym)(5+y)"
0

<g 9> =Y =Y n(n—l—l) 6—}’11
/ h(t)dt c/ (6 —0)"dr / " du (Chail e
- -y 0 n
(4.6)
° (6+71)" ] .
Hemos hallado |C| = | h(t)dt = en el cdlculo del denominador de (gc, 0).
S
Por dltimo calculamos / h(t)dt aplicando el cambio de variable u = 6 —t y (4.6) :
(8¢,0)
8c i .
d+7)
5 §— n <( 1
/ h(t)dt :cw = c n ) 4.7
(8c,6) n 6—(2¢,0)=(8+7) 757 n
Finalmente sustituyendo en (4.5) el valor de |C| y el valor obtenido en (4.7), obtenemos:
n
5 0
/ o <( ) +1> ;
(8¢,9) _ n _ n
/ 6+n" n+1) °
h(t -
Se sigue de (4.5):
K| n \"
K| — \n+1
y queda probada la desigualdad de Griinbaum.
O

Observacion. Del mismo modo que en el capitulo anterior, se alcanzard la igualdad en el caso del
cono. Es decir, cuando f = h pues en tal caso se tendria (siguiendo la notacion de la demostracion de la
desigualdad de Griinbaum) (gc,0) = 0 y consecuentemente la desigualdad de (4.5) seria una igualdad

y se seguiria | K|| = (m) Ademads si f = h, necesariamente f es (

1 )-afin, sumando al hecho de
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que K es un cuerpo convexo, se deduce del caso de la igualdad del capitulo anterior que C = K ha de
ser un cono en la direccion del vector normal al hiperplano H.

Observacion. El resultado es totalmente andlogo para el caso en el que se considera la seccion K.
Bastaria con aplicar el resultado probado al cuerpo obtenido al reflejar K respecto del hiperplano 6.

K -
: K+

0t=H={xecR": (x,6) =0} 0L=H={xeR": (x,0) =0}

Figura 4.2: Ejemplo para un cuerpo convexo K C R?, es decir, caso n=3 donde el hiperplano 6 serd un
plano (dimensién 2).
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