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Gapft,u I o I

TNTFÌODUCGION

DTNAMICA VEHICULAR

La mejora del diseño de los sistemas vehiculares es degran importancia, tanto por la indudable trascendencia
económica de todo lo relacionado con el transporte como,
sobre todor ÞoF la seguridad de las personas que viajan enlos vehfculos.

La simulación por ordenador del comportamiento de sis-
temas dinámicos en general t y de sistemas vehiculares enparticular, ês una herramienta de. gran ut,i I idad en el
anâ,lisis y diseño de los mismos, dado lo costosos que son
sìempre los ensayos experjmentales.

La modelización de ros sistemas vehiculares suele ser
compleja por varios mot,ivos: hay mecanismos Èridimen-
sionales no siempre sencitlos, êXisten sistemas no lineales
realmenüe comp'lejos, como los neumátìcos, intervienen
varios campos de la Física (mecánica, hidráulica,...), etc.

Por otra parte, ìos sistemas vehiculares interaccionan
entre sí y además de forma variable.

Por ejemplo, los efectos giroscópicos de la rueda
apenas 'inf luyen en la reversibi I idad de la dirección
cuando la velocidad ea baja, pero la geometrla de la
suspensìón sl que es importante en esa situación. si se
necesita tener un modelo completo de vehículo gue sea
vál ido para un ampl io margen de velocìdades, hay que d.is-
poner de los modelos ensambìados y completos de rueda,
dirección y suspensión.

Aunque se han desarrollado modelos sofisticados de losprincipales elementos o sìstemas vehiculares, apenas se en-
cuentran modelos completos de vehículo que los engloben,
siendo los modelos de vehículo completo desarrol lados hasta

I



la fecha bastante simplificados,

El 1o se debe a gue con ros métodos tradicionares deformulación de las ecuaciones de ta dinámica, los desarro_llos matemáticos son muy raboriosos v, aungue ya existenaìgunos programas para facilitar ìa modelización, eltrabajo no 
.resurta todo lo sencitto como serla de desear.

I.2 - POSIBILTDADES DE LA TECNICA DE BOND GRAPH

Una alternativa a los métodos
model ización de sistemas dinámicos esgrafos de unjón o técnica de bond graph.

con est'a técnica cuarquier sistema f fsico diEcreto semodeliza mediante un conjunto de elementos ideates quepresent,an las propiedades de generación, almacenamiento,disipación o transformación de energla. Dichos elementos seinterconectan mediante grafos (bonds) y uniones(junct,ions). La estructura resultante se esquematizamediante un diagrama (bond graph) que representa et sistemacompleto sin dejar de visualizarse de alguna manera taestructura física del mismo.

Este diagrama t,ambìén muestra, tras un simple anál isisde causalidad efectuado sobre el mismo, la estructur; ;;iflujo de información, tal como lo hacs un diagrama de
b I oques .

tradicionales de
la técnica de los

De este modo pueden derivarse directamentegraph las ecuaciones diferenciales, cuyapermit'irá conocer el comportamiento der sistema.

del bond
resol uci ón

otra ventaja der método de bond graph es euê, atbasarse en er concepto de energra, resurta muy apropiadopara la modelización de sistemas en los gue intervienenvarios dominios de la Física, como es el caso de ìos
veh ícu I os .

Pero a diferencia de lo que ocurre con otros métodosenergéticos' como el de Lagrange, con el método de BondGraph son en todo momenüo accesibtes todas las variables deftujo y esfuerzo del sistema.

Por ú1timo, una de ras ventajas fundamentares der

I-2



método radica en la facilidad con la que se ptantea el
tratamìento de un sistema global como un conjunto de
subsistemas. Los modelos de estos subsistemas se ensamblan
entre sí de forma sistemática y sencilta constjtuyendo el
modelo global.

En la actualidad hay disponibles varios programas para
hacer simulaciones de sistemas dinámicos basados en latécnica de bond graph. Entre otros, pueden citarse: TUTSTM,
BONDYN, CAMP y ACSL, etc. Esto facilita sin duda et empìeo
de esta técnica.

I.3 - OBJETTVOS DE LA TESIS

En este momento, disponiendo de la técnica de bondgraph y de I os programas ci tados, sê abre 'la posi bi I i dadde real izar modelos complejos de los elementos y sisÈemasvehiculares, con la seguridad de que el ensamblaje de
dìchos modelos no va a plantear dificultades adicionales de
i mportanci a.

E] objeÈivo de la presente tesis ês, por consiguìent,e,
eï desarrol lo, mediante la técnica de bond graph, de
modelos comp'lejos de los elementos y sistemas que inter-vienen en la dinámica der vehículo, con el fin de poder
ut,ilizar dichos modelos aisladamente o ensamblados con
otros.

Puede considerarse¡ por tanto, como un desarrol Io
modular de los modelos, de forma gue dìchos modelos pueden
ser empleados ìndependientemente o ensamblados entre sí.

Los modelos aislados sirven para el estudio del com-
portamienüo del elemento o sistema en sit,uaciones bien
definidas, êVit,ando interferencias con otros elementos o
si stemas.

Los modelos ensamblados pueden tener, a su vez,
diferentes grados de complejidad, pudiendo ensamblarse
pequeños grupos de modelos para estudiar las interre-
lacjones entre sistemas, o bien hacer ensambìajes más com-pletos para modelizar el vehículo en su conjunto.

Con el modeìo de vehículo completo
tanto su comportamiento gtobal como

puede anal izarse
las sol ìcitaciones

I 3



reales a que están sometidos los elementos que lo componen. 

En la presente tesis, también se discutirá la 

optimización de algunos modelos, con el fin de adecuarlos 

al estudio de los diferentes problemas o fenómenos que 

puedan presentarse. 

Los desarrollos de esta tesis se centran en la parte 

mecánica no entrándose en el estudio de sistemas en los que 

intervengan otros campos energéticos, como la hidráulica, 

electricidad, etc. 

En cuanto a los mecanismos, se supone que están for

mados por sólidos rígidos, aunque también intervienen 

elementos deformables, como los neumáticos, para los que se 

desarrolla una modelización específica. 

Por último, todo está planteado en el dominio del 

tiempo. 

I.4 - RESUMEN DE LA TESIS

Tras la presente Introducción (Capítulo I), en el 

Capítulo II se hace un repaso de determinados aspectos 

básicos para la modelización de sistemas mecánicos con la 

técnica de bond graph, siendo los resultados expuestos 

empleados posteriormente en las modelizaciones de esta 

tesis. 

No se explican los fundamentos de la técnica de bond 

graph ya que se suponen conocidos. No obstante, pueden con

sultarse dichos fundamentos en varias publicaciones que los 

describen ampliamente, pudiendo citarse, entre otros, los 

trabajos de Karnopp y Rosenberg [1,51]. 

Así pues, en el mencionado Capítulo II se exponen y 

analizan los modelos en bond graph de sólidos rígidos en 

dos y tres dimensiones, la forma de trabajar con su 

orientación en el espacio y la forma de modelizar los en

laces entre sólidos. 

También se describe en 

analizar el flujo de energía en 

representan campos disipativos, 

para efectuar correctamente la 

I - 4 
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ya que en algunos modelos dichos elementos son modulables. 

En el Capítulo III se acomete el desarrollo de dos 

nuevas modelizaciones, necesarias para poder tratar deter

minados sistemas vehiculares. 

Hay que destacar que, 

sistemas vehiculares, son 

mecánico. 

aunque se han desarrollado para 

válidas para cualquier sistema 

En primer lugar, se desarrolla una nueva modelización 

simplificada de los sólidos cuya masa es despreciable 

frente a la masa de otros sólidos del sistema, condición 

ésta que frecuentemente se dá en los mecanismos de 

suspensión y dirección dé los automóviles. 

Como podrá verse, la nueva modelización simplifica 

notablemente los modelos realizados y hace más eficiente la 

simulación. Así mismo, a partir del desarrollo efectuado 

se derivan también algunas conclusiones adicionales, como 

la posible aplicación de la técnica de bond graph en 

Cinemática. 

En segundo lugar, se estudian y modelizan las discon

tinuidades transitorias en los enlaces entre sólidos, 

analizándose, a continuación, la desaparición de restric

ciones en los pares cinemáticos, lo cual tiene aplicación 

en la modelización de holguras en mecanismos. 

Los capítulos siguientes se centran en la modelización 

de las partes del vehículo. 

Un vehículo automóvil, a efectos del estudio de su 

dinámica, se compone fundamentalmente de una masa suspen

dida y de varias masas no suspendidas. 

Las masas no suspendidas, responsables del contacto 

con la calzada, son las ruedas. A ellas se dedica el 

Capítulo IV. 

Dichas ruedas se enlazan a la masa suspendida, el 

chasis, a través de los sistemas de suspensión y dirección, 

a los cuales se dedica el Capítulo V. 

Por último, en el Capítulo 

modelos anteriores sobre un modelo 

I - 5 
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tituir un modelo de vehículo completo. 

Las ruedas del vehículo, que se modelizan en el 

Capítulo IV, se suponen de tipo neumático. 

Existen muchos modelos del comportamiento de los 

neumáticos, que ana 1 izan en . deta 11 e 1 a interfase rueda

calzada. Pero es necesario un sistema de modelización en 

bond graph que incluya también, y de forma completa, la 

dinámica global de la rueda y su enlace con el resto del 

vehículo. 

En este Capítulo IV, se propone un sistema de modeli

zación de ruedas que permite fácilmente considerar simultá

neamente tanto su propia dinámica, como la interacción de 

la rueda con el suelo así como su ensamblaje con el 

elemento correspondiente del sistema de suspensión. 

el sueio se consideran la 

el par de autoalineación, la 

En la interacción con 

deriva, el deslizamiento, 

resistencia a la rodadura, la variabilidad del radio del 

neumático, el límite de adherencia y la posibilidad de per

der el contacto con la calzada. 

En cuanto a la propia dinámica de la rueda como un 

cuerpo que se mueve en el espacio tridimensional, se con

sideran su dinámica de traslación y rotación, incluyendo 

los efectos giroscópicos y los efectos de los posibles 

desequilibrios de la rueda. 

El interés de considerar conjuntamente en un único 

modelo todos los aspectos citados es evidente si se han de 

considerar cuestiones como, por ejemplo, la influencia en 

la dirección del par de autoalineación y de los efectos 

giroscópicos o los efectos de una maniobra brusca de 

dirección o frenada. 

En el Capítulo V se desarrolla la modelización de los 

sistemas de suspensión y dirección. 

La principal aportación de este Capítulo es considerar 

en detalle el diseño geométrico tridimensional de los 

mecanismos correspondientes. 

Para ello se han elegido las configuraciones más 

habituales actualmente en vehículos de turismo: el sistema 
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Mac Pherson de suspensión y la dirección de cremallera. 

Ambos sistemas se acoplan entre sí, configurando, 

junto con las ruedas y la unión al chasis un tren delantero 

completo. 

Para hacer manejable la modelización de estos 

sistemas, se aplica el modelo de sólido rígido de masa 

despreciable desarrollado en el Capítulo III. 

Se presentan también un modelo de geometría 

simplificada de suspensión y dirección y algunos modelos 

bidimensionales. 

Por último, en el Capítulo VI, los modelos desarro

llados de ruedas, suspensión y dirección se ensamblan sobre 

un modelo de chasis, constituyéndose así un modelo completo 

de vehículo tridimensional. 

Se pone así de manifiesto la ventaja de la técnica de 

bond graph de permitir construir . modelos complejos en

submodelos preparadossamblando   previamente de forma 

independiente. 

Una vez desarrollado el modelo completo de vehículo, 

las simulaciones efectuadas con él sirven para, además de 

comprobar su validez, ver sus posibilidades en el estudio 

de la interrelación entre los diferentes subsistemas y el 

comportamiento del vehículo completo. 
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Gapftu-lo If

DESCFÈIPGI()N Y ANALIAIS DE ASPEGTOS
E}ASIGOS PAFTA LA MOEDELIZACI(}N

EN MECANTCA

II.O - INTRODUCCION

En este Capítulo, se pasa revista a las principales
modeljzaciones básicas, introducidas por otros autores, Y

que van a ser necesariaa para el desarrol lo de esta tesis.
También se anal izan deüerminadas cuestiones concretas
retativas a la modetización en mecánica.

Dado que gran parte de los planteamientos de esta
tesjs se centian en mecanismos formados por sólidos
rfgidos, se exponen y analizan a continuación los modelos

en bond graph de sólidos rlgidos en tres y dos dimensiones'
la forma de trabaiar con su orjentación en el espac'io, y la
forma de model izar los enlaces entre los sólidos, depen-
diendo de cuáles son las restricciones existentes entre
el los.

Así mismo, êh varias apticaciones, Sê presentan campos

pturìdimensionales disjpativos, por lo que es necesario
conocer la forma de analizar el fluio de energla en las
puerüas Resistencia qge los representan, para asegurarse de

que el sentido de dicho fluio es s'iempre el correcto.

Por rlltimo, y dado que en varios modelos se trabaia
con modul aci ón de Compl i ances, Sê ,anal j zan vari as cues-
tiones relativas a tal modulación, estableciéndose las
bases para efectuarla correctamente.

II.1-soLIDoRIGIDoENDoSYTRESDIIIENSIoNES

Los sistemas mecánicos están compuestos' en gran

parte, ÞoF sólidos rígidos.

En este apartado se expondrán los modelos de sólidos
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rígidos gue se emplean en varios desarrol los y apl icacionesde esta tesis.

En p.imer rugar, sê expone er modero de un sótidotrìdimensional, haciendo uso de murtibonds t y, acontinuación, un modeìo, oon bonds simpìes, de una barrague puede moverse en un plano bidimensionaT.

sea un sótido rígido con er centro de gravedad en erpunfo G y dos puntos de enlace situados en los puntos A y B(Figura II-t ).

Fig. II-1: $ólido tridinensional.

Se considera una
tomándose como origen
gravedad G del sólido.

solidaria al sólido,
referencia el centro de

referenci a
de dicha

Las varìables definidas respecto al sistema dereferencia anterior I levan el subíndìce l, y las referidasal sistema f i jo o inercial , l'levan el sublndice o.

Los puntos de enrace A y B no tienen por qué estarfijos al sólido, sìno que pueden moverse dentro de é1.

El bond graph es el representado en la Fig. IT_2.

REF.O

REF. l .B

rA

G
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I:J MGY:EJS

N. n i,,7
\','/

TF:GA
IL

TF:GB

1

V
1,1
Av

v i'o

/

\

t,
vl'l (vetociaad relativa de B respecto a G)

vl'o (velociaad absoluta d.e B)

iv!o lv"to"idad absoluta de G)

00

1

b
MTF:[À t,o]

t,
sE 

--l 
1vg,o AI:m

-mg

Fig. II-2: Bond graph deì sólido tridinensional.

La unión 1 superior del bond graph representa la
velocidad angular absoluta, referida a 'la base O, del
sólido, expresada en la base 1 solidaria al mismo:

Oll'o =
lffil

La puerta Inercia I:J, correspondiente a la rotación
del sóljdo, tiene como parámetro e1 tensor de inercia J del
sóljdo, referido a su centro de gravedad y a la base 1:

JrI

Et Gyrator MGY:EJS representa la Estructura de Unión

Ixx
Iy,
Izx

I"v
Ivv
Izv

Ixz
Iv.
Tzz
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Euleriana (Eulerjan Junction Structure) ( t2l, [61, t49] ).
Equivare ar término adicionar que aparece aren bases móvi res eI término Jg en ra ecuacióndinámica de rotación:

deri var
de la

r Pares ap'ricados = d(J.g)/* = .ló + (a x Jo)

Para introducir un producto vectoriar A x B en bondgraph, sê aplica la igualdad

A x B = X(B).A

donde X(B) es una matrjz antisimétrica:

lBxl Ix(B) = x(levl) = Ila'l I

Aplicando este resultado al
se obtiene la matriz EJS:

productovectorialOx ü

0
-Bz

By

Bz
o

-Bx

-By
Bx
o

oxJO=X(Jo).o=EJS.O

donde,

EJS=X(JO)=X( Oy
Oy
Qv

+Ix y
trv v+Izy

Ox
flx
Ox

fxx
Ivt
fzx

*Ix z
*Ty z
*fzz

Oz
Oz
Qz

)

I O 
. -(frxOxflzyey*fz zez) -(Irxexfly yey{ Iyz

| 

-l l;rs;ii;;s;lii:s: ï:;"" ;::;, ;;.;jjå; ìil;ïr; ìííIii;3: ì 
|

Multiplicando esta matriz EJS por la veìocidad angularo de la unión l, se obt,ienen directamente Jos esfuerzos dettérmino adicional. por la analogía que tiene este términocon las puertas Resistencia (Resistor), en el sentjdo deobtener esfuerzos a part,ir de velocidades tSt¡, âlgunos
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autores, como Al len, 1o denominan Gyristor t50l.

Los módulos de los Transformer TF:GA y TF:GB son los
vect'ores g y GB que unen el centro de gravedad G con los
puntos A y B del só'l ido, expresados en la base solidaria al
mi smo.

como puede verse, sê cumple que ra verocidad absoluta
de A (Vnt 'o ¡ es igual a la velocidad abso'luta de G (Vc1,o ),
más el producto QxGA, más I a vel oci dad rel at,i va de A
respecto a G (V¡l't):

!¡t'0 = Vcl'O + OXGA + VAl,l

Lo mismo puede decirse para el punto B.

El rransformer TF:[Ar,o] representa un cambio de coor-
denadas que pasa de la base 1, sotidaria ar sórido, a la
base 0 de la referencia fija. [Ar,o] .es ra matriz de camb.io
de base. si se ha orient,ado el sólido mediante ángulos de
cardan, esta matriz será el producto de las tres matrices
correspondientes a dichos ángulos,

La unión 1 inferior representa la velocidad absoluta
del centro de gravedad det sólido expresada en 'la referen-
cia fiia Yco, o ,

La
só1 i do,

puerta fnercia I:m corresponde a la traslación del
donde

siendo m la masa del sótido.

Una variante en el planteamiento del bond graph,
empleada en determinados casos, ês la correspondìente a la
i gual dad:

!61r0 = Vel,o + OXAG - \,t¡t,t

m00
0m0
OOm

m
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E] bond graph correspondiente a esta. ìguatdad sediferencia det anterior tlnicamente en eI sentido de todoslos grafos que concurren a ra unión o, salvo er grafo co-rrespondiente aI t,érmino QxGA, QUê no cambia de sentido, yaque Ia raz6n det Transformer pasa a aer TF:AG en .lugar 
deïF: GA.

otra variante consiste en defini r ra rnercia detraslación en ra misma referencia det sótido. En taì casodesaparece el Transformer MTF:[Ar,o], pero hay gue incluirjunto a ta unión 1 de velocìdad Vcr,o una puerta MGydefìnida como:

Y B

Se considera un
sol ìdario a la barra,
direccìón de la barra.
al plano Xy.

MGY:

t{ gv

f
G

le

Fig, II-3: Barra rfgida en el plano Xy.

o
-ft. Oz
lr. Oy

fi. Oz
0

-ffl. Ox

-m. Oy
lll. Ox

0

sea un barra rlgida con er centro de gravedad enpunto G y en la que A y B son puntos de enlace con e.lterior (Figura II-g).
el

ex-

À

1¡'

X

sìstema de referencia móvi -l xyz
siendo et eje x coincidente con Ia

Los movimientos están restringidos

En la Figura rr-4 se representa er bond graph de estesólido con bonds simples.
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Hay gue señalar que puede haber variaciones en el bond
graph expuesto (empleando multjbonds, otros sistemas de

referencia, etc. ). Se indjca esta versión porque se
empleará en varios casos a lo largo de la tesìs.

En el modelo expuesto, y desde el punto de vista de ]a
cinemática, las ecuaciones que relacionan ìas velocidades
pr j nci pa'les son:

V¡=yq+OxGA

V¡=Vc*OxGB

donde

Q=
o
o
r

GA= GB=
-'la

o
o

A1

0
o

Vc=

O Vuy

v9x
vgv

o

----r-

va*

Fig. II-1: Bond graph de la b¡rra rlgida en el plano ÍY.

)e" d\

I:J

I
1

I:m

I,

u^r- o

1

mrMGY

v
l
1

I
[:m

V¡*ax
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Desarrolrando ras anteriores ecuaciones, puede com-probarse la adecuada relación entre sus términos y loselementos del bond graph:

V¡=
Vax
vav

0

vgx
Vgy + f.ln
0

V¡=
Vb
Vb

0

x
v

Vg
V9
o

x
v r.IBt

Desde er punto de vista de ra dinámica, este moderopresenfa algunas diferencias respecto al modelo tridimen-sional expuesto anteriormente. Ahora, sê apl ica derivaciónen bases móviles, ya que se ha empleado una referenciasolidaria a ra barra en rugar de ta referencia inercìarusada en el modeto tridimensional.

El correspondiente término adicìonar que aparece alderivar en bases móviles es recogido por et Gìirator Gy:mr.

Puede verse, êh efeêto, como todos los términos de lasecuaciones s'iguìentes, correspondientes a ta dinámica de'lsóIido, guardan la retación debida con los elementos detbond graph expuesto

I Fuerzas = d(m.ye),/dt = m. (üe + g x Vs) =

= fflo -m+m
o

vgx
vgy

vgx
vgv

o

Vgx
vgv

0
*m. x

o
o
?

Jfl r
ffl r

' F'Vg y
.F.Vgx

En la parte de rotación no hay elemento Gyrator ya gue
O y JO son s'iempre paraìelos y, por üanto, g x JO = 0,.

II.2 - ORIENTACION DE SOLIDOS EN EL ESPACIO

En este apartado se desarrolra ra metodorogla para
def inir la orient,ación de los sól idos en er espacio.

En primer lugar, sê desarrorra er caso de ra orienta-ción absolut,a de un sólìdo en el espacio, generalizándoseposteriormente a la orientación relativa de un sól idorespecto a otro.
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I

l

i

l

l

En ambos casos,
sól idos en el espacio,
de Cardan.

para definir la orientación de los
se emplearán r êrì esta tesi s, Angulos

II.2.1 - Orientación absoluta de un sóIido

A la orient,ación absoluta de un sól ido, o a la det
triedro f ijo a éI , se ltega a t,ravés de tres rotaciones
sucesivas que constit,uyen los tres ángulos de cardan.

Para que estas tres rotaciones definan unfvocamente un
cambio de orientación en el espacio, es preciso que se
tomen del siguiente modo:

la primera rotación sobre un eje fijo
la segunda sobre un eje afectado por ta primera rotación
Ja tercera sobre un eje afectado por las dos anteriorea

En la Fig. rr-5 se representa una posible definición
de los ángulos de cardan. En ella aparecen: la base de
referencia fija xYz, la base soridaria al sólido
x"'y"'2"', las bases intermedias xryrz, y x'y,2, y
los ángulos de Cardan r, O y g.

un vector v definido sobre una de las bases anterio-
res, podrá definirse sobre otra con el auxilio de una
matriz de cambio de base.

Si se trata de velocidades o de esfuerzos,
emplearse diagramas de grafos para real izar estos
de base.

En el caso del giro r anterjor se cumple gue:

pueden
cambi os

Vx

Vv

Yz

= Vx'COSI - Vy, SêlìT
= Vy'COST * Vx, SêflT
= Yz,

El djagrama de grafos correspondjente a este giro r es
el de la Fig. II-6.

Los diagramas correspondìentes a los giros 0 y 0 se
obtendrían de forma análoga a ta empleada para el giro r.
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Z' 

Z" 

Fig. II-5: Definición de ángulos de Cardan 

COS T 

V x' 1 -----;?" 1 ---------;7 MTF --

V y1 1 -----;?" l -----;;,- MTF 
COST 

Vzl 1 ------------� 

Fig. II-6: Diagrama de grafos correspondiente a un giro t. 

II - 10 

y 

X' X" 

X'"



Puede probarse que la velocidad angular O del sól ido,
cuyas componentes en la base so'l idaria al mismo son ex, ey
y l2z, es también ìa suma de las velocidades angulares co-
rrespondientes a los ángulos de Cardan:

O=T.eZ *Q.er, *0.êy,,

siendo ek el vector unitario en la dirección k.

A partir de la velocidad angular, nula, de la referen-
cia fija se Iìegará a 1a velocidad 0 del sólido mediante la
introduccjón sucesiva de las tres velocidades de cardan,
cada una definida en la bese correspondiente:

ene

Ten

Oen

labaseX Y Z

la base x'y'z'
la base x' 'y' ' z' '

En la FiS. IT.-7 se representa el diagrama de grafos
correspondi ente.

cos @ cos 7
o----) I + sF:o

or

(ÞI

I
0I l----------- lF-------? MTFI---z o

o1

/o,/

"'þ..

r---à

o---)r---à
o

v

o ----Àt --:)

I l----------- L l--"---'-= MTFF-------=z Ol- tl'-"'-=

cos ø
MTF

cos g
L-------------7- o

----)L z---1 sF:o

1â SF:O

cOS T

oz cos O

l1

Fig. II-i: Diagranr de grafos correspondiente ¡ la orientación de un sólido.
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En dicho diagrama cada giro representa una diferencia
de velocidades en un ejê, representada por una unión o, ala vez que un cambio de orientación de los otros dos ejes,
representado por el conjunto de Transformers corres-pondienÈe. Est,e cambio de orientación es el debido al giro
en el primer eje, estando los Transformers modulados por
dicho gì ro.

Por ejemplo, ìa velocidad angular de cardan i se
produce sobre el eje z de la referencia fija (unión o sobre
dicho eje) pasándose simultáneamente de la base xyz a labase x'y'z' , en la que r es el ángulo de dicho cambio de
base, ánguìo que se obtiene por integración en e'l tiempo der.

De este modo se obtendrán tos ángulos de cardan a par-
tjr de la velocidad anguìar O del sótido.

Dado que 1a velocidad angular de la referencìa fija esnula (sF:0), puede simpt ificarse el diagrama anterior
quedando taì y como se representa en la Fig. II-g.

Õ

cos O
I l---------? Il =- MTF¡---z 6
o x /ø,/

oâé{'+'
1@

I
1

0
o ----Àt ---) cos Ø

MTF ---J6

I l------= 1 -_"? MTf l-------=- Ol------? tl-------
O- cosgz

cos I

I
Lr

Fig, II-8: Diagrama de grafos sinplificado correspondiente ¡ la orientación de un sólido.

A partir del diagrama anterior se deducen directamente
las expresiones de las velocidades de Cardan:
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= Ox . COSQ * Oz . Sêlì9

= fly (Oz.GoSO - Qx.Sêrì0).tgO

= ( Qz . cos9 Qx . sêng ) /cosO

Los diagramas anteriores, y 'las fórmulas derivadas de
el los, serían diferentes en el caso de emplear otro con-
junto de ángulos de Cardan, cuya definición puede ser
cualquiera con tal de que cumpla los requisitos mencionados
al principio de este apartado.

Como siempre ocurre .con los ángulos de Cardan, existe
una situación singular. En este caso se presenta cuando el
ángulo <Þ es igual a r/2. Esto no supone probTemas cuando el
sólido en cuestión es el chasis, ya que, êñ situaciones
normales, este ángulo no se acercarâ a tal valor. Igual
ocurre cuando el sólido es la rueda, siendo, entonces, el
ángu'lo afectado el de caida.

II.2.2 - Orientac'ión relativa de un sól'ido resoecto a otro

Para la definición de los ángulos de orientación
relativa entre dos sól idos, el procedimiento es simi lar al
de la obtención de los ángulos de orientacjón absoluta de
un sól ido.

Al ìgual que la orientación absoluta de un sóljdo se
puede definir mediante tres ángulos de Cardan, constituidos
por una aucesìón de giros, definido cada uno de ellos sobre
un eje afectado por los anteriores, la diferencia de
orientación de dos sól idos se define también por una
sucesión de giros relativos, definido cada uno de ellos
sobre un eje afectado por los anteriores.

Normalmente, los dos sólidos estarán enlazados por un
mecanjsmo, cuya constit,ución puede imponer la secuencia
natural de giros. Por ello, la definición de los ángulos de
Cardan puede ser distinta de la expuesta anteriormente.

No obstante, se desarrolla a continuación ìa formula-
ción para el caso de emplear la mjsma definición de ángulos
de Cardan antes expuesta.

o

e

T
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En el caso de ìa orientacìón absoruta de un sórido,partía de la velocidad angular de dicho sól ido relativala velocidad angular, nula, de la referencia fija.

9e
a

Ahora
sól idos (A)
(B).

se parte de la velocidad angular de uno de losrelativa a la vetocidad angurar del oüro sór ido

Et bond graph de ra unión entre ras verocidades an-gulares de ros sólidos A y B, es et de ra Fig. rr-g. puede
verse como¡ êr1 este caso, la velocidad angular es no nulaen ambos lados.

cos @I l-----= ll--------= MTFI-------:z g

L

I
0

Õ

oÂt /ø,/'

"s"

r--À

---)t ----)

o--)t
or*

---)r
ou,

or,

cos 7

COS 7

0

I
7r

10

I
II cosø

o ---) t ---) MTF' --ro
Ayn

1 F------= | l--------= MTF l------z
Ao, cos@

Ol--------- ll-'-'?
COS çt

Fig' II-9: 0iagrana de grafos de la orientación relativa entre dos sólidos.

De este bond graph se deducen ras expresiones guerelacionan las velocidades angulares:

T = -Qaz + cos0.(eer.cosg eax.seng) + sen<Þ.(Oey öt

e = Qny (1/cos0).(senrÞ.(e¡z.cosO eAx.seng) +
+ ( l/cosr)'(esv - senr. (-ô + oex .coso + erz .seng) ) )
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O = OAx.cos0 + CIAz.sêñO (l/cosr).(O¡* + senr.(cos0.(O¡y
e) sen0. (Oez .cos0 OAx .seng) ) )

A partir de las expresiones anteriores
despejarse las velocjdades angulares de Cardan:

pueden

dos
de
de

T = Oaz + (l/cos0).(O¡z.cosO - eAx.sen0) +,
+ tg0.(Osy.cosr - OBx.sent)

I : fl¡y + tgtÞ. (Qex.SenO OAz.CoSe) +

+ (l/cos0).(osx.sênr L eBy.cosr)

O = OAx.COSO + Olz.Sêñg QBx.cOsT - Oay.SêhT

El caso de la orientación absoluta expuesto en el an-
terior apartador ês un caso part,jcu].ar de éste, lo cual
puede comprobarse fácilmente haciendo nulos los términos de
la velocidad Oa en las útt,imas expresiones.

IÏ.3 - ENSAIqBLAJE DE SOLIDOS

En este apartador sê establecen ìas pautas para la
construcción del bond graph det conjunto cie dos sólì.dos,
cuyos movimientos relat,ìvos están sujetos a la acción de
algún tipo de elemento (muelles, amortiguadores, accjona-
mientos, etc. ) y restrjngidos por algrln t,jpo de mecanismo
(ejes, róüulas, etc.).

ff.3.I : Fundamentos de modelización

La estructura de ensamblaje se compondrá de
partes: una referida a los movimientos relativos
trasìación y otra referida a los movimientos relativos
rotaci ón.

II.3.1,1 - Movimientos relat,ivos de traslación

Los movimientos relativos de traslación, sê modelizan
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mediante uniones o situadas entre ras uniones 1 gue repre-sentan las verocidades de trasración de los puntos de en_lace de los dos sól idos.

De dichas uniones O parten puertas Sê, Sf, C ó R qucrepresenÈan los dieposit,ivos o elemenüos que intervienen,de forma activa (se y sf) o pasìva (c y R), en losmovi mi entos rel at,i vos correspondi entes

La velocidad det punto de enrace de cada sóIido se ob_tiene como ra suma de ìa velocidad de su c.d.g., más erproducto vectoriar de su verocidad angurar por e1 veçtorque une el c.d.g. con er punt,o de unión. Dicho vector podrávariar a causa del desplazamiento relativo entre lossó] idos. No hay que orvidar que también son necesarios unoscambios de coordenadas, reatizados mediant; ;;;--;..1 
"t."_tuar coherentemente, êfì una base común, la resta develocidades que representan ras uniones o anteriores.

En el caso de existir restricciones arelativos en una determinada d.irección,
Compliances de alta rigìdez o bien losRígido definidos por J. Félez [g4,gS].

los movimientos
pueden colocarse

elementos Muel le

Hay gue indicar aquí que ìos eremenüos MueIre Rlgìdo(Un¡, junto con los element,os Inercia Nula (IN), cons_tituyen la sorución propuesta por J. Férez para raeliminación det probtema de ras coordenadas dependientes.

Se trata de elementos ideales euê, desde el punto devista de la causar idad, tienen er mismo comport,amiento quelas puertas compr iance e rnercia convencionares a ras euêrrespectivamente, pueden sustituir, cumpriendo que er frujoen los MR y er momento en las rN son siempre estrictamentenulos. E1 empieo de estos erementos r reva consìgo raintroducción de murtipl icadores de Lagrange en rasecuaciones de est,ado der sistema y ra aparición deecuaciones algebraicas de restricción.

se modelizan con un procedimiento simirar atpara definir ia orientación rerativa de rosmediante jos ángulos de Cardan.

emp'leado
sól i dos
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cada giro supone una diferencia de velocidades, repre-
sentada en el bond graph por una unión o en un eje a la vez
que un cambio de orientación de los ot,ros dos ejes, repre-
sentado por un TF. Este cambio de orientación es el debido
a] gi ro habido en et prìmer eje, estando er TF modulado por
dicho gi ro

Las puertas (Sf, Sê, C ó R) que parten de las unjones
o anteriores, y que absorben ras diferencias de veloci-
dades, sê colocan, dentro del bond graph, eñ la dirección
en que realmente ocurren a la vist,a del mecanismo.

Los ángulos que definen los TF se obtienen por
integración de 'las velocidades correspondientes. Es deci r,
los TF se halìan a partif del movimiento relativo que real-
mente se ha producido entre los sól idos.

ff.3.2 -.Modelización de un par cinemático

Las pautas generales de model ización anteriormente
expuestas, van a aplicarse al caso particular de la unión
de dos sólidos mediante un eje de revolución, caso tamb.ién
denominado par de revolución.

En esta aplicación está restringida toda traslación
relativa pero hay un grado de libertad de rotación. Es el
caso de los dos cuerpos de un cojinete (fig. II-10).

Eje de rotacion

Fig. II-10: Par de revolución.

l
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Para har rar er bond graph del conjunto de ambossólidos se partirá de ro estabrecido anteriormente,haciéndose también un estudio de velocidades.

E] punto A es un punto der eje de rotaeién y por tantopertenece a ros dos sór idos y se empreará para eì anár isisde las verocidades. Dicho punto A, como se verá acontinuación, puede ser cualguiera Gon tar de gue per-tenezca al eje.

Llamando vcr y vcz a ras vel0cidades de ros c.d.g. delos só'l idos, .h a la velocidad deì punto A y B! y ba susvelocidades angulares, sê cumple que:

Vcr = þ + e1 x AGr

Vce = \¡'e + e x AG¿

de donde

Vcz= Vor-erxAGr+exAGz

expresión en la que ya no aparece y¿_ expl ícitamente.

E' bond graph que representa ras reraciones de veîoci-dades anteriores es el de la Fig. II-1 1.

10,

7

V

10,

If
TF: AGz

V
0

ty
1 v".

TF: AG1

5

V

[-

VA

1 ------\
o

3

I v"t

Fig, II-lt: Relación entre las velocidades.
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La unión 1 del centro representa la velocidad vr cuyo
valor expllcito no es necesario conocer. Esta unión I per-
mjte que los dos grafos que concurren en ella puedan estar
dirigidos hacia las'uniones o, cumptiéndose así las ex-
presiones anteriores,

Evidentemente, el punto A puede ser cualquiera, ya que
todos los puntos del eje son equivalentes.

Esto es cierto solamente a efectos de ra cinemática
interna del mecanismo. Normalmente, êñ la real idad habrá
dos rodamientos sobre el eje y su posición sobre el mismo,
o la distancia entre ambos, son cuestiones que no afectan
para nada a la cinemática aunque si ìnfluirán en los es-
fuerzos internos. Es por eì 1o que, desde el punto de vista
cinemátìco, los dos supuestos rodamjentos podrlan estar
junüos y en cualquier punto del eje, punto que sería el ya
citado A.

En cuanto a los esfuerzos es evidente que los esfuer-
zos de las uniones 0 son los de reacción en el punto A:

el = es = es = et/AG

ez=e4=e6=ed/AG

Por otra parte, la unión 1 centrat obliga a que et =
= -ez como era de esperar por ser esfuerzos de acción y
reacci ón.

Dado que est,án jmpedidos los despJazamientos l ineales
relat'ìvos, para ev jtar causal idades diferenciales deben
colocarse Compljances o elementos Muelle Rígido (fig, II-
12).

En lo referente a los movimÌentos de rotación,
las velocidades angulares de ambos sólidos

se
soncumple que

i gual es ,

mecani smo.
salvo en la componente correspondiente al eje del

Por e11o, y para evitar causalidades diferenciales,
colocan elementos Muel le Rígido en los grafos de unión
rrespondientes a los dos gìros jmpedidos.

se
co-
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10,

TF: AG1

)L

0

10,

lt
t,

TF.: AG¿

VÂ

10 0

Fig. II-12: Incorporacién de un eremento r.rueile ñrgido.

E] bond graph de unión de la parte de rotación, des_compuesto en bonds simples y con la causal idad represen_tada, ês el de ìa Fig. II-1g

)L
1 V", MR 1 v".

10

Fig. II-13: Relación entre las vel0cidades angulares,

E] d'iagrama entero consta de ras partes de rotac.ión ytraslación y se compreta con ros cambios de coordenadas co-rrespondientes ar giro existente en er mecanismo (Fig. rr-14).
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TF: AGr

10
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)L
i

0
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MTF
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0
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V MR I v".

Fig. II-11: llodelización del p¡r de revolución.

La modelización de otros pares cinemát,icos se realiza
de manera simì lar, estando la diferencia en las restric-
ciones, Asl, por ejemplo, el par esfér'ico se caracteriza
por no tener ninguna restricción en rotación, sjendo la
parte de traslación igual a la del par cilíndrico expuesta.
Análogamente, un par prismátìco tendría tres restrjcciones
en la parte de rotación y dog en la de traslación, quedando
libre el movimiento de deslizamiento en ta dirección del
prisma.

En otros trabajos [Sa], se indican las restrìcciones
correspondientes a diferentes pares cinemáticos.

II.4 - ANALISIS DEL FLUJO DE ENERGIA EN PUERTAS RESISTENCIA
PLURIDIMENSTONALES

Cuando se introducen puertas Resjstencia pluridjmen-
sionales (Resistor Fields), es conveniente comprobar que no
se introduce energía al sistema, sìno que en cua'lquier cir-
cunstancia se disipa energía. Et criterio a emp'lear está

G1
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expuesto por Rosenberg & Karnopp t 1 l.
Para rearizar esta comprobación, hay que anar izar Iamatriz R que representa ta puerta a estudiar, basándose elanál isis en eI desarro'r to de ra expresién de ra poüenciadisipada.

La potencia dìsipada en esta puerta, ês eT productodel flujo por el esfuerzo:

P¿ = fT.e = fT.R,f
A continuación se va a desarroltar ra expresión an-terior para el caso bidjmensionalr siendo generalizable acualguier dimensión.

Pa
Rrr

Rzr
lfr fr l.

ntzf.ft'f
Rze I lt. I

lft fol. Rr r .fr
Re t .ft

* Rre.f¿
+ Re z.fz

= Rtr.fr2 + Rr¿.ft.fz + Rar.fa.fr f Rz2.fzz =

= Rtr.fl2 + (Rrz + Rzr ).ft.f2 i Rz z.fzl

Est'a expresión de ra potencia disipada ha de ser, enel caso de la puerta Resìstencia, sìempre positiva.
cuando ra matriz es antisimétrica ra potencia disipadaes nula en cua'rquier circunstancia, ya gue ros eìementos deestas matrices cumplen que:

Rir = 0 para todo i

Ri ¡ = -R¡ ¡ para t,odo ili

Elementos tales como
energfa con el exterior deï
matri z ant,i simétri ca.

gue no intercambian
se caracterizan por su

los McY,
s i stema,

Los elementos Resistenc'ia, gue han de disipar energf a,no pueden tener la matriz antisimétrica.
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Para que tampoco jntroduzcan energla al sistema hay
que comprobar que la matriz R es definida positiva.

Para ello se descompone la matriz R en una matrjz
antisimét,rica Rn y otra simétrica Rs

R Rr+Ra

donde
Rn = å.(R - Rr)

Rs = å.(R + Rr)

Se analiza entonces rfnicamente la parte simét,rica Rs,
ya que la parte antisimét,rica no contrjbuye a la trans-
ferencia de potencia.

Para comprobar que R es definida posìtìva, puede apli-
carse el criterio de Sylvester.

Djcho criterio se apljca a la matriz simétrica Rs, y
consiste en comprobar que todos los discriminantes prin-
cipales Dr ,...,Dn son positivos, siendo n ta dimensión de
la matriz.

Cada discriminante princìpal Dr es el determinante de
la submatriz

Rrr Rrr

Dr

Rir Rir

II.5 - MODULACION DE COI¡IPLIANCES

En determinados casos de model ìzacìón,
necesidad de modular Compl iances.

surge 1a

Sin embargo, varios autores (Breedveld, t8l; Beaman &

Rosenberg, t+S1 ¡ señalan que la modulación de las puertas
Compliance e fnercia puede violar el principio de
conservación de la energía.
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Por todo erro, ês necesario anar izar argunos conceptosrelacionados con ras compriances y su ,noorración, para es-tablecer en qué condiciones es posibte rear izar dichamodulación.

Una Compl iance es
energia y está caracterj
relaciona esfuerzos (e)

un elemento capaz de almacenar
zado por una función e=e(q) quey desplazamientos (q) (fig. II-tS).

e

q

Fig. II-15: 0ráfica esfuerzos-desplazaarientos de una Conpliance.

un caso particurar es aguer en gue dicha reración es1ineal, es decir, cuando existe p"opor"ionaridad enÈre es-fuerzos y desplazamientos.

A menudo se definen las Compliances,
mediante un parámetro C que no es más que elel esfuerzo y el desplazamiento: C=e/q.'

En er caso rjneal , el parámetro c es constante (c=k).

Obviamente, êñ los casos no lineales, este parámetroes variable, definiéndose entonces mediante una funciónC=C(e).

lineales o no,
cocìente entre

Tutsim, se
parámetro,

En programas de simulación como Bonddefinen Ias Compl iances mediante el
yno
cì tado
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I

calculándose el esfuerzo de la Compljance como el producto
del desplazamiento por e'l repetido parámetro.

En Tuüsim, este parámetro C es siempre fijo por 1o que
sólo pueden model izarse Compì iances I ineales. para
modelizar otro tjpo de Compliances, habrfa que emplear
fuentes de esfuerzo o flujo que las sustituyeran.

En Bondyn, el parámetro C puede ser variable, aunque
siempre el esfuerzo de la Compliance es de la forma e=C.g.

E] hecho de definir la función e=e(q) de una Com-
pliance como e=C.e, obtiga a que la curva e=e(q) pase por
el origen, ya que para q=Q es siempre e=0.

-l

Esto se ha de tener en cuenta a la hora de definir
referencias de desplazamientos en 1a modelizacjón de
sist,ema, ya que han de ser nulos los desplazamientos de
Compliances cuando su esfuerzo es nulo.

II.5.2 - Riqidez de una Gompliance

las
un

las

Puede defini rse como
derivada del esfuerzo e=e(q)

" ri gi dez " de una Compl i ance 'la
respecto del desplazamiento q:

Rigidez = de/dq = e'(q)

Gráficamente, ês la pendiente de la curva de esfuerzos
frente a desp'lazamientos.

En el caso lineal, dicha pendiente coincide con eI
factor k de proporcional idad entre esfuerzos y
desplazamientos caracterlstico de las Compl iances I ineales:

Rigidez=k=e/q

En este caso también se cump'le que el parámetro C=e/q
es constante y coincide con la rigidez.

E] hecho de que el parámetro C=e/q coincìda con la
rigidez de/dq, ês dec'ir,

deldq = e/q

implica gue la Compliance ha de ser lineal.
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Para demostrarlo, se deriva respecto a q:

d(deldq)/aq = d(e/q)/aq

dze/dqz = (q. (deldq) - ê. (dqldq ))/qz

= (q.e/q - e)/qz = (e - e)lqz = o

Como puede verse, la derivada segunda de e respecto ag es nula, Jo cuar implica que ra primera derìvada es unaconstante Y, por tanto, la función e=e(q) que caracteri za ala Compliance es lineal.

A1 habrar de "moduración de compr iance.,,, Se hacereferencia a ra variación det parámetro c=ele empreado endeterminados casos (programas de simuración, etc. ) paradefini r las Compl ìances.

obviamenter ho puede asociarse et concepto demodulación de compr iances con las variacìones euê, cuandola Compliance no es linealr pUede sufrir el parámetro C=e/qa lo largo de ra curva e=e(g) ni tampoco con rasvariaciones de rìg'i dez, que no son más que ìas variacionesde la pendiente de esa misma curva (ver Fig. II_15).
La moduración de compr iances es ra variación de rafunción G=C(q).

Et objetivo de este apartado es estabrecer ras con-diciones en gue puede efectuarse dicha modulación.

El problema en ra moduración de Gompriances, radica enque puede producirse una vioración del principio deconservación de la energía.

En efecto, Ia energfa puesta en juego durante undeterminado recorrido a lo largo de la curva e=e(q), entrelos puntos qr y Q2, equivare ar área situada debajo dedicha curva (Fig. II-16).
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e

q q q

Fig. II-16: Energí¡ puesta en juego en un desplazaniento.

Si el anterior recorrido se deshace, pasando de qz a
et, siguiendo otra trayectoria distinta, el balance de
energía no esüará equilibrado, habiéndose violado el prin-
cipio de conservación (fig. II-lZ).

Por consiguiente, para asegurar que la Compliance no
crea energla ni la hace desaparecer, es preciso que 1a
trayectoria sea siempre la misma, lo que equivare a decir
que la func'ión e=e(q) ha de ser unívoca.

e

qqq
2

Fig. II-17: Balance de energía no equilibrado.
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Es decir, una vez deffnida ra función e=e(e)r ésta nopuede variarse si esa variación puede suponer gue duranteel fluio en un sentido (expansión o compresión), los es_fuerzos tienen un varor diferente ar que tienen durante erflujo opuesto.

La condición de que ra función ha de ser estrictamenteunívoca, ìndependientemente del sentido del ftujo, resumelo anterior.

Cuando la función e=e(q) se define como e=C.e,que eI esfuerzo sea función unívoca deì desprazamiento,de cumplirse que la función C=C(q) tambìén ha de serlo.

para
ha

De acuerdo con todo ro anterior, para efectuar ramodulación de una compriance, gueda sóro la posibiridad dehacerTo cuando la compl iance se encuentra en la situaciónen que son nulos el desplazamiento, el esfuerzo y laenergía almacenada (Fig. II-1S).

". 
(e)

e, (q)

Fig. II-18: Variación de la función e=e(q) en la nodul¡ción de Conpliances.

Es obvi o euê, en t,al si tuaci ón, puede def .ini rselibremente Ia funcìón esfuerzo e=e(q) mediante cuarquìerfunción unfvoca, función euê, de acuerdo con lo anterior-
mente expuesto, yã no podrá cambiarse hasta regresar denuevo a la sit,uación de partida.

e

q
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Gaf¡ítr¡lo III

NUEVAS MOI)ELIZAGIONES PARA SISTEMAS
]'¡IECANTG()S COMPLEJ()S

III.O - INTRODUCCION

En este Gapítu1o,
model izaciones de
comp I ejos.

se desarrollan y optimizan nuevas
determinados sistemas mecánicos

Se trata de sìstemas mecánicos compuestos por sól idos
rlgidos y que presentan determinadas singularidades, tanto
en los mismos sólidos como en los enlaces entre ellos.

En primer lugar, sê estudia y desarrolla una nueva
modelización de sólidos con masa despreciable, sóljdos que
a menudo aparecen en los sistemas vehiculares, E'l resultado
es una modelización notablemente simplificada en reìación
con la modelizacìón convencjonal. Dej desarrollo efectuado,
surgen también algunas concJusiones adicionales, como la
posìble apl icación de ìa técnica de bond graph en
Ci nemát,i ca.

En segundo lugar, sê estudian y model izan las
situaciones de discontinujdad en los enlaces entre sóljdos,
producidas por las interrupciones del contacto entre ellos.

Por t1l ti mo, y como . conti nuaci ón de I o anteri or, se
anal iza la desaparjcjón de restricciones en los pares
cinemáticos que enlazan los sólidos de un mecanismo, lo
cual tiene aplicación en la modelización de holguras.

III. 1 - I.IODELIZACION DE SOLIDOS DE MASA DESPRECIABLE Y
APLICACION DE LA TECNICA DE BOND GRAPH EN CINEMATICA

En los sistemas de suspens'ión y dirección del
vehículo, intervienen mecanismos formados por barras y/o
só1idos, con dos o más puntos de articulación, cuya masa y
movìmientos son 'pequeños f rente a los del resto de sóì jdos
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que participan en'la dinámica del vehlculo.

En muchos casos , r1o es necesar i o cons i derar r aspropiedades dinámicas intrlnsecas de esÈos elementos depoco peso' sino sólo las restriceiones cinemáticas gue im:ponen a los cuerpos a los que se enlazan.

Lo arrteriormente expuesto queda just,if icado euando lamasa del elemento en cuestjón (brazo ¿ã ¿irección, t,irantede suspensión, etc. ) es pequeña en comparación con ra masade los elementos a los que se en laza (chasis, eje rfgido,conjunto rueda-mangueta, etc. ).

Dada la complejidad de mecanismos
suspensìón y dirección, u otros simirares,conveniencia de desarrol Iar técnicas
simpl ificar su model ización.

como los de
es evidente la
que permitan

En Ios siguìentes apartados se desarrorran nuevosmodelos simprificados de sólidos de masa despreciabte.

También se discuten cuestiones como ra asimetrla dermodelo propuesto y la et iminación adicional de ciertos
e I ementos .

Por último, y part,iendo de
se analiza la posible aplicación

los modelos desarrol lados,
de la técnica de bondgraph en análisis puramente cinemáticos.

se inicia er desarrorro con ros sóridos de dos puntosde enlace (barras) y se generar iza a continuación ar casode sólidos con tres o más puntos de enlace

Las barras que aparecen en ros sistemas de suspensióny dirección no son más que sólidos r{gidos gue se puedenmover en er espacio tridimensionaì con seis grados delibertad, y euê tienen dos puntos de enlace (Fig. IIf_1).
su modelización puede hacerse en la forma convencìonales decir, considerándolas como sólidos rlgidos con masa, o
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bien de forma simPl ifìcada'

B

I

TF:AG

TF:BG

E Pares aPlicados desde
el exterior

MGY

e¡, f ¡
0 F

eB, f B

MGY

v

G

A

Fig. III-l: Barra en el espacio tridi¡rensional'

se expone a continuación 1a model i zac'ión convencional

con mulüibonds, ya que ésta constituirá el punto de partida

de la model'ización simptificada que se desarrollará en los

siguientes apartados.

A - Modelización convencional

I:J

N\
o

E Fuerzas aPlicadas en
lospuntosAYB

0

)L
1

)L
voae r Ç Acciõn Gravitatoria

/z
,/,/\1L

I:m \

Fig, III-2: Bond graph del modelo convenciontl de l¡ b¡rra'
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La modelización convencional, representada en laFigura rrr-4, contempra todas las propiedades dinámicas deIa barra como sór ido rrgido aunque su masa sea pequeña.Esta modelización ês, simplemente, la de un sólido rfgidocon dos puntos de enlace, uno en cada extremo de la barra

El elemento MGy de ra Barte de trasración puede supri-mirse si se define ra verocidad der c.d.g. en ìa referenciainercìal, empteando para er ro un cambio de coordenadasMTF:trltoltel antes de ra unión r que representa dichavelocidad. Esta rfltima solución es la empleada en ot,roscapítulos para la model.ización de sólidos.

si las articuraciones de ros extremos de ra barra sonesféricas y sin rozamientos, ês nuro er par apricado desdeei exterior en ra unión r de verocidad angurar de la barra.

La obtención de'l nuevo modelo simplif icado de barra demasa despreciabre se hará en varias etapas, part,iendo detmode'lo anteri or .

La primera etapa consiste en ra sustit,ución de raspuertas rnercia por puertas rnercia Nura, definidas por
J . Félez [g4, gS] (ver apartado II . g. I . I ) .

En determinados casosr que se discuten posteriormente,
dichas puertas podrán incluso suprimirse.

La
Gyrator,
t,érmi nos.

segunda etapa, consiste en suprimir los elementoslo cual es posible ya gue se hacen nulos todos sus

En efecto, todos los elementos de lacorrespondientes a la rotación, tienen
momentos de inercia del sól ido, euê en .el
nulos:

puerta MGy:EJS
como factor los

presenüe caso son

0(
-(IzxOx*

(IyxOx+
Izx
1.v
Tvv

!"tIrv{)v+IzzOz ) -( IvxOxflyyOy+IvzOz ) I!v+{z'9. ) .o (t"n, +tiíoí+ii;ö; i Ioy+Iy zQz ) -(Ixxoxirx;9r+t- in. l-^-ö-' I

MGY: EJS =
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Del mismo modo, todos los elementos de la puerta
MGY: EJS correspondientes a la traslación, t'ienen como fac-
tor la masa del sóljdo, c¡ue también es nula:

MGY:EJS =

0
-mQz

lnOv

mOz
o

-mQx

-tlìQv
mOx

o

La f uente de esf uerzo representati va de I a acc.ión
grav'itatoria, como es lógico, también se el imjna.

El bond graph que resulta es eì de la Fig. III-3

o

IN

T
I

1

I(r) |
)v
IN

MTF:AG

MTF:BG

0

er, f ¡,

Ê'o
en, f s

0

.ll
)L

t6)

@

Fig. III-3: Bond graph de la barra, parcialmente simplificado.

En este bond graph, todavía se hace uso del concepto
de centro de gravedad, ya que la unión 1 inferior re-
presenta la velocidad dei mismo y ìos TF tienen como
módulos los vectores AG y BG. Sin embargo, cârece de sen-
tìdo referirse a un punto como el c.d.g. de ìa barra, yd
que se supone que su masa es nula.

III 5



La tercera etapa en la simplificación delbasa en ro anterior, y consiste en sustituir erotro cualquiera de la barra, como, pot ejemplo,
B.

con elro desaparece e'r TF:& y er grafo 5 puede irdirectamente a ra unión t inrerior, que ahora representa ravelocidad de B, desapareciendo también, por tanÈo, el grafo3 y la unión o correspondiente. Et Transformer TF:AG seconvierte en TF:AB.

El bond graph que queda es er de îa Fig, rrr-4.

modelo ae
punto G por
el exüremo

ô

r\-.-(,

r\-
@

IN

TI
1

I
r
0

]L
1

')L
IN

TF:AB

e¡, f ¡

en, f s

Fig. III-1: r{odelo sinplificado de la b¡rra de nas¿ despreciable.

E] bond graph representado en esta figura es et moderosimplificado del sólido sin masa con dos puntos de enlace.

La validez de este modero se demostrará comprobandocomo los flujos y esfuerzos en los extremos A y B de labarra (grafos 4 y 5) cumpìen ras reraciones básicas develocidades y de equilibrio de fuerzas, tenjendo en cuentaque se trata de un sólido rígido y sin masa:
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f¡=fe+OxAB

eetee=O

La primera ecuación se cumpìe, dada la igua'ldad entre
flujos entrantes y salientes en la unión O.

La segunda ecuación t,ambién se cumple, dada la igual-
dad entre esfuerzos entrantes y sar ientes en la unión l, y
dado que el esfuerzo en la puerta IN es nulo.

con el fin de verificar el bond graph anterior y
anal izar si sus elemen'tos rnercia Nula son siempre
necesarìos, se construirá el bond graph de una barra sin
masa a partir de un análisis puramente cinemático, en lugar
de hacerlo a partir del modeìo dìnámico de sólido rígìdo.

supuesta una barra de extremos A y B, las verocidades
de éstos cumplen que:

Va=YÀ+QxAB

donde Q es la velocjdad angular de ta barra.

El bond graph equivalente a la igualdad anterior se
construye asignando una unión 1 para vr y otra para Va,
situando, entre ambas, una unión o para efectuar la suma
del t,érminoqxAB.

A su vez, ìa parte del bond graph que representa el
t'érmino Q x AB ha de contener una unión 1 para la velocidad
O y un Transformer para multipf icar vectorìalmente dicha
velocidad por el vector AB,

E] bond graph resultante es el de la Fig. III-5a.

Si ìos puntos A y B se unen a otros sól idos, hay gue
dibujar también los grafos correspondjentes a los enlaces
con esos só1idos, quedando el bond graph de la Fig. rrr-5b.
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Fig. lll-5: Comprobación del bond graph sinplificado de un¡ barra de n¡s¡ despreciable.

Este bond graph tiene una estructura equivalente a Iadel inicialmente obt,enjdo (f ig. III-4), diferenciándose deáquel únicamente en ra inexistencia de las puertas rnercia
Nula.

sin embargo, la inclusión de las puertas rnercia Nulaes necesarìa, en determinados casos, cuestión que se dis-cute en el siguienÈe apartado.

En determinados casos será necesario incluir puertas
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Inercìa, de naturaleza convencional o elementos Inercia
Nula, para evitar causalidades diferenciales y para evitar
bucles algebraicos.

Asimismo, las puertas Inercja permiten disponer más

fáci lmente de los datos de orientación y posición de la
barra en el espacio, cuando se emplean determinados
programas de simulación.

Para comprobar la necesidad QUê, en determinados
casos, hay de emplear puertas Inercia, se considerará el
caso, bastante común, êñ que la barra AB se une a dos
sólidos mediante rótulas esféricas, Pudiendo existir resìs-
tencias frente a los movimìentos relativos de rotación as{
como Compliances, o elementos Muetle Rígido MR, frente a
los desplazamientos relativos en las uniones (fig. III-6).
Si se emplean Compl iances, éstas pueden representar la
existencia de si lentblocks.

R2

4
il

0 ---\l

cl

T
1

I

I

T

0

L

L

)L
c2

R

TF:AB

0

)L
o 0L

L
:

)L
I

Fig. III-ô: Enlace de la barra con otros sólidos: no se incorpora ninguna Inercia.
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Puede comprobarse, a ta vista de ta Fig.
asignando causa esfuerzo a la Compliance Cr,
causal idad diferencial en la Compl iance Ce .

III-6, como,
se obtiene

También puede verse como Ia causaridad de ras Resis-tencias Rr y R¿ puede ser intercambiada, ro que significaque aparecerá un bucre algebraico (t1ol,[1])

rnc'luyendo una puerta rnercia Nura en ra unión isuperior, representativa de la velocidad angular de labarra' (F'ig. III-7a) desaparece la posibi l idad de elegir lacausal idad en las puertas Resistencia, y con eì la laaparición de bucres argebraicos, pero continrÍa existiendo
causaÏ idad diferencial en una de las comp'liances.

Rl R2IN I

T

I

T

[,

0

)L
:

IL

0

]L
cz

0

]L
1

I
o

)L

]L

T
1

TF:AB

0 F+ -\l
cr

Fig' ill-la: Enlace de la barra con otros sólidos: incorporación de un¡ Inercia.

si, por el contrario, se coloca una puerta rnerciaNula en la unión 1 inferior (fig. III-Zb), las causalidades
de las compl iances son 'integrales, pero hay indeterminación
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en la asignación de
Resistencia,

la causal idad de ìas puertas

I R

T

R2 In
IT

I

r
0

)L
.

)L

+ +o----1 r-----l o---j =+

TF:AB

0 0

Fig. III-7b: Enlace de la barra con otros sólidos: incorporación de una Inercia.

Por último, ìncluyendo las dos puertas Inercia Nula,
no aparecen ni causaljdades diferenciales, rìi causaìidades
con asignación indeterminada en puertas Resistencia (ver
Fig. III-8).

Queda así demostrada la necesidad, êñ determinados
casos, de emplear puertas rnercia para evitar causalidades
diferenciales y/o bucles algebraicos.

Además de lo anterior, las puertas Inercja Nu'la apor-
tan la ventaja adicional, como ya se adelantó, de que per-
miten manejar más cómodamente variables como velocidad
angular, orientación, Þosición, etc. de Ia barra. Esto se
debe a que, êñ algunos programas de simulacìón, se manejan
expllcitamente Ias varjables de flujo y desplazamiento de
las puertas Inercìa, sean o no nulas.

k--r\-

I
0

L
1

]L
IN

0

L

IL

c c

I
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Fi9. III-8: Enlace de la barra con 0tr0s sólidos: se incorpor¡n dos Inercias,

En determinados casos, ra puerta rnercia Nura de raparte inferior der bond graph, puede eriminarse.

A continuación se anal izan esos casos.

La ìncorporación de la puerta rnercia Nula mencionada,procedía, fundamentalmente, det interés en el iminarcausalidades diferenciales en las compliances de la uniónde desplazamientos entre los só.1 jdos.

sin embargo, puede darse er caso de gue aìguna de rascompliances, cr o cz, de la parte de unión en desplazamien-tos, no exista. Esto puede corresponder, poF ejempro, a ìasituación real de no haber si lentblock en un extremo de labarra.

En 1a Fi g. III-9 se
elimjne la Compliance C¿.

representa el caso de que se
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)L

L

T
0
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Como puede verse,
puerta Inercia Nula
causal i dad di ferenc'ia1 .

ha sido posible eiiminar también la
inferior sjn que haya ninguna

0

c

Fig. III-9: Enlace de la barra con otros sólidos: elininación de una Compliance y una Inercia,

I 0 0

)L
:

)L
I

En el caso de que se eliminaran las dos Compliances,
se tendrla que una de las Inercias de traslación de los
cuerpos adyacentes tendría causaì jdad diferencial ,
apareciendo, ÞoF tanto, coordenadas dependientes (ver Fig.
rrr-10).

Los resultados anteriores ponen de manifiesto una im-
portante ventaja adicional del modelo desarrol'lado de barra
sin masa sobre el modeto de sólido rígido.

En efecto, el nuevo modelo, además de su mayor
simpl icidad, permìte prescindi r de determinados elementos
Muel le Ríg jdo en la mode'l ización de las restricciones.

Si,
la barra,

por ejemplo, no hay si lentblock en un extremo de
existiendo por tanto una restricc'ión pura en
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dicho punto, la modet ización convenciona'l exigi ría laincorporación de un elemento Mla restricción y evitar causal

=

uel le Rígido para modelizar
idades diferenciales.

DINn
ll

RIn
lt

2 I

T
0 0

uno en cada extremo de
ïnercia de traslación,

1

TF:AB

0

0 I k-- o k__t\- t\-

Fig' III-10: Enlace de la b¡rra con otros sólidos:causalidad diferencial por eliminar dos c y una I.

sin embargo, êñ ra misma situac'ión, et modero de barrasin masa puede prescindir de dicho element,o, ya que tambiénpuede el iminarse ìa puerta rnercia de tras.lación det centrode gravedad de la barra.

se suprimen de este modo dos ecuaciones: una co-rrespondiente aI elemento Muel le Rígido y oÈra correspon_dientes a la puerta Inercja.

En el caso de no haber si rentbrocks en nìnguno de .ros
dos extremos de 'ra barra, tambìén se obt,ienen simpî if i-cac i ones ,

En efector êl modelo convencìonaì exigiría la presen-

0
0

]L

]L
I

I

cia de dos elementos Muelle Rígido,Ia barra, además de la puerta
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mientras euê, en el modelo propuesto, puede eliminarse
dicha puerta rnercia y uno de los dos elementos Muel le
Rígido (ver Fig. III-9).

rrr.l-1.3 - Discusión sobre ta asimetría det modelo

Una cuest,ión que hay que anal izar sobre estas
zaciones simpl if icadas, sê ref iere a que, êÍt el
propuesto de barra sin masa, la unión con los
adyacentes es asimét,rìca, ya que un extremo, eT
rresponde a la unión 0 y el otro, e1 B, a la unión 1

model i-
mode I o

sól idos
A, co-

se demostró anteriormente euê, tanto dinámica como
cjnemáticamente, el modelo es correcto, siendo necesarjo
comprobar ahora euê, en el caso de que haya compliance, o
elemento Muelle Rígido, en uno sólo de los dos extremos, e1
modelo no se ve afectado, desde el punto de vista de la
causal idad, Þotr la elección del lado en el que se sitrla.

En la Figura rrr-1 1 se representa la parte inferior
del mismo bond graph de anterìores figuras, tanto en el
caso de que la compl iance o Muel le Rísido esté en un lado(fig. III-11a) como en ej caso de que esté en el otro (fìg.
rrr-11b).

Lado A Lado B

0

L
0

)L

0 01 + \t0

c1

Fig, III-lla: Asimetría del nodelo: Compliance en lado A,

]L

L
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Lado A Lado B

0

0 k__r\- 0 k_r\-

)L
:

]L

0

I
c

0

]L
''

)L

Fig. III-ilb: Asinetría del ntodelol Conpliance en lado g.

Es evidente t ã ja vista de estas figuras, euê lacausal idad del bond graph del resto del sistema no se veafectada por ra erección der lado en er que se sitrra raCompl'iance o el elemento Muel le Rígido.

obviamente, tanto ra discusìón de este apartado comolas de los apartados anteriores, centradas en lacausalidad, son váridas también para el caso de que enlugar de compriances o erementos Muelre Rígido, haya otroselementos con la misma causalidad, como pueden ser Fuentesde Esfuerzo, compliances en paralelo con Resistencias, etc.

Algunos eiementos de ros sistemas de suspensión odirección no son barras, sino cuerpos tridimensionaîes convarios puntos de enrace con otros cuerpos adyacentes. porejemplo, pueden considerarse como trìángutos Tos brazos su-perior e inferior de una suspensión delant,era decuadri látero articulado, los brazos semiarrastrados
empJeados en algunos tipos de suspensión trasera, etc.
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B

A

C

Fig. III-12: $ólido de masa desprecìable con tres punlos de enlace.

si se considera que su masa es pequeña en relación con
la de ]os demás sótidös, puede efectuarse una simplifi-
cación en la modelización análoga a la efectuada con la
barra de masa despreciable.

Se desarrol lará, en prìmer lugar eì caso de que haya
tres puntos de enIace, generaljzándose posteriormente al
caso general de n puntos de enlace.

Partiendo del modelo completo, como só] ido con masa,
tras las etapas de sustituir elementos I por IN y de
el i mi nar ì as puertas MGY: EJS y ]a f uente de esf uerzo de
gravedad, sê ì1ega al bond graph de ta Fig. III-19.

Tomando como punto de referenc'ia un punto cualquiera
del sólido, por ejemplo el A, en lugar del centro de
gravedad del mismo, tal como se hizo en el caso de la
barra, sê llega al bond graph de la Fig. III-14.

Puede comprobarse cómo se cumple también en este caso
que:

ee*ee*ec=0

fn=fq+OxBA

fn=fc+OxCA

deduciéndose de las dos rlltimas igualdades que también:

fc=fs+QxBC
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Fig, III-ll: Bond graph, parcialilente
simpl ificado, del sól ido de n¡sa
despreciable con tres punt0s de enlEce.

Fig. III-11: ilodelo sinplificado de

sólido de flas¡ despreciable con tres
puntos de enlace.

Los resurtados anteriores pueden gêneral izarse sindificuìtad ar caso de que er sótido tenga un número ncualqujera de puntos de enlace.

Procediendo del mismo modo gue en 10s casosanteriores, de sór idos con dos o tres puntos de enrace, sêconcluye que er bond graph de un sólido sin masa con n pun_t,os de enlace es el de Ia Figura III_15.
como punt,o caracterlstico pn conviene eregir aquer quemás fácilmente sirva como punto de referencia, para definirla situación del resto de los puntos pr (i=l,2,...,n_1) delcuerpo. 811., es debido a que los Transformer del modero sonJos vectores prpn, es decir ros vectores gue definen raposición rerativa entre er punto de referencia pn y etresto de Tos puntos pi del sótido.
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P.

Fig. III-l5l l,lodelo simplificado de sólido de masa despreciable con n puntos de enlace.

Las discusiones efectuadas sobre er caso de la barra
sin masa con dos puntos de enlace, Fêlativas a la simpli-
ficación del modelo por eljminación de rnercias Nulas y
elementos Muelle Rígido en la modelización de restrjc-
ciones, pueden extenderse al caso generar de un cuerpo sin
masa con n puntos de enlace.

De este modo, puede establecerse como conclusión
generaì, euêr en un sólido de masa desprecìable con n pun-
tos de enlace, manteniendo 1a puerta rnercia Nula corres-
pondìente a la rotación, puede tener, êñ la parte corres-
pondiente a los despiazamientos, uh enlace con causa
flujo, teniendo'los n-1 enlaces restantes causa esfuerzo
(F'is. III-16).

0

]L

I

L
IN
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Fig. III-rô: posibiridades de enraces con distinta causaridad.

En e'l caso de no existir ra puerta rnercia de ra partede rotación, e1 número de enraces con causa frujo serla dedos, y eI de enraces con causa esfuerzo sería de n-2.
Los enraces con causa esfuerzo, pueden corresponder acuaiquìera de'los siguientes casos:

t ) Enlaces con otros sóI idos cualesquìera,incluyéndose en dichos enlaces, uniones O de las guepartan compliances con causalidad integrar, fuentes deesfuerzo u otros bonds con ta misma causaridad, de taìmodo que ros bonds que rregan ar sólido sin masa encuestión tengan causa esfuerzo (Fig. III_17a).
2) Enlaces con otros sóridos sin masa¡ ño incruyéndoseuniones 0 en dichos enraces. Estos enraces sóro puedenrealizarse a ra rfnica puerta con causa f lujo de cadauno de los demás sólidos sin masa (ftg. III_17b).
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sln masa

Al sólido
sin masa

I
c

(a)

A otro sólido
cualquiera

A otro sólido
sin masa

(b)

Fig. III-1i: Posibles uniones con causa esfuerzo.

Las uniones con causa f lujo de un sól ido s'in masa
corresponderán, normalmente, a los enlaces, con restrjc-
ciones y sin Mueltes Rísidos, con otros sólidos cuales-
quiera, aunque también pueden corresponder a uniones con
fuentes de flujo, etc.

De las conclusiones anteriores pueden derjvarse al-
gunos corolarìos:

Por ejempio, puede suceder que un sólido sin masa se
una a otros sól idos sin Compl iances en n'inguno de los n
enlaces, Io cuaj ocurriría, êñ el caso de existir rnercia
en 1a parte de rotacìón, deì siguiente modo:

una unión sin Compl iance n'i Mue'l le Ríg jdo a otro
sól ido cualquìera (causa flujo)

n-l uniones al grafo de causa'l idad singutar de n-1
só1 idos sin masa (causa esfuerzo)

También puede comprobarse como en una cadena de
sólidos s'in masa, taì que cada uno de ellos tenga dos pun-
tos de enlace, uno con cada sóljdo cont'iguo, ês posibte
prescindir de todas las Compliances salvo una (Fig. III-
18).
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' FiS, lt¡-tg: Cadena de sólidos sin n¡sa.

una última ventaja, euê hay que resartar, der moderode sólido sin masa, consiste en que no es necesario cono-cer sus ángulos de orientación absolutos.

Ello se debe a ra cond'ición de que Ja masa es nura, ypor tanto no hay acción graviüatoria ni se tiene que
anal izar la dinámica del sól ido. por consiguiente, ño senecesita trabajar en referenclas inerciales absolutas.

unicamenüe son necesarios ros ángutos de orientaciónrelatjvos a los sóìidos adyacentes.

masa despreciable

Aunque 1os murtibond-graph son más compactos, y portanto más manejables, conviene desarrol lar el bond graph deun sólido de masa despreciabre con bonds simpres, ya quealgunos programas de simulación no pueden trabajar con
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mu I ti bonds .

se desarrolla a continuación el bond graph simple de
una barra rfgida sjn masa de extremos A y B.

Las.velocidades de sus extremos cumplen siempre que

Ve=V¡TQxAB

donde Q es la velocidad angular de la barra.

Para
vectori al

trabajar con bond simples, la anterior ecuación
se desarrol la ên sus componentes:

liil X

x i 8y'ABz
y * Oz'ABx
z f Qx.ABy

El bond graph correspondiente a las igualdades
teriores es el representado en la Fjgura III-19.

Vax
Vev
Vez

V
V
V

V
V
V

x
v
2

A
A

A

A

A

A

+
Bx
By
Bz

A
A
A

Qz'ABv I
Ox'ABz I

Oy.ABx 
I

an-

En él puede comprobarse como, además de cumpìirse las
re'laciones cinemáticas anterioresr sê cumplen también las
relaciones de esfuerzos características de una barra sin
masa:

êAx * êBx 0

êAy+e6y=O

êAz * êBz = 0

Si se hace que el eje x de la referencia so'l idaria a
la barra coincida con la dirección de la propia barra, sê
anulan tos Transformer TF:ABy y TF:ABz, con 1o que eì bond
graph se reduce al de la Figura L[T.-?O.
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rrr.1.1.6 - Modelización de sóTidos de masa despreciable
sin emplear elementos Inercia NuIa

En la
ecuac i ones
dispone del

mayoría de los programas de generación de
para simulación basados en bond graph, no se
elemento Inercia Nula.

Para poder emplear los modelos de sól'idos de masa
despreciable en üales casos, âsí como para compretar y
hacer más generales los presentes desarrorlos, sê estudia a
continuación Ia modet ización empleando puertas rnercja
convenc i ona t es .

En la model ización desarrol lada en Ios anteriores
apartados, se partla del' bond graph de un sólido rlgido
normal con masa no despreciable, rea'l i zándose a cont jnua-
ci ón tres modi f i caci ones sobre el mi smo: susti tui r 'las
puertas rnercja por elementos rnerc'ia Nula, et iminar los
elementos Gyrator y considerar como punto de referencia uno
de los puntos de enlace en lugar del centro de gravedad.

En cuanto a la primera modificacìón, en lugar de sus-
tit'uir 'las puertas rnercja por elementos rnercia Nula, lo
que se hará ahora, como es 1ógìco, ês reducir el parámetro
de la puerta fnercia convencional tanto como se quiera, o
como permìta el posterior proceso de integración.

Evidentemente, êñ los casos, como los discutidos en el
apartado rrr.1.1.2, ên que no es necesaria la puerta rner-
cia Nula, tampoco es necesaria la puerta Inercia
convencional.

En cuanto a la segunda modifìcacìón, ahora ya no
pueden eliminarse directamente los dos elementos Gyrator
del bond graph del sólido, ya que el valor de la masa, êh
la parte de Èraslación, y êl valor de los momentos y parês
de ìnercia, en la parte de rotacìón, no son estrictamente
nu1os.

Sin embargo, ên determìnados casos sí gue pueden
suprimirse dichos elementos. En concreto, el Gyrator de la
parte de rotación sìempre puede suprimirse.

En efecto, ya que se trata de un sólido ideal, ên el
que interesa la transmjsión de esfuerzos que realjza pero
no interesa su propia dinámica, nada impide que además de
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haber definido su inercia como pequeñar sê defina su tensorde inercia tJl de una forma determinada.

En concret'o; sê def inirá como rotor esférico en elpunto de referencia tomado. Esto significa gue sus pares deinercia serán nulos y los ,or.Àto" de inercia serán'iguales:

Ji,j = e para ilj

Jl ,i = fo para i = Tr}rg

En este caso, 
'a 

vel0cìdad angurar o y er momento an-gular JQ son parareros, con ro que et término g x Jo, Fê-presentado por el Gyrator, sê hace nulo. En efecto,

lffi i.lË' ;' i, I lil I = 
lffi l,.lil,ffi I

o
o
o

sin embargo, a diferencia der eremento Gyrator de raparte de rotación, er de ra parte de trastación no puedesuprimÍrse de ra misma forma, ya que er vector verocidadangular A no tiene por qué ser paraleìo al vector momentolineal mv con ro que er término 0 x mv no será nuro.

No obstante,
puerta fnercia,
IrI.1.1.2.

siempre desaparecerá cuando no exista
como en los casos expuestos en el apart,ado

En er caso de existir Ia puerta rnercìa de traslación,si se desprecia el Gyrator, lo gue ocurre es que sedesprecian Ias fuerzas asociadas ar cambio de orientaciónde la velocidad de ra masa. Estas fuerzas, de ras que unejemplo conocido es la fuerza 
".ntrífrg., dependenúnicamente de la prop.ia masa, la cual se suponedespreci ab I e.

Por el ro, y como se ha supuesto que ros esfuerzos ex-teriores que actúan sobre er sórido superan ampriamente alos esfuerzos asociados a ta dinámica propia de éste, êrerror relativo no sería muy importante.
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No obstante, êh sent'ido estri cto, ho debe supri mi rse
el Gyrator de la parte de traslación cuando existe la
puerta Inerci a correspondiente.

En cuanto a la tercera modificación, sigue siendo
válido considerar como punto de referencia uno de los pun-
tos de enlace en lugar del centro de gravedad del sótido de
parti da.

En este caso, la pequeña masa, aunque ya no sea
estrictamente nula, puede considerarse como una masa pun-
tual concentrada en uno de los puntos de enlace. Desde este
punto, partirán una serie de brazos ideates hasta los demás
puntos de enlace, siendo estos brazos de masa estrictamente
nula, îi gidos y capaces 'de transmit,ì r todos los esfuerzos.
Considerando un sólido con dos puntos de enlace, A y B, y
suponiendo que la pequeña masa está en el punÈo B, el
esquema del só] ido serf a el de la Figura III-ZI.

A B

Masa

Fig, III-21: Earra ideal con masa concentrada en un extremo.

Parti endo del bond graph de I a Fi gura LT.I-L y
suprimiendo la acción gravitatoria y et Gyrator de la parte
de rotac'ión, se llega al bond graph de la Figura ITI-22.

Como el vector BG es nulo, el flujo fo y el esfuerzo
ez son nulos, y como los grafos 6 y 7 concurren en una
unión O y en una unión 1 respectivamente, pueden suprimirse
djchos grafos, âÞlicándose el grafo 5 directamente en la
unjón 1 inferior. También por ser nulo el vector BG,
resulta que AG = AB - BG = AB, con lo que el bond graph
resultante es el de la Figura III-23.
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Fig, üI-22: llodelo, parcialnente
sinplificado, con puertas I, de barra
de masa despreciable.

Fig. III-23: Hodelo siaplific¡do, con
puertss I, de barra de ¡¡s¡ despreciable.

Generalizando a n puntos de en.lacer êì bond graph deun só] ido de masa despreciabje, construido con elementosInercia convencionaÏes es el de la Figura ILI_24 donde elparámetro de ras puert,as rnercia es d; ra forma Jr, j = o,
l:i:..iÉi, 

y Ji,i=ro, con i=t,z,se rodepequeño

como puede verse, ro que se ha hechor êñ def init.iva,es sust'itui r er sól ido real de in.r"t.-or"or"ciabre, por unsólido idear gue facitite ra moderización, debiendo cumprirpara er ro una serie de condiciones: que su masa esté con_centrada en un punto de en'race, QUê ""t" masa cumpra QUê,en cuanto a rot'ación, sea un sórido rotor esférico en esepunto y que desde este punto y hasta ros demás puntos deenlace partan una serie de brazos ideares sin masa, Fígidosy capaces de transmitir todos los esfuerzos.
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Fig. III-21: llodelo sinplificado, con puertas I, de sólido de

nasa dsspreci¡ble con n puntos de enl¡ce.

rrr.l'2 - Aplicación de Ia técnica de bond sraoh en
Ci nemát,ica

Tras los desarrol los anteriormente efectuados del
modelo de sól ido sin masa, conviene hacer algunas con-
sideraciones acerca de las posibilidades de la técnica de
bond graph en la realización de anárisis cinemáticos de
sistemas mecánicos.

rrr.1.2,1 - Discusión sobre la aoticación de la técnica de
bond sraph en anál i si s cì nemát,i cos.

Tal como se ha visto en apartados ant,eriores, êl
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modelo de sótido sin masa permite hacer caso omiso de radinámica propia de los e'lementos de un mecanismo, conside-rándose rf ni camente r as característi cas geométri cas dedichos elementos y ras restricciones cinemáticas de ros en-laces entre ros mismos. Es decir, en er modelo de sóridosin masa se considera únicamente aquerro que afecta a racinemática.

Hay que anar izar, ÞoF consiguienter si ra técnica debond graph, con er auxirio der nuevo modero de sólido sinmasa' constituye o no un método vál ido para efectuaranáIisis cinemáticos de sistemas mecánicos.

La propia naturareza de Ia t,écnica de bond graph serála que permita estabrecer cuáres son ras timitaciones delbond graph en el terreno de la cinemática.

La caracteilstica fundamental delafeeta en este sentido es la de trabajflujos y esfuerzos.

bond graph
dr, siempre,

que
con

E] hecho de trabajar con f rujos, euê en mecánica sonvelocidades, significa que no se conocen directamente rosdesplazamientos, siendo necesario un proceso de integraciónen el tiempo para conocerlos.

El hecho de trabajar con esfuerzos supone, sinembargo' una diferencìa fundamental con la cinemática pura.En un estudio meramente cìnemático, no hay raz6n para gueaparezcan esfuerzos y, por consiguiente, tampoco apareceninguna transmisión, âlmacenamiento ni disipación deenergía como ocurre en bond graph.

Conocidas, pues, las dos djferencias gue separanbond graph de ra cinemática, se anal izan a continuaciónmedios para salvarlas.
e1

Ios

El probrema de trabajar con frujos en rugar dedesplazamientos es fácilmente salvable ya que sóro aerequiere una integración. programas como Tutsim disponen debToques rNT de integración, y programas como Bondyn incor-poran directamente ros desprazamientos en su sarida deresu I tados .

Los resultados de verocidades son, en cuaìquier caso,siempre di rect,ament,e accesi bles
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En cuanto a la cuestión de tener que manejaresfuerzos, el modelo de sólido sin masa contrìbuye, sin
duda, a solucionar el problema.

Este modelo permite reducir al mínimo et manejo de
esfuerzos, y consiguientemente de energía, permìtiendo una
simplificación considerable del modelo en todo aquello que
no afecta a la cinemática.

Esto es así ya que los sólidos sin masa no introducen,
a'lmacenan ni dis'ipan energía, sino que sólo la transmiten.
Esta afirmación concuerda con el hecho de que los sólidos
sin masa se componen únicamenÈe de elemenÈos TF, o, 1 y,
eventua'lmente, IN

Por consiguiente, sê reduce t,ambién al mínìmo el
número de ecuaciones representat,jvas de'l comportamiento del
sistema mecánico.

En efecto, los sólidos sin masa, âl no tener puertas
rnercia, no dan lugar a ras ecuaciones diferenciales
correspondient,es a las mismas. sólo originan las
ecuaciones algebraicas correspondientes a las relaciones
ci nemát,i cas exi stentes,

En conclusión, el modelo de sórido sin masa permite
simpl if icar los modelos dinámicos de los sist,emas mecánicos
lo suficiente como para servir de herramienta en eT
anál i si s ci nemáti co de l os m.ismos.

TTT _1.' -2 Simnt if ì car:ic¡neÍ: adir:i les ?t¡rrâ Ie 1 iza-
ción de análisis ouramente cinemáticos

Para la realización de análisis puramente cinemáticos,
es posibte real izar aigunos cambios más en los modelos con
el fin de conseguir una simptìficación aún mayor de los
mi smos.

$e partirá del hecho de que cualquier sistema que se
estudie con este t,ipo de procedimientos ha de tener algún
ìnput de excitación. Dicho input puede ser una fuente de
esfuerzo o una fuente de ftujo.

Como es natural, êh cinemática no interesan las
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fuentes de esfuerzo sino ras de ftujo. sin embargo, êrempleo de fuentes de ftujo presenta el prob.fema de que haceque las rnercias tengan causalidad diferencial, a menos quese incluyan compriances o erementos Muetre Rígido en er
s i stema.

Por consiguiente, parece poco adecuada Ia presencia depuertas rnercia en estos modeJos. El to conduee a radiscusión sobre la necesidad de que haya o no puertas rner-cia en el modelo.

Para discutir esta cuestión se empreará er hecho deque en bond graph, hay una correspondencia biunfvoca ent,re'los grados de libertad y las Inercias con causa esfuerzo.

La expl icación de esta correspondencia se encuentra enque los grados de libertad pueden ser considerados como lasposi bi'l idades de movimiento de un cuerpo.

En efecto, un cuerpo se moderiza mediante un conjuntode rnercias, una para cada movimiento. si un movimiento dercuerpo viene impuesto por el resto det sistema, esemovimiento ya no es un grado de ribertad. En er bond graph,la rnercia correspondiente a ese movimiento t,endrá causaflujo, ya que su movimiento viene impuesto por el resto delsistema (Fig. rrr-25a), Tar rnercia es, po. tanto, una rn-ercia sin grado de libertad.

Por el contrario, las rnercias I ibres recibenesfuerzos, y sus movimientos no vienen impuestos por erresto del sistema (Fig. rrr-2sb), Estas rnercias respondencon sus propìos movimientos a los esfuerzos que reciben.son rnercias que ilevan asociado un grado de tiberüad.

A)
1 I

IB)

Fig. III-25: puertas Inercia, sin grado de libertad (A) y con grado de libertad (B).

Admitiendo el concepto de grado de tibertad expuesto,puede afirmarse que en un modelo sin rnercias no hay ningrlngrado de I ibertad. Esto no signif .ica, sin embargo, ou. nohaya movimientos, sino que éstos están ìmpuestos por las
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fuentes de f 'lujo del sistema.

Por consiguiente, y êñ def in'itiva, es posible el.iminar
las rnerc jas det sistema y t por tantor ênìplear fuentes de
fJujo, que son Tas fuentes más indicadas en modelos des-
tinados a análisis cìnemáticos.

Como en bond graph sìempre aparecen esfuerzos,
haber potencia en juego, hay gue emplear al grin
que reciba la potencia que introduce la fuente de
potencia que se transmite a través det bond graph.

yhade
el emento

f 1 ujo,

Los elementos que se emplearán para recibir esa poten-
cia serán Resistencias.

Et input del mecanismo será una fuente de flujo, y el
output un conjunto de Resistencias. Entre ambos, sê
encontrará el resto del modeto del mecanismo, constituido
por elementos Transformer y uniones O y 1.

Las Resi stenci as ti enen 'la ventaja de que di si pan
directamente la energía en lugar de almacenarla, como hacen
las rnercias y compliances, ÞoF lo gue no varía la
situación energética del sistema a lo largo del proceso.

Las Resistencias no conllevan procesos de integración
para relacionar esfuerzos y flujos, sino que éstos son
proporcionales. Pueden ser incluso iguales si se hace el
parámetro de la Resistencia igual a la unidad.

Para obtener el output del mecanismo, ês decir la
velocidad del elemento de salida, se empleará el output de
la puerta Resistencia, el cual será normarmente un
esfuerzo.

Si se emplea una Resistencia
dicho esfuerzo es numéricamente igual
éste se conoce directamente.

de
al

parámetro unidad,
flujo, con lo que

III.1.3 - Ejemplos de aolicación

Se exponen a continuación dos ejemplos.

En el prìmer ejemplo se considera un sistema dinámico
incluye sól idos con masa que puede considerarseque
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despreciable y también sólidos con masa no despreciable.

Este sisÈema se modeliza primero en la forma conven-cional, ês decir, considerando tanto ïas inercias grandes
como las pequeñas, y después en la forma simplifieadapropuesta en los ant,eriores apartados.

Efectr,iando simuîaciones con ambos modelos, se com-prueba Ia validez de la modelización simplificada.

En el segundo ejemplo
real i zar, con 'la técnica
puramente cinemático.

ti po
26.

presenta la forma de
bond graph, un estudio

se
de

En ambos ejemptos se modeliza un mecanìsmo prano derbiela-manivela, como el representado en la Figura rrr-

Y
le

Fig. Iil-tû: $isüen¡ biela-n¿nivela,

Los elementos cuya masa será considerada despreciable,
en eì primer ejemplo, son la manivela y ta bieta (sólidos ly 2), manteniéndose un valor no despreciabte de masa en Iacorredera (sólido B) y en el volante de inercia solidario ala manivela.

El sistema se acciona mediante un par de valor cons-tante aplicado sobre el eje de la manivela.

rrr'1.3,1 - E.iemolo de modelìzación de un sistema dinámico

En primer lugar se desarrolla îa modelización conven-

III 34



cional . En la Figura T.TT.-27 se representa el bond graph del
sistema, modelizado en dicha forma,
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Fig. III-2It l{odelo colrvenei0n¡l del sisten¡ biela-nanivela.
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como puede verse, ra manivera y ta biera se moderizancomo sendos sóiidos con dos puntos de enlace cada uno deel I os.

La corredera, que se desplaza en dirección X, semodeliza mediante una simple puerta Inercia.

En la puerta rnercia de ra unión 1 correspondiente a1a veìocidad angular Qr, sê incluyen los momentos de iner-cia de Ja maniveta y der vorante de inercia, ya que amboscuerpos giran sol idariamente.

Entre la manivela y la ble.la y entrereferencia fija, se efectrJan los correspondientes
de coor"denadas: TF: [0r -êz ] y TF: [Oz ] .

ésta y la
cambi os

se incTuyen t,ambién varias puertas compr iance de artarigidez para evitar causaridades diferenciales

con este modero se efectuarán dos simuraciones. En raprimera los varores de masa y momento de inercia de ïabiela y la manivera son muy bajos, lrientras gue en rasegunda no.

Los parámetros del
son los siguientes:

sistema en la primera simulación

-masa de la manivela: mr = O.Z kg

-masa de la biela:

-masa de Ia corredera:

-ïongitud de la manivela:

-'longitud de la b.iela:

-momento de inercia del
conjunto manivel a-volante :

-momento de inercia de la biela:

-rigidez de las CompJiances:

-par exterior apl icado:

m2

m3

lr

1z

Jr

Jz

0

1

lkg

10 kg

2m

m

1 kg.¡2

O. 1 kg. ¡¡z

K 'l0s N/m

N.mP=2
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En la segunda simulación se consideran mayores valores
de las masas y momentos de inercia de la biela y de la
manivela:

-masa de la manive'la: mt=5kg

-masa de ìa biela: mz = 5kg

-momento de inercia del
conjunto mani vela-vol ante : Jr 1.5 kg.¡¡z

-momento de inercia de la biela: Jz = 0.5 kg.¡z

E1

tudes,
manecen

resto de parámetros (masa de la corredera,
rigidez de las Compliances y par exterior)
i nvari abl es.

'l ong'i-
per-

En ambos casos, el s'istema parte de una situación de
reposo y comienza a moverse por la aplicación dei par ex-
terior P.

En las dos gráficas de la Fìgura III-Z8 se representan
los resultados, correspondientes a 1a primera y a'la
segunda simulación respectìvamente, de desptazamiento de
la corredera, ángulo girado por la biela y velocidad an-
guiar de la manivela.

En la tabla siguiente se indica el significado de las
curvas de resultados de la Fig. III-28.

Curva $ Ígn i ficado l4lnino lláxino

Desplazaniento de la corredera -1 m +1 rll

2 Angulo girado por la biela -5 rad +5 rad

3 Velocidad angular de la manivela -20 rad/s +20 rad/s

Eje horizontal: Tiempo 0 se g 5 seg,
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Fig. III-28: Resultados obtenidos con el modelo convencional del sistena biela-nanivela,
{ver tabla en página anterior)
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B Model izaci n simol ificada

A

f i cada.
cont'inuac'ión se desarrol la la model ìzación s'impl ì-

En la Figura III-29 se representa el bond graph del I

sistema, model'izado en dicha forma.

Par

cos(O1-6s) cos @z

R

I
l0z
I

{
TF:l¿

I

i

I

T
I

lo¡

I
TF:l¡
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Fr
0
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l--'------? O l---z 1l------- MTFI-------=- Ol---------z O ----à I---) MTF------zl O ----) I 4 S¡:0
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"t-'

L l"------ MTFI=- o
cos(@r-@¿) cos Oz

Fig, III-29: ltlodelo sinplificado del sistema biela-manivela,

La modelización de la biela y de la manivela se
efectúa empìeando el modelo bìdimensional de barra sin masa
con bonds s'imples desarrol lado anteriormente.

1F--""= MTF[--=- O l_"- O ------1 I

i
c

La puerta Inercia correspondiente a
representa aquí únicamente la inerc'ia del

la velocidad Or

vol ante.

Los cambios de coordenadas TF: [0r -gz ] y TF: [gz ] son
los mismos que en la model izac'ión convencional .

Como puede verse, sê reduce notablemente el número de
puertas Compl iance nècesarias para evitar causal idades
diferenciales.
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" se añade una puerta Resistencia de pequeño varor en raunión 1 de velocidad anguìar de la biela (Oz ) con eI fin deconocer el ángulo (ee) girado por ésta, lo que es necesariopara efectuar los cambios de coordenadas,

La variabre ez se obt'iene por integración develocidad anguiar oz, ra cuaT se obt,iene a partir delfuerzo de ta Resistencia: ez = ez/Rz.

la
es-

También podría obtenerse oz .incorporando una puertarnercia, como en el modelo convencional, pero en taï casohabría sido necesaria una puerta compl iance para evitar lacausalidad diferencial de dicha rnercia con lo que sep'ierde simpl icidad.

Así mismo, podría carcurarse oz a partì r de 0rmediante cájculos geométricos auxi I iares.

sin embargo, se ha preferido Ta sorución de ra Resis-tenc'ia, para faciritar ra rabor de modetización.

Esta soluc'ión, que es apl icabre en cuarquier caso,puede ser particu'larmente úti I cuando crece la complejidadgeométrica del sistema que se ha de modelizar, La influen-cia que puede ejercer la Resistencia en la dinámica de.lsistema será tanto más pequeña cuanto menor sea el valor desu parámetro.

Los parámetros det nuevo modelo son 'ros siguientes:

-masa de la corredera. tns = lO kg

-longitud de la manjvela. lr = O.Z m

-Iongitud de la biela: lz = i m

-momento de inercia der vorante: Jr = 1 kg.¡z

-rigidez de la Compliance: K = fos N/m

-par exterior apl icado:

A la Resistencia correspondiente a e¿ se
un valor de 1x10-6 N.fi.s/rad.

P=2 N.m
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Como en las simulaciones anteriores, el sistema parte
de una situación de reposo y comienza a moverse por la
apì icación del par exterior P.

También como en las simulaciones previas, en la Figura
rrï-30 se representan los resultados de despìazamiento deja corredera, ángulo gi rado por 'la biela y velocidad an-
gular de la manivela.

Curva S ign i ficado llfnino lláxino

I Desplazaniento de la corredera -l m +l ît

2 Angulo girado por la biela -5 rad +5 rad

3 Velocidad angular de la nanivela -20 rad/s +20 rad/s

Eje horizontal : Tienrpo 0 seg. 5 seg,

Fig. III-30: Resultados obtenidos con el nodelo simplificado del sistema biela-nanivela.
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como puede verse, ros resurtados son muy simirares aJos obtenjdos en la prìmera simulación reaìizada con elmodelo convencionar, ês decir, en er caso en que ras iner-cias de la biera y de ra manivera eran retativamentcpegueñas. cuando dichas inercias tomaban un varor mayor,los resultados, lógicament,e se diferencian.

Este ejemplo pone de manif iest,o como en ros casos enque hay inercias de pequeño varor, puede hacerse ra modeîi-zación simplificada sìn perjudicar Ia validez de los resul_üados obtenidos, consiguiéndose, por er contrario, ras ven-tajas de una apreciabre simprificación en ra moderización yde una considerable reducción en eI t,iempo de sìmulación.

Esta reducción en er tiempo de simuración se debetanto a la reducción en el nrJmero de elementos der bondgraph como a la el iminación de element,os rnercia de bajova'l or v ¡{a a lr vs s ¡êñìêñtos compl iarree de alta rigi dez, .los cualesson incluidos en muchos casos precìsamente para evit,arcausaìidades diferenciales en las rnercias de Lajo vaJorgue permanecen en los modelos convenciona.les. ianto lasinercias de bajo varor como las compr iances de artarigidez son responsables det comportamiento stiff de estetipo de problemas y det consiguiente incremento del tiempode s i mu'l ac i ón cuando se emp r ean mode r i zaci onesconvenc i onal es .

Evident,emente, e] ejempro sirve también para confirmarcomo los sólidos sin masa del nuevo modelo transmiten co_rrectamenÈe los esfuerzos y movimientos entre la fuente deesfuerzo apl icada sobre la velocidad er y la corredera demasa no nula.

un mecanismo

se trat,a, êr1 este ejemplo, de real izar un anál isispuramente cinemático de un mecanismo, con el fin dedemostrar 1a varidez der método anteriormente expuesto eneste tipo de est,udios.

se modelizará el mismo mecanismo plano del tipo biela_manivela, pero empleando sólamente fuenteg de flujo yResistencias como elementos de entrada y salida de energfa
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al sistema respect'ivamente, . sin existj r n jnguna Inercia ni
ninguna Compl iance.

EI ìnput del mecanismo es la velocidad angular de la
manivela (puerta Sr:Q), siendo el output la velocidad de la
corredera, donde se sitrla una puerta Resìstencia.

En'la Figura III-31 se representa el bond graph de
este sistema.
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I
l0¿

I
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I

{
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I
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cos(@r-@z)

I l--_? MTF F---------;z 0
cos(@1-Os)

cos O2

1 l-'---'-'= MTF l---------z O l---'---'= 1 l--------=- R
cos @z

0

Ir
0

Fig, III-31: l{odeì0 para análisis cinemáticos del sistenra biela-nanivela,

Sobre la dirección X de la referencia fija, se en-
cuentra la Resistencia correspondjente al desplazamiento de
la corredera. Esta Resistencìa es la correspondiente al
output de'l sistema,

Con este modelo, se efectúa una simulación, tomando
l as mi smas l ongi tudes característi cas de l a mani ve1a ( l r =
O.2 m) y de la biela (12 = 1 m) que en los ejemplos
anÈeriores, siendo la velocidad angular que se impone a la
manìvela Qr = Z.rt rad,/s.
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En I a F.igura
tados en función del

III-32 se recogen las curvas de resul_
ti empo.

Curva Sisnif icado llf nino Iáxino

I Desplazaniento de la correder¡ -l n +l n

2 Angulo girado por la biela -5 rad +6 rad

3 Velocidad angular de la nanivela -20 rad/s +20 rad/s

I Velocid¡d de desplazamiento de la corred. -5 n/s +5 n/s

Eje horizontal: Tienpo 0 seg, 5 seg.

Fig. III-32r Result¡dos obtenidos con el nodelo para análisis cinenáticos
del sistema biela-nanivela,

La validez de estos resurtados se pone de manifiesto
comprobando, por ejemplo, que et valor máximo del desplaza-
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miento de la corredera es de 0.4 metros, como corresponde
al hecho de que et radio de la manive'la es de o.z metros,que eì ángulo máximo girado por la biela coincide con el
teórico, que es igual a arcsin (O.Z/1) = O.Z radjanes, etc.

Evidentemente, estas igualdades t,ambién se cumplen en
los modelos dinámicos del Ejemplo 1, pero se han indicado
aquí para destacar como pueden obtenerse resultados de tipo
geométrico y cjnemático mediante senci I los modelos de bond-
graph.

rrr.1.4 - conclusiones sobre Ia modelización de sólidos de
masa despreciable

La técnica de model ización propuesta, permite una
mayor sencillez en la modeljzación de aguellos sistemas que
ìncorporan sólidos cuya masa pueda desprecjarse frente a la
masa del resto de los sól idos del sistema.

Pueden modelizarse sólidos de masa despreciable de dos
o tres dimensiones y con cualquier número de puntos de
en I ace.

La no consideración de las propiedades dinámicas
intrínsecas del sólido sin masa, sino sólo su mera función
de transmisor de esfuerzos y de mantenedor de las con-
diciones de restricción de velocidades, permite simplificar
notablemente el bond graph.

Ello es debido a que se eliminan los MGy reracìonados
con la dinámica de rotación y traslación (sólo 1os de
rot'ación si no se dìspone de1 elemento rN), la sE de accjón
gravitatoria, una serie de bonds y TF por el hecho de no
considerar la existencja del centro de gravedad, sino sólo
los puntos de eniace del só'l ido, y los cambios de coor-
denadas necesarios para trabajar en referencias inerciales
absolutas, manteniéndose sólo los cambios relacionados con
la orient,ación relativa a los sól idos adyacentes.

La reduccìón que se consigue en el número de bonds deì
modelo es evidente a la vista de los desarrollos y ejemplos
expuestos anteriormente

El nuevo modelo también evita algunas de las Inercias

III 45



dependient,es que aparecen cuando hay restricciones entrelos sólidos' siempre, craro está, euê intervengan sóridossin masa en el sistema.

De no disponer de este modero, ar moder izar rasrestricciones entre los sólidos, aparecen causalidadesdiferenciales en determinadas rnercias a menos que seañadan elementos compriance o erementos Muerte Rígido. Enfal caso, sê incrementa el número de ecuaciones y la com-pleiidad del modelo, además de reducirse la velocidad en lasimulación a causa de la característica stiff que adquiereel problema cuando los elementos añadidos son Gompl iancesde alt,a rigidez.

Por ot'ra parte, ês importante destacar que cuando haysólidos de masa pequeña el problema es todavla más st,iff,lo que aporta una razón más para no emplear Ja modelizaciónconvencional.

Puede resumi rse
emplea el nuevo modelo,
mayor número de bonds,
número de Compl iances
causalidad diferencial
val or.

lo anterior dìciendo euê, si no se
además de tener que manejar un

permanecen en el problema un cjerto
de alta rjgidez para evitar la
en una serie de fnercias de pequeño

La simpr icidad de esta nueva moder ización abtambién, 'la vía para emprear ra técnica de bond graph enreal ización de determìnados anár isis g"oret.icos
ci nemát,i cos.

fê,
la
v

se dispone, por tanto, de una moderización unificadatanto para la dinámica como para la cinemát,ica, permitiendooptimizar los modelos de modo que resulten lo más simpli-ficados posible para cada tjpo de estudio.

No hay que orvidar tampoco euê, en todos ros casos, sesigue haciendo uso directo de ta técnica de bond graph, contodas las ventajas gue ésto conlleva, siendo también djrec-tamente utilizabtes los programas de ordenador existentesbasados en dicha técnica, tanto si disponen del elementoInercia Nula como si no disponen de é'l.
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IÏI.2 - DISCONTINUIDADES EN LOS ENLACES ENTRE SOLIDOS

En muchos sistemas vehiculares, pueden presentarse
situaciones de separación de pares de cuerpos que inicial-
mente estaban en contacto o de toma de contacto de cuerpos
que antes estaban separados.

Son casos típicos:

La pérdida de contacto de una rueda con el suelo a con-
secuencia de una ìrregularidad del terreno

La separación de las dos partes de una rótula de direc-
ción cuando hay holguras causadas por eì desgaste

La actuación de topes elásticos en la suspensión

etc.

Estas situaciones, euê pueden ocurrir ocasionalmente o
con êierta periodìcidad, suÞonen una pérdida de conti-
nuidad en el sistema físico.

Se p'lantea aquí el problema de modelizar, dê forma
genérica y haciendo uso de la técnica de bond graph, estas
situaciones en los casos uni y pluridimensional. Se
estudiará, a continuación algún t'ipo determ'inado de
holgura.

III.2.f - Definición del oroblema

E1 probl ema se centrará en I a model i zaci ón, durante I a
simulación, de la pérdida y recuperación del contacto entre
dos só] idos.

Se supone que los dos sólidos están unidos, nìientras
hay contacto, medjante elementos de enlace deformables.

Dichos elementos de enlace serán Compliances y Resis-
tenc'ias, unidimensiona'les o pluridimensionales, interpues-
tos entre los dos sólidos y colocados en serie, en paralelo
o en cualquier otra disposición.

Un ejemplo podría ser el de la Fig. III-33
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En el
separa del
cubi erta
el otro el

Fig. ill-33: Interrupción del enlace entre dos sólidos.

caso de la rueda con cubierta neumátjca gue sesuelo, los eTementos de enlace representarlan raneumátìca, siendo uno de los sól idos la I lanta ypropio suelo.

En el caso de dos sóiidos rígidos unidos directamentemad i anf a a't ^,'!srrr€rrrue argún par einemático concreto, 1a situación essimilar, con la diferencia de que ros elemenüos de enlacedel modelo serfan de alta rjgidez.

En cada caso concreto, 1a modelización será diferentepues dependerá de la naturaleza del modelo (ruedar pâFcinemático, etc. ), aunque siempre podrán apl icarse rosdesarroì los y resuitados que se exponen en este apartado.

Los eiementos de enrace¡ situados entre ros dossó1 idos, ejercen fuerzas que dependen de ra situaciónrejativa de los puntos de enlacer êÍt el caso de lascompl iances' o de ra verocidad rerativa enüre dichospuntos, êh el caso de las Resistencias.

cuando ros cuerpos se separan, desaparecen por com-pleto tales fuerzas.

Para mode lizar esta desaparìción de ras fuerzas,pueden plantearse tres soluciones.

La primera solución
elementos Compl iance y
separac i ón .

consi st,i ría en
Resistencia en el

el iminar los
instante de la
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La segunda solución sería empìear fuentes de esfuerzo
durante t,oda la simulación en lugar de las puert,as Com-
pi'iance y Resistencìa, haciendo nulo el valor de las fuer-
zas suministradas por dichas fuenües en el mencionado ins-
tante de la separación.

La tercera solución consiste en hacer nulo e] valor de
los parámetros característicos de las puertas Compliance y
Resistencia en el mismo instante de la separación de modo
que el esfuerzo que apliquen se haga nuìo.

La prìmera solución (eliminar elementos) presenta el
problema de que requ'iere el cambio de la estructura del
bond graph durante 'la sì mu I aci ón.

Con esta sol uc'ión, sería necesari o:

1) Interrumpir 1a simulación en el instante de la separa-
c'ión y almacenar las variables de estado en dicho instante.

2) Cambiar el bond graph.

3) Emplear los valores almacenados de las variables como
condiciones de partida en el nuevo bond graph y continuar
la simulación.

Este procedimiento resulta poco práct'ico con los
programas de simulac'ión por ordenador disponibles actual-
mente ya que supone la interrupción de la simulac'ión. Hay
que tener presente que 'los procesos de pérd i da y
recuperación del contacto pueden producirse en cualquier
momento y repet'i rse varias veces durante la simulación.

La segunda solución (emplear fuentes de esfuerzo) pre-
senta otros inconvenientes.

En primer 1ugar, resulta tambjén a1go engorrosa, ya
que hay que definir explícitamente el valor de la fuerza
que introducen las fuentes de esfuerzo en funcjón de la
situación relativa de los puntos de enlace o de la
velocìdad relatjva entre dichos puntos, de modo que su com-
portamiento antes de la separación simule el de las Com-
piiances y Resistencias a las que sustituye.

Por supuesüo, habría que veri f i car t,ambi én que l as
fuentes no introducen inadecuadamente energla al sistema.
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Se presenta, asimismo, êl
Compl iances o Resistencias presen
de fuentes de esfuerzo habría quepara sustituirlas.

problema de que cuando las
tan causa flujo, ên
emplear fuentes de

1 ugar
fl ujo

cuando Ia causaridad de ras compriances y Resistenciaspermite sustituirtas por fuentes de esfuerzo, no ae presen_tan probremas, puesto que se sabe de antemano que er es-fuerzo en ra unión va a ser siempre nuro tras raseparac i ón .

Pero cuando la causal idad requiere el empleofuentes de fluio, se presenta er inconveniente de guefìujo enÈre los puntos de enìace es, en principio,conocido tras 1a separación.

de
el

des-

Por consiguiente, 1a tercera solución (variación deDarámetro-e l âhr¡Fâ^Ã Ê-..i ..-i - r ,t a¡,q,. .'ree, en prlnctplo, como la más apropiada.

sín embargo, ra apricación de esta sorución, no puedehacerse sin más, variando directamente eI parámetro en ermomento en que se produce ra discont,inuidad, sino que esnecesario tener en cuenta 'las I imitaciones exÍstentes parala moduTación de eJementos en bond graph. En concreto, rascompliances no siempre pueden ser moduradas, tar como seexpone en el apartado II.S.
El lo obì igará a desar-ror rar técnicas de moder izaciónespecíf icas, seiìci I las en el caso unidimensional y más com_plejas en er pruridimensionar, para er empreo de rasolución basada en la variación de parámet,ros.

En cuanto a ras Resistencias, eìementos que tambiénaparecen en ra unión enÈre sót idos, su parámet,ro puedevariarse sin probremas ya que las Resistencias no armacenanenerg ía.

TaI como se ha visto en el Capítuto II. g, lamodulación de una compliance puede violar la conservaciónde la energía, pero hay ra posibìridad de hacerro cuando sudesplazamiento es nulo.
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Por consiguiente, sê variará e'l
de las Compl iances aprovechando el
desplazamiento q sea nulo.

valor del
i nstante

parámetro C

en que su

Dicha variación del parámetro c puede consistìr tanto
en su anulación (pérdìda del conÈacto) como en la
recuperación de su valor inicial ( recuperación del
contacto). En cada caso, la simulac.ión en los instantes
posteriores puede continuarse normalmente.

Iff ,2.3.1 - E.iemplo de aplicación

como ejemp'lo, se apl icará el método propuesto en la
model'i zación de un sistemä masa-muel le unidimens jonal que
rebotará sobre el suelo, del m'ismo modo que lo puede hacer
un ba'lón o una rueda de automóvi I (f ig. III-94).

Fig. III-34: Ejemplo de sjstema unidimensional,

El sistema masa-muel'le se deja caer, bajo la acción
gravitatoria, desde una cierta altura sobre eì suelo.

En la posición de part'ida, y durante la caida 1ìbre,
el ejemento muel ìe no está en contacto con el suelo, por lo
que se considerará nula su rigidez.

Tras recorrer en caida I ibre una cierta d.istancìa, el
eiemento muelle entra en contacto con la superfjcie del
suelo. En ese momento, sê da a la rigidez del muelle un
valor fijo determjnado.

A partì r de ese instante,
compresión del muelle.

comi enza también la

Cuando ésta alcanza un determinado valor, comienza el
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retroceso:
muel le y a
momento de
rigjdez del

En la Fìgura III_95
s i stema.

se representa el bond graph del

emp'i eza a aumentar de nuevo I a .long 
i tud de Iascender el elemento masa hasta que se 1 lega aldespegue, momento en eI que la constante de

muel le vuelve a hacerse nula.

Se:-mg .l:m\/f
\,/,I

o F-------= c

.t
Sf:0

Fig, III-35: Bond graph del sistema de la Fig. III-g1,

se cons'dera que no hay ninguna disipación de energía,por ser nura ra resistencia aerodi.námica e ìgual a raunidad el coeficiente de restitución en er rebote. Deacuerdo con ésto, ño aparece ninguna puerta Resistenc.ia enej bond graph.

Se tendrán que producìr, por consiguienteindefinida de rebotes del conjunto masa_muelle,todos ellos ìgua'l magnitud.

una serie
ten i endo

Los vaJores dados a ros erementos der sistema son:

Masa: m=ASOKg

Aceleración de la gravedad considerada:g = 10 m/sz

Rigidez del muelle (cuando hay contacto):k = 100000 N/m (se supone consÈante: C=k)

Para estabJecer ra condición de despegue, suponiendoque el suero no cambia de niver, puede considerarse ra ar_tura de Ja masa sobre e'r sue]o, integrando ra verocidad, o,también, el propio desplazamiento g ãel muerre.
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Empleando la segunda solución, sê considera que el
despegue se produce en el momento en que el desplazamiento
del muelle toma un valor negativo, ìo cual corresponde, de
acuerdo con el bond graph del sistema, âl alargamiento del
mueJ le más al lá de su posición de tensión nula.

como condiciones de partida, se t,oma +l metro como al-tura inicial de la masa, euê se considera puntuar , y -1metro como desplazamient,o inicial g del muel le.

En la Figura rrr-96 se representan las gráficas de
desp'lazamiento, Vêlocidad y ace'leración de la masa. En
el las puede comprobarse como los resu'ltados, tantocualitativa como cuantitativamente, son los esperados.

En efecto, las curvas serían senoidales si etparámet,ro de rigidez det muelJe fuera constante. En ìos
resultados obtenjdos, puede verse como, efectìvamente, lascurvas tienen forma senoidal cuando hay contacto con el
suelo pero tienen la forma de un movimiento uniformemente
ace I erado, con âce t erac.i ón g= 1 O , cuando no hay contacto conel suelo.

como comprobación de que no hay problemas en cuanto ala conservación de la energía, puede verse como todos losrebotes alcanzan la misma aJtura, result,ado que es acorde
con el hecho de que no hay ningrJn e'lemento de disipación de
energía en el sistema.

En un caso n-dimensional , ra model.ización es algo más
compleja, aunque los fundamentos son simi lares.

E1 parámetro característico de una compl iance unidi-
mensional podía variarse cuando su desp'lazamiento q eranulo, ci rcunstancia en que Ia energía almacenada era
t,ambién nula.

La energía almacenada en una compr iance n-dimensiona'l

E ei.fi.dt =I
: ei.dqi
I

t1l es

E
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En el caso lineal se cumpìe que:

ei = kir.qr + k¡z.qz +...+ kin.qn 1r... rñ)

por lo que:

(l ki i 'Qs )'dqt

Desarrol lando 1a expresión anterior para er caso
tridimensional, resulta

E = å.k"".q¡2 * *.Rvy.qy2 t *.R.z.ezz t (k*v + kvx).ex.ey +
+ (kxz + kzx).ex.ez + (kv" + krv).ey.ez

En el caso de que la matriz de rigidez sea dìagonal
(krs = 0 para todo j/j), la anterjor expresìón de la
energía almacenada se reduce a:

E = å.kx.q*z + i!.ky.qyz * *.kz.qrz

De acuerdo con esta expresìón, para que la energía E

sea nula habrá de ser necesariamente:

Qx=QV=Qz=O

ya que no pueden compensarse los valores positivos y
negativos de ios desplazamientos q por estar éstos elevados
al cuadrado.

En el caso de que se cumpla la condición anterior,
puede modelizarse la pérdida y recuperacìón del contacto
medjante la simple variación del parámetro de las Com-
pliances y Res'istencias de enlace, tal como se hacía en el
caso unidimensiona'l .

= E kij.qi (j
j

=Jri.dqiE=lTe
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pl uri dimensionales

En 1a moder ización der caso pruridimens.ionar, sepresentan nuevos problemas que se exponen en eI apartadosiguiente. Algunos proceden de la condición expuesta en elcapítulo rr.s sobre Modutación de compliances y otros sedeben a oträs Çausas.

Estos problemas requieren una técnica de mode.li zaciónespecial gue se desarrol'la en apartados posteriores.

En cua'lquì er caso,
de rigidez es diagonat,

se consjdera sìempre que la matriz

El hecho de que ha de sêF ex=ey=ez=O para que laenergía almacenada en una compliance sea nula, impidemodelizar directamente la pérdìda de contacto en el casopluridimensional, salvo que los elementos elásticos de en-lace estén totalmente reìajados, ês decir, con tensión nulaen todas las direcciones.

En la mayoría de ros casos, ro más probabre es que nosea así. Es muy fáci I que ocurra, Þot ejemplo, que en elinstante deT despegue, êXistan en el elemento elást,ico deenlace tensiones no nulas sobre el plano de la superficiede contacto ( Fi gura III-37 ) .

z

Fig. III-37: Er probrena de ra tensión residuar en er despegue.

La existencia de estas tensiones impide, po' rosmotivos anteriormente expuestos, hacer nuìos los valores de

III 56

x



las ri gideces correspondient,es.

Es evidente, sin embargo, guê si no se anulan las men-
cionadas rìgideces, 1a modejjzación no sería correcta, yã
que seguiría habjendo fuerzas en el pìano de la superficie
de contacto mìentras, teóricamente, el elemento elástjco
está ya separado de dicha superficie.

rrr-2.4.1.2 - El problema de ta no coincidencia en er
espacio de los puntos de pérdida v recuoeración del
contacto.

Además de los argumentos expuestos en anteriores
capítu1os, basados en la conservación de la energía, el
análisis de 1o que ocurre en el caso general de que la
recuperac'ión del contacto se produzca en un punto dist,into
al de la separacjón hace descubrir nuevos problemas.

Este análisis llevará al establecimiento de las con-
diciohes generales que deben cumplirqe para modeiizar co-
rrectamente la pérdida y recuperación del contacto entre
dos sól idos.

Dado que el problema estriba en ta localización de los
puntos de separación y de recuperación del contacto, sê
empieará, como base para ìas discusiones y desarrol los
siguientes, un sistema de dos sól idos suf icìent,emente
simplificado de modo que sea fácìl localizar dichos puntos.

El primer sól ido de este sistema s'impl if icado es só'lo
una masa puntual mientras que el segundo tjene una super-
f icie plana y horì zonta'l sobre 1a que se produce el
contacto.

E1 sistema de referencia que se empleará tendrá los
ejes X e Y en el plano de la superfic'ie del segundo sóljdo.
E] eje Z completa un triedro tri rrectángulo con d'ichos
ejes.

Entre los dos sól idos segui rá ex jst'iendo un conjunto
de elementos de enlace con determinadas características de
elasticidad y amortiguamiento (fig. III-38).
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SóIido 1

M1

z

C,R

x

Ma

Sólido 2

Fig, III-39: $istena pìuridimensionar de dor sóridos con

discontinuidad en su enl¿ce.

Las discusiones y desarror ros que se efectúenconfiguración simprificada gue se acaba de definir,cuaJquier caso' general izabres ar caso generat
-qólir{.re ^Ah h.c.:-.r^- lu._., ¡uvù vv¡r supei TÌCìeS de cuaiqUief fOfma.

con la
son, en
de dos

se di scut,e a conti nuaci ón, con r a anterior conf i gu-ración simpl ificada, Jo que ocurre si se apl ica elprocedimiento de model ización mediante anuJación deparámetros en un caso generar pruridimensionat.

De acuerdo con er citado procedimiento, en er momentode perderse el contacto, por haber rregado ra cota z desituación der p'imer sórido a un determinado varor, sêanulan Ios parámet,ros de ros erementos de enrace(Compl iances y Resistenc.ias) ex jstentes entre los dossól i dos.

Por supuesto, sê supone que ra tensión en ros eremen_tos elásticos de enrace es nu'ra en todas ras direccionespara poder anular los mencionados parámetros.

Producida ra separación, er sórido 1 puede desprazarsepor e1 espacio siguiendo una trayectoria cua.lqu.iera. En laFjgura rrr-99 se representa una posibre Èrayectoria vistaen la dirección del eje y

A'l volver a estabrecerse er contacto, vuerve a darse alos parámetros de]os eiement,os de enlace el valor no nuloque tenían antes de la separación.

Evidentemente, durante eì recorrido der só1 ido r ,
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habrán ido variando los desplazamientos q en los elementos
de enlace, aunque sin producirse n'ingrJn esfuerzo ya que sus
parámetros se habían anulado.

z Sólido 1

Sólido 2

q

Fig. III-39: El problema de la no coincidencia de los puntos de pérdida y recuperacién del contacto.

si el punto de recuperación der contacto coincide con
e'l punto en que se produjo la separación, 1os desplazamien-
tos globales (qx,ev,ez), habidos durante el intervalo de
falta de contacto y coincidentes. con el recorrido del
sólido 1, serán nulos.

Pero si el punto de recuperación del contacto es
diferente al de la pérdida, los desplazamientos (ex,gv,qz )
tendrán un valor no nulo y tan grande como haya sido el
recorri do.

Es evidente que se presenta un problema con las com-
pliances de enlace: al existir un desplazamiento (ex,ey,ez)
no nulo, acumulado durante la trayectorìa, y recuperar las
compliances su rigidez no nula, éstas ejercerán fuerzas que
tenderán a hacer que la situación relativa de los dos
sólidos sea la que tenían antes de la separacìón.

Obv i amente , una mode I i zac ì ón as í ef ect,uada no es
correcta.

se deduce de lo anterior que la condición de que la
compl iance tridimensional esté relajada totalmente en el
momento de la pérdida de contacto, ês suficiente para
modelizar dicha pérdida pero no lo es para modelizar ]a
recuperación del cont,acto.

X

Incluso en el
unidimensionales,

caso de que los elementos de enlace sean
si la toma de contacto se produce a dis-
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tinta cota, poF no ser prana ra superficie delpor otro motivo cuarquiera, aparecerán fuerzas
sólido Z o

i nadecuadas.

La problemática expu
la siguiente condición,
general :

esta conduce al establecimiento de
gue ha de cumplirse con carácter

sólo puede variarse ra rìgìdez de ras compriances deenlace entre dos sór idos que se separan, cuando sudesplazamiento es exactamente nulor tanto en lapérdida del contacto, como en ra recuperación der
mi smo.

Esta condición
sionales como
cumpl i rse en
componentes.

es aplìcabie tanto a casos unidimen_a casos pluridimens.ionales, debiendoestos últimos para cada una de Ïas

La condición expuesta es, como puede verse, de varidezgeneral' pues debe aplicarse tanto para la pérdida del con_tacto como para su recuperación y tanto para casosunidimensionales como pluridimensionaies.

sín embargo, aunque en este punto de ra discusión yase sepa que no puede variarse la rigidez de las compliancesde enìace más que bajo unas condiciones definidas, estátodavla por resorver eì problema de moderizar Ta pérdida yrecuperación del contacto en et caso general de que estatlltima se produzca en lugar diferente ar der despegue ocuando hay tensiones residuares en arguna dirección.

La forma de realizar ra moderización en tates casos sedesarrolla en el apartado siguiente.

En primer rugar se tratará er probrema de ra mode liza-ción en er caso general de que ra pérdida y rêcuperacióndel contacto se produzcan en rugares diferentes.
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Una primera so'lución, senci I la y apl icable en
cualquier caso, consiste en introducir, en serie con el
elemento de en'lace, una Res jstencia aux j I iar de muy alto
valor (Figura III-40).

1 --ì I:M,

T
Flujo=V C

Mr

0

C,R

I R

0 +lø

-ì 
I:M,

M2

1

Fig. III-40: $olución c0n una Resistencia auxi I iar.

Dado que el parámetro de cua'lqui er Resi stenci a puede
variarse sin problemas, para modelizar la falta de contacto
no hay más que anular el parámetro de la Res.istencia
auxi I iar mencionada con 'lo que automátjcamente se anulan
los esfuerzos de] enlace.

Esta solución, aunque sencil'la, Þresenta el incon-
veniente de que todos los esfuerzos en el punto de
contacto, cuando hay contacto, produci rán desplazamientos,
i nevi tab'lemente, êh I a Resi stenci a auxi I i ar.

Estos desplazamientos podrán hacerse tan pequeños como
se quiera, haciendo suficientemente grande el parámetro de
la Resjstencia auxiliar, pero sìempre serán inev'itables.
Además, normalmente crecerán a medida que transcurra el
tìempo de la simulación, a menos que la fuerza en el con-
tacto varíe alternativamente de modo que se anulen los
sucesi vos despl azamientos.

Una segunda so'lucì ón , al go más comp I i cada, pero si n
las Iimitaciones de la anterior, consjste en emplear una
fuente de flujo en serie con los elementos de enlace,
dejando invariable las características de d'ichos elementos
de enlace (Figura III-41 ).

TII 61



I --\l I:M1

Flujo=v c

0

R

0 FiSp:V¡ -v2

T
I --l t:M,

Fig, iil-1r: Incorp'ración de una fuente de frujo auxiriar.

El vajor de dicha fuent,e de f lujo será:

1 ) Cuando hay cont,acto: Nu I o.

2) Cuando no hay contacto: Igual al flujo (v) del punto decontacto de ìa masa que se mueve el espacìo.

Utì I izando esta fuente de f lujo, se evit,an los falsosdespJazamientos en los e'lementos de enlace que puedanproducirse durante e'l periodo de falta de contacto, con loque se ef imina el problema que se present,aba.

No obstante, esta moderizacìón, presenta un probremaen el caso de que exista tensión residuar en el prano de rasuperficie Xy.

Los problemas planteados por la presencia de tensiénresidual en er plano de 1a superficie xy ya aparecían conla modelización convencional basada en la anulación deparámetros. Er probrema consist,la entonces en que o seincumplía el principio de conservación de la energía o nopodía modelizarse la pérdida de contacto.

con la nueva moderizac'ión, basada en er empreo defuentes de flujo, er probrema es otro: si en el momento dela separación existe una cierta tensión residual en elplano de la superficìe Xy, ocurri rá euê, tras larecuperación del contacto, voìverá a aparecer la mismatensión residuar que había cuando se produjo ra separación(ris. rrr-42).
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tr¡M

Fig. III-12: tlantenimiento de la tensión residual,

Evidentemente, ho puede apìicarse sin más el procedi-
miento de la fuente de flujo, ya que, â1 recuperarse el
contacto, volvería a aparecer 'la fuerza correspond'iente a
la deflexión que tenía el elemento elástico de enlace, êl
cual no habría podido relajarse durante el jntervalo de
t'iempo de fa'lta de contacto

Una posible solución a este problema sería incluir,
mediante 1a fuente de flujo, un desplazamiento adicional
que anulara el desplazamìento residual de 1a Compl iance, ês
decir, que 'la relajara.

Sin embargo, esta solución no es recomendab'le ya que,
presenta dos inconvenientes.

El prìmero estriba en que hay que definìr, de forma
arbitrarìa, el flujo adicional que tendría que aplicar la
fuente de flujo para anular el desplazamjento residual.

El segundo jnconveniente es que la fuente de flujo
puede tambjén introducir energía en el sistema, yã euê,
como puede versê en el bond graph de la Figura III-41, el
esfuerzo en la fuenÈe de flujo es el mismo que en el
elemento de enlace. Si en éste hay tens'ión resìdua1 , habrá
esfuerzo en el punto en que se ap'l ica la fuente de f lujo,
con 1o que ésta puede introducjr energía.

La solución que se propone, êh la que no aparecen es-
tos problemas, consiste en introducir una Compliance de muy
alto valor situada en serje entre los elementos de enlace y
1a fuente de flujo (fig. III-43).

@
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1

T
0

T

--ìrrm1

-=\

C:K1

1

R

1 v

Fig. III-i3: Incorporación de una Conpliance auriliar,

A partir de est,e momento, ros erementos eïásticos deenlace se representarán mediante la compriance c:kr sjendoC:ke 1a Compliance adicionaj.

El procedimiento a seguir consiste, entonces,

1

Hacer nula la rìg.idez Rz
momento de 1a separación.

0 C:K2

0 S.:V, -V.

--ì I:m,

en:

de la Compl jance adicional1)
e1

en

2) Definir como valor de ra fuenÈe de frujo er deî despìa-zamiento del punto P de unión de la compljance adicjonalcon el resto de los e'lementos de enlace.

Para conocer e] desprazamiento der punto p, que def ineel fìujo que ha de introducir Ia fuente auxiriar, ês con-veniente introducir una rnercia adicional (ra) de pequeñovalor; o un eremento rnercia Nula, entre las dos complian-ces' es decir en el punto P, y hacer el valor de la fuentede flujo iguar ar ftujo de dicha rnercia adicionaî (Fig.rrr-44).
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1 --ì I:m,

T
C:K¡

0 1

T
Vu1

0 F--\ c:K,

\+ sr:vo-v,

R

T
0

--ì I:m,

Fig, III-11: Incorporación de una Inercia aultiliar,

Al introducìr la rnercia ad'icional se consìgue también
que I a causal i dad sea i ntegrat en todas I as compl 'iances, I o
que es necesario para el empleo de determinados programas
de simulación.

Gon 'la conf i guraci ón propuesta, se resue I ven I os
problemas que se planteaban en la modelización.

E] problema de ]a permanencia de la tensión residual
en el elemento elástico de enlace (Compliance kr ) queda
resueìto, ya gue éste puede relajarse libremente al ser
nulo el esfuerzo existent,e sobre él por haberse anuìado la
rìgidez de la compliance adicional kz y ser nura, o de muy
bajo valor, la rnercia adicional intercarada (ver et bond
graph de 'la Fig. III-44).

El problema que inicialmente se planteaba en el caso
pluridimensional consist,ente en la acumulación de falsos
desplazamientos en la compl iance de enlace durante el
periodo de falt,a de contacto, también está resuelto, ya
euê, ahora, el desplazamiento de 1a compliance de enlace kr
durante djcho periodo, v'iene dado por el desprazamiento
relativo entre las dos 'inercias, las cuales se mueven
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I i bremente
c i tada.

en el espacio enlazadas por la Compliance

Evidentemente, tamp
bitrariedad en la definic
que éste se hace igual al

oco hay ningún probìema
ión de Ia fuente de ftujo,

de ar-
puesto

flujo de la inercìa adicional.
El probrema de ra posibre introducción de energía porparte de la fuente de flujo tampoco exisüe. En efecto,durante la farta de contacto, er esfuerzo es nuro en erpunto donde se aprica'ra fuente de f'rujo, ya que tamb.ién esnula la rigidez de la compliance adiciãnal. por otra parte,cuando hay contacto, el esfuerzo no es nuìo pero sí lo esei flujo de la fuente. por consiguiente, ên ningrln momentoIa fuente de flujo auxiriar int,roduce energía en e1

s i stema.

Quedan rrnicamente dos cuestiones por resorver.

La primera es que permanece, durante el per.iodo defa]ta de contacto, er desprazamiento residuar que puedahaber en e.l momento der despegue en la compl iance adicionalkz ya que er frujo en ra misma es nuro (ver Jos frujos enel bond graph de la Figura III_44). Sin embargo, estedespJazamiento residuat siempre será pegueño dada la artarigidez que se ha dado a dicha Compliance.

La segunda cuestión por resorver es euê, con erprocedimiento propuesto, no puede evitarse del todo er in-cumpl imiento del princip'io de conservación de la energ ra yaque se anula la rigidez de la Compliance adicional kzhabiendo tensión en la misma,

Sin embargo, la alta rigidez deadicional, permite reducir al mlnimo el
mencionado principio.

dicha Compl iance
incumpl imiento del

Para demostrarlo se verâ como aumentando la rigidez dela compiiance adicional kz, dándote er varor kzu)ke, sereduce 1a energia almacenada por dicha compriance"

La demostración se hará en primer rugar para er casoen que la compl iance adicional sea unidimensional,extendiéndose a continuación ar caso generar pruridi-mensional, aunque siempre con comportamiento lineal.
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E1 esfuerzo
eì mismo tanto si
rigìdez kzN:

soportado por 1a Compliance adicional
ti ene I a ri g'idez kz como si ti ene

es
la

ez = ezM

Est,a igualdad equ.ivale a que:

kz.qz = kzM.92M

Las energías acumutadas por la compl iance en cada caso
son respecti vament,e:

Ez *'kz 'q2z

Eeu= t.kzu.e2¡az

D'ivi d j endo I as dos ecuaci ones anter.iores,

Ez *.kz.q2z kz . ezz

Ez u t. kz¡t . qzuz kz u . q2]i2

y apl icando la
ti ene:

condición de igualdad de esfuerzos, se

É,2 Rz 'q22

Ezu kzu.(qz.kz/kzu)z

como puede verse, hac'iendo suf i ci ent,emente grande I a
rig'idez kzu frente a la rigidez kz, es posible hacer que la
energía Ezn, acumulada en la compl iance con rigidez
aumentada, sea muy pequeña en comparación con ]a energía Ez
acumulada en la Comp'l iance original .

Por consiguiente, ên el instant,e de la separación,
puede hacerse nula 'la rigidez de la compl iance adicional
sin que el error correspondiente a la energía perdida sea

kzu

kz
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grande. La energía perdida será tan pequeña como se quiera
si n más que dar a r a ri gi dez kz un varor suf i cientement,egrande.

La exposición anterior sc ha hecho para er casounidimens'ional. De ella se deriva direcÈamente el desar_rol lo para er caso tridimensìonaI que se expone acontinuación. $e eonsiderará que Ia matriz rìgidez de la
Compl iance es diagonal.

La matriz rigìdez de ìa compriance r.igidizada se haráproporcional a la matriz rigidez de la compliance original,es deci r:

IKzu J = N. [Kz J

donde N es un escalar al
lritnarìa*^-t^ ----r^ trr! r r \vr sr qr tcrilfqrttuE vt .lllue \N2) l r.

que se dará un vaìor ar-

Hay que recordar aquí que hay t ibertad en ìadefinición de esta compr iance adicionar, puesr e.definitiva, no es más que un artificio que se introducepara 1a modelización.

Los esfuerzos en las Compt.iances son:

ez = [Kz ].gz

e2il IKzr.r ].gzu = N. IKz ].gzm

Su 'igualdad (ez = e2r,r ) impl ica que:

IKz].gz = N.IKz].qzl,r

de donde

Él2M = (1/N)'qz

Eì cociente de 1as energías acumuladas es:
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Ez E *.R¡z.qì22
Eeu : l.ktzM.qi 2M2

donde i=x,y rz.

Dado que kizu = N.kiz y que qizM = q¡z/N se tiene
gue

Êz : *.R¡z.ei22 : 1¿.Rtz.etzz
=NEz¡'t : å.N.ki2.(qizlN)2 (1/N).f t.k¡z.qi22

Al igual que en e1 caso unidimensìonal, si el valor
del escalar N es suficientemente grande, la energía
acumulada en la comptiance rigidizada puede hacerse tan
pequeña como se quìera en comparación con ta energía
acumulada en la Compliance original.

Por tanto, ên el instante de la separación, puede
hacerse nula la rigidez de ra compr iance adicional,
haciéndose el error correspondiente a la energía perdida
tan pequeño como se desee.

Iff .2.4.4 - E.iemolo de aolicación

A modo de ejempTo, se aplicará el método propuesto en
la modelización de un sistema masa-muelre bidimensional.

La masa mt , que se considera puntual, parte con una
velocidad inicia] no nula, di rigida segtln el eje horizonta'l
x, y está sometida a una fuerza vertical constante, segrln
el eje Z, equivalente a la acción gravitator.ia.

La masa mz, que puede considerarse como el
considera inmóvi I .

sue'lo, se

La masa mr sigue una trayectorìa parabólica hasta
entrar en contacto con la superficie horjzontal del suelo a
través del elemento elástico bidimensionat cr unido a ra
el la (ris. III-45).

TII 69



Ill 1 v

h

Cr

mr8

En
s i stema.

Fig, III-45: Ejemplo de sistema bidinensional.

la Figura rrr-46 se representa er bond graph der

9s ---.=l r -ì r:mr
-mr8

T

--\l ra:(ú)

T

TI
0

Sf:(y,0)

Fig. III-16: Bond graph del sistena de la Fig. III-15,

De acuerdo con er procedimiento propuesto, ra rigìdezde Ia compliance adicional ez es nula al princiÞio, tomandoun vaJor suficientemente alto en el momento en que se es_t'ablece el contacto. La fuente de f tujo tiene el vaïor sr= 0 cuando hay contacto y sr = v cuando no ro hay, donde ves la velocidad de ra masa adicionar m2, La compliance crno varía de valor en ningrln momento.

Los valores dados a ros elementos der sistema son:

0

v T

Masa principal:
Aceieración de la gravedad:
Rig'idez X de Cr :
Rigìdez Z de Cr:
Velocidad inicial:

mr = 25O Kg
9 = 10 m/sz
krx = 10OOOO N/m
Rrz = 10OOOO N/m
v = 3 m/s (eje X)
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Altura inicial de la masa: h 1m

Para establecer la condición de despegue, ho puede
considerarse el desplazamiento q de ninguna compliance,
como se hacía en el caso unidimensìona1, ya que los
desplazamientos, tanto del mue'l le principal como del mueì'le
adiciona'l . están Iimitados por la fuente de f lujo que se ha
i nt,roduc ì do.

En efecto, sóio hay flujo en los citados muelles
cuando hay contacto con 1a superficie de'l suelo, impidiendo
]a fuente de f lujo que se produzcan desplazamientos en ras
Compliances cuando no hay contacto.

Por consi gui ente, 'para establ ecer I a condi ci ón de
despegue, hay que considerar la altura de una de las masas
sobre el suelo, integrando la velocidad correspondiente.

En este sent'i do , puede cons i de rarse 'l a masa p r i nc.i pa l
o la masa adicional. Tras la realización de simulaciones
empleândo una y otra solucìón, se comprueba que resulta
preferible considerar la masa princìpal, ya que, dada su
mayor inercia, sus movimientos son más estables que los de
la masa adicional. La otra alternativa se ajusta mejor a la
definición de la existencia o no de contacto, pero requ'iere
mayor precìsión en los cálculos.

En la Figura III-47 se representa ìa trayectoria, ob-
tenida mediante la simu'lación, sobre el plano XZ de la masa
principal . Es una trayectorja parabó'l ica, euê comienza en
el vértice superior. Aproximadamente sobre la m'isma
trayectoria, se produce el retroceso de la masa puntual
tras el contacto con la superficie horizontal dej suelo.
Dicho retroceso es 1ógico dada la deformación que se
produce en el elemento elástico al establecerse el contacto
y la accjón que produce el elemento elástico sobre la masa
mt que es puntual.

La pequeña d'iferenci a entre I a trayectori a i ni c'ial y
la de retroceso se debe a gue ei valor dado a la rigidez de
la Compliance adjcional no es infinito sino finito.

En la Figura III-48 se representan los desplazamientos
verticales de la masa adicional mz. Como puede comprobarse,
los resultados, tanto cual itativa como cuantitativamente,
son los esperados.
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Fig. III-47: Trayectoria en el p¡ano XZ de la nrasa principal.

2ø .4ø ,gø .ag! Løø t.2ø 1.4ø ¡.6ø

TIEMPO (segundos)

Fig, IIi-40: Desplazamientos vertjcales de la nasa ¿uxiliar.
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III.2.5 - Desaparición de restricciones, Holsuras.

El contacto entre dos sólidos puede consistir en un
sjmple contacto puntua'l entre sus superficies o también en
un enlace más complejo mediante un par cinemático.

En cualquier caso, la cond'ición de contacto entre dos
sól ìdos rígìdos supone la existencia de una o varias
restricciones al movimiento relativo entre ambos.

Los denominados pares cinemáticos son conjuntos
definidos de restricciones cinemáticas. Así, por ejemplo,
una rótuìa está constituida por tres restr.icciones de
desplazamiento, urì bulón está constituido por tres rest,ric-
ciones de desplazamiento 'y dos de g.i ro, etc.

En ocasiones puede producirse la desaparición tran-
sitoria de alguna de estas restricciones c'inemáticas ex.is-
tentes entre só] idos rígidos. Esto ocurre, ÞoF ejemplo, en
mecanismos que tienen piezas que entran en contacto y se
separan, o cuando aparecen holguras en artjculaciones o en
otro t'i po de en I aces , eÈc .

Se trata, êñ general , de ,mecan.ismos consti tuidos por
sól idos rígidos euê, por una u otra causa, presentan dis-
continuidades en su funcionamiento.

Dado el interés de poder simular el comportam'iento de
sistemas con este tipo de discontjnuidades, se plantea a
continuación el problema de modelizarlos en bond graph.

rrr.2,5.1 - Fundamentos de modelización de ta desaoarición
de resüricciones

En la modelización mediante bond graph de restric-
c'iones c'inemáticas, normalmente se emplean elementos Muel le
Ríg'ido o Compliances de alta rigidez.

En realidad, no es estrictamente necesario el empleo
de estos elementos, pero su uso conlleva la ventaja de que
se evit'an 'las coordenadas dependientes y la consìguiente
causalidad diferenciaì en el bond graph.

Una posibilidad para la modelización de la interrup-
ción de restricciones, objeto de este apartado, ês'la
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basada en los principios y procedimient,os expuestos enapartados anteriores dedicados a la modetización de laseparacìón de sól idos unidos mediant,e elementos elásticosunidjmensiona'les o pluridimensionales.

ïal tipo de
pì'iances de alta
restri cci ones.

modelización requiere el empleo de Com_rigidez en la model ización de las

La varidez de esta soiución de moderización puede ar-gumentarse Èeniendo en cuenta que un conjunÈo de dossó'l 'idos ríg'idos unidos di rectamente puede considerarseequivalente a un conjunto de dos sótidos unidos medianteeJementos elásticos donde dichos elementos son de altarigidez.

Las horguras constituyen casos típicos de discon_tinuidad gue pueden presentarse en los mecanismos gue in-tervienen en 1a dinámica der automóvir: hoìguras en un ejede rueda, horguras en er mecanismo de direcc'ión, etc.
una característica de ras hoìguras consiste en euê,una vez producida la separación, a diferencia de lo queocurre en la separación en general de sól idos unidosmediante erementos erásticos cuya model i zaeión sedesarrol ló anteriorment,e, el recorrido relativo entre losdos sólidos no es ilimitado, s'ino que a partir de un ciertodesplazamiento, vuelve a restabrecerse e1 contacto,pudiendo produci rse dicho restablecimiento del contact,otanto en el mismo punt,o en que se produjo ra separación

como en oÈro punto diferente.

En 'la F'igura rrr-49 se representa esquemát,icamente unaholgura unidimensional entre ios sólidos mr y m2. En estecaso' sólo hay dos posibles puntos de contacto enÈre losdos sólidos: los puntos A y B.

En la Figura rrr-50 se represent,a esquemát,icamente unahoigura bidimensional entre ios sól idos mr y fiiz, del tipode la que puede presentarse en una articulación de tipobulón. En tar caso, er número de posibres puntos de con-tacto entre los dos sól idos es inf inìt,o.

III 74



A B
lTLl

m

Fig, III-19: llolgura unidimensional.

Fig. III-50: Holgura bidimensjonal.

Lo anterìor pone de manifìesto que la definición del
con j unto de pos ì b] es puntos de contacto entre I os dos
só] idos ha de ser tenida en cuenta en la modelización de
cada tipo de hcl'lgura.

rrr.2.5.2.1 - Modelización de holguras unidimensionales

A la vista de la F'igura rrr-49 puede deduc.i rse que una
solución, coherente con el sistema físico real, válida para
modelizar holguras unidimensiona'les, consiste en introduci r
una compìiance para cada posible punto de contacto (rig.
rrr-5 1 ) .

IItl

rn

Fig. III-51: Compliances de los puntos de contacto.
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Evidentemente, esta so'rución sólo es vá] ida para hot-guras en 'las que ei nrlmero de posibles puntos de contacto
es finito.

con esta modelización puede aplicarse a cada com-
pl iance el método, yã expuesto, de anular el valor de su
rigìdez en el momento de ra separacìón, devolviendole,posteriormente, su rigidez orig.inal en el momento de la
recuperacìón del contacto.

Al i gua'l que en el caso general de separación decuerpos, estas variaciones en el parámetro de las com-pliances no incumplen er principio de conservación de ìaenergía, ya que sólo se efect,úan cuando el desplazamiento
de 1a Compliance correspondiente es nulo.

Una cuestión fundamental a considerar en el
l^^1^..-^ )^ 1- ¡f ---Çeír no rguí'a c¡e ra tlgura anterior, se ref iere al

los desplazamientos y esfuerzos.

s i stema
signo de

Es evidente que cada compìiance sólo pude trabajar
compresìón, no ejerciendo nunca fuerzas de tracción.

en

Del m'ismo modo, los esfuerzos reales ejercidos sobre
cada sólido por una u otra compliance siempre son de sen-
t1do opuesto.

Por otra parte, una misma velocidad relaÈiva (vr vz)entre los dos sóiidos, produce desplazamientos de distinto
signo en una y otra Compliance.

De acuerdo con todo lo anterior, y acordando con-
siderar posìtivo el desplazamiento q de las compljances que
estén en compresión, el bond graph del sistema de dos masas
de la F'igura rrr-51 es e] representado en la Figura rrr-52.

Para comprobar que el sentido de los esfuerzos es elcorrecto, sê considerará, como ejemplo, el caso de haber
contacto en el lado b.

A la vista de la Figura rrr-51, es evidente que si la
vejocidad vl, según el eje X de la referencia, del sólido
mr es mayor que la velocidad v2 del só] ido mz , la com-pliance cu se comprime, acelerando a mz y frenando a mr.
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Fi9. III-52: Bond graph del sistema c0n holgura unìdirnensional,

En ei bond graph (Fjg. III-52), si vr ) y2, el flujo
en la compliance c¡ es positivo por lo que tambiéh lo serán
el desplazamiento qb y el esfuerzo e = kb.qb. Ev.idente-
mente, dicho esfuerzo, Þotr ser pos'i.tivo, acel erará, a la
fnasa m2 .

Como puede verse en el bond graph propuesto,
desplazamiento de cada compl iance es positivo cuando
en compresión.

e'l
está

En la misma situación ánterior, ei desprazamiento qa
de la compliance a es negatìvo, lo que corresponde con el
hecho de no haber contacto en ese ïador âs'ignándose, por
tanto, urì valor nulo a la correspondiente rigidez ka.

Fáci lmente puede comprobarse como t,ambién son correc-
tos los signos en el caso de que vz sea mayor que vi

En eI caso de que ]as masas estén en contacto por el
lado opuesto, puede también comprobarse como los sentidos
de los esfuerzos son los correctos.

En genera'l , la masa ml del bond graph anterior
corresponderá al sól i do i nterior, y 'la masa mz al sól i do
exterior. sin embargo, ésto sólo es válido si se considera
el convenio antes citado y los ejes de referencia son los
que se indican.

A efectos de model i zaci ón, puede defi ni rse como
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"longitud característica de ra holgura,,, representada por
1r, , el desprazamiento rerativo entre ros dos sór idos desdeque se pierde ei contact,o en un lado hasta que se recuperaen el otro (Fìg. III-SS).

9o =0 I u=-lh e ¡=0

Êin f ll-I2, ñ¡f.i''l ^,i ¡-, ,u, ¿¿¡-0ü; uEr ilrìcroir geométrica del sisiema con h0¡gur8 unidinensional,

Físicamente, esta
tente en e'l mecanismo.

magnitud equivale al huelgo exis-

En la anterior def inición de rr,, se entiende comopunto de pérdida o de recuperación det contacto aque.r enque el desplazamiento de ìa compl iance correspondient,e esnu10. En el sistema físico real, sería aquel punto en queel sólido interior está en el punto límite de contacto eonun muel le laterar sin haber ninguna compresión en e.r mismo.En ese instante, êr otro muerJe tiene un desprazamientonegat'ivo, es deci r, un alargamient,o, igual a la longitudcaracterística lrr de la holgura.

De acuerdo con las definiciones
desplazamientos g de las dos CompTiances
holgura unidimensional cumpìen que:

anteri ores,
del sistema

los
con

La i gual dad anteri or
las dos Comp'liances Èiene
decir, está en tracción.

Qa+qb=-ln

equivale a gue al menos una de
desplazamiento negativo, es

ocurrir que sólo una de las Compliances esté en
Puede

III 78



tracción, estando la otra en compresión. En tal caso el
sólido interior esÈaría en el lado correspondiente a la
Compl i ance comprimjda.

Esta compl iance comprimida sería la que ejercería
fuerzas entre los dos sóridos, ya que 1a compliance en
tracción nunca ejerce nìnguna fuerza, Þor- haber dado a su
rigidez un valor nulo.

Puede ocurrir también que ras dos compliances estén en
tracción, es decir, con desprazamiento negatìvo. En tal
caso, rlinguna de las dos compjiances ejerce fuerza alguna.
El sólido interior estaría en un punto intermedio entre los
extremos.

En el caso de no haber holgura, ra longitud caracte-
rística ln es nula, siendo también nula, por consìguiente,
la suma de desplazamientos ea + qb.

En este caso, la rigidez al desprazamiento relativo
entre los dos sólìdos es iguaì a la r:igidez de uno de los
dos muel les ya que, êñ todo momento, sólo t,rabaja uno de
los dos.

En efecto, si inic'iatmente los dos desp'razamientos e¡y qb son nulos, al variar uno de ellos en cualquier
sentido, vari ará, e1 otro en sentido opuesto de modo que
seguirá cumpliéndose que ea + qb = o. por consiguiente, a1
menos uno de los dos mueì les pasará a tener un
desplazamiento negativo, es decir, pasará a trabajar en
tracción, o, 1o que es lo mismo, a no trabajar.

Si
mue I 'les

en lugar
1 ateral es,

de
1n

holgura hay precompresión de los
es negativa.

En tal caso, 'la rigidez al desplazam'iento relativo es
ìgual al doble de la rigidez de uno de ros dos muelles ya
que equivale a un sistema de dos muel]es en para'le'lo, a
menos que el desplazamiento relat'ivo supere el valor de la
precompresión de uno de los muel les.

En cualquier caso, el mismo modelo es várido para los
tres posibles casos que pueden darse en un mecanismo sus-
ceptible de tener holguras:
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a) Hay holgura: lrr > 0

b) No hay holgura: ln = O

c) Hay precompresión: lrr < o

Para efectuar simuraciones, hay gue asignar a cada unade las compiiances un desplazamiento iniciat como condicióninicial de part,ida (rig. III-54).

9" =-l q b=l-lh

Fig. III-51: Definición de la situación inicial del sistema.

Llamando I a la distancia desde elcondición de partida en cada Compliance es
extremo a, la

Qa = -l

qb = I _ lrr

Puede t'ambién darse er caso de ser r(0, ro gue
equivale a haber compresión del muel le del lado a.

rrr.2,5.2.2 - Modelización de hot.quras oluridimensionales

En sistemas mecánicos bidimensionares, aparecen
frecuentemente pares cinemáticos cìlíndricos de tipo bulón,ya que, ên definìtiva, constituyen las articulaciones deeste tipo de mecanismos (fig. III-5S).

sobre este t,ìpo de pares cinemáticos se prantea unaposi bìe forma de real i zar ìa model i zación de hoì guras
pluridimens'ionaJes.
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Fig, III-55: Unión de lipo bulón.

otros tipos de holguras, como ìas que se pueden dar en
pares prismáticos, de deslizamìento, etc., así como en los
casos tridimensìonales, pueden presentar una mayor com-
plejidad geométrica, pero los princjpios de modejización
podrían ser similares a'los del caso bidimensìonai que se
presenta.

En la Figura III-56 se representa una
bidimensional con el tipo de holgura con e1
efectuar el desarrollo de la modelización.

arti cu I aci ón
que se va a

Fig, III-56: Holgura en una unión de tipo bulón.

Se considera que los movimientos relativos entre los
dos sólidos, debidos a la hoigura considerada, sê en-
cuentran en el plano perpendicular al eje del bulón.

Se cons i dera t,ambi én euê, a pesar de I a hol gura, ho
hay más rotaciones relativas entre los dos sól idos que las
propìas del movimiento del bulón y guê, las superficies de
contacto, cada una perteneciente a un sólìdo, sìguen sjendo
c j 1índricas. Los puntos de intersecc'ión de 1os ejes de

-.. 'A-
A2
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dichos ci I indros con el
Ar y Az.

plano del movimiento son los punt,os

La longitud característica de ra horgura viene dada,en este caso, ÞoF ra diferencia entre 10s diámetros de rassuperficies ci I índricas de contacto (fig, III_57).

Fig' III-57: 0efinición georlrétrica deì sistena con holgura bidinensional.

se supone que ras fuerzas de contacto entre ros dossól idos, actuantes en er punto p, son excrusivamentenorma'les, no existiendo nunca fuerzas tangenciares en dichopunto.

Definido el
modelización.

problemar sê desarrolla a continuación la

Evidentemente, ho puede apr icarse er método de ras doseompl iances expuesto en ros párrafos anteriores dedicados ala modelización de horguras unidimensionares, ya que eneste caso, los posibres puntos de contacto no son dos, s.inogue son infinitos

La soTución para moderizar este caso se basa en erempleo de una una soia compl iance y un Transformer de modoque ios esfuerzos de 1a compr iance se apr iquencorrectamente , ês dec.i r , en e I punto de contacto p ydirigidos en sentido radial.

Ljamando vAt y vA2 a las velocidades delas dos superficies cilíndricas, el bondpropone es el de la Figura III_58.

los centros de
graph que se
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Hay que señalar euê, en la Fìgura III-59, sólo se re-
presenta 1a parte del bond graph de la un'ión de los dos
sól idos correspondiente a los desplazamientos conten'idos
en el plano perpendicular al eje del bulón.

vAl

n
il

q
"F T{

["]^''[i:]0

V¡r-Vlz
ø

Vrz I

Fig. ill-58: Eond graph de la holgura bidimensional,

El cambio de coordenadas TF: [o] pasa de la base en que
están definidas las velocidades de los puntos Ar y Az a la
base formada por el vector AzAr y ra perpendicular al
mi smo:

Io]

Dado que 1a Compl iance sóio actúa en sentido radìa1,
es decìr, sobre la dirección del vector AzAr, la matriz que
la define es:

Puede verse en el bond graph propuesto, que las fuer-
zas se apf ican en los puntos Ar y Az, cuando, êrì realidad,
ej punto donde se apl ican las fuerzas de cont,acto entre los
dos sól idos es el punto P.

Esto, sin embargo, no supone ningrjn problema, yã que
los puntos Ar, Az y P están alineados en la dirección en
que se producen las fuerzas, euê, tâl como se ha

cos o

-sen cl

sen cr

cos o

k

0
c

0

0
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establecido, ês exclusivamente ra dirección radial

La variable que controla ta condición dede contacto es ei módulo del vector AzAr .

cuando hay contacto, por haber arcanzado er móduro delvector Az Ar un valorigual a la mitad de la longi tudcaracterística de la holgura (ver Fig. III_57), se da a larigidez k de la compliance su valor característico no nulo.

cuando desaparece er conüacto, ìa rigidez k se hacenula.

como puede verse, ês er vector AzAr er gue estabreceel comportamiento del sistema. En Fector su módulo es-tablece la existencia o no de contacto y su dirección ysentido establecen la dirección dei esfuerzo a través delTransformer TF: Ia].

La fuente de frujo se incìuye para evitar er problemadescrito en er apartado rrr.2.4.1. se trata de evitar quelos desplazamientos que se producen cuando no hay contactose acumulen y puedan producir esfuerzos no correspondientescon I a rea'l i dad al recuperar I a compl i ance una ri gi dez nonula en er momento de restabrecerse er cont,acto.

exi stencì a

esfuerzos
los mi s-

en e]
hay
hay.

La definición de esta fuente de flujo es la descritaapartado r.rr- .2.4.9, ês deci r, su varor es nuro cuandocontacto e igual a la ve'locidad relativa cuando no .lo

Hay que indicar por rrtimo, que e'r pranteamiento
empleado en este caso bidimensional, basado en et empleo deun Transformer y una sor a comp r i ance, puede t,ambì énapl icarse al caso unidimensionar moder izado anteriormentecon una pareja de Compliances.

En tal caso' e1 ángulo a sóro tomarra ros varores o y180' y el Transformer, que sería unidimensional, tomarlalos valores escarares +1 y -i según er tado en gue seprodujera el conüacto.

Puede comprobarse fáci Jmente que tanto los
como los flujos que afectan a las dos rnercias son
mos con ambas modelizaciones.
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I

IIf .2.5.3 - E.iemolos de aplicación

se exponen a continuación dos ejemplos de moderización
de holguras: una unidimensional y otra b.idimensional .

rrr-2.5.3.1 - E.iemolo de model ización de una hotsura
un'i di mensionat

Et s'istema que se modeliza es el mismo que se repre-
senta en la Figura III-49.

En este ejemplo, se considera que la masa exterior
mz está fija y que'la masa interior ml es la que se
desp 1 aza.

Esta masa parte en el
centra'l , âlejada por igual
velocidadv=0.1 m/s.

instante inicial de la posición
de los dos extremos, y con una

El bond graph empleado para modelizar el sistema es el
de ]a Fi gura rrr-52, con I a úni ca di ferenci a de que se se
añade una fuente de flujo nula sf:O act,uante sobre la unión
1 de la parte inferior dado que se considera que la masa
exterior mz está fija.

Evidentemente, êh la práctica es innecesario añadir
esta fuente de flujo nula, anulándose también ìa puerta in-
ercia l:mz y 'los dos grafos que concurren a ella.

En 1a
tenido tras
i nteri or.

Fi gura III-59 aparece
la simulación, de la

ej resultado, ob-
veloc'idad de la masa

A la vista del resultado, sê comprueba que, como era
de esperar, 'la veloc'idad parte del valor v = 0.1 m/s, cam-
bia de sentjdo a1 ltegar a un extremo y permanece con
velocidad constante mientras no alcanza el extremo opuesto,

Este proceso se repite indefinidamente ya que no se ha
considerado la existenc'ia de pérdidas ni ninguna acción
exteri or.
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Fig. IIi-59: velocidad de la nasa inierior en la holgura unidimsnsional.

bidimensional

En este ejempro se modeliza y simura er comport,amientode un par cinemático cilíndrico, de tipo bulón, con rassimpl if icacìones descritas en er párrafo r.Tf .2.5.2.2 (movi-mientos en et plano, superficjes citíndricas y fuerzasnormal es ) .

se considera, êñ este ejempro, que ra masa exteriorpermanece fiia, mientras que la masa interior puede moverseIibremente dentro de ros límites que permit; iã 
"propi"

holgura. Asimismo, sê considera que la masa interior essólo el cjlindro que se representa (ver Fig. III_60), sinformar parte de n.ingrln otro sólido mayor.

se estabrece un sistema de ejes coordenados fijos Xy,con el eje x en dirección horizonta'l , el eje y en diiecciónvertical y el origen de coordenadas en er eje de ra super-ficie ci I índrica exterior.

En dirección verticar y sentido descendentese considera que actrra la fuerza de la gravedad
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masa ci 1 índrica interior.

En la Figura III-60 se representa el sistema que se
modeliza y la Figura III-61 el bond graph del mismo.

v

x

Fig, III-00: Ëjemplo de holgura bidimensional,

9.' --; t I:m1

-mg V

MTF

["]

Fig. III-61: Bond graph del sistema de la Fig. III-ô0,

Partjendo de diferentes situaciones de partida de la
masa ciIíndrjca interior, se comprobará cual es la trayec-
toria que sìgue el centro de dicha masa en el plano Xy.

En primer lugar se efectrla una simulación part'iendo de
una s'ituación en que la cota Y det centro de la masa inte-
rior es nula y'la cota X de dicho punto es å(O - d), de
modo que la masa interior está en conÈacto con la masa
exterior. Esta situación es la representada en la misma
F'igura III-60.

La velocidad inicial es nula, siendo 1a fuerza de 1a

T
0

T Y
q

mrB

0
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gravedad, en dirección -y, la que origina el movimiento.

En la Figura rrr-62 se representa ra trayectoria
seguida por el centro geométrico de la masa interior sobreel plano XY.

Y1: D[$F[, y

Z. BBfiO

L 6fr90

1, ?EBfl

[,8EB8BBB

O, 4888flüO

B. BBüO

.0,'IB8BüBT

-0, BggE00[

-1. t8B0

-1, Ëfl96

-2, EABB

¿,809fi

se indican sobre ra curva sucesivamente unos cuantospuntos de paso, con indicación del sentido de la velocidad.

como puede verse, y tat como era de esperar, er centrode la masa interior sigue una trayectoria semicircular deradio igual a la cota X iniciaì, trayectorìa que se repite
alternativamente de manera simi lar a como lo haría un
péndu I o.

En segundo lugar, se parte de una situación en que no
entre las dos superficies.
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Trayectoria en el plano Xy con contacto pernanente.
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En la Figura III-63 se representa la trayectoria que
sigue el centro de la masa interior sobre el plano Xy en
esta segunda s'imu'lación.

Yl: t[$P[. I
a. 8888

1, 6ün0

1,¿8m

0, 888fl00t

0, {8gB0g0

t. flfl08

-O, ,IflEüEBO

-8, $B[8t00

-1. ZEBB

-1. 6880

.2, 
EOBB

¿, 0fl08

Fig. III-63: Trayectoria en el plano XY sin contacto permanente.

La cìrcunferencia exterior se ha dibujado para repre-
sentar el 1ím'it,e teórico de dicha trayectorìa, por lo que
el radio de esta circunferencia es igual a å(D - d).

El punto O es el origen de la trayectorìa del centro
de la masa interior. Como puede verse, êñ ese instante ini-
cial no hay contacto entre las dos superf jcies ya que e'l
punto O no está sobre la circunferencia 1ímite.

A la vista de esta fìgura, puede comprobarse como la
trayectoria que se ha obtenido al efectuar la simulación es
la que era de esperar considerando las características del

-u,8Em Ð[stt. }{

0

,,, \.
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s'i stema mode I i zado .

E] movimiento se inicia en el
toria recti I ínea descendente,
gravi tatori a.

punto O con una
fruto de la

trayec-
acci ón

Posteriormente se van produciendo sucesivos rebotes enla pared ci I índrica exterior, los cuales cumplen lacondición de igualdad de los ángulos de entrada y satida.

Los tramos en gue no hay coniacto son fragmentos deparábola, ìo que es coherente con la existencia de la
f ue rza g rav i t,at,or i a .

Puede verse también como, êh los instantes del rebote,
1a trayectoria sobrepasa los límit,es t,eóricos, debido a quese ha considerado una elasticidad en el contacto entre las
dos masas relativamente alta (IOOO N/m).

Desde el punto de vìsta energétìco,
como 1a altura máxima alcanzada tras
sobrepasa nunca la altura jnicìal.

puede comprobarse
cada rebote no

Hay aproximac'ión a dicha artura en los puntos 1 y z,puntos en los cuales la energfa cinética se hace mlnima ya
que en en e'l los es nula la velocidad vertical y mínima laveiocidad horizontal. Dado que no hay pérdida de energía,por no haber ningrln elemento de d.isipacìón, en dichos ins-tantes de mínima energía c'inética ta altura alcanzada se
aproxima a la aìtura del punto de part,ida.

rrr.2.6 - conclusiones sobre la modelización de l.as discon-

En el apartado de discontinuidades entre sólidos yholguras, sê han analizado las situaciones de pérdida y
recuperación del contacto entre dos cuerpos rlgidos

El esüudio del prob'rema pturidimensional ha ìlevado adescubrir determinados problemas (tensión residual y no
coincidencia en e1 espacio de los puntos de pérdida y
recuperación del cont,acto) y a establecer una condicióngeneral para Ja variación de los parámetros de las com-
p I 'i ances de en I ace .
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De este modo han podido efectuarse ras moderizaciones
de los casos uni y pluridimensional y se ha planteado y
resuelto la modelización de determinadas holguras en en-
laces tanto uni como bidimensionales.

Estos modelos tienen, êvidentemente, algunas
I imitaciones, como su inevitable carácter stiff o tas
hìpót'esis supuestas en las holguras bidimensjonales. sin
embargo, son modelos vál idos para los casos presentados y
ejemplo de aplicación de las soluciones propuestas.
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Gapft.uTo IV

IV.O - INTRODUCCION

En este Capftuto, se desarrol ta la
bond graph de las ruedas det vehfculo.

model ización en

En la actuatidad todos los vehícuros que circuran porcarretera, y la mayor parte de ros vehícuros extraviar.ios,van equipados con ruedas de tipo neumático.

una rueda neumática se compone de dos partes: ra ruedapropiamente dicha (llanta, buje, etc.) y el neumátìco ocubiert,a. podrla decirse que son, respectivamente, laspartes de metal y de goma de la rueda.

se han rearizado muchos estudios sobre eJ compor-tamiento de ra parte correspondiente ar neumático (ref.
Lzol 'Í'227, Ies¡, t26] ,L27l , IsB], [3g], [¿o J,Ltz],[AsJ,L44]), ramayorla de los cuales anal izan en detal le 1a interfase
rueda-cal zada.

sin emba'go, no suele incluirse en dichos estudiosdinámica gtobal de ra rueda, o, cuando se hace, eS
manera bastante simpl ificada.

la
de

Con la técnica de bond graph, pacejka ( tg0l, [g1 ] )realiza modelos gue ya contempran ta dinámica de trastacióny de rotación en el plano de la rueda y señala laposibi t idad de rear izar moder izaciones t,ridimensionares,
realizando alguna de ellas en las que el modeìo de rueda es
senci ì lo LgZJ.

Con la misma técnica, Bos ( tSgl, t6l ) y Félez t94lrealizan modelos dinámicos tridimensionales de rueda, loscuales, sin embaFgo, no contemplan muchos aspectos det com-portamiento del conjunto de la rueda gue son realmente
i mportantes .
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Entre los aspectos no considerados
destacan:

en estos modelos

la deriva
e1 desl izamiento
la posibitidad de superar el llmite de adherenciala posibitidad de perdqr el contacto con la calzadalos posibles desequitibrios de la ruedala variabÍlidad det radio del neumático
el par de autoal ineación
la res'istencia a la rodadura
el ensamblaje¡ ên detalìe, con eI resto det vehfculo

En este capltulo se propone un sistema de mode.lizaciónde ruedas que permite fáci lmente considerar simultáneamenteüodos estos aspectos, sin olvidâr, como un aapectofundamental, la propia dinámica de la rueda como un cuerpoque se mueve en el espacio tridìmensionaT.

E] interés de considerar junto al
neumático la dinámica global de la rueda,
más que considerar los efectos de:

comportamiento del
es evidente sin

la influencia del par de autoalineación y los efec-tos giroscópicos en la dirección
Ias maniobras bruscas de direccìón, frenada, etc.
1as irreguìaridades de la calzada
osci laciones en er par de frenada producidas por
si st,emas anti bloqueo
los desequilibrios de la rueda
etc.

una vez desarror rado er modero tridìmensionar de ruedaque contemple todas estäs cuestionear sê deearrol larán, apart'ir de é1, los tres posibles modelos bidimensionales de
rueda (xY, xz e Yz), los cuales, aunque más lìmitados, sonútites en determinados estudjos y tienen la ventaja de la
senci 1 I ez.

También se indica la manera de incorporar, en el
modelo tridimensional, modelizaciones más sofisticadas del
comportamiento del neumático.
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IV.1 - MODELO TRIDIMENSIONAL DE RUEDA

IV.1.1 - Planteamiento del modelo

El modelo se plantea considerando a la rueda como un
sól ido que:

1- Interacciona con eI suelo a través del neumático.
2- Interacciona con el resto del vehículo a través de

varios mecanismos.
3- Tiene su propia dinámica en el espacìo tridimen-

sional.

Por lo que se refiere a la interaccjón de la rueda con
el suelo, en el modelo sê consideran fenómenos comprejos
del comportamiento interno del neumático (deriva, desr iza-
miento, pâF de autoalineación, etc.) y del comportamiento
de la inüerfase rueda-calzada (adherencia, pérdida de con-
tacto con la cal zada, etc. ).

Para considerar éstos fenómenos, no se analjza au
génesis microscópica sino sólo los resultados macroscópicos
suf i cientemente contrastados.

Estos efectos macroscópìcos se incluyen en los moderos
mediante deüerminads puertas (fuentes de esfuerzo,
compl i ances, resi stencì as, etc. ) , que se det,al I an
posteri ormente.

Dichas puertas se modularân en muchos casos, con el
f i n de contempl ar I a pos'ibl e vari aci ón, durante I a
simulación, de determinadas caracterlsticas del neumátjco.

En el modelo también se considera la deformabilidad
(elast,icidad y amortiguamiento) del neumático segrln las
tres direcciones del espacio.

Por 1o que se refiere a la interacción de'la rueda con
el resto del vehfculo, se consideran dos tipos de enlaces.

Por una parte, la rueda se une, a través de un par
cil{ndrjco de rotación, a la mangueta, la cual, a su vez,
forma parte integrante de los mecanismos t,ridimensionales
de suspensión y dirección, t,al como se detal la en capítulos
posteri ores
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Por otra parte, ros pares de tracción y frenada actúandirectamente sobre ra rueda haciendo reacción sobre erchasis o sobre la mangueta segrln los casos.

En lo referente
sidera a ésta como un
movimientos de trasl
trìdimensional.

a la dinámica de ìa rueda,
cuerpo

ación y
rfgido que
rotación,

ae con-
mueve, con
el espacio

se
en

Para erro se aplicará er modero de sórido rlgido yapresentado. De este modor sê contempla toda ta dinámica detraslación y rotación asf como ros efectos giroscópicos dela rueda.

se incruyen también otros efectos dinámicos, como rosposibles desequi r ibrios tanto est,áticos como dinámicos dela rueda, actuando para el Io en ra situación der centro degravedad de la rueda y en su tensor de inercia.
se considerará también ra acción gravitatoria.

contra ]a hipótesis de considerar a ra rueda en suconjunto como un sótido rlgido, podría argumentarse que etneumático es deformable y únicamenüe la parte metálicapuede consìderarse rlgìda. sin embargo la deformación delneumátìco sólo se produce en una zona próxima al área decont,acto con el suelo (f tg. IV_l )

Fig. tV-t: Zona de defornación de la rued¡
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E] resto del neumático sigue los movimientos de la
llanta y puede considerarse soìidario a ella.

Para estimar aproximadamente la importancia de la
variación de los parámetros de la rueda a consecuencia de
la deformacjón det neumático, se üomará como ejemplo una
rueda tlpica de vehículo de turìsmo.

E] peso de esta rueda üipo serla de 14 Kg, desglosados
aproximadamente del sjguiente modo:

-Peso del neumático: 7

la banda de rodadura y 2
, dê los que 5 Kg corresponden a
g a 'los flancos.

distribución de
TV-z.

Kg
K

-Peso de'l conjunto de l lanta, tambor de freno, etc.: 7 Kg.

Las dimensiones características y la
masas serían las representadas en la Fig,

H

q
O

Fig. IV-2: Dinensiones características de la rueda

tf)

ki
f{
-l

rl
(ú

&
d
À
õ
m

c\2

Ø
o
CJ

H Llanta, etc. 7 Ke
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se puede considerar a ta rueda como un sórido rlgidoen su conjunto salvo ra parte que sufre ras mayoresdeformaciones, ésto es, ra zona de contacto con el suero.
se supondrá que ]a porción de banda de rodadura gueestá en contacto con er suero y ra zona contigua de rosfJancos forman ra parte de rueda que no pertenece ar sóîidorígido const,ituido por el rest,o de la rueOa.

Para calcular el tamaño de esaest,imación del arco de circunferencia guegìt,ud de la huelta de contacto.

la
defl
m.

Et arco correspondiente a
será aquel cuya flecha sea de O.Ol

parte se hará una
abarca la lon-

la longitud de la huel ta
m. E1 ángulo Eerá:

suponiendo que ra carga sobre rueda es de 260 Kg y querigidez verticar der neumátjco es de 2ooooo N/m, raexión vertìcal será de zso.9,g,/zooooo = o.o1 2 m æ o.ol

0.14 m

Fig. IV-3: ttagnitud de l¡ defornación

2.âFCGos(O.24/O.25) = 0.56g rad (92.5. )

La longitud de ra huerra de contacüo es, por tanto,

0.568.0,25 = O.I4Z m æ O.14 m

E

$
C\Ì

O

ro
c\t
O
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Et porcent,aje de banda de rodadura en contacto con elsuelo es:

O.568/(2.¡c).100 = 9.04 f * 9 X

permaneciendo el g1r restante solidario a la rueda.

En cuanto a 'los f lancos se consìderará euê, dentro delarco de 0.568 rad supuesto, sê reparten al 5os entre la
banda de rodadura y Ia rranta. Es decìr, que a la parte de
banda de rodadura en contacto con el suelo hay que añadi r
un 9/2 = 4.5Í det total de la masa de los flancosr pêr-
maneciendo el 95.sx restante sotidario a la llanta.

La masa
rígido es:

que puede êonsiderarse por tanto como sólido

5.0.91 + 2.0.955 + | = 19.460 Kg

dentro de los 14 Kg de masa t,ot,al
njfica gue solamente un g.g6f
movimientos del sólido rueda.

de la rueda. Esto sig-
no. sigue exactamente los

Los valores de los momentos de inercia de la rueda no
deformada, obtenidos a partir de las masas y dimensiones
recogidas en la Fig. IV-Z, son:

Momento de inercja axial Iy:

Ll ant,a z *.7. O. 152 = O. O7g
Flancos: *.2.(O.152 + O.Z5z) = O.OgE
Banda rodadura:5.O.262 = O.gl2

Total: fy = O.476 Kg.m"

Momentos de inercia diametrales Ix e I::

Llanta. *.7.0.152 = O.Ogg
Flancos2 t.2.(0.15¿ + 0.252) = O.O4Z
Banda rodadura: å.5.O.252 = 0.1b6

Total: Ix = Iz = 0.237 Kg.mz

Los momentos de inercia de Ja parte de rueda que no se
deforma, sê obtendrán restando del total los momentos
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correspondientes a las masas de banda de rodadura y flan_cos que forman la parte de masa no sol idaria a la .rà0".
Momento de inercia axiat lye i

Llanta: *.7.O.lSz = O.O7g
Flancos: ï.2. (O, lSz + O. ZEz ) O
Banda fodadura: 0.g1.5.0.252 = 0

.045.2.CI,252 = O.OZ9

.284

ïotal: Iye = O.442 Kg.m"

Momento de inercia diametral horizontal fxr i

Llanta''- *.7.0.152 = O.Ogg
Flancos. *.2. (0. lSz + O. ZSz ) O.O4S .2.O.252 = O.096
Banda rodadura: å,5.O.252 O.Og.5.O.Z5z = O.lZg

Total: fxg = O.ZOg Kg.mz

Momento de inercia diametral vertical Iz¡:
Llantar *,7.O.152 = O.Ogg
Flancos'-*'2' (0. 152 + o.252 )-(1 /12).O.O45 -2.A.142=O.O42
Banda rodadura:å.5.O.252-(1 /12).O.0g.5 .O.142 = 0. .¡55

Total: fze = 0.296 Kg.m"

Los porcentajes de variación de ros momentos decia son' de acuerdo con los anteriores resurtados,siguientes:

[(ly-¡rE)/lv].iOO 7.14 %

[(Ix-Ix s)lLx ]. tOO ,14.g4 
%

[(I"-I:¡ ) /ÍzJ. tOO O..42 %

i ner-
los

La variación más sìgnificativa se presenta en elmomenüo de inercia segrln el eje diametrat horizontal(14-34%) seguida de la variación según el eje axial(7.14%), siendo mucho menor Ia variación segrln et ejediametral vertical (O.42 r).

Hay que tener en cuenta, ho obstanter guê 6e hasupuesto que la parte de rueda en contacto con el suelo ae
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separa t,otalmente det resto de t a
evidentemente, êh la realidad no ocurre.

rueda, lo euê,

Por todo ello, se admitirá la hìpótesis de rigidez dela rueda en su conjunto a efectos de au dinámica comosólido rlgido. Natura'lmenter sê seguirá considerando la
deformación det neumático como una componente más delmovimiento relativo entre la rueda y el suelo,
considerándose asimismo la variación del radio de rodadura
como efecto de la deformación radial del neumático.

IV.1.2 - Desarrollo de las bases del modelo

Antes de iniciar êl desarrotlo del modeto conviene
definir los ejes y ángulos de cardan que se emplearán.

rv.'|.2.1 - Def inición de e.ies de referencia v ánsulos de
Cardan

Los ejes x e y de la base fija están contenidos en elplano de la calzada teniendo el eje z de dicha base
direccìón vertical y sentido hacia arrjba.

se define también una base solidaria a la rueda cuyo
eje yr coincide con el de roüación de la rueda en torno al
eje de la mangueta, estando los ejes xr y zr contenidos en
el plano de la rueda y formando et conjunto un triedro
trirrectángulo dextrógiro. El origen de este sjstema de
referencia coìncide con el centro de gravedad de la rusda.

8e emplearán t,ambién otras dos bases auxiliares x,yrz,y x"y"z" cuya def inición se deduce de la del sistema de
ángulos de Cardan.

E] sistema de ángulos de cardan que se uti I izarâ es el
si gui ente:

T = rotación sobre el eje Z de ta referencia fija (eje
vertical ).

O = rotación
Corresponde al

sobre el eje x' ya afectado por r.
ángulo de caida de la rueda,
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g = rotación sobre el eje y, ya afectado por r y O.
corresponde al ángu1o girado por la rueda sobre supropio eje.

como ya es sabìdo, en ros ánguros de cardan, oXisteuna situación singular, que se presenta cuando el segundo
ángulo es iguat a r/2. Con el sistema de ángulos de Cardan
elegido para la rueda, ésto no supone ningrln problema, ya
gue el segundo ángulo es el de caida, el cual, normalmente,
nunca 1 legará al valor de r/2.

1) Y
Z,Z'

(2,)
v

z

T

T

X

2)z"Z y'',(y")

o @

x

(* 
")

v'

ó x',x"

v

Y

3) zr

xr

Fig. IV-{: Ejes de referencia y dngulos de C¡rdan de l¡ rueda

Una vez definidos los ejes de referencia y
de Cardan, se inicia el desarrollo propiamente
model o.

T
P

o

X

los ángulos
dicho del
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rv.1.2.2 - Desarrollo del bond sraoh iniciat del modeto

De acuerdo con el planteamiento expuesto en el apar-
tado anterìor, la rueda será tratada como un sólido que in-
teracciona con el chasis y con la cal zada.

se realizará, en primer lugar la modelización de una
rueda aislada del chasis.

De acuerdo con las h'ipótesis de partida, su bond graph
será e1 de un sólido con un punto p de contacto con el
exterìor, la cal zada.

Esta unión con la cal zada tiene la particularidad de
ser de posición variable respecto a1 sistema de referencia
solidario a la rueda.

Fig. IV-5: Posición del punto de contacto con la calzad¡

En efecto, a medìda que la rueda gira, varía eI ángulo
e yt por tanto, también varían las coordenadas del punto P

de conÈacto con el suelo en la referencia sol idaria a la
rueda.

P
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La deformación radial clella posición de p en la rueda,centro de la misma.

por otra parte,
sobre la superficie de

neumát,ico también afectará avariando su distancla al

eì punto
la cal zada.

P üambién podrá desl izar

donde

Y¿ = velocidad absoluta detla cal zada
punto P de contacto con

= velocìdad absoluta del
rueda

c.d.g. (punto G) de la

o = velocidad angurar absoruüa de ra rueda

e = vector que va al punto p desde el punto G

Vp.o = velocidad relativa de p respecto a G.

De la anterior expresión se deduce gue

Vc = _ e x Gp - Vp.c = e x pG _ Vp.o

De acuerdo con ésto, y partiendo der bond graph de unsólido rígido, el bond graph inicìal de la ruedar s€rá elrepresentado en la Fig. IV_6.

Puede verse en dicha figura como la velocidad del

IV-12

No obst'ante, con et f in de gue ra simpricidad en rosdesarrol los inicÍales sea mayor, la deriva y el des_lizamiento rongitudinar sobre ra superficie de ra carzadase introduci rán posteriormente.

De acuerdo con lo anterior, la vetocidad absoluta delpunto P de contaoto con ta car zada puede considerarse nura.
Se cumple entonces que
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centro de gravedad (unión I inferior) es igual a lavelocidad angular e (unión I superior) multiplìcada por elvector PG (Transformer:pG), menos (unión o) el flujo de
deformación del neumátjco (puertas C y R). Este f.lujo de
deformación eguivale a la velocidad relativa del punto p
respecto a G.

MGY

o

1

MTF:PG

0 l--\ urr F \

MrF:Iz][o][o]

IL
SE ----=4 1 I:m
-mg V cdc

Fig. It/-0: Bond graph inicial de la rueda

La unión de la rueda con el suelo se efectúa a través
del neumát'ico, el cual tiene unas determinadas caracte-
rlsticas de elasticidad y amortiguamiento. Dichas carac-
terísticas están ref lejadas en ]as puertas C y R trjdjmen-
sionales que parten de la unión O.

E'l esfuerzo existente en esta unión o es el de ta in-
terfase rueda-cal zada.

Las caracterlsticas de elasticidad y amortiguamiento
del neumático, representadas por las puertas c y R, están
recogidas en los parámetros de dichas puertas, euê serán
matrices 3x3:

l:J,

\

c

R
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c Cr-O O0 CrO
0OCn

R

Kr-0 00 KrO
00Kn

se ha supuesto, como primera aproximación, gue lasmatrices son diagonales.

La deformación der neumático hay que proyectarra sobrelas direcciones en que están definidas ras caracterrsticasde elasticidad y amortiguamiento det neumático, es decìr,las dìrecciones rongitudinaì, transversal y radial, co-rrespondientes a la base x, , y, , z, , .

)C'

Fig. IV-I: 0rientación de esfuerzos y defornaciones

Por

Zz"

x r

tas C v
e

A

R

(

llo, es necesarjo ìntroducir, antes der ê'l cambio de base correspondìente attransformer MTF: tel ).

las puer-
ángulo dedanCar

En cuanto al vector pG, para
nulo el ancho de la rueda, ês decir,
di sco.

definirlo se supondrá
se considerará como un
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ì

como radio de este disco se tomará el radio bajo carga(R) de la rueda.

En el bond graph anterior,
la base solidaria a la rueda.
de PG es la siguiente:

el vector PG se expresa en
En dicha base, la expresión

PG=
-R. sen€

o
R'COSO

Es posible obtener una notable simptificación enbond graph introduciendo el cambio de coordenadas tel
mediatamente después de la unión I representativa de o,decir, trabajando a partir de ese punto en rax"y"z".

el
in-
es

base

MGY

o

MTF:l@l

MTF:Iz][o]

qp ------, I
-mg

I:m

Fig. IV-8: Bond graph del nodelo de rueda (¡ún inconpleto)

Con esta variación, la expresión de pG Ee reduce a:

I:J ,

\

0

LqMTF:

r

)L

c

R
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PG=lgl

También se hace innecesarìo, evidentemente,
de coordenadas e que se habfa introducido antespuertas C y R.

el cambio
de las

Por úrtimo, ra matriz de cambìo de base que pasa de rareferencia solidaria a ta rueda a ra referencia fija (urrcontiguo a ra unión r de verocidad der c.d,g. ) quedareducida al producto de las dos matrices trl y [O], co_rrespondientes a los ángulos de cardan t y o, en lugar deser el producto de las tres matrices [r], trÞl y [e],
Las matrices de cambìo de base son ras miamas encualquier caso, Yâ que sólo dependen det sistema de ángulosde Cardan empTeado.

Sus expresiones son:

tel =

cos9 Oo1
-seng 0

sen0
o

cosO

tol =

ltl =

loo
O cos<Þ -senrÞ0 senO cosrÞ

cosr -senr Osenr cosT O001

Los val0res de ros ánguros de cardan e, o y r s€obtendrán, mediante integración, a partir de la velocidadangular o del sót ido, representada en el bond graph por launión 1 superior, apticando las expresiones indicadas en etCapítulo II.

Por úrtimo, ra fuente de esfuerzo se:-mg aplicada enla unión I de velocjdad del c.d.g, en ta referencia fjja,representa ra acción de ra fuerza gravÍtatoria.
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IV.1.2.3 - l'{odelización de deseouilibrios

Hay que distinguir dos casos:
desequi 1 i brio di námico.

desequi 1 ibrio estático y

rv-1.2.3.1 - l,lodelización det desequilibrio estático

se produce cuando, ÞoF ejemplo, hay un incremento de
masa sin equilibrarr fiE, situado a una distancia I del
centro geométrico de la rueda pero contenido en el plano
central de Ia misma (fig. IV-g).

P

Fig. IV-9: Rued¡ con desequilibrio estático

El centro de gravedad G se desplazará respecto al
centro geométrico o una distancia d = mE.l./(m+me ) en sen-
tido radial.

P

El sistema de referencia solidario a la rueda
ahora su origen en esta nueva posición. Se define el
del sistema en la dirección OG.

tendrá
eje zr

El vector re variará respecüo al de 1a rueda
equilibrada. Se obtendrá como la suma de los vectores pO y
OG. El vector PO coincìde con e1 vector PG, ya conocido, de

IMt

0
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la rueda equilibrada:

El vector OG,
expresado también en

PO=

nulo en la rueda equi I ibradar ês ahora,la base x, , y' , z, , , el siguiente:

o
0
R

OG=
d. senO
o
d. cosg

Por tanto, la expresión de pG será:

PG=PO+OG=

El tensor de
estát,i co es:

inercìa de la rueda con desequilibrio

I d. seng
0
R + d.cos0

El tensor de inercia J sufrirá también variaciones enlos valores de sus momentos de inercia.

No aparecerán, sin embargo productos de inercia ya guese trata de un só'rido con dos pranos de simetrfa or_togonares entre sí: er prano de la Bropia rueda y el pranoperpendicular a Ia rueda que pasa por O y G.

8e cumpre en estos casos que para todos los puntos dela intersección de esos pranos y, por consiguiente, tambiénpara G' son direccionee principares de inercia ra rinea deintersección de ambos pranos (eje zr) y ras perpendicuraresa esos mismos pìanos (ejes x" y yr ).

J¡
Ix+[ì12.mE /(m+¡¿ ) O. o ly+mlz.ßtE/(n+ne)O O'

donde I*, fy e Iz son los momentos de inercia de laequilibrada, antes de aparecer la masa me.

IV-18
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rv.1-2-3.2 - ].{odelización det deseouilibrio d'inámico

Aparece cuando hay incrementos de masa mo situados
como en la Figura IV-IO.

z,

x" ¡r

Lr

lr

r

P

Fig. IV-10: Rued¡ con desequilibrio dinárico

Et centro de gravedad permanece en el centro
geométrjco O por lo que el vector PG no varla respecto al
de la rueda equilibrada:

PG=

Sin embargo, âl desaparecer ìa simetría respecto al
plano de la rueda, los ejes del sjstema de referencia
solidario a ìa misma empleados hasta ahora dejan de ser
ejes principales de inerc'ia, con lo cual aparecen productos
de inercia no nulos en el tensor.

o
o
R

G'

I

IV - 19



Para evitarl0, podrra rearizarse un cambio de base,pasando a emprear ra base formada por ros ejes principaresde inercia.

Pero esa solución tendrla er inconveniente de com_pl icar la geometrla det problema (definición del vector pG,orientación de ros esfuerzos, etc. ) ya gue, ê^ generar, nocoincidirfa er eje de rstación.de ra rueda con er eje yr dela base ni ros ejes xr y Zr pertenecerfan ar prano de rarueda.

Por eì lo, se segui rá empleando ra base habiüuar ,definida a partir de ra geometría de ta rueda.

En este caso no habrá problemas geomét,r.icos, perohabrá que tener en cuenta gue er tensor ya no es diagonar.
supuesto que er desequiìibrio dinámico está originadopor dos masas mD situadas a una distancia rr deì eje de rarueda y a una distancia lr det ptano central de la misma eltensor de inercia será:

Jo=
fx*l¡¡.(1".+lrz)

0
0

T v
2

o
t?rûo .1r2
ffio.lr.ll

0
-2nù.1r.11
fz*2m.113

Los esfuerzos entre rueda y carzada provocan radeformación der neumático. A ra vista der bond graphresulta evidente que dicha deformación constituye una delas componentes de ra verocidad der centro de gravedad dela rueda.

Pero esta deformación también afecta a ra posición,dentro del sistema de referencia soridario a ra rueda, derpunto P defìnido como punto de contacto de la rueda con elsuelo (Fig. IV-t t ).

E] modeTo considerará¡ êñ este sentido, la deformaciónradial deï neumático, variando ta distancia entre p y eîcentro de ra rueda y, por consiguiente, er radio derodadura.
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Fig. Il'-l l: Variación de la posicién del punto p

La magnit'ud del desplazamiento de p vendrá dada por e1
desplazamiento en las puertas c y R que representan las
características del neumático.

La deformaciones lateral y longitudinal no rrevarán
aparejada, en el presente modelo, varìación en la
definición de la posición de p en la rueda. Elro es debido
a que el punto P, no sólo es punto de aplicación de
f uerzas, si no que t,ambi én juega el papel de punto de
p'ivotamiento de la rueda sobre el suelo.

En efecto, la componente de Ja velocjdad de G debida a
la rodadura es perpendicular a la velocjdad angular g y al
vector Pg ya que viene dada por el producto vectorial de
ambos vectores.

En el caso elemental
sin ángulo de caida (O=O)
la situación claramente.

de rodadura en línea recta (t=0),
y en régimen estacionario, se ve

Efectivamente, êñ tal caso la velocidad de desplaza-
miento de G debida a la rodadura tiene la dìrección X,
paralela al terreno, y 1a velocidad angular O tiene
dirección Y, también paralela al terreno. Por tanto, pG ha
de estar en la vertical de G, perpendicular al terreno.
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Por consìguiente, aungue existan eefuerzos rongitu-dinales, no puede desprazarse p rongitudinarmente en rareferencia de 1a rueda ya gue dejarfa de esüar en ra verti-cal de e.

Aná'logas consideraciones pueden apr icarse en ìoreferente a la dirección transversal.

sin embargo, ra deformación en dirección radiar esüáasociada a un cambio en la cota de G sobre el nivet detsuelo, suponiendo, simplemente, una cierüa variación en Iamagnitud det radio de rodadura. No hay, por tanto,problemas por el hecho de ser p un punto cle pivotamiento.

La modeiización der desptazamiento de p enradial se rear iza a través de ta definición detradio de rodadura R en ra expresión der vector pG.

Þara al la h^^¡- - r_a¡ €¿ Ë¡ i(¡ se iesEa ai vaior dei raciio Ro desin cargar êI valor de la componente radial
desplazamiento de la puerta Compl iance:

R= Ro ecr

La expresión det vector pG es enüoncesr ê'x"y"z":

senti do
valor del

ïa rueda
9c r del

la base

PG=
o
o
Ro -gc.

La forma Bropuesta de considerar ra variaeién derradio, es decir, restar a la magnitud Ro Ia deftexión de lacompliance correspondiente, no es la únìca, ya que tambiénexjste la posibìIidad de integrar la velocidad del cenürode gravedad de 'la rueda.

sin embargo, esta úrtima alternativa resurtarla aìgomás compl icada en determinados casos. por ejemplo, cuandohay desequilibrio estátìco, ya que en tat casor êl centrode gravedad sigue una trayectoria aproximadamentecicloidal ' compuesta por su desplazamiento tongitudinar ysu rotación en torno al centro geométrico de la rueda.
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rv.1.3 - Modelización de ta interfase Rueda-calzada

En este apartado se desarrol la una model i zación de]
comportamiento de la interfase Rueda-calzadar euê será in-
tegrada en el bond graph del modelo de rueda desarrollado
en el apartado anter,ìor.

La model ización se desarrol lará en base a con-
sjderaciones de tipo macroscópico.

Las fuerzas y momentos que aparecen en la interfase
neumát,ico-cal zada tienen su origen en la deformación del
neumático y en los fenómenos de fricción y deslizamiento delos elementos de su superficie sobre la catzada.

cuando las fuerzas son pequeñas, el comportamiento
está gobernado principalmente por las propiedades elásticas
del neumátìco, pero a medida que las fuerzas son mayores,
crece la inftuencia relativa de los fenómenos de fricción y
desI izamiento (pacejka, Lzãj).

De acuerdo con ésto, âl modelizar las fuerzas y
movimient,os contenidos en el plano de la cal zada, ês decir,
las relatìvas a la deriva y el desl izamjento longit,udinal ,
se distinguirán las dos situacjones.

Así, en primer lugar se desarrollará, la modelización
de la deriva y el deslizamiento longitudìnal, para el caso
de que los esfuerzos sean pequeños.

A continuación se general izará, al caso de que
fuerzos puedan 1 legar a ser grandes y se alcance el
de adherencia.

los es-
I lmi te

Posteriormente, sê modelizarán el par de autoalinea-
ción y el par de resistencia a la rodadura y se final izará,
con la modelización de la pérdida de contacto entre rueda y
cal zada.

IV.1.3.1 - Modelización de la deriva

cuando aparece un esfuerzo lateral Fv sobre la rueda,
la trayect,oria que sìgue ésüa forma un ánguto o con la
dirección marcada por el plano de la rueda, definiéndose
este ángulo como ángulo de deriva.
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que:
Mi entias no se sobrepasen ciertos .llmites, se cumple

Fv = Co:o

En esta expfeqión, co es el coeficiente de derìva,coeficiente que no tiene por qué ser coRstante, ya gue suvalor está afectado ÞoJ fa.torês como ra carga ,sobre rueda.

formado por lâ véloCjdad ,,1¡,. segrlna velocidad lateral vy r gue es la

El ángr.rlo e es eI
el plano de la rueda y t
velocidad de deriva.

vy

u

Fig, tV-t2: Deriva

Por tanüo,

Fv = CD .c = Co .arctg(vy /u)

si el ánguro o es suficientemente pequeño, puede acep-tarse que arctg(vy ¡y¡ = (vv /u).
En tal caso,

Fv = Co.vv/u = (Co/u).vv
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Es conveniente comprobar si es válida 1a anterior
aproximación o = tg(o).

Para verlo, hay que tener en cuenta que la expresión
Fv = co'o se aplicarâ, sólo cuando las fuerzas en la inter-
fase no alcancen el llmite de adherencìa, que puede con-
sjderarse igual a u.P donde g es eI coeficiente de adheren-
cia y P es la carga vertjcal sobre la rueda.

considerando que no hay más fuerza que la transversal
Fy, con lo que Fv=U.P, y tomando los valores 1¡=0.g, p=250
Kp y Co=60000 N/rad, et ángulo a correspondiente es:

o -Fv/Co = $,P/Co = 0.8.250,9.8/(6OOOO) = O.Og2 rad s 1.9'

Por tanto, decir que la fórmula Fv
aplicará sólo cuando Fv ( U.p equjvale a
apìicará, sólo cuando o ( l.g'r Z'.

= Co. (yy /u) se
deci r que se

El error de considerar o = tg(o) para o=2" es igual al
o.04 %, porcentaje que se considera suficientemente
pequeño.

Las definjciones de vy y u son las sìguientes:

vy = componente de la velocidad del punto de contacto
la calzada (P) en la dirección y'.

con

u = módulo de ìa componente de la velocidad del centro de
gravedad de la rueda (G) en la direccjón x,.

Para modelizar en bond graph la deriva se tendrá en
cuenta 1a proporcionalidad.exisüente entre el esfuerzo Fv y
1a velocidad vy, puesta de manifiesto en la expresión Fv =(Co/u).vy.

Por el 1o, la deriva aparece en el bond graph como una
puerta Resisüencia.

Esta Resistencia se aplica sobre la unión O en la que
se representan los esfuerzos entre neumático y calzada.

E'l parámetro de la puerta R de deriva es Co/u, como se
deduce de la expresión anterior de Fv.
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t,al
por

El val0r de co es caracterlstico de cada neumático y tcomo se ha dicho, puede considerarse fijo o moduradola carga que gravita sobre la rueda.

Et varor de ¡'.rJ" se obtendrá, a part,ir de ra verocidaddel c'd'g' de la rueda aplicando el cambio de coordenadas[t] para obtener ra componente x, sobre ra gue estádefinida.

La verocidad de derìva vy se añade asr a ra velocidadde deformación dei neumát,ico, significando una verocidad dedesl izamiento raterat der punto p de contacto con raca I zada.

Dado que e'r esfuerzo Fv y ra verocidad de derivâ vyestán contenìdos en el plano de ta cal zada (plano x,y, ) ylos grafos que concurren en ra unión 0 están definidos enla base x',y,2', es necesario introducir antes de lapuerta R de de¡^iva eì eambio de base t0l mediante un Trans_former MTF: [O].

En la Fig.
bond graph del
modei ización de

IV-l3 se representa la parte central
modelo de rueda donde ya aparece

1a deriva,

nrrr|ç- o|--\ ri-_-\

del
la

c
(ce /tr) tÕl

]L
R

Fig. Ill-t3: t{odelización de l¡ deriva

sin embargo' con este bond graph aparece un probrema.

En efecto, ra causaridad de ra puerta Resistencia dederiva puede ser' en principio, cuarquì.r" t yd que siemprese puede cambiar la causalidad en la otra puerta Resìsten_
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cia sin cambjar la del resto del bond graph.

Esto i leva consigo la aparición de bucles algebraicos,que dificultan ta reso'lución de las ecuaciones deìproblema, cuando se emplean determinados programas.

En general,
tencia puede ser
([ro],[1]).

cuando la causalidad en dos puertas Resis-
intercambiada, aparecen bucles aigebraicos

La dificult,ad se hâce evidenûe cuando se intentadespejar algunos términos para ta resolución de las
ecuaciones diferencìales en una estructura como la delpresent'e modelo, formada por una Resistencia en serie con
un conjunto de Resistencia y compliance en paralelo.

6

cu:n l¡3- 0 1

43

C:k

'lL
R:Co

Fig. IV-14: Deriva y bucles algebraicos

En el caso de la Fig. rv-14, la ecuación del flujo enla compl iance, euê es una de las que aparecerán para la
resolución del problema, tiene la siguiente forma:

dqt/dt = ft = fe = fo fr fz = fe fr - ez/C¿

=fo fr (qr.k + dqt /dt.C¡ )/C¡

Como puede verse, êl
lados de la ecuación.

término dqt/dt aparece en ambos

Lo anterior no ocurre cuando no existe la resistencìa
co (grafo 2), no apareciendo enüonces el térmìno dqt/dtR
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en el lado derecho de la ecuación:

dqrldt = ft = fs = fe fr

Tampoco hay que despejar eI término dqr,/dt cuando noexiste la resistencia R:C¡ (grafo 5):

dqc/dt = fr = fs = fo fr fz = fo fr ez/Ct

= fe fr et.k/C¡

una solución para deshacer ros bucìes argebraicos,consiste en introducir desfases en la integración, tat comohace e'l comando Algebraic Delay (ADL) en .i programa
l¡ Ila.i -.gUÈlll!.

No obstante, en adelante se apr icará otra sorución quetiene, entre otras ventajas, ra de ser más generar.

Consiste en la introducción de una puertapeqeño valor, o un elemento rnercia Nula,puerta R (Fig. IV-1s),

de
la

C 5:R
C:k

Inerci a
antes de

13

L0

'.lT
lv

'L
R:C"

Fig. IV-15: $olución a los bucles algebraicos

con la introducción de esta puerta, er frujo en ergrafo 2 ya no se obtiene dividiendo el esfuerzo en la unión0 por el valor de ta resistencia R:c¡, sino que se obtienea partir del momento lineal (pz) de la inercìa gue se acaba
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de añadìr (grafo t):

fz = ft = pz/mE

Et momento I i neal p7 se obt,endrá a parti r de I a
ecuación djferencjal correspondiente a la nueva inercia:

dpz /dt = ez = ez eB

El parámetro de este elemento inercia debe ser pegueñopara no aìterar significativamente los resultados, aunguela mejor solución es emplear un elemenüo rnercia Nula (rN).

ut'i l izando esta úttima sorución, el bond graph de la
rueda con deriva queda como en la Fig. IV-16.

C p/u:R
1

I
MTF

Io-']
oA rÊ\s

]L
R

Fig, IV-10: l{odelización de ìa deriva

En é1 se asìgna causa ftujo a la puerta R de deriva
para ùener causalidad integral en la puerta rnercia Nula
recién introducida.

Los grafos z y z'se dirigirán hacia la unión 0 con el
fin de que las veloc'idades vp y Vo estén definidas en la
misma dirección. E1 cambio de coordenadas correspondiente
al ángulo O ha de ser por tanto MTF:[O]-i.

No obstante, el sentido de estos grafos es irrele-
vante, al ser nulo el esfuerzo en la puerta rnercia Nula.

,]L

IN
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Para comprobarlo, se hat lará elgrafo 2 en la unión 0 supuesto que
unión es "e".

flujo que introduce el
el esfuerzo en dicha

En el caso de gue
la unión 0 se cumple que:

los grafos Z y Z, se dirijan hacia

fz, = fa = ea/(Co/u) = (_ez, _ e7 )/(ço/u) =

= ( -e. [61- r et ) / (co /u)
E] flujo en eì grafo 2 será:

fz = [O]-1.f¿,= [O]-r.(-e.[OJ-i - et)/(Co/u)
siendo este flujo fz entrante en la unión O.

ciirijan hacia

fz' = fa = es/(Co/u) = (ez, et)/(colu) =

= (e.[q1-t - ez )/(co/u)

En este caso, el ftujo en el grafo 2 será:

fz = (tol)-r.fa, = tol-r.(e.[o¡-r _ ez)/(co/u)
siendo este flujo fz saliente de la unión O.

Fn al
la unión 1

E1

entonces:

a!.âê^ r{a ^r rA I ^^ ---¡- - ^vsvv ve Yss rLrè lrf aaf()ti ¿ y z. se
se cumplirá que:

flujo entrante en este caso en ra unién o es

lol- t . (-e. [oJ- r + e7 )/(co /u)
gue coincide con eI ftuio entrante en e¡ caso anterior sóIosi el esfuerzo er es nuro, ro cuar es cierto si en er grafo7 se encuentra una Inercia Nula.

rY'1.3-2 - Modeliración del de"tizamiento lonsitudinal
Los esfuerzos rongit,udinares en Ta superficie de con-tacto con Ia cal zada producen una deformación del neumáticoque hace que Ia velocidad real de desplazamiento de la
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rueda no coincida con la que teóricamente debería
esto es, la velocidad de rotación mult,jplicada por eì
bajo carga de la rueda.

Esa di ferenci a de ve'loci dades consti tuye el
miento. Normalmente se define en tant,o por uno,
siguiente manera:

tener,
radio

desl iza-
de la

(l
vel. real vel. teórica u - fl.R Vx

vel. real u u

El numerador es la verocidad de deslizamiento vx. como
velocidad real se tomará la vetocidad u definida ya en el
anterior apartado referente a la deriva.

Siempre que
cumple que:

no se sobrepasen ciertos I ímites, se

Fx = Cs.S = Cs.(vx./u)

donde Fx es el esfuerzo longitudinat entre rueda y calzada
y cE el coef icient,e de desl i zamiento, el cual puede variar
en función de factores como la carga que grav'ita sobre la
rueda.

Aì igual que la deriva, el deslizamiento aparecerá en
el bond graph como una puerta Resistencia sobre la unión o
de esfuerzos entre neumático y suelo.

E1 parámetro de la Resistencìa es Cs/u,
tiplicar eJ ftujo vx por dicho parámetro
f uerza l ongi t,udi nal Fx :

ya que al mul-
se obtiene la

Fx=Cs.S=(Cg/u).vx

La dirección del deslizamiento es ta del eje x'. Como
los ejes x' y x" coinciden, ya que el giro O que separa
las bases x'y'z' y x"y"z" se real iza alrededor del eje
X', la velocidad de deslizamienüo podrla definirse según
cualquìera de el las, pero por guardar simi ì it,ud con la
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deriva se definirá en la misma base que ésta,
base xty'zr. es decir la

De este modo er desrizamiento se incruirá junto conderiva en una misma puerta Resisteneia mrfrtiptedimensjón 2x2 y definida en e.l plano x,y, como:

la
de

Cs/u 0
R

Todo lo señalado en er apartado de ra deriva enrelación con ra existencia de bucles algebraicoe y rasolución a dÍchos bucles es aplicable también aqul, ya queesta estructura de bond graph es una extensión de aquet ra.

O Qo/u

MTF

tel
ot--\rH

c, /u
0

0

co/u
:R

1

IN

C

]L

Fig. IV-17: I'todelizaeién de l¿ d¡riv¡ y el Ceslirariento

Por último, hay que comprobar que esta puerta resis-tencia multipre representativa de ta derìva y detdeslizamiento, cumple la condición de no introducir energfaal sistema. Esto puede comprobarse apl icando erprocedimiento expl icado en el apartado ,,Anáì isìs del f lujode energía en puertas resistencia pruridimensionares,,.

En efecto, ros discriminantes principares de ra matrizsimétrica RE, ra que coincide con ra propia matriz R ya queésta es dìagonal, son

]L
R
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Dr = Cs/u

Dz = (as /u ). (Co /u)

siendo su valor no negativo si "r¡¡'! no lo es. Hay gue recor-dar aqul que como valor de "u" se tomaba el módulo de una
componente determinada de velocjdad.

rv.1.3.3 - comportamiento de la interfase Rueda-calzada
considerando ta oosible superación del Iímite de adherencia

En los apartados anteriores se ha considerado ta
model ización de la deriva y del desl izamiento longit,udinal
cuando los esfuerzos en la interfase rueda-calzada eran
relativamente pequeños.

un caso gue requiere un tratamiento diferente es elque se presenta cuando 10s esfuerzos en la mencionada in-
terfase se hacen grandes, I legando a alcanzarse el esfuerzo
máximo que puede soporÈar la unión entre la superficie del
neumático y la superf icie de ta ca'l zada.

Para est,udiar este caso, sê part,irá de unas hipótesis
determinadas con eì fin de simplificar los desarrollos.

se aceptará que el esfuerzo máximo entre rueda y cal-
zada será igual â H.p, es decìr, iguat aì producto del
coeficiente de adherencia u del neumático sobre la calzaday la fuerza normal p existente entre ambos,

se considerará que er rfmite de adherencia se alcanza
cuando la composición vectorial de los esfuerzos lon-gitudinales y transversales entre neumático y calzada al-
canza el valor U.p:

Fxz+Fv"àu.p (1)

donde Fx es eI esfuerzo longitudinat en la interfase
neumático-caì zada y Fv el esfuerzo transversal. Esto supone
aceptar que la elipse de friccìón se reduce a un cfrculo de
radio U.P.

cuando se supera el 1 ímite de adherencia, los esfuer-
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zos en ra interfase neumáùico-car zada toman unpuede considerarse aproximadamente constantevalor límite H.p, no dependiendo, êh principio,de la velocidad de desrizamiento existente en
neumát i co-ca I zada .

valor que
e igual al
este valor

la interfase

Fuerza

l.L .p

Deslizamiento

Fig. Il'-18: 0ráfic¡ de Esfuerzo-0esliz¡niento

La forma de ra gráfica anterior es várida, en Ilneasgenerales, tanto para el eje longitudinal x como para eIeje transversal y.

Et tramo inicial, con pendiente constante, de lagráfica puede corresponder tanto a ra deriva como ar des-I izamiento rongitudinat moder izados en anterioresapartados. El valor de ta pendiente es co en el caso de laderiva, gue puede considerarse como un desrizamìentotransversal, y cs en er caso der desr izamientolongitudinat.

El tramo finar de ra gráfica, representado con varorconstante igual â u.p, corresponde a ta situación existentecuando se alcanza el I lmite de adherencia.

Hay que señarar, no obstante, guê, en rearidad, êlvalor de ra fuerza en este tramo no es perfectament,econstante, sino gue es decreciente. 8110 corresponde con elhecho de que er coeficiente de adherencia u decrece aJaumentar la velocidad efect,iva de deslizamiento (Dugoff,LzoÏ, t40I), circunstancia que será tenida en cuenta en eîposterior desarrol lo det modelo.

Es interesante destacar ra coherencia de la forma de
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esta gráfica con el hecho de que cuando los esfuerzos al-
canzan valores altos, toma protagonismo la fricción super-
ficial entre el neumático y et pavìmento sobre la elas-
ticidad det neumático. La naturaleza de esta fricción su-perficial es la causa de que la fuerza en la interfase
val ga aproximadamente p. p.

En estas circunstancias de trabajo a fricción de la
inüerfase neumático-calzada, êÍìÞieza a carecer de sentido
la dist,incjón gue se hacía entre ta derjva transversal y el
deslizamiento longitudìnal, ya que ahora el deslizamiento
se producirá en cualquier dirección contenida en el plano
de 1a cal zada.

La situación es la producida cuando hay derrapaje o
resbalamjento de ta superficie deì neumático sobre la
ca'lzada, aunque a efectos de nomenclatura se hablará de
deslizamiento global o, simplemente, sê seguirá hablando engeneral de deslizamiento sea cual sea la dirección en que
se produzca.

Es importante seña'lar euê, en tales ci rcunst,ancias, la
rueda puede estar bloqueada sobre su eje o no estarlo.

En efecto, tanto puede tratarse der deslizamiento
producjdo por una frenada con la rueda bloqueada, como del
deslizamiento longitudjnal en una arrancada enérgica o el
desf izamiento lateral en una curva a gran velocidad con la
rueda girando sobre su eje.

A efectos de modelización, hay que considerar, s'imple-
mente, una fuerza definida, de valor F.p, que actrla sobre
la rueda en la zona de contacto sobre ra cal zada, Þudiendoìa rueda seguìr gìrando o no sobre su propio eje.

E] aceptar que el módulo de la fuerza en la interfase
es $'P' constituye la primera hipótesis básica que se
empleará en el desarrol lo del modelo.

se aceptará también otra hipótesis básica, consistente
en euê,. en la situación de llmite de adherencia superado,'la dirección de 1a fuerza en la interfase neumático-calzada
ha de ser aproxìmadament,e la misma que la de ra verocidad
del deslizamjento global (vs) existente en dicha interfase.
Esta velocidad puede tener cualquier dirección y sentido
denÈro del plano de la cal zada¡
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En resumen, las hipótesis básicas que se admitiránsobre las características de ra fuerza entre rueda y car_zada cuando se ha superado er t ímite de adherencia son rassi gui entes:

1- El módulo tiene un valor iguat a H.p.

2- La dirección coincide con ra dirección de raveloc'idad de deslizamiento globat (Va) existente enla inÈerfase rueda-calzada.

En base
modelización.

a estas dos hi pótesi s se efectuará .la

IV. 1 .-3.8. I - Modelización

êr ran¿{a 1 ^^ ^-¡. -^,-- -vvs,'vv r\rÞ rr¡rr ucårzos enEre ngumático y calzada eranpequeñosr ês decir, estaban lejos del Ilmite de adherencia,los movimientos de deriva y desrizamiento tongiüudinarexi stentes entre neumáti co y cal z.ada podf an model i zarsemediante una puerta Resist,encja pluridimensional deparámetros fijos (ver los apartados rv. l.g.1 y rv.1 .g.z demode'l ización de ra deriva y er desl izamiento rongitudinal ).

FIG4_ 19

c. /rt

0

0

unlü

IN
I
MTF

I
IL
MTF

)L

T
MTF

Io-']
ot_-\ rr-\s

I

Fig, IV-19: ltodelización de deriva y deslizaniento para pequeñoe esfuerzos

R

de esta puerta Resistencia estaba jus_
las fuerzas transversales y longitudina.les
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eran proporcionales a Ias respectivas velocidades dederiva, en dirección transversal (vx), y dê deslizamiento,
en dirección longitudinal (vv):

e (1/u). l:' :,1 l;; l

(1/u). Cs.Vx

CD.VY
(2)

Aunque los parámetros de ta puerta variaran, yd gue
estaban afectados por el módulo de la velocidad u delc.d.g' de la rueda, vêlocidad que podla variar, se conser-
vaba en cada instanüe la proporcionalidad entre esfuerzos y
f I ujos.

sin embargo, para la model ización de la nuevasituación de deslizamiento, cuando se ha superado el lfmite
de adherencìa, no pueden emplearse las mismas puertas
Resistencia empleadas en el caso normal de pequeños
esfuerzos, puesto gue Jos esfuerzos ya no son propor-
cionales a los ftujos, sino que han de cumplir las nuevas
condiciones aceptadas como hipótesìs: fuerza de valor iguala u'P y dirigida en la dirección del deslizamiento global.

una solucìón es sustituir la puerta Resistencia por
una fuente de esfuerzo que introduzca dicha fuerza (rig.
rv-20 ) .

IN MTF

T
SE MTF

Io']
L c

MTF R

Fig. Ill-20: llodelización de deriva y desli¡¡niento nediante una fuente de esfuer¡os
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como no es posibre cambiar et bond graph durante îasimulaciónr corVirtiendo una puerta Resistencia en unafuente de esfuerzo aI superarse el tlmite de adherencia,habría que emprear fuentes de esfuerzo en rugar de Resis-tencias también para ra moder izacìón de 'ra deriva y erdeslizamiento existentes cuando ros esfuerzos son pegueños.

de esfuerzo üendrfa que estar modulada por
se hallaría a part,ir del de otros grafos.

Otra solución, alternativa a la anterior, y que seempleará en ro sucesivo, consisüe simpremente en variar rosparámetros de ra matriz de ra puerta ReEretencia empleadaen el caso normar de pequeños esfuerzos (rtg. rv-lg).
Hay que recordar aquí que ras puertas Resistencia, adiferencja de las puertas Compljance o Inercia, son siempremodu I abl es .

Para moderizar Ia situación de tlmite de adherenciasuperado, (Fx"+Fvz )* I H.p, la matri z de la puerta Resis_tencia se hat tará considerando ras dos caracterrst,icas, an_teriormente expuestas, de ra fuerza exìstente entre rueda ycal zada.

De acuerdo con ellas, la expresión vectorial de dichafuerza, para er caso de rímite de adherencia superado, es:

La fuente
el flujo, el cual

Ye-
Uo P.-

I rr^ Itvst
l-l

donde Vs es la vetocidad global de des'lizamiento y lyslsu módulo:

Ys- H
lbl vx" + vyz

e (3)

es

(4)

(5)

Es inmediato deducir que ra matrìz R gue da rugar aresfuerzo e anterior es la siguiente:
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R= u.P
:'
\urt+vy"

1

0

o

1

(6)

En efect'o, mult,ipl icando esta matriz R por el vectorvelocidad de deslizamiento, sê obtiene la fuerza entre
rueda y suelo gue se buscaba:

U.P 10 U'P
VX *vy 2

(7)
vx 3 +vv

VX

VY
e

01 l;;l
Por consiguiente, la Resistencia expresada en (6) esla que se empleará para modelizar la sit,uación de llmite de

adherencìa superado.

En la Figura IV-A1
bond graph de ìa rueda.

se representa su inclusión en el

IN
I
MTF

I
]L
MTF

L

0
t"t,.P

\F-'+l'y.
10
01

T
R \=1 MTF

lo-'l
c

R

Fig, IV-21: llodeli¡ación para grandes esfuerzos

La obtención de los datos que figuran en la expresión
de esta Resistencia (p,P,vx y vv ) es inmedjata.
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En efecto, ras verocidades vx y vv son eI frujo de rapuert'a rnerci a Nur a gue se i ncr uyó para resor ver erproblema de los bucles algebraicos prooucidos al model izar1a derjva. Dichos fluios son conocidos durante îasimulación dada ra causar idad de ta meneionada puerüa.

Del mismo modo, Ja carga p, puede ser obtenida de racomponente vertical de los esfuerzos de tas puertas com_pliance Y Resistencia representativas de la deformabilidaddel neumático. La causar idad de estas puertas tambiénfavorece el cálculo.

Anál ogamente,
zos
de

de estas puertas
la componente hori
permite conocêr I

zontal de los esfuer-
a condicìón de Ifmiteadherencia superado.

En cuanto al coeficiente de adherenciâ Hr puedesiderarse constante o, para afinar más er modero,
fìrìnsi ¡{araFèâ rrâ¡i ^t-t -,rv. $r ee Ysl tcal.rlci.

con-
puede

En tal casor s€ considera, tal como hace Dugoff (ref.
t20l ), que el coefìciente de adherencia u decrece ar aumen-tar la velocidad globar de desrizamiento según ra siguienteexpresión:

U = Ho. ( 1-A¡.Vs )

donde go es el coeficiente nominaÏ defactor de reducción por fricción y Vg
velocidad global de desl izamjento:

(8)

adherencia, A¡ es el
es el módulo de la

vx" + vy" (e)Vs lYg I

como puede verse, aun considerando pr variabter ñoaparece en las anüeriores expresiones ningrln factor que noesté disponibre en et modero durante ra simutación.

Por úìtimo, es conveniente comprobar que esta nuevapuerta ResisÈencia cumpra ra condición de no introducirenergía al sistema.
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Apl icando el método expuesto en el apartado ,,Anál isisdel flujo de energra en puertas resistenciapluridimensionales" se comprueba como, êfi efecto, sê cumplela condición de no introducir energÍa aI sistema, yd que
los discriminantes principales de la matrjz simétrica Rs,
son:

Dr V.P/ (vx2+vv2 )t

Dz (tt.P/ lyrz+vv" )t )z

cuyo val or es, evi dent,emente, ho negati vo.

TV- 1- 4 Exores ón exol fci de las fue rzãs en Ia inter-
fase rueda-calzada obtenidas con el nuevo npdelo

Aunque, a efectos de moderización con bond graph, ês
suf icïente con apl icar Jas matrices Resistencia obt,enidas
anteriormente, âplicando la variante de la Figura rv-lg ola de la Figura rv-21 según que se haya alcanzado o no elllmite de adherencia, es inüeresante obtener la expresión
explícit,a de Jas fuerzas en la interfase rueda-calzada que
se derivan de este nuevo modelo.

De este modo puede analizarse mejor el modelo y se
faci I i t,a I a comparaci ón con otros modet os ya exi stentes.

Con el f in de facj'l itar estos anát isie y
comparaciones, conviene expresar las componentes de la
fuerza en la interfase en función del deslizamiento lon-gitudinal S y del ángulo de deriva o.

En el nuevo modelo, las fuerzas de ra interfase vienen
dadas en función de las componentes vx y vy de la vetocidad
vs eR dicha interfase. serán estas componentes de ta
velocidad en la interfase las que se expresarán en funcìón
deSy o(verFjS. IV-ZZ).

Llamando u a ta velocidad rongitudinar del centro de
la rueda t y teniendo en cuenta que vx y vy son Jas com-
ponentes de la velocidad de deslizamiento de la superficie
de contacto del neumático sobre la cal zadar s€ tiene:
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VX = U.S ( 10)

vy = u.tgo (11)

%

V* = U.s O.r

u: Vx +O.r

Fig. IV-22: Conponentes de l¡ velocid¡d de desli¡¡riento

En el nuevo modero hay que dist,inguir dos situaciones:la de antes de alcanzar eI límit,e de adherencia y la dedespués.

La fuerza en ra interfase antes de arcanzar er trmitede adherencia es:

e = (1/u). Cg.vx

CD.vy

Después de arcanzar dicho lfmite, la fuerza es:

( 12)

(13)e
u'P lvx Itt

lu' I

Sust,ì tuyendo, êrì
por sus expresiones en

Ias anterìores igualdades,
función de S y o se obtiene:

Vy: u.tg a

a
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1 ) Para et
adherenc i a:

caso de no haber alcanzado el t lmite de

e = (1/u).

2) Para el caso de haberse sobrepasado dicho Ifmite:

p.P U.S

u. tgc
e=

GB.u.S

CD.u.tgo l=l
Cs.S

Co . tgo
( t+¡

(15)

U.S .+ ll o go

It. P

--a

\ s" +( tgo )'
s

tga

La expresión expl fcita de las fuerzas Fx
nuevo modelo es, ÞoF consiguiente:

y Fv según eì

1) Para el caso de no haberse alcanzado el límite de
adherencTa, es decir, cuando (Fx, + Fv")t ( g.p:

Fx = Cg.S (16)

Fv = Co.tgo (17)

2) Para e I caso de haberse sobrepasado e I I lmi t,e de
adherencia, lo que ocurre cuando (Fxz + Fv2)t ¿ U.p:

u.P.S
Fx (18)

s + tga

¡t. P. tgo

I s"+(tgo)2
Fv=
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rv.1.3-4.1 - coro"ra"ión 
"on "t ,nod"ro d" Drsoff

E t mode 1 o de Dugof f , uno de I os más comúnment,eaceptados, predìce los valores de los esfuerzos en la in-terfase rueda-calzada contenidos en el Bìano de .la misma,tanto para valores bajos como altos de los esfuerzos en la
i nterfase.

Es interesante comprobar el ajuste de los valores dedichos esfuerzos en comparación con los obtenidos medianteel modelo anteriormente desarrol tado.

según Dugoff ( [eo1 ¡, los valores de los esfuerzosgitudinal (Fx ) y transversal (Fv ) dependen del valor deparámetro L, cuya expresión es:

lon-
un

H.P.(1-S)
2 (cs.s¡z + Co . tgo \4V t

donde H,Prs,cs,co y a son variabres y parámetros gue ya han
sìdo definidos anteriormente. El coeficienüe de adherencia
F se calcula medjante la expresión (g).

Cuando L)l , lo que ocurre cuando (Fxz + Fv" )llos esfuerzos son:
( å.F.P,

Cs.S
Fx (21 )

1-S

Co . tgq
Fv (22)

1-S

Cuando L(l, lo que ocurre cuando (Fxz + Fvz)t
los esfuerzos son:

) å.[l.P,

L

Fx
Cs.S

-.L.(2_L)

1-S
(23)

Co . tgo
Fv = .L.(2-L)

1-S
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Estas expresìones de Fx y Fv pueden ser comparadas con
las correspondientes del nuevo modelo.

Para hacer la comparación, se han representado, êñ
función de S y o, los valores de las fuerzas Fx y Fv ob-
tenidas a partir de las fórmutas del modelo de Dugoff
(ecs. 21,22,23 y 24) y a partir de las del nuevo modelo
(ecs. 16,17,18 y 19).

En la Figura IV-23 se representan con curvas de puntos
los resultados obtenidos con el modelo de Dugoff y con cur-
vas continuas ìos obtenidos con el nuevo modelo.

Los valores asignados a los parámetros aon, eñ ambos
casos:

OOOO N/u.s.
00OO N/rad
o m/s
500 N

.8

.o11

A la vista de los resultados, hay que destacar la
simi I itud en la forma de las curvas y la aproximación de
los valoree obtenidos en todo el rango considerado, el cual
es muy ampl io, pues S varía entre -1 y +1 y o varla entre
-1 y +1 radián.

Resu'lta particularmente interesante dicha simì I itud si
se tiene en cuenta que El proceso medianüe el que se 1 lega
a las fórmulas del nuevo modelo se basa en consideraciones
toüal mente macroscópi cas.

Esta sìmpl icidad en su deducción, el claro significado
flsico y la facitjdad de aplicarlo mediante la técnica de
bond graph (ver las Figuras IV-19 y IV-21 ) son las prin-
cìpales ventaias de este modelo.

No obstante, si se desea, ê8 también posible usar las
fórmulas del modelo de Dugoff, u otro simìlar, en la
modelización con bond graph de la ruedar êlllÞleando para
el lo una fuente de esfuerzo, como la representada en la
Figura T.V-?O, debiendo suministrar dicha fuente las fuerzas
indicadas por el modelo elegido

Gs=5
Co=6
u =2
P =2
Ho=0
A¡ = 0
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Fig. IV-23: Conparación de resultados ron el iodelo de Ougoff
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I

Hay que indicar, Þor último, que la modelización
mediante bond graph resulta muy adecuada en casos como elpresente, donde se discute la modelización de lo que ocurre
exclusivamente en una parte del sistema, orì este caso, la
i nterfase rueda-cal zada.

En el desarrol lo del nuevo modeìo se ha trabajado sóìo
con Jos movimientos y esfuerzos en la interfase, sin tener
en cuenta 10 que ocurre con eI resto de la rueda.

Hecha la modelización, la integracìón en el modeloglobal de rueda, ês inmedjata.

rv-1-3-5 - Modelización del oar de autoatineación

El par de autoalineación aparece cuando hay esfuerzos
laüerales no nulos.

su existencia est,á relacionada c.on el hecho de gue laresuItante de estos esfuerzos laterales se Iocaliza a unacierta distancia del centro del área de contacto del
neumát,ico con el suelo.

En la modelización del par de autoalineación, no puede
emplearse una puerta Resistencia, como en el caso de la
deriva y el deslizamiento, ya que no hay relación entre elpar de autoalineación y la vetocìdad angular existente en
la dj rección en que aparece (2,, ).

Por lo tanto, êl par de autoarineación se modelizará,
introduciendo en el bond graph de ìa rueda una fuente de
esfuerzo que apl ique el valor de dicho par sobre una unión
1 que representa la velocidad angular o de la rueda ex-
presada en la base x,'y,,2,, (Fig. IV-24).

La dirección de esta fuente de esfuerzo será la del
eje z" .

Para definir el valor det par que introduce la men-
cionada fuente de esfuerzo, pueden emplearse las ex-presiones de los diferentes modelos matemáticos gue
predicen el valor del par de autoalineación en función de
diversos parámetros y variables ( tZOl ,1441).
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MGY

C 
" 

Sr:Par de Autoalineación

Fig, IV-24: llodelización del par de autoalineación

será:

r.P.RR:-
lQv''' I

donde lQr,' , I es et móduïo de larotación de la rueda sobre el eje y, r,.

I:J

o

t

MTF:[o]

I

La resistencia a ra rodadura aparece como un par guese opone a la rotación de la rueda, tanto en rodadura librecomo en tracción o frenada.

Este par tiene un varor aproximadamente iguat al-'P'R, donde p es'la carga sobre la rueda, R su radio bajocarga y r un coeficiente de resistencia a i" rodadura.

En el bond graph aparecerá como una puerÈa Resìstenciaaplicada sobre la unión I representat,iva de la vetocidad nde la rueda, sobre la dirección y,,, (Fìg, IV_25).

E] valor det coeficiente de esta puerta resistencia
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Es evidente que al muttiplìcar el coeficiente anteriorpor la velocidad angular fry, , , r sê obtiene el esfuerzol-'P'R que es er par de resistencia a 1a rodadura.

I:J ,

\
o

l{GY:EJS

l----------z R: f.p.r
I o r"'l

MTr:[6]

Fig. IV-25: l,lodelización de la resistencia a la rodadura

El valor de la carga p puede obtenerse a partir de lacomponente correspondiente det esfuerzo de la unión o deesfuerzos entre neumático y calzada.

En cuanto al valor de r, como prìmera aproximaciónpuede considerarse constante (valor tlpico en ruedas
neumáticas r = 0.015), o bien, para afinar más, puede con-siderarse la inf]uencia de otros factores como ta
ve I oci dad .

rueda y calzada

La rueda puede separarse de la cat zada arrastrada porla propia dinámica de'l vehículo o por alguna irregularidaddel terreno.

Esta sit,uación corresponde a to descrito en el apar-tado de "Discontinuidades en los enlaces entre sóì idos', y,
más en concreto, al caso plurìdimensional.

uno de los casos que se discutían en ese apartado, sê
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refería a la posibi'l idad de que el despegue se produjera
habiendo arln esfuerzos residuaìes en el plano perpendiculara la dirección det despegue.

En el caso de ros neumáticos que se separan de racalzada' es muy probabre gue se produzcan sit,uaciones deeste t'ipo' ya que resulta muy improbable que, en el ins-tante del despegue, sean preclsamente nulas las defor-maciones Iongitudinal y raterar der neumático.

En cuarquier caso, ra condición de despegue consisteen que la componente normal al suelo del vector desp laza-miento g de la puerta compliance del neumático tome unvalor nulo:

9z o

Para moderizar er despegue, puede hacerse nura, en eseinstante, la componente correspondjente (Z) de la rìgìdezde la compliance. Esto ês posibre hacerro, ya que erdesplazamiento qz es nulo por la propia condición dedespegue. Por ei contrario, las componentgs x ê y, corres-pondientes al plano de la cal zadar ño pueden hacerse nulasa menos QUê, Como se ha dicho, la deformación del neumáticoen dicho pìano fuera también nula.

sin embargo, para ta moderización de ra pérdida decontacto entre rueda y cal zadar ño es necesario apl icar losprocedimientos propuestos en el apartado mencionado alprincipio, yâ euê, en serie con ta compliance de1neumático, hay ya un elemento cuyo parámetro puede hacersenulo sin problema alguno.

En efecto, la deriva y destizamiento deì neumá.tico se
model i zan mediante una p.uert,a Resistencia bidimensionaìsituada en serie con ra compriance det neumático.

Esta puerta Resìstencia está contenida, precisamente,
en el plano XY de la cal zada, en el que puede permanecer
todavla algrln esfuerzo en er instante der despegue.

como las puertas Resistencia pueden variar deparámetro en cualquier circunstancìa, no hay más que hacernulos los parámetros de la puerta Resistencia de deriva ydeslizamiento en el instante del despegue.
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La energla de la compìiance del neumático que co-rresponda a la deformación que haya en plano xy, sedisipará, sìn violarse el prìncìpio de conservación de laenergla, en la Resisüencia que está situada en paraielo condicha compl iance y que representa la histéresis der
neumáti co.

De acuerdo con lo expuesto, las componentes x e y delparámetro de esta Resistencia, no se hacen nulas tras eldespegue' aungue pudieran hacerse nulas sin problemas deconservación de la energía por ser una Resist,encìa.
Unicamenüe se anula la componente verüical Z.

En definitìva, para modelizar el despegue de la rueda,
hay que anular, en el instante del despegue, que ea aquelen que se anula la componente vertical de la deformación
deì neumátìco, las siguientes magnitudes:

1 ) La componente z de los parámetros de ras puer-
tas compl iance y Resistencia correspondientes ala deformabìlidad det neumático.

2) Las dos componentes, X ê y, de la Resistencia
bidimensional de deriva y deslizamiento.

como consecuencia de lo anterior, hay que señalar
QUê' en aquellos modelos en que se vaya a modelizar lapérdida de contacto, la deformación det neumátìco, ex-presada mediante puertas c y R, deberá expresarse en la
base x'y'z', obtenida a partir de la base solidaria al
sólido rueda mediante los giros e y o. En dicha base, êl
tercer eje coincide con el eje verticat z de la referencia
fi ja.

Evidentemente, en el improbabre caso de que no hubiera
deformación lateral deì neumático, podrfan hacerse nulas
directamente todas las componentes de la compliance del
neumát,ico para modelizar el despegue.

sin embargor ês preferìble seguir el procedìmiento
general, ya que, además de que es poco probable que se dé
la circunstancia mencionada, habrla que hacer la
comprobacìón adicional de que en el instante del despegue
(qz = 0) son nulas las deformaciones en el plano Xy.

IV-51



rncruso desde er punto de vista de ra interpreùaciónfísica, es más natural suponer que el movimienüo tibre enel espacio de ra rueda separada de ra carzada correepondeal f lujo en la puert,a de deriva y desl izamiento que adeformación del neumático, aungue los resultados sean losmi smos.

Por úrtimo, hay que señarar dos requisiüos que debencumpl i rse para apr icar correct,amente er procedimiento par-ticular de moder ización que Ére acaba de exponer.

Er primer requisito es que er terreno ha de ser r rano,ya que' de no aer así, podrfa presentarse et probtema de lano coincidencia entre ros puntos oe pãrdidá de contacto yrecuperación del mismo que se describe en er apartado de"Discontinuidades en ros enraces entre sót idos,,.
sóro si er terreno es l rano puede aaegurarse que raCOmpOnente Verti ca I ?t- =

pr iance ."n0.å1"'!1' .T".r"r.:;l ::"ul:."1:ï;:"::,H r::;contacto, 9l valor nulo gue se requiere para una correctamodel ización.

En el caso de gue el terreno noapl icarían los procedimientos generales
apartado citado.

El segundo requisito es gue Ia rueda ha de estarrodando t yd que sóro en tar caso puede haber ra deri va y/oel deslizamiento gue se modelizan con la puerta Resistenciabi dimensionaì .

En una rueda estacionada sobre er suelo, no hay derivani deslizamiento, y ,êñ tat caso, Ia puerta Resistenciabidimensionat no puede actuar.

En ese caso, deberlanprocedimientos generales de
apartado ya mencionado.

fuera I tano¡ sê
expuestos en el

aplicarse de nuevo los
modelización descritos en el
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rv-1.4 - Modelización de ta interfase Rueda-vehfculo

La rueda ìnteracciona con el vehículo a través de
sistemas de suspensión, dìrección, tracción y frenada.

los

A continuacìón se modeliza la unìón de la rueda conlos mencionados sistemas del vehículo.

Los mecanjsmos de suspensìón y dirección, interac_
cionan con la rueda a través de la mangueta, formando parte
este sól ido de ambos mecanismos y unido a ìa rueda mediante
un par de rotación ci I f ndrico (f .i9. IV-26).

¿r

Fig. IV-20: Conjunto Rueda-ilangueta

En 'la Fig. r.v'27 se representa et bond graph completo
del modelo tridimensional de rueda, donde ya se ìncluye lo
relat'ivo a la unión con el vehícu1o, objeto de este
apartado.

La modelización de ìa unión de la rueda con la man-gueta se efectúa apl'icando los resultados indicados en el
capítulo rr para el caso de unión de dos sóì idos a través
de un eje.

Dent,ro
angu I ares ,parte una

de la estructura de unión de las velocidades
de la unión O correspondiente al giro relat,jvo
fuente de esfuerzo que representa la acción del

(

M

C

R
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freno' Der resto de uniones o parten muer res rrgidos.
E] único cambio de coordenadas necesario es pues erdel ángulo 0'.

Ei par de tracción acttla, mediante el palier, direc_tament'e sobre la rueda aptlcándose la reacción no sobre lamanguetà sìno sobre et chasis. En er bond graph aparececomo una fuente de esfuerzo aplicada directamente sobre Iaunión 1 de velocidad angular de la ruedar eXistiendo unaunión o gue r reva er esfuerzo de reacción aï chasis.

La rueda tiene dos puntos desuelo, (punto p, ya conocido) y elO). Este rlltimo, como ya se vió,
dentro deI eje rueda-mangueta.

interaccìón: el del
dê la mangueta (punüo

puede aer cualquiera

Al bond graph de ra rueda hay que añadir pues estenUeVO fìllnf-r'l da i nùara^^.1 ^r,- ^^ r^ cJ,,,eE. qeþ r\¡rr¡ ÐËr c¡.'rìne mgqrantg el vgctor@. El Transformer correspondiente (Tf :6¡r â diferenciadel que corresponde a la interacción con eI suelo (TF:PG),es de raz6n fiia ya que el vector oG es fijo en el sót ido.
Evidentemente, si Ia rueda est,á equilibrada, puedetomarse como punto o er mismo centro de gravedad G de rarueda' con lo que no sería necesario er TF:OG nì los grafosasociados- No obstante, para gue el modero sea deaplicación generar se considera que no tienen por gué coin-cidir los puntos O y e.

Dentro der diagrama de ra rueda, en er rado de unión ala mangueta, a diferencia del lado de unión al suelo, no sereal i za eI cambio de coordenadas TF: [o] junto a la unión Ide velocidad angurar ya que ra estructura de unión t,rabajaentre las bases solidarias a Jos dos sólidos, siendo elcambio de coordenadas que incorpora e.l correspondiente alángulo 0' de giro rerativo entre ámbos sóIidos, ánguro queno tiene por qué coincidir con et ángulo de Cardan e de ïarueda.

Por el lo es necesario cotocar el cambio de coordenadas
TF: [0] a continuación de la unión o, una vez hecha la sumade velocidades' para concurrir a ra unión r de verocidaddel c'd'9. de la rueda en la misma base que el resüo de losgrafos.

IV-54



En el caso de que la rueda esté desequjlibrada no hay
más que cambiar el tensor de inercia Jr y definir ros vec-
tores oG y PG sin olvidar la nueva posición det centro de
gravedad G.

rv'1.5 - Bond sraoh comoleto del rþdelo üridimensional de
rueda

La Figura IV-27 muestra el bond graph completo de la
rueda construido en los apartados anteriores.
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Fig. IV-27: Bond graph coìpleto del nodelo tridinensional de rued¡
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En determinados casosr ês rlti I efectuar simulacionescon moderos reducidos a un pIano, yâ QUêr aunque sonmodelos más rimitados, son también más sencirros de manejarque los t,ridimensionales.

En este apartado se analizan y desarrollan los tresposibles modelos bidimensionales de rueda.

Estos modelos derivan del modelo tri dimensionalpresentado en los apartados anteriores,siguiente Ias mismas h.ipótesis, Iaángulos de Cardan, etc.

Fig. IV-28: [odelo de rueda reducido al plano IZ

empleando, por con-
misma definición de

En este modero, ros movimientos de ra rueda eetán con-tenidos en et prano verticar xz, que es er prano de rarueda (Fig. IV-28).

Z

z

X

x

P
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De acuerdo con los grados de libertad que tiene este
modelo, asociados a las coordenadas x, z y e, pueden
estudiarse, êñ principio, fenómenos del comportamiento dela rueda relativos a!

desl i zamiento longitudinal
adherencia en sentido longiüudinal
elasticidad y amorti guam.iento en el plano XZ
desequi l ibrio estát,ico
par de resistencia a la rodadura
variación del radio de la rueda
pérdida de contacto con 'la cal zada
acción gravitat,oria
inercia trasl'ación en el plano XZ
inercia rotación eje y

Queda claramente fuera del alcance de este modelo lorelat,ivo a:

deri va
par de autoalineación
desequì 'l i bri o di námi co
efectos giroscópicos
desplazamientos y fuerzas fuera del plano XZ

La estructura del bond graph det modelo bidimensional
xz es, en esencia, la misma gue en el caso t,ridimensional .

En este caso,
los cambios de
tridimensional.

sin embargo,
coordenadas

no es necesario ninguno de
empleados en el modelo

En efecto, los cambios de coordenadas correspondientes
a los ángulos de cardan r y o, êvidentemente, no existen en
este modelo.

Pero, además, üampoco es necesario en et bond graph et
cambio correspondiente al ángulo g que en el caso tridimen-
sional se situaba junto a la unión 1 de velocidad angular o
de 1a rueda (ver Fig. TV-27).

Dicho cambio de coordenadas MTF: IO] no resujta
necesario dado que actúa sobre grafos cuyos flujos y es-
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fuerzos están definidos en la misma dirección de 1avelocidad angular correspondiente at ángulo g.

No aparece tampoco eI t,érmino MGy:EJg sobre la unión lde velocidad angular, ya que son paralelos la veloeidad an-gular o y ei momento Jo, por 1o que es nuro er productovectorial oxJQ, correspondìendo a dicho producto vectorialel grafo MGy:EJS.

El bond graph es, por tanto, el de la Figura IV_29.

n=é

I:J

I
1

I

S¡:Traccion

----...aI chasis

---4 ,..a la mangueta

I
U

R
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t-----?
t----?

IN MTF:PG S¡:FrenoTF;OG

R z-l 1+20
[-

t7c
(
.(.
\o-\r
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-: 

vi 
---ff

T. 'rot \ 
'

lv
MR
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MrF ___\t
tril 

-
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lVc

L
9pë 1-*ìr:[mj
-mg

Fig. IV-29: gond graph der ¡rodero de rueda reducido ar prano xz

La puerta R de ra izquierda modeliza, como sìempre, rainterfase Rueda-Ca1zada, tanto el desl izamiento ìon_gitudinal normal como la situación de Iímite de adherencia
superado, estando definida sobre el eje X.

En e'l primer caso su parámetro es cs/u y en el segundo
caso es v'P/vx, siendo u la velocidad de desptazamiento delcentro de la rueda y vx la velocidad de desplazamiento delpunto de contacto de la rueda con la calzada, QUê eS lavelocidad de la Inercia Nuta.
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La definición del resto de las puertas es la misma que
en el caso tridimensional, aunque reducidas, 1ógicamente, alosejesXyZ.

IV.2.2 - Modeto bidimensiona'l Xy

Se anal tza a continuación el
esté limitado al plano horizontal
calzada (Fig. IV-go).

caso de gue el movimiento
XY, que es el plano de la

Y

v

x

Fig. IV-30: l{odelo de rueda reducjdo al plano Iy

E] número de grados de libertad se reduce también atres:X,Yyr.

El hecho de que este modelo bidimensional no contemple
ïa rotación de la rueda en torno a su eje (y"), impide
definir el deslizamiento longitudinal "s", ya que éste
viene definido por la diferencia entre la vetocidad real de
la rueda y ìa velocìdad correspondiente a su rot,ación.

X

Por el mismo motivo,
mente existente en la
puede conocerse.

1a f uerza I ongi t,udi nal Fx real -
interfase rueda-calzada üampoco

Ni siquiera la
rueda-calzada puede

fuerza lateral Fv de la jnterfase
modelizarse correctamente en todo su
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rango' ya QUê, cuando los esfuerzos aon grandes, dichafuerza lateral Fy no só'lo depende del ángulo de deriva ,,o,,
sino que t,ambién depende der desrizamiento ..s,,.

unicamente cuando ìos esfuerzos 6on pequeños, puede
model i zarse la mencionada fuerza rateral ya quer êrì ta'lcasor Þu€de admitirse que sólo es función det' ángulo dederiva "o". para er ìo se emprea Ia puerta R siendo suparámetro colu. una solucìón de este tipo es la empleada endeterminados modelos tgOl .

Por los mismos moüivos expuestos, rrnicamente puedemodelizarse la deformabilidad det neumático en sentidofransversal.

También por ìa misma raz6n, Ia tracción y ra frenadano pueden modelizarse más que con una fuente de esfuerzoactuante sobre eì chasis, y que aprique ra fuerza que
irlaalmanfa l¡.qr'ía 1^ ¡¡.^J- -^L--- r,!sr rq rq r ul,ua È(Jur€, c, I mrstmr.

De acuerdo con todo lo expuesto, este modeìo permiteestudiar eì comportamiento de la rueda en lo referente a:

deriva (para pequeños ángulos o)par de autoarineación (para pequeños ángutos o)elasticidad y amortiguamiento según el eje yinercia traslación en el plano Xy
inercia rot,ación eje Z (sin efectos
gi roscópi cos )

Queda fuera de] alcance de este modelo lo relativo a:

desl i zamiento longitudi nat
adherenci a
elasticidad y amortiguamiento segúnyZ
par de resistencia a la rodadura
desequi I ibrios estático y dinámico
efectos giroscópicos
acción gravitatoria
variación radio rueda
pérdida de contacto con la cal zada

los ejes Y

La estructura del bond graph del modelo bidimensionalxY se obtiene también a partir de ta deï modeto tridimen-sjonal, pero aparecen varias diferencias.
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Admit'iendo que el punto p de contacto entre neumátìcoy calzada está en la vertical det centro de gravedad G de
la rueda, el vector pG se hace nulo.

Debido a ello, la parte de rot,ación se desacopla de la
de traslación, ya que ambas partes del bond graph se
relacionan a través deì Tranformer MTF:pG.

El bond graph tiene, poF cons.iguiente, dos partes:
rotación según ej eje Z y traslación en el plano Xy (f .ig.
rv-31 ).

S r:Dir. I:J

Al chasis...
tï
IN

R# I F------zo l------=I1
\

C

R
"lt

Al chasis. r ---\l M.TF ä.1 L,- * s¡:Tracción/Frenada0

l¿l

4L
MTF:[¡]

L
r --ì r,¡-1

Fig. IV-31: Eond graph del modelo de rueda reducido al plano )(y

En este bond graph, no se incluye e1 término MGy:EJS
sobre la unión 1 de velocidad angular, por ser paralelos
la velocidad angular Q y et momento Je. En este caso, ra
velocidad angular Q coincide con la velocidad deì ángulo r.

Por el contrarìo, en la parte de trastación sí gue
sería necesario el Gyrator MGY:EJS, ya que la dirección de
los ejes x e yt solidarios a la rueda, está afectada por la
velocìdad angular O.

MR
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se evit,a dicho Gyrator definiendo Ia verocidad dedesplazamiento del centro de gravedad de la rueda en lareferencia inercial, tal como se hacla en el modelot'ridimensional. para el 'lo se intercala el Transformer
MTF: [r] ant,es de Ia unión 1 de velocidad de desplazamientodel centro 

.de 
gravedad de la rueda.

Hay que indicar, ÞoF rfrtimo, que er modelo bidimen-sionat xy puede simpr ificarse más en varios sentidos.

Por una parte, ra masa de t,raslación de ra rueda puedeincluirse en ra der chasis ya euêr en este modero, etcentro de la rueda puede considerarse permanenüementefijado a un punto del chasis. De este modo ee obtiene unaimportante simplificación, ya euêr además de anular lainercia de la rueda, sê evita er eremento MueIte Rrgido deenlace entre las inercias de rueda y chasis.

De la misma manera¡ êñ er ca6o de ensambrar estemodelo de rueda con otro modelo, t,ambién bidimensional , dedirecc'ión, ìa inercia de rotación de ra rueda en torno aleje z podría engrobarse con ra de ra mangueta.

Además, ês obvio que no tiene mucho sentido considerarla inercia de rotación de la rueda en torno al eje vertìcaJz, ya gue tampoco se consideran ïos efectos giroscópicosasociados ar movimiento de rotación, de mucha mayorvelocidad, êñ torno al eje yr de la rueda

E'l modero resurtante de estas simprificaciones es elde la Figura IV-92.

IN

ï
c

R

R4 1.------=o l------l /

\,l

d
Al chasis l- MTF

r;l
lir-\ r p. " S¡:T¡acción/Frenada1

Fi9. IV-32; Bond graph der nodero sinplificado de rueda reducido al pl¡no Iy
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si en este último modelo, se eliminan las puertas R y
c gue representan la deformabiridad del neumático, puede
suprimi rse tambíen la puerta rN, con lo que queda
model izada la rueda mediante la puerta R de deriva
únicamente (fig. IV-gg).

Al chasis..
xy

R

I
1|¡- r ts=À urr

lol
t/ x S¿:Tracción/Frenada

Fig' IV-33: Bond graph del nodelo llás sinplificado de rueda reducido al plano xy

fV.2.3 - Modelo bidimensionat yZ

como ya se ha dicho, el modelo plano yZ tiene menor
interés que los otros dos modelos bidimensìonares, ya que
no contempla el giro de dirección ni de rotación de las
ruedas ni su avance sobre la cal zada.

No obstante, es de utilidad su empleo en moderos yz de
vehículo que, como se ve más adelante, son de interés en el
estudio de determinados sistemas de suspens.ión.

Con este modelo pueden estudiarse fenómenos det
portamìento de la rueda relativos ar

com-

elasticidad y amortiguamjento en eì plano yZ
inercia traslación en el plano yZ
inercia rotación eje X (sin efectos
gj roscópj cos )
acci ón gravi tat,or j a
pérdida de contacto

Quedan fuera del alcance de este modelo el resto de
fenómenos.

La deriva, aunque está asociada al eje transversal "y"
no se contempla en este modeio ya que para que haya deriva
ha de haber movjmiento de avance de 'la rueda, lo que no
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ocurre en este modelo.

Por el ìo,
pueden estar
neumáti co.

'los esf uerzos
asociados a

laterales en este' mode'lo sólo
la deformación lateral del

En cuanto a ra pérdida de contacto, para modeìizarrahay gue êmprear et procedimiento generar descrito en etapartado IIT.2.4.s, yd euê, al no exist,ir la puerta R dederiva, no puede' apticarse el procedimiento particularapìicable a 'ras ruedas descrito en er apartado rv.f .g.7.
Et bond graph der modero bidimensionar yZ es er de raFig. rv-94, derivándose también su estructura de la delmodelo tridimensionar. En ra unión ceror sê aptica er con_junto de grafos necesario si se desea mode lizar la pérdidade contacto entre rueda y calzada.
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Fig. IV-31: Bond graph del nodelo de rueda reducido al plano yZ

IV.64



seexponen a continuación varios ejemplos de simula-ción, efectuados con los anteriores modelos de rueda, conel fin de comprobar que los resultados obtenidos son co-rrectos, anaì izar el comportamiento de la rueda y obtenercriterios para efectuar en cada caso la model ización
ópt,i ma.

I ateral. Inf I uenci a la der t va.

La sit'uación que se sìmula consiste en obl igar a larueda a avanzar con velocidad constante sobre una línearecta, el eje X de la referencia fìja, sobre la que se man-tiene mediante una restricción, âÞlicándose, a partir de un
determinado instante, uh giro de dirección determinado(ris. IV-35).

ty f-
'Y

c-,y

X
T-ñ T-1 T-) T-.I -U r-1 r -L I -J T=10

Fig. IV-35: Rueda sujeta a esfuer¡o lateral

El ángulo de dirección se aplica progresìvamente,
mediante una fuente de flujo, a partir del instante T=1
seg., con una velocidad angular constante de valor

= n/60 rad/s

se incluye un elemento Muelle Rfgido en serie con la
citada fuente de flujo para tener la causalidad correcta.

;
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En el instante T=2
ángulo de direccìón, con

seg. final iza la variación det
1o que eì ángulo finaì es de

valor gue
simulación

hasta el final de la

E] movimiento de la rueda segtln el eje y está restrin-gido para que ésta no se desvíe de la trayectoria recta(eje X) a pesar de efectuarse er giro de dirección.

õ = tc/6O rad = g'

'se mantiene invariable
(T=10 seg. ).

mismo, también está restringido el movimiento
ángulo o' (ángulo de caida) Oe Ia rueda,

E] par motriz r, que actrla sobre la rueda desde el
i net ¿¡n#a T-ô ¡¡aa¡.¡^ )-
'iíÐi,€iiíi,y i-vr pr-ocec¡e c¡e oira fuenÈe cie f iujo en serie conun elemento Muel le Rígido, de modo que la velocidad se man-tiene prácticamente invariable en todo momento. El valor dela velocjdad angular de la rueda es O = 10 rad,/seg, lo que
equ'ivaìe a una velocidad de desplazamiento de 9 km/h.

Los parámet,ros considerados de ta rueda son:

Así
según el

Radio de 'la rueda:
Masa:
Momento de inercia axial:
Momento de inercia diametral:
Ri g'idez long j tudi nal del neumát j co:
Ri gidez transversal det neumático:
Rigidez radial det neumático:
Amort,ig. longitudinal del neumát,ico:
Amort'i g. t,ransversal del neumático:
Amort,'ig. radial del neumático:
Coeficiente de der.iva:
Coef i c i ente de des'l i zami ento :

R = 0.25 m

Mr=lOKg
\yr = O.gg Kg.¡z
IXr = Lzr = 0.Og Kg.¡e
Cnx = 50000 N/m
Cny = 5OOO0 Nlm
Cnz = 15OOO0 N/m
Rnx = 1O0O N's/m
Rny = 1OOO N.s/m
Rnz = lOOCI N.s/m
Co = 60000 N/rad
Cs = 1OOO0O N

El modelo elaborado para efectuar esta simulación se
basa en el Modelo Tridimensional de Rueda (f.ig. TV_27), sin
unión al chasis y con las restricciones indicadas. su bondgraph se representa en la Fig. IV-g6.
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Fig. IV-3t: Bond graph de la rueda sujeta I esfuerzo lateral

se efectuarán dos simulaciones con este modelo de
rueda.

En la primera simulacjón, la rueda tiene un
coeficiente normal de deriva (Co = 6OOOO N/rad) mientras
que en la segunda la deriva es prácticamente nula.

con el fin de no tener que cambiar el modelo, en lugar
de hacer absolutamente nula 1a derìva, se le da un valor
muy pequeño, de modo que puede considerarse inexistente. El
coeficiente de deriva tomado es Co = lOe N/rad.

En la Figura rv-37 se representa, para los dos casos
simulados, eI ángulo r, girado por la rueda en torno al eje
vertical de la referencia fija. Las gráfjcas coìnciden ya
que los ángulos de dirección õ aplicados son los mismos.
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En la Figura rv-g8 se representan las deformaciones
laterales sufridas por el neumático.

La deformación teóricamente previsible del neumátìco,
en el caso de que la deriva sea normal, se calcula a
conti nuacì ón.

El esfuerzo lateral del neumático es:

Fy = CD.o = 60000.(n/6O) = 3141.6 N

La deformación lateral correspondiente es:

Qv = Fv/Cny = '3141.6/50000 = 0.0628 m.

Et valor obtenido en la simulación (curva de trazo
continuo) es de 0.0629 m.

A este valor se llega, lógìcamente,
de dirección ha aicanzado su valor final
sistema ya se ha estabjlizado (T¡vg seg.).

cuando el
(T=2 seg. )

ángu i o
y el

En el caso de que no haya deriva (curva de trazo
disconti nuo) la defoi^macjón lateral crece indefjnìdamente,
como era de esperar, llegando a valores inadmisibles.

Con esto se comprueba, además del correcto fun-
cionamiento del modelo, la necesidad de considerar siempre
la deriva en los modelos de vehículos de cuatro ruedas.

En efecto, ês sabido que, êr1 los vehfculos de cuatro
ruedas, los ángulos de djrección de las dos ruedas delan-
teras no pueden ser iguales entre sí, ya que los ejes de
las ruedas han de cortarse en un rjnico punto, situado sobre
la linea del eje trasero, euê será el centro instántaneo de
rot,ación del vehículo sobre el plano XY de la cal zada.

Los mecanismos de di rección (Cuadri látero de
Ackermann, etc. ) tratan de conseguìr que los ángulos
gìrados por las ruedas se aproximen a los teóricamente
ideales, pero, ên la realidad, éstos nunca se alcanzan
exactamente.

Las diferencias que permanecen entre los ángulos real-
gi rados y los teóricos son absorbidas por lamente
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deformación de'l neumático y Ia derìva.

Dado que un neumático no puede deformarse indefìnida-ment'e, êh maniobras largas, como la considerada en eîejempìo, es ra deriva quien ha de absorber ra diferencia.
por

ruedas,
i deaì es,

consiguiente, ros model0s de veh{curos de cuatroen los gue los ángulos de dirección no sean los
han de considerar necesariamente la deriva.

E] modelo de rueda de Bos t6l no considera la derivani el deslizamiento, por ìo que no es apli""oi" 
" u.ni.ulo"de cuatro ruedas. De hecho, sólo to aptica a motocicretas,en las cuales los problemas mehcionados no existen.

Lo mismo cabría decir de ra necesidad de considerar erdes'l i zamiento ìongitudinar y su reración con er mecanìsmodiferencial de la transmisión.

Evidentemente, las anteriores no son las rfnicas causasque hacen necesario considerar ra deriva y er desrizamientolongitudinaì. E'l objetivo principal al considerarlos esconocer su influencia en el comportamiento del vehfculo,

se rearizan en este ejempro unas simuraciones con rosmodelos t'ridimensional y bidimensional xy, con el fin decomparar los resultados obtenidos mediante ambos modelos endi ferentes ci rcunstanci as.

Las simuraciones rearizadas son similares a las efec-tuadas en el ejempro anterior, es decir, consisten enobligar a una rueda a avanzar con velocidad constante sobreel eje X de la referencia fija, aplicándose, a partir de undeterminado instante¡ un determinado giro de dirección.

Los datos de ras sìmuraciones son ros mismos que en elanterior ejemplo, con la rfnica diferencia de que en una delas simulaciones la vetoeidad de desplazamiento de la ruedaes mayor con el fin de ver la influencia de dicha velocidad
según el modelo empleado.
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El bond graph del modelo bidimensional se representa
en la Figura rv-39. El del modelo trid'imensìonal es el
mismo del ejemplo anterior.
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c1
\MR

Tracción:Sp O ------) I
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)bY

MR4 r -ì r'u

Fig. IV-39: Bond gr¡ph ¡rodelo bidinonsional )(Y

Todos los datos de masas, momentos de
rigideces, etc. de los dos modelos son iguales,
obviamente, êh el caso del modeto bidimensional,
jncluyen los parámetros referidos aI ptano Xy.

i nerci a,
aunque,

sólo se

En el caso bidimensional, la fuente de flujo respon-
sable del desplazamiento de la rueda sobre el terreno tiene
un valor tal que la velocidad de desplazamiento de la rueda
sea la misma gue en el caso tridimensional, considerando
que el radio de la rueda en este rlltimo caso es de 0.26 m.

En las figuras gue recogen los resultados de las
simulaciones (Figura IV-40 y siguientes), las curvas de
trazo continuo corresponden al caso en gue la velocidad de
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desplazamiento es de 2,5 n/s y las de t,razo discontinuo alcaso en que dicha veìocidad es de 25 n/s.

En ra Figura rv-40 aparecen ras deformacioneslat,erales suf ridas por er neumático obtenidas eon er mode.robidimensional.

.6e98-ø1

.5668-Ø1

.5ø3Ë*ø1

.44ØE-Ør

.37'7É..-Ø1

.?5?E*Ø1

.6298-Ø?

.øØØE+ØØ

.øø .9s 1.98 ?,s? 3.s6 4.95 s.94 6.93 7.92 B.9l S.9¿r'IIEMPO 
( segundos )

Fig. IV-10:0eforn¡ción lateral (¡) del neunático obtenida con el nodelo bidimnsional.

Como puede verse, êñ el casovelocidad, sê 1 ìega antes aI valorlógico, ya gue Ia deformación lateral
ráp i da.

de ser mayor la
final, lo cual es

del neumát,ico es más

No obstante, dicho valor finaï. (O.0629 m) es elesperado (ver párrafos anteriores) y, como puede verse¡ hodepende de la verocidad de desprazamiento, como correspondea la expresión básica empleada para la modelización de laderiva (Fv = Co.o).

Los resultados obtenidos con er modero tridimensionar,tanto en el varor finar como en ra forma de ras curvas, son
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exactamente iguales.

En la Figura rv-41 aparecen los resultados, obtenidos
mediante el modelo bidjmensìonal, dê las deflexiones
sufridas por la compJiance colocada en serie con la fuente
de flujo de la dirección. Estas deftexiones guardan
relación con el esfuerzo que hay que apl icar en et
mecanismo de dirección para obtener el ángulo de dirección
deseado.

.i4sE-øa

.i25e-øa

.IøTE

.763E.-øS

.5i9e-ø9

.e758_Ø9

-.21s8-ø9

-.457E.-Ø9

-.7øte.-Ø9

-.945E-Ø9
.øø .s9 ¡.S8 2.5? 3.96 4.95 5.94 6.93 ?,92 8.9¡ 9.Sø

TTEMPO (segundos )

Fig, IV-41: Oeflexión (rad) de la Conpliance de la dirección, obtenida con el nodelo bidimensional.

Las curvas correspondientes a Ias dos simu'laciones de
djferente velocidad, esüán superpuestas, lo que equivale a
decir gue el modelo bidimensional, êñ este aspecto, ês in-
sensible a 1a velocidad.

En la Figura IV-42 se recogen
con el modelo tridimensional, euê,
dependen de la velocidad.

los resultados obtenidos
como puede verse, sí que

La dependencia de Ja velocidad es debida a los efectos
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giroscópicos, los cuales hacen que el esfuerzo necesariopara girar ta dirección, sobre el eje Z, sea tanto mayorcuanto mayor sea ra verocidad de rotaãión de ra rueda sobresu prop'io eje yr, ,

.r658*ø7

.i498-Ø7

.t3?E-a7

.1r68

.9SøE-øa

.azsE-øa

ÊÃø--aô

.<95E-øa

.33øE-ø8

.i658

.øøØE+øø

.Øø .9S 1.98 '-.9? 3.96 4.95 5.94 6.93 ?.s2 8.91 9.9ø

VL
TIIMPO (segundos, t;5 ru¡. û

Fig' IV-12: Deflexión (rad) de la conpliance de la dirección, obtenida con el ¡odelo tridinensional

Las diferencias en ros resurtados obten.idos con amÞosmodelos, se encuentran, por ro üanto, êñ ros efectosgiroscópicos, ros cuales no son contemprados por er modeîobidimensional.

Puede concluirse eue, para la consideración det com-portamiento en eì prano xy de 1a interfase rueda-suero(deriva, deformación lateral del neumático, etc. ) essuficiente con er modero bidimensional, pero cuando sedesea incruir en er estudio Ia infruencia de ta dinámica dela rueda en su conjunto (por ejemplo, para estudiar los es-fuerzos en la direeción) se hace necesario el modelotridimensional

tl
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I

En este caso se considera gue todos losdel conjunto están contenido en el plano XZ,
empleará el modelo bidimensional XZ.

movimientos
por lo que se

se considera un sistema compuesto por una rueda y unamasa de 250 Kg, ra cuar viene a representar la parte de ramasa suspendida del chasis gue es soportada por ta rueda.

Entre la rueda y ra masa suspendida se sitúa unasuspensión, model izada de forma si,mpl if icada, compuest,a porun conjunto muelle-amorüiguador en dirección verticat (z) yuna restricción a Ios desplazamientos en dirección lon-situdinat (X) (FÍ9. IV-4s).

-

r
Z

X

Fig, lV-lg: Conjunto de rueda, suspensión y nasa suspendida

Las características de masa, Figidez, etc. de la ruedason las mismas del ejemplo rv.g. l, En cuanto a rasuspensìón, la rÍgidez det muelle es de loooo N/m y laconstante del amortiguador es de g5O N.s/m.

En el modeìo se consideran todas las posibilidades que
se han expuesto en el desarrollo teórico. Además de lasfundamentales, sê incluyen t,ambién el desl izamiento, êl
desequi'l ibrio estático y la posibilidad de separación de la
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cal zada.

E] bond graph empleado para modelizar elterior se muedtra en ta Figura W-44.
sistema an-

Sr ----------¡ , -pu. tiáä"i0., z 1 ----zl I:Jr

t*\

\

^/

1l--_- O

MTF;PG

I
]L

Ç

R

Se ----l I --\l I:mr
-mrg

c

]L

0 I

Sr

R

1 --l l:mc

Sn
Acción exterior

Fig. IV-14: Bond graph del nrodelo de la Figura IV-tg.

En el presente ejemplo, se estudiará la jnfluencia dela variación del radio de la rueda.

una de Jas caracüerrsticas fundamentares de
neumáticas es su deformabilidad, la que es
fenómenos complejos tales como la deriva.

las ruedas
causa de

otras efectos producidos por la deformacìón del
neumático tienên una relación causa-efecto menos complejâ,pero no por ello menos importante.

En concreto, la deformación radial det neumático,
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además de constit,uir una de las componentes del movimientodel sólìdo rueda, ìnfluye en et comportamiento dinámico dela rueda y, consecuentemente, en el resto del vehfculo.

Por ejemplo, a la hora de considerar maniobras de
aceleración o frenada, la variación del radio de la rueda,producida por la propia transferencia de carga inherente ala maniobra, produce variaciones en las fuerzas lon-gitudinales entre rueda y caì zada, yd que ante un mismo par
de tracción o frenada, ra fuerza longiüudinal correspon-
dient'e es inversamente proporcional al radio efectivo de la
rueda.

Otros efectos son menos evidentes
manif iesto aì real izar si.mulaciones.

y se ponen de

Por ejemplo, la apl icación de una carga vertical sobreel chasis, produce esfuerzos rongitudinales, siempre que el
vehículo esté en marcha y exista variación en el radio dela rueda.

Para comprobarlo, se empleará el modelo reducido alplano xZ, gue incluye rueda y masa suspendida, descrito alprincipio de este apartado.

El conjunto de
regimen estacionario,

En el instante T=0, I seg.
una fuerza vertical de 5OO N,
stante T=O.Z seg.

rueda y masa suspendida avanza,
a una velocidad de S m/s.

ên

se aplica sobre el chasis
la cual desaparece en ej in-

Esta accìón produce, además de la consiguìente
elevación del chasìs, un incremento deï radio de ìa rueda.

Si no hay varjación det radio de la rueda, o
simplemente no se considera dicha variación en el modelo,
no se produce ningún esfuerzo longitudinal enÈre rueda y
chas i s.

Esto queda de manifiesto en la Figura rv-45, donde se
representan: el radio, constante, de la rueda (curva 1), la
elevación del chasis (curva 2) y el esfuerzo longitudinal
mencionado (curva 3). Este r1lt,ìmo, como puede verse, ês
nulo en todo instante.
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ü,88fi$ Tilne
¿,90Ð0

Fig' ¡v-l¡: Efectos de l¡ elevación de l¡ nasa suspendida considerando radio fijo
Sin embargor cuando hay variación en el radio de Iaruedar ês decir, cuando éste deja de ser constante, taaplicación de ra fuerza verticar produce esfuerzos ron_

:lï:l"iJ:;u:"t"" rueda v chasis 
"o'o-.puede verse en ra

Curva Eignificado fllni¡o lllxino
Radio de la rued¡ +0.2 n +0.3 n

2 Oesplaza¡iento vertic¡l del clr¡sis -4,2 e +0.2 l
3 Esfuerzo longitudin¡l entre rueda y chasis -10 il +t0 t¡
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fl.8888 Time 2, fifi8fl

Curva $ ignific¡do lllnino Iáxino

I Radio de l¡ rueda +0.2 Í +0.3 r

2 Desplara¡iento vertical del cha¡is -0.2 n f0.2 Ì

3 Esfuer¡o longitudin¡l entre rued¡ y cl¡asie -r0 lr +10 il

Fig. IV-10: Efectos de la elevacìón de l¡ rasa suspendida considerando radio variable

El origen de esüe esfuerzo longìtudinal se encuentra
en que la variación del radio producida por ìa acción
vertical, produce una varjación en 1a velocidad angular de
la rueda, lâ cual viene acompañada de un esfuerzo lon-
gitudjnal en la interfase rueda calzada.
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IV.3.4 - Comportaniento de la rueda en movimiento
rectilfneo sometida a carga vertical variable. Desoesue de
la calzada. Efectos del deseouitibrio estático.

Con el mismo modelo bidimensional XZ empleado en al
anterior ejemplo, pueden est,udiarse algunos efectos que se
producen en el caao de que la rueda se separe de la
cal zada.

Para simular dicha separación, se considera guê, sobre
la masa suspendìda del modelo empleado en este apartado,
actúa una fuerza que tiende a levantarla.

El consìguiente movimiento ascendente de 1a masa
suspendida puede considerarse eqúivalente a la elevación
de la parte de la carrocerla correspondiente al lado inte-
rior de una curva que describa El vehfculo.

Partiendo de unas condiciones iniciales de velocidad
de rotación de la rueda de 8O rad/s, equivalente a una
velocidad de desplazamiento de 18.57 m/s, y aplicando una
fuerza vertical ascendente sobre el chasìs de 2500 N, los
resultados obtenidos se representan en las gráficas de la
Figura IV-47.

En dichas gráficas, puede verse como, a medida que
aumenta la cota vertical del centro de la rueda, disminuye
su velocjdad angular, lo que era de esperar ya que la
velocidad longjtudinal del conjunto permanece invariable.

La velocidad angular de la rueda se estabiliza en un
valor fijo cuando se produce la pérdida de contacto, ya gue
el par de tracción apl icado eobre la rueda se ha con-
siderado nulo.

Análogas consideraciones cabe hacer en relación con el
esfuerzo longitudinal en la suspensìón.

No obstante, se observa en éste un pico de esfuerzo en
el instante de la recuperación del contacto.

Una vez recuperado el contacto, sê inicia una suave
oscilación, dê 1 Hz aproximadamente, en las variables del
sistema. La frecuencia de la osci lación es la correspon-
djente a la oscilación de la suspensión.
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0. ÐBü0 Time L ünBü

Fig. IV-17: Efectos de la pérdid¡ de cont¡cüo entre rued¡ y calzada

Con el mismo modelo bidimensional XZ también pueden

anal izarse los efectos que produce el desequì I ibrio
estático de la rueda: desplazamientos en la suspensión,
deformación del neumático, esfuerzos entre chasis y rueda,
etc.

Curva s ignificado llfnìm lláxino

I Radio de la rueda 0.2 n 0,1 ¡

2 Esfuerzo longitudinal en suopensión - 1000 ir f1000 ll

3 V¡locidad angul¡r de la rueda 0 rad/s 100 radls
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Resulta especialmente interesante, estudiar el efecto
producido por el desequilibrio cuando se produce separación
entre la rueda y la calzada.

suponiendo que haya un desequilibrio tal que el centro
de gravedad de la rueda se encuentre desplazado o.o1 m detcentro geométrìco de la misma, los resultados que ex-
perimenta el sistema con la misma excjtación exterior, son
Jos recogidos en las gráf .icas de la Fjgura IV-4g.

3

?

2
b

A, fr8[B Time L [0gg

Fig. IV-18: Efectos del desequilibrio en la pérdida de contacto

Curva $lgnificado llf nino llâxino

I Radio de l¡ rueda 0.2 r 0.1 n

2 Esfuerzo longitudinal en suspensión -t000 t¡ +t000 il

3 Velocidad angular de l¡ rued¡ 0 radls 100 r¡d/s
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En estas gráfìcas pueden verse los efectos producidos
por el desequilibrio durante el intervalo de tìempo en que
hay contacto.

Puede verse como, cuando se produce el despegue en
esta rueda desequitibrada, éste no se produce timpiamente,
sino que se aparecen sucesivas tomas y pérdidas de contacto
entre la rueda y la cal zada.

Asimismo, se originan notables picos en los esfuerzos
producidos por dichas djscontinuidades en el contacto entre
rueda y calzada.

IV.3.5 - Comportamiento en el Ilmite de adherencia.
Interrelación entre los esfuerzos laterales v
lonsitudinales.

En este ejemp'lo se aplica la modelizacjón desarrollada
en el apartado IV.1,3.3 para estudiar el caso de alcanzar
el tímite de adherencìa entre neumático y calzada.

Para ello, sê simula un caso similar al del eiemplo
IV.3.1, en el gue la rueda está obligada a desplazarse con
velocidad consüante sobre el eje X de 'la referencia fiia a
la vez que es sometida a un giro de dÍrección determinado.

En esüe caso, sê aplica además un par de frenada
progresivo, con el fin de comprobar et comportamienüo
cuando se alcanza el llmite de adherencia.

Ee supone gue la carga vertical total sobre la calzada
es de 265x9.8 = 2597 N y que eI coeficiente de adherencìa
es U = 1, con lo que el máximo esfuerzo horizontal soporta-
ble es de 2597 N.

En el ejemplo, se aplica, desde el instante T=0.1 seg.
hasta el instante T=O.5 seg., urì movimiento uniforme de
giro de dirección de 0,1 rad/seg' De esÈe modo, a partir
del instante T=o.5 se€t. la rueda üiene un ángulo de
dirección constante de 0,04 radianes.

Teniendo en cuenta que el coeficiente de deriva con-
siderado es de 6OOOO N/rad, êl esfuerzo lateral correspon-
diente es de 6OOOO x 0.04 = 24OO N.
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A partir del instante T=1 seg. y hasta el instanüe
T=1.5 seg. se apJica un par de frenada de lOO N.m.

Dado que el radio eonsiderado de
es de 0.283 m, el esfuerzo longitudinal
de ïOO/O.283 = g5g N.

la rueda bajo ca!-ga
correspondjente es

El esfuerzo total en la interfase neumático-calzada
será entonces de (24OO2 + 3592 )f = 2426 N, valor gue no su-pera el llmite de adherencia que era de Z5g7 N.

A partir del inst,ante T=1.5 y hasta el instante T=Zseg. el par de frenada aplicado es de 5oo N.m, con lo que
el esfuerzo longitudinat correspondiente es de
5OO/0.28 = 1786 N.

En esta nueva situación, el esfuerzo teórico total en.l- l-!^-¡--- -ia înEer=i"ase sería de (z4oo2 + 17862 )r = 2gg2 N, vaìor que
en realidad no puede alcanzarse ya que es mayor que el
1ímite de adherencia de Z6gt N.

Para ver la respuesta del sistema a esta situación, se
efectúa la simulación con el modelo citado, representándose
en la Figura rv-49 tas deflexiones longitudinal y transver-sal del neumático obtenidas.

Estas deflexiones vienen a representar el
soporta el neumático, siendo la constante
cional idad Ia rigidez elást,ica del mismo,
supuesto, para los dos ejes, de SOOOO N/m.

esfuerzo que
de propor-
gue se ha

La curva de la parte superior de la gráfica representala deflexión lateral, mientras que la curva de la parte in-ferior representa ta def lexión longit,udinal 
"

En esta rlT tima se ve cl aramente el proceso de
aplìcación por etapas del par de frenada mientras gue en lacurva de def lexión laüera'l , puede verse como ésta ha
crecido inicialmente en función det ángulo de dirección.

Puede comprobarse gue la deformación Iateral no es
afectada por la aplicacjón del par de frenada cuando éste
es sólo de 100 N.m, lo que concuerda con el hecho de que el
esfuerzo total no alcanza el lfmite de adherencia.

IV 84



5,0B[-0e

4,08[-t¿

3,008-02

l,0BE-0¿

l, ü08-03

O, EEE+OE

-l,0BE-0e

-ä, B0E-U¿

-3, BBE-0¿

-4,008-01

-5, gE[-83
0,00 g,3B 0,60
RIJEDAI.RS - ¿

0,gE l,a0 1,50 l,ü0 ¿,10 a,4E ?,,'l
T(

0 3,00
seg, )

Fig, IY-19: Deflexión longitudin¡l y transversal del neudtico

sn un caso de esfusrzo later¡l y fren¡da silultáneos.

En efecto, puede observarse como la deformación
lateral ea de 0.048 m Io que supone un esfuerzo lateral de
0.048x50000 = 24OO N, valor que coincide con e'l previsto
anterjormente en función del ángulo de deriva. Igualmente,
eì esfuerzo longitudinal obtenido es de 0.007x50000 = 350
N, valor que también cojncide con el previsto en función
del par de frenada aplicado.

Sin embargo, cuando el par de frenada sube a 500 N'm y
se alcanza el lfmite de adherencia, puede verse como dis-
minuye e1 esfuerzo lateral que es capaz de soportar el
neumáti co.

En este caso, lâ deformacìón transversal se reduce a
0.0382 m, Io que supone un esfuerzo de 0.0382x5000 = 1910
N, mientras que la deformación longitudinal se queda en
0.0353 lo que supone un esfuerzo de 0.O353x5OO0O = 1765 N.

Ambos valores son menores que los que se obüendrlan de
un cálculo ìndependjente de ambos esfuerzos: en efecto, en
et eje transversal, 1910 N es menor que 24OO N y, en el eie
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longit,udinal , 1765 N es menor que 1786 N.

Por otra parte, lâ suma vectorial de ambos esfuerzos
equivale al esfuerzo máximo ìmpuesto por I lmite de
adherencia: (19102 + 17652)* = 2600 N, valor que es
prácticamente igual al límite de adherencia de 2597 N.

TV.4 - CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES SOBRE LA I,IODELIZACION
DE RUEDAS

En este Capftuìo se ha desarrollado la modeljzación de
ruedas neumátjcas, construyendo un modelo t,ridimensìonal
que contempla la dinámjca de traslación y rotación de la
rueda, con los correspondientes efectos giroscópjcos, los
posjbles desequi I ibrios, la deformación radjat del
neumático y la modelización de las interfases Rueda-calzada
y Rueda-Vehfculo.

En la modelización de la interfase Rueda-Calzada, sê
contempìa la modelización de la deriva y el deslizamiento
longitudinal, y el comportamiento en el tímite de adheren-
cia. Ello ha llevado a la formulación de un modelo de fácit
aplicación, cuyos resultados se comparan con los del modelo
de Dugoff. También se expone cómo se considera el par de
autoalineacjón y la resistencia a ta rodadura.

En todos los casos se han empleado formulaciones
simpìificadas, pero que pueden sustituirse sin probtemas
por formuìaciones más complejas, tal como se explica más
ade I ante .

Se ha considerado también la modelización de 1a
pérdida de contacto entre rueda y calzada, y, partiendo del
modelo t,ridimensjonal , sê han desarrol tado los tres
posibles modelos bidimensionales.

Por último se han realizado una serie de ejemplos de
simulación para comprobar eJ correcto funcionamiento de los
modelos y ver sus posibilidades.

Como consecuencia tanto de los razonamientos efec-
tuados en la construcción de los anteriores modelos como de
los resultados de las simulaciones realjzadas, sê obtienen
varias conclusiones y se hace necesario hacer algunas ob-
servaciones en relación con la modelización de ruedas.
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A - Sobre los modelos bidimensionales

Los modelos bidimensionales son úti les para deter-
minados casos y tienen la ventaja de su simplicidad, pero
ado'lecen de ciertas I imitaciones que hay que tener en
cuenta para apl icarlos correctamente.

Las limitacjones del modelo plano XY tienen su origen
en que no se considera la rotación de la rueda sobre su
propio eje. E1 lo impide conocer el desl izamiento Jon-
giüudinal "s' y, consecuentemente, 1â fuerza longitudinal
Fx de la interfase rueda-calzada.

La fuerza lateral Fv tampoco puede modelizarse correc-
tamente en'todo el rango posibte de ángulos de deriva, ya
euê, sobre todo cuando los esfuerzos son grandes, dicha
fuerza lateral Fv está limitada por Ia fuerza longitudinal
Fx la cual, como se ha vìsto, es desconocida.

Por rlltimo, y dado que tampoco se conoce Ia carga ver-
tìcal Fz sobre rueda, cuya inf 'luencia en el comportamiento
del neumático es bien conocida, no pueden apl icarse modelos
sofjsticados del comportamiento del neumáüico que con-
sideran dicha influencia.

Sin embargo, a pesar de sus limitaciones, ês útit este
modelo de rueda ya que los modelos bidimensionales de
vehículos son muy prácticos para el estudio del compor-
tamiento del vehlculo en curvas, su carácter sobrevirador o
subvirador, e1 estudio de vehfculos trailer, análisis de
trayectorias, esüabjlìdad frente a acciones como el viento
lateral, etc.

E] modelo YZ tampoco considera la rotación de la rueda
sobre su propio eje ni su movimiento de avance según e'l eie
X', con to que su aplicación se limita a casos muy
específicos, como el estudio, con modelos de vehículos
reducidos al plano YZ, de la geometrla de las suspensìones'
Iocalización de centros de balanceo, eüc.

E] modelo XZ es el tfnico modelo bidimensjonal que con-
sidera la rotación de la rueda sobre su propio eie. Por
ello, puede sustituir correctamente a1 modelo tridimen-
sìonal s'iempre que los movimientos y esfuerzos del sistema
estén contenidos en el plano XZ y no haya ninguna asimetrla

IV-87



(desequi I ibrjo dinámico, et,c. ). Tiene apt icación en los
modelos para el estudio del comportamiento deì vehlculo en
aceleración y frenada, desplazamientos de 1a suspensión,
cargas sobre enganches de remolques, diferencias entre
tracción delantera o trasera, motricidad, eüc.

En çonclusión, los modelos bjdimensionaìes, son de
gran aplicación, y tienen 1a ventaja de su simplicidad,
pero tjenen las limitaciones cjtadas, euê sólo los modelos
tridimensionales como el desarrol lado superan.

B - Sobre la inclusión de determinadas cuestiones en los
modelos de rueda

Se ha puesüo de manifiesto la utilidad de considerar
en la simulación determinadas cuestiones. A continuación se
exponen algunas.

Los efectos giróscopicos tienen una notable influencia
en la dirección. Para considerarlos hay gue trabajar con
modelos tridimensionales de rueda.

La deriva, ea necesaria no sólo para
comportamiento de la rueda frenüe a
laterales, sino incluso para que funcionen
los modelos de vehlculos de cuatro ruedas.

considerar el
los esfuerzos
correctamente

La modelización del despegue de la calzada es tan im-
portante como la modelización de la superación del límite
de adherencia, porque supone la desaparición total de la
i nteraeeión rueeia-cal zada.

Los desequilibrios, además de producir esfuerzos y
movimientos en los sistemas de suspensión y dirección,
afectan a otras cosas, como, poF ejempJo, la forma en que
se produce el despegue de la cal zada.

La deformación radial de la rueda, además de cons-
tituir un elemento más de suspensìón, produce otros
efectos, como los esfuerzos longitudinales que aparecen al
variar el radio de la rueda cuando ésta está gìrando.

Las anteriores cuestiones, êvidentemente, no son las
únicas que hay que consìderar, yà que para cada caso serán
de uti 1 idad una serie de cuestiones determinadas¡ euê
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pueden jnc'lui r las citadas u otras, QUe también considera
el modelo de rueda que se ha propuesto.

C Sobre le modelizacìón de1 comnorf-ami llnt.o de I n i nter-
fase rueda-calzada

En cuanto a ]a modelización deì comportamiento de la
interfase rueda-calzada hay que hacer Varias observaciones.

La modeljzación básica, desarrollada en el apartado
IV.1.3, es suficientemente precisa para la realización de
estudjos preliminares a to largo de todo el rango de los
valores posibles de desl'izamiento r's¡' y de deriva "o".

No obstante, si se desea mayor precisión en los
resultados, habrla que emplear modelos más sofisticados'
como los modelos de Dugoff [40], los de base empírica
desarrollados por Bakker, Nyborg y Paceika L44l' etc.

De este modo puede considerarse la influencia que

ejercen factores como la carga sobre la rueda, el ángulo de
caida, etc. sobre el comportamiento del neumático en su in-
terfase con la cal zada.

Una solucìón para su uso ser{a obtener las varjables
de entrada de dichos modelos (ángulo de deriva, desl iza-
miento, carga sobre la rueda, ángulo de caida, etc. ) a par-
tir de los ftujos y esfuerzos det bond graph del modelo de
rueda y con ellas calcular los esfuerzos Fx, Fv y el par de
autoal ineación Mz mediante los modelos citados.

Dichos esfuerzos Fx y Fv se introducirlan mediante una
fuente de esfuerzo, tal como se indica en ]a Figura IV-20.
E] par de autoalineación ya se incluye mediante una fuente
de esfuerzo.

En cualquìer caso, estos modelos más sofisticados
tienen su principal ap'l icación en el modelo trìdimensional ,

ya que sólo en é1 pueden conocerse variables como el
deslizamiento, el ángulo de caida, etc. o, si el sistema lo
permite, en eI modelo bidimensjonal XZ, por los motjvos
antes expuestos.

El modelo básico tiene la ventaia de gue es más sen-
e intuitivo que otros modelos y hace más improbablesci'l lo

IV.89



los errores ya gue emp lea eJementos pa_sìvos .Cpuertas
Ré.i stencia) en lugar de elementos activos (fuentes de
esfuerzo).

Hay que resaltar que el nuevo modelo de rueda
desa!:!^q'lladqr -e-h cualq-ujera de sus versìones, tieRe suprincipal ventaja en que se ürata de un modelo global de
rueda, no de neumátìco, gue considera a é6üa en su eonjunüoy que puede integrarse fáci'lmente, gracìaa a estar desarro-
I lado con la téc cômô lrrr sutrmode I o

ê¡ cu O.
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Gapfturlo \/

M()EDELIZACT(}N DE LOS STSTEMAS
DE SIJSPENSTON Y EIIREGGION

V.O . INTRODUCCION

En este Capíüulo, se desarrolla la modelización en
bond graph de los sistemas de suspensión y dirección del
vehículo.

Los sistemas elegidos para desarrollar la modelización
son el sistema Mac Pherson de suspensión y la dirección de
cremal lera.

La suspensión Mac Pherson y la dirección de cremallera
son los sistemas que más se emplean actualmente en los
vehículos de turismo, tanto por su simpl icidad cons-
trucüiva como por su buen comportamienüo.

' Dado que 1a suspensión Mac Pherson se usa principa'l-
'mente en el tren delantero del vehlculo, es apropiado
centrarse en su modeljzación teniendo presenüe que va a
modelizarse también el sistema de dirección.

En relación con el tren trasero del vehículo,
modet izan otros mecanismos de suspensìón, dado
sisüemática de modeljzación sería muy similar.

no ae
que 'la

Por ello, âl modelizar un vehículo compìeto en esta
tesis, se adoptará para el tren trasero un modelo de
geometría simplifjcada, modelo que también se desarrollará
en este mismo capítulo.

Tanto la suspensión como la dirección se modelizarân
como conjuntos mecánicos independientes, pero preparados
para unirse entre sí y con los modelos de rueda y chasis.

La modelización de la suspensión y la dirección se
centrará en el mecanismo y en su geometrla, aplicando para
e'l lo los modelos de sól ido rígido, de masa despreciable o
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no despreciable, desarroìlados en ìos capítulos rr y rrr.
Los elementos energéticos de la suspensión, ês decìr,

el e'lemento elástico (normalmente un muel'le het icoidal ) y
el elemento de amort,iguación (normalmenüe un amortiguador
hidráuI ico t,elescópico), sê model izarán simplemente como
elementos compliance y eTementos Resistencia respec-
tivamente, sin entrar en mayores detalles,

Tampoco se consideran los sistemas comprementarios de
la dìrección, taìes como los posibles sistemas de
servoasistenc'ia, etc.

La modelización considerará iniciarmente los mecanìs-
mos en tres dimensiones, pasando después a considerarse
también model izacjones bidìmensionaìes, las cuales se
derivan di rectamente de las t,rìdimensionales.

v-1 TZACTON TRTDTMtrNST L DE lIN STSTtrMA fìE STJSPEN-
SION MAC PHERSON

Entre las suspensiones de tipo independiente, Ja
suspensión Mac Pherson es actua'lmente una de las más
empleadas en vehículos de turismo, tanto por su simp] icidad
constructiva como por su buen comportamiento. se usa prjn-
cìpalmente en las suspensiones delanteras.

La forma de esta suspensìón es la de un triángulo ar-
t,iculado ABc, uno de cuyos lados es de longitud variable(ris. v-1).

E1 lado AB forma parte del chasis del vehfculo.

E'l lado BC del triángu'lo corresponde al brazo inferior
de 'la suspensi ón.

Et lado AC, que es e1 de longitud variable, contiene
los elementos de suspensìón, es decir, el conjunto de
muel le y amort'iguador telescópìco.

La parte inferior de este tercer lado es solidaria al
soporte de 1a mangueta, de la cual forma parte et eje de
giro de la rueda.
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Fig. V-l: $uspensión llac Pherson

V-1-1 - Planteami de Ia modelización

Se model izará. 1a suspensión Mac Pherson como un con-
junüo mecánjco independjente. E'l mode'lo obtenido se unirá
poste¡iormente a los modelos de direccìón, rueda y chasis.

Para 'la modelización se considerará 'la suspensión Mac

Pherson formada por tres cuerpos (fig. Y-2)z

El vástago del amortiguador
E1 brazo inferior
El cuerpo del amortiguador, sol idario a la
mangueta

1)
2)
3)

La descompos'ición anterior
efectos de mode'l i zaci ón. En

se efectúa
1a realidad,

tlni camente a
el cuerpo del

vz

x
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amortiguador junto con el vástago, constituyen el amor-
tiguador de 1a suspensión.

A'lgunas veces, este conjunto de cuerpo y vástago del
amortiguador es denominado "columna Mac pherson" ya euê,
además de 'la función de amortiguamjento, ejerce er paper de
soport,e mecánico de los esfuerzos existentes entre rueda y
chasis. Ambas funciones deben ser contempladas por eI
model o.

* O vlsrlco AMoRTIcuADoR

.- (Ð cuERpo AMoRTTGUÂDoR 
== MANGUETA

- 
@ anazo INFERToR

Fig. V-2: Elenentos que coñponsn la suspensión ll¡c Pherson

V.1.2 : Desarrollo del modelo

De acuerdo con lo expuesto, el modelo de la suspensìón
Mac Pherson consistirá en e] modelo de un conjunto de tres
sól i dos.

Para lograr una mayor
desarrol larâ, apl jcando los
sól idos de masa despreciable,
III.

simpl ìcjdad, eì modelo se
criterios de mode'l ización de
introducidos en el Capltulo

No obstante, también puede considerarse la masa de los
sólidos de la suspensión cuando el estudio a realizar lo
requiera. Para ello, habría que sustituir los modelos de
los sólidos por el modelo convencional de sótido con masa.

Las uniones internas entre los tres sólidos de la
suspensión, así como las uniones externas, con chasis,
rueda y dirección, tienen unas características determinadas
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que se deta1 I an a conti nuaci ón.

Para abreviar, al sólido 3, formado por el cuerpo del
amortiguador y 1a manguêta, se le denominará simplemente
mangueta.

V,1.2.1 - Características de las uniones internas

Se anal izan a continuación las siguientes uniones
ternas entre los só] idos que constituyen el mecanismo de
suspensi ón:

in-
la

1) Unjón del Vástago del Amortiguador (Sólido 1)
con la Mangueta (Sólido 3)'

2) Unión de 1a Mangueta (Sólido 3) con el Brazo
Inferior (Só1 i do 2).

1 - Unión d¡ll Vásf.aoo dal Amor t i orrador I Só'l i do I ì r:on ìa
Mansueta (Sólido 3): Punto D

se considera como un par prìsmátjco que no permite
n'inguna rotacjón relativa, aunque sl el movimiento relativo
de traslación en una sola dirección.

En los amortiguadores reales, cuando se actrXa sobre 1a

dirección, puede haber rotación relatìva entre el vástago y

el cuerpo del amortiguador, pero en este modelo se
considerará que no existe esta rotación y que los gjros de

la djrección los permite la rótula exìstente en el punto A

de enlace del vástago del amortiguador con e1 chasjs (ver
Fig. V-l ).

De este modo resulta más sencilla la modelìzación' ya
que en el punto A se sitrla una simple rótula y no se con-
sjdera la posible rotación 'l ibre del vástago al rededor de

su propio eje. Hay que considerar también que la inercia
del vástago atrededor de dicho eie es mfnima.

E] movimiento relativo de traslación corresponde al
desplazamiento de los elementos muelle y amortiguador de la
suspensìón. En el bond graph del modelo habrá, ÞoF tanto,
una unión O de la que partirán las puertas Compliance y
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Resistencia representativas de dichos elementos de la
suspensi ón.

VASTAGO

MANGUETA

Fig. V-3: Enlace entre los sólidos vástago y nangueta

Ei en ï ace enire l os sól i cios 1 y 3, con l as restri c-
ciones menoionadas, sê materializa en un rlnjco punto D cuya
posición se considerará fija en el sólido g y variabte en
el sólido 1 (Fig. V-3).

2 Unión de Ia Manoueta lsól ido 3) con el Brazo Inferior

D

(Sólido 2): Punto C

Hay que distinguir aquí si se trata de una rueda con
dirección o sin ella.

En el caso de haber dirección, la unión de la mangueta
con e'l brazo inferior es de tjpo rétula (Bar esférjeo),
permitiendo todos los movimientos relativos de rotacjón
pero con restricción en todos los desplazamientos.

En el caso de no haber dirección, como ocurre en las
suspensiones Mac Pherson montadas en el eje trasero de
ciertos vehículos, 'la unjón de la mangueta con el brazo in-
ferior es del Èìpo eje de rotación, permìtiendo únicamente
el gjro relativo segtln un eje. La dirección de dicho eje
ês, aproximadamente, 1a det eje tongitudinal del vehícuto.

v_1-2-2 Característi de Ias uniones externas

Se anal izan a continuación las siguientes uniones ex-
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ternas entre los sólidos de 1a suspensión y la rueda, êl
chasis y la dirección:

I) Unión de la Mangueta (Sótido 3) con la Rueda.

2) Unión del Brazo Inferior (Sólido 2) con el
Chasi s.

3) Unión deì Vást,ago del Amortiguador (Só'l ido 1)
con el Chasis.

4) Unión de la Mangueta (Sótido 3) con el
de accionamiento de 1a dirección.

brazo

1 - Unión de I a Manqueta (Sólido 3) con Ia Rueda: Punto O

Se trata de un par de rotación según un eje (par de
revol uci ón ) .

El movimjento relativo llevará asociado una unión O,
de 1a que partirá una fuente de esfuerzo representativa del
par de frenada. La unión O supone ìgualdad de esfuerzos en
los grafos que concurren a ella, aignificando, êh este
caso, guê la reacción del par de frenada se apljca sobre la
mangueta.

D llni¿{n ¿{aI Þpaza 1n€a i¡.r la¿(1i¿{n tl ¿-¡rh al êJr¡cic.

Punto B

En la mayorla de los sistemas de suspensión Mac
Pherson, el brazo inferjor'consiste en un triángulo, uno de
cuyos lados constituye el eje de rotación sobre el chasis,
mìentras que el vértjce opuesto a dicho lado se articu'la
medi ante una rótul a a I a mangueta ( F'ig. V-4 ) .

En algunos casos el brazo inferior con€iste en una
simple barra, articulada con rótulas o sistemas simi lares
en cada uno de sus dos extremos. En estos casos se
aprovecha la barra estabilizadora, para euê, además de su
función propia contra el balanceo, sê ocupe de soportar los
esfuerzos longi tudi naJes.

E1 sistema que se modelizará, es eì primero, repre-
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sentado en la F'igura V-4,
brazo inferior tendrá
I ong i t,ud i nal es .

por 1o que, êh
que soportar

el modelo, el'los esf uerzos

Fig. V-4: Ênlaces del brazo inferior

Por simplicidad, dicho brazo inferior se considerará
como una barra con unión de tipo eje (par de revolución) en
el extremo correspondiente al chasis.

En el extremo correspondiente
consjderará una unión de tipo rótuta.

a la mangueta se

3 - Unión del Vást,aoo del Amo i quador ( Sól 'ido I ) con e'l
Chasis: Punto A

Se trata de una unjón de tipo rótula, que ha de per-
mitir tanto los movimientos propios de ìa suspensjón, como
el gìro de dirección.

4 Uni ón rI Ia Manoueta fSól ido 'tl ôn ê] brnzo rle
dirección: Punto E

Se trata de una unión de tipo rótu1a.

como resumen de ]o expuesto, en Ia Figura v-s se re-
presenta esquemáticamente la estructura del bond graph
(word bond graph) del sistema de suspensión Mac pherson.
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Rõtula Chasis

Direcci

{ Rueda

Fig. V-5: lord Bond Graph de la suspensión llac Pherson

v -1-2-3 Definir:ión de ou da r¡nlnr:e v eÍes r¡¡feren-

Vástago

r(ú

H
Ø
l{

Ê.

h
(õ

Ê.

RótulaMangueta Brazo
Inferior

c1a

Para la defin'ición de la orientación de ]os sólidos
que constituyen e] sistema de suspensión, tanto la
orjentación absoluta como la relativa a los demás só1idos,
hay que elegir un sistema de eies de referencia en cada
sólìdo, tanto si tiene masa como si no la tiene.

Haciendo uso de dichos eies se defjnirá 1a situacjón
de los puntos de enlace en relación con el orjgen del sjs-
tema de referenci a del só'l i do.

Como orjgen det sistema de referencia del sólido se
toma 'lo gue se ha denom'inado "punto de referencia del
só1 i do" .

Dicho punto de referencia es el centro de gravedad en

Ios sótidos con masa y el punto que más cómodo reaujte'
elegido entre ]os puntos de enlace, eñ los sól idos sin
masa.

Se estudjan a contjnuaÇión estos aspectos en los
só'l i dos si guì entes:

1 ) mangueta
2) vástago del amortiguador
3) brazo inferior
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1 - Mansueta

Hay dos so I uc'i ones que aparecen como I as más
razonables a 'la hora de elegir 1os ejes de la referencia
solidaria a la mangueüa.

La primera consiste en tomar como eje Y e'l eje de
rotacjón rueda-mangueta.

La segunda consiste en Èomar el eje Z sobre la
dirección del vástago del amortiguador, dìrección sobre la
que se producen los movimientos de 1a suspensión,

Se prefiere la solucìón prìmera, aunque presente el
inconveniente de que sea más complicada la unión con el
vástago ya que se hace necesario un cambio de coordenadas,
^1 a,ra1 aa na*¡-i-1.i:açÁ T¡¡na5aøx¡¡ A^ n^r,(n S.¡ iÀsr gser Ðr- llreuE;t !qt 14g! e 91t ?¿tt tt q'¡tÞtlJliltcrt u9 lgLrJtt 1 t¡rq

TF: Ia] .

La solución elegida tiene la ventaja de que es más
sencilla la unión con la rueda a la vez que permìte dìs-
poner de modelos conjuntos de rueda y mangueta, que puedan
emplearse tanto en suspensiones Mac Pherson como en suspen-
siones de cuadrilátero articulado, etc. sin realizar ningún
cambio sobre ìos mismos. No serla convenìente inc]uir en
dichos modelos conjuntos una cuestión part'icular de la
suspensión Mac Pherson como es la orientación del vástago.

Además, con la solución elegida, si se cambia la
orientación del eje del vástago respecto a la mangueta, no
varía la orientación del sistema de referencia, con lo que
tampoco varfan las coordenadas de los puntos de unión con
el brazo inferior y con el brazo de dirección.

Definído, por^ tanto, êl eje Y, se define a
continuación el eje X de modo que sea paralelo al plano
horizontal de la calzada. El eje Z será perpendicular a los
ejes X e Y ya defìnidos formando un triedro trirrectángulo
dextrógi ro.

Este sistema
sistema de ejes de
rueda.

de referencia propuesto coincide con el
la base ìntermedia x"y"z" de la
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j

En la Fig. V-6 se representa esquemátìcamente la man-
gueta con eT sistema de ejes de referencia elegjdo y los
puntos de enlace.

z

E

v x

Fig. V-ô: Puntos de enlace y ejes de referencia de la nangueta

Como punto de referencia de ìa mangueta se e'lige el
punüo O, correspondiente a la unión con Ia rueda. Este
punto puede estar localjzado en cualquier punto del eje de
rotación de 'la rueda.

Por simplicidad, puede situarse dicho punto sobre el
centro de grãvedad de la rueda. De este modo se sjmplifjca
la unión entre rueda y mangueta. Evidentemente, ésto sóìo
es posible si et centro de gravedad de la rueda se en-
cuentra sobre el eje de rotación, lo cual requiere que 'la
rueda no presente desequilibrio estático.

2 Vástaqo del amorüiquador

E] üriedro asocìado al vástago queda definido a través
de una sucesión de dos giros partiendo del triedro asociado
a 1a mangueta. A'l final de dicha sucesión de gìros, el eie
Z queda en la dirección del propio vástago.

La sucesión de gìros elegida consiste en tomar, êh
primer'lugar, un giro en torno al eie X de la base de la
mangueta y, en segundo lugar, uñ gìro en torno al eje Y de
Ia base obtenida tras el primer gifo (ftg. V-7)..

DD

z

c

o
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x
D

v

Fig. V-7: Puntos de enlace y ejes de referencia del vástago

Estos giros dan 1ugar al cambio de coordenadas entre
la mangueta y e'l vást,ago, y êeuivalen al sistema de ángulos
de Cardan empleado en anteriores capf tulos, pero con e'l
prìmer giro, êrì torno al eje Z, nuìo.

Este cambio de coordenadas es invariable, ya que
triedros deT vástago y de la mangueta son solidarìos,
lo que e1 Transformer correspondiente a dicho cambis
de raz6n fija ¡rr: [o] ).

los
por

será

Se define, de modo simi 1ar, el cambjo de coordenadas
para la unión entre el vástago y e'l chasis.

Este último cambio de coordenadas será variable, yd
que la dirección deï vástago en relación al chasis no es
fija sino que varía con los movimientos de la suspensión y
de la dìrección,

E'l Transformer correspondiente a este cambìo será, por
consiguiente, variable (MTF: tA(t)l ).

Como punto de referencia, se ha tomado el punto D de
unjón con 'la mangueta.
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3 - Brazo inferior

Se toma el eje X cojncidente cón e'l eie de rotación de

la unjón con el chasis. El eie Y se toma de modo que e1

plano XY contenga a] punto C donde está sìtuada la rótu'la
de unión con 1a mangueta. El eie Z se toma de modo que se
complete un triedro trirrectángulo dextrógiro (Fig. V-8).

B

x

z

Bc
v

v

c

Fig. Y-8: Puntos de enlace y eles de referenci¡ del bra¡o infsrior

En 'la unión con 1a mangueta, aì haber una rótula, hay
tres giros posibles, debiendo definirse el cambio de coor-
denadas mediante una sucesión de tres ángulos de Cardan. La

elección de esta sucesjón de ángulos es arbitraria ya que

en una rótula no hay giros predeterminados como en otros
mecani smos. Con el f i n de aprovechar desarro'l los
anteriores, Sê elegirá el mismo sistema de ángulos de Car-
dan ya empleado.

En la unión con el chasis, la situación es más sen-
ci I la ya que hay un tlnì co gi ro perfectamente def i ni do. E'l

cambio de coordenadas se referirá únicamente a dicho giro.

si e'l eje de rotación de la unión con el chasis no

coincidiera con e1 eie longitudinal (X) del mismo' sería
necesario un cambio de coordenadas adjcìonal, dê raz6n
fija, eñ la unión con el chasis.

como punto de referencia se ha tomado el punto c de

unión con la mangueta.
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V.1.3 - Bond Graph del modelo üridimensional de susoensión
Mac Pherson

Basándose en todo lo anterior y en los modelos
sól ido rlgìdo sin masa, sê obt,jene et bond graph de
suspensión tridimensional Mac pherson (fig. V-9),

de
la

Como puede verse, la mangueta se une, con los enlaces
anteriormente expuestos, al brazo inferior (punto C), al
brazo de djrección (punto E), al vást,ago de1 amortiguador
(punto D) y a la rueda (punto O).

Al tratarse de un modelo de eólìdo sin masa puede ad-
mitirse una causa flujo en la unión I inferior, con lo que
se el imjna e'l elemento f nercia Nuta de la parte de
traslación del modelo de mangueta.

La unión elegida para Èomar la causatidad diferente ha
sido la unjón con la rueda. Ello se debe a los motivos que
se exponen a continuación.

En la unión entre el vástago y la mangueta, ya existe
la compliance de ìa suspensión, empleándose elementos
Muel I e Rf gi do en I as di recci ones perpendi cul ares a 'la
dirección de la suspensión con eI fin de tener el multibond
de enlace con ]a misma causalidad en todas sus componentes.
Dicho mu]tibond 11ega, por tanto, con causa esfuerzo al
bond graph de la mangueta.

En la unión con el brazo inferior no hay sitentbtocks,
existiendo elementos Muelle Rlgido en la unión de dicho
brazo con el chasis.

La unión de rotación de este brazo inferior con et
chasis, puede simpl if icarse emp'leando una rlnica puerta Com-
pliance trjdimensional, êrì la que las componentes y y Z

serían de alta rigidez, para impedir los movimientos
correspondientes t y la componente X serla de baja rigidez,
permitiendo los movimientos de Ia suspensión.

Dado que el brazo de suspensión es un sótido de masa
despreciable, sê elimina la Inercia Nula de la parte de
üraslación de su bond graph y I leva causa esfuerzo al bond
graph de la mangueta.
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Et brazo de dirección, también llevará al bond graph
de la mangueta grafos con causa esfuerzo, como se verá al
model izar la dirección.

El considerar causa f lujo en 'la unión con la rueda,
suponiendo ésta con masa, vå asociado a que no haya com-
pliances entre mangueta y rueda, lo cual no contradice la
realidad, yâ que en dicha unión no hay sìtentbtocks.

E] modelo de só]ido sin masa empleado hace innecesarjo
introducir ningún elemento Muelle Rlgido en este punto.

Para mayor simplicidad, sê ha considerando que no hay
compl iance entre el vástago del amortiguador y la
carrocer{a. No obstante, modelizar una compliance en este
punto no presenta mayores dificultades, aungue, entonces,
no puede el iminarse 1a Inercia Nula de la parte de
tras'lación del bond sraph de] vástago.

Todos los Transformer de posicìón (Tp:gC, TF:EO, etc. )
son de raz6n fija, salvo e'l correspondiente al punto de en-
lace D del vástago con la mangueta, que es de razón va-
riab]e (Uff:AD). Debe ser asf, ya que se trata de un punto
de posición varìable en el vástago.

v-2 I'ODELIZACION TRIDI TôNÂI fìtr IIN STSTtrMA Tìtr ÍITRFE-
CION DE CREI'IALLERA

Para realizar 1a modelìzación de un sistema de
dirección, se ha elegido e1 de cremallera, yâ que es uno de
ios más empÌeados en los actuaìes vehícu'ios de turismo.

En esencia, consta de una barra dentada, lâ
crema'llera, sobre la que actúa una rueda dentada, el piñón,
accionada directamente por el volante de dirección.

La cremal'lera se desplaza exactamente segrln el eie
transversal yoh deì chasis, teniendo restrìngidos todos los
demás movimientos.

Cada extremo de la cremal lera se enlaza, mediante una
rótula, a una barra. A su vez, cada una de estas barras se
enlaza, medjante otra rótula, a la correclpondiente
mangueta, sobre la cual va montada la rueda. Normalmente,
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estas barras son denominadas brazos de acoplamiento de la
dirección.

En la Figura v-10 se represênta esquemáticamente la
vista en planüa de una dirección de cremallera.

H
v /|E1 E2

F1 F2

Fig. V-10: 0irección de cre¡aller¡: vista en planta

V.2.1 - Planteamiento de la modelÍzación

una forma sencÍlla de modelizar la dìrección consiste
en ìntroducir, en el modelo de vehlculo con el gue se esté
trabajando, unas'fuentes de ftujo o de esfuerzo, gue actúen
directamente sobre las manguetas de modo que se hagan
variar a voluntad los ángu'los de gìro de la dlrección.

Sin embargo, sê desarrollarâ, una modelizacìón en la
que se considere todo el mecanismo de dirección, de modo
que puedan estudiarse tanüo los efectos de su diseño
geométrico como 1a interreìación de esfuerzos y movìmientos
entre las ruedas a través de'l mecanismo de direccìón, es-
fuerzos de la cremal lera sobre el chasis, esfuerzo sobre el
volante, etc.

Para el lor sê emplearán los modelos de só] ido
tridimensjonal presentados en ìos primeros cap{tulos de
esta tesis, desarrollándose una modelización de Ia
dirección similar a la desarroJlada para el sistema de
suspensì ón .
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v-2 2 rol lo deI lo

A efectos de moderización, se considerará erde dirección formado por tres sólidos (ver Ia Fig.
si stema

v-10):

La cremal lera (sól ìdo Fr Fe )
El. brazo de acopramiento izguierdo (sórido FrEr )Eì brazo de acoptamiento derecho (sólido FzEz)

El piñon que actrla sobre la cremalrera no se consideraen el modero. E'r contror del movimiento de ra cremal rera,que corresponde,ría a dicho piñón, se model izará med.ianteuna fuente de f t ujo actuante di rect,amente sobre elmovimiento linear, en er eje ycn, de ra cremalrera.

Los tres sól idos, indicados al princìpio, semodelizarán como sóridos de masa despreciabre con cr fin degue e1 modelo sea más sencillo.

A continuación se describe la forma en que están en-lazados cada uno de estos tres sóriJo", entre sí y con erresto del vehlcuro y, posterÍormenter sê discute raelección de los ejes de referencia y los puntos de enìacemás convenientes

Por últ,imo, se presenta eì bond graph det modelot'ridimensionar de ta di rección de cremal rera.

Las dos uniones internas entre loe tres sól idos de ìadirección, asl como ras uniones externas con ras dosmanguetas, son de tipo rótula esférjca.

unicamente la unión de la cremal lera con el chasis
corresponde a un par prismático con el movimiento permitido
sobre el eje transversal ych del chasis.

En ìa Figura v-r1 se representa esquemáticamente raestructura deï bond graph (word bond graph) del sistema dedirección de cremaJlera con indicación de las uniones.

1)
2)
3)
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A1 igual que en la modelización de la suspensión, hay
que elegir un sistema de eies de referencia en cada sólido
para poder definjr su orientacjón.

Empleando estos eies hay que definir también los pun-
tos de en'lace de cada sólido.

Se estudian a continuación estos aspectos en la
cremal lera y en los dos brazos de acoplamiento.

1-C 'l I era

Dado que su orientación respecto al chasis es fiia, Yã
que se enlaza al mìsmo mediante un par prjsmático, su

triedro asociado se definirá exactamente igual que el del
chasis con los ejes X, Y y Z dirigldos según los eies
longìtudjnal , transversal y vertica'l del vehlculo.

Como punto de referencia se üoma el punüo H de enlace
con el chasis.

Este punto
movible sobre el

se considera fiio sobre la cremal lera y

chasi s.
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Así se facitit,a la modelización, ya que ee hace fiia
la Tocal i zación de los dos extremos de 'la cremal ìera,
aunque se requiere euê, en la modelización del chasìs, el
punto H se localice mediante un Transformer de raz6n
vari abl e.

2 - Brazos de acoolamiento

Dada su orientación cercana al eje transversal Ych de
la cremal lera y del vehfculo, el eje Y del triedro asociado
al brazo se orienta en la propia djrección del mismo.

E] sentido de dicho eie Y se dirige hacia la izquierda
del vehfculo, independientemente de que se ürate del brazo
derecho o del izquierdo.

^ 
1- --.¡^-¡^^.:¡.- ¡^1 å-.:^¡-^ ¡^ ^^-la hrara êÂ 11aaa>Á

'l 
lÈl L,f lEi¡lUCf{¿ ltJl¡ IJE I t ! ¡9L¡¡ t, \¿E rJeuq vl e¿v es I levsr st

desde la cremallera, mediante un giro en torno al eie ver-
ticat del chasis (zorr) seguido de un giro en torno al eie
longitudinal (x) afectado por e1 primer giro.

V.2.3 - Bond sraoh del modelo tridimensional de la
dì rección de cremal lera

E'l bond graph del modelo de dirección de cremallera,
obtenido de acuerdo con lo anterior se muesüra en la Fjgura
v-12.

La cremal lera se une a los dos brazos en los puntos Fr

y Fz. Los Transformer MTF: (Fr ) y MTF: (Fz ) son los cambios
de coordenadas correspondientes a la diferencia de
orientación de los sólidos unidos.

Por eI punto H, la cremallera se une al chasis con una
unión prismática gue impide, mediante elementos Muelle
Rfgido, los desplazamientos en los ei€s Xch Y zah.

Sobre el eje ych
representa el control de

interviene una fuente de f 'luio que
la dirección.

Se 'interpone un coniunto de Gompl iance y Resistencia
para actuar con causa esfuerzo y evitar posibles picos de
esfuerzo.
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La comprìance es de arta rigidez para gue no se pierdaen exceso er contror der movimiento impuesto por ra fuentede flujo, ilientras que a Ja Resistencia hay gue darre unvalor adecuado para que cumpla la misión de evitar ras os-ci laciones que puede ocasjonar la presencia de laCompl i ance.

Por su parte, ros brazos se unen a ras manguetas enlos puntos Er y Ez, siendo en este caso ros TransformerMTF: (Er ) y MTF: (Ee ) 10s encargados de rear izar losnecesarios cambios de coordenadas.

A la vista der modero de suspensión representado en taFigura v-9, de ra unión con ras manguetas viene causaflujo' Der mismo modo, de ra unión, "n ra parte derotación, de Ia cremallera con el chasis, también vienecausa flujo.

sin embargor gracias ar empreo der modeìo de eór idosin masa' no son necesarios ros correspondientes erementosMueJle Rígido, habiéndose suprimido, 
"ìmultáneamente¡ Iascorrespondientes puertas rnercia de desplazamiento de losbrazos y de rotación de la cremallera.

Lo anterior permite unir directamente ras uniones 1 develocìdad angular de cremallera y chasis, tal como se re_presenta en la figura¡ siendo en realidad innecesario ergrafo que las enlaza, eì cual se ha representado únicamentepor motivos de claridad.

una vez desarror rados ros modeJos de suspensión ydi recc'ión, se expone a conti nuación su ensambraje en unúnico modelo conjunto, apto para ser ìntegrado directamenteen un modelo de vehfculo,

En la Figura V-lg se representa el esguema (word bondgraph) del modeto conjunto, incluyendo los dos lados clelvehfculo, y, en ra Figura v-r4r er boncr graph der modelocompleto de suspensión y dirección para uno soro de rosI ados.
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Los dos modelos se enlazan mediante rótulas entre los
brazos de djrección y las manguetas en el punto E, con lo
que sólo se requiere 'la restricción correspondiente a
desplazamientos, En esta restriccìón no es necesario in-
cluir ningrln elemento Mue'l ]e Rlgìdo dada 1a causatidad'det
modelo de suspensión empleado.

Las manguetas y los brazos de dirección contintlan en-
lazadas al resto de sus respect'ivos sistemas sin njnguna
otra variación.

V.4 - MODELIZACION TRTDIIIENSIONAL CON GEOMETRIA

SIMPLIFICADA DE LOS SISTE}IAS DE SUSPENSION Y DIRECCION

En algrin caso conviene disponer de un modelo tridimen-
sional de vehículo, en el que se consideren el chasis, las
ruedas y]a existencia de suspensión y dirección, pero s'in
que sea necesario contemplar en detatle la geometría de los
mecanismos de ]a suspensión y de la dirección.

También puede ser interesante empleer' un modelo
simpt if icado de suspensión y dirección só'lo en una parfe
del vehlculo con e'! f in de centrar los esfuerzos de una

modelización más compleia en otra parüe. Por ejemplo, puede

emplearse .la 
mode'l jzación simplifjcada en la parte trasera

del vehículo, reservando una modelìzación más compleia para
e1 tren delantero, ya que en é1 intervienen más sistemas.

Se expone a continuación una posible modelización con
geometrfa simpt ificada de los mencionados sjstemas de

suspensión y dirección.

v.4.1 - Desarrollo del modelo

La model izacjón sjmpl ificada de los sistemas de

suspensión y dirección que se propone, Sê basa en los
movimientos relativos fundamentales entre rueda y chasis.

Estos movimientos re'lativos
definen de la sjguiente forma:

entre rueda y chasis se

1) Movìmiento de djrección: rotación de la rueda
definida en torno al eie zah del chasis.
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2) Movimìento de suspens'ión: desplazamiento de la
rueda definido sobre el eje zch del chasìs.

3) Movimiento asociado a la propulsión y la
frenada: rotación de la rueda definida en torno a
su eje yr.

En la Figura V-15 se representa un posìble mecanismo
equ'ivalente sobre el que pueden def ini rse los movimientos
anteri ores.

Zoh

X"r¡

Fig, V-15: Sistema simplificado de suspensión y direccjón

Como puede verse, sê trata de un mecanismo sin
articulaciones, ên el que la suspens'ión cons'iste en un
sì mp j e par pri smáti co vert'icat y I a di recc'ión en una accì ón
d i recta sobre 'l a rueda.

Esta acción de la dirección se realiza mediante una
fuente de flujo, a través de una Compliance suficienüemente
rígida, actuante sobre cada rueda que tenga dirección.

Aunque podría ap] icarse a cada rueda con dirección una
acción diferente, tratando de sjmular el mecanjsmo real en
ej que las dos ruedas giran un ángulo distinto' la com-
plejidad de 'los cálculos auxi I jares necesarios para saber
qué flujo hay que introducir en cada instante para que el
ángulo g'irado sea el correcto, aconseia apl icar 

'

ô

!
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simplemente, 'la mìsma acción a las dos ruedas.

De acuerdo con el planteamiento de este modelo, entre
las velocidades angulares de la rueda y del chasis se

cumple la siguiente relación:

Orueda =Ochesie +õ+et

El ángulo õ es el girado por la mangueta respecto al
chasis (movimiento 1) y e' el girado por la rueda respecto
a la mangueta, es decir, lo que gjra eì rodamjento de rueda
(movimiento 3). Estos dos ángulos permiten definir perfec-
tamente la orientación relativa entre los dos só]idos.

El modelo simplificado que se pretende obtener estará
constituido por e] bond graph de unión entre los bond graph
de la rueda y del chasis.

En la Figura V-lô se representa el bond graph del
modelo simptifìcado de suspensión y dirección.

En esüa Figura, están incluidos, a la derecha, el bond
graph de un modelo de rueda y, a la izquierda, parte del
bond graph de un chasis.

De acuerdo con lo expuesto en el apartado "Ensamblaie
de sólidos" del Capítulo II, la unión entre los bond graph
de rueda y chasis tiene dos partes: ]a parte asociada a los
movimientos de traslación y 1a parte asociada a los
movimientos de rotación.

La parte asocjada a los movimientos de traslación,
contiene las uniones O que representan los movjmientos de

traslación, QUê no son otros que los de ]a suspensìón,
constituyendo por tanto la modelización simplificada del
mecan i smo de suspens'i ón .

Para modelizar los movimientos de traslación hay que

definir puntos de enlace tanto para la rueda como para el
chasis. Los movimientos de traslación son los movimientos
relativos entre dichos puntos de enlace.

Estos puntos no serán fiios respecto al chasis sino
que se moverán s i gu i endo ]os mov i mi entos de I a suspensi ón .
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Por tanto,'los Transformer correspondientes'
de'l bond graph del chasis, estarán modutados (MTF)

tercera componente por dichos movimientos.

dentro
en su

En lo referente a la rueda, el punto de enlace puede

estar en cualquier lugar de su eie geométrico de giro. En

la F'igura V-16 se ha supuesto que coincide con el centro de
gravedad de la rueda (Punto Gn ).

Los movimientos de trastación se representan por
unionäs O sjtuadas entre las uniones 1 que representan, en

una base comrln, las velocidades de los puntos de en'lace.

Dado que los movjmientos de suspensión se producen

sobre eI eje zc.h de ]a basie solidaria aI chasis, hay que

trabajar en dicha base.

Para el Io se introduce un cambio de coordenadas
MTF:(ö)(e,) que pasa de la base soljdaria a la rueda
(x"ty"'2"') a la base del chasis (xcrrYcr¡Zon)'

Previamente es necesario otro cambio de coordenadas
MTF:(o) que pase de la base x"y"z", sobre la que está
definida 1a un'ión 1 representatjva de la velocidad del
punto Gn de la rueda, a la base x" 'y"'2"' solidaria a la
rueda. Como puede verse, este cambio de coordenadas MTFI(€)
está dirjgido en dirección a la rueda' para realizar el
cambio de coordenadas en et sentido correcto'

Sobre la unión O correspondiente a la componente Zch

se colocan las puertas C y R, que representan respec-
tivamenÈe el muel le y el amortiguador de la suspensjón'

En las otras dos direcciones, Xch e Ychr en 1as que no

exjsten despJazamientos, sê colocan elementos Muel le
Rígido.

En lo referente a la parte asociada a los movimientos
de rotación, también se aplìca el procedimiento descrito en

el citado apartado de Ensamblaie de Só] idos'

E1 esguema de unión se sitúa entre las uniones 1 de

rueda y chasis, que representan las velocidades angulares
Or y Qc tr resPecti vamente

:iì
i..
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De las uniones 0 del esquema de unión parten las puer-
tas que sjmbolizan los movimientos relativos y que vjenen a
modelizar los sistemas de tracción/frenada y dirección.

Sobre la unión 0 de traccjón/frenada actúa una fuente
de esfuerzo, mientras que sobre la unión O correspondiente
a la dirección se ha introducido una fuente de flujo gue
actrla sobre la rueda a través de un conjunto de Compliance
y Resistencia para tener una causalidad y un comportamiento
adecuados.

V.5 - MODELOS BIDIMENSIONALES

A1 igual que con otros elementos del vehículo, se es-
tudian en este apartado los posibles modelos bidimen-
sionales de suspensión y de dirección, desarrollándose pos-
teriormente las mode'l izaciones que se consjderan más
i nteresantes.

V.5.1 - Consideraciones senerales sobre los modelos
bidimensionales de susoensión v dirección

A continuacìón, se discute el interés de cada uno de
1os tres pos'ibles modelos bidimensionales, XY, XZ e YZ,
para la modelización de los mecanjsmos de suspensión y de
d i recci ón .

V.5.1.1 - Modelos bidimensionales XY

E] modelo plano XY, tiene su principal ap] icación
el estudio del sistema de dirección.

en

El lo se debe a dos motivos:

Por una parte, à'l hecho de que el propio sistema de
di rección (cremal lera, brazos de di rección, etc. ) puede
considerarse, con gran aproximación, como un mecanismo con-
tenido en el plano XY.

Por otra parte, êñ una modelización bidimenaional como
la que se analiza, el p'lano XY del modelo coincide con el
plano de la calzada, siendo eì sistema de dirección el que
impone Ia trayectoria del vehículo sobre dicho plano de la
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cal zada.

De acuerdo con todo lo anterior, en relación con el
sistema de dìrección, pueden estudiarse en el plano XY
cuest,iones de tipo geométrìco y cuestìones de tipo
d i námi co.

Entre las de tipo geométrico, pueden citarse la in-
fluencia de la geometría del mecanismo de dirección sobre
el ángulo girado por cada rueda, el radio de gjro del
vehlculo, etc.

Entre las de tipo d'inámìco, cabe citar la influencia
del mecanismo de dirección sobre el comportamiento dinámjco
global deì vehfculo sobre la caìzada: carácter sobre o
subvi rador, estabi 1 idad dì reccionaì , interrelaciones entre
las dos ruedas, etc.

Para los sjsüemas de suspensìón, sin embargo, êl
modelo plano XY no es muy apl icable, ya que 1os movimientos
principales de la suspensión se producen en otro plano.

En el plano XY, lo único que podrla considerarse
relacionado con la suspensión, serla la variación de los
ángulos de convergencia producidos por la deformación en
los si lentblocks de la suspensión a causa de los esfuerzos
I ongi t,udi nal es y transversal es.

Sin embargo, aun en el caso de poder hacer una
model izacjón reducida al plano XY de los brazos de
suspensión, no podría contemplarse la variación del ánguto
de convergencia producida con los movimientos propìos de la
suspensión, variación que podrla'l legar a ser considerable.

V.5.1.2 - Modelos bidimensionales XZ

El modelo plano XZ, que estudia los movimientos y ac-
ciones contenidos en el plano longitudinal/vertical, no
tiene ninguna ap] icacìón sobre la dirección, ya que no in-
cluye el eje Y sobre el que aquella influye.

En 1o referente a la suspensión, es útil
movimientos de cabeceo o encabritamiento en
aceleración y frenada, cargas sobre los ejes,

para estudiar
maniobras de
etc.
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sin embago, salvo excepciones, como la suspensión debrazos arrastrados, la mayorfa de los sisüemas de
suspensión incorporan brazos u otros elementos gue no están
contenidos en el ptano XZ.

Por ello, el modero xz es de apticación limitada,
pudiendo emplearse cuando 1a suspensión sea de brazos con-tenidos en el plano xz, o bien en la realización deanálisis det comportamiento del vehículo en los que, aunque
se considere la existencia de suspensìón, no se considere,
en detal le, la geometrla de la misma.

Los modelos planos yZ, que estudian los movimientos y
acciones contenidos en el plano transversal det vehículo,tienen poco interés para la simu'lacìón ên dinámicavehicularr yâ 

-euê no permiten eontemplar eì desp-razamiento
del vehículo, el cual se produce, poF definìción, sobre eleje X.

Por el lo, estos modelos tampoco tienen mucha
apl icación en est,udios relacionados con 1a di rección, yague ésta sólo afecta aJ comportamiento del vehlculo cuando
éste avanza sobre su eje X.

Sin embargo, el modelo
uti I idad en el estudio de l
suspensi ón.

plano YZ es de especial
a geometría de sistemas de

En sistemas de suspensión independiente tan impor-^uantes como el sistema Mac pherson o el de cuadrilátero
articuìado, los movimientos del mecanismo se reducen
prácticamente al plano yZ.

E'l lo es debido a que ras articulaciones con el chasis
se di ri gen aproximadamente segrln el eje l ongitudi nal x y
los movimientos de desptazamiento en las columnas Mac pher-
son están práctìcamente contenidos en e'l plano yZ, ya que
los ángulos de avance suelen ser pequeños.

varios de los criterios que intervienen en et diseño
de los sistemas de suspensión independiente mencionados
pueden contemplarse con el modelo yZ.

v-32



Entre los principales se encuentran los siguientes:

1 - Local i zaci ón del centro efecti vo de ba'lanceo: Si el
centro de balanceo, ês decir, el centro instantáneo de
rotación de la carrocería alrededor de'l eje longitudjnal ,
se encuentra muy alejado del centro de gravedad, e'l par de
balanceo y, consecuentemente, lâ incl inación de la
carrocería en curvas serán grandes.

2 Deformación lateral del neumáticol Los desplazamientos
de 1a suspensión, ocasionadas por las irregularidades del
terreno, maniobras de aceleración o frenada, etc., pueden
originar desplazamjentos laterales en la zona de contacto
del neumático con la calzada. Si tales desplazamientos son
importantes, el desgaste de los neumáüicos será mayor.

3 Variación de la caida de la rueda: El ángulo de caida
puede variar tanto por la carga transportada por el
vehfculo, como por las fuerzas transversales. Su magnitud
depende t,ambién de la geometrla de la suspensión. El con-
trol del ángulo de caida es importante también ya que in-
fìuye ên el comportamiento deì neumático.

4 - Elevación de'l centro de gravedad ocasionada por esfuer-
zos laterales: Determinadas geometr{as de suspensión,
pueden producir elevación o descenso del centro de gravedad
cuando aparecen fuerzas laterales, Dichos movimjentos del
centro de gravedad afectan al par de vuelco.

Todas las cuestiones anüeriores están relacionadas con
e] diseño geométrico-cinemátìco de 1a suspensión.

Aunque la técnica de bond graph está djrigida
especialmente a análisis dinámicos, es también aplicable,
tal como se demuestra en el apartado III.1.2.1, a estudios
de tipo geométrico-cinemático como los mencionados.

Como conclusión derivada de las anteriores
discusiones, sê consìdera euê, en lo referente a los sis-
temas de suspensión y dirección, los modelos bidjmen-
sionales de mayor interés son et XY para la modelización de
la dirección y el YZ para la modelización de la suspensión.

De acuerdo con el1o, sê desarrollan a continuación
djchos modelos bidimensionaleç, aplicados a la suspensión
Mac Pherson y a la dirección de cremallera.
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V.5.2 - Modeto bidimensional YZ de la susoensión tlac Pher-
son

La modelización en el plano YZ se basa en el modelo
Èridimensionai , yd desarrsl lado, de 1a suspensión Mac
Pherson.

El modelo que se .desarro'l lará incluirá las suspen-
s'iones del lado derecho y del i zquierdo, con el f in de
poder estudiar su comportamiento conjunto (FiS. V-17).

Lado D Lado I

AD At

e
F.+

@@
I

?
l*u

rII

PD Pr

Fjg, V-17: Sistena de suspensión reducido al plano YZ

En este modelo, la mangueta es solidaria a la rueda.

sól ido mangueta-rueda se enlaza a tresDi cho
eI ementos:

Vástago del amortìguador, con unjón de tipo prismático
que incluye el muelle y amortiguador de la suspensión.

Brazo Inferior, con unión de tipo bulón (par cilíndrico)

9ue1o, a través de un coniunto compliance-resistencìa
bidimensional , representativo de 1a deformabi I idad del
neumáti co.
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Las uniones de la mangueta c
de dirección desaparecen en este

on la rueda y con el brazo
modelo, incorporándoser êncontrapart,ida, la unión con el suel o.

Los
se unen al

E1

sólidos brazo inferior y vástago del amortiguador
chasis mediante uniones de tipo bulón.

El bond graBh der presente modero bidimensional yz desuspension'Mac pherson se representa en la Figura v-1g.

Dado que este modero t,iene su pri nci par apr icación,
como ya se ha adelantado, ên estudios de tipo geométrico_
cinemático, y con el fin de simplificar la modelización, seemplean modelos de sótidos sin masa para todos Jos elemen-tos salvo para el chasis.

El sól ido chasis, que se incluye como imprescindible
elemento de unión de las dos suspensionesr sê considera coninercia, ya que ésta es muy grande en comparación con ladel resto de los elementos.

I lera

Este modelo también se basa directamente en el modetotridimensional desarrollado anteriormente. En la Figurav-19 se representa en esquema el sistema bidimensional a
model i zar.

x

v

Â, Ãe

E2

Fl F2

Fig. V-|9: Sistema de dirección reducido al plano Iy
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Las únicas diferencias con el modelo tridimensional,
además de reducir el sistema al plano XY, están en ìa
incorporación de algún sólido para completar el mecanismo,
ya que en este modelo bidimensionaì no existe ningún
elemento de 1a suspensión.

Así, se incìuyen los dos sólidos mangueta (ArEr y
AzEz), que antes no se habían incluido en el modelo de
dirección sino que formaban parte del modelo de auspensión.

Estos sólidos, que están articulados con el chasjs en
los puntos Ar y Az, en el presente modelo bidimensional re-
presentan también a las ruedas correspondientes, Þor lo que
constituyen el conjunto rueda-mangueta.

En este modelo tambjén hay gue incluir el chasis, al
menos en la parte correspondiente a los puntos Ar, Ae y H.

Con el fin de simplificar e1 modelo,
todos 'los elementos sin masa a excepción del

se consideran
chasi s.

En la Figura V-20 se
presente modelo bidimensiona'l

representa el bond graph del
de dirección.

V.6 - OBTENCION DE LAS CONDICTONES INICIALEE EN LA
SIMULACTON DE SISTET.IAS DE SUSPENSION

Para la simulación dinámica de cualquier sistema
vehicular, hay que defjnir las condiciones iniciales de las
variables de estado: desplazamiento de las Compliances,
velocidad de las Inercias y ángulos de orientación de los
só1 i dos.

En particuìar, para la simulación de sistemas de
suspensión, las condiciones iniciales que se tendrán que
definìr serán, normalmente, el desplazamiento de las Com-
pl iances y el valor de los ángulos de orientacjón de los
componentes del mecanismo.

Cuando el modelo de suspensión es sencillo y se con-
si deran pequeñas def 'lexi ones, resul ta rel ati vamenüe fáci l
establecer las condiciones injciales ya que entonces se
trata de un problema ljneal.
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Un ejemplo sería el modelo desarrol lado en el apartado
Y.4, basado en un par prismático entre rueda y chas'is,
orientado según el eje Z del chasjs.

En tat caso la deflexión inicial de los muelles de
suspensión depende directamente de la carga que gravita
sobre las ruedas, la cual es función del peso del chasis y
de la posición relativa, sobre el plano horizontal, dê la
rueda respecto a1 c.d.g. del chasìs.

Por otra parte, tampoco hay que definir la orientación
de ningún sólido.

Sin embargo, cuando se desarrollan modelos compleios
de suspensión contemplando la geometría del mecanismo'
tales como e1 modelo de súspensión Mac Pherson presentado
en apartados anteriores, la definicìón de las condiciones
iniciales no es inmediata, debido a que la geometría del
propio mecanismo es no lineal.

Una posible solución puede consìstjr en aplicar el al-
goritmo presentado por Breedveld para ]a determinacìón del
estado de equilibrio de un sistema t131.

Este algoritmo permite determinar el estado de equ'i-
librio de sistemas con inputs consüantes partiendo de su
bond graph

Se parte det hecho de gue'la existencia de equilibrio
en un sistema, implica que ha de haber fluio nulo en las
puertas Compliance y esfuerzo nulo en las puertas Inercia
del mismo.

De acuerdo con ésto, el prjmer paso del algoritmo con-
siste en reemplazar las puertas Gompliance por fuentes de
flujo nulas y las puertas Inercia por fuentes de esfuerzo
nu'l as .

La sustitución anterior puede, 1ógicamente' suponer
cambios en la causalidad. Et segundo paso consiste, por
consiguienter êrt reasjgnar la causatidad. Si aparecen con-
flictos de causalidad, puede significar que el sistema
tiene jnfinitos estados de equjlibrio o bien 9U€, por el
contrari o, no ti ene n'i nguno.

Una vez reasignada la causalidad, lo que supone que el
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sistema tiene un tinico estado de equi l ibrio, hay que en-contrar los inputs de las fuentes auxiliares que se han'introducido; es decir, hay que hal 1ar los esfuerzos gue in-troducen las fuentes de flujo nulas que sustitufan a las
compl iances y ]os f lujos gue introducen las fuentes de es-fuerzo nulas que sustit,uían a las fnercias.

E] conocimiento de estos inputs equivale ya a conocerla situación de equilibrio del sistema.

No obstante, la resolución del problema correspon-
dienüe no es inmediata ya gue en et bond graph aparecen
elementos no lineales, como los Transformer de cambio de
coordenadas, etc. para resolver este problema, pueden
emplearse métodos como er de Newion-Raphson, etc.. EncuaJguier caso la resolución requiere dos pasos: obtener eì
bond graph auxiliar descrito y resolver las ecuacìones gue
se obtienen de é1.

Una solución alternaüiva para la
problema objeto de este apartado, consìste
proceso iterativo como el siguìente,

resolución
en segui r

del
un

En
desde el
cai da,
esti ma,
de las
blocks,

A cont'i nuación se i ni ci a un proceso i terati voque se reaI izan sucesivas "simuIaciones
ânr¿.rtrar-lranr{a a'l -.i ^-^ -^J^ r -ei,¡ 'v'Y='v¡¡ar¡qii Ë i ñiì síno moûe io que sc va a empt-ear
simulación definit,iva.

primer lugar, tras definir 1a situación nominal
punto de vist,a estrictamente geométrico (ángulo deposición nominal de los mecanismos, etc. ), se

mediante cálculos aproximados, la deftexión inicìal
compl iances (muel Ies de la suspensión, si lent-

etc. ) .

en el
prev i as "

en Ta

En
reposo,
gravedad.

estas simulaciones previas, el sistema parte del
actúando' como acción exterior, rlnicamente la

En la primera de estas s.imulaciones, las condicionesiniciales del modelo son las correspondientes a las dos
mencionadas anteriormenter 9s deci r, la sit,uacióngeométrica nominal y la situación estimada de tensión enlas Compl ianees.

Al realizar esta simulación, puede ocurrir que el sis-
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tema experimente movimientos, o lo que es 1o mismo,
aparte de la situación geométrica nominal, o bien,
sistema no experimente movimientos aprecìables.

que se
que el

Si el sistema experimenta movimientos, sê varía la
fuerza ejercida por las Compl iances, modifjcando, para
e1'lo, su def lexìón inicial . A continuación, se vuelve a
efectuar otra "simulación previa" con las condìcìones
geométricas nominales y las nuevas condiciones iniciates
de deflexión de las Compljances,

Asl, se repite el proceso, hasta que el sìstema no ex-
perimente movimientos apreciables, momento en el cual las
condicjones iniciales empleadas son las adecuadas.

El procedimiento descrito tjene la ventaja de gue se
emplea el propio modelo de simulación para hallar las con-
diciones iniciales, sìn necesidad de real izar cálcu'los
auxi I iares.

Para final izar este apartado, hay que hacer una
observación para el caso de euê, en 'la simulación, sê
empleen las deflexiones de las Compìiances para definir
parámet,ros geométri cos.

Por ejemplo, en la modelización del vástago del amor-
tiguador Mac Pherson, sê define la situación del punto D de
contacto con el cuerpo deì amortiguador mediante el MTF:AD
cuya raz6n está modulada por la deflexión del resorte de
suspensi ón.

En tales casos, hay gue tener presente la influencia
que puedan tener las modìficacionea en la deflexión inicial
de las Compl iances sobre los citados parámetros
geométr i cos .

V.7 - EJEMPLO DE SIMULACION

En este apartado, sê expone un ejemplo de simulación
efectuado con un modelo bidimensional, con el fin de com-
probar su validez y ver el interés de su aplìcación.

Los ejemplos de apl icacjón d.e los modelos tridimen-
sionales de los sistemas de suspensión y d'ireccìón, se
efectúan en el Capítulo VI, con un modelo de vehlculo com-
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pleto en el que se incorporan dichos sistemas.

Et modelo que se va a emplear en er presente ejempro,es el modelo bidimensional yz de suspensión Mac pherson.

Este modelo per"mite apl icar los
expuestos, de diseño de la geomet,ría en el
suspênsiones independientes.

crì teri os,
plano YZ

ya
de

Para comprobarro, se apricará, a un caso de suspensióndelantera cuyas caracter{stìcas geométricas, representadas
en la Figura V-21, son las siguìentes:

=0
=0
=O
=0
=0
=0
=0
=O
=0
=O
=0
=0

'lv

locy
locz
lpcy
lpcz
1u

.14 m

.48 m

.03 m

.16 m

-35 m

.2Q +

.40 m

,32 m

.24 n

.50 m

.1138

.1297

9c

rad
rad

m

ha

da
h¡
de
T
q

F 6.5"
âr 7 .4"

A las anteriores caracterlsticas geométrìcas hay que
añadir los siguientes datos: Masa del chasis gue gravita
sobre el tren deJantero: soo Kg,; Momento de inercia: 127
Kg'¡¡z (50r det momento de inercia de balanceo del vehlculoentero); Rigidez transversal de los neumáticos: 5ooo0 N/m;Rigidez radial de los neumáticos: lSoooo N/m; Amor-tiguamiento transversal de los neumáüicos: looo N.s,/m;
Amortiguamiento vertical de los neumáticos: looo N.s/m;Rigìdez de los muelles de suspensión: IOOOO N/m; Caracte_rfstica de los amortiguadores de suspensión: z5o N.s/m(supuesta constante).

Para estudiar el baranceor sê efectuará una simulación
empleando como excitación una fuerza lateral actuante sobree] centro de gravedad del chasis (ftg. V-12). El valor dadoa dicha fuerza es de looo N y su dirección es ìa del eje y
de la referencia fjja.

v-42



D
D

v

BD

z
v

D

\¡

Br

c

dl d¡

AI

D¡

G

D
Þ¡I

I ocy

Fig. V-21: Definición geonétricô del ejerplo de ¡odeliz¡cién bidinensional Yl de suspensión

Disponiendo de este modelo' la localización del centro
ûeórico de balanceo realmenÈe no es necesarja, ya que se
hal I a di rectament,e el bal anceo produci do por I as fuerzas
I ateraì es.

No obstante, y con el fin de comprobar la validez del
modelo, se calculará. la situación del centro de balanceo a
partir de las velocidades efectivas de rotación y

traslación det chasis comparándose el resultado obtenido
con el encontrado mediante la construcción geométrica
convencional.

Dividiendo la velocidad efectìva del centro de
gravedad del chasis por la velocidad angular del m'ismo,
puede obtenerse ta distancia entre el centro de gravedad y
el centro de balanceo:

d=(Vvz+Vzz)r/ç

En la Fig. V-22 se representa la velocidad de balanceo
Q, en la Fig. V-29 la velocidad de traslación 8e9Ún el eie
transversal Vy, y en la Fig. V'24 la velocìdad de

E¡

+
Na

No
À

P
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traslación segrln el eje vertical Vz.

En dichas figuras, las curvas en trazo
rresponden a las simulaciones efectuadas
nominales del vehículo.

continuo co-
con los datos

E] valor de'la distancia d,
expresión anterior, êtl función del

calculado mediante la
tiempo es:

T (s) d (m)

o. 10 1.11

o,25 0.58

0.50 0.69

Et valor de la misma distancia d obtenido mediante la
construcción geométrica convencional r âÞt icada a la
situación nominal de partida, es de 0.4g m,

La diferencia se debe a que al aplicar la fuerza
lateral , rìo só1o se produce un movimiento de balanceo, sinoque también se deforman lateraTmente los neumáticos
incrementándose, ÞoF tanto, la velocidad vv y con ella el
valor de d.

Para demostrarlo, se efectúa una segunda simulación
dando a los neumáticos una rigidez diez veces mayor tanto
en sentido radial como transversal.

Los resultados obtenidos son los de las curvas de
*øar^ J.¡^^--¡.i-..^ J- r-- --f-vrêíze olsconEin'úo c¡e tas mrsmas Fìguras v-zz, v-zg y v-24.

Los valores correspondientes de ra distancia d son
entonces:

T (s) d (m)

0. 10 0.54

o.25 0.53

0.50 1.11

Como puede verse,
primeros momentos se

el valor de la distancia d
acerca ahora mucho más

en los
al vaJor
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Volviendo a los valores normales de rigidez de los
neumáticos, se efectrla otra simulación en Ia que la
excìtacìón consiste en aplicar una carga vertica'l Ce 100 Kg

sobre el chasis.

Se puede asl conocer e1 desplazamienüo lateral en la
zona de contacto del neumáticO Con el suelo como consecuen-
cia de los desplszamientos de la suspensión. En la Fig. V-
25 se representan los citados desplazamientos de las dos
ruedas.

teórico de 0.48 m. Cuando el
la situacjón geométrica ha
alejan del nominal.

También puede
caìda de las ruedas

conocerse la varjación del ángulo de
(Fig. v-26).

tiempo Èranscurrido es mayor,
cambiado y los resultados se

disminuir 5" 'la
pasando e1 ángulo

(configuración 3).

Tal como era de esperarr €rì ambos casos los resultados
son simétrìcos.

Para comprobar la jnfluencia del diseño de la
geometría de 1a suspensión, se efectúan otras simulaciones
variando las características geométricas del modelo inicial
(configuración 1 ).

La primera variación consiste en incrementar en 0.1
metros la longitud del brazo inferìor, permaneciendo
jnvariable el resto del sistema (configuración 2).

La segunda variación consiste ên
incl inación de los brazos inferiores,
formado con la horizontal de 6.5' a 1.5"

Como acción exterìor, se aplica en los tres casos una
excitacìón lateral de 1O0O N.

En la Fig. V-27 se recogen los ángu'los de ba'lanceo de

las tres confìguraciones.

según 1a construcción geométrica convencional, la
p¡imera vari aci ón ( conf i guraci ón 2) no afectaría a 'la
situación del centro de balanceo. Sìn embargo, puede com-
probarse euê, aunque menos que el cambio de la
configuración 3, algo sí que afecta.
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En la confìguración 3, puede comprobarse como,
efectivamente, eì balanceo es mayor, como corresponde al
hecho de que e1 centro de balanceo está a menor altura por
estar el brazo inferior en una pos'ición menos incl inada'

V.8 - CONCLUSTONES SOBRE LA I T7ÂETON TìF LOS SISTEMAS DE

SUSPENSION Y DIRECCION

En este Capítulo, sê han desarrol lado los modelos en
bond graph de los sistemas de dirección y suspensìón delan-
tera más habituales de los vehículos modernos.

La elaboración de los modelos se ha s'implif icado mucho
gracias al empleo de los modelos de só'l idos sin masa desa-
rrollados en el Capítulo III.

A1 considerarse en detalle la constitución de los
mecanismos, tanto en los que se refiere a los enlaces entre
los sóljdos como a la geometría tridimensional del sìstema,
se abren nuevas posibitidades en el análisjs del compor-
tamìento de ìos s'istemas, anál'isis que puede ser de gran
ayuda en e1 d'iseño

La modelización simplificada del sistema de suspens'ión
y dirección así como los modelos bidimensionales, son
modelizaciones rlti les en determinados anál jsis, como lo
demuestra el ejemplo expuesto de la suspensión bidimen-
sional YZ.

Sin embargo, 1os modelos completos tridimensionales de
suspensión y dirección son los que mejor permiten estudiar
dichos sistemas y su influencia en el comportamiento dej
vehlculo.

Las simulaciones con los modelos completos tridimen-
sionales de suspens'ión y dirección sê hacen en el Capítulo
VI, donde se modeliza un vehículo entero en el que inter-
vienen los citados modelos. Con dichas simulaciones se com-
prueba el comportami ento de 'los model os y se ven sus
posibì 1 ìdades reales.
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Gap{tu'lo VI

M()EIELIZ^A.CTON DEL VEHTCULO

VI.O - INTRODUCCION

En este Capítulo, se efectúa la modelización de un
vehlculo completo.

Para el lo, sê pante de los modelos de ruedas,
suspensión y dirección, ya desarrollados en anteriores
capítulos, y se desarrolla la modeìización del chasis.

A la modelizacjón del chasis no sê dedicó un capítulo
específìco, como en el caso de los demás elementos
mencionados, yd euê, como se verá a continuación, se trata
de una model ìzación relativamente sencì I 1a, por con-
siderarse simplemente como un sóIido rlgido tridimensional.

E1 modelo de vehículo completo se construye enlazando
los submodelos indicados, poniéndose asf de manifiesto 'la

ventaja de la t,écnica de bond graph de permitir conetruir
modelos complejos ensamblando submodelos preparados
previamente de forma independiente.

Una vez desarrollado el modelo completo de vehlculo,
se efectúan varias simulaciones para comprobar su validez y
sus posibi t idades

VI.1 - DESARROLLO DE LA MODELIZACTON

En la Fig. VI-1 se representa esguemáticamente el
vehlcuJo que se va a modelizar.

Este modelo se compone de un chasis al que ae acop'lan
los demás elementos de suspensión, dirección y ruedas,

En los siguientes apartados se expone Ia modelización
empleada para cada uno de dichos elementos.
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vr-1_1 Moda'l i ión deï chasis

El chasìs, o bastidor, es el elemento base del
vehícu'lo al que se acoplan todos los demás.

Como chasis se entiende aqul el conjunto formado por
el chasis propiamente dicho, bastìdor o estructura mono-
casco, y los elementos sol idarios a é1, como los elementos
de la carrocerfa, motor, acceeorjos, carga, etc., es decir,
todo lo que constjtuye la masa suspendida del vehlculo,
aunque, por simpl icidad, se hablará de chasis en lugar de
masa suspendìda,

Para la mode'l ìzación deI chasis se considerará a éste
como un sólido rlgjdo con posibiT jdad de moverse segtln las
tres di recciones det espacio,

Se empleará una base solidarja al mismo definida del
siguiente modo:

Eje Xch "': eje longitudinal del vehlculo, con sentido
positivo en la dirección de ]a marcha.

Eje l.^h"' : eje
positivo hacia el

transversal del vehlculo, con sentido
lado izqujerdo.

Eje zch"'2 eje perpendicular a los anteriores, formando un
triedro dext,rógiro, ésto es, con sentjdo positjvo hacia la
parte superior.

Se emplean asimismo las bases auxi 1 iares Xoh 'yah 'zch'
y Xch"ych"zçlt" cuya definición está asociada a'la de los
ángulos de Cardan.

El sistema de ángulos de Cardan que se empleará, es el
mismo ya utilizado en otros modelos, con ìo que se aplica
directamente toda la formulación obtenida. Está formado
por:

T = ángulo de rotación sobre el eje Z de ]a base XYZ
de la referencia fija. Pasa de dicha base a la base
Xch'ych'zch'. Puede considerarse como el ángulo de
guiñada (yaw).
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O = ángulo de rotación sobre el eje xcn'de la base
Xch'Ych'Zch'. Pasa de dicha base a la base
Xch "y.h''zch" . Puede considerarse como el ángulo de
balanceo (rol I ).

e = ángulo de rotación sobre el eje ycn !, de 'la base
Xch t'yoh t'zch" . Pasa de dicha base a la base
Xch " ty.h "'zch" '. Puede considerarse como el ángulo
de cabeceo ( pi t,ch ) .

El bond graph del chasis será el de un sólido con
varios puntos de enlace, puntos que corresponden a los de
unión con los elementos de Jos diferentes sistemas de
suspensión, dìrección, etc.

VI.i.Z - l,lodelización deÏ resto de tós elementos

Se trata
ruedas.

de los sistemas de suspensìón, dirección y

Para la suspensión deìantera, se emprea un sistema de
suspensión Mac Pherson para cada uno de ]os dos lados.

E'l modelo empleado es el descrito en el apartado V.1,
considerándose que la masa de sus elementos es
desprecì abl e.

cada modeìo de suspensión se acopla a la rueda corres-
pondiente en el punto oi, a la dirección en el puntc Er y
al chasis en ìos puntos Ar y Br, donde i=r para er rado iz-
quierdo e i=2 para e1 lado derecho.

Para cada uno de los lados det tren trasero (i=S,4),
se emplea el modelo simpl ificado de suspensión desarrol lado
en e] apartado v.4, que supone que los movimientos de
auspensión están restringidos al eje zcr'r, del chasìs.

Para el sistema de direccìón, se emplea el modelo de
dirección de cremallera desarrollado en er apartado y,z,
considerándose también que la masa de sus elementos eg
desp rec i ab'l e .

Este modelo de dirección se acopla a las suspensiones
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izquierda y derecha a través de los puntos Er (ì=1,2) y al
chasis a través del punto H, punto que es de posición va-
rìable en el mismo, desplazándose eobre su eje ych "'.

Para las ruedas se emplea el modelo desarrollado en el
apartado IV.1.

Las ruedas delanteras se acoplan al punto Oi (j=112)
de 'la suspensión correapondiente. Se ha supuesto que el
punto O, de enlace de la rueda con la mangueta, cojncide
con el centro de gravedad G de la rueda, con lo gue el
Transformer TF:OG desaparece.

En cuanto a las ruedas traseras, éstas se unen direc-
tament,e a los puntos Gs y Gr del chasis, puntos que son de
posición variable en el chasis en funoión de los despl aza-
mientos sobre el eje zch"' de las suspensiones correspon-
di entes.

En todas las ruedas se jncluye una modelización
simp'lif icada de los frenos, mediante una fuente de esfuerzo
que actúa sobre el eje y"' de 'la rueda y hace reacción
sobre ìa mangueta correspondiente, en eì caso de las ruedas
deìanteras, y sobre el chasis, en el caso de las ruedas
traseras.

VI.1.3 - Bond sraoh del modelo de vehlculo comoleto

En ìa Figura VI-z se representa e'l word bond graph del
modelo conjunto, euê se compone de ocho partes: cuatro
ruedas, suspensi ón de'lantera i zqui erda, suspensi ón del an-
tera derecha, dirección y chasis.

En 1a parte del chasis se incluye Ia suspensión
simpl ificada trasera que se mencionó antes, asl como la
modelización, también simplificada, dê lo que serla un sjs-
üema de tracción delantera. Para ello se emplea una fuente
de esfuerzo que actrla sobre el eje y"' de la rueda y hace
reacción sobre el chasis.

En 'la

componen el
Figura VI-3 se representan las ocho partes que

bond graph completo de1 modelo.
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Este bond graph consta de:

325
48
87
20
21

28
70

5

15
1

Grafos
Uniones cero
Uniones uno
Compl iances
Inerci as
Resi stenci as
Transformer
Gyrator
Fuentes de esfuerzo
Fuente de flujo

El sistema modelizado contiene catorce sóìidos:

rueda I
rueda 2
rueda 3
rueda 4
chasì s
cremal lera de dirección
brazo de dìrección izquierdo
brazo de dirección derecho
mangueta izquierda
brazo jnferior de suspensión izquierdo
vástago del amortiguador izquierdo
mangueta derecha
brazo inferior de suspensión derecho
vástago del amortiguador derecho

Los cinco primeros se consideran como sólidos normales
con masa, y Jos nueve restantes se considera que son
sólidos sìn masa.

A efectos de obtención de ecuaciones, el modelo tiene
las si guientes componentes:

21 elementos Inercia, con un total de 59

componentes.

20 elementos Comp'liance, con un total de 53
componentes.
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15 ángulos de Cardan, de orientación absoluta
de los cinco sólidos con masa.

42 ángulos de Cardan de orientación relatjva
entre sólidos, correspondientes a las catorce
uniones siguientes:

A1 :
A2:
81 :
B2z
Cl :
C2:
El:
E2z
Fl:
F2:
Gl :

G2:
G3:
G4:

mangueta 1 - chasis
mangueta 2 chasis
brazo inferior de suspensión I - chasis
brazo inferior de suspensión Z chasis
mangueta 1 - brazo inf, de suspensión l
mangueta 2 brazo inf. de suspensjón z
mangueta 1 - brazo de dirección i
mangueta 2 brazo de di reccj 6n Z
brazo de direc. I chasjs (cremallera)
brazo de direc. 2 chasis (cremallera)
ruedal-manguetal
rueda 2 mangueta 2
rueda 3 chasis
rueda 4 - chasis

La orientación relativa entre cremallera y chasis no
es necesaria, ya que ambos só'lidos se unen a través de un
par prìsmático de deslizamiento.

Hay que indicar que en este modelo no se han empleado
más que elementos convencionales, no haciendo uso de
e'lementos rnercia Nula nì elementos Muet ]e Rlgido para la
modelización de sólidos de masa despreciabte, restrìc-
^i^^^^ 

¡{'a E^ a..--- L-- ^-^- t - - rv rvrrscrr çtùrr. Erl ÞLl lugar r Ël3 flafl €tmp leaqo InClfGlAS y UOm-
pliances convencionales de pequeño valor. En la Figura vr-
3, dichas rnercias de pequeño valor se han señalado con el
símbolo rN, mientras que para Ias compl iances se ha
empleado el símbolo normal (c), acompañado de la indicación
MR para indicar en qué componentes hay restricción.

EI total de
siguiente de:

ecuaciones diferenciales es por con-

59 + 53 + 15 + 42 = 169 ecuaciones diferenciales

Este número es el mínjmo, con el que se obtienen los
ángulos de cardan, a partir de las velocidades angulares de
los só]idos, Ios deeplazamientos de las compliances, a par-

VI 12



tir de sus flujos, y las velocidades de las Inercias,a par-
t,i r de sus esfuerzos.

En el Anexo se recogen las ecuaciones del modelo y la
definición de las variables de estado.

Si hay que obtener ]os desplazamientos de las inercias
u otras variables, lâ cantidad de ecuaciones se incrementa
segrfn e'l número de nuevas variables que se desee obtener.

Hay que indicar, Þor rf ltimo, que para trabajar con las
orientaciones relativas entre sólidos, en cada una de las
unìones 41, A2, 81, B,2, Cl, C2, E1, F,2, F1, F2, Gl, G2, Gg
y G4 se ha empleado un rlnico Transformer de raz6n'la matriz
producto de las correspondientes tres matrices normales de
cambio de base: [r]. [o]. [g].

VT..z EJEMPLOS DE STMULACTON

Se desarrolla en este apartado la apllcaoión del
modelo descrito a un caso concreto, con el fin de real izar
a'lgunas simulaciones con el mismo.

Los parámetros geométricos de'l modelo corresponden al
vehfculo de 1a Fig. VI-1 y se definen de la siguiente
forma:

l-Posición de] centro H de la cremal'lera respecto al c.d.g.
del chasis:

HGX = -.8
HGY=X(170)-x(47)
HGZ = ,2

En la componente transversal (eje y), el sumando
X(17O) es el desplazamiento impuesto por la fuente de
flujo que rêpresenta el input de dìreccìón, y se ob-
tiene ìntegrando dicho flujo. La variable X(47 ) es el
despl azamlento de la compliance jnterpuesüa entre
dicha fuente de flujo y la cremallera.

2-Posición de 1as ruedas traseras respecto al c.d.g. del
chasi s:
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G3GX = 1.5
GSGY = -.72
cScZ=.518-X(5o)

G4GX = 1.5
G4GY =..72
G4GZ=.518-X(53)

El valor nominal de la tercera componente ês, en
reposo, de 0.3 metros. Pero est,e valor varf a en
función de los desp'lazamientos de las Compl iances de
suspensión, correspondientes a las variables X(50) y
X(53). La deflexión inicjat de estas Compliances es de
1115x(1/2.5)x0.5x9.8/10000=A.218 m, de donde se ob-
tiene el valor del término fijo de esta tercera
componente.

3-Posición, respecto al c.d,g. del chasis, de la arüicu-
lación con el chasis deì extremo superior det vástago del
amorti guador:

AIGX = -1
Al GY = -.6
AIGZ = -.2

AZGX = -1
A2GY = .6
AZGZ = -.2

4-Posición, reapecto al c.d.g. del chasis, de la articu-
]ación con el chasis del brazo inferior de suspensìón:

BIGX = -1
B1GY = -.4
BIGZ = .46

B2G

82G
B2G

-1
.4
.46

X=
Y=

5-Posición de los extremos Fl y FZ de la cremal lera respec-
to al centro H de la misma:
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FIHX = O

FIHY = -,4
F1HZ = O

FZHX = 0
F2HY = .4
FZHZ = 0

6-Posición relat,iva de los extremos F y E de los brazos de
dì recci ón:

FEIX = 0
FE1Y = .325
FE1Z = O

FEZX = O

FE?Y = -,325
FE?Z = O

7-Vecüor que va desde el punto de contacÈo de la rueda con
el suelo al centro de Ia rueda:

PGIX = O

PG1Y = O

Pclz = .3 X(3)

PG2X = O

PGZY = 0
PG?Z = .3 X(8)

PGSX = 0
PG3Y = 0
PG3Z=.3-X(13)

PG4X = 0
PG4Y = O

pG4Z = .3 X(18)

E] radìo de la rueda está corregido por la componente
vertical det desplazamiento de 1a Compl iance de
deformación det neumático correspondiente (variables
X(a), X(8), X(13) y X(18)).
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8-Posición de los puntos c, D y E de la mangueta respecto
al punto O (centro de la mangueta, que se ha supuesto
coincidente côh èl centio G de la ruéda).

CGIX = 0
OGIY = O

CGIZ = .16

CG2X = 0
cG2Y = o
CG?Z = .16

DclX = 0
DG1Y Ê .12
DGi Z = -.3

DG2

DG2

DG2
,12
.3

X=0
Y=

EGl X
EGl Y
EGl Z

= .14
=O

EG2X = ,14
EG2Y = O

EG?Z = -. 1

9-Posición relativa de los puntos A y D del vástago del
amortj guador:

AD1X = 0
ADIY = O

ADIZ=-.528+X(23)

ADZX = 0
AD?Y = O

ADZZ=-.528+X(32)

El valor nominal de la tercera componente en reposo es
de 0.2 metros.

Este valor varía en función de los desplazamìentos de
las compliances de suspensión, correspondientes a ìas
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variables X(23) y X(32). La def lexión in'icjal de estas
Compl i ances es de 1 1 1 5x (1 .5/2.5 )x0.5x9.8/1 0000=0.328
m, de donde se obtiene el valor del término fijo de
esta tercera componente.

lO-Posición relat,iva de los extremos de los brazos in-
feriores de suspensjón:

BCIX = 0
BCI Y = .32
BC1Z = 0

BC2X = 0
BC?Y = -.32
BCZZ = CI

De acuerdo con los datos anüeriores, lâ bat,alla es de
2,5 metros, la vla de 1.44 metros, êl reparto de pesos es
de 60Í delante y 4Ar( detrás.

Se ha considerado que et eje de la articulacjén del
brazo inferior con chasis está orientado en la dirección
longitudinal del chasis (xcrr "').

También se ha considerado que
orientación relativa entre el vástago del
mangueta es nulo.

el ángulo o de
amortiguador y 1a

Otros datos del vehlculo con el que se van a ralizar
las simulaciones son los siguientes:

I 1-Rigidez neumáticos (N/m) :

CNX = 50OOO

CNY = 50000
CNZ = 15O00O

1 2-Amorti guamiento neumáticos (N.s/m) :

RNX = 1OO0
RNY = IOOO
RNZ = 1OOO
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13-Rigidez 'Euspensiones delanteras y traseras (N/m'):

GSD = 10000
csT - 1o0o0

14-Amortiguamiento de Ias suspensiones delanteras (N.s,/m) :

RSD = 950

15-Amortiguamiento de Ias suspensiones trâseras (N.s/m) :

RST = 950

t6-Masa ruedas (Kg):

MR = 15

17-Momentos de inercia ruedas (Kg.m2):

IRX =
IRY =
IRZ =

.24
Ã

.24

l8-Masa chasis (Kg):

MC = 1115

19-Momentos de lnercia chasis (Kg.m2):

Z0-Coeficientes deriva y desl izam{ento:

Cd = 60000 (N/rad)
Cs = 50OOO (N/u.s. )

= 25O

= 1400
= 15O0

rcx
ïcY

zcI
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Como en anteriores capltulos, y por simplicidad, sê
han considerado de valor consüante varios parámetros que en
realidad son varìables, como la característica de los amor-
tjguadores o Jos coeficientes de deriva y deslizamiento de
los neumáticos.

Para las simulaciones que se describen a contiunación,
se parte de una situación estacionaria de velocidad cons-
tante de 3.95 m/s.

Esta situación se ha alcanzado aplicando una fuente de
esfuerzo para acelerar el veh{culo durante un tiempo
determinado. Se comprueba que eI sistema se comporta co-
rrectamente en todos los sentidos: la velocldad que ad-
quieren todos los elementos es la adecuada, el único
movìmiento del chasis es de cabeceo, etc

En los apartados siguientes se exponen algunas de las
simulaciones real izadas con el modelo, consistentee en
maniobras que afectan a los tres ejes del espacio: una
maniobra de frenada, guê afecta prìncipatmenüe al eie
'longitud'inaì, una apl icación de carga sobre el vehlculo'
que afecta al eje vertìcal, y una maniobra de djrección
para esquivar un obstáculo, guê afecta al eie transversal '

VI.2.1 - Simulación de una maniobra de frenada

Se parte de la sìtuación de velocidad constante antes
citada y se aplica, a partìr del insüante T=0.1 seg., uñ
par de frenada de valor 50 N.ffi êrì cada una de las cuatro
ruedas,

La velocidad del vehículo decrece desde los 3.95 m/s
in'iciales hasta 3.57 m/s durante los 0.6 segundos en que
actúa el par de frenada, lo que supone una deceleración de
( 3. 95-3 .57 ) /O.6 = O.63 mlsz .

E] esf uerzo 'longi tudi nal total aproximado, con-
sjderando un radjo efectivo promedio de las ruedas de 0.275
m, es de:

50 (N.m) x 4

o.276 (m) =727N
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La deceìeración obtenida es practicamente ìgual a la
teórìca que serfa 727 N / 1115 kg = 0.65 m/sz. La pequeña
diferencia existente se debe a que inüervienen otros muchos
factores como el deslizamiento longitudinal del neumático,
la inercia de las propias ruedas, etc.

Entre' otras cosas, el modelo permite, por ejemplo,
conocer ]a distribución de esfuerzos en los mecanismos de
suspensión y dirección.

En efecto, considerando el instante T=0.7 seg., sobre
los puntos A (unión del punto superior de la suspensión al
chasis) y B (unión del brazo inferior al chasis) actúan los
siguientes esfuerzos, expresados en Newtons, según los ejes
de la referencia solidaria al chasis:

Xch t t t ãch"'

Punto A 25 3380

Punto B -239 21 .6

En la Figura VI-4 se representa, como ejemplo, la
evolución a lo largo del tiempo de uno de estos esfuerzos:
e1 'long'it'udinal en el punto A, alcanzando a'l f inat el valor
de 25 N que se indica.

Puede comprobarse como el esfuerzo horjzontaì respon-
sable de la frenada se aptica principalmenÈe en et punto B
(e3g N) y esüá djrigido hacia atrás, tal como era de
esperar. Sin embargo, en el punto A el esfuerzo lon-
gÍtudìnal se dirige hacia adelante, 1o que se debe a gue la
reacción al par de frenada se apìica sobre la mangueta.

En ìa componente vertical del esfuerzo en el
se incluye la carga sobre cada rueda delantera,
reposo es de (1.5/2.5) x 1115 x 0.5 x 9,8 = 3278 N.

punto A,
gue en

Teniendo en cuenta que el cabeceo de'l vehlculo en el
instante T=0.7 seg. es de o.olz radianes (ver Figura vr-s),
el esfuerzo total en cada una de las ruedas delanteras es
de:
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5,008+01

4,008+01

3, 0BE+01

¿, 0ø[+01

l, 008+01

0,008+00

-1, 00[+BI

-3, 0øE+01

-3,008+0I

-4,008+01

-5, üB[+0I

¿, BøE-0e

1,608-82

l, e0E-0¿

g,00[-03

4, gøE-03

0,008+00

-4, EøE-03

-8, 008-03

-1, AøE-0A

-1, 60[-01

-2, 008-0e

0,60

0,08 0,0?

0,0? 0, 14 0, ¿l 0, äB 0,35 0,4¿ 0, 49 0,56

0,56 0,63 0ï (ses,

0;63 0, ?0ï (seg, )
Fig, VI-1: llaniobra de frenada: esfuereo longitudinal en el punto A,

0, 14 0, ?l 0, ¿ü 0,35 0,4¿ g, 4g

Fig. VI-5: llaniobra de fren¡da: ángulo de cabeceo.
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(ZS egg).COS(O.012) + (3380 + 21.6).SIN(O.012) = -173 N

Considerando que el esfuerzo obtenido en la unión de
las ruedas traseras al chasis es de lgg N, se comprueba
como la suma tot,al de esfuerzos concuerda con la previsión
aprox'imada que se había hecho:

2x173+2x188=722N

VI.2.2 - Simulación de la aplicación de una carpa vertical

En este caso, sê simula
vertical y hacia abajo de
gravedad del chasis.

la apl icación de una carga
2OOO N sobre eì centro de

En la Figura VI-6 sc recogc 'la def'lexjón de los
muel les de suspensión delanteros ( I ínea continua) y
traseros (l inea discontinua).

5, 008-üI

4, ü0[-01

3, ü08-61

e, 00[-01

l, 008-0I

E. EOE+OE

-1, 00[-01

-3, 00[-01

-3,08[-Bl

-4.008-01

-5, 008-0I
0, 00 0, 4g B, g$ 1,4? 1, g6 e,45 ¿, 94 3, 43 3, g¿

Fig. VI-0: llaniobra de carga: Deflexión de los nuelles de suspeneiôn.

4,41 4,90
T (seg, )

La deflexión es siempre superìor en el eje delantero
ya que éste está más cerca del centro de gravedad del

-----.-F'
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vehículo y se ha supuesto que todos los muel'les de
suspensión tienen la misma rigidez (1O0oo N/m). El in-
cremento observado en la deflexión del eie delantero
resulta ser de O.O5 m.

En la
transversal

Figura VI-7 se repreaenta el desplazamiento
de los centros de las cuatro ruedas.

En la llnea discontjnua realmente se superponen dos
I fneas, euê corresponden a los desplazamientos de las dos
ruedas traseras. Las lineas continuas corresponden a los
despl azami entos de I as ruedas de'lanteras.

l,0BE-0¿

û,008-03

6,008-03

4, B0E-03

a,0EE-03

0,08[+08

-e, 0BE-03

-4, B0[-83

-6,008-83

-B, 008-93

-1,008-83
0,00 0,49 0,98 l,{? 1,96 3,45 2,94 3,43 3,93 4,41 4,98

T (seg, )

Fig, VI-l: llaniobra de carga: 0esplazaniento tr¡nsver¡al de los centros de las ruedas.

Como puede verse, las ruedas traseras no sufren ningún
desplazamiento lateral, como corresponde a1 hecho de que en
]a modelización de la suspensión trasera se ha empleado un
modelo simpl ificado que no considera la existencia de
ningún mecanismo.

Sin embargo, las dos ruedas delanteras sufren un
desplazamiento lateral función de la deflexión de la
suspens'ión. Puede verae como ambas ruedas se desplazan Io
mismo en valor absoluto pero en sentido opuesto, tal y como
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era de esperar.

Puede ca'lcularse aproximadamente el valor que tendrá
dicho desplazamiento. En efecto, considerando que la
deflexión vertical de ta suspensión delantera es de o.o5 my el brazo inferior tiene una longitud de 0.32 m, dicho
brazo inferior sufri rá un gi ro aproximado de
Arctan (O.O5lO.32) = O. 15 'rad.

Eï desplazamiento según el eje transversal (y), del
extremo de dicho braZo será de 0.BZ x (t COS(O.tS)) =0.0035 m, valor euê, como puede comprobarse, concuerda
aproximadamente con el obtenido a través de la simulación.

En ]a Figura VI-8, hay dos fami'l ias de curvas. Las de
mayor valor absoluto representan ìos ángulos girados por
los brazos inferiores de suspensión arrededor del eje lon-gitudinal (xcn "') del vehfculo.

2,508-01

¿, 0EE-01

l' 508-01

L 00[-01

5,008-01

0,0ø[+00

-5,üBE-0ä

-I. BøE-üI

-1, 508-01

-4, üEE-oI

-ä, 50[-01
0,0ü t,49 0, gt l, {? I, g6 e,45 ä,94 3,43 3,9¡ 4,41 4,90' T (seg, )

Fig. YI-8: l,l¡niobra de carga: Rotación de los brazos inferiores sobre el eje xri"'
y por Ia nangueta sobre su eje zr'".

Puede verse como el
ferìores es al final de
previsto antes,

ángulo girado por los brazos in-
0. 15 rad, t,al como se había

I.
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En la misma Figura VI-8, las curvas de menor valor
absoluto, representan los ángulos girados por la mangueta
alrededor de su propjo eje vertical (zn"').

Es importante comprobar la aparición de estos pequeños
movimientos de rotacjón de la mangueta, gue suponen la
variación, a causa de la carga, del ángulo de convergencia
del tren delantero del vehículo.

VT.2.3 - Simulación de una maniobra de dÍrección

Partiendo de la sit,uación de velocidad estabi l izada en
línea recta, eê simula eà esta caso la realización de una
maniobra de dirección consistente en una sucesión de
movimientos opuestos deÌ volante.

En la Figura VI-g, 'la curva de menor amplitud repre-
senta el desplazamjento que se ha impuesto a la cremal lera
sobre el eje transversal del chasis, Este movimienüo de la
direccjón es el que se reaJiza para cambiar de carril en la
caI zada.

5,008-02

4, ø08-04

3, E0E-0e

¿,008-03

l, 008-02

0, ø08+0ø

-I, E0E-0e

-8. OEE-E¿

-3, E0E-0ä

-4,008-0¿

-5, 0EE-0¿
0, 00 0, 35 E, ?0 l, E5 1, 40 1, ?5 ¿, I0 ¿,45 e,80 3,15 3,

T (seg, )

Fig. VI-9: l,laniobra de dirección: Desplazaniento de l¡ cren¡llera y ángulo gir¿do por las nanguetaa.
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En la misma Figura VI-g, las curvas de mayor amplitud
representan los ángulos girados por 1as manguetas en torno
a su eje vert'ical , es decìr, los ángulos de dirección de
las ruedas.

Teniendo en cuenta que la distancìa existente entre el
eje de gìro de la mangueta (Ifnea A-C) y el punto E de
acoplamiento con el brazo de dirección es aproximadamente
de 0.14 m, y que el desplazamiento máximo de la cremallera
es de 0.005 m, el gjro de dirección de la mangueta debe ser
aproximadamente de Arctan(0.005/0.14) = 0.0357 rad.

Puede verse como el giro de dirección obtenido con la
simulación concuerda con Ia previsión hecha aungue se man-
tienen pequeñas diferencias entre los dos lados a causa de
la const'itución del mecanismo de dirección.

En la Figura VI-10 se representa la velocidad angular
de guiñada del vehículo.

5,4e8-B¿

4,348-0¿

3, A5E-0¿

e,1?E-02

l. 0$E-02

0, B0E+80

-1,088-Be

-?, l?E-Be

-3, e5E-0e

-4,348-øe

-5, 4¿E-01
0, 00 0,35 ø, ?0 l, 05 1,40 l, ?5 e, l0 ¿,45 ¿,80

Fig. VI-l0r }laniobr¡ de di¡ección: Yelocidad de guiñada del vehfculo.

3, 15 3,5ø
T (seg, )

Como puede verse, lâ velocidad angular
sigue aproximadamente los movimientos del

de guiñada
volante de
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dirección, aunque en los instantes finales se observa como,
aì reemprender la 'l ínea recta, el vehículo todavía no se ha
estabi I izado completamente.

Partiendo de la batal1a de'l vehículo (2.5 m) y del
ángulo de dirección (0.0357 rad), sê deduce que el radio de
la curva es de Rc = 2.5/SEN(0.0357) = 7O m. La velocidad de
guìñada es igual a la velocidad de desplazamiento del
vehículo partido por el radio de 1a curva, ês decir,
3.95/70 = 0.056 rad/seg, va'lor que concuerda con el ob-
tenido en la simulación.

En I a Fi gura VI- 1 1 se representa 'la trayectorì a del
vehículo sobre el terreno.

8, 50

0,40

8,30

0, eB

0, I0

0,0ø

-0, IE

-0, ¿B

-8,30

-0,48

-0,50
0,08 1,50 3,0ø 4,58 6,00 ?,50 9,00 10,50 1ä,EB 13,58 15,øB

Fig. VI-11: l,laniobra de dirección: Trayectoria del vehículo sobre el terreno,

VI.3 - CONCLUSIONES SOBRE LA MODELIZACION DEL VEHICULO

En este Capítulo se ha culmjnado el proceso de
construcción de un mode'lo completo de vehículo, mediante el
ensamblaje de los submodelos previamente elaborados.

Los ejemplos de sìmulación efectuados con este modelo
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completo de vehículo, han puesto de manifiesto tanto la
validez del propio modelo como su capacìdad para considerar
efectos que otros modelos menos sofisticados no tienen en
cuenta.

En estos ejemplos, se han resaltado sobre todo los
aspectos geométrìcos derivados de la consideración de los
mecanismos tridimensionaîes de suspensión y dirección.

El Io es debido a euê, por una parte, Þodían estimarse
previamenùe varìos de los resultados que deblan obtenerse
Y, por otra parte, a que se con6idera relativamente
novedosa la modelización en bond graph de un vehículo com-pleto considerando la constitución geometrica tridimen-
sional de los citados mecanismos.

La influencia de los efectos puestos de manifiesto en
los resultados, aunque pequeña en er easo exBuesÈo, en
general no es desdeñable, ya que si el diseño geométrico de
los mecanismos fuera otro menos convencional, efectos como
la variación de la vla o de la convergencia con la carga
podrían ser mucho mayores.

Aunque las simulaciones mostradas han buscado más
poner de manifiesto tanto la val idez del modelo como sus
capacidades de tipo geométrico, es obvio que este modelo es
perfectamente apf icable a maniobras en las gue la influen-
cia de los efectos dinámicos de las ruedas o 'del compor-
tamiento de los neumáticos fuera mucho mayor, como por
ejemplo, en el caso de altas velocidades.

Puede conc'lui rse guê, con model os como er desarro-
llado, puede hacerse un estudio dinámico compreto de la
cinemático y dinámica de sistemas vehicurares complejos.
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Gaf¡f tur -l o VI I

GONCLIJSI()NE-S

A lo largo de los anteriores Capltulos se ha desarro-
llado el pr6ceso de construcción moduìar de un modelo
vehicular compleio

Tras 'la Introducción det Capftulo I, se ha comenzado'
en el Gapltulo II, haciendo recopilación y análisis de los
modelos, formu'laciones, nomenclaturas, et6. necesarios para
1a correcta modet ización de los sistemas mecánicos
vehiculares obieto de esta Tesis.

Posteriormente, êñ el Capftu]o III ' se han desarro-
1 lado nuevas model izacionea para sistemas mecánicos
complejos, pensadas para su uso en la modelización de sis-
temas vehiculares, pero aplìcables en cualquier mecanismo
compuesto por sót idos rfgidos.

A contjnuac.ión, en los capltulos IV Y v, y haciendo
uso de los resultados de los Capltulos anteriores, 8ê han

desarrol lado modelos compleios de elementos y slstemas
vehiculares: ruedas, suspensiones y dirección.

Por último, en et capltulo VI, s€ ha consüruido un

modelo completo de vehlculo en el que se ensamblan, como

módulos, los modelos desarrol lados previamente

Se resumen a continuación las principalee aportaciones
realjzadas en los anteriores Capltulos, Y las conclusiones
que se deducen tanto de las discusiones efectuadas en |a
elaboración de los modelos como de los resultados de las
simulaciones real i zadas.

Por rf ltimo, se exponen las que se consideran futuras
lineas de investigación que pueden desarrollarse a partir
de los trabaios aqul exPuestos.
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VII.l - PRINCIPALES APORTACIONES Y CONCLUSIONES

En el Capítulo III, se ha desarrollado la técnica de
modelización de só'lidos de masa despreciable y la técnica
de modelización de las discontinuidades en los enlaces
entre sól idos,

La técnica de modelizacìón de sólidos de masa
despreciable es aplicable en todos aquellos sjstemas que
incorporan sólidos cuya masa puede despreciarse frente a 1a
masa de los demás sólidos del sistema, pero que son capaces
de transmitir esfuerzos de todo tìpo comportándose como
$ól idos rígidos.

Esta técnica de model ización tiene las sìguientes
caracterlsti cas:

Pueden modelizarse sólidos con masa desprecìab'le de
dos o tres dimensiones y con cualguier número de puntos de
enl ace.

Permìte una mayor sencjllez en la modelización y en
1a formulación de ecuaciones de cada sólido ya que se
eliminan al menos un elemento Gyrator (dos si se dispone
del elemento IN), la Fuente de Esfuerzo de accjón
gravitatoria, varios bonds y Transformer (por el hecho de
cons'iderar sólo los puntos de enlace det sól ido, no el
c,d.g, ) y los cambios de coordenadas necesarios para
trabajar en referencias inercia'les absolutas.

Supone una gran mejora en la modeljzación de
restricciones entre sélidos al poder, êñ muchos casos,
el iminar simultáneamente puertas Inercia, o f nercia Nula, y
Compl iances, o êlementos Muel'le Rfgido, de restricción. En
efecto, êrì la modelización convencional, âI modelizar las
restricciones entre los só1idos, apareclan Inercias con
causalidad djferencial que se eliminaban añadiendo elemen-
tos Compl iance de alta rigi dez. El 1o compl icaba la
model ìzación e ìncrementaba el nrfmero de ecuaciones, 'las
cuales además tenían carácter stiff por dos motìvos: las
Compliances añadidas eran de alta rìg'i dez, pard mantener'la
restricción del enlace, y las inercias eran pequeñas por
tratarse de sólidos de masa despreciable, yà que está era
la hipótesis de partida. En resumen, sê empleaban Com-
pliances de alta rigìdez para evitar la causalìdad diferen-
cial de unas Inercias de pequeño valor.
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Incrementa la velocjdad de ìa simulación tanto por
la eliminacìón de grafos y elementos como, sobre todo, Por
'la el jminación de Inerc jas de pequeño valor y Compl ìances
de alta rigidez en'los enlaces.

Permite opti mizar los mode'los dinámicos compleios
el igiendo qué sól idos se consideran de masa despreciable en
funcjón de lo que se pretende analizar.

Abre, también, una vía para emplear la técnica de
bond graph en la realización de determinados análisis
geométricos y cinemáticos.

Se sigue haciendo uso directo de la técnica de bond
graph, con todas las ventaias que ésto conlleva, Siendo
directamente utilizables los programas de ordenador exis-
tentes basados en dicha técnìca, dispongan o no del
elemento Inercia Nula.

En cuanto a la técnica de modelización en bond graph
de las discontinuidades en los en1aces entre sólìdos, se
han analjzado tas situaciones de pérdida y recuperación del
contacto entre dos cuerpos rlgidos. Dichas situaciones se
dan en casos como la pérdida de contacto de una rueda con
el suelo o la existencia de holgura en una articulación.

Parüiendo del problema de ]a modulación de Compl ian-
ces, que se estudia en el Caplüuìo II, y planteando los
casos unjdimensìonal y pluridimensional, sê llega a otros
problemas derivados, como Son el problema de la tensión
residual y el problema de la no coincidencia en el espacio
de los puntos de pérdida y recuperación del contacto.

El lo ha I levado a estabtecer una condición general
para la varìación de ìos parámetros de las Compljances de

enlace, y a confeccionar las correspondientes model iza-
ciones de los casos uni y plurìdimensional.

Así mismo, sê ha planteado y resuelto, la modelización
de'la desaparición de restricciones en enlaces uni y bidi-
mensjonales, lo cual tiene aplicación en la modelización de

hol guras.

Los modelos presentados tienen,
I imjtaciones, como su inevitable

evidentemente, al gunas
carácter stiff o las
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hìpótesis de sjmpljficación supuestas en las holguras
bidjmensionales. Sin embargo, son modelos válidos en los
casos presentados y son ejemplo de apl ìcación de las
soìuciones generales propuestas.

En el Capf t,ulo IV se ha desarrol lado la model i zación
de ruedas neumáticas.

La principal aportación es la construcción de un
modelo tridimensional de rueda que contempla:

La dinámica de traslación y rotación de
con Ios correspondientes efectos giroScópìcos
posi b'les desequi T i brìos.

la rueda,
y 'los

La mode] i zacì ón de 'la j nterf ase Rueda-Cal zada, i n-
cluyendo la modelización de la deriva, eì deslizamiento
longitudinal y el comportamiento en el tlmite de adheren-
cia. E]1o ha llevado a la formulación de un modelo de fácil
aplicación, cuyos resuìtados se comparan con los del modelo
de Dugoff.

La modelización del par de autoalineación y 1a
resìstencia a la rodadura.

La mode 'l i zac ì ón de 1 a pérd i da de contacto ent re
rueda y cal zada.

La modelización de la interfase Rueda-Vehículo.

La deformación radial del neumático.

Partiendo del modelo tridimensional, 6ê han desarro-
llado también los tres posibles modelos bidimensionales de
rueda.

AI final de este Capltulo dedjcado a las ruedas, sê
han deducido varias conclusiones y se han formulado algunas
observaciones que se resumen a continuación.

Sobre los modelos bidimensionales, se han expuesto sus
aplicaciones y sus limitaciones, lâ mayoría de las cuales
son consecuencia de no considerarse, salvo en el modelo X7,
la rotación de la rueda sobre su eje.

También se ha puesto de manifiesto Ia necesidad de
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considerar en la simulación aìgunos factores, dada la im-
portancia de los efectos que producen: los deseguilibrios,
los efectos giróscopicos, ê1 despegue de la calzada, la
deformación radial de la rueda, etc.

¡

Sobre 1a modelizacjón del comportamiento de ìa inter-
fase rueda-calzada se hacen varias observaciones.

Aunque la modelización básica desarrollada es
suficientemente precisa para la realización de estudios
preliminares a lo ìargo de üodo el rango de los valores
posibìes de deslizamiento "s" y de deriva "o", se hace
notar que el modelo tridimensional está abierto a la
posibilidad de obtener mayor precisión en los resultados
mediante el empleo de fuentes de esfuerzo que introducirlan
los esfuerzos calculados mediante modelos más sofisticados
del comportamiento de la interfase neumático-calzada,

De este modo podrla considerarse también la influencia
que ejercen sobre Jos esfuerzos laterales y longiüudìnales
y sobre el par de autoalìneación, factores como la carga
sobre la rueda, el ángulo de caida, etc.

Se indjca que estos modelos más so isticados tìenen su
principaì aplicación en el modelo tridimensional, Yâ que
sólo en él pueden conocerse variables como e1 desl iza'
m'iento, el ángulo de caida, etc.

Por rf ltimo, se señala que una de las princìpales ven-
tajas de] nuevo modelo de rueda, radica en que se trata de
un modelo globat de rueda, no de neumático, que considera a
ésta en su conjunto y que puede integrarse fáci lmente,
gracias a estar desarrollada con ]a técnica de bond graph,
como un submodelo jndependìente, êñ un modelo completo de
vehícuïo.

En el Capítulo V, se han desarrollado los modelos
tridimensionales en bond graph de los sistemas de
suspensión Mac Pherson y de dirección de cremallera.

El hecho de considerar en detal le 1a constitución
tridimensional de ambos sistemas, permite la realización de
anál isis cinemáticos y djnámicos completos que pueden ser
de gran ayuda en e'l diseño

En cuanto a la modelización sìmplificada de los sis-
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temas de suspensión y direccjón y en cuanto a los mode'los
bidimensionales, puede deci rse que son model izaciones
útiles en determinados casos, como se ha demostrado con el
ejemplo expuesto de la suspensión bidimensional YZ,.

En el Capítulo VI se ha consüruìdo un modelo de
vehículo completo tridimensional, mediante el ensamblaje de
los submodelos tridimensionales previamente elaborados de
ruedas, suspensiones y dirección, con lo que se culmina la
eìaboración de un modelo complejo.

Con dicho modelo, cuyas variables y ecuaciones se
recogen en el Anexo, sê han reaì izado una serie de
sjmu'laciones que han puesto de manjfiesüo tanto su validez
como su capacidad para considerar efectos complejos de tipo
cinemático y dinámico.

Mrrr{al n<r nnmn al r{ae¡r¡ nl ì qr{rr nanmi'}an.
FY. rr.

Conocer lo que ocurre en el jnterior del sistema
(esfuerzos en los enlaces, etc. )

Considerar un mayor número de factores gue inf 'luyen
en el comportamiento global del vehlculo.

Hacer posible el empleo correcto de submodelos com-
plejos (neumáticos, etc.), ya que se dispone, durante la
simulación, de variables como cargas, ángulos, etc. que
otros modelos más sencìllos no consideran.

Hay que seña'lar que la elaboracìón de estos modelos
complejos es posible en la práctica, por una parte, gracias
a gue la técnica de bond graph permìte ensamblar de forma
sistemática submodelos elaborados previamente y, por otra
parte, gracias a la existencia de programas de generacìón
automática de ecuaciones a partir de los diagramas de
grafos.

Pero hay que añadir tambìén que la elaboración de es-
tos modelos se simplifjca notabìemente gracias al empleo de'los modelos de sól idos sin masa desarrol lados en el
Capítulo III.

Como resumen f inal , êñ esta tes'is se han aportado
nuevas herramientas para faci I ìtar y mejorar la
modelizacìón, se han desarrollado submodelos complejos de
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elementos y sistemas vehiculares y se ha demostrado la
forma de llevar a cabo, con dichos submodelos, el desa-
rrollo moduìar, y la optimización, de modelos vehiculares
complejos en bond graph.

vTT _? - trr ,TURAS LTNEAS DE TNVESTIGACION

Se considera euê, como continuacjón de los trabajos
expuestos, podrlan segui rse las siguientes I íneas de
i nvest,i gaci ón :

Acotación del error cometido al suponer inercja nula en
la modelizacìón de sólidos de masa despreciable.

Modeìización de holguras en otros tipos de enlace entre
sól idos y cons'ideración de hìpótesia menos sìmpl if icadas.

Inclusiónr êrì el modelo de rueda, de formu'laciones más
sofisticadas del comportamiento de la interfase neumático-
ca'lzada, como las propuestas por Pacejka, Bakker, etc.

En la modelización de ruedas, consìderacjón de suelo no
hori zontal .

Modelización de otros sisüemas de suspensión y dirección,
tanto en lo referente a la constitución del mecanismo
(suspensiones multibrazo, etc. ) como èn ìo referente a los
elementos energéticos (suspensiones activas, etc. ).

fnclusión, êrì la modeljzacìón del vehículo, de otros sis-
temas como el motor, la transmisión, los frenos, etc.

Incorporación de sól idos f lexib'les en los modelos.
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Ane><o

E
COMPLE'T()

En este Anexo se recogen las ecuaciones del modelo de
vehículo completo desarrollado en el capítulo vr.

En prìmer lugar se recogen las variables de estado
x( i ), euê son los desplazamientos de las compl.iances, Ias
velocidades de las rnerc'ias y ios ángulos de cardan.
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x(g
X(10) =
X(11) =
X(12) =
X(13) =
X( 14) =
X(15) =
X(16) =
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DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.

COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.
COMPL.

)=
)=
)=
)=
)=
)=
)=
)=
)=

NEUMATICO 1 X

NEUMATICO 1 Y
NEUMATICO 1 Z

RTG. ORIENT. RUEDA 1 X
RIG. ORIENT. RUEDA 1 Y
NEUMATICO 2 X

NEUMATTCO 2 Y
NEUMATICO 2 Z

RIG. ORTENT. RUEDA 2 X
RIG. ORIENT. RUEDA 2 Y
NEUMATTCO 3 X

NEUMATICO 3 Y
NEUMATICO 3 Z

RIG. ORIENT. RUEDA 3 X

RIG. ORIENT. RUEDA 3 Y
NEUMATICO 4 X

NEUMATICO 4 Y
NEUMATICO 4 Z

RIG. ORIENT. RUEDA 4 X

RIG. ORIENT. RUEDA 4 Y

SUSPENSION DELANTERA 1

SUSPENSION DELANTERA I
SUSPENSION DELANTERA 1

RIG. UNION 81 X

RIG. UNION 81 Y

RIG. UNTON 81 Z

RIG. ORIENT. BRAZ. INF.
RTG. ORIENT. BRAZ. INF.

X

Y

z

)--
)--
)=
)=
)=
)=
)-
)=
)=

1

1

X

Y
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X(29) =
X(30) =
X(31) =
X(32) =
X(33) =
X(34) =
X(35) =
X(36) =
X(32) =
X(3e) =
X(39) =
X(40) =
X(41 ) =
x(42) =
X(48) =
X(44) =
X(4s) =
X(40) =
x(47 ) =
X(48) =
X(49) =
X(50) =
X(5t ) =
X(52) =
X(53) =
X(5¿) =
X(5s) =
X(56) =
X(57) =
X(58) =
X(5s) =
X(60) =
X(61 ) =
X(62) =
X(63) =
X(64) =
X(6s) =
X(66) =
X(67 ) =
X(68) =
X(69) =
X(70) =
X(71) =
X(7 2) =
X(73) =
x(7 ¿) =

DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.

COMPL. RIG. ORIENT. BRAZ. INF.
COMPL. SUSPENSION DELANTERA 2
COMPL. SUSPENSION DELANTERA 2
COMPL. SUSPENSION DELANTERA 2
COMPL. RIG. UNION 82 X
COMPL. RIG. UNTON 82 Y
COMPL. RIG. UNTON 82 Z
COMPL. RIG. ORIENT. BRAZ. INF.
COMPL. RIG. ORIENT. BRAZ. INF.
COMPL. RIG. ORIENT. BRAZ. INF.
COMPL. RIG. UNTON F1 X
COMPL. RIG. UNION Fl Y
COMPL. RTG. UNION Fl Z
COMPL. RTG. UNTON F2 X
COMPL. RTG. UNION F2 Y
COMPL. RIG. UNION F2 Z
COMPL. RIG. UNTON H X
COMPL. RIG. UNION H Y

zI
X

Y

z

2X
2Y
2Z

nEeÞl r^^l¡ñreLU¡-L. i.vr,il_L. iriU. DI_REeCION y
DESPL. COMPL. SUSPENSION TRASERA 3
DESPL. COMPL. SUSPENSTON TRASERA 3
DESPL. COMPL. SUSPENSION TRASËRA 3
DESPL. COMPL. SUSPENSION TRASERA 4
DESPL. COMPL. SUSPENSION TRASERA 4
DESPL. COMPL. SUSPENSION TRASERA 4
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 1 X
VELOC. INERC. ROT. RUEDA I Y
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 1 Z
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 1 X
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 1 Y
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 1 Z
VELOC. INERC. TRASL. HUELLA 1 X
VELOC. INERC. TRASL. HUELLA 1 Y
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 2 X
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 2 Y
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 2 Z
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 2 X
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 2 Y
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 2 Z
VELOC. INERC. TRASL. HUELLA 2 X
VELOC. INERC. TRASL. HUELLA 2 Y
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 3 X
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 3 Y
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 3 Z
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 3 X
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 3 Y

X

Y
z
X

Y

z
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X(75) =
X(76) =
X(77 ) =
X(78) =
X(79) =
X(80) =
X(8t ) =
X(8e) =
X(83) =
X(8¿) =
X(85) =
X(86) =
X(82) =
X(88) =
X(8s) =
X(90) =
x(91) =
X(92) =
X(93) =
X(94) =
X(9s) =
X(90) =
X(97) =
X(9e) =
X(99) =
X(100) =
X(101) =
X(102) =
X(T03) =
X(104) =
X(105) =
X(106) =
X(1oz) =
X(1os) =
X(109) =
X(110) =
X( 111 ) =
X(112) =
X(113) =
X(114) =
X(115) =
X(116) =
X(117) =
X(118) =
X(119) =
X(120) =

VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 3 Z
VELOC. INERC. TRASL. HUELLA 3 X
VELOC. INERC. TRASL. HUELLA 3 Y
VELOC. TNERC. ROT. RUEDA 4 X
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 4 Y
VELOC. INERC. ROT. RUEDA 4 Z
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 4 X
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 4 Y
VELOC. INERC. TRASL. RUEDA 4 Z
VELOC. INERC. TRASL. HUELLA 4 X
VELOC. INERC. TRASL. HUELLA 4 Y
VELOC. INERC. ROT. MANGUETA 1 X
VELOC. INERC. ROT. MANGUETA 1 Y
VELOC. INERC. ROT. MANGUETA 1 Z
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. INF. 1 X
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. INF. 1 Y
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. INF. 1 Z
VELOC. INERC. ROT. MANGUETA 2 X
VELOC. INËRC. ROT. MANGUETA 2 Y
VELOC. INERC. ROT. MANGUETA 2 Z
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. INF. 2 X
VELOC. TNERC. ROT. BRAZ. INF. 2 Y
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. INF. 2 Z
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. DIR. 1 X
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. DIR. 1 Y
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. DIR. 1 Z
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. DIR. 2 X
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. DIR. 2 Y
VELOC. INERC. ROT. BRAZ. DIR. 2 Z
VELOC. INERC. TRASL. CREMALLERA X
VELOC. INERC. TRASL. CREMALLERA Y
VELOC. INERC. TRASL. CREMALLERA Z
VELOC. INERC. ROT. CHASIS X
VELOC. INERC. ROT. CHASIS Y
VELOC. TNERC. ROT. CHASIS Z
VELOC. INERC. TRASL. CHASTS X
VELOC. INERC. TRASL. CHASTS Y
VELOC. INERC. TRASL. CHASIS Z
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 1 O
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 1 E
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 1 t
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 2 O
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 2 O

DESPL. ANG. CARDAN ABs. RUEDA 2 T
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 3 O
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 3 O
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X(121) =
x(1zz) =
X(123) =
X(1p4) =
X(1zs) =
X(126) =
x(127) =
X(128) =
X(129) =
X('t30) =
X(131) =
X(1se) =
X(133) =
X(19¿) =
X(135) =
X(136) =
X(137) =
X(138) =
X(139) =
X(1¿o) =
X( 141) =
X(142) =
X( 143) =
X( 1¿¿) =
X(1+s) =
X(146) =
X(147) =
X( 148) =
X(149) =
X(1so) =
X(151) =
X(152) =
X(1sa) =
X(1s¿) =
X(155) =
X(1so) =
X(157) =
X(158) =
X(159) =
X(160) =
X(161) =
X(162) =
X(1os) =
X(164) =
X(1os) =
X(166) =

DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 3 T
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 4 O
DESPL. ANG. CARDAN ABS. RUEDA 4 E
DESPL. ANG. OARDAN ABs. RUEDA 4 T
DESPL. ANG. CARDAN ABS. EHASIS O
DESPL. ANG. CARDAN ABS. CHASIS O
DESPL. ANG. CARDAN ABs. cHAsIS T
DESPL. ANG. CARDAN UNION A1 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION A1 E
DESPL. ANG. OARDAN UNION A1 Ï
DESPL. ANG. CARDAN UNION A2 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION A2 E
DESPL. ANG. CARDAN UNION A2 T
DESPL. ANG. CARDAN UNTON 81 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION 81 E
DESPL. ANG. OARDAN UNION 81 T
DESPL. ANG. CARDAN UNTON 82 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION 82 E
ntr-qÞl ^Àlra ^Añ^rr,yÈv¡ Ê¡ ^rrrrr. v/înufll\ UNTUN tsZ T
DESPL. ANG. CARDAN UNION C1 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION Cl E
DESPL. ANG. OARDAN UNION c1 Ï
DESPL. ANG. CARDAN UNION C2 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION C2 E
DESPL. ANG. OARDAN UNION c2 T
DESPL. ANG. CARDAN UNION El O
DESPL. ANG. CARDAN UNION El E
DESPL. ANG" CARDAN UNION E1 T
DESPL. ANG. CARDAN UNION E2 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION E2 E
DESPL. ANG. CARDAN UNION E2 T
DESPL. ANG. CARDAN UNION Fl O
DESPL. ANG. CARDAN UNION F1 O
DESPL. ANG. CARDAN UNTON F1 T
DESPL. ANG. CARDAN UNION F2 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION F2 E
DESPL. ANG. CARDAN UNION F2 T
DESPL. ANG. CARDAN UNION G1 O
DESPL. ANG. CARDAN UNTON GI E
DESPL. ANG. CARDAN UNION G1 T
DESPL. ANG. CARDAN UNION G2 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION Q2 E
DESPL. ANG. CARDAN UNION G2 T
DESPL. ANG. CARDAN UNION G3 O
DESPL. ANG. CARDAN UNION G3 g
DESPL. ANG. CARDAN UNION G3 T
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X(167) =
X(168) =
X(169) =
x(1zo) =

DESPL.
DESPL.
DESPL.
DESPL.

ANG. CARDAN UNION G4 O

ANG. CARDAN UNION G4 E

ANG. CARDAN UNTON G4 T
CREMALLERA DIRECCION

A continuación se exponen ias ecuaciones del modeio.En las ecuaciones diferenciales, escritas al f .inal , 'las
derivadas de tas variables X(i) se denotan y(ì).

Previamente se definen una serie de constantes y
parámetros que se emplean en las ecuac.iones. Las constantesy parámetros definidos en ei capítulo vr no se repiten
aquí.

SXj (j=1 , 2,3,4): Parámetro de desl i zamiento.

SYj ( j=1 ,2,3,4): parámetro de deriva.

RDDJ (j=1,2,8,4): Resistencia a la rodadura.

PAj (j=1,2,3,4): par de autoalineación.

FRi (j=1,2,3,4)= Par de f renada.

TRi (j=1,2): Par de tracción.

FGR: Fuerza de gravedad sobre la rueda.

FGC: Fuerza de gravedad sobre el chasjs.

Dir: Flujo de accionamiento de la dirección.

IN: Parámetro de las Inercias de
tituibles por elementos fnercia Nulas.

pequeño valor, sus-

cR: Parámetro de las compliances de alta rig.idez,
tituibles por elementos Muelle Rígido.

sus-

RR: Parámetro de las Resistencjas situadas en paralelo con
las Compliances de alta r.igidez.

MS: Parámetro de las rnercias de pequeño valor empleadas en
la model izacjón de la derjva y el desl jzam.iento.

Anexo - 5



Definición de ros erementos de ros Gyrat,or GRij siendoi=1 ,2,8,4 para ras cuatro ruedas e i=ã para et chasis:
GRIX = IRX
GRIY = IRY
GR1Z = IRZ

GR2X =
GRZY =
GRZZ =

GRSX

GRSY

GRsZ

GR3X=IRX*X(70)
GR3YÈIRYxX(71)
GRSZ=IRZ*X(72)

GR4X=IRX*X(7s)
GR4Y=IRYxX(79)
QR4Z=IRZxX(gO)

r( x(54)
* x(55)
x x(56)

IRX x X(62)
IRY x x(63)
IRZ * x(64)

cX x X(107)
CY x X(10s)
cz x X(109)

=I
=I

I

Definición de ros eTementos de ìas matrices de cambìobase correspondientes a ros 1gx3=57 ánguros de cardan:
de

SFT 1

CFT 1

STEl
CTEl
STU 1

CTUl

SFI2 =
CFT? =
STE2 :
CTE2 =
STU2 =
CTUZ =

= SIN(X( 11s ) )
= cos(X(113))
= sIN(X( 1 14) )
= COS(X( 1 14) )
= SIN(X(115))
= cos(X(11s))

srN(x(116))
cos(x(116))
srN(x(1r7))
cos(x(117))
srN(x(118))
cos(x(118))

srN(x(11e))
cos(x(11s))
srN(x( 120) )
cos(x(120))
srN(x( 121) )
cos(x( 121 ) )

SFIS =
CFIS =
STES =
CTE3 =
STU3 =
CTU3 =
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SFI4
CFT4
STE4
CTE4
STU4
CTU4

SFIS =
CFï5 =
STES =
CTES =
STUS =
CTUS =

srN(x(122))
cos(x(122))
srN(x( 123) )
cos(x(123))
srN(x(124))
cos(x(124))

srN(x(125))
cos(x(125))
srN(x(126))
cos(x(126))
srN(x(127))
cos(x(127))

SFI6 =
CFI6 =
STE6 =
CTE6 =
STU6 =
CTU6 =

srN(x(128))
cos(x(128))
srN(x(r2s))
cos(x( 12e) )

srN(x(130))
cos(x( 130) )

SFIT =
CFIT =
STET =
CTET =
STUT =
CTUT =

srN(x(r31))
cos(x(131))
srN(x(132))
cos(x( 132 ) )
srN(x( 133 ) )
cos(x(133))

SFIS =
CFIS =
STEB =
CTEB =
STU8 =
CTU8 =

srN(x( 134) )
cos(x(134))
srN(x(135))
cos(x(135))
srN(x(136))
cos(x(136))

SFI9 = SIN(X(r37))
cFIg = coS(X(137))
STE9 =
CTE9 =
STU9 =
CTU9 =

SFI10 =
CFIIO =
STEIO =

srN(x( 1 38) )
cos(x(138))
srN(x(13e))
cos(x(f3s))

srN(x( 140) )
cos(x(140))
srN(x( 141) )
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CTE10 =
STU1O =
CTUIO =

cos(x( 141 ) )
srN(x(142))
cos(x(142))

SFIl 1

EFIl 1

STEl 1

CTEl 1

STUl 1

CTUl 1

SFI12
CFI12
STEl 2
CTEI 2
STUl2
CTUl2

= sIN(x( 143
= cos(x( 143

= srN( X(144
= cos(x (144
= sIN(X( 145
= cos(X( l¿s

srN(x( l+o
cos(x(146
srN( X(t+t
cos(x(147
srN(X( 14S
cos(x(14S

))
))
))
))
))
))

))
))
))
))
))
))

))
))
))
))
))
))

SFI13
CFI13
STE13
CTEl 3
STU13
CTUl 3

STNf Y( 1^a.\ r_v

cos(x(14e
srN(X( 150
cos(x(150
srN(x(151
cos(x(15r

srN(X(152
cos(x(152
srN(X(153
cos(x(153
srN(X( r54
cos(x(154

SFI 1

CFI 1

STEl
CTEl
STU 1

CTU 1

))
))
))
))
))
))

4=
4=
4=
4=
4=
4=

))
))
))
))
))
))

)

)
)

)
)

)

SFT.I
CFI 1

STEl
CTEl
STU 1

CTUl

srN(x(155
cos(x(155
SIN(X(156
cos(x(156
srN(x( 157
cos(x(157

srN(x(15e)
cos(x(158)

SFI 1

CFI I
STEl
CTEI
STU 1

CTU 1

SIN
cos
SIN
cos

5e)
5e)
60)
60)

(x( 1

(x( t
(x( 1

(x( I

6=
6=
6=
6=
6=
6=
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SFTl7
CFIl7
STEl 7

CTEl 7

STUl 7

CTUl 7

srN(x(161))
cos(x( 161 ) )
srN(x(162))
cos(x(162))
srN(x(r63))
cos(x(163))

srN(x(167))
cos(x(167))
srN(x( 168) )
cos(x(168))
srN(x(16e))
cos(x(16e))

SFI18
CFIl8
STEl 8
CTEl 8
STUl 8
CTUl 8

= srN(x( 164) )

= cos(x( 1 64 ) )
= srN(x( 1 65 ) )
= cos(x( 1 65 ) )
= srN(x(166))
= cos(x( 1 66 ) )

SFIl9
CFI19
STEl 9

CTE19
STU19
CTU19

Definición de los térmìnos de las matrices de cambio de
base entre sólidos. La primera (CCi¡ con i=1,2,3 y j=1,2,g)
corresponde a la orientación absoluta del chasis y las
demás a las uniones A1, AZ, 81, BZ, Cl, C2, E1, EZ, F1, FZ,
Gf, G2, Gg y G4. cada una es el producto de tres matrices
s'imples de camb'io de base.

GC11
GCz 1

GC3 1

GC1 2

GC22
GC32
GC13
GC23
GC33

= CTES *
= CTES *
= (-STES

= (-STUs

= CFIS *
= SFIS

= CTUS *
= STUS *
= CTES *

CTE6 *
CTE6 *
( -srE6
( -sruo
CFI6 *
SFI 6
CTU6 *
SÏU6 *

CTUS STES * SFT5 *
STUS + STES * SFIS *
* CFIS )
* CFIS)
CTUS

STES + STUS * SFIS *
STES CTUS * SFIS *
CFT 5

STUS

CTUS

CTEs
CTES

A't 11

A1 21

A1 31
A1 12
A1 22
A1 32
A1 13
A1 23

CTU6 STE6 * SFI6 * STU6
sTU6+STE6*SFI6*CTU6
* cFI6)
* cFI6 )
CTU6

sTE6+STU6*SFI6*CTE6
sTE6 CTU6 * SFI6 * CTE6
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A1 33 = CTE6 * CFI6

421 1

4221
423 1

421 2
4222
4232
A2I3
4223
4233

= CTET *
= CTET *
= (-srEz
= (-sruz
= CFIT *
= SFIT

CTUT STE
STUT + STE
* CFIT)
* CFIT)
CTUT

SFIT t( STUT
SFIT * CTUT

7x
7x

8111
B1 21

B1 31
81 12
81 22
B1 32
81 't3

81 23
81 33

= CTUT * STET + STUT * SFIT * CTET
= SïU7 * STEZ CTUT * SFIT * CTET
= CTET * CFIT

= CTES * CTUg STEB * SFIg * STUB
= CTE8 * STUg + STEg * SFI' * CTU'
= (-sree * çFIB)
= (-sTUs * çFIB)
= CFIS * CTU8

= SFIS
= eTllA * QtEo r ô?rr^''. vrLe r ÐtUö.r ì)l-Iö t CtEg
= STUS * STEg - CTUg * SFIB * CTE'
= CTE8 * CFIB

821 1

8221
8231
821 2
8222
8232
821 3
8223
8233

= cTEg *
: CTE9 *
= (-STEg

= (-srug
= CFIg *
= SFI9
= CTU9 *
= STUg *
= cTEg *

= cTElo *
= cTElo *
= (-sreto
= (-sTUlo
= CFI10 I
= SFIIO
= cTU10 *
= STU10 *
= cTE10 *

cTUg sTEg * SFI9 * sTUg
sTUg+sTEg*sFIg*cTUg
x cFIg )* cFrg)
CTU9

STE9 + STUg * SFIg r( CTEg
STE9 CTU9 * SFI9 ,( CTE9
CFI 9

cTU10 sTElO * sFIlO * sTUlO
sTU10 + sTE10 * sFIlO * CTUIO* cFr10)
r cFI10)
CTUlO

sTElO + STU1O * sFIlO * CTE1O
sTE10 CTUIO * SFI1O * CTEIO
CFTlO

e111
c1 21

c1 31

4112
c1 22
c1 32
cl 13
c1 23
c133

C211 = CTEl1 x CTU11 - STEIt
C221 = CTEIt * STUll + STEtl
C231 = (-STEI1 x CFI11)
C212=(-SfUtl*CFI11)

* SFI1 1

* sFIll
* sTUl 1

* cTUl 1
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c222
c232
c21 3
c223
c233

E111
81 21
E1 31

E1 12
8122
E1 32
E1 13
E1 2s
E1 33

F.21 1

8221
8231
821 2

8222
8232
821 3
8223
E233

CFIl 1

SFIIl
CTUl 1

STUl 1

CTEl 1

* cTUl I

* STE1 1

* sTEl 1

* cFIl1

+ STUI 1

CTUl 1

* SFII1
* SFIll

* cTEl 1

* cTEl 1

= cTE12 *
= cTElz *
= (-srE1 2

= (-srute
= CFI12 *
= SFI12
= CTU12 *
= STU12 *
= CTE12 x

= CTE13 *
= CTE13 *
= (-srElg
= (-STU1 3
= CFI13 *
= SFI13
= CTU13 *
= STUI3 *
= CTE13 *

= CTE14 *
= CTE14 *
= (-STE14
= (-stut¿
= CFI14 *
= SFI14
= CTU14 *
= STU14 *
= CïE14 *

cTulz STE12 * SFI12 * STU12
sTulz + STE12 x sFIl2 * CTU12
* cFI12)
* cFr12)
CTUl2

sTE12 + STU12 * SFI12 * CTE12
sTEl2 CTU12 * SFI12 * CTE12
CFI12

CTU13 STE13 * SFII
sTUl3+STE13*SFI1
* cFI13)
* cFrl3)
CTU13

3*
3*

STUl 3
CTU13

F11 1

F 121
F1 31
F112
F122
F 132
F1 13
F 123
F1 33

F21 1

F221
F231
F21 2
F222
F232

sTEls + STU13 * SFI13 * CTEI3
sTE13 CTU13 * SFI13 * CTE13
CFI13

cTU14 STE14 * SFII4 * STU14
sTU14 + STE14 * SFI14 * CTUI4* cFr14)
* cFr14)
CTUl4

sTE14 + STU14 * SFI14 * CTE14
sTEl4 CTU14 * SFI14 * CTEI4
CFI14

cTE15 * CTU15 STE15
cTEls*STU15+STE15
(-sTE15 * cFr15)
(-sru15 * cFrts)
cFI15 * CTUl5
SFI15

FI15 * STU15
FI15 x CTU15

*s
*s

F213 = CTUÍS * STE1S + STU15 x SFIIS * CTEIS
F223 = STU15 * STE15 - CTU15 * SFI1S * CTEIS
F233=CTE15*CFI1S
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G1 11

G1 21

G1 31
G1 12
G1 22
GI 32
Gl 13
G1 23
Gl 33

cTEl 6 *
cï81 6 *
( -srer o
(-sruro
cFI16 *
SFIl6
cTUl 6 *
sTUl6 *
cTEl6 *

cTU16 - STE16 * SFI16 * sTUl6
sTU16 + sTEl6 * SFI16 * cTUl6* cFr16)
* cFI16)
CTUl 6

sTE16 + sTUl6 * sFIl6 * cTEl6
sTE16 - cTUl6 * SFII6 * cTEl6
CFI16

CTU17 . STEI7 * SFT17 * STU17
sTUl7 + sTE17 * sFI17 r( cTU17* cFr17)
* cFrl7)
CTUl 7

sTE17 + sTU17 x SFIíT * cTE17
sTE17 - cTU17 * SFI17 x cTE17
/âEt { ?\rf- I L

FI18 * sTUl8
FI18 * cTUl8

CTU19 STEI9 * SFI19 * STU19
sTU19 + STE19 * sFllg * CTU19* cFIl9)
* cFr19)
CTUl 9

sTE19 + sTU19 * SFI19 * CTE19
sTElg cTulg * SFII9 * CTE19
CFIl9

G21 1

G221
G23 1

G21 2

G222
G232
G21 3
G223
G233

= CïE17 *
= CTE17 *
= (-srE1 7

= (-sTU1 7

= CFI17 *
= SFII 7

= CTU17 x
= STU17 *
= nTË17 *

= CTE19 *
= CTE19 *
= (-STEl I
= (-sTU1 I
= CFI19 *
= SFII 9

= CTU19 *
= STU19 *
= CTE19 *

G31 1

G32 1

G33 1

G31 2
G322
G332
G313
G323
G333

= cTEl8 * cTU18 - sTEl
= CTE18 * STU|B + STEI
= (-sTEl8 * cFI18)
= (-STU18 * cFItB)
= CFI18 f CTUI8
= SFI18
= CÏU18 * STE18 + STU.tg * SFIIS * CTEIB
= STU18 * STEI8 CTUig * SFII8 * CTE1B
= CTE18 * CFII8

8*S
8xs

G41 1

G421
G43 1

G412
G422
G432
G41 3
G423
G433

Flujos (Fnj) y Esfuerzos (en¡¡ en los grafos, siendo n elnúmero der grafo (ver Fig. vr-3r v j=x para ra primeracomponente, j=y para la segunda componente y j=Z para jatercera componente:

F29oY=-N(1os)+X(5s)
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F292Y=-X(10s)+X(6S)

F25Y
x(87)

-((x(54) * c12t + X(ss) x elzz + X(s6) x c12s)) +

F28x = x(54) * G111 + x(55) * G11z + x(56) * c113 x(e6)

F28z = x(54) * Gisl + x(ss) * Glsz + x(56) * Glss x(g8)

F62Y = -((X(62) * Gzzl + X(6g) * e2z2 + X(64) x GzZs)) +
x(e3)

F6sx = x(62) * czl1 + x(6s) x Gzlz + x(64) * c213 x(92)

F65Z = X(62) r( c231 + X(63) x G232 + X(64) * c233 X(94)

F99Y = -((x(zo¡ * c321 + X(71) * Gs22 + X(72) * c323)) +
x(108)

F102X = X(zO) x egtr + X(71) x cg12 + X(Tz) * Gslg X(107)

F1o2z = x(70) x cg31 + x(71) * es3z + x(Tz) * Gs33 x(109)

F135Y = -((X(78) * e421 + X(79) x G4zZ + X(gO) x
x(108)

e+es)) +

F138X = X(78) x G4t1 + X(79) * G41Z + X(eo) * e41s X(107)

F13ez = x(78) x c4s1 + x(79) * G{sz + x(Bo) * c4gg x(109)

F1 90
F1 90
F1 90

x(8e)
x(8s)
x(8e)

2 + X(91) * B

2 + X(91) * B

2 + X(91) x B

)xB
)xB
)*B

*B
*B
*B

X=
Y=

)x
)x
)x

111 + X(90
121 + X(90
131 + X(90

11

12
13

113 x(107)
123 X(108)
133 X(10e)

F237X = X(9S
F237Y = X(95
F2372 = X(95

+ x(96) *
+ X(96) x
+ x(96) *

821 1

8221
823 1

8212 + X(e7) * 8213 X(107)
8222 + X(97) * 8223 X(108)
8232 + X(s7) x 8233 X(1Oe)

F318X = -(X(t0e) * G4ez + X(109) * (-e4ey)) + X(110) * cc11+ X(111) * GC21 + X(112) * cC31

F318Y = -(X(107) * (-c4Gz) + X(109) x G4GX) + X(110) x c0lZ+ X(111) * cc22 + X(112) * cC32

F3182 = -(x(107) * c4cy + x(1oB) * (-c4cx)) + x(110) * ccls
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+ x(111) * cc23 + X(112) * GC33

F314x = -(x(1os) x GSGz + x(109) * (-cgey)) + x(110) * cclt+ x(111) * cc21 + x(112) * cc31

F314Y = -(X(107) * (-OSGZ) + x(tog) x egeX) + X(tto) x cc12+ X( 111 ) r( G}ZZ + X( 112) * Gcgz

Fs14Z = -(X(107) * cgcy + X(1og) * (-cgGX)) + X(110) * cclg+ X(111 ) * GCZ3 + X( 112) * Gcsg

F232x = -(X(1OB) * BZGZ + X(109) * (-B2cy)) + X(1tO) * Gctl+ x(111) * ec21 + X( 112) * GC31

F23zy = -(X(107) * (_ezez) + xfiog) x BzeX) + X(rlo) x Gc12+ x(111) * GC22 + X(112) * cc32

F2322 = -(X(107) r( B2cy + x(1os) * (_BzcX)) + X(110) * Gclg+ x(111) * cc23 + X(1i2) * cc33

F185x = -(x(los) x BlGz + x(109) * (-Blcy)) + x(1ro) * ecrl+ X(111) x Gc21 + X(112) * ccgl

F185y = -(x(107) * (-erez) + x(tog) x Blcx) + x(1ro) x cc12+ x(111) * GC22 + X(112) * ec32

F1852 = -(x(107) * Blcy + x(108) x (-Blcx)) + X(110) * cc'3+ X(111) * cczs + X(l12) * Gcsg

F22sx = -(X(1os) x AZGZ + X(109) * (_A2ey)) + X(tto) * ccl1+ x(111) * cc21 + X( 112) * GC31

F223Y = -(X(107) * (-tzAZ) + X(109) x ReeX) + X(tto) * ecte+ x(111) * QC22 + X(112) * cc32

F2232 = -(x(107) * Azcy + X(108) * (-A2cX)) + x(110) * GC13+ x(111) * cc23 + X(112) * cc33

Fl76X = -(X(108) * AtGz + X(tog) * (-AtGy)) + X(f 10) * ecl1+ x(111) * cc21 + X(112) * ccgr

Fl76Y = -(X(107) * (-AlcZ) + X(tOS) x etcx) + X(1ro) * GclZ+ x(111 ) * ec22 + x( 112) * cc32

F1762 = -(X(107) x AlGy + X(1oS) x (_AiGX)) + X(itO) * cclg+ X(111 ) * cCZ3 + X( 112) * ccg3
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F286X = -(x(108) * HGZ + X(109) * (-Hey)) + x(110) * cc11 +
x(111) * GC21 + X(112) * GC31

F286Y = -(x(107) * (-nez) + x(109) * Hcx) + x(110) * ccl2 +
x(111) * GC22 + X(112) * GC32

F2862 = -(x(107) * Hcy + X(108) * (_HGX)) + X(110) * cc13 +x(111) * GC23 + X(112) * cc33

FBX = x(55) * pG,lz + x(57) * cFrl + x(58) * sFrl (x(sg) *
cTUl + X(6O) * STU1 )

F8Y = (x(54) *crE1 +x(56) xsrEl) * (-pG1z) +x(57) * (-sFrl) + X(58) * CFrl ((X(se) x (-srul) + X(60) * crul) xcFrl + x(61) x sprr)

F8Z
*c
F45X = X(63) * PAZZ + X(65) * CFIZ + X(66) x SFr2* cTUz + X(68) * sTU2)

= -((x(59) * (-sTU1) + X(60) * cTUl) x (-SFr1) + X(61)prr )

(x(67)

F45Y : (X(62) x cTEz + X(64) x sTEz) * (-pczz) + x(6s) x (_sFr2) + x(66) x cFrz ((x(07) * (-sru2) + xloe) * cru2) xcFTz+X(69)*srre)

F45z = -((X(67) * (-sTU2) + X(6s) * cTU2) * (-SFr2) + X (6e)
* CFI2)

F82X = X(71) * pc3z + X(73) * CFIS + X(74) r( sFrS* CTUS + X(76) * sTU3)
(x(75)

F82Y = (x(zo) x crEs + x(72) * srEs) * (-pGsz) + x(7s) * (-sFIs) + X(74) * cFr3 ((X(75) x (-sTU3) + X(ZO¡ * CTU3) xcFIs+X(77)xsFr3)

F82Z = -((x(zs¡ * (-STU3) + X(76) x cTUs) x (-SFrg ) + x(77)* cFrS)

Fl18X = X(79) * pG4Z + X(81) * cFI4 + X(82) * SFI4 (X(ss)* cTU4 + X(84) * STU4)

Fl18Y = (X(Ze¡ *
(-sFr4) + x(82)
* cFr4 + x(85) x

cTE4 + X(80) x sTE4) x (-pe4z) + x(el) x* cFr+ ((X(83) * (-Sru¿) + x(84) * CTU4)
SFI4 )
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F1182 = -((x(ss) *
X(85) * cFr4)

F1 68X
* 4131

F1682 = F176X * A113 + F176y x A12g + F1762 * A133

F215X = x(93) x eozz + F22gX * A211 + F22gy * A221* 4231

(-sru4) + x(ea¡ * cru4) * (_sFr4) +

= X(87) x eOlZ + F176X r( A1t1 + Ft76y * A1Z1 + F1762

F168Y = X(86) * (-ADlZ) + F176X x A112 + F1 76Y * AIZZ +F1762 x A132

+ F2232

F 215
F223

X(92) r(

4232
Y=
Z*

(-AÐ22) + Fzzg¡ * Azlz + F.zgy * Azzz +

* (-F1HY) + x(104)

* FíHY + X(106)

* (-r'euy) + x( 104)

* F2HY + X(106)

F2157 = tr2reY * 
^oae 

r Eoõ6\' ^AA^¡ Êge,a I Íréíú 1 j=¿¿óy õ AzzS + F2232 * A233

F252X = -N(109)
F252Y = X(105)
F2522 = -t(107)

F264X = -X(109)
F264Y = X(105)
F2642 = -X(107)

F275X = F286X X(to4)
F2752 = F2862- X(106)

F280Y=-F2B6y+X(.|OS)

F282Y Ë dir - F2BOY

E28X=F2BX*RR+X(4)*CR
E28Z=FZBZ*RR+X(S)*CR

E65
E65

65
65

X*
Z*

X=F
Z=F

RR+X(9)*CR
RR+X(10)*CR

E102X = F1OZX * RR + X(14) * CR
E1O2Z = F|AZZ * RR + X(15) * CR

E138X = F13BX * RR + X(19) * CR
Ef38Z = Flgg? * RR + X(20) x CR
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E1 90
E1 90
E190

0
x(28)
x(2s)

X=
Y=
7

* CR + F19OY * RR
* CR + F19OZ * RR

8237X = 0
8237Y = X

E2372 = X

* cR + F237
* cR + F237

F35X=((X(59)xcTU1
sTUl) + X(60) * cTUl)

RR

RR

+ x(60) * sTUl) * CTEI + ((X(SS) x (-
* (-sFr1) + X(61) * CFrl) * (-STE1))

Y*
z*

(37)
(3e)

F35Y
SFTl )

((x(sg) x (-srul) + X(60) * crul) x cFrl + x(61) *

F35Z = ((x(sg) x cTUl + X(60) * STU1) x STE1 + ((X(59) x (-
sTUl) + X(60) * cTUl) * (-SFr1) + X(61) x CFrt) x cTEl)

F159X = -X(e7) * EGIZ + F35X * c111 + FgSy * G11Z + F\SZ
G1 13

*

F159Y = -((X(86) * (-Ec1Z) + X(88) * EGlX)) + F35X * e121 +
F35YxG122+F352*c123

F1592 = -(X(87) * (-EG1x)) + Fssx * c1sl + F3sy * c132 +
F35Z * Gl 33

F158x = -x(87) * cclz + Fgsx * c1t1 + Fgsy * G11z + FgSz
G1 13

*

F158Y = -(x(86) * (-Ce1Z)) + F35X * c121 + F35y * c122 +
F35Z ,( c123

F1582 = F35X * e131 + F3SY *< c1g2 + FTSZ * clgg

F157X=-(X(87) *DclZ+X(88) * (-Oe1y)) +F35X* c111
F35Y * G112 + F35Z * G113

F157Y = -(x(86) * (-oe 1Ð) + F35X * G121 + F35y x c122 +
F35Z * Gl 23

F1572 = -x(86) x DG1Y + Fgbx * c131 + Fgsy x c1g2 + F35z
G1 33

x

F72X = ((X(67) * CTUT + X(68) * STUz) * CTET + ((X(67) * (-
sru2) + x(68) * CTUz) * (-SFr2) + X(6s) r( cFrz) * (-srEz))

+
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F7 2Y
SFI2 )

F722 = ((x(oz)
sTUz) + x(6S)

F206X = -X(99)
G213

((x(67) * (-sruz) + x(68) * cru2) x crre + x(6e) *

* cru2 + X(68) * sruz) * sTE2 + ((x(67) * (_* CTU2) x (-SFI2) + X(69) ,( CFIz) {, CTE2)

* EGZZ + FTZX * GZ11 + FTZy * c21Z + FTZZ *

F206Y = -((x(92) * (-EG¿Z) + x(94) * Eczx)) + F72X * G221F72Y * G222 + FTZZ * cZZg

F206z = -(X(99)
F72Z * e233

* (-Ee2X)) + FTZX x G23i + FTZy * *ZSZ +

F205X = -X(gs)
G21 3

* CG?Z + FTZX x Gzt 1 + FTZY r( GZ|Z + FTZZ *

F205Y = - (X( 92 )
F72Z * G223

* (-Cc2Z)) + F72x * G2Z1 + FTZv * GZZ2 +

F2O5Z=F72XxG2g1 + F72Y * A23Z + FTZZ * Gzgg

+

F2o4X = -(X(99) * DGZZ + X(94)
F72YxG212+F7ZZ*c213

* (-DGzY)) + F72X * c211 +

(-DGzz)) + FTzx * Gzzl + FTzy * Gzzz +
F2O4Y = -(X(92)
F72Z * c223

*

F2O4Z = -X(92) * DG2y + FTàX * elg,l
G233

+ F72Y * G232 + F72Z *

F1 OgX
( -sru3 )
srEs ) )

((x(zs) * crus + x(76)
+ X(76) x cTU3) x (-sFrs)

* sTU3) * cTEs + ((x(75)
+ x(ll ) x CFIS) *

+ F109Y * c312 + FIO7Z * Gglg Fg14X+ F109Y * G322 + Fl}gz * c323 F314Y+ F109Y x G332 + FtOgZ * Gggg Fg14Z

Anexo - 1g

F1OgY
SFTs )

F315X
F315Y
F3152

FlosZ = ( (x( zs )(-sru3) + x(76)

((x(75) *

= F109X * cg11
= F109X * G321
= F109X * cggl

(-sTU3) + x(76) * CTUS) x crls + x(77) x

*
(-

* crus + X(76) * sTUs) x sTEs + ((x(zs)* cru3) * (-srrs) + x(77) * cFrS) x CTES)
*



F145X
( -sru4 )
sTE4 ) )

= ((x(83) x cTU4 + X(84) x STU4) * CTE4 + ((X(es) x
+ X(84) * CTU4) * (-SFr4) + X(85) * CFr4) * (_

((x(83) x (-sru4) + X(e+) x cru4) x cFr4 + x(85) *F1 45Y
SFI4 )

F1452 =
( -sru4 )

((x(83)
+ X(e4)

* cTU4 + X(84) * STU4) x STE4 + ((x(83) x
t( cTU4) x (-sFI4) + X(85) x CFI4) * cTE4)

F319X=F145X*c411
F319Y=F145X*e421
F3192=F145X*e491

145Y ,ß G412 + F145
145YxG422+F145
145YxG432+F145

G41 3 F31 8X
G423 F318Y
G433 F31 8Z

Z*
z*
z*

+F
+F
+F

E8X = X(1) T( CNX + F8X * RNX
EBY=X(2)*CNY+FBy*RNy
E9Z=X(3)*CNZ+FgZ*RNZ

E23X = E28X
E23Y = FR1

E23Z = E28Z

E32X = E28X
E32Y = FRI
E32Z = E28Z

E45X = X(6) * CNX + F45X * RNX
E45Y = X(7) * CNy + F45y * RNy
E45Z = X(8) * CNZ + F45Z * RNZ

E60X = E65X
E60Y = FR2
E6OZ = E65Z

E69X =
E69Y =
E69Z =

E65X
FR2

= X(11) * CNX + F9ZX * RNX

= X(12) * CNY + F82Y * RNY

= X(13) * CNZ + FïZZ * RNZ

E65Z

E82X
E82Y
E82Z

E97X = E102X
E97Y = FRg
E97Z = EIOZZ
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E118X = X(tO) * CNX + Fltgx * RNX
E118Y = X(iZ) x Ct¡y + Ftl8y * RNy
81182 = x(18) *( cNz + F1182 * RNZ

8106X = EIOZX
E106Y = FRg
81062 = E1O2Z

El33X = Elggx
E1 33Y = FR4
E1332 = Ef38Z

8142X = Elggx
E142Y = FR4
E1422 = EigBZ

8275X=X(45)*CR
82757 = Vl¿rì\ * rrE!,r\Tv, 'r' vt\

+F
Tr

275X * RR
ãtE-1I QL ;ñ KH

EZ9?Y = X(42) x CR + FZgZy * RR

F171X = F157X F16gX
F'|71Y = F1S7y - Ft6gy
F1712 = F1ïtZ F1682

F181X = -(X(91) *
F1582 * cl13

(-eC1Y)) + F15BX * Clt1 + Ftssy x C112 +

F181Y = F158X * c121 + F158y x c122 + F1582 {r c12g

F1812 = -x(89) x Bcly + F158X * c131 + F158y * c132 + F1582* c133

F218X : F2O4X F215X
F218Y=F2O4Y-F215y
F2182 = F2O4Z FZ15Z

F228X = -(X(97) *
F2O5Z * c213

(-BC2Y)) + F2OSX * CZ11 + F2O5y * CZtz +

F228Y = FZOSX * CZZ| + F2O5y * CZZZ + FZOSZ * CZZL

F2282 = -X(95)* c233
* BC2Y + F2O5X * ezy + F2O5y * c2g2 + F2O5Z
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F246X = -(X(100) *
F1592 * E1 13

(-rE1Y)) + F1sgx * El11 + F159y * Eltz +

F246Y = F159X * E1Zl + F1S9y * E|ZZ + F1S9Z * E12g

F2462 = -X(9s)
* 8133

* FEIY + F159X * 8131 + F159y * 8132 + F1592

F248X = F25ZX x Ftl1 +
F248Y = F25pX * Fl1Z +
F2482 = F252X * F1 13 +

F252Y * F121 + F2522 * F131 F246X
F252Y * F122 + F2522 * F132 F246Y
F252Y * F123 + F2522 * Flgg FZ46Z

F258X = -(X(103) *
F2O6Z * 8213

(-FEzy)) + F2O6X * E211 + F2O6y * 8212 +

F258Y = F2O6X * EZZI + F2O6y * EZZZ + FZO6Z * EZzg

F2582 = -X(101 ) * FEzy + F2O6X * Ezgi
F2O6Z * 8233

+ F206Y * 8232 +

E41X = E45
E41Y = E45
E41Z = -PA

(-PGzz)
PG2Z

E4X=E8Y*(-pGlZ)
E4Y = EgX * Pc1 Z
EAZ = -PA1

E13X=-(eeX*CFi1
E13Y=-(EBX*SFI1

+ EsY * (-SFII)) X(57) x SX1
+ E8Y x CFrl) - x(58) * SY1

82Y * (-sFr3)) x(73) * SXs
82Y*CFI3)-X(74)*SY3

Y*
X*
2

E50X = -(E45X * CFT.2 + E4Sy * (-SFI2)) X(65) * SX2
E50Y = -(E45X * SFI2 + E45y * CFIZ) - X(66) x Syz

E78X=E82Y*(-pcgz)
E78Y=E82X*pcgz
E78Z = -PA3

E87X=-(EB2X*CFIS
E87Y=-(882X*SFI3

+E
+E

El 14X = Ef 18Y * (-pâ z)
El 14Y = El 18X * pcLz
81142 = -PA4

E123x = -(E118x * cFT4 + El1sy * (-sFr4)) x(81) x sx4
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E123Y = -(Er18X * sFI4 + E11gy * cFI4) - X(Bz) * Sy4

827 3
827 3
Ê.27 3

8286X
E286Y
E2862

27 5X
282Y
27 52

= -8275X
= -82'82Y
= -82752

X=E
Y=E
L-tr

E315X = X(48
8315Y = X(49
E3152 = X(SO

* CR + F315X * RR
* CR + F315Y * RR
* CST + F3152 * RST

)

)

)

E319X = X(S1) * CR + Fg19X * RR
E319Y = X(S2) x CR + Fglgy x RR
E3192 : X(S3) * CST + F3192 * RST

F260X = F264X
F260Y = F264X
F26OZ = Fp64X

E75X = -(X(71) * cR3
E78z * (-srEs)) (Ee7

E1X = -(X(55) x cRlZ + X(56) * (-cRty)) (E¿X * CTE1 + E4Z* (-sTEl )) (E2gX * Gl 11 + Ezgy * Gtzl + Ezgz * Glg1)
E1Y =TR1 - (X(s4) x (-cR1z) +X(56) r<GR1X) _ E4y_ (EzsX* G112 + E23y x G122 + Ezgz * G132) _ x(55) x RDDI

E1z = -(X(54) * cRly + X(ss) * (-en1x)) (E¿x * sTEl + E4z* crEl) - (E23X * e1lg + E2gy * G12g + Ezgz * clgg)
E38X = -(X(69) x GR2Z + X(64) *
E41z * (-sTEa)) (E60X * czl1

21 1 + F264y * Fzzi + Fz64z ì( Fzgl F2sgX212 + F264Y * F222 + F2642 * F2g2 F258y213 + F264Y x Fzzg + Fz64z * F2gg FzSBz

(-GR2Y)) (E41X * cTEz +
+ E60Y x G221 + E6OZ * G231 )

* GRzX) - E41Y -
X(63) * RDDz

+

t(F
*F
*F

E38Y = TR2 (X(62) x (-eazz) + x(64)(E60X * G212 + E6Oy x G222 + E6OZ * G2g2)

E38Z = -(x(62) * cRzy + x(63) * (-GRzX)) (E41X * sTEzE41z * crE2) - (E6oX * Gztg + E6oy * Gzzg + E6oz * czgg)

Z+
X*

x(72) * (-cR3Y) )
G311 + E97Y x G321

( E78X * CTES +
+ E97Z * e331 )

E75Y = -(X(70) x (-cR3Z) + X(zz) x GR3X)c312 + E97y * c322 + EgTz * e332) _ X(71)

Anexo _ Zz
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E75Z = -(X(70) * GRSY + X(71 ) * (-eRgX)) (E7BX * sTEs +
E78Z * CTES) - (897X * c313 + E97y * c323 + ETTZ * c333)

E111X
81142
c431 )

8111z
81142
e433 )

= -(X(78)
* cTE4) -

= -(X(79) x cR4Z + X(BO) x
* (-srE4)) (E133X * c411

(-GR4Y)) (8114X x CTE4 +
+ 8133Y * G421 + 81332 *

E111Y =-(X(78) * (-en¿z) +x(so) *eR4X) - E114y- (E13sX* G412 + E133Y * G422 + E1332 * G432) - X(79) * RDD4

* GR4y + X(79) x (-cR4x)) (8114X * STE4 +
(8133X * c413 + E133Y * G423 + Elggz *

F184X=F181X*8111
F184Y=F181X*8121
F1842=F181X*8131

+ F181Y * 8112 + F1812 * 8113 F185X
+ F181Y x 8122 + F1812 * 8123 F185Y
+ F181Y x 8132 + F1812 * 8133 F1852

F231X
F231Y
F2s1Z

= F228X * 8211 +

= F228X * 8221 +

= F228X * 8231 +

8212 + F2282 * 8213 F232X
8222 + F2282 * B223 F232Y
8232 + F2282 * 8233 F2322

F228Y *
F228Y *
F228Y *

E1 O7X
E1 O7Y

81072

E1 43X
E143Y
E1 432

-(8315X
-(E315X
-(E315X

-(E31eX
-(E31eX
-(E319X

G31 1

G31 2
G313

G411
Q412
G41 3

E315Y
8315Y
8315Y

E319Y
E319Y
8319Y

G32 1

G322
G323

G421
G422
G42s

E31 5Z
831 5Z
83152

E3192
831 92
E3192

c331 )
c332 )
c3s3 )

c431 )
G432)
c433 )

*
*
*

*
*
*

+
+
+

+
+
+

*
*
*

*
*
*

+
+
+

+
+
+

*
*
*

*
*
*

E171X = X(21) * CR + F1Z1X * RR
E171Y = X(22) * CR + Ft71y * RR
81712 = X(23) x CSO + FIT1Z * RSD

E218X = X(30)
8218Y = X(31 )
E2182 = X(32)

X CR + F218X * RR
* CR + F218Y * RR
* CSD + F2182 * RSD

8248X = X(39)
E24eY = X(40)
82482 = X(41 )

* cR + F24eX * RR
* CR + F248Y * RR
* cR + F2482 * RR

82X + E1O7X * CTES + E1O7Z * STE3
82Y + E107Y
822 + E107X * (-STE3) + E|O7Z * CTE3

E90
E90
E90

X=E
Y=E
7-E1L
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E1 26X =
E126Y =
81262 =

E1 18X +
E1 18Y +
81182 +

E143X *
E1 43Y
E143X *

cÏ84+81432*sTE4

(-sTE4) + E14gZ * cTE4

EI 68X = -E 1T 1X
E168Y = -E171y
E1682 = -81712

E215X =
E21 5Y =
82152 =

E161X =
E1 61Y =
81612 =

E171X
E1 71Y
817 1Z

-82 1 8X
-E2 1 8Y
-821 8Z

E218X
E218Y
821 8Z

x(42) * cR +
X(43) * CR +
x(44) * cR +

8208X =
E208Y =
E?OBZ =

8251X = -E248X
8251Y = -EZ gy
82512 = -E24gZ

8260X =
E260Y =
E26OZ =

F260X * RR
F260Y * RR
F26OZ * RR

E94X
STU3 )

El30X = E126X
( -sru4 )

E90x x cTU3 + (EgOy * cFIg + E9OZ * (_sprg)) * (_

tr,Y4 Y E90x * sTUs + (EgOy * cFIs + Egoz * (_sFI3)) * CTU3

E94Z = EgOY.* SFIS + E9OZ * CFIS + FGR

* cru4 + (E12oY * cFr4 + E1z6z * (-sFr4))

8126X * sTU4 + (E126y x cFI4 + 81262 * (_sFI4))

E1 302 8126Y x sFI4 + 81262 * cFI4 + FcR

*

*
E1 sOY
CTU4

E157X =
E1 57Y =

-8161X
-8161Y
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81572 = -E1O1Z

El 75X = -E1 6gX
8175Y = -E16gy
81752 = -Et6g2

E1 84
E1 84
E1 84

(24)
(es)
(eo¡

E2O4X = -E2O8X
E2O4Y = -E2OBY
E2O4Z = -EZOïZ

8222X = -E21SX
E222Y = -E215y
82222 = -EZ15Z

E231X = X(gg) *
8231Y = X(34) *
82312 = X(gS) *

8245X = -EZ49X
8245Y = -E24By
82452 = -E24BZ

8257X = -E2O0X
8257Y = -EZOOY
82572 = -E26OZ

E263X = -E2OOX
E263Y = -E2O0y
E2632 = -E26OZ

* CR + F184X * RR
* CR + Ff84Y * RR
* cR + F1842 * RR

cR + F231X
cR + F23tY
cR + F2312

X=X
Y=X
Z=X

*RR
*RR
*RR

E1 59X
E1 59Y
E1 592

= -(8245X * 8111 + 8245y * 8121
= -(E245X x 8112 + 8245Y x E1Z2
= -(8245X * E113 + 8245Y r 8123

+E
+E
+E

+E
+E
+E

8221
8222
8223

2452 * 8131 )
2452 * E132)
2452 * 8133)

2572 * 8231 )
2572 * E232)
2572 * E233 )

E206X = -(EZ1TX * EZ11 + EZ57y *
E206Y = -(EZS7X * EZ|Z + EZ57y *
E2O6Z = -(8257X * E21g + EZSTY x

8241X = -E24gZ * FEly
8241Y = 0
E2412 = -Ë.249x * (-FE1y)

Anexo - 25



8253X
E253Y
82532

= -82602 * FE?Y
-0
= -E260x x (-FE2Y)

8272X = 8251X * F111 + 8251y * F112 + 82512 * F113 + 8263X* F211 + E263y * F212 + E26gZ r( F213 + 8273X rN * (x(106)* x(108) - x(105) * x(1oe))

8272Y = E251X * F1Z1 + EZ51y* F221 + E263Y x FZZZ + EZ67Z* x(107) - x(104) * X(1os))

122 + 82512 * F123 + E263X
223+8273Y-IN*(X(106)

8222X * A221 +
+ E1 75Y * A122 +

*F
*F

82722 = E251X * F131 + E251y * F',r3z + t.2512 * F133 + E263X* F231 + E263y * F2g2 + 82632 * F233 + E27gZ IN * (X(105)* x(107) - X(104) * x(108))

8322X = 8319X + E3ISX + E2g1X + E1B4X + EZZZX * AZ11 +8222Y * A212 + 82222 * A213 + 8175X x A111 + E175y * A112 +
841Èt ùEt,'rL ,n Alló + tszaeix

E322
8222
E175

Y=
Y*
Z*

E319Y + E315Y + E231Y + E184Y +
4222 + 82222 * AZZ3 + El 7SX * A1?1
4123 + E286Y

83222
8222Y
É,17 5Z

El81X = -(E1B4X * 8111 + E1g4y
E181Y = -(E1g4X * B11Z + Elg4y
81812 = -(E1B4X * 81 13 + E1B4y

*A
*A

3192 + 83152 + 82312 + 81842 + 8222X * A231 +
232 + 82222 x 4233 + E17SX x Algt + E175y * AlgZ +
133 + E2B6Z

z*
Z*
Z*

*B
*B
*B

Z*
Z*
z*

121 + 8184
122 + E184
123 + E1B4

8131 )
8132)
8133)

8228X
8228Y
82282

= -(Eest
= -(8231
= -(E231

X*
X*
X*

8211 + E231Y x
8212 + 8231Y *
8213 + E231Y x

8221 + 8231
8222 + 8231
8223 + E231

8231 )
B232)
8233 )

8265X
FlHY)
FzHY )

E265Y = 0

82652 = -((EASIX * F111
FlHY)) ((E263X * F21't
F2HY ) )

+ E251Y * F112 + q-2512
+ 8263Y x F212 + 82632

-((E251X x F191 + 8251y * Flgz + Ezslz * Ft39)
( ( Ee6sx * F2g1 + E263y * F232 + 82632 * F233 )

*
*

*F
*F

113) * (-
213) * (-
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E176X = E175X * A111
8176Y=8175X*A121
81762=E17SX*A191

8223X = EZZZX * AZil
E223Y = 8222X * AZZI
Ê.2232 = E22ZX * AZBI

+ 8175Y * A112 + E.1752 x A113
+ 8175Y x A122 + 81752 * A123
+ E175Y x A132 + 81752 * A133

+ 8222Y * A212 + 82222 x A213
+ É.222Y x A222 + 82222 * A22g
+ 8222Y x A232 + 82222 x A233

8287X1 = E19OX + EZ1TX + E1O6X + E14ZX + E26SX (X(1Og) x
GR5Z + X(109) * (-ensv)) (E319y * (-c4ez) + E3192 * G4cy)(E3r5y * (-GSez) + 83152 * c3cy) - (8231y * (-BIGZ) +
E2s1Z * BzcY)

E287xz = -(E1e4y * (-Blcz) + E1B4z * Blcy) - (Ezz3y * (-
A?GZ) + E2232 * Azcy) - (8176y * (_AlGZ) + 81762 * Alcy) _
(EZe6y x (-Hcz) + E2862 * HGY)

8287X=8287X1+EZBTX?

E287Y1 = E190Y + 8237y + E1O6y + E14Zy + EZ6SY _ (X(107) *(-GRsZ) + x(ro9) x cRsx) - (8319X * G4eZ + E3192 * (-c4cx))
(E315X * cscz + E3152 * (-c3cx)) (E231X * BzeZ + 82312* (-82cX) )

8287Y2 = -(Ete¿X * Blcz + E1B4Z * (_BIGX) )+ 82232 * (-AzcX)) (E176X * AlcZ + 81762
(Ezeox * Hez + Ezg6z * (-HcX)) TRl TR2

*
(8223X * A?GZ

(-A1cx))

8287Y=E2g7y1+EZATyz

E28721 = E19OZ + EZTTZ + E1O6Z + E14ZZ + EZ6SZ (X(107) x
GR5Y + X(108) * (-cR5X)) (E319X * (-c4cy) + E31sy * c4cx)(E315X * (-c3Gy) + 8315y * cscx) _ (8231X * (_eeey) +
E231Y * BzGX)

828722 = -(EiB4x * (-B1cy) + E1s4y * Blex) - (Ezzgx * (-
AzGY) + E22sY * A2GX) - (E176X * (-Alcy) + 8176y x Alcx) _
(E286X * (-ney) + E2g6y * HcX)

E2B7Z: 828721 + EZB7Z2

8325X
E325Y
83252

= 8322X * cC1 1

= E322X * GC21

= É.322X * cCg l

+E
+E
+E

322Y x cC12 + 83222 * GClg + TRAC
322Y*GC22+83222*GC23
322Y * GC32 + q.3222 * cçg3 + FcC

8163X = -E181X
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E1 63Y
E1 632

= -Elg1Y
= -E1g1Z

E21OX
E21OY
821 0Z

= -8228X
= -E22gY
= -E22gz

El58X = -(E16gX
E158Y = -(E16gX
El582 = -(Et6gX

163Y * C121 + E1632 * Ctgt )
163Y * C122 + E1632 * c132)
163Y * C123 + 81632 * Clgg)

El77X = -EtgfZ * BCly
E1902 * 8131 )

(E190X * 8111 + ElgoY * Bt21 +

8177Y = -(E19OX * 8112 + Elggy * B¡ZZ + EtgOZ * BigZ)

* c111
* c112
* c113

+E
+E
+E

817 7

E190

E2O5X
E2O5Y
82052

-El81X *
8133)

t-

Z*
(-BC1Y) (E19OX * 8113 + Elgoy x B12s +

= -(E210X * c211 + Ezloy * c221 + E21AZ * c231)
= -(8210X * c212 + E21Oy x c222 + EIIOZ * c2g2)
= -(E210X * c213 + E21Oy * c223 + E21OZ * c233)

8224X=-EZZIZ*BC2y
Ê,2372 * 8231)

(8237X * 8,211 + E2g7Y x BZZ¡ +

8224Y = -(8237X * 8212 + EZgTy * BZZZ + EZ'TZ * BZ'Z)

Ê,2242 = -EZZ9X *
E2372 * 8233)

E36X = -E1S9X E1SBX E1S7X
E36Y = -E159y - El5gy - E1S7y
E36Z = -ft59z E15gZ 81572

E73X = -EZ06X - E2OSX - EZO4X
E73Y = -EZ06y - E2OSY - E2O4y
E73Z = -EZO6Z EZOSZ EZO Z

(-BC2Y) - (E2g7X * F,213 + E2s7y * B22s +

E33X
E33Y
E33Z

= -(ESox * c111 + E36Y * G121 + 836
= -(836X * e11z + Eg6y * Grzz + 836
= -(E36X * G11g + Eg6y * ctzg + Eg6

Z*
Z*
Z*

GI31 )
c132)
Gl33)

E70x = -(873x * G211 + ETgy x Gz2,t + ETgz * czgl )E70Y = -(E7gX * GZIZ + ETgy * G2ZZ + ET|Z * A2gZ)
ETOZ = -(E7gX * c21g + ETgy * GZZ} + ETIZ * c2gg)
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8147X =
(8158Y *

El 94X =
( E2o5Y *

E32X (E168y * (-¡o1z)) (E159y * (_Ee1Z))
(-ce12)) (erszy * (-DclZ) + 81572 * DGly)

8147Y = E32Y - E16gx x ADlz (E1s9x * Eclz + E1s9z
EGIX)) E158X * CGIZ E157X * DclZ

81472 = E32Z ElSgy * EclX (E157X * (-Oe1y))

*(

E194Y = E69Y - 8215X x ADZZ (E2O6X * EGZZ +
EG2X)) E205X * CGZZ E2O4X * DezZ

E69X ( 821 5Y *(-cezz)) (Ezoçy *
(-eozz)) (E2o6y * (-Eczz))
(-DGzZ) + E2O4Z * DczY)

E2O6Z * (-

81942 = E69z E2O6y * Ec2X (EZ} X * (-Dc2y) )

E16X = E8X + E33X * CTE1 + EggZ * STEI
E16Y=E8Y+833Y
E16Z = EgZ + EggX * (-SrEl) + E}SZ * CTEI

E53X = E45X + ETOX * CTEz + ETOZ * STE2
E53Y=845Y+E7Oy
E53Z = E45Z + E70X * (-STEZ) + ETOZ * CTEI

E2OX

STU1 )

E16X * cTUl + (Eroy x cFIl + E16Z * (-SFrl)) * (_

E20Y = E16X * STUI + (E16Y * CFI] + E16Z * (-SFI1)) * CTU1

E?OZ = E16Y * SFTI + E16Z * cFIl + FGR

E57X = E53X * CTUZ + (ESgy * CFIZ + Ê.592 *
STU2 )

(-sFr2)) * (-

E57Y = E53X * STU2 + (E53y * cFIz + E53Z * (-sFIz)) * CTjJI

E57Z = E53Y * SFI2 + ESTZ * CFIZ + FcR

Ecuaciones diferenciares correspondientes a las
compi iances, con las que se obtienen los despÏazamientosx(j) a partìr de su derivada y(j) que son los flujos:
Y(1)
Y (2)
Y(3)

= F8Y

= FAZ
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Y(4) = FZBX
Y(5) = F2BZ

YLq ) = f45X

Y (8) = F46z

Y(9) : FO5X
Y(10) = F6SZ

Y(11) =1 'F8'2X
Y( 12 2Y
Y( 13,) - ,F.82z

Y(14) = F1-O-2X

Y(tS) = F|OZZ

Y('16) = F1 tBX
Y(17) = Fl18Y
Y(18) = F11BZ

Y(19) = Fl
Y(20) = Fl

Y(24) = Fls4X
Y(eS) = F184Y
Y(26) = Fla4z

38X
8Z3

Y(21) = Ft7lX
Y (22,) = F1 71Y
Y(23) = F1712

i

Y(27) = Fisox
Y(2e) = F19OY
Y(2S) = Fl9OZ

Y(30) = F21gX
Y(3t ) = F218Y
Y(32) = F21AZ

Y(33,) = ,rFzB1,X

Y(34) = F23r1:Y.
Y(35) = F2312

Y(36) = F237X
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Y(37)
Y(38)

237Y
237 Z

Y(3e)
Y(40)
Y(41)

248X
248Y
2482

I

Y (42)
Y(43)
Y (44)

260X
260Y
2602

r

Y(45)
Y(46)

= F275X
= F2752

Y(47) = F282Y

Y(48)
Y(4e )
Y(50)

= F31 5X

= F315Y

= F3152

Y(51 ) = F319X
Y(52) = F319Y
Y(53) = F3192

Ecuaciones diferenciales correspondient,es a las rnercias,con las que se obt,ienen los flujos X(j) a partir de suderivada Y(j) que son las aceleracjones:

Y(54)
Y(55)
Y(56)

/I
/I
/I

)-E
)-E

1X

1Y

1Z

RX

RY

RZ

Y( 57
Y( 58

Y( 5e
Y( 60
Y( 61

13X / US
13Y / MS

E20X / UA
E?OY / MR

E?OZ / UA

Y(62)
Y(63)
Y(64)

)=
)=
)=

/I
/I
/T

38X
38Y
382

RX

RY

RZ

Y(65)
Y(66)

= E50X / ¡lS

= ESOY / US
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Y(67)
Y(68)
Y(6e)

Y( 70
Y( zt
Y(tz

= E57X / UA

= E57Y / UA

= E57Z / Un

= E75X / IRX
= E75y / IRy
= E75Z / IRZ

)

)

)

Y(7s)=Es7XlMs
Y(l¿)=E87yl¡lS

Y(7s)=894X/un
Y(70)=Es4y/Un
Y-(-7 7-) ¿--E9 4-21-ytR- -, -
Y(zs)=Ê111x/rRX
Y(79) = E11ty / IRy
Y(80)=81112/rRz

Y(81 )
Y(82)

Y(89) = ÉjTtX /
Y(9o) = 8177y /
Y(e1) = Elii¿ /

123X / ¡.ts
123Y / us

130X / ua
130Y / Un
13OZ / ua

= 8147X / IN
= 8147Y / IN
= E1472 / IN

1e4X / rN
194Y / IN
1s4z / rN

E

)=E
)=E
)=E

Y( es
Y(84
Y( es

Y( 86)
Y(87)
Y(88)

Y (e2
Y( s3
Y( g¿

IN
IN
IN

)=E
)=E
)=E

Y(95) = E?Z4X /
Y(96) = Ez24y /
Y(ez) = Ezz4z /
Y(9e)=8241x/rN
Y(99)=E24ty/rN
Y( 100) = Ez41Z / rN

IN
IN
IN
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Y(101) = E2ssX /
Y(102) = Ê.zísy /
Y(log) = E2ssZ /
Y(104)=Ez7zX/rN
Y(105)=8272y/IN
Y(106)=E27zz/IN

IN
IN
IN

Y(107)
Y(108)
Y(r0e)

= 8287X /
= 8287Y /
= 82872 /

ICX
ICY
ICZ

Y(110) =
Y(111) =
Y(112) =

E325X / UC
E325Y / MC

83252 / MC

Ecuaciones diferenciales correspondientes a los ángulos deCardan, con las gue se obtienen dichos ángulos X(j) a par_ti r de su derivada y(j ) expresada en función de lasvelocidades angulares de los sólidos:

Y(113) = cos(X(114)) * X(s4) + SIN(X(114)) * X(56)

Y( 1 14) = X(5s) -
srN(x(114)) * x(54))

TAN(X(113)) * (cos(x(114)) * x(56) _

Y( 115) = (cos(X( 114) ) * X(56)
cos(x(113))

srN(x(114)) * x(54)) /

Y(116) = cos(X('t r7)) '( X(62) + SrN(X(117)) * X(64)

Y(117) = X(os) -
sIN(X(117)) * x(62))

rAN(x( 1 16) ) * (cos(x(117)) * x(64) -

Y(118) = (cos(X(117)) * X(64)
cos(x( 1 16) )

srN(x(117)) * x(62)) /

Y(11s) = cos(X(i20)) * X(70) + srN(X(.t20)) * x(72)

Y(120) = X(71) -
srN(x(120)) * x(70))

rAN(x( 1 1e) ) * (cos(X(120)) * x(72) -

Y(121) = (cos(X(120)) * x(72)
cos(x( 1 re) )

srN(x(120)) *

Y(122) = coS(X(12s)) * X(zs) + srN(X(12s)) * X(Bo)
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srN(x( 123 ) ) * x(7e)) /

* x(107)) /

TAN(X(122)) * (cos(x(123)) * x(80) _Y(123) = X(7s) -
srN(x(123)) * x(78))

TAN(X( 125) ) * (cos(x( 126) ) * x( los)Y(126) = X(1os) -
srN(x(126)) x X(107))

X(1os) x srN(X(1so)) +
x(12s))

(x(
)x

cos
(eg

*
+X

-x( t
(x( 1osc

Y( 128 )
x(86) *

*
*

Y(12+) = (cos(X(12s)) x X(so)
cos(x(122))

(130)) x(107)(x(12s)) x(86)cos

x(107)
x(e2)

(136)) x(1oz)
(x(135)) x(8s)cos

07)
2s))

10e )

TAN
cos

09) +
TAN(X
cos( x

07)
35))

= -X(109) +
136))) * TAN(X(1

cos(x(133)) x
+ x(94) * SrN(x

130))
SIN (

*
X 88

* cos(x( 130
x(ea) * cos(x(

cos(x( 133) )
94) * cos(x(1

08) * sIN(X( lss) )
32))

Y(125) = cos(x(126)) * x(107) + SrN(x(126)) * x(1oe)

Y(127) = (cos(X(126)) x X(1oe) srN(X(126))
cos(x(125))

(x
{r

eos

(t
(t

36))
x(135))x(s1 )

(
= X(ez) - (X(îos)

30))) / cos(x( 128) )
2e))) x rAN(x(1zs))

SIN(X( 1

SIN(X( 1

(x(128)) + (
(x(128))

cos
TAN

(x
*

cos
(x( s1 )

Y(135) = X(eo) - (X(1os)
srN(x(136))) / cos(x(134))
srN(x(135))) * TAN(x(134))

)
(

(

Y( 1to

Y(130) = -X(
srN(x(130))) *
srN(x(12e))) /
Y(131) =
x(92) x

srN(x(133))) /
srN(x(132))) *

srN(x(132))) /

07) *
86) *

x(r
x(

sz)')

33)) x(107)(X( 1oe) x cosY( 1ss) = -X( 1

srN(x(133))) * (x( 132) ) x(e2)(131)) + (x(s4) *
(131))

+ (x(108)

(x(108) x

(x( r

34) )

+

*
*

*
*

-x( r07 ) *
cos(x(132))

Y(132 ) = X( 9s )

) - X(108) x srN(X(ts6)) +
(x(135))

cos(x(
(st¡ *

*
+x

-x( 1

(x(1cos
Y( 134 )
x(89) *

*
*

(x( r

cos

136 )
SIN

*

+
08 * cos(x( 1 x(107) *

x(89) *
Y(136)
SIN(X( * COS(
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srN(x(135))) / cos(x(134))

=
3e)
38)

oe)

-x(8
141))

3s)) x(1oe) x
) x srN(x(138))

cos(x(13s
97) * cos(x

srN(x( 13e) ) +
( 107 ) x cos(x( 1

(x(138)) + X(gz
XY(137)

cosX(95) ¡r(

srN(x( 1

SIN(X( 1

Y(141) =

*
*

x(107)
x(s5)

)x
(x(

08138) = X(so) - (X(1
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*
*
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)) *
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)
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*
*

x(8e)
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+ (x(108) xY(13e)
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(x(142)
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+
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/
*
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(so)
)) +
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+
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(
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(x(151)) x(102) * slr\l(x(151)) +
) x srN(x( 150) )

*1)) x(101)
(x(150)) x(s2)

5

cos
((x

*

*
*

01) *
50)) +

tos) +

rAN(x( 1

cos(x( 1

tvJ )

TAN(X
/ cos

* cos
(x(s4)

* cos(x( 15
x(94) * cos(x

o0

) x cos(x( i54
(x(1oo) x cos(x

cos
ros)

* cos(x( 1 57
(103) * cos(x

cos(x
x(56) *

* cos(x( 160
x(56) * cos(x(

srN(x(154)) +

* srN(x( 157) ) +

x(86) x
x(54) *

cos
x(e4
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Y(151) = -x(

srN(x(150))) /

VllÃi\ - -vt' \,v-t - /\t

Y(14s)
cox(s2) *

srN(x(151))) *

Y( 152 )

Y( 155 )
x(101)

Y(15s)

Y(160) =
srN(x( 160) ) )
srN(x(15e)))

Y( 150) - x(e3) - (x( r02)
srN(X(151 ) ) ),/ cos(x(149))
srN(x(150))) * TAN(x(14e))
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x(e2)

(x(102)
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x(100) x+

(x(108) x
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(152)) +
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)

08e) + (x(1

+ (x(87)
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4s))
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) - x(87) * srN(x(160)) + x(s4)
x(r5e))
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+
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*
*

x(86)
x(54)
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*

cos

(x(157)) x(108)
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z)
+

)=
(x(cos

(

ee)
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*

)
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cos(x

*
*

*
*

*
*

) - x(108) * SrN(X(16s)) +
(x(168))

*
*

)) x(107)
x(-168)) x(78)

( 16e

x(e2)
x(62)

COS(X
x(64) x

* cos(x( 163
x(64) * COS(X(

x(s2
(162)) x(

Y( 162) = X(6s) - (X(es)
srN(x(163))) / cos(x(161 ))
srN(x(162))) * rAN(x(161 ))

)x
65))

Y(166) = -X(109)
sIN(X(166))) * TAN

(x
*

x(zg) - (x( 108)
))) / cos(x(167))
))) * rAN(x(167))

Y(to
SIN (
SIN (

Y(163) =
srN(x( 163) ) )
srN(x(162)))

+Y(164) = -X(107
x(70) * cos(x(1

5)
X(1oo
x( 165

8) =
x(r6s
x(168

9) =
x(16s
x( 168

cos(x(166)) x
+ x(72) * SrN(X

08) * SrN(X(166))
65))
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-x(e4)
* TAN(X
/ cos(x

07) *
68)) +

10e )
TAN
cos

cos(x(16e)
x(80) * srN

+ (x(s3)
(161)) + (
(161))

(x( los) x
cos
rAN(x( 1 64))

+ (x(108) *
(x(164)) + (x(
(x(164))

+ (x(108)
(x(167)) + (
(x('t67 ) )

x(107)
x(70)

)) x(107)
(165)) x(70)

cos(x(166))
72) r( cos(x( 165 ) )

cos(x( 166
72) * COS(X

71)= x(
))) /
))) *

Y( 16
srN (
SIN (

= -X( t
cos(x( 1x(78) x

_x(
))) *
))) /

Y( I6
SIN (
SIN(

cossrN(x(165))) /
Y(167)

cos (

* cos
(x(80)

{( cos(x( 169 )
X(8o) * cos(X(1

x(107) *
x(za) x

a a

)-
68) )

lObtención del desplazamiento X(170) correspondiente
fuente de flujo que acciona la dirección:

Y(170) D r1
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