




MOVIMIENTO DE SATELITES ARTIFICIALES. ELIMINACION
DE PEQUE~OS DIVISORES EN UNtA TEORlA DE SEGUNDO ORDEN(-)

José F . LAIIULLA

Facultad de Ciencias. Universidad de Zar agoza

Summary

In the present pap el' a revisión of the second arder solution given by Kozay is de­
rived. The express ions for the secular an d periodic perturbatíons are transformed and
obtained in form more available for the elimination of the small divisora.

Th e equa tio ns employe d in th e van Zeipel 's method are developped in invariant
Iorm with th e aid of the Po ísson bracket s. Thi s in varian ce of the equa tions offers th e
possibillty of car rying out th e elimina tion of th e small divi sora, Concr ete r esults for
the case e ~ O are given.

I. Prólogo

1. NOTA PREYIA SOBR E EL PROBLEMA PLANTEADO Y CONCLUSIOXES OBTENIDAS : Desde el
lanzamien to del pr imer satélite ar tificia l en 1957 , puede decirse qu e ha comenzado un a
nu eva era para la Mecánica celeste, y si bien much os de los pr oblemas plantead os son
análogos a los que ya fueron resueltos en el. estud io del movimien to de plane tas, pequ eñ os
plane tas, etc., otros han dado lu gar a cuestiones espec íficas, no tr at ad as ha sta en ton­
ces, o tr atad as in sufi cientemenle. En es te sen tido, deben citarse los problemas de opti­
mización , casos de resonancia , lanz ami ento , etc.

Nuestro tr abaj o se r efier e de forma más ' conc re ta al pr oblema de pequ eño s divi sor es
en una teorí a de seg undo ord en . Como se verá , apar te los trab ajo s ya clás icos dedica­
dos a es ta cues tión, algunos au tor es (G. HORI, SmTH, LmDANE, GARFIN1\EL, MORANDO,
CID , elc. ) han desar rollado r ecientemente aspectos distin los de esta teor ía , aunque por
lo re gul ar dedicado s a una teor ía de primer orden . Por eso, y teni endo en cuen ta la
precisión al can zada en los cálculos, par ece n ecesario extende r los r esultados obtenidos
a una teoría de segundo ord en.

Así, en es te ar tículo se comienza en el capítulo JI por hacer una . bre ve expos ición
del estad o ac tua l del problema de movimiento 'de sa télites , con espec ial r efer encia al
problema de pequ eños divi sor es.. En es ta parte nuestra contr ibución es meramente ex­
positiva.

El cap it ulo In, rep roduce la solución de seg undo orde n dada por KOZAl, en la que
el au tor reconoce la exis tencia de posibl es er rores de cálculo o im presión. Por esta ra­
zón, se ha efectuado una cuida dosa r evisión de dicho trabajo, esencia l para nosotros,
en la que los términos seculares y de cor to o lar go período, se ha n dado, a veces, en
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(2.2)

(2.1)

(2.4)

(2.3)

Gdm
dU =-­

t-"

d2 y (YU
-- = - -
dt 2 cY

JJ ( G J( (s, 11 , ~) ds~ d~

U = JI' v'ex - S)2 + (y -1])2 + (z - 1;)2

y el pot encial U debido al con jun to de elementos Q de la Tierra:

l l
1 -- 1 --
-- = (r2 + 1"2 - 2 1'1" COS (j) 2 = -- (1 + p 2 - 2 P C08 6) 2 (2 .5)
~ r

siendo F el volumen de la Tierra -,

Suponiendo qu e la den sidad de Q es J( (s' 1], ~), la expresión (2.2) podrá pon er se en
la forma:

t-,,2 = 1'2 + 1"2 - 2 1'1" COS 6

~ 6-
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11. Movimiento de un satélite artificial

La in legral (2.3) se efectúa por desarrollo en serie,

Llamemos l' a la distancia de P al ori gen de coordenadas, 1" a la distancia OQ , 6 al
ángulo que forman OP y OQ.

Se cumple :

y de aquí:

forma distinta. Así, pues , nuestra cont ribución en es te capít ulo , ha supuest o un enor­
me trabajo , aunque su or igina lidad sea menor.

E! capít ulo IV constituye la pa r te más or ig ina l de este tr abajo. En él se comienza
reduciendo algunas expres iones a la forma de parén tesis de Poiss on, con el fin de es­
í.udiar los cambios pro ducidos por tran sformaciones canónicas en las ecuac iones der i­
yadas del método de von Zeip el. Asimismo se bu scan las condiciones que deben veri íi­
ca l' los sis temas para qu e dichas tr ans íormacion cs sea n totalmente invariantes, o la co­
rrección que debe añ adirse cua ndo se u san sis temas qu e no sa tisfacen la s condiciones
anteri or es. A con tinuac ión se da la forma genera l de los sist emas canóni cos qu e nos
con ducen a la elimi nación de pequeños divi sor es en un a teoría de segundo or den y fi­
nalmente se hace un es tu dio m ás detall ado , dan do la formula ción , de un sis tema de
variables canónica s que elim ina la excen tr icida d como pequ eño divisor .

2. EcUACIONES DEL MOVIMIENTO D'E UN sATÉLITE ARTIFICIAL : Cada elemento mat er ia l Q,
de masa dm, de la Tierra a trae a un punto exter ior P, de ma sa unidad , con nna fu erza
dada ' por la ley de Newton .

Sea O el ori gen de coor dena das, que supondre mos inter ior a la Tierra , y sea n (x , y, s)
la s coordenadas de P y (s, 1], ~) las del punto Q ; llamaremo s t-" a la distan cia QP y G
la cons tan te de gravi tación univer sal.

El pot encial que ejerc e el punto Q es:

y las ecuaciones del mov imiento de P 'Serán :



(2.7)

(2.9)

(2.11)

3 1
P = - - COS 20 - -­2

2 2

2" 11! dxn
=~-----

G JJi Gn:o; = - 1'- . y dlll = -1'-

P" (x)

5 3
P3 = -- cos 3 0 - - - cos O

2 2

cos O = sen <p sen <p' + ros <p cos <p' cos ().. - 1,' )

Si es m la masa de la Tierra, el primer sumando de (2.8) será :

Sustituyendo (2.6) en (2.2), el potencial puede ponerse en la forma :

El segundo:

v. = ~ ffi+PI (cos O) dm = 1~ JJi d eos Odm

MOV IM IEN TO DE SATELI TE S ART IFI CIA LES

u" = ~.rf1( :~ ) " ». (cos e) d:1J1

p = ­
l'

v. = ; [ xff1;dm + yff111 dlll + Z Jfi ~ d'l1l ] (2.10)

Ahora bien , si P es menor que la unidad, se puede desar rollar (2.5) en seri e de po­
tencias de p, obteniendo fácilment e aplicando la fórmula binómica :

1 1 P p2 p"
~- = -- + - - PI (cos e) + -- P 2 (COS O) + o • • + -- P" ( CO'S o) + ... (2.6)

!J. l' l' l ' l'

Para calcular

donde los coeficientes PI' (cos O) son los polinomios de Legendre de orden 11, definidos
por la fórmula de Rodr igues :

don de

los prim eros son:

pues, por (2.7), PI = cos o; teniendo en cuenta qce 1'1" ros O es el prod ucto escalar de
los vectores OP y OQ:

tomemos como origen O el cen tro de gravedad de la Tierra, Oxy el plano ecua torial,
s iendo Ox la in tersección de dicho plano con el plano del meridiano de Greenwi ch . Lla­
mando <p y l. la latitud y la longitud de P, respectivamente, y <p' y j,' la de Q, se tiene :
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(2.20)

(2.21)

(2.22)

1 = anomalía media

dt aH
dh aF

dH cF
- -=--

dt ah

h = longitud del nodo ascendente

1/ = G cos í

daaF__ = --0 _ _

dt aG

dG 'CJF
-- = --
dt oa

(
1 l' COS S )nL = Gm' ---;- -
L1 r'2

}12 Gm [ 00 J ]F = -- --:- -' - ~ - '-' P
Il

(sen <p)
2 L2 r 11 = 2 r"

fJo2
F =- +R

2·U

dI aF
-- = ---

dt aL

dL 'CJF
-- = - -

dt d'l

a = arg umento del perigeo

L = v¡:za G = L v r - e2

que forman un sis tema canónico con

R = I( S v2 oa ,

y por (2.18) :

Si empleamos como vari ables las de Delau nay (IJ, G, JI, 1, g, h) con :

1

1 1 ( r2 l ' --
-- = - - 1 + - --2-- cos S) 2

/:!" r' r» r '

las ecuaciones del movimient o (2.4) se convier ten en:

Hasta ahora, se ha considerado ú nicamente la pertur bación debida a la form a de la
Tierr a, y au nque es la m ás impor tan te, un satéli te está sometido a otras per tur baciones
que influyen en su movimie n to, en tre ellas :

a) Influencia de la at mósfera: Si un sa télit e se mueve en un medio atmosférico,
éste ejerce sobre su movimiento una resis tencia, en la dirección de la velocidad y de
sen tido contrario, dada en módulo por:

siendo S fa sección, P la densidad del air e, que es de la form a p = Po e- IX" siendo 11
la alt itud, v la velocidad y J( un a constante.

La influencia del frcnaje a tmosférico es despreciable en alti tudes superiores a los
500 Kms.

b) Perturbaciones solares y lun ar es : La lun a ejerce una atracción sobre el satélite,
dando lugar a una perturbación nL' de valor:

siendo m' la masa de la Luna, l ' la distancia del origen de coordenadas al satélite M , r '
la distancia del orige n a la Luna, y S el ángul o que form an OM y OL.

La expres ión
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(2.16)

(2.18)

(2.15)

(2.17)
GIll

U = -+ R
l'

Gm 00 1
n = ~ _ "_ p" (sen cp)

r "=2 r"

Gm [ 00 1 ]. U = - .- 1 - ~ _" P
II

(sen q¡)
T n=2 l'n

u R se le llama función perturbadora .

con

El valor adoptado para J
2

es:

y los restantes coeficien tes son , por lo menos, del or den de 1
2

2 • Los 1"" son a ún mas
pequeños, por 10 ¡¡ne se desprecian 1015 a rmónicos tesserales en la expresión (2.15) del
potencial .

Las ecuac iones del movim iento del pun to P , vienen dadas por (2.4), donde U, dado
por (2.16), se pue de expresar en la formn :

Gm [ 12 - 1. ]
V = -- 1 - -- P2 (sen cp) - -- p. (sen cp) - ...

r 1~ ]4

Gm 1,.
~ - P (sen q¡)

r n=2 , ..,.1 n

1
2

=; 1.082,T X 10- 6

La exp re sión del potencial , dada por (2.8), toma 111 Iorrn a :

Si , además, exis te simetr ía con respecto a l plano ecuator ial, sólo aparecen los armó­
nicos pares , ya que, los polinomios de Legendre P 2q + l (sen q¡) 'Son funciones im pares de
q¡ y queda:

Notemos que al tamal' como origen el cen tro de gravedad de la Tierra , se an ula el
tér mino VI ' ya qu e, en la expresión de VI dada por (2.10), las tr es integrales que apa­
rece n representan las coordenadas del cen tro de gravedad. ,

Los términos

reciben el nombre de armónicos tesserales.
Si se supone que la Tierra llene simelrín de revol ución , los armónicos tess erales se

anulan y el potencial se redu ce a :

se llaman armónicos zona les, y los

o tomando el rad io ecua tori al como unidad



(2.12)

será una constante, función de la forma de la Tierra y de la dls tr ib uci ón de masas , que
se suele expresar en la forma :

(2.13)

(2.14)

JJ1
1' 11I

1" = -- P" (sen ep') dm
y 111

Gm JJi r'"U" = -- P" (sen Ip) -- P" (sen ep' ) dlll +
1·"+1 y lJ1

1 = -J a"
" " e

1 =-J
" "

-10-

(n - k) ! JJi1./tI
2 -- P"k (sen Ip') cos Ir A' dm = l

l1k
coa k A

llk(n + k) I y 1ll

2 (11 - k) 1 JJ r~ P/ (sen 1p/) sen 1.. 1..' dm = l
nk

sen h f'
nk(n + k) I JI' m

Gm (11 - h) ! JJ1 1
" "+ 2-- P"k (sen Ip) -- P/ (sen Ip') cos k (A - A') dm

1'''+1 (11 + /;) ! y 111

Sustituyendo (2.12) en U,,:

Análogamente, en el segundo sumando, llamando :

La integral del prim er sumando

. " (n - k) I
P" (cos O) = P" (sen Ip) P" (sen Ip') + 2 ~ P/ (sen Ip) P"k (sen Ip') cos le (A-A')

k =1 (n + 1,.) !

donde las funciones P"k (u), llamadas funciones asociadas de Legendre, están defini­
das por :

k k

- d" 1 - d"+k (u2 - 1)"
P k (u) = (1 - U2) 2 - [P (u)] = -- (1 - U2) 2 ~_

" du k " 2" . n ! dU"+k

siendo a< el radio ecuatorial ter restre, y si se toma dicho radio como unidad:

con l"k Y f'nk cons tantes, se tendrá :

2 ( n - k) 1JJl~ P/ (sen ep') cos Ir (1.. - f:) dm = I"k cos k (/. - A
nk

)
(11 + k) I y 111

y, al igual que (2.14), se puede poner

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , FISICO·QUIMICAS y NATURALES
W ··
~ Reemplazando cos 6 en (2.7) por su expresión nada por (2.11), Tisser and , tomo TI
(1891), obtenemos en genera l :



MOVIMIENTO DE SATELITES ARTIFICI ALES

-lli-

+ ...]

obteniendo:
l'

r '

l' 1,2

+ - - Pi (cos S) + - Po (cm: S)
1" 1J 2 -

"2(3 1)R = Om' -- - - cos- S - - - .
L 1" 3 2 2

aS aS eS
L =- G = - Il =-

al a[J ah
(3.1)

as aS aS
l' =- y' =-- h'=--

aL' ao' aH'

eu cF" dG' aF~ dH' aF~

--=-- --=-- --=--
dt ,al' dt eY' dt ah'

(3.2)
ar aF" dy' al<'· dh' é1F'
-- = --- -- = --- -- = - --
dt aL' dt 20' dt aIl'

pue de desa r rollarse en ser ie de potencias de

F = F (L, O, n, 1, y, - ) (3 .4)

Como S es un a función arbitraria , von Zeipel la deter mina de mod o que el nuevo
hamiltoniano F· no conte nga un a de las variabl es a ng ula r es con tenidas en F. Reit er an­
do este proceso se llegará a la eliminac ión de todas las variabl es angulares .

En el caso qu e nos ocupa, inicialmente es :

cuyo hamiltouiano, -en virtud de la integral F = constan te , cu mple la con dición :

F· (L' , G' , W, 1' , [J ' , h' ) = F (L, G, !l , 1, [J , h) (3.3)

Anál ogamente se ca lcula la perturbaci ón Rs debida al Sol.

e) Radiacion es de origen sola r : Un saté li te es tá some tido a una presión de radia­
ción proporcional al cocien te de la super ficie expue sta a la radiación y la masa del sa­
t élíte, y de dirección paral ela a la r ecta qu e un e el cen tro de Boleil y el cen tro de la
Tierra .

d) P er tiirbacion es de mu y div er sos tipos : Electromagn éticas , ch oques con met eo­
l'itos , e tc. qu e pu eden modificar su trayectoria .

3. IDEA DEL MÉT ODO DE YON ZEIPEL : Un o de los métodos más empleados para integral'
las ecua cion es del movim iento de un sa télite ar ti ficial , se debe a van Zei pel (1916) .

S u fun damento es el sig uien te: Se cons idera un sis tema canónico de l tipo (2.20),
cuyo hamiltoniann F no dep en da explícitamen te del tiemp o t . En ton ces , dada u na fun­
ción det erminan te S (L' , G' , tr , 1, [J , h) ta l que :

qu e llevad a a (2.22) no s da :

es bien conocido qu e es ta fun ción det erminante tr an sforma el sis tema (2.20 ) en ot ro
sis tema canónico :
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(3.5)

(3.8)

(4.1)

JI" = eleO" = ele

as' aS'
G'=- JI'= -

ag' ah'
(3.6)

aS' aS'
g" h" =--

aG" aH"

dG" aP" dIl" a1>" ,
- - =--- - - =---

dt au" dt ah"
(3.7)

dy" aF" dll" aF"
--= - -~- --= - - - -
dt aG" de aH"

L" = ele

S' (L", O" , 1/" , r, U' , h')

F" = F" (L" , G" , H" , - , - , _ )

P' = P' (L', G', H', - , y' , _)

aS'
L' = -

al'

~S'
["=--

aL"

dt al" -

dt aL"

lo qu e cons ti tuye In eliminac ión de los términos de cor to período.
Fin almente, 11I1 a nu evo función det erminante

qu e cumple las condicioncs :

dará lu gar a un sis tema :

dL" 3P" '

tr an sformación qu e r eclbe el nombre de eliminación de términos de largo período .
Las tres primer as ecuaciones (3.7) al ser los segundos miembros nulos nos dan :

con hamiltoni an o

por tanto, un a función de te rmina n te S (L', G' , H', 1, y, h) no s cond ucir á a un sis tema
(3.2) con .h amil toniano

di" dg" dh"
Y llevando es tos valor es cons tan tes a las tr es últimas se deduce que ----;¡¡, ---¡¡-, ---¡¡-
son también cons tan tes, por lo cual resultan 1" , U", h" Iuneiones lineales del tiempo,
qu e det ermina los términos sec ulares en 1, y, h.

Por medio de las ecuaciones (iU ) y (3.6) tendremo s las var iables iniciales L , G, l/ ,
1, y, h en Iun ci ón de L" , O" , l l ", I" , y" , h" , o lo que es igua l, funcion es de l tiempo y
de las cons tan tes de integración . .

4. SOLUCIÓN DE PnIMEH OUDE;>;: La 'Solu ción del problema para el primer orden ha
sido dada por R HOUWEH (1959) bnsáudosr, en el método an terior .

En es ta soluci ón se cons ider a J., como un pequ eñ o parámetro y se bu sca la solución
supon iendo qu e tanto S como P SOll desarrollables en se rie de poten cia s de J

2
, es decir :

F = Po + PI + oo .

S = So + SI + oo .

F' = Fa' + F1 ' + oo .

don de los s ubí ndi ces indican el orden correspond len to a las distintas pot en cias de Jo'
Se compr ue ba fácilmente qu e para poder ap lica r el mét odo de van Zeipel es con di­

ción necesari a qu e Fa no dependa de las variables ang ula re s.



(4.4)

(4.5)

(4.3)

(4.2)

' (4.6)

as ]Il' + _1, 1, g, _ ==
~h

as ss,
/' = - =1 + --+ ...

CJL' aL'

as as,
y' = -- = !J + - - + ...

aG' aG'

as ólS,
h' = -- = h + -- + ...

all' aH'

So = L'l + G'a + H'h

aS aS1
G = - - = G' + -- +

ay ay

as as,
H = -- = R' + -- +

ah ah

aS ss,
L = - = L ' + - - +

al al

[ as ] [ CJSF
o

L' + __1 + 1<\ L' + __1 ,

al al

+ F2 • (L', G' , ir , - , [J , -)

aFo ,aS1 1 a2Fo ( aS1) ~
F (L') +~ - + - - - + F (L' , G' , H' , 1, g, - ) +

o aL' al 2 (JL'2 al 1

CJF t aS1 aF
1 aS

1 , • aF
1 ' aS

1+ - -- + -- -- = F + 1<\' (L', G', H', - , [j , -) + - - +
aL' al aG' ay o aJ CJU'

== F o• + F / [L" G', H', - Y + :~~ , - ] + F/ [ L', G' , H' , - , g, - ]
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Asimismo interesa escoger:

Orden 2

Orden 1

Orden O

Desarrollando cada término en el en torno del punto (L', G', H' , l, g, 11) por la fór ­
mula de Taylor resulta :

Sus ti tuye ndo estas expresiones de L, G, R, 1', y', h' en la igual dad (3.3) y cons ide­
rando los desarrollos hasta los términos de J/' se obtiene :

Identificando los términos del mism o orden en J
2

de ambos miembros, se obtiene el
'Sis tema

por tanto , según (3.1), tendremos :



Toman do como función determinante
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(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

aS·
11' = -- = 11"

ah'

dI<' ss
__O __l+ p =0
aL' al Iv

P' =}!'
1 1s

e' = aS' = G" +' as1 • +
ag' ag'

- 14 -

,aS"
L' = -- = L"

al'

Así se obtiene fácilmente de (4.8) , la función

1" J ( 1 3 Jl'2 )P '= ~ 2 + _
1 U 3 G'3 4 4 e»

SI = J:: F1P (L') G' , u, 1, y , - ) di

Separando la parte in dependiente de 1 de la tercera ecuac ión (4.6), r esulta :

,~
2

~~ J2 ( 1 3 JI2)p" = F • + F • + F • + F • = - - + - -- + _ _ __ + F • + F
o

"

o 1 2s 2P 2L'2 L' 3 e '3 4 4 G'2 2' .p

La primera ecuac ión (4.6) nos det ermina Po" (U ) en la forma:

(L' , G' , H', 1' , y' , h') ~ (L" , e" , H" , 1", a" . h" )

2

F- =~
o 2L '2

y otra que no con tien e ta l variable:

Por ot ra par te, F 1 pue de desco mpone rse en dos suma nd os:

PI = F 1S + F
1P

donde F 1s es la parte independiente de 1, y F
1V

la qu e con tie ne tér minos en l. Con es to,
la seg un da ecuac ión (4.6) pue de desdoblarse en dos; un a donde intervien en los l érrni­
nos qu e con tiene n la anomalía media 1:

del mism o modo qu e la ecuación (4.7) permite determinar por integración r espe cto de 1:

como SI ' Fo y PI son conocidos podemos hallar F
2

' , qu e cons ta de una parte F
2

: fun ­
ción solamente de L' , G' , Ji' Y otra F

2
/ dependiente a demá s de y .

Una vez eliminada 1 se trata de elimina r y, para lo cua l se hace un nuevo camb io
de variables canónicas del tipo

donde el n uevo hamil toníano, es :

S' = L" r + e" g' + [J " h' + SI ' (U' , G", JI", - , y', - ) (4.12)

seg ún (3.6), tendremos:



(4.13)

(4.15)

(4.14)

(4.16)

(4.18)

(4.19)

" aS" , aSl-
y =--= y +--+

·aG" ,aG"

r;" = Fo•

F¡"" = Fl •

F "" = F -2 2 8

---------- dy'f F - (L" G" H" - g' - )2fJ ' , , , ,
S · =-

1 aF
l

"

aq"

F•• = _ f.l._
2

_ + _1A-_""_1_2_ ( __1_ + _3_!!2) + F-"
2L"2 L"3G"3 4 4 G"2
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dL" dG" dH"
-=0 -=0 -=0
dt dt dt

(4.17)
dl" aFu dg" aF-- dh" sr:
--=--- --=--- --=---

dt ¡yL" dt aG" dt aH"

MOVI MIENTO DE SATELlTES ARTIFICIALES

F- (L', G', ll' , - , y', - ) = F"" (L", G", Il" , - , - , - )

aS- as •
1" = __ = l' + _l_ +

aL" aL"

aS- aSl -
h" = -- = h' + -- +

aH" aH"

(
aS ' )F - + F · L" G" + __l _ H" + F - + F • = F •• + F •• + F ••

o 1 ' .a-g' ' 28 2P o 1 2

Finalmente integrando el 'Sistema canónico :

y susti tuyendo estas expresiones de L' , G', H' , 1", y", h" en la ecuación:

donde :

Desarrollando en el entorno del punto (L", G", H", 1', y' , h') y separando los diver­
sos órdenes con el mismo cr iterio que acabamos de ver , se obtiene el sistema:

Las tres primeras ecuaciones (4.16) determinan Fo" ' , F
l

" · y F/·, en tanto que la
última sirve para obtener por in tegración SI"' es decir

res ulta:

que resuelve el problema para el primer orden.

es sólo función de L" , G", H" obtenemos:
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(5.6)

(5.5)

(5.2)

(5.3)

(5.1)

, aS
1 aS2 .a2S

1 aS
1 a2S

1 asIL=L + -+ - --------- -
al al al2 aL alay ay
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1 a"F ( as ) " él"F aS ~S 1 ~"F' 1 1 1°1 -o 1+ - - -- -- + - - - - - - + -----
2 aL'2 al aL'élG' al ag 2 aG'"

y par a el tercer orden

a"Fo aS, aS2+ _1_ él3Fo ( as,1 ) 3 + aFt aS" + élF1 asz +
élL'" al al G a[/3 al aL' al aG' ag

para el segundo or tleu

aFo élSz + _l_azFo (3S1 ) " + aF1 élS l + aF1 aS1 +
aU al 2 aL'z aL a L' al aG' élg

+ Fz (L' , O', tr , 1, g) = F
2

' (L' , G', tr , g)

para el primer orden

aFo aS1- - - + F (L', G' , R', t, g) = F1 ' ur, G' , H')
a L' al 1

~ ~ ~.~
+ _ 2 _ 1 + F (L' , G' , ll' , l , g) __2 1 = F • (L', G' , H', g) (5.4)

aG' ag 3 ay .aG' 3

Las dos pr imeras y la parte independi en te de l de la tercera , 1I0 S dan 10'0' , F
1

' , F
2

'

Y SI' que son los mismos que los obtenidos por Bnouwsn para el primer 'ord en .
Tomando la parte periódica de la lerceru :

y teniendo en cuenta la relación diferencial

para el orden cero

df = 11'-3 (1 + (J' COS 1)2 dl

entre la anomalía media l , y la anomalía verdadera t. (5.5) se puede integrar obteniendo
así él término S2 de la función determinante.

Una vez obtenidas SI y S2' las variables L, G, Il , l, g, 11 , en fun ción de las nuevas,
vendrán dadas por expres iones de la forma

5. S OLUCIÓN DE SEGUNDO ORDE:"í : El estudio de la solución de segundo orden, nece­
saria para obtener una inform ación más exacta de la posición del sa télite , fue abord ada
inicialmente por M USEN (1959), PETTí y ' ll n EAKwELL (1960), STRUllLE (1961), pero es
Y. liOZA! (1962), qui en , basánd ose en el método de von Zeipel, da la solución del pro­
blema en forma analítica, pudiendo considera rse como una extensión de la solución
de Brouw er .

Como el pr oceso es el mismo que se ha seguido para el primer orden, 1I0 S limitar e­
mos a señalar las ' cuestiones más específicas de esta solución.

En este caso las ecuaciones obtenidas, comparando los diversos órdenes en F = PO.
son:
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(5.J.l)

(5 .7)

(5 .8)

(5.9)

(6 .1)

(5.10)

O aS
e U ae

~= (~)
aO aO

as
- - sen t
al

(:~J J ( :~) } ( :: ) }

(
as ) 0

2 as- - + --~

aL e L3 ae

as

aS
-- =
aL

Fo' (L" ) = Fo"

f\ ·.(L" , O" , JI" ) = Fl "

aF" ss.:
_ _1 1 _ + F

o
" (L", O" , /I " , g') = F

2
"

aO" »« -
aF " aS · 1 a2F ' ( ss.: ) 2 aF o se:

__1 2_ + 1_ _ _1_ + _ _2 1_ + F " (L" , O", l l ", g') = F, "

aO" ag' 2 aO"2 e« aO" ag' 3

De las tres primer as ob tenemos F o" ' , F1" o ', F
2

", ' y SI"; y separando la última en
dos partes, tendremos : 1) la par le qu e no con tiene s', nos dará F;', 2) in tegrando
respecto a g' la parte dependiente de g' nos da rá So'.

Conocidas S • Y S ' se calculan 1" g'" h" L'; - O" H" por simp le derivación '1 2 ' J , , , , •

En las perturbaciones de lar go per íodo , Kozai est udia los efec tos del quinto al octavo
armónico, calculan do los in cr em en tos de cad a variabl e.

Aquí no s hemos limitad o a seña lar el aspecto teó r ico, más adelan te dore mos las ex­
pres iones, corr egidas qu e se obtien en al r eali zar el cálcu lo.

6. ENFOQUE MÁS GENERAL DEL PROBLEMA : Una forma algo más gene ra l qu e la expues ­
ta an ter iormen te, ha sido dada por R. Cid (1967), len la cual se usa un sistema de va­
riables can ónicas (x

k
' Y

k
) cualquiera , no restring ido restringien do a las variables de

Delaunay . , '
Se parte de un sis tema de variables (x

k
' Y

k
), de ham il ton ian o F (x k ' Yk ), desarrollabl e

en serie de potencias de un peque ño parámetro E

dond e

- 170-

repr esentan las derivadas par cial es con r especlo a L> O, e, cua ndo esta s variabl es apa­
r ecen en forma explíci ta .

Por est ar en una teorí a de seg undo orden, en las perturbaciones de cor to perí odo
se deben de considera r los térm inos del tercero y cua rto ar mónicos del po tencial.

Tomando la pa r te independien te de 1 de la ecuación (5.4) se calcula F;, qu e cons ­
lará de un a parte F

3 8
" en qu e no aparece s'. y otra b'3P' qu e con tendrá g'. Una vez

calculados Fp" , F
l

' , F
2

" , F/ , las pertu rba ciones de largo período se obtienen a par tir
de las ecuaciones :

en las qu e el cálculo de los drleren les der ivados habrá de ha cerse teniendo en cuen tn
que SI ' 8

2
dependen de L y O, no sólo explícitam ente, sino también por medio de e y t,

siendo pOI' tanto
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(6.9)

(6.J)

(6.8)

(6.2)

1'(0 ) = 1'" ( O)

aS(1 ) aF(O) _ aS(1) aF' (O)
1' (1 ) + ~ - - -- = 1'''(1 ) + ~ ----

k aYk axk• k axk" aYk

llevando estas expresiones a la igualdad :

l' (xk' Úk) = "j?.. (x ,,' , yk")

O)

e identificando los distintos órdenes, se tendrá

ss:» aF(l ) aS(2) aF(O) 1 aS(1) a S (l ) a2F (Ol
(g F (2) + ~---- + ~---- + - - 2:--------- =

k aYk ax/ 1: aYk dXk• 2! kj su, ay¡ ax/ox/

00 1 [ ( 00 aStil) a ] (71 )
= F (x/ , Yk ) + ~ - ~ ~-- -- l' (x¡," , Y

k
)

71 = 1 n I k ' d'lJk axk'

y análogamente "F" (x¡,", y
k

' ) :
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1)

as aS(1 ) aS(2)v: = -- = Yk + 8 - - + 8
2
-- +

axk" axk" aXk•

(6.4)

as aS(1 ) aS(2)
xk =-- = xk ' + 8 -- + 8

2
-- +

aYk aYk aYk

(6.5)

S (xk' , yJ = ~ «: Yk + 8 S(1) (xk' , yJ + 8 2 S(2 ) (Xk' , Yk)+ . . . (6.3)
k

donde S está determinada por la condición de que el nuevo hamiltoniano "F* .(x
II
*, y

k
" )

no contenga la variable y; .
Desarrollando l' (x k ' Yk ) y p" (x/ ' y¡,") en el entorno del punto (x

k
" , y

k
) , ten­

dremos:

tal que :

donde los términos con una ray a en la parte superior , se supone que no contienen la
variable angular ys '

La función determinan te utili zada para pasar del siste ma (xk ' Yk ) al (x / , y
k

' ) es :

y se desea pasar a otro sistema de hamiltoniano
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(7.1)

(6.11)

O'F" (1 )
--+
aYkcYj

[p otO ), S (1)] = - F (1) + F" (1)

1 aS (1 ) aS(l ) aS(1 ) . ,iP' (O}
+ '- ~ -- - - -- - - - -

31 ¡,ji ax/ cx/ oX¡" cYkOYjOYi

aS(3) aF" ( O) 1 aS (l ) aS (2) a ip . ( O)

+ ~---- + - ~ -------.+
k é)xk• aYk 2 ! ki CXk ' oxi' aykaYj

aS (3) aF(O) 1 aS(l ) aS(2) a 2F(0)

+ ~--'--+-~---- +
k aYk aXko 2! ki aYk aYj ax¡: ax/

aS (l ) aPO(l) aS(2) oPO (O ) 1 aS (l) aS(l ) o2F' ( O)
= p" (2 ) + ~ + ~ + _ _ ~ _

k . aXk ' aYk k aX¡,' ay¡, 2! kj aXk o eXi ' aykaYj

ss:» aF(2) .aS(2) aF(1) 1 ss.» ss:» a 2F(I }
3) F(3) +~---- + ~ ---- +-~---- +

k élYk aXkO k ay,; axk' 2 ! Id aYk ay¡ CX¡:cX¡'

(6.10)

y que los paréntesis de Poisscn son inva riantes bajo transformaciones canónicas, se
trata de buscar nuevos sístemas de variables que eliminan los pequeños divisores.

1 aS(1 ) aS (l ) aS {1 } a3[t"(O)
+ - ~------ -----

31 k), aYk aYi ay, ' aXk ' ax/ax¡'

Tenemos así las ecuacion es de las que parti remos para estudiar el problema de pe­
queños divisor es en una teoria de segundo or den.

7. EL PROBLEMA DE PEQUEÑOS DIVISORES EN LA SOLUCIÓN DE PlUMER ORDEN : En .las fór­
mulas dadas por BROUWER para calcular las per tur baciones , aparece la excentricidad en
el denominador de algunos términos de cor to y lar go período y el seno de la in clina­
ción en los de largo período. Por tanto la solución de BUOUWER resulta inadecuada cuan­
do la excentricidad sea muy pequeña o la inclinación sea próxima a 00 ó 180 0.

Para eliminar los pequeños divisores en cada' caso concret o se puede emplear un
método apropiado, distinto del de von Zeipel. Por ejemplo, en el caso de excentricidad
nula, el método de Hill, usado principalmen te en el problema de la teoría de ' la Luna.

En el caso de satélites artificiales se han dado diversas soluciones al problema.
SMITII (1961) ha propuesto un método basado en las series de Taylor, que elimina los
pequeños divisores en excentricidad ; pero es LYDDANE (1963) quien da la solución más
adecuada para eliminar los pequeño s divisores en excentricidad e inclinación próxima
a cero, usando las vari ables de Poincar é.

Sin embargo , este método ti ene algunos inconvenientes en su generalización al se­
gundo orden que no aparecen en la solución propuesta por R. CID (1967) para el primer
orden.

Teniendo en cuenta que la ecuación (6.9) puede expresarse en la forma :
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(7.4)

(7.2)

Y3 = h

Y3 = H

u, = ';2 (G + JI) sen ]¡

Y, = ';2 (G + ll ) cos h

Y
3

= ';2 (G - 1J) C05 h
(7.3)

Y3 = - ';2 (G - 11) sen h

)'2 = ';2 (L - G) cos I

Y2 = ';2 (L - G) sen I

1"2 = ';2 (L - G) ces 1

Y
2

= ';2 (L - G) sen 1

Y1 = ';2 (L - G) sen 1

1'1 = ';2 (L - G) cas i

Y1 = l + fJ - ]¡

Y1 = 1 + g + h

3) Peque ños divisores en excen tr icida d e inclinaci ón 1800

2) P eque ños divi sor es en excen tr icida d e inclinación 0 0

F ( O) (U ) = Jo'> (O) (U )

s = So + S1 + S1 + S3 '+
"2 '2

111. Solución de segundo orden
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8. REvISIÓN DE LA SOLUC IÓN DE SEGUi'\DO ORDEN : Hemos vis to el pro blema de pequ eños
divisores en la solución de primer or den dada por B ROUW EU y sus diver sas soluciones .
Nos proponemos ahora es tud iar el' mismo pro blemu para la solución de seg un do or den
dada por Y. R OZAI (1962) .

Para ello, antes de ent rar en el problema propiam ente dicho, vamos a revisar la so­
lución de Kozai , de una parte para poner algunas expresiones en forma' más convenien­
te a nu estros propósito s, de otra porque el mismo autor, a causa de la complejidad de
los cálculos efectuados, reconoce haber come tido algunos er r ores.

Las ecuacion es de partida, como ya hemos visto en el epígrafe 5, son :

aFeO) .aS(1 )
-~-- + F (1 ) (U , G', H' , 1, g) = F"(1) (U, G', ll' )
·aU al

La con tinuación de la integración en las n uevas variables exige la invariancia de
la ecuación (6.10), cond ición qu e es tud iareruos más adelan te .

En los términos de lar go período, aparece como denominad or la exp resión 1 - 5 cos - i ;
por tanto, si el coseno de la inclinación es pr óximo a 1/ .¡"""5; exis te otro pequeño divi sor ,
que cor r esponde a la inclinación crít ica (ic es: 63 0 26') .

La solución de este problema ha sido dada por G. H ORI (1960), basándose en el mé­
tod o de van Zeipel , siguiend o el proce dimiento empleado en casos similares , qu e re suel ­
" e es te tipo de pr oblemas a base de desar r ollos en ser ie en fu nción de las potencias de
la raíz cuadrada del pequeño parámetro a que hemos hecho refer enc ia hasta ahora . Es
decir tomando corno base una fun ción determinante desarrollada en la for ma

Para elimina r las distin tas sing ularidades, H. C ID pr opone los siguien tes sis temas
canónicos : .

1) Pequeños divisores en excen tr icida d
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(8.1)
3 11

6 J/
+ : (1 - &'2) (1 - 15ú'2) ces 2g'

64 L'3G'7

+ { 768 (1 - 362)2(T) + _1_ ) + 48e [411" (1 - :W )2 + e2 (53 - 13002 - 11( 4) +
1 + 11

+ 30 - 4402 + 11064J } sen f + 6 [87 (11 - 3002 + 276.1) - 21]2 (389 - .83402+43704 ) ­

- 64 T)3 (1 - 302)2 + T)4 (93 - 24202 + 77( 4)J sen 2f + 8e [41 (11 - 3002 +

+ 2704
) - 1] 2 (191 - 39002 + 2076'1) - 8 11 3 (1 - 302)2J sen 3f +

+ 24 e2 [5 (11 - 3002 + 27( 4 ) - 8 112 (1 - ( 2)2J sen 4f +

' '¡'' 21 e3 (11 '- 3002 + 27( 4 ) sen 51 + 2 e4 (11 - 30&" + 27( 4 ) sen (jf +

3 fL6 J
2

2

F" (2) = - - -- [ - 5 (1 - 26'2 - 76'4) + 41]' (1 - 30'2)2 + 11'2 (5 - 186'2 + 50'4)J +
128 U 3G'7

+ ,aF(l ) aS(2 ) + _ 1_ CJ 2P(l ) ( as (~) 2 + a2F(I~ aS(1 ) aS(l ) +

aG' ay2 aL'2 ,al ·aL'aG' al ay

, + _ 1_ a2F (I ) ~ ~S (1 ) ~ ~ a f(2) aS(1 ) + a-F(2 ) aS(I) +
2 aG'2 l ay ) aL' al aG' ay

aJ?' (2) aS (1 )
+ F(3) (L' , G' , 1/' , 1, g) - - . --- = F' (3) (U, G', u-, g)

aa aG'

MOVIMIENTO DE SATEU T ES ARTIFICIALES

a2F(O ) 2S (2) + ~ a2F(O ) ( 2S(1 ) ) 2 + ap (1 ) .;yS(1) + aF(l ) ;yS (l ) +

aL' al 2 aL'2 al aL' al aG' ay

+ F(2) (L', G', 11', 1, y) = r- (2) (L' , G' , n-; y)

Los dos pr imeras nos dan las expres iones de P' (O) (L') , F ' (l) (L', G', ll') Y S(1 ),
que son las mismas qu e en la so luci ón de primer ord en .

Pasemos a la tercera ecuación, en la qu e aparece S(2) y corresponde pr opiam ente
u una solución de segundo orden .

Calculado de ella las fun ciones F' ( 2) , S(2 ), se obliene pura F" (2 ) la misma expres ión
dada por BROUWER , es to es :

f14J 2 [
:-; (2) = 2 U 9G [- 51] 2 (1 - 202 - '70<) + 11< (5 - 1802 + 5( 4 ) ] (f _ 1) +

4096 G9

y pura S(2), desp ués de hallar la par te dependien te de 1, e in tegrar con respecto a
es ta variable, por medio de la aucmulla verdadera f , la siguien te expres ión :
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Esta expres ión de 8 (2) coinc ide con la dada por ROZAr, si bien la fórmula cons igna­
da aquí difiere de aquélla ligeram ent e, por haber agr upado convenientemen te algun os
tér mino s, de acuer do con las igual dades :

(8.3)

(8.4)
1 - 1)3 e
--= - -+e 1)

e 1 + 11

0 2

112 = - = 1 - e2

L2

II
0= -

O

e 1 + 1)

1 - "'1 - e2 e
- - --- = --

e

1-11

+ (1 - (2) { 192 e2 1]2 (1 - 15( 2) (f - 1) cos 2g - 12 e-1 (1 - 3( 2) sen (4{- 2g) ­

- 144 e3 (1 - 302) sen (3{ - 2g) + 48 e2 (1 - :W) (- 15 + 2 '1)2) sen 2 (f - g) +

+ 48 e. (1 - 3( 2 ) ( - 41 + 15 '1)2 + 2 1)S)sen (f - 2~) + {384 (1 _ 302 ) ) '1) + _1_) +
1 + 1]

+ 96 e [- 5 '1)3 (1 - 362 ) + 21-13562 +2 e2 (1 + 3302)] } sen (f + 2g) +

+ 384 [- 1]2 (1 + 702) + 4 '1)4 62] sen 2 (f + a) - {8 96 (1 - 3( 2 ) (1) + _ 1_ ) +
1 + 1)

+ 32 e [1)3 (1- 3( 2 ) + 51-11302 + 2 e2 (1 - 2302)]} sen (3{ + 2g) +

+ 12 [3 (1- 3(2) (- 87 + 16 '1)3) +2 112 (51- 16162 -114 (1 - 1902)] sen (4{ + 2g) +
+ 48 e (1 - 302) (- 41 + 71)2 + 2 113) sen (5{ + 2g) +
+ 16 e2 (1 - 3( 2) (- 45 + 21)2) sen (6{ + 2g) - 144 e3 (1 - 302) sen (7{ + 2g) ­

- 12 e4 (1 - 3( 2) sen (8{ + 2g) + 9 e4 (1 - 02) sen (2{ - 4g) +
+ 108 eS (1 - ( 2) se n (f - 4-g) + 36 e (1 - 02) (- 41 + 29 1)2) sen (f + 4a) +
+ 3 [- 783 (1 - (2) + 2 1)2 (335 - 239(2) + 1) .1 (65 - 25702)] sen (2{ + 4g) +
+ 24 e [e2 (17 - 65(2) - 98 + 14662] sen (3{ + 4a) + 24 [- 1)2 (51 - 9lO2) +

+ 1)4 (11 -2702)] sen (4{ + 4g) + 2:t e [e2 (39 - 5502) + 42 - 2602] sen (5{+4g) +

+ [2349 (1 - (2) - 2 112 (861 - 8( 302) + 1yl (157 - 221( 2)] sen (6{ + 4g) +
+ 36 e(l - (2) (41 - 131)2) sen (7{ +4a) + 12 e2 (1 - (2) (4-5 - 41)2) sen (8{Hg) +

+ 108 eS (1 - ( 2) sen (9f +4a) + 9 e4 (1 - ( 2) sen (10{ + 4g) + 4 [783 (1 - 3(2) ­

- 1)2 (535 - 13172) - 81)3 (13 - 75( 2 ) - 24 1)4 (1 - 15(2) (1 - '1))) sen 2g -

- 36 e2 (1 - ( 2) (15 - 41)2) sen 4y } ] (8 .2)

para que en la expres ión de 8 (2) no aparezca la excen tricidad corno peq ue ño divi sor.

Conoci das 8 (1 ) y 8 (2) se pued en calcular las expresiones para las seis variables de
DELAU X.H por simple derivaci ón. Los re sultados ob tenidos se consignan en lo que sigue:

donde :
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",,2]
G = G' + __2 (1 - 6'2) [3 e' cos (1' + 2g-) + 3 cos 2 (1' + gO) + e' cos (31' + 2g·)] +

4 G'"

(8.6)
3 2 1

g' = g'-~ (1-502) (f-I)
4 G4

",,4.] 2 {+ 2 (1 - ( 2 ) _ 12 e2 (1 - 15( 2) (f - 1) sen 2" -
128 G1 e

- 4 (7. - 25( 2
) - 8 e2 (7 - 17( 2) - 96 e (1 - 3( 2 ) COE 1- 24 e2 (1 - 3( 2 ) cos 2{ +

1
+ 6 e (1 - 302

) (1 - 1]) COS (f - 2g) + e2 [20 (1 - 302 ) -- +
1 + 1]

",,2] {1 [(a' ) 3 ] 3 (a' ) 3 }L = L' + -¡;!- -"4 (1 - 30'2) -;; ~ 11'-3 +"4 (1 - 6'2) -;- cos 2 (f + gO) +

3 4] 2

+ "" 2 [862 (1 - 5( 2) + e2 (5 - 1862 + 5( 4) - 2 e2 (1 - ( 2 ) (1 - 15( 2) COS 2g] +
128 G1

+ 3¡¡.4]2
2 (_a_) 3 [8 (9 _ 2662+49(4) +4e 2 (37, _ 9862+37(4) +161]" (1- 3(2)2+

512 G6L r

~ 2 e [16 (1 - 3( 2)2 (1] +_1_) +4(19 - 3002+ 35(4) + e4 (73 - 23462+ 121(4)] COS 1+
1+'T]

+ 4 e2 [4 (1 - 3( 2)2 (1] + _1_) + 29 - 6662 + 4564.] CDS 21 +
.1+1]

+ 2 e" (11 - 3062 + 270~) cos 31 + 4 (1 - 02) {- 3 e3 (1 - 3( 2) cos (f - 2g) -

- 2 e2 (1 - 3( 2) (1] + _1_ + 8 ) cos 2g + e [4 (1- 302) (1] + _1_) - 32 -
. 1+1] 1 + 1]

- e2 (17 -147(2)J cos (f + 2g) - 4 [13 - 2762 + 2 e2 (1 - 902) +

+ 3 1]" (1 - 3(2)] COS 2 (f + g) - e [28 (1 - 3( 2 ) (1] + _1_) + 32 (1 - 4( 2) ­

1 + 1]

- c2 (15 -77(2)] cos (31 + 2g) - 2 e2 (1 - 3( 2) [5 (1] + _1_) +4] COB (4/ + 2g) -
1 + 11

- 3 e" (1 - 302
) cos (5/+ 2g) } + (1 - ( 2)2 [9 e" cos (f +4 g) +54 : 2 COS (21+4g)+

+ e (148 - 13 e2
) cos (31 + 4g) + 20 (2 + 7 e2 ) cos 4 (f + g) +

'+ 3 e(28 + 17: e2 ) cos (51 + 4g) + 54 e2 cos (6{ + 4g) + 9 e3 cos (7/ + 4g)] ] (8.5)

dond e:
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1 1
+ - (239 -lS8W ) - 6 11 (1 - l S62

) ] cos 2g + 6 e [4 (1 - 3(¡2) - - +
4 . 1 + 11

+ 3 (3 - 4W ) - S 11 (1 - 302 ) ] COS l{ + 2g) - 36 [2 (1 - 02 ) +.

1
+ e2 (1 - 3(2

) ] COS 2 (f + g) - 2 e r28 (1 - 302 ) -- + 43 - Hil62• +
1 + 11 .

1
+ 11 (1 - 3( 2

) J cos (31 + 2g) - 3 e2 [12 (1 - 302 ) - - + 7 -
. 1 + 11

- 33 02
] 60S (4{ + 2[j) - 6 e (1 - 3( 2 ) (1 - 11) cos (S{ + 2g) +

+ 3 (1 - '02
) [S c2 cos (2{ + 4[J) + 4 e cos (31 + 4 g) -

- (4 - c2
) eos 4 ({ + g) - 4 e cos(5{ + 4[j) - e2 C{)S (6{ + 4g) ] } (8.7)

H = H' (8.8)

/ = r - ¡t2 J2 f
l
- 2 (1 ~ 30'2) [ e3, (4 - C'2) sen r+ G sen 21' + e' sen 3r ] +

32 L' 0'3

3
+ (1 - 6'2) [ 3 e' sen (f' - 2[j ' ) - 18 sen 2g' - - (4 + S C'2) sen (r + 2g' ) +

e:

+ c~ (~ - e'2) sen (31' + 2g' ) + 18 sen (4r +2g') + 3 e' sen (Sr + 2g')] } +

4 J 2 L { .
+ ¡t 2 192 114 [5 -1802 + 50.1 - 2 (1 - 02 ) (1 - lS0 2 ) cos 2g] (f _/) +

409609

+~ {2 (1 - 302
) 2 [8 (11 + --=-) - 113 (8 - 3 c2

) ] + 4 (29 - 74()2 - 110' ) +
c . 1 + 1) .

+ 2 e2 (7 - 2262 + lSS ( 4 ) - e4 (4'( - 16602 + 16704 ) } sen { +

[

32
+ 6 - ( 1:~ - 5002 + 61( 4 ) + 16 (103 - 31802 + 17S01) ­

e2

- 2 e2 (483 - 161402 + 563( 4 ) - c4 (13 ~ 8202 + 125( 4 ) +

+ 32 (- 4 + 2402 - 3604 ) _ 1_ + 1281) (1 - :W )2(e 2 -2) ]sen 21 +
1 + 11

8
+ - - [8 (47 - 10262 + 636') + 40 e2 (10 - :>902 + 30( 1) _

C

- e" (325 - 114602 + 597(4 ) + 2 11:1 (1 - 3( 2 ) 2 (64 - 11 e2 ) ] sen 3{ +

+ 24 [2 (39 - 8602 + 55(4) - 2 c2 (5 + 1402 - 276') - e·1 (13 - 5062 + 296') +

. + 16 113 (1 - 302)2] sen 4{ + 24 e [4 (5 - 1262 + 9(4) - 9 e2 (1 - 02)2 +'

-24-
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+ 2 1]3 (1 - :302)2] sen 5! + 2 c2 (H - :.l002 + 2701) (2 - c2 ) sen 61+

+ 4 (1 - 02 ) (- :3 e2 (1 - :W) (2_~e2) sen (4! - 2g) - 6 e (1 - 3(j") (11 ­

- 5 e" + 1]3) sen ( :~/ - 2g) - 12 [ 2 (1 - 3( 2) (12 +' 1)3) - 6 e2 (1 + 02) -

6
- 3 e4 (1 - 110")] sen 2 (f - g) - - [ (1- 302 ) (96 - 1:.l e2 113 ) +

e

[

288
+ 0 2 (25 - :3870") - :m e l (1 - 1102)] sen (f - 2g) + - - (1 - 302.) +

c"

+ 96 (1 - 36")(11 + _1_~ + 2 (11:.l - 13470") + 2 o" ,(221 - 327 02) ~
1 + 1\) , ,

- e4 (209 - 215102) - 16 1]3 (11 + 30") - 72 e2 'll 3 (1- 150") .] se n 2!J +

12 ( 1 )+ - { (1 - 302) [8 1] + - - - 3 1)3 (- 8 + 7 c")] - 48 (1 - 402 ) +
e 1 + 1] .

+ e2 (53 - 31502)+ e4 (41 - 150") }sen '(f + 2!J) - 48 { (1 - :302) [16 (11 + _ 1_, - ) _
1 + 1)

- 5 1]3 ] + 17 - 12:lf¡2 - 4 c" (7 - 3902) - 5 c4 (1 - 302) } sen 2 (f + g) -

- -=- { (1- 302) [56 (1) + _1_} - 1]3(152 + 11 e")] + 16 (12 - 59( 2) +
e 1 + l]

+ c2 (51 - 17302) - c4 ( 1 :~7 - 79902) } sen (3! + 2y) - 3 { 8 (1 - 3( 2 ) [17 +

+ 4 113
( : - 3 ) ] + 2 e2 (77 - 2790") - e4 (29 - 18:l{J ") } sen (4! + 2'!J) ­

6
- - [ 0 2 (:J7 - :39(2) + 9 e4 (5 - 2;102) + 1]3 (1 - :\0") (128 - 9 e2 ) ] 'Sen (51 + 2y) ­

e

- ,1 [2 (1 - :30") (10 + :\:1 1\"') + 2 c2 .(7 - 9( 2) + C" (11 - 57( 2)] sen (6{ + 2g) -

.- 6 e (1 - 302 ) (7 - e" + ~ 11 3 ) sen (71 +' 2g) - 3 e2 (1 - ;)02) (2 - e") sen (8/+ 2g) ) +

.+ (1 - O")" ( 9 c2 (2 - e") sen (2/ - 4fl) ~ 108 e (2 - (1") W I (f - 4g) -

12
- 12 (66 - 34 e" +,13 e4 ) sen 4g - - (72+ 2 c"+ 49 C'I) sen (f + 4g) ­

(1

(
96 ' ) 216--:- 3 e

2
+ 368 + 158 e" + 161 e4 sen (ZI + 4g) - - e- (4+ 5e4 ) sen (3! + 4g) +

24
+ 144 (17 - 16 e2

- c·l ) 'Sen 4 (f+g )+ - (212 - 88 e2 - 4:3 e4 ) sen (5! + 4g) +
e

-25-
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+ e2 (57 - 53262 + 45964 ) + el 11 (1 - 362) (3 - 1162)] sen (/ - 2g) +

-26-

1
+ e2 (17:3 -73862+30164) + 16 (- 4 + 24(12 _ ~4) -- +

1 + 11

+ 64 11 (1 - 362
) (1 - 13ij2) ] sen 2/+~ 4 (47 - 10262 +6304 ) + 6 e2(41 - 11262 + 3764

) +

+ " (1- 362
) [64 (1 - 362

) +e 2 (5 - 3962
) ] } sen 31 + 12 [2 (39 - 8662 +

+ 55(4
) . + e2 (21 - 6692 + 3764 ) + 16 11 (1 - 3( 2)2] sen 41 +

+ 24 e [2 (5 - 1202 + 964 ) + 11 (1 - 362)2] sen 51 + 2 e~ (11 - 3062 + 2764 ) sen 61 ­

-12 e2 (1-62) (1-62) (1-362) sen (4/-2g)-12 e (1-{)2) (1.......-362) (11 + 11) sen (3/- 2g)-

12
- 24 (1-62) [2 (1- 362 ) (12 + 1]) + e2 (5-3962 ) ] sen 2 (/-g)- - [96 (1-62) (1-362

) +
e

(8.9)

1
+ _ . (28 - e/2

) sen (31' + 2y·) + lB sen (41' + 2g·) + 3 e' sen (51' + 2g')] -
e'

}

fL4 J 2 {+ e' sen (31' + 2g' )] - 2 48 [2 (5 + l!W - 21564 ) +
2048 GS

+ e2 (25 - 12662 + 4564 ) ] (1- 1) - 96 [2 (1 - 62 ) (1 - 1562 ) +

48 1
+ e2 (5 -11262 + 13564 ] (/ -1) cos 2g + - {8 (1 - 362 ) 2 -- +

e 1 + 11

+ 2 (17 + 2262 - 19164 ) + 4 e2 (29 - -10562 - 3364 ) + 1] (1 - 302 ) [24 (1 - 562 ) -

- 18 (1 - 56'2) (1' - I' + e' sen f') +. 3 (3 - 50/ 2
) [3 e' sen (f' + 2g') + 3 sen 2 (/' + y') +

+ ( 1568 + 4112 _ 3238 e2 _ 93 e4 ) sen (6f + 4g) +~ (168 + 50 e2 _

e2 e

- 95 e4 ) sen (71 + 4g) + 12 (B2 - 26 e2-11 e4 ) sen (81 + 4g) +

- + 100 e (2 - e2 ) sen (91 + 4g) + 9 e2 (2 - e2 ) sen (101 + 4g) ) }

- [ 16
- e2 (5 - 2762

) ] } sen 1+6 - (13 - 5062 +61( 4 ) +32 (23 -5062 -1364 ) +
e2

g = g' + ~~ ;4 {- 2 (1 - 36'2) [~ (4 - e'2) sen /' + 6 sen 2/, + e' sen 3/'] +

3
+ (1 - 6'2) [3 e' sen (/' - 2y-) - 15 sen 2g- - - (4 + 5 e'2) sen (1' + 2g-) +

e'



MOV IM IENTO DE S AT EL ITES AR TI FI CIALE S

[
2~ 1

+ 2 - (1 - 02 ) (1 - 3( 2
) + 96 (1 - ( 2

) (1 - 302 ) - - +
& 1+~

+ 2 (169 - 179602 + 14676~ ) - e2 (709 - 67646 l + 8739 O~) -

- 16 1] [3 + 1002 - 3364
- 6 e2 (1 - 2402 + 3<){j4)] ] sen 2g +

24 1
+ - f 8 (1 - ( 2

) (1 - 3(2
) -- - 8 (9 - 4462 + 3904 ) -

e 1 + 1]

- e2 (139 - 202002 + 2337( 4 ) + 11 (1 - 3( 2 ) [8 (7 - 902 ) +

+ e2 (19 - 39( 2
)] } sen (f + 2g) - 96 { (1 - 02 ) (1 - 3( 2 ) [16 _1- - 5 1] J +

1 + 1]

+ (19 - 25662 + 237:04
) - e2 (1 + 4462 - 33( 4 ) } sen 2 (f + g) -

8 1
- - {56 (1 - ( 2

) (1- 3( 2)-- + 8 (3 - 4462 + 13( 4 ) -

e 1 + 1]

- e2 (69 + 32462 + 7904 ) + 1] (1 - 302 ) [8 (~ - 23( 2 ) -

- e2 (19 - 23( 2
) ] } sen C:31 + 2g) + 12 {12 (7 - 3262 + 3304 ) +

+ e2 (21 - 7602 + 159( 4
) - 16 11 (1 - 302

) [ : 2 (1-62)+3 (1- 262) ] } sen (41 + 2g) +

12
+ - { e2 (43 - 25262 + 2256~) - 1] (1 - 3(2 ) [128 (1 - ( 2 ) +

e

+ e2 (7 -15( 2
) ] } sen (51 + 2g) - 8 (1 - ( 2) [2 (1 - 302 ) (10 + 33 1¡) -

- 3 e2 (3 -1702)] sen (61 + 2g) - 12 e (1 - (2) (1 - 3( 2 ) (7 + 51]) sen (7 I +, 2g) -

- 12e2 (1 - n (1 - 3(2
) sen (81 + 2g) + 9 e2 (1 - ( 2)2 sen (21 - 4g) +

+ 108 e (1 - ( 2
) 2 sen (f - 4g) - G(1 - ( 2 ) 2 (66 - e2 ) sen 4g -

. 12 ( 3 )- - (1- ( 2)2 (36 + 19 e2 ) sen (f + 4g) - 3 [16 (1 - 02)2 - + 13 +
e e2

24
+ e2 (7 + 19462 - 96'1)] sen (21 + 4g) - - [18 (1 - ( 2)2 ­

e

- e2 (19 - 10262 + 35( 4 ) 1sen (31 + 4g) + 12 [2 (83 - 2101j2 + 1036') +

24
+ e2 (11 - 6602 + 23( 4 ) ] sen 4 (f + g) + - [lOO (1 - ( 2 ) 2 + e2 (53 ­

e'

1
-13862 + 696' ] sen (51 + 4g) + - [16 (1 - 02)2 (49 + 153 e2 ) +

e2

12
+ e' (197 - 53862 + 277(4 ) ] sen (61 + 4g) + - (1 - 02 ) 2 (84 +

e
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en lu gar del dad o por Roz,\!

6' [- G (f' - l' + e' s en {') + :l e' sen (f + 2g' ) +

+ 67 e2
) sen (71 + 4g) + 6 (1 - 02)2 (82 + 15 e2

) sen (8{ + 4g) + .·~~-¡:.::::: :ftrD:.!r;~ - - ¡ -:1

+ 103 e (1 - 02F sen (9{ + 4g) + 9 e2 (1 - 02)2 scn (10{ + 4g) } (8.10)

4
- - { (1 - 302) [56 - Tl3

. (56 + 152 e2 + 11 c")] }
e

4
- - { (1 - :3( 2 ) [56 - 113 (56 + 152 e2 + 11 e"-) ] }{e2

C

+ :3 sen 2 (f + g' ) + e' sen (HI' + 2g') ] + 1-1-

4

J2
2 0{ 12 [4 (1 - 1002) -

, 128 CH

- c2 (9 - 5( 2) + 2 e2 (8 - 15( 2 ) cos 2g] (f - 1) + 12 e { :3 (1 -

- 302) [ 4 _ 1_+ 11] _ (17 + 2102)} se n { + 6 [12 (1 _ :1( 2 ) __1_ _
1 .+1\ 1 + 11

- (9 - 5 ( 2)] se n 2f+ 12 e (1 - 302 ) (l - Tl ) sen :l{ - G e (1 - 8( 2) (1 - TI) sc n (f - 2y) -

1 1053
- c2 [4 (7 + 302) - - -191 + -- 02 + 12 11 (8 -15( 2)] se n 2g +

1 + 1\ 2

+ 6 e {(1 - 3 ( 2 ) [ 4 _ 1_ - 5 11] + 3 U~5 - 7:W ) } sen (f + 2g) +
1 + 11

+ 24 [6 (1 - ( 2) + c2 (4 - ( 2 ) ] sen 2 (f + !J) - 2 e { (1 - :1(2) [ 28 _1_ + 11] ­
1 + 11

1
- (21 + 97(J2) } sen (3{ + 2g) - G c2 [ 6 (1 - 3 ( 2 ) -- - 1:1 c2 02 ] sen (4{ + 2g) -

1 + 11

- 6 e (1 - 3(¡2) (1 - TI) sen (5{ + 2g) - 3 c2 (7 + 5 ( 2) sen (2{ + 4g) -

- 12 e (5 + (2
) sen (3{ + 4g) - 3 [,1 (4 - ( 2 ) + c2 (7 + 02 ) ] se n 4 (f + y) -

- 12 e (3 - ( 2 ) se n (51 + .4g) - ~2 (7 - :3(J2) se n (6{ + 4!J) } (8. 11)

li = h' +

Notem os qu e en la expr esión de 8 (2 ) se han omi ti do las pr imas de e, L , C, O y 'TI '

Los resultados ob tenidos , coinc iden con Jos de R OZAJ salvo en el caso de la ex pr esión
de l. Sin embargo en las fórmulas in cluida s se han h ech o las mod ifi cacion es conven ien ­
tes .para elimin ar en lo pos ib le la ap a rición de la excen t ri cidad com o den ominador.

Refirién don os de maner a más conc re ta a la expresión de 1, dir em os qu e el coefi-
cien te de sen (3{ + 2a) qu e h em os obtenid o es : -
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(B.12)

(B.15)

(8.14)

-29-

5
B' = - (1 - 0'2) (1 - iO'2)

4 2 16 .

3
/J' = - - (3 - 300'2 + 35fj'~)

40 64

3
B' = - - (1 - 0'2) i (1 - 50'2)

31 8 . I

128 L" 3 G"7

fl.6J ¡L
5 1

3
3fl.6;¡~

__4_ B' (2 + 3 C'2 ) + - - - e' E'3 1 sen g + B'42 C' 2 cos 2g'
2L'3 G'7 40 L'3 G'5 4L'3 G'7

¡; . • (2) = .C-. [ - 5 (1 - 20"2 - 70"4) + 4 1( (1 - 3fJ"2)2 + 1{ 2 (5 _

~ ~ ~
5' (1 ) = - -- c2 (1 - 02

) (1 - 502) - 1 [1 - 1502 + 5 - (1 - 702 ) ] sen 2g'-
32 G 3 1 2 2

l1 13
- - - e (1 - 02 ) i cos g'

21
2

G

De la ter cer a , loma ndo la parle in dependiente de a'. obtenemos

P (O) (L" ) = F" (O)

F° (1 ) (L" , G" , H") = P'· (l )

<JF' (I ) aS- (I)
--- --- + P' ( 2) (L" , G", l l " , g') = FH (2)

aP (l) aS(2) 1 82 P (1 ) ( as o(l ) ) 2 ap (2) aS' (I)
--- - + - - --- - - - + - - - - - + F ' (3 ) = F" ( 3)eG" d g' 2 aG"2 s« dG" so'

donde

Las expresiones a n teriores han sido ca lcu ladas torna ndo en el po tencial solamente
el armón ico debido a Jo' Si se consideran también el ter cero y cuar to ar mónicos , las
funcion es 8 (2 ), F' ( 2) Y-las seis variables de Delauuay, sufrirán unos incr emen tos.

Así para F' (2 ), tendremos:

que difie re del dado por Kozxr, pues en el último sumando dicho auto r omite el Iac­
lar C'2 .

Los restantes incr emen tos coinciden COIl los in cluidos en el mencionado trabajo .
Pasemos a las perturbaciones de lar go período ; las ecuaciones que se obtie nen, como

parando 10'5 diversos órdenes del ha rnilto nian o, son:

y conside ra ndo la par te dependiente de s: e in legrando respecto a s'. deducim os
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En la expresión dada por R OZAI para 1"' ( 3 ) el sumando

3 fl.8 J23

•

(8.16)

(1 - 6"2) (1 - 5e"2)-2 C"2 P
2048 L"3 G"ll

2048 L"3 G"ll

+ 256"4 - 2 ,,"2 (1 - 90"2 + 100"4.) ]

P = (1 - 150"2) [5 - 1320"2 + 6150"4. - 6000"6 - ,,"2 (3 - 900"2 + 4250"4 _

J
- 4500"6)] + 10 _4._ [5 -1590"2 + 14910"4 - 48656"6 + 42006"8 ­

J~ 2

- le (3 - 1036"2 + 1007.6"4. - 33856"6 + 31500"8)] + 25 (~) 2(1 _
J/

- 76"2) [5 - 76{1"2 + 3036"4 - 2806"6 _ 1]"2 (3 - 506"2+2090"4. - 2100"6)] (8.11)

- 9396"01 + 7316"6) + 5 1]" (1 - 30"2) [3 (1 - 20"2 - 76"4.) _ ,, "2 (~

15 fl.8 J J
- 186"2 + 56"4.) ] } + ~ 4. [19 + 5130"2 + 5256"4. - 20650"6 +

2048 L"3 G"ll

+ 2 1( 2 (15 - 5316"2 + 705il"4. + 147.6"6) + 3 ,,"4 (- 3 + 636"2 ­

- 1256"4. + 490"6) + 12 ,," e"2 (3 - 390"2 + 1250"4. - 1050"6)] +

3 8J 3 3 fl.6 J2
+ fl._ _~_ _ (1 - 6"2) (1 - 56"2)-2 e" 2 p + 3 [3 _ 240"2 +

2048 L"3 G"ll 32 J~ L"3 G"1

Análogamente, de la cuarta se obtiene 1''' (3 ) y S' (2) .

La expresión de 1''' (3 ) , es:

3 8 J 3

1"' (3 ) = fl. ~ { 65 + 3636"2 - 13930"-' + 15256"& _ "2 (35 + 3liO"2-
512 L"3 G"ll "

4 J 2

S' (2) = fl. ~ (1 - ( 2) (1 - 5( 2)- 1 [_ c2 (233 _ 228462 + 511504) +
1024 G1

1
+ 16" e2 (4 - 7502 + 225( 4) + 16 c2

- - (5 - 5002 + 10504 ) ] sen 2g +
1 + 1)

3 J e
+ Jl 3 (1 _ 02) ! (1 _ 562)- "1 {18 [6" (1 - 3(2) (1 - 5( 2) _ 13 + 13062-

288 G" .

con

debe ser sustituido por el siguien te

3 fl.8J2°'

Para S " (2 ) da R OZAr un resul tado en el que aparece la excentricidad como pequeño
divisor . Nosotro s análogamente a lo que hemos hecho para los término s de corto pe­
ríodo, transformamos dicha expresión en otra en la que desapar ece la excentricidad
del denominador . Así resulta:
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(8.19)

2 ] 2

+ flo 3 (1 _ 502)-1 [e2 (3 _ 2462 + 2564) + r¡2 (1 - 662 + 504)J sen 2g +
16J

2
2 G3 .

3 J
+ flo 3 e (1 _ 62)i (1 - 562)-2 [8 - 20162 + 100064 - 97566 _ r¡2 (5 ­

192 GS

5flo3J3J4- 13862 + 7:I56"' - 75066
) J (3 cos g - cos 3g) + e (1 - 02) !

192 ]22 GC;

X (1 - 562)- 2 [8 - 12162 + 49664 - 45566 - r¡2 (5 - 8262 + 35564 -

- 35006
) J (3 cos g - cos 3g ) (8 .18)

. 1 )
- 4564

- 5 e2 (1 - 62
) (1 - 762

) + 10 II - 62) (1 - 762) + (1] + - - (2 - 166' +
11 + 1

5 flo4 J
+ 3004)J cos g + 582 (1 - 02) (1 - 2162) cos 3 g } + 4 (1 - 02) (1 - 562)- 1

4096 G7

x { 4 [1]2 e2 (19 - 21402 + 37164) - e2 (51 - 88662 + 149164 ) +

+ e2 (1 "":'" 362) (1 - 762) ( 40 1] +~) ] sen 2g + e4 (1 - 62) (5 - 11962) sen 4g } +
1 + 1]

2 J
+ -.!:._ 2 8.(1) (1 - 562)-1 {- 5 (7 - 1862 - 7764 ) + 24 1] (1 - 302) (1 - 562) +

32 G4

]
+ 11 2 (25 - 12602 + 4564 ) + 5 _4 [- (21 - 27:002 + 38564 ) + 9 1]2 (1 _

J 2
2

8
+ (1]2 + 1] + 1) (2 - 160' + 3004 ) -- ] sen g - 15 eS(1 - 02) (1 - 2162) sen 3g } +

1+1]

- 31 ~

G' = G" - flo2 J2 e2 (1 - 62) (1 - 562)-1 [1- 1502 + 5~ (1 -702)Jcos 2g +
16 G3 J?

¡.t] ¡.t4] 2
+ __3_ 8 (1 _ 62H sen g + 2 (1 - 02)(1- 502)- 1 [-(153-148402 + 343564) +

2 J,. G 512 G7

+ r¡2 (233 - 228402 + 511504 ) - 16 r¡ (1 +2'¡W - 12064 ) - 16 r¡3 (4 - 7502 +
3 ]

+ 22504
)] cos 2g +~ (1 - 02)i (1 - 562)-1 {- 18 [6 e r¡ (1 - 362) (1 - 502) ­

288 GS

- e (13 - 13002 + 4564
) - 5 e3 (1 - 62 ) (1 - 762) + 10 e (1 - 62 ) (1 - 762) +

Según esto, los resul tados que hemos obtenido para las variables V, G', H', 1', s'. h'
son los siguientes :

L' = L"

•



- 2462 + 2501 - 2 1]" (1 - 902 + 1004 ) ] cos 2y +

- 32-

J4
+ 45 - "1] (1 - 1402 + 2104)] +

J 2~

¡.tJ3 0 ¡.t4J/
+ (1 - 02)! cos y + (1 - O") (1 - 502)-1 ["1] (233 - 228402 +

2 J2 L3 e 512 C6 L"

+ 511SOI ) - 8 (1 + 250" - 12004 ) - 24 1]2 (4 -750" + 22502)] sen 2g +
~ J •

+ . 3 (1 - O")! (1- 0")-1 [2 (1~ 302 ) (1 - 502 ) (3 -12lj2 + 8 1]"') +
16, C4 U c"

+ 2,] (10 - 9302 + 550") - lja (:~3 - .29002 + 18504 ) + 15 lj" (1 - 02 ) X

. 5 ¡.t4 J.
X (1 - 702)] cos y + (1 - O") (1 - 50")- 1 [6 (1-302) (1- 702) (1--5r¡2 ) +

256 C6 L"

+ 1] (35 - 5500'2 + 9:.3104 ) - lj3 (19 - 21402 + 3710.1) J sen 2[1 +
.¡.t" J

2+ S' (1 ) (1 - 502)- 1 [ ~12 (1 - 30 2) (1 - 502) + "1] (25 - 12602 + '1504 ) +
16 C3 U

REVISTA DE LA ~CADEMIA DE CI ENC IAS EX ACTAS, FISICO·QUIMIC ,IS y N AT URA LES

5 ~t4 J
+ 4 (1 _ O") (1 - 56")-1 {4 [- (;)5 - i2 60" + '1l55fr' ) + 8 11 (1 - 302) X

ZOt8 C'

X (1 - 70") (;\ - 5 1]2) + 2 lj" (35 - 5500" rl- 9310' ) - 11' (19 - 2140" +

~" Jq 3S' (I )
+ 37104) ] cos 2g + 2 e4 (1 - O") (5 - 11902) cos 4y} + - - -- --- X

32 C·I ély

X (1 -:- 50")-1 {- 5 (i - 180" - 7704) + 24,] (1 - 302) (1 - 502) + 11" (25 ­

J
-1260" + 4504 ) + 5 _ 4 [- (21 - 2iOf¡2 + 38504 ) + 9 1]2 (1 - 140" + 2104 ) J } -

J "2

X (1 - 50")-" [8 - 2010" + 100004 - 9i50 6 - 1] 2 (5 - 13802 + il504
­

5 3 J J
_ i5066)] (sen 3g - sen y) + ~ 3 4 e (1 - 02) ! (1~ 502) - 2 [8 - 1210" +

G4 J
2

2 G"

+ 4960. - 45566 - 1]2 (5 - 820" + 35504 - 35066 ) ] (sen 3y - sen y) (8.20)

H' = HU (8.21)
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1 + 11

J4 5f1
2J

2 ( J4 )x [1 -1562 + 5 - (1 - 7( 2)] sen 2y+-- e2 62(1-62) (1- 562)- 1 3- + 7 - sen 2g_
J2 2 16 G4. J/

¡t J f14 J 2

__3_ (1 - ( 2 ) - . (1 - 02 - e2 02 ) cos y + 2 (1 _ 5( 2 ) - 2 [ - 1071+ 1855802 -
2 J

2
G2 e 1024 GS

- 11140464 + 26601066 -188925( 8 ) + 112 (1165 - 21114(¡2 +

+ 12951664 - 31523066 + 230175( 8 ) - 32 1] (3 + 8602 - 108564 +

+ 362066
- 3000(8 ) - 32 113 (8 - 25762 + 199064 - 562566 +

f13 .1
3+ 4500( 8 ) ] sen 2g + (1 - ( 2 ) -1 (1 - 5( 2 ) - 2 { 5 e2 (1 - ( 2) x

288 G6 e

x [e2 (2 - 8962 + 35204 - 525( 8 ) + 3 (1 - (2) (1 - 21( 2) (1 - 5( 2 ) ] cos 3y +
+ 18 [2 (- 15 + 26562 - 90464 + 70566 + 125( 8 ) + 24 1] (1 - 5(2 ) x

x (1 - 362 + 4264 - 3006 ) + 1]2 (77 - 119562 + 469564 - 586566 +

+ 2000(8 ) - 4 1]3 (7 - 9662 + 50564. ~ 115066 + 750( 8 ) -

1]4. +1]3_y¡ + 2
- 5 1]4 (1 - ( 2) (5 - 6462 + 22164 - 210( 6 ) + 2 ----- x

(8.22)
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+ 9 11 2 (1 - 1462 + 216')]}

+ 3150( 8
) + 25 ( ;:2) 2 (1 - 7( 2) (3 .; 5062 + 20964 - 21066)] + P} sen 4g _

f1 2J 2 5f13J J
___3_ (1 - 502) - 1 (1 _ 962 + 10(4) sen 2y _ .1 4 (1 - &2)1 x
4 .1/ G L3 64 J/ G3 L3 e

x (1 - 5(2)- 2 [6 - 9562 + 40264 - 38566 - 112 (5 - 82&2 + 35564 ­

f13 .1
- 350( 6

) ] (3 cos g - cos 3g) - 3 ' (1 - ( 2)1 (1 - 5( 2)- 2 [6 -15962 +
64 G3 V e

+ 81064 - 82566
- 112 (5 - 13862 + 7156.1 - 750( 6 ) ] (3 cos g - cas 3y) ­

5 ¡.L3 J
3---- e (1 - ( 2)3/2 (1- 5( 2) - 1 (1 - 21( 2) cas 3g ­

96 G3 V

5 f14 J,
---- e2 (1 ---: ( 2)2 (1 - 5( 2)- 1 .e5 -119(2) sen 4y­

1024 G5 V

¡.L2 J ~S· (I )

___2 (1 - 5( 2)- 1 {_ 5 (7 -1862 - 77(4) + 24 11 (1 - 3( 2) (1- 5( 2) +
32 G2 L3 e ce

.1
+ 1]2 (25 - 12662 + 45(4) + 5 _ 4 [_ (21 - 27002 + 385(4) +

J
2

2
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fl.,f, J,
x (2 - 1662 + 306') (1 - ( 2) (1 - ~2)] cos g } + 5 (1 - 5( 2)-2 X

40960 8

X {4 [- U5 + 772462 - 431686' + 7471266 - 427356 8 +

+ 48 11 (1 - ( 2) (3 - 5162 + 2776' - 5~6) + 21] 2 (175 - 462062 +

+ 2795'W - 6207666 + 41895( 8 ) - 1601] 3 (1 - ( 2) (1 - 1862 + 1036' - 210(6) +

+ 1]4 (-57 + 126062 - 75906' + 1796466 - 12985(8 ) ] sen 2g +.

+ e2 (1 - ( 2) [4 (1 - ( 2) (1 - 562) (5 - 119(2) + e2 (15 - 65562 + 298104 ­

fl.2 J
2

- 41656 6) ] sen4g} + -- S · (I ) (1 - 5(¡2)- 2 {5 (- 14 + 8962 +
16 0 6

+ 12864 - 11556 6 ) + 36 1] (1 - 562) (1 - 1062 + 2564) +

J
+ 1]2 (25 - 25262 + 76564 - 45066) + 5 - ' [-42 + 91502 - 42400' + 577566 +

J
2

2

2 J ,¡jS ' ( 1)

+ 9 112 (1 - 28 02 + 13364 - 210( 6) ] } - ~-- (1 - 562) - 1 X

- 32 O' élO

x { - 5 (7 - 1862 - 776' ) + 241] (1 - 3fl2) (1 - 562) + 1]2 (25 - 126f)2 + 456') +

J,
+ 5 - [- (21 - 27002 + 38564) + 91]2 (1 - 14fl2 + 216' ) ] }-J/ .

114 J
2

2

--- (1 - ~2)-' P [e2 (5 - 262 + 56') + 2 (1 - ( 2) (1 - 5(2)] sen 4g +
2048 0 8

¡L'J/ ()p ¡L2 J32
+ e2 (1 - ( 2) (1 - 5(2)- 3 - sen 4g + (1 - 562)- 2 x

2048 0 7 élO 16J
2

2 0 4

X [9 - 135f)2 + 5356' - 62566 - ~2 (1 + 14fl2 - 1656' + 25066)] sen 2g +
¡¡.3 J

+ 3 (1 - 62)- 1 (1 - 562) - 3 [40 - 149502 + 137036' - 497456 6 +
19206 e

+ 7:582568
- 390001 °) _,,2 (47 - 193162 + 179800' - 6634066 +

+ 1055256 8 - 566256 LO) + ,,' (10 - 51762 + 49556-1 -

- 18845f)6 + 3247568 - 187:5061°)] (3 ces g - cos 3g) +

5 ¡¡.3 J J
+ 3 , (1 - 62) - 1 (1 - 562) - 3 [40 - 93562 + 73276'-

192 J/ 06 e

- 24785&6 + 3626568 - 1820061 0 _ ,,2 (47 - 117162 +

+ 94526' - 3~6 + 5040568 - 2642561 °) +

+ ,,' (10 -29362 + 251~,f, - 924566 + 154756 8 - 875061 °)] X

x (3 cos g - cos 3g)

-34-

(8.23) .
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2 J J
h' = h" - ~ e2 O (1 - 5( 2)- 2 [11 - 3002 + 7504 + 5 -~ (3 -1482 + 3504)J x

16 G4 J/
¡.tJ3 ¡.t4 J 22

X sen 2g - e O(1 - 02)-, cos g - - - O(1 - 582)-2 [2 (436 - 4911102 +
2 J2 G2 512"G8

+ 1745004 - 1717506) - 16 11 (29 - 29002 + 108504 - 120086 ) ­

_1]2 (1352 - 1479802 + 5234086 - 5115006) + 16 '1]3 (59 - 60002 +

¡.t3 J
3+ 217504 - 225086)J sen 2g + e 8 (1 - 02)- , (1 - 582)- 2 X

288 G6

x {18 [6 11 (1 - 582) (7 - 4402 + 4584) - 73 + 3502 + 12504 - 37506 +

1]2 + '1] + 1
+ 5 e2 (1 - 62) (- 7 + 4082 - 10504) + 2 (7 "- 7902 +

'1 + 1

+ 26564 - 22506)J COl:! g + 25 e2 (1 - 82) (7 - 2282 + 6364) cos 3g} +

5 i J
+ ¡.t 4 6 (1- 582)- 2 {4 [- 293 + 478582 - 1105584 + 577566 +

1024 G8

+ 8 1] (3 - 5 1]2) (3 - 3182 + 109fl4 - 10586) + 2 11 2 (205 - 148102 +

+ 5099fl4 - 465586) + 1]4 (- 69 + 58502 - 201984 + 1855( 6
) J sen 2g +

¡.t4 J
+ e4 (1 - 82) (52 - 19162 + 59564) sen 4g} - __2 (1 - 502)-2 X

32 G5

[

~S·(1 ) ]
x (1 - 582) --aa + 10 O {- 5 (7 - 1862 - 7704) + 24'1 (1 - 362) (1 - 562) +

J
+ 112 (25 - 12602 + 4564) + 5 _4 [- (21 - 27002 + 38504) +

J 2
2

" 4 J
+ _9 '1]' (1 - 1462 + 2164)] } + ~ G: OS· (I ) (1 - 502) - 1 {- 5 (9 + 7702) +

J4+ 24 11 (4 - 15( 2) + '1] 2 (63 - 4562) + 5 - [-135 + 38562 +
J 2

2

¡.t2 J 2
+ 4 8 P (7 - 5( 2)] sen 4g - 3 6 (1 - 502)- 2 [- 9 + 5002 - 12504 +

8J! G4

¡.t3 J
+ 41]2 (2 - 1002 + 2564)] sen 2g - 3 e 6 (1 - 02)-, (1 - 502)- 3 x

192 G6

x [- 250 + 24?:3{j2 - 984564 + 21575{j6 - 1462508 + 1]2 (181 - 181962 +

-35-



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EX ACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES
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(8.25)

(8.24)

+ 738564 - 1632568 + 11250( 8)] (3 cos g - cos 3g) ­

5 ¡.L3 J J
_ 3 4 e 6 (1 _ 02)-1 (1 - 5(2)- 3 [- 90 + 101762 - 4605' +

192 J/ G8 ,

+ 102156 6 - 682,':¡es + 1]2 (G9 - 77162 + 34650'1 - 772566 +

+ 525OO S ) J (3 cos g - cos 3g)

Fina lmente, de acuerdo con los valores obtenidos para F**(O), F* * (1), F ** (2) , F** (3),
Y recordando que ahora la función F ** = F** (O ) + r-«:» + F** (2) + F**(3 ) no depen­
de más que de las vari ables L" , G", H" , bastará aplicar dichos resultados al sistema
canónico fund amental para .obtener los térmi nos seculares, que se escriben a conti­
nuación :

dg" 3 ¡.L4 J
2

3 ¡.L6 J
2

2

- = - (1 - 502) -1- [-5(7-18f)2- 7704) +41] (1- 302) (7 - 330!) +
dt 4 L3 Gol 128 L3 G8

15 ¡.L6 J
+ 1]2 (35 - 16262 + 55( 4)] - 4 [21 - 27002 + 38564 _

128 L3 GB

3 ¡.L8 J
0

3

- 91]2(1 -1462 + 21( 4)] + - [715 + 471902 - 208956 4 + 259366' -
512 L3 G12

- 1]2 (385 + 412162 - 1408504 + 12427(6) + 15 1] (11 -65(j2 - 1564 + 3576') ­

15 ¡.LBJ2 J4
- 5 1]3 (55 - 429(j2 + 8850 4 - 255(6)] + [ 209 + 66696 2 +

2048L3 G12

+ 787564 - 3510566 + 61]2 (55 - 230162 + 352564 + 833( 6) +

dI" ¡.L2 3 ¡.L' J2 3 ¡.L6 J22
- = - + B

2 0
+ [- 15 (1 - 2(j2 _7(j4) + 161] (1 - 3( 2)2 +

dt L3 L4 G3 128 L4 G7

15 ¡.L6 J4 3 ¡.Ls J 3

+ 51] 2 (5 -1862 + 5( 4)] + BolO e2 + 2 [3 (65 + 363(j2-
2 L4' G' 512 L4 Gll

- 139364 + 1525( 6) + 60 1] (1 - 302) (1 - 202'- 7( 4) - 5 1]2 (35 + 31762 -

- 93964 + 731( 8) - 15 113 (1 - 3( 2) (5 - 1862 + 5(4)] +
15 s J J

+ ¡.L 2 4 [3 (19 + 51362 + 52504 _ 20656 6) + 10 1]2 (15 - 53162 +
2048 L4 Gll

+ 70564 + 147:(6) + 21 1]4 (- 3 + 6362 - 12504 + 49( 6) +
+ 2 11 (2 - 3 1]2) (3 - 3962 + 12564 - 10506) ] +

3 ¡.Ls J:/ [ éJP ]+ (1 - ( 2) (1 - 5( 2)-2 (3 - 5 1]2) P + 1] e2 ---;-1] +
2048 L4 Gll CJ
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IV. El problema de pequeños divisores en una teoría de segundo orden

aF dG d 2<p dF aG a2 <p aO éJ[<p, F] aF a [<p, G]
2;-- -2;~-----2;- - 2;----
ki dYk dY¡ dXk s», kl aXk ax¡ dYk dY¡ l' ay" aXk " aYk s»,

(9 .1)

3 ¡¡.6J/ O
--- [112 (502 - 9) + 1211 (302 -1) + 5 (702 + 1)] ­
32 LO G8

dh" 3¡¡.4 J
2

O
--=-

dt 2 LO G4

15 ¡¡.6 J O 3 ¡¡.8 J a 6
- 4 (702 _ 3) (3 1] 2 _ 5) _ 2 [363 _ 278602 + 457504 _

32 L" G8 256 L" G12

-112 (317 - 187802 + 219304) - 151) (5 + 202 - ().'W) +
15 ¡¡.8 Jo J O

+ 51)3 (33 - 11862 + 45( 4) ] - - 4 [513 + 105062 _ 61950' +
1024 L" G12

+ 2 112 (- 531 + 141002 + 44161) + 31)4 (63 - 25002 + 14704) +
+ 1211 e2 (- 39 + 250(j2 - 31564 ) ] _

_ 3 ¡.c.8 J2
" e2 (1 _ 562)- " [ 20 (9 _ 5(j2) P + (1 - 62) (1 - 5(j2) . 'dP ] _

~8LO~2 ~

3 \-lo6 J2" 6
---- [- 12 + 2502 + 112 (9 - 20(j2)] (8.27)
8 J

2
LO G8

+ 311' (- 33 + 81962 - 187564 + 833 66) + 36'1 (11 - 16962 +
+ 6256' - 59566) - 1211" (27 - 42962 + 16256' - 157506)] +

3 8 J a { [ éJP ]+ ¡¡. 2 (1 _ 502)- " e2 (9 ,..- 3662 + 3504) P + 6 (1 - 62) (1 - 502) _ +
2048 LO G12 eo

}

3 ¡¡.6 J/
+ 2 (1 - 02) (1 - 502) P + [21 - 21602 + 2750.1 _

32 J
2

LOG8

- 2 1)2 (7 - 8102 + n004)] (8. 26)

- 3'7-:-

= [G, [<p, F]] + [2; 8F aG
, <p ]

k dY,: 'dXk

donde los términos [F, G] representan paréntesis de Poisson.

9. ALGUNAS PUOPIEDADES ltELAl'IYAS A LOS PAltÉl'iTES IS DE POIS SON : Comprobada la
solución de segundo ord en, pasemos a deducir alguna s propiedades que serán útiles
para expresar las ecuaciones (6.10), (6. 11) en forma de parén tesis de Poisson,

Propiedad 1 : Siendo (xk ' YJ un sistema de variables canónicas y F (x
k

' y,) ,
G (xk' yk), <p (xk' YJ tres funci ones arbitrarias, continuas con derivadas continuas
hasta un cierto orden, se verifica :



a la diferencia (9.2)

obtenernos:

(9.2)

[
d<P ] aF
ax

k
' G ay

k
-

_ L:_a[~ep,_F_] _30_ = _ _ 1_ ~ a[<p, F] _~G 1_:y. [_~_, F ] _aG__

k ~X" aYk 2 k dX/: ~Y¡: 2 u aXk ~Yk

_ _ 1_ ~ [<p, _dF_' ] _~_G
2 k ~Xk ~Y"

~[<p, G] ~F 1 ~[q¡ ; O] ~F 1
- ~ -= --~ --- ~

k », aYk 2 k ax" ~Y" 2 "

_1_ ~ ~l? ~G a
2
q¡ __1_ ~ ~F ~G . a

2q¡

= _1_ ~ [ c.q¡, F ] aG +
2 kl ~Yk dYI eX¡: aXI 2 ¡:I ~Xk ax¡ ay,. ay} 2 k ax,. aYk

+ _ 1_ ~ a[<p, G] aF _ _1_ ~ [<p, ao ] aF

2 k C'lJk ~x" 2 k ~Yk ~Xk

1 ~F aG a2q¡
Análogamente, sumando y restando - - ~ -- - - --~

2 ki aYk ~xl dXk aYI

1 ~l? eG ~2q¡
En efecto, sumando y restando el término ~- ~ ---- ti la expresión:

2 ki ~x/: ~Yi s», ~Y/:

- 38-

_1_ ~ dF aO e
2<p

_ _ 1_ ~ aF aO a
2q¡

= _1_ ~ [ a<p , G ] aF +
2 k¡ ~Y,. ~Y} eX¡:ax¡ 2 I.-j dXk aX I aYk aYI 2 ,: aXk aYk

1 a[ep, F] aG 1 [ dF ] ~G
+ - ~ --- ~ <p,- -

2 u aYk ~Xk 2" aYk aXk

Los otros sumandos del pr imer miembr o de (9.1) se pueden poner en la forma:

REVISTA DE LA ACADEMI A DE CIENCIAS EXACTAS , FIS IC O-QUI MI CAS y NATURALES

_ _ 1_' ~ [ aG ] dI?
2 k q¡,-- - -aX

k ay¡:

de donde sustituyendo todas estas expresio nes en (9.1) resulta :

al<':dG a2<p dF so a2<p e [q¡, F] aG
~-----~---- -~---

kl aYk aYI ~xkaxl kl dXk ~x} ~y"aYI k dX" dY"

1 ~l? dG ~2q¡ 1 el? dG e 2q¡
-- ~-------~-----

:3 kl ay,: ~Yi ~Xk ~xi 2 kl;Pk dX! ~Yk cJY}

nos queda:

1 [ ~<p ] aG 1 [ dq¡] aF-~ -F -+-~ - G -
2 k eXk' ay" 2 k ay.,: eXk

y teniendo en cuenta que

obtenernos :



(9.4)

(9.3)

(9.5)

CJF 1 [ (jF aF]-=-- [q¡ ,F], ~-- -
ay l: 2 1, étXk CJYk

- 39-

[
CJF CJFJ

CJ c:p , ----
dX¡ CJY¡

s»;

1
+ - ~ - -----=----'--.

2 I,¡

·CJF CJG CJ 2c:p CJF CJG CJ 2c:p CJ [c:p, FJ CJG
~--. ----~-- ----~---
k¡ CJY), CJY¡ CJxl, CJx¡ k¡ CJxl, CJx¡ CJYk CJY¡ k CJXk CJYk

MOVIMIENTO DE S ATELITES ARTI FICIALE S

1 éW CJl? CJF CJ 3c:p 1 CJ l<' CJF CJ F CJ 3q¡
-~-~------~------

3 ! kli .C)Yk CJY1 CJY¡ CJ xkCJx,..C)x¡ 3! Idi .dXI, dX¡ CJx¡ dYkCJY¡dYi

Corolario: Si (xk' Yk) es un sist ema de variables canónicas y F (Xk, yk), G (xk' yJ dos
funciones arbitrarias, con derivadas continuas hasta un cier lo orden, se verifica

Esta igualdad puede simplificarse si tenemos en cuenta algunas de las conocidas
propiedades de los paréntesis de Poisson, con lo cual se obtiene fácilmente (9.1).

Análogamente se obtiene la relación :

Basta hacer en la propiedad ant erior F == G.

Propiedad TI : Siendo (xk' Yk) un sistema de vari ables canónicas y F (xk' yk),
c:p (x k ' Yk ) dos funciones arbitraria s, conlinua s con derivadas continuas hasta un cierto
orden , se verifica la igualdad



(9.6)

1
b-a =-­

3

qu e cumplan simultáneamen te las CO/H.Ii-

1 é) [ [<p, F], FJ ,11"
-- 2; --='--- - -

2 k 'dX" 'dY¡,

é)3<p

é):t." 'dx¡s«,

1
a+ c =---

6

1 'dl<' 'dF é) l? 1 é) l<' é) l<' 'dF él3<p

- - 2:-- -- - - ----- - - - 2; -- -- - - - - ---
3 ! ¡,Ji so, 'dY1 (fY¡ 3 I ¡' Ji 'dX" 'dx1 (fx¡ é)y" su, é)y¡
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Como los dos últimos suman dos de (9.6) ya aparecen en el resultado que bu scamos,
vam os a cons iderar solamen te los restantes. Estos, con senclllas modificacione s de sim­
plificación efectuadas en tre el tercer término y el sexto, dan :

En efecto, aplic and o el corolario an ter ior escribiendo en lu gar de <p el paréntesis
[<p , F], tenemos :

él [[<p, F], FJ élF 1 én<p, FJ 'dF é)F 1 é)2[<p , FJ é)F c)F
2; - - - 2; --- + - 2: -- =

I¡ é)x¡, é) YI¡ 2 kl 'dX¡,élX¡ :¿YY" é)y¡ 2 kl é)Y"eY¡ é)x¡, 'd:t.¡

= - 2-
2

[F , [ [Ip, F], FJ] + 2-
2

[[Ip, F], 2: é)F él
F

]
k 'd'X" é)Yk

sustituyendo en el primer miembro de (9.5) , sumando y r estando

resulta:

ri~~~ .

rara cualq uier sis tema de valores a , b, e,
clones



[
ep , _a_2F_' _ ] _a_F »:+

aX k ax; ay,: CJYj

1
[ ep,

a
2F

] aF aF 1 [ CJF] CJF a'2F
-- 2: ~- + -~ ep,-- +

6 kj ay" aYj aI " a·'I:; 3 kj CJx; CJYk ay; aX k

1
[ ep,

a
2F J aF aF 2 [ aF ] aF a2F

+- ~ - -+- 2: ep,- - +:l k; aX k a·\ CJYk ay; 3 k; aYj ay¡: CJXk ax;

MOVIMIENTO DE S ATELlTES ART I FICIALES
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Los dos primeros sumandos pueden expresa rse en la Iorrna :

1 aF aF 3F a3<p 1 aF aF aF d3<p
- 2:~ - - ----- - 2: - - - -----'-- -

3! k;i 2?1k aYj aYi ax" ax; ,CJx¡ 3! kli ax,: a·'l:j ax¡ ay1: 3"Yj CJY¡

y anúlogamen le los demás.

Sustituyendo cada término en (9.7) y simplificando qu eda :

Con los restantes bastará efectua r las derivadas para expresarlos en Iorrna scma­
jan te. Así, por ejemplo, el cuarto término de (9.7), se escribirá :

1 '1 1J!.'r;..i.{~ ~ t: ¡,,'!;hINlL•• . •! ,



(9.8)

(10.1)

(10.2)

+

aF aF (j2F ) ]----- ---
CJYk ay¡ (Jx); ax¡

- 42 -

F CO) = FOCO )

( po CO ), S(1)] = - F C' ) + P ' (1 )

__1_ [rp, ~ a2F ,W 'W] 1 [ . a2F 'éW aF ]+ - rp , ~----- +6 k j ay,; ay¡ s», aX
j :3 ';j aXk aYj aYk ax¡

+ _ 1_ [rp, ~ éY2F aF aF ]
3 k1 aXkax ¡ aYk .ay¡

Ahora bien , es inmedia to comp robar qu e

Fi nalmente, la igu al dad
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nos lleva al r esultado (9.5) qu e h abíam os enunc iado.

10. ExPRESIÓN DE LAS ECUACIONES DE LOS DISTINTOS ÓRDENES EN FORMA DE PARÉNTESIS
DE POISSON: Partirnos de las ecuacion es (6.8), (6.9) , (6.10), (6.11) obtenidas al compa­
rar los diver sos ór den es , en el desarrollo del ha mi l ton iano,

En primer lu gar, observemos qu e las igu al dades (6.8) y (6.9), ésta últim a en la for­
ma (7.1), ya aparecen escr itas ba jo forma invariunta para toda t ra ns for mación can ónica .
Tenern os pues

por lo que (9.8), teniendo en cuen ta propiedades conocidas de los pa rén te sis de Poisson ,
se reduce a :



(10.3)

eS(I ) eS(2) e2F' (0) dS(1 ) eS(2)
- ~ - - - - - --- + ~--------

k; aYk ay ; axk" ax/, 1<1 axk' aXj'
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La ecuación (6.11), de or den 3), ten iendo ~n cuen ta (10.2) y (10.3), es :

_ ' _ 1 aS(1) 2S(1) aS(I) C3F ' (0)
[P (O), S (3)] = _F(3) + F" (3j + - - ~-- _

3! 1/" aa:k' ax/, ex¡' eYk ey¡ ay¡

1 2S(1 ) ss:» CS(1 ) :(jlP' (O) 1 eS(1) e8(1) e2F' (I)
--~------ + - ~--------

3 ! kji eYk ay¡ ay¡ CXk' ax/, ex¡' 2 k; s»; o ax/, eYk ay¡

1 2S(1 ) ó\S(1) a2F ' (0) 2 [F' (O), S(1)] aS(1)
--~---- + ~ -----

21 1<1 2Yk ay ; CJx/ax;" k dX': ay l,

MOV IM I ENTO DE SATELITES ARTIFICIALES

La ecuación (6.10), de ord en 2}, en virtud de (10.2), nos qu eda :

1 aS(1) aS(I)
[POCO), S(2 )] = _ F(2) + F ' (2) _ [F ' (1), S(1)] + -- '5'.

211<1 ""x " ~CJ' 1; CJ ]

Ahor a bien, por el cor olar io de la propiedad J, se puede expresa r fin alm en te, como
sigue :

:J!
[F' (O), S(2)] = - F(2) + F ' (2) - [F' (l), S(I)] + - [[Fe(O), S(1)] , S(1 )] +

2

1 [ _ CIS(1) aS(1)]+ -- F ' (O), ~ - _ ~

2 k aXk• C1Jk

en la. cual todos los sumandos apa rec en en forma de paréntesis de Poisson .

Aplica nd o el cor olario de la propiedad J, con F = S(1 ) y q> = F' (1) se puede pone r
en la. forma :



(10 .4)

[
- [ 2S(L ) aS(1 ) ] [_ _ _a_'_S_Cl_) _ . _2_S(_') _aS_C1_) ] _F' (O) S(1 ) 2; ---- - b P CO))'.

, ' " ax
k ' a11/, ' k1 axk' a;r./ dY/; aY

j

1 [ _ ] 1 [_ a'S (l ) 2S(1) 3<S (1 ) ]+ - S(1 ) ; [ [F' (U) , S(1)], S(L)J - - F ' CO), 2; ______ _
6 3 "1 aX/Yj CJYk 2X /

- u
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[p' (O), S(3)] = _ F(3) + F' (3) - [F'(1), Se')] _ [1" (' ), S(l )] +

1 _ 1 [ _ as(l ) aS(1) ] _
+ - [[F' (l ) , S(L)], S(l )J + - r- i» , 2; - - - _ + [[P(O), S(1 )], S(2)] +

2 2 /, ax,: a!h

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CI ENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y N AT URA LES

1 - 1 [ _ dS(l ) 8S(1 ) ]+ - [ [F '(O), S(l )], 8 (1)J + - .- 2; r- os, +
2 :! 1< axk' 'dYk

'dS(L) aSe') a 'P' (u) as(l) aSe' ) a2p, (O)
+ )'------- - 2;---- +

ti C'''k ' a:r.j • dYkc Yj kj a'Yk aYj 2X/: ax/

1 aS(1 ) c-S(L ) 2S(1 ) d3F ' CO) 1 aS(l ) ss» 2S(1)
+ - 2; ------ - - - - - - 2; -- - --- . --- - - +

3! ijk 'd.L;' ax/ 'dX): eY«YYj'dYk 3! ijk dY; aY
j

ay/,

y si aplicam os la propiedad r, con F = S(l ), G = Se' ), <p = F ' (O), y la pr opiedad JI, con
F = S(l ), <p = p ' (O), se ob tiene fin alm ente

para cualquier s is tema de valor es a, b, e, qu e verifiquen simult áneamen te las cond icio­
nes a + e = - 1/6, b - a = 1/ 3.

Las ecuaciones (10.1), (10.2), (10.3), Y (10.4), al igu al qu e otras de ór dene s super io­
re s qu e podrían ser obtenidas de mod o semejan te, es tún expresadas en form a con venien­
te para pod er abordar un estudio sistemá tico de invariancia, que será de gran utilidad
en la re solución de algunos problemas relati vos a peque ños divisor es, como vere mos
en los epígrafes que siguen .



(11.5)

(11.3)

(11.1)

(11.2)

F (O) = F' (O)

[p. (O), 8 (1) ] = _ F (I ) + 'P . (1)

_ 1_
= - F(2) + P' (2) - [F' (1 ), 8(1)] + - - [[F' (O), 8 (1)), 8 (1)] +

2

1 [ _ a8(1 ) a8 (1)]+ - - F'(O), ~ _

2 (JX" ¡jx"

[F ' (O), 8 (3)] = - F(3 ) + P ' (3) - [F '(1 ), 8(2)] _ [F'(2), 8(1)] +

-45 -

Realicemos ahora un cambio de variables

a28(1 ) aS(1 ) a8(1) ]

ax" ax¿ aX" oXi

(11.4)

MOVIMIENTO DE SATELITES ARTIFICIALES

11. lNVARIANCIA DE LAS ECU ACION ES F UNDAMENTAU;S : Por conveniencia de notación
posterior, volvemos a escribir las ecuaciones (10.1) , (10.2) , (10.3), . (10.4), con respecto a
un sistem a de vari ables canónicas (X"' x ,,) que pos teriormente será identificado con el
sistema de variables de Delaun ay o cualquier otro. Tendremos

y busqu emos las condiciones que debe verifi car esta tran sformación, para que las ecua
ciones anteriores sean invariantes ; es decir, que las expresiones de 8(1) (Y", Y,,),
8( 2) (Y", Y¡), 'F.(1) (yk' Y,,) ... obtenidas del sistema (11.1), (11.2), (11.3), (11.4) en Iun ­
ción de las nuevas variables (Y", Y,,) sean las transformadas de las funciones 8(1) (X"' x,,),

8(2) (X"' x,,), F· (1 ) (X"' x,,). .. deducidas del mismo sistema cuando 'Se expresa éste eIl;
función de las variables antiguas (X"' x,,). ' . .

Una vez conseguido esto nos bastará hacer el cambio en los resultados obtenidos con
las variables primitivas, sin necesidad de repetir todo el proceso de integración .

Las ecuaciones (11.1) y (11.2) son evident emente invariantes para cualquier cambio­
de variables canónicas.

Estudiemos ahora la ínvariancia de la ecuación (11.3) . En ella todos sus t érminos
son 'Sin duda invariantes para cualquier transformación canónica, con excepción del

[

_ a8(1) a8(1)]
último F' ( O ) ,~ •

" aX
" d X

"



(11.6)

(H.8)

(11.7)

'V j , 1

'TI j, 1

'V j , 1

aS(l ) ~S(l ) aS(1 ) aS(1 )
~----= ~----

1< aXI< aXI< 1< ~y. ay.

REVISTA DE LA ACADEM IA DE CIENCIAS EX ACTAS, FISICQ·QUIMICAS y NA T URA LES
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o bien después de ordenar 'BUS términos

luego, es suficiente a nuestro objeto hallar siste mas can ónicos que verifiquen la
igualdad

Corno por otra parte, los sistemas que buscamos deben ser canónicos, habrán de
verificar :

en el sentido de que, dada una transformació n del tipo (11.5) y jacohiano distinto de
cero, si efectuarnos el cambio correspondiente tendremos:

coeficientes a las igualdades

a8(1) ss:»
expresi ón que debe ser igua l a ~ - - - - , lo que nos lleva por comparaci ón de

1< ark aYk



(11.9)

(11.10)

(l Ll1)

(11.12)

(ILl3)

(11.14)

'V i. 1

'V j, 1

'V j , 1

AA '" = 1

Poniendo para abr eviar

Yj = t¡Jj [ ajlX l + aj2X 2 + a¡SXs] q>j [a j l " Xl + aj2" x 2 + ajS" Xs] .

y¡ = '/' / [ajlX l + aj2X2 + ajSX s ] q>/ [a j l " -. + aj2" «. + ajs" xs] .
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luego para que se cumplan simultáneamente (11.7) y (11.8) deberá ser :

aY j aY¡
2.;----=0
k aXk a X k

Una solución del sistema (11.9) es evidentemente

siendo A·' la matriz tr anspuesta de A" . La tr ansformación (11.10) es solución, pues al
no depender Y. de Xl ' X 2 , xs ' ni y . de X l ' X2 , Xs' se cumplen automáticamente la prí-, '. ( ) .meda, segunda y cuar ta de las ecuaciones 11.9, mientras que la tercera se traduce
en la condición (11.11).

Tratemos de encontrar otros sistemas que verifiquen (11.9). Para ello consideremos
un cambio de variables de la forma:

o en forma matricial, si representamos por A la matriz (a
j k

) y por A" la (a
jk

") :

siempre y cuando los coeficientes verifiquen la condición:

MOVIMIENTO DE SAT ELlTES ARTI FICIALES

y sustituyendo en (11.7) resulta :

d \jJj d ep¡
-d-' - -d-- epj \jJ¡ [2.;k aj k llzk " ] = O

-, v¡



(11.15)

Ys = G - H

ys =- h

Ys = G - H

Ys = 1 + g

Ys = ll - G

y. = h
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Y2 = L - G

Y2 = - g - h

Y
2

= G - L

Y2 = [J + h

(
1 O O)

A- l = A·' = 1-1 O
1 - 1 - 1

d '!J¡ d ep/
- - - -

d », d v ¡

d ' I'¡ d ep¡
- --- 'Pi'!J¡ = o

d tI ¡ d v ¡

Y
1

= L

Y1 = 1 + g + h

Y¡ = ep¡ [Ail X1 + A¡2X2 + A¡SXS + ailx1 + a¡~x2 + a¡3xsJ
U¡ = '!Ji [BilX 1 + B¡2X2 + BiSXS + bilx 1 + bi2X 2 + biSX 3 ]

Y
1

= H

Y1 = 1 + [J + h

Y1 =t
U1 = 1 + g + h

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EX ACTAS, FISICO -QUIMICAS y NATURALES

De aquí se deduce que debc verifi car se el sistema

b)

a)

e)

con

se llega an álogamente a la misma conclu sión.
Como ejemplo de sistemas de la form a (11.10), tenemos entre otros los sigu ientes:

con

y fácilmente se comprueba que la úni ca solución posible de (11.15) es la dada por
(11.10) y (11.11).

Si partimos de sis temas de la forma:



(12.1)

(12.2)

Ya = h

a8 (1) a5 (1 )
expresión ~ ----

k aXk aX k
antiguas . Si el cambio fuera lin eal
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[8(2)]y ,1I = [8(~)]x.a; + [ /1S(2)]X.:Z:

[P' (2 )]y,1I = [P · (2)]X.'" + [L\P· (2)]X.",

L
Y I =--

PI

YI = PI I + ]J2Y + Pa h

Sustituyendo en la ecuación (11.3) resulta :

12._ ELIMINACIÓN DE PEQUEÑOS DIVISOUES sx UNA TEOHÍA DE SEGUNDO ORDEN: El proble­
ma fundamental de la eliminación de pequeñ os divisores consiste, pues, en encont rar
sistemas canónicos que cumplan las condiciones de Invari ancia (11.6), y que no con­
tengan a éstos como denominadores. Hemos visto en el epígrafe anterior que ambas
condiciones se cumplen para sist emas lin eales del tipo (11.10) ; pero suponga mos- de
manera más general que la transformación elegida nos lleva a una igualdad de la forma:

e)

con

a8 (1) a8(1)
siendo /1~---- el incremento que experimenta la

k aXk aXk
al consi dera r las nuevas variables en lugar de las
este incremento sería nul o. -

Según esto, las expresiones de 8(2) y 'P . (2 ) que obtenemos de la ecuación (11.3) no
son las mismas en ambos sis temas de variables (Xk, x,) , (Yk, Yk). Se tendrá por tanto :



(12.4)

(12.5)

(13..1)

Y¡ = 1

Y
3

= H

Y = h3 .

Y1 = 'i'¡ (L - G) 'i'2 (1, g)

y] = qJl (L - G) qJ2 (1, g)

con AA·' = 1.
Teniendo en cuenta que en G, H, h Y 1 + g no aparece la excentricidad como pe­

queño divisor, nO'B interesa considerar cambios del tipo

Tenemos que hallar de que tipo han de ser las funciones 'i'l' 'i'2' qJl ' lJ>2 ' para que el
nuevo sistema sea canónico.

Ahora bien , las condiciones de canonicidad (11.8) se reducen en 'este caso a las si­
guientes:

para que el sistema sea canónico. Así se comprueba que la excentricidad solamente in­
terviene como pequeño divisor en la variable Y

1
= l.

Puesto que el sistema anterior no re suelve el problema de man era completa, consi­
deremos sistemas con las mismas variables Y

2
, Y

2
, Y

3
, Y

3
, tales que:

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CI ENCIAS EX ACT AS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES
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Y
2

= G

Y2 = 1 + g

al que habrán de añadirse las variables

Y
1

= L - G

que es idéntica en ambos sist emas de variables, y la segunda

que nos dará ~8(2) e ~1'·(2), expresiones que deben añadirse a 8(2) "y F·(2) .

En resumen, si empleamos sistemas canónico s no lineales, podemos también sustituir
directamente el cambio en 8(2) y 1"(2), aunque habrán de añadirse unos términos correc­
tivos que se obtienen resolviendo la ecuación en derivadas parciales (12.5).

En este epígrafe se han representado los par éntesis de Poisson con llaves.

13. ELIMINACIÓN DE LA EXCENTRICIDAD COMO PEQUEÑO DIVISOR EN UNA TEORíA DE SEGUN­
DO ORDEN: Tratemos primeramente de eliminar la excen tricidad del denominador de las
expresiones que lo contienen, en una teoría de segundo orden, empleando sistemas li­
neales

igualdad que se descompone en dos. La primera :



(13.2)

(13.3)

(13.4)

(13.5)

1jJ2 = ID (1) (j)2C,

y 1 = 1jJ1 (L - G) 1jJ2 (1)

Y1 = (j)1 (L - G) (j)2 (1)

<I> = __1 [J_dl + C
ó

]

ca (j)2c,+1

MOVIMIENTO DE SATELITES ARTI FICIALES

d "'1 él(j)2 ~2 el (j)1

"'~ rp1 --;¡;;- -a-l - - '"1 (j)2 ---¡;¡ -;¡;;- = 1

a(j)~
--= 0

()y

donde 1jJ1' 1jJ2' (j)l' (j)~ deben cumplir únicamente la condición

d 1jJl d (j)2 d (j)1 d 1jJ2

"'~ (j)1~ - d-l - - 1jJ1 {(J2~ ----;¡¡- = 1

con u = L- G.
Por la primera y tercera ecuación <13 .2) se deduce que Y1' Y

1
no pueden depender

de y, quedando en la forma
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(13.6)

De entre las infinitas soluciones de esta ecuación podemos tomar las que responden
a la forma

d (j)l d <I>
Por tanto, separando los términos M C, -- y M C,+l -_ en miembros distinto s

-n du " 2 dl
de la igualdad e integrando, se llega a las condiciones

donde c1 es una constante arbitraria.
Susti tuy endo <13.4) en (13.3) y simplificando los resultados obtenemos

d <I> d {(JI
(j) C, M C, + l =- 1

1 '1' 2 dl du

siendo ca' C4 ' CS' constantes arbitrarias.
Llevando todas estas expresiones a (13.1), obtenemos las siguiente s funciones:

donde (j)2 el! una función arbitraria de l.



lP

(13.8)

(14.2)

(13 .9)

(13. 10)

Ya = h

Ya = h

h = Ya

(14.1)

38(1) 28 (1 )
Ó Il. ¡=Ó~----

rOl · /, '::IX ~X
CI k l.:I k

Los sis temas anteriores son

aS(l ) aS(l )

~ ----o Calculemos por tanto/, aXk
aX k
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a8 (1) 3;.5(1 )
¡tu=~----

k aY¡, CJYk

escribirse en la forma

Y1 = .,12 (L - G) 1

Y1 = -./2 (L - G)

Y1;"'-.,I2 (L-G)1

Y1=.,I2 (L -G)

Y 1 = -./2 (L - G) cos 1

Y1 = '.,1 2 (L - G) 'Sen 1

y 2

L= Y +_1_
2 2

=~
Y

1

3) Si es (jl2 = 1, entonces (jla = - 1

2) Si hacemos (jl2 = 1, r esulta 'ljJ2 = 1
Y el sistema es:

De aquí se obtienen algunos cambios más simples, ta les como los siguientes:
1) Si (jl2 = 'Sen 1, obtenemos 'ljJ2 = cos 1

y el sistema es:

(13.7)

J<EVI STA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIM ICAS y N AT URA LES

En particular, ha ciendo c
1

= ca = 1 Y c4 = Cs = O, res ulta el sencillo cambio

a8(1 ) 28 (1)
¡t = ~----

Ol . k aXk
CJX

k

la expres ión (12.1) podrá

Si tomamos, por ejemplo, el sistema (13.9), las variables L, G, H, 1, y, 11 , en fun­
ción de las nuevas son

su incremento.
Si hacemos para abreviar

~ ..

En todos ellos el jacobiano de la transformación es uno.
a8(1 ) a8(1)

14. CÁLCULO DEL Ó ~---- EN ESTOS SISTEMAS :
k aXk 2X k .

canónicos, pero no dejan invariante el térm ino
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(14.4)

(14.3)

<14.6)

(14.7)

h = Y3

II=Y
3

aS(l)
__ =S (l )

eY2 u

aS(l ) 1
-_= _ [S (l ) -S(l)J

-:In, y I . u
<J1I1 1

aS(1)
- -=Sh(l )

aY3

Y,
. Y = y., - are . tg - -

- l'1

_ _ 1 { _ 1 - }
{ F" (O) tJ.S(2) } = tJ.F"(2) _ _ - F ' (O) [S (l ) -S (1) ] 2

, 4' L _ G' u

Y,
= are. tg--

l'l

Y,
11. = 11. -- [S(l) -S (1»)2
ru r", l' 3 I a

1

ss:» sst» c;X¡ aS(1) ax¡
--=~---- + ~----aY

k ¡ eX¡ c;Yk i ex ¡ , eY
k

aS(1 ) aS (1) c;X¡ aS(1) s»,
__ = ~ + ~ '_

aYk 1 aX¡ CJYk ¡ s», aYk

aS(1) y
-- = y S (1) _ _ ' _ [S(1 ) _S (1 )]

",y 1 L .y 2 I u
o 1 1

C;S(l )
-- = S L (1) + S a( l )

aY
2

8S(1)
-- = SH(l )

8Y
3

Es decir, según (14.2), tendremos

de donde se deduce

En el nu evo sistema de variables las derivadas parciales de S(l ) respecto a Y
k

' Y't' se
obtienen por las fórmulas :

o bien

Si usamos el sis tema (13.8), las variables L, G, H, 1) y, 11 , en Iiincién de las nue­
vas son:

Y,
tJ.1I = - - [ S ( 1) - S (1) ]2 = - [ SI(l ) - Sa(1 »)2 (14.5)

r., y , 3 I a 2(L _ G)

Y la ecuación (12.5) que nos daba tJ.S(2), tJ.P- (2), ser á ahora :

y aplicando (14.3) , oblen emos :

ss:» Y, aS(1 ) Y
l-- = Y S (1) _ [S,(1 )-SU(l )] --=y S ( 1) + [8

1
( 1) - 5

u
(1)JaY

l 1 L l',2 + y/ aY
l

1 L l'/ + y/



(15. 1)

(14.8)

(14.10)

élS(1 )
-_ = S(l )

su, o

. 5- 1
{FU(O), ~S·(2) } = ~F· · (2) + lP O(O)'-2- (LN - GN) sen 21' (S· L,,(1))2

sen 2 l' }----- es , ' (1)) 2 + sen2 l' S ,0(1) SL,,·(l)
8(LN_ GN) o o

¡.t4 J/ e2

S ' (2 ) = ---- (1 - ~n (1 - 5(¡2) - 1 [- (233 - 2284(j2 + 5115(¡t ) +
1024 0 1

En adelant e, suprimiremos las primas de las vari ables LN , G", HN, 1', o'. h/,

Resolviendo la ecuación (15.1) después de sus tituir en ella los valores de S I/,O(l) y
So" (l ) obtenidos derivando respecto a LN y {( la expresión de SO(l) dada por (8.15) , se
ha obtenido para ~SO(2) el siguien te resultado:

1
+ 1611 (4 -75(¡2 + 22504) + 16-- (5 - 5002 + 10504.)] sen 2g +

1 + 'l]

(15 .2)

Con lo cual, S· (2 ) una vez añadido su incremento, es :
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(14.9)

_ _ _ 1 sen 21
{F* (O ), ~S(2)} = M"0(2) + {F* (O ), - (L - G) sen 21 [S (1))2 - [ S¡ ( l ) - So(l)]2-

2 L 8(L-G)

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , FISICO·QUIMICAS y NATURALES

de la cual obtendremos ~S(2) e ~F" (2).

15. EXPRESIÓN DE óC2) EN EL SISTEMA (13.8) : El sistema que utili zaremos para eli­
minar los pequeños divisores en excen tricidad será el dado por (13.8) ; neeesitaremos,
por tanto, conocer el incremento de la función determinante al emplear estas variables.

Teniendo en cuenta que, para las perturbaciones de largo periodo, SO (l ) no depende
de la anomalía media 1', la ecuación (14.10) queda reducida a la forma:

sen 21
~II = (L - G) sen 21 [SI (1))2 - [SI(I) - S O(l )] :2 - 2 sen" 1 [S¡C1) - SO(l)]SL(l )

r x • 4(L _ G)

y de aquí resulta

la \ecuación (12.5) será en este caso



(15.3)

(15.4)
J

Q = 1 - 1502 + 5 _4_ (1 - 762)
J 2

2
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,,2 + r¡ + 1
- 4504 + 5 (1 - 02) (1 - 702) (,,2 + 1) + (2 - 1602 + 3004)] COl! g +

" + 1

+ (1 - 02) [5 e2 (1 - 2162 ) + 9,,3 Q] cos 3y} +

+ 88602
- 1491jJ4 + 8 (1 - 302

) (1 - 702) ( 5 + 1 : ,, ) ] 'Sen 2g +•

donde P viene dado por (8.17) y Q vale:

J
+ 5 _4._ [_ 21 + 27002 - 38564 + 9 ,,2 (1 - 1402 + 2104.)]} +

J 2
2

Análogamente se calcula el incremento de la función determina nte para las pertur ­
baciones de corto período y la expresió n final de 8 (2).

- r¡2 (5 -13802 + 71504 - 75006) ] (3 cos g - cos 3y) +

3 J e
+ f.l. 3 (1 - 02)i (1 _ 502)-2 [8 _ 20102 + 100004. _ 97506 -

192 G5

- r¡2 (5 - 8202 + 355fJ'1- 35006) ] (3 ces y - cos 3y)



(16.2)

(16.1)+ e' sen (31 + 2g)J}

3
B' = - (1 - e'2)

22 4

1
B'.o = - - (1 - 3e'2)

4

{ GB2 0 sen {+ B22 [3 1:!en (f + 2g) + sen rsr + 2g)] }+
3 Le O >/2 L (1 + 11)

+ 3 e cos- { + e2 cos- f) [B, o + B22 cos (2g + 2f)] cosl -

en una teoría de primer or den,

Teniendo en cu enta el valor de S(1 ) , dado por Bnouw sn , para los térmlnos de cor to
período, esto es:

-IX!-

(16.4)

112 J.
S (1 ) = -- {6 B'2 0 (f - 1 + e' sen f) + B'22 [3 e' sen (f + 2g) + 3 sen 2 (f + g) +

60'3 •

112 J L2
X [ Boo + B, " cos (2g + 2f)] cos 1 + 2 >/ 2 L (1 + 11) (3 cos { +

- ~ 2 G6

~L
2

J. sen { sen 1 [a ]
-- + 11- 2 {2 B. o (1 + e cos f) + B.

2
[e ces (f + 2g) +

O L2 J2 L (1 + 11) l'

112 J L2
+ 2 ces 2 (f + g) + e cos (3{ + 2g)] } + 2 >/2 (L - O) (1 + 11 + 1)2) x

2 G6
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112 Jo i :
- - >/2 L (1 + 1)) B2 2 [ces (2g + f) + - cm; (2g + 3f) ] cos 1(8'91)

2 L Os 3

Y, = v'2 (L - O) cos 1

Y, = v'2 (L - O) sen 1

~ ~ e
y. = Y~/ + -- B•• [e cos (f + 2g) + cos 2 (f + g) + - ces (31 + 2g)]

GS 3

con

16. lli!PLEO DEL SISTE}!A (13.8) PARA ELB IIt'l:AR LA EXCEl'iTRICID AD COMO PEQUEÑO DIVISOR

s x U:'iA TE ORÍA DE PRIMER ORDEi'i: Veamo s ah ora el emp leo del sistema

hemos obtenido S L (1), SO(l ), S R ( l ), S¡(1 ), S o( l ), SIL( l ), y de aquí, por las expresiones (14.4)
S y (1) , Sy (1), s, (1), S (1), S (1), S (1) .

1 2 3 l/1 l/2 l/ s

Finalmente las fórmulas (6.3) para el primer or den, nos han permitido Ilegal' a los
resultados que siguen:



(16.5)

(16.6)

(16 .7)

(16.8)

(16.9)

-5'];-

2 J2 G'¡2(L+ G)

+ 2 112 coa 1ces g)

(-;- + 11- 2) {2 B2 0 (1 + e cos [) + B2 2 [e cos (f + 2g) +

+ 2 cos 2([ + g) + ecos (3[ + 2g)) } sen [

+ 3 e cos- [ + e2 cos- f) [B2 0 + B
22

cos (2g + 2f)] sen 1-

Il
2

J sen [ cos 1 ( a )
- 2 _. +11 -~ {2B20 (1 + e cosf) +B

22[
e cos (f +2g) +

G L2 .,12 L (1 + '11) 1

fL2 J U
+ 2 cos2(f+g) + e cos (:l[ + 2g)]} + 2 '¡ 2 (L-G) (1 + 11 + 112 ) x

2 G6

fL2 J U
x [B + B22 cos (2g + 2f)] sen 1+ 2 ../ 2 L (1 + 11) (a cos [ +

20 2 G6 .
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fL2 J2 112 e
+ { 6 B2 0 sen [ + ti . , [3 sen (f + 2g) + sen (3[ + 2g))} +

G G4 (1 + lÜ --

1
+ - (3 - 502

) [ :3 e sen (f + 2g) + 3 sen 2 (f + g) + e sen (3[ + 2g) ] } +
2

En los segundos miembros de estas expresiones se han supr imido las primas de los
término s que las contienen.

Análogamente, teniendo en cuenta el valor de S ' (I ) dado por (8.15), para los térmi­
nos de largo período, se obtien e :

IL 2 J2 cos 1
YI = Y¡' - { GB2 0 sen [ + B22 [3 sen (f + 2g) + sen (3[+ 2g)) } -

3 L 2 G ../2 L (1 + 11)

IL2 J2 (J
Y3 = s; + [- 6 (f - 1 + e sen f) + 3 e sen (f + 2g) +

4 G4

+ 3sen2 (f + g) + e sen (:3[ + 2fJ)]

fL2J . 1
- -~ .,12 L (1 + '11) B2 2 [cos (2g + f) + - eos (2g + 3f)] sen 1

2 L G3 3

fL2 J
Y2 = y' o + __2 {- 3 (1 - 502) (f - 1 + e sen f) +

- 4 G4 •

+
2 G4 (1 + '11)



(17.1)

(17.2)

(16.12)

(16.11)

(16.10)

(16.13)

[
'12 ]1 - 202 + (1 - 02

) -- cos g -
1 + '1
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Z 1 = .,12 (L - O) cO'S 1

Z1 = .¡2 (L - O) sen 1

- 2 1]2 cos 1cos a]

5 ¡.¡.2 J e
2 (J )+ 2 02 (1 _ 02 ) (1 _ 5(2 ) - 1 3 + 7 _ 4_ sen 2g

1604 J
2

2

~ J3+ 2 112 cos 1 sen 2a] - (1 - 02)! [ (1 + 11) sen 1 sen f/-
2 J2 G.J 2(L + O)

Como Z 2' Z3 ' '::2' Z3 son las mismas, nos ocuparemos solamente de Z 1' Z1'

~2 J2
y' = y " - -- e 2 O(1 - 502 ) - 2 [11 - 3002 + 7504 +

3 3 . 16 G4

~ ¡.¡. ~+ 5 - (3 - 1402 + 35( 4) ] 'Sen 2g - e O (1 - 02) - 1/ 2 COS g (16.14)
J/ 2 J 2 0 2

donde Q viene dada por (15.4).

Al igual que en las expresiones de corto período hemos suprimido los primas de los
términos que las contienen .

La simple inspección de las fórmulas precedentes nos permiten comprobar que la
excentricidad ha sido eliminada como pequeño divisor en todas ellas .

E! paso de éstas a las variables orbita les que se utilizan más corr iente men te es in­
mediato.

17. EMPLEO DEL SISTEMA (13.8) PARA ELBIINAR LA EXCENTllICIDAD COMO PEQUEÑO DIVISOR

EN UNA TEORÍA DE SEGUNDO ORDEN : Hemos vi sto al comenzar el epígra fe 13 que el sis tema

no eliminaba completamen te la excentricidad como pequeño divisor en una teor ía de se­
gundo orden, pues seguía apareciendo ésta en la expresión de y 1 .

De este sistema pasamos al siguie nte

·REVI STA DE LA ACADEMIA DE CI ENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NA TURALES

~~ . ~~
Y.' = Y" - - -- e2 (1 - 02) (1 - 5{j2)-1 Q cos 2a + - - e (1 - 02) ! sen g

- 2 1603 2 J
2

O
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(17.3)

cos l'+

8/ 1)_8/ 1)

+ cos l' + '; 2 (L' - G') 8 ,: (2) sen l' +
'';2 (U - G')

8,(2 ) - 8
g

( 2 )

(17.4)

8¡(1) - 8
g

( 1)

+ sen I' - ,, '2 (L' - G') 8,: (2) cos l' +
';2 (U - G')

';2 (L - G) sen I = ';2 (U - G') sen l' - ';2 (L' - G') 8L ,(1) cos l' +

\lZ (L - G) cos I = ';2 (U - G') cos l' + ';2 (L' - G') 8
L

,(1) sen l' +

S ,-(1)-8 ,-(1)

+ 1 g ces 1" + ' '; 2 (L" - G") 8].,,-(2) sen 1" +
";2 (U' - G")

8
1
,- (2l-S

g
,- (2)

+ cos In
';Z (U' - ' G")

";2 (U - G') cos [' = ";2 (L" - Gn) cos 1" + ';2(L" - G") 8]:,-(1) sen 1" +

SP ) -8,/ 2)
+ sen /'

4 2 (U - G')

";2 (L' - G') sen [' = ";2 (L" - Gn) sen [" - .;Z (L" - G") 8
L

,, - ( 1) COS 1" +

-59-

Las mismas expresiones son válidas para los términos de largo período, salvo en las
modificaciones de notación de variables, 'Y así resultarán:

de donde las fórmulas completas de transformación par a 10'8 términos de corto período
en Zl' Zl será:

:Las expresiones de Z:¡ , Z3' ;;3 han sido dadas en (8.7), (8.8), (S.11) para los términos
de corto período, y en (8.20), (S.21), (S.24) para los de largo período ; la variable Z:¡ se
obtiene fácilmente de (8.9) y (S.10) par a corto período y de (S.22), (8.23) para largo
período.

Notemos que el sistema (17.Z) es el mismo qu e empleamos en el epígrafe 16 para la
eliminación de la excentricidad como pequeño divi sor , en una teoría de primer or den .

Por tanto, nos bastará cons iderar las variabl es Z¡ , ;;1 y aún de. éstas solamente la
parte correspondiente a una teoría de segun do ord en, esto es :
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(17.5)

(17.6)

.j2 (L' - G')

8 ( 2) _ S (2 )
1 o

S¡,·(2)-SO,0(2)

.,1 2 (L" - G") SL,,·(2) sen 1" + cos 1"
.j2 (L" - G")

S/2 ) - 8
0

(2)

- '.,l' 2 (L' - G') S L,(2) cos l' + sen l'
.j2 (L' - G')

S¡,.(l)-S ,.(1)
+ O sen 1" - \// 2 (L" - O") SL,,0(2 ) cos 1" +

i.j2 (L" - G")

S /(2l--So'.(2 )
+ sen 1"

'.j2 (L" - G")

para cor to periodo, y

S¡,.(2)-S ,.(2)

_ .,1 2 (L" - G") SL,,·(2 ) ros 1" + o sen 1" (17.7)
.,12 (L" - G") ,

para largo periodo.
SL,(2) ha sido dado en (8.9), aunque en algu nos términos aparece en el denominador

e2, agrupándolos conv enientemente , sólo aparece la excent.ricidad en el denomin ador con
exponente unidad.

Esto se ve fácilm ente observando que la expresión de S (2) dada por (8.2) no con tie ­
ne este pequeño divisor , y que su deriv ada con respecto a la variable L es :

que nos demu estra lo que hemos indicado, ya que sólo podrá aparecer e- 1 en el desarro­
llo de los términos del 'Segundo suman do.

Por consiguiente, al multiplicar .')1: (2) por el factor

e' .,12 L'
.,12 (L' - G') = ---

.¡~

.vI+ TI"

-60-

desapa recerá la excentricidad del denominador .
El mismo razon ami ento puede emplearse para demostrar que en SL ,, * (2) tampoco

aparece la excentricidad corno pequeño divisor por venir multiplicado por

.j2 (L" - G") =

Recorde mos, sin embargo, que los términos de primer orden ya fu eron considerados
en el epígrafe anterior, por lo cual bastará calcular los términos:
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- '] ' (5 - 13802 + 71504
- 750(6)J (sen g - sen 3g) +

(17.8)

.;' 2 (L" - O").,,¡ 2 (L' - O')

[
11 2+11 +1 ](1- 5( 2) -1 2 (1 - 902 + 10( 4 ) + (1 - 02) (1 - 5( 2) . cos 2g +

'1 + 1

pequeño divisor .

Por ejemplo, para largo periodo, es :, .
114 J 2 c2

81,0 ( 2) - 80 ,0 ( 2) = - _ _ .2__ (l - IF ) (1 - 56')-1 [_ (233 _ 228402 + 51150~) +
5120 7

Por otra par te la s difer encias 8¡(2) - 8
0

( 2) tanto para los términos de corto período
como par a los térm inos de largo período ti enen la excen tr icidad como factor , de ahí

8¡(2) - 8
0

( ' ) s¡,. (2) - 8
0

,- (2)

que los cocien tes y no cont engan la excen tr icidad como

80
+ 16 11 (4 - 7502 + 22504

) + - - (1 - 1062 + 21(4)J cos 2y +
1 + 11

'11" J3 e
+ (1- {j2) i (1-'- 5( 2)- 1 { 6 [6 1] (1 - 30') (1 - 5( 2) _ 13 + 13062_96 Ob

fl" J3 e
+ (1 - 02)i (1 - 5( 2)- 2 [8 - 2016' + 100004 - 97506 -

64 O"

5 113 J J e
+ 3 4. (1 _ (2)i (1 _ 502)-2 [8 _ 12162 + 49604 _ 4556&-

64 J
2

2 0 5

- 61 -

112+ 11+1
- 450' + 5 (1 - ( 2) (1 - '1(2) (112 + 1) + 2 (1 - 80' + 15( 4)J sen 9 +

11 + 1

+ (1 - ( 2) [5 e' (1 - 21( 2 ) + 9 1J3 QJ "sen 3y } _

- 5 11~ J
4

e' (1 _ 02) (1 _ 5(2)-1 { [ 112 (19 _ 2146' + 371(4) _ 51 + 8860' _
1024 0 7

- ¡¡,lO' + 8(1 - 3<l') (1 - 10') [5 + 1 : ,,) ] '" 29 + ," (1 - O' ) (5 - 1190') cos 4,}

112 J ,¡yS' (1 )

- _ _ 2 (1 - 5( 2)-1 {_ 5 (7 - 1862 - 77(4 ) + 241] (1 _ 3( 2) (1 _ 5( 2) +
32 G' ¡Jr¡

~ . .
+ 11

2
(25 - 12662 + 45( 4) + 5 J ' [- 21 + 2706' - 3856~ + 9 1]2 (1 - 1462 + 21(4 ) J } _

2

!t4 J ' e'
- __2 (1 - ( 2 ) (1 - 5( 2) - 3 [2 '13 (1 - ( 2 ) (1 _ 502) Q' _ PJ cos 411 -

5120 7 . "

- 1] ' (5 - 8262 + 35504 - 350( 6)J (sen y - sen 3g)
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Tenemos así eliminada la excen tr icida d como pequeño divi sor, en una teoría. de 8e­
gundo orden .

AGRADECBIIENTO: Quer emos exp resar nuestro ag radecimien to al Dr . D. RAFAEL CID
P ALACIOS por habernos su gerido el t ema de trabajo y por el apoyo y valiosa ayuda qu e
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REACCIONES DE ALGUNOS NITRATOS METALICOS
CON CLORURO DE BENZOILO·

P O R

V. RIER .~ Y R. USÓ;';

Depa rt amento de Química Inorgánica (Centro Coordinado con el C. S. I. C.)
Universidad de Zaragoza

Summary

Solvolytíc reactions of lithium, sodium, potassium, ammonium and thall ium (1) with
benzoyl cloride are described. There is a quan titat ive tran sformation oí anhidrous alkali
metal nilrates into th e coresponding anhidro us chlor ides heating un der reflux , wh ereas
there is no interchange at room temperature. In these reac tíons chlorine and ni tro gen
dioxide are evolved and a mechanism with nitryl chloride as intermediate is propossed.

Thallium (1) nitrate gives rise to the thal lium (1) hexachlorothallate (III) .

Introducción

El cloruro de benzoilo ha sido est udiado como 'Sistema disolvente de compuestos inor­
gánicos a par tir de 1957 por V. Gutmann (1, 2, 3, 4) Y R. C. Paul (5, 6, 7, 8, 9); en
estos trabajos se ha considerado el comportamiento frente a este reactivo de compuestos
inorgánicos en aspectos como solubilidad, carácter ácido-base, formación de complejos,
valora ciones ácido-base seguidas cond uctimétrica y potencio métricamente, espectrofoto­
metría, polar ograffa, etc. Sin embargo, son pocos los compuestos inorgánicos cuyas reac­
ciones solvolíticas hayan sido estudiadas de manera detallada .

En este Departamento se ha realizado un estudio muy amplio de reacciones solvo­
líticas de compuestos inorgánicos con cloruro de acetilo (10, 11, 12, 13, 14)' por lo que
presentaba in terés el conocimiento de este tipo de procesos en cloruro ' de benzoilo, ya
que, además de la posibilidad de establecer las correspondientes analogías y diferencias,
el mayor rango de temperaturas como líquido para el cloruro de benzoilo (- 0,6° a
197° C) iba a permitir forzar muchos de los procesos que en clor uro de acetilo no se
producen dado su bajo punto de ebullición (51°C).

Damos cuen ta en el presente trabajo de los primeros resultados que hemos obtenido
al abordar de manera sistemática los procesos solvolíticos que se producen al tratar
nitratos con cloruro de benzoilo.

Resultados obtenidos

Se han tratado los nitratos de li tio, sodio, potasio, amonio y talio (1) con cloruro
de benzoilo.

El comportamiento de los cuatro prim eros nitratos es esencialment e análogo ; la
adición del reactivo orgánico sobre la sal anhidra, seca y pulverizada produce, en los
procesos realizados a temp era tura ambien te (durante 24 horas) sólo un ligero amari­
lleamiento, más intenso cuanto más grande sea el catión ; en los casos de las sales de
litio y sodio no se llega a identificar ni N0

2
ni Cl

2
en los vapores del ma traz de reac-

* Este trabajo ha sido realizado con la ayuda de una Beca de Iniciación a la Investigación y For­
mación del Profesorado concedida a uno de nosot ros (V. R.).
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cíón, pero sí en los casos de potasio y amonio, Se procedió entonces al filtr ado y lavado
con éter anhidro, aíslándose sólidos incoloros cuyos aná lisis, una vez alcanzada la
constancia de peso, r evelan (Tabla 1, Exp, 1, IIl , V, VII), que el proceso de sustitución
de nitrato por cloruro se ha producido en pequeña proporción, pero ésta es claramente
tanto mayor cuanto mayor sea el catión de la sul tr atada. En el caso del nitrato de
litio el producto final contiene una pequeña proporción de materia ind eterminada. Los
filtrados recogidos, una vez hidrolizados, no contienen en ningún caso el anión nitrato
(investigado con brucina y difenila mina).

TABLA 1

Relación %Solvo-
Exper . t- -c % Ct: % NOg - %Mel Cl :Mel l is is Mel

1 18 0,51 79,75 8,93 0,01 :1 1 Li
III 18 2,34 69,64 27,42 0,05 :1 5 Na
V 18 3,07 58,29 38,84 0,09 :1 9 K
VII 18 7,58 68,42 23,75 0,16 :1 16 NH

4
+

Estas mismas reaciones pr esentan cursos diferentes al ser realizadas a la temperatu­
ra de reflujo del cloruro de benzoilo (196-1980) ;' en estos casos de nitratos alcalinos (el
de amonio se realiza a 8O-100°C) se producen intensificaciones de color al poner en
contacto los reactivos con abundante desprendimiento de N0

2
y C1

2
que cesa al poco

tiempo, quedando suspensiones de colores rojo o rojo-naranja intensos. Por fil tración
y lavado con éter anhidro se llega ' a líqui dos en los que la identificación de ni tr ato da
resultado negativo y Bólidos blancos algo sucios de color marrón, cuyos análisis indican
que la solvolisis ha sido cuantitativa ya que son los corespondientes cloruros anhidros,
a no ser el de litio que presenta una pequeña solvataci ón (Tabla 1I, Expr . 1I, IV, VI
Y VIII).

TABLA II

Relación % Solvo-
Exper. . t» -c % Cl- % NOg - % Mel Cl :Mel losis Mel

v

II 196-198 73,50 - 13,63 1,05 :1 100 Li
IV 196·198 59,97 - 38,72 1,01 :1 100 Na
VI 196-198 47,39 - 51,88 1,01 :1 100 K
VIII 80-100 66,19 - 33,55 l ,Ol :1 100 NH

4
+

..,c.' e e

Cuando se trata el nitra to am ómico con cloruro de benzoilo a la temperatura de re­
flujo se produce la fusión de la sal ori ginándose dos fases líquidas diferenciadas y se va
formando un depósito blanco en las pared es del refrigerante de reflujo, a la vez que hay
un desprendimiento de vapor es en los que hay N0

2
y C1

2
; finalmente se produce un

cambio de color del líquido desde el anaranjado al negro sin que se deposit e sólido al­
guno ; de ahí que se realice este proceso a 80-100°C en baño de agua con lo que se
logra aislar el 'clorur o amónico corno producto final sólido. .

El ni trato de talio (1) al ser tr atado con cloruro' de benzoilo a tempera tura ambiente
permanece aparentemente inalterado, pero dejando los reactivos en contacto 24 horas
la solución se hace amarillo-rojiza y el sólido amarillo ; sin embargo, por suave calenta ­
miento por debajo de 100°C el amarilleamiento es instantán eo pero sin observarse des­
prendimiento gaseoso. Si el calentami ento se rea liza en baño de agua a 100°C la sus­
pensión Be hace roja y se identifica cloro en los vapores del matraz de reacción, pero
no NO

ll
; a la temperatura de reflujo (196-198°) cl despr endimi ento d!l cloro llega a teñir'

el reír ígerante de reflujo de color amarillo, pero sin detectarse N0
2

, quedando una sus­
pensión rojo oscura, Tras filtrar y lavar con éter anhidro se llega a un sólido amarillo
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cuyo análisis (Tabla m, Exp. IX) corresponde al complejo [TIIlI CIs] 1'1
3
1. El filtr ado

no contiene nitratos.
TABLA ID

Relación %Soleo-
Exper . t» -c % ci- % Tl(Ill) % Tl(I) 1'l(IlI) :Tl(l) :Ul- l isis

IX 194-196 21,22 19,76 60,48 1 :3,03 :6,19 100

Discusión

El cloruro de benzoilo posee características que le hacen análogo al cloruro de aceti­
lo; se autoioniza de acuerdo con

CsH~COCl ~ CSH6CO+ + Cl-

presentando una conductividad específica del orden de 10- 8 ohm-l. cm-1 (15); su
constante dieléctrica es 23 a 20°C y posee un "n úmero donar ", de acuerdo con la es­
cala propuesta por Gutmann (16), de 2,3, lo que le sitúa en el grupo de los disolventes
con bajo número donar. De estos datos se deduce debe comportarse como un buen di­
solvente de compuestos covalentes aunque m ás bien pobre para combinaciones i ónicas,
como efectivamente se constata en los estudios realizados.

Respecto al cloruro de aceti lo presenta un rango de temperaturas en fase liquida
más alto y por otra par te se caracteriza por la lentiud de su hí drolísís a temperatura
ambiente, dando cloruro de hidrógeno que se desprende y ácido benzoico que queda
disuelto en el resto del cloruro de benzoilo, lo que le hace muy manejable, aunque por
calentamiento se pone de manifiesto su capacidad deshidratante.

Los nitratos alcalinos estudiados frente al cloruro de benzoilo a temperatura de re­
flujo (menos el de amonio realizado a 8{:J-lOO°C) llevan al correspondiente clor uro ano
hidro ; podemos aceptar que se ha producido un ataque nucleofilico al carb ono del gru ­
po carbonilo CeH6C+= O por ef i ón nitrato, en analogía a las conocidas sustituciones
nucleoíílícas por hidrolisis o alcoholisis de los derivados de ácilo, y de acuerdo asimis­
mo con nuestras aportaciones para el caso del cloruro de aceti lo (12); el compuesto
de benzoilo formado, en nuestro caso nitrato, parece descomponerse inm ediatamente y
V. Gutmann (1) y R. C. Paul (9) citan en sus trabajos los mecanismos propuestos por
Diels y Okada (1,'7:) que impli can una descomposición del supuesto nitrato de benzoilo
según uno de los dos eSlluemas : .

a) 4 CeH6CONOs -?' 2 (CsH~C?) :p+ 4 N0:.J+ 0:.J
o bien según

b) CeH6CONOa+ 3CsH6COGl ::-7:: 2 (C 6H~CO) 20 + NOCI + Cl~

Sin embargo, los éstudiós realizados pof nosotros en el caso del cloruro de acetilo
(12) descartaron los mecanism os a) y b), pues en las reacciones con nitratos no se pro- .
duce oxigeno nj cloruro de nitrosilo. Dado el compor tamiento esencialmente análogo
del cloruro de benzoilo estimamos razonable proponer el mismo mecanismo establecido
para el cloruro de acetilo, es decir:

e) 2 C6H6CONOa+ 2 CeII6COCl -+(C6H~CO) :.J0 +2 CIN0 :.J
seguido de

2 ClNO:.! -+ C12+2 N0:.J

La presencia de cloro y dióxido de nitrógeno ha sido comprobada en todos los casos,
y es asimismo otra constante de los procesos estudiados la ausencia de nitratos en 10'8
líquidos de filtrado lo que revela la inestabilidad del nitrato de b énzoilo que podemos
suponer se forma transitoriamente. .
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Los procesos a temperatura ambiente tra nscurren con mucha mayor lentitud que
en el caso del cloruro de acetilo y que a temperaturas más altas, ya !lue sólo se alean­
zan en 24 horas pequeñas prop orciones de sol volisls . Esta situación concuerda con los
datos acumulados en 1013 estudios ciné ticos de la hidroli sis de este clor uro de ácido
que muestran que las constantes de velocidad del pro ceso son muy pequ eñas comparad o
con los mismos parámetros para la hidrólisis de clorur os de ácido alií ático, aunque su
valor aumenta con rapidez al elevar la temperatura . Por otra parte, en estas condicio­
nes, se osherva con claridad la influencia del tamaño del catión yo. que los porcentajes
de solvolisi s son crecientes a medida que el tamaño del catión va "aumentando y que
puede atribuirse al decrecimiento paralelo que se va pro ducien do en las energías
de I:e4.

La sal de litio tra tada, ya a temperatura ambien te yo. a la de reflujo, cond uce o. los
mismos resultados que en los casos an teriores pero presentando los sólidos ais lados
uno. pequeña solvataci ón, que está de acuerd o con el poder polar izador de este catión ;
en el proceso ' a temperatura ambi ente, la solvatación puede interpretarse procede del
ácido benzoico producido por la peque ña cantidad de aguo. que con tiene el ni trato de
partido. y aún de algo de éter de lavado (el l'i0aLi es ligeramente soluble en éter) ; y en
el que tiene lugar a 196-19So pr ocederá pr evisiblemente del anhídrido benzoico produ-
cido en el proceso. '.

Por lo que respecta al compor tamien to del nitrato amónico frente al clor uro de hen­
zoilo a la temperatura de refluj o queda explicado BL tenemos en cuenta que esto. sal
funde a 17,0°C descomponi éndose de manera compleja entre 110 0 y 210°C' con for ma­
ción, dependien do de las condiciones, de 1\20 ' H20 , ],\0a11, NlIa, N2 y 02' La liberación
de agua justifica la hidr ólisis gue llevo. al depósito de ácido benzoico ,que sublima en
las partes frías del aparato . Sin embargo temperaturas de SO-100 °C son suficientes
para alcanzar la transformación cuan titativa en cloruro amónico anhi dro .

Finalmente el comportamiento del nitrato de talio (1) difiere totalmen te del de 10B

nitratos alcalinos (incluido amonio) ya que, en el pr oceso realizado a temperatura 'su­
perior o. la ambiente, se pr oduce juntam en te con lo. total hidrolisis lo. oxidación parcial
de talio (1) a tali o (ID) atribuible al color que se libera en estos casos, a lo. vez que se
fija por el medio orgánico los productos de descomposición del ni trato de benzoilo
pues to que no se logra detectar óxidos de nitrógeno. Esta situación coincide con la en­
contrada paro. esta sal en clor uro de acetilo (18) por lo que las razo nes allí aducidas
son también aquí pertinentes ; ahora bien, se presen tan dos aspectos no coincidentes:
por una parte a tempera tura ambiente la reacció n con cloruro de benzoilo se produce
con mucha mayor lentitud ya que el amarilleamiento no es inmediat o sino que requiere
varias horas de contacto para ' que se produzca , atribuible al igual que en "los nitratos
alcalinos a factores cinéticos ; y por otra se produce cloro al calentar por encima de
100 °, lo que procede lógicament e del clor uro de talio (ID) que permanece en disolución
y que se descompone térmicamente dan do cloro, situación "que no fue observada en el
cloruro de acetilo dado- su mucho más bajo punto de ebullición.

Parte experimental
Si bien el clor uro de benzoilo pre senta una mayor lenti tu d en su hídrolí sís al aire,

se han tomado las pre cauciones necesaria s que eviten su contacto con la humedad del
ambiente. Se empleó cloruro ' de benzoilo Fluka calidad pract., que Be purificó in icial­
mente por destilación, seguido de una redestil ación sobre óxido de calcio. Las técnicas
empleadas pueden encontrarse en las publicaciones (10, ~1, 12).

Ensayo núm. 1
La 11l1acción de nitrato de litio con cloruro de benzoilo.
Se preparó el ni trato de litio por disolución en ácido nítrico del carb onato man te­

niendo el trihidrato obtenido a HO ° durante varios días; el producto así obtenido con­
tiene aún pequeñas cantidades de agu a ya que la deshidratación total exige un trata­
miento más severo (19) .
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0,3586 g. - 0,3843 g. de SO"Li2 = 13,53 %u­
0,4054 g. - 0,4424 g. de SO"Li

2
= 13,72 %Lif

Ensayo núm. 2

La reacción de nitrato de sodio anhidro con cloruro de benzoi/o.
Se u tilizó n it ra to de sodio an hidro Merck , p.a . pulveri zado y manten ido prev iamente

en estufa a 110 °C.
En las dos experien cias r ealizadas los prod uc tos líqu idos de las mis mas (filt rados ),

una vez h idro lizado s, dieron r eacción negativa a la investigación de nitratos.

E XPERIENCI A lIT

Tiempo de r eacción: 24 hor as : Temper alura : ambiente. .
Reactivos emplea dos : 3,5118 g. de NO"N"r., y 25 ml. CICOCJf".
Anális is del sólido ;
Clor o; 1,0370 g. de sólido se disuelven en ag ua destilada y se enrasa a 100 ml,

25 ml . ~ 10 rol. N0
3A

g 0,1009N - 7,80 ml , SONK 0,10 71N" = 2,38 % Cl-
25 ml, - 10 ml , N0

3A
g 0,1009N - 7,85 ml, SCNK 0,10711\ = 2,30 % CI-

Sodio: Se determ inó directam ente sobre el pr oducto sólido (20) .

0,5779 g. dieron 0,4894 g. S04Na2 = 27,41 %1\a+
0,5200 g. dieron 0,4285 g. SO.,Na2 = 27,44 %Na+
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E XPERIENCIA I

Tiemp o de reacción: 24 horas. Temperatura ambiente.
Reac tivos empleados: 3,0372 g. de N0

3Li
y 25 mI. de CICOC

6H
".

Aná lis is del sólido :
Cloro (por Volhar d) : 0,6483 g. "se disuelven en agua destil ada y se enrasa a 100 mI.

25 ml. - 10 ml . N0
3A

g 0,1009N - 9,15 mI. SCNK O,107l!N = 0,63 % CJ-
25 mI. - 10 mI. NO"Ag 0,1009N - 9,25 ml. SCNK 0,1071N = 0,40 %CI- .

Li tio se det ermina por transformación en sulfato (20) en mu estras sólida s.

0,4742 g. diero n 0,3335 g. de S04Li2 = 8,88 %Li+
0,4727 g. dieron 0,3361 g. de S04Li2 = 8,98 %Li+

Nitrato se determina volum étricamente valorand o el exceso de sal fer rosa no oxida-
da , con dícrornato (21)

. 0,1918 g . de sólido se disu elven en ag ua desti lada y se enrasa a 100 ml .
10 ml. - 10 ml. ~O.Fe 0.1836N - 11,10 ml , Cr

2
0

1K2
0 ,09905N= 79,52 % N0

3
­

10 ml . - 10 ml . SO.,Fe 0,1836N - 11,OB ml . Cr
201K2

0 ,09905N=79,99 %N0
3

-

ExPERIEl'\CIA IT

Tiempo de rea cción: 20 horas. Temper atura ; 196-198°C.
Reactivos empleados: 2,8089 g. de N0

3
Li y 25 mI. de CICOC

6H
".

Análi sis del "Sólido;

Cloro : 0,5039 g. de sólido se disuelven en ag ua destilada y se enrasa a 100 ml,

25mI. - 40 ml . N"O"Ag 0,1009iN - 13,35 m:l. SCN"l{ 0,1071N = 73,35 % CJ­
25mI. - 40 ml . NO"Ag 0,1000N - 13,25 ml. SCNl{ 0,107lN = 73,65 % CI-

Litio;

Acabada la rea cción , se filtra y se laya con éter anh idro el sólido retenido en la pla ­
ca; se recoge este sólid o en pesasust an cias seco y se mati en en en desecad or sobre ca l
sedada hasta alcanzar peso constan te en cuy o momento se pro cede a su aná lisis . El
filt rado da , una vez h irlr olizudo, r esu lt ado negativo a la investigación de nitratos .

Los datos numé ricos se expo nen a con tinuación;
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Nit rato : 0,1422 g. se disuelven en agua destilada y se enrasa a 100 ml.

10 ml . -10 ml, S0 4Fe 0,1836N - 13,65 ml , Crz0 7K2 0,09905N=70,36 %; NOs­

10 ml , -10 ml, S04Fe 0,1836N - 13,75 ml. CI'20 7K2 0,09905N= 68,92 %NOs-

E XPERIENCI A IV

Tiempo de reaeci ón : 7 horas. Temperatura : 196-198°C.
Reactivos empleados : 3,5901 g. de NOsNa y 25 mJ. CICOC6Hs '

Análisis del sólido :
C/oro : 0,7165 g.. del sólido se disuelven en agua des tila da y Be enrasa a 100 ml.

25 ml, - 40 ml. NOsAg O,l009N - 9,40 ml . SGNK 0,1071N=59,97 % Cl-
25 mI. - 40 mJ. NOsAg 0,1009N - 9.40 mJ. SCNK 0.1071N=59,97 %CI-

Sodio :
0,2817· g. diero n 0,3373 g. S0 4NaZ = 38,75 %Na+
0,3982 g. dieron 0,4760 g. S0 4NaZ = 38,69 %Na+

Ensayo núm. 3

La reacción del nitrato de potas io anhidro con c/Ol'llI'O de benzoilo,
Se ha realizado del mismo modo que las anteriores, par tiendo de nitrato de potasio

anhidro Merck p. a. , seco y pulverizado.
Los filt rados no contienen nitrato.

E XPERIENCI A V

Tiempo de rea cción: 24 hora s. Temperatur a : ambiente.
Reactivos empleados: 3,3306 g. de ~OsK y 25 ml, de CICOC

6
Hs '

Análisis del sólido :
C/oro: 0,8486 g. se disuelven en agua destilada y se enr asa a 100 ml.

25 ml , - 20 mJ. NOsAg 0,lO09;\' - 17,15 ml, SCNK 0,10nN = 3,03 %CI­
25 ml, - 20 ml. NOsAg 0,1009::\-17,10 ml, SCl\'X 0,1071N=3,1l %CI-

Potasio : Se dete rminó por transform ación en sulfato (20) .

0,57l6 g. dieron 0,4940 g. S0 4I{:1/ = 38,78 % K,+

0,6407 g. dieron 0,5555 g-, S04KZ = 38,91 %K+

Nitra to : 0,1532 g. se disuelven en agua destilada y se enrasa a 100 ml.

10 mI. -10 ml . S04Fie 0,1836N -14,15 ml . Crz0 7Kz 0,09905N=58,57¡ %NOs­
10 ml , - 10 ml . S04F1e O,l800N - 14,20 ml, Cr:P7K2 0,~05N =58,02 % NOs -

E XPERIENCI A VI

Tiempo de reacción : 9 horas. Temperatu ra : 196.198° .
Reactivos empleados: 2,8681 de NOsK y 25 ml. de CICOC

6
Hs '

Análisis del sólido:
-C/oro : 0,5753 g. se disuelven en agua destilada y se enrasa 100 ml,

25 ml, - 30 ml. NOsAg O,l009N - 10,35 ml, SCNK 0,1071 N=47,33 % Cl­
25 ml, - 30 ml. NOsAg O,l009N - 10,30 ml, SCNK 0,107:1 N= 47,45 % CI-

Potasio :

0,4168 g. dieron 0,4821 g. S04K2 = 51,90 % K+
0,4558 g. dieron 0,5269 g. S0 4KZ = 51,87 % K+
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Ensayo núm. 4

La reacci6n del nitrato de amonio anh idro con el clO1'UrD de benzailo.

Se utiliz6 nitrato am6nico anhi dro p .a ., pulverizado y mantenido en es tufa a no·
varias horas .

De nuevo los líquidos de filtrado, un a vez hidrolizado s, dan resultado negativo a
la investigación de nitratos con brucina.

EXPERIENCIA VII

Tiempo de reacci6n: 24 horas. Temperatura : am bien te .
Reactivos empleados: 2,5092 g. de NOsNII4 y 25 mI. de CICO CaH5

•

Análisis del s6lido:

Cloro 0,8208 g. se disuelven en agua destil ada y se enrasa a 250 mI.

25 ml. - 10 ml . NOsAg O,lOOlN - 7,7Ó mI. SCNK 0,1072N =7,58 % Cl­
25 rnl. -10 ml. NOsAg O,lOOlN - 7,7.0 mI. SCNK 0,1072N = 7,58 % Cl-

Nitrato: (sobre ali cuotas de la disolu ci ón anterior).

10 mI. -10 ml, S04Fe 0,1515N - 4,30 mI. ~rz07K2 0,09905 =68,58 % NOs­
10 mI. - 10 ml , S04Fe 0,1515N - 4,35 mI. Crz0 7Kz 0,09905=68,28 % NO.-

Amonio: Se determinó según el método indirec to (22) sobre alícuotas de la diso ­
1uci6n anterior .

25 mI. - 50 mI. NaOH 0,1045N - 34,40 mI. cm0,1205N=23,75 % NH
4
+

25 mI. - 50 mI. NaOH 0,1045N - 34,40 mI. cm0,1205N = 23,75 % l\"'H
4
+

EXPERIENCIA VIII

Tiempo de reacción : 30 horas. Temperatura: bañ o de ag ua de 80 a lOO·C.
Reactivos emplead os : 2,1052 g. de NOsNH

4
y 25 mI. de CICO CaHs '

Análisis del s6lid o :

Cloro : 0,4899 g. se disu elv en en agu a destilada y se enrasa a 2-50 ml,

25 mI. -15 mI. NOsAg O,lOOlN - 5,45 ml. SCNK 0,1072N = 66,44 % Cl­
25 mI. ~ 15 mI. NOsAg O,lOOlN - 5,50 mI. SC:\'I{ O,1072N= 65,95 % CI-

Amonio:

25 mI. - 50 mI. NaOH 0,1045N - 35,80 ml . cm0,1205 N=33,55 % NH
4
+

25 mI. - 50 mI. NaOII 0,1045N - 35,80 mI. cm 0,1205 N=33,55 % NH
4

-

Ensayo núm. 5

La reaci6n del nitrato de talio (1) anhidro con cloruro de benzoilo .

Se utili z ó nitrato de talio (1) anhidro , (calidad p. a .) seco y pulver izado .
A temperatura ambiente no se obsery a rcacci6n inmediata, aunque sí hay coloración

al cabo de' 24 horas ; se calien ta liger am ente en bañ o de agua oñser v ándose en tonces un
amarilleamlento en el sólid o qu e lue go ya propagándose a la suspens i ón. A lOO · en
baño de agu a se detecta con Iacilid ad clor o en los vap or es del matraz de reacción , pero
no NOz ; estos r esulta dos vuelven a producir se cua ndo la mezcla reaccionante se man­
tiene a reflujo.

El filtrado no con tiene, un a vez hidrolizado, nit ratos aunque sí talio (III) .

EXPERIENCIA IX

Tiempo de reacción : 30 horas .. Temperat ur a : en ba ño de ag ua a 60-80 · C a no ser
una hora a 196-198·.
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Reactivos empleados : 6.9201 g. de NOsTI y 25 mI. CICOC
6
H

5
•

Análisis del só lido : 2,39791 g. se tra tan con solución 11\[ ca liente de COSNa
2

, . Iil­
t r ándose a continua ción . El fil trado y líquidos de lavado se enr asan a 1000 ml , (s ol. A) .
El precipt ado de TI. O, (aq) se disue lve con SO}!. en. Y H. O. , enrasán dose la solución
obtenida a 250 mI. (sol. B).

Cloro:

50 ml . de A -20 ml, N0 3Ag 0,15400N - 22,10 ml. SCNK O,l 069N = 21,22 %Cl­
50 ml, de A -20 1111. NOsAg 0, 15400N - 22,10 ml. SCNK O,l069N = 21,22 % Cl-

Talio l . (Se de terminó como cro ma to (23)) : 50 ml , de A diero n 0,0930 g . de Cr 0
4TI 2

=
= 60,42 % TI (1).

50 ml . de A dier on 0,0932 g. de CrO,TI = 60,55 % TI (1)

Talio (IIl) : Se disu elve n ueva mues tr a , 3,29775 g. se tr a tan corno en el cas o an te­
rior , obteniéndose u na sol. Al enrasada a 250 ml , producto de la disoluci ón del TI

20S
' .aq .

100 ml . de Al dieron 0, 33428 g. de CrO"Tl . 19,74 % TI (111)
100 ml, de Al dier on 0,33502 g. de Cr O.

1T
I

2
= 19,78 % TI (111)

Agl'adecimientos : Los au tores ag radecen a D. An gel Marcos Gon zález la ay ud a pres­
tada en la r ealización de es te trabajo.
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CRUZAMIENTOS DE NIVELES EN ESTADO FUNDAMENTAL:
DETECCION POR FLUORESCENCIA*

POR

E. BERNABEU y M. A. REBOLLEDO

Departamento de Física Fundamental , Cáted ra de Optica . Universid ad de Zaragoza

Summary
A method based on res onan t flu or escen ce is studíed an d ana lízed in ord er to det ect

the level crosings in th e gro und sta te. The selection rules are given and the accuracy of
this method is dlscussed.

Th e 'Br eít formula is derív ed as a particular cas e of the gene ral expression of th e
reso na nt fluorescence intensity .

1. Introducción

El estudio de los cr uzamientos de niv eles en esta do fundam ental ha .sido tratado por
nosotros en un trabaj o anteri or" , en el que se desar rolla y analiza su detección, a partir
de las var iaciones de la intensidad de radi ación resonan te absorbida en la s pr oximida-
des de los puntos de cruzamiento. •

La no intervención de las energías de los subn iveles del estado íunda mental en la
fórmula de Breit- , cor r ien teme n te aplicada en la detección de cruzamientos en estados
excitados, h ace pensar en la imposibilidad 'de detectar cruzamientos de niveles en estado
fun damental por el método de flu orescencia. habitual en las técnicas de cruzamientos
de esta dos excitados ; o bien en una deficiencia de la fórmula de Breit para la descr ipción
completa del proceso de fluorescencia.

El propósito de este trabajo es estudiar la detección de los cruzamientos de niveles
en estado fundamental por el método de fluorescencia, partiend o de la fórmula general
de flu orescencia dada por Barrat y Coh en-Tannoudjls y deducir como caso particular
de ésta, para cruzamientos en es tado excita do, la fórmula de Breit.

n. Fórmula general de la intensidad de fluorescencia

Cons idere mos un a asambl ea ató mica some tida a un campo de rad iación de polariza-
-+ -+

ción e' M y a un campo externo cI> . Designemos por I¡¡.>, 111'>' . oo ; 1m>, 1m'>, oo . los
estados de los subniveles atómicos , bien de estructura fin a o hiperfina, de los átomos
cons ti tuyen tes de la asamblea, corres pondientes a los estados fundamental y excita do
respectivamente. Según se deriva de los trabajos de Barrat y Cohen-Tannoudji , la in ten-

• Este tr..bajo se ha reali zado dentro del Program a de Ayuda a la Investigación del M. E. Y C.
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(1)

I p = L: C(fL ' fL) Pl'l' It.; 12 I g ¡J.m 12 +
J'

m ;f:b ,c

+ L: C(fL ' fL)P I.lI.l 5 t-; f l'e gl'b gCl.l f el' f l'b ?l'cgbl' }
(2)+

l' l 1 - i 1: (OOb - OOe) 1 + i 1: (OO b - OOe) ..

1F (t) = L: C(fL' fL ')
m ,m'
1·1.,1"

-+ -+
=<'fL I e A • D Im> las par tes angulares de las

sorcién y reemisión re spectivamente.

IV. Detección de cruzamientos en estado fundamental

Sean l a > y lb > dos subniveles que se cr uzan en el estado fun damen tal. Apli­
cando a este caso la fórmula general de fluorescencia y por razonamientos aná logos a
lOB del apartado an ter ior , entre los términos en que no figura 00" - OOb sólo contr íbu-

-+-
sidad de radia ción resonante de polarización e A reemitida por la asamblea atómica, vie-
ne dada en la represenacíón de int eracción por

a) Análisis de la señal de detección

donde C (fL ' fL/ ) es un factor que varía 'Según los niveles a los que per tenezcan .

IfL> y h~'> ; 1: la vida . media del estado excitado ; oo!" oo!," • . •,00 m' OO'ln" ••• las energ ías

de los subniveles l'fL>, IfL/>, ..., 1m> , 1m'> , ... respectivamen te; P!'l" la matriz den-
-+- -+-

sldad de la asamblea en el estado fund amental , y f ", l' = <m le. D I'fL> ' gl'm =
Aa .

amplitudes de probabilidad de ah-

- J.4 -

III. Derivación de la fórmula de Breit

que presenta la misma dependencia de la diferencia de energ ías, OO b - OOe' de los sub­
niveles que se cr uzan, que la fórmula de Breit . Con lo que mostramos que esta fórmu­
la se deduce como un caso particular de la fórmula general de la intensidad de fluo ­
rescencia.

Supongamos que dos subniveles I b> y I e> del estado excitado presentan un pun­
to de cruzamiento. En tre los términos de (1) en los que in terviene OO b - ooe sólo con­
tribuyen aquellos en los que fL = ft/ , ya que para los demás (001.1 - (IV) 1: >> 1 ; Y
entre los qu e no figura OOb - 000, sólo son apreciables aquellos para los que m = m' ,
fL = fL' debido a que para los restantes [ (00", - (l)m' ) - (oou - 0V) ] 1: >> 1. Por tan­
to (1) se reduce a
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(4)

(6)

(3)

(5)
Al = t.; t.: Iv.: 1

2

A2 = t.; t.; I Ybm 1
2

Ip p = e ~ Ifm¡.L 1
2

1 Y,"n 12

m ,J.t

p..*a,b

x

Con una elección conveniente de los ejes puede hacer se film real , e igualmente

P¡.L'1l tomando su fase nul á; obteniéndose de esta manera

IF (t) = IFP + e ~ P:b'(A 1 + A2 ) x
m

siendo

ya que sólo la parte real de la intensidad tiene sentido físico en la detección.
La fórmula (6) es una expresión de la intensidad de fluore scencia para cada .instan­

te, que será preciso promediar temporalmente ya que una intensidad instantánea no
es representativa, pues cualquiera que sea el procedimiento de observación o medida,
la detección se realiza en intervalos suficientemente lar gos,

La intensidad media <le fluorescencia se obtendrá promediando (6)· temporálmente
desde t = O líasta T, suma de las .vídas medias de los estados fundamental (tiempo me­
dio de transición del estado fundam ental al excitado bajo la acción de la radiación) y
excitado, si bien puede ignorars e ésta última por ser pequeña frente a la del funda­
mental, obteniéndose

yen aquellos para los que m = m', ¡.t =¡.t', y entre los que interviene w. - wb sólo son
apreciables aquellos en los que m = m'; obteniéndose por tanto
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Teniendo en cuenta que T > > ' r , 1Fe será de la forma most rada en la figura 1,
ligeramente modulada por una Lorentziana (Hg. 2), independientemente de la direc­
ci6n de observaci6n.

sen [(wg - WglTl
(tq¡-Wa)T

FIG.

Fre. 2

Median te un desar rollo en serie de primer orden, OOb _ 00 = (a (OOb - OO. ) ) (<1>-4»,
• él <1> <lJ e

la f6rmula (9) puede poner se en funci6n de In diferencia. '1> - <1>c' ent re lo; campos
externo y de cruzamiento.

La varia ción de la intensidad de fluor escencia en torn o a los puntos de cruzamien­
to, permite detectar los mismos midiendo la int ensidad <le Iluorescencia resonante en
una dirección cualquiera. La anchura de la señal de detección vendrá dada aproxima­
dament e por la de la curva de la Hg. L

~ <lJ = --- -----

- 'J..6-
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que coincide con la anchura de la señal de detección por absorción (1) . Por consiguien­
te cuanto mayores sean T y la diferencia de pendientes de los subniveles que se cru­
zan, más fina será la señal y más precisa la determinación de 10'5 pun tos de cruza­
miento.

DETECTO R
!'OTOUEC TRICO

HORNO

FIG. 3

Un montaje expperimenta l para la detección por fluoresce ncia puede ser como el
esquematizado en la figura 3, consistente en una célula conteniendo vapor del elemen­
to en estudi o, mantenida a una temperatura aprop iada, sometida a un campo externo
de dirección adecuada e iluminada con rad iación de características convenien tes . La ra ­
diación de fluorescencia resonante puede capta rse con un detector Iotoeléctrí co.

b) Reglas de selección

Par a que l FO' fórmula (9), tenga un valor no nul o, es preciso que las amplitudes
de tr ansición Ima' , mb, g ma' gmb' sean distintas de cero para algún valor de m. Con­
sidera ndo las reglas de selección para las transiciones dipolar es eléctr icas, es evidente
que deben verifi carse par a la detección por fluorescencia de los cruzamientos de nive­
les en estado fundamental , las siguientes reglas de selección

11 M = I Mb - .Ha I = 2,1,0

11 F = I r, - Fa I = 2,1

siendo F el momento angular total de un estado atómico y M su ter cera componente .
Los cruzamientos con 11 M = -O no pueden detectar se, ya que en este caso no puede

introducir se coherencia en el estado fund amental , anulándose por ello, el término que
da origen a la detección del cruzamiento.

V. Precisión en la detección de los cruzamientos en estado fundamental

Las anchuras de las señales de detección de cruzamientos en estado fundamental,
por absorción y fluorescencia, son del mismo orden e inversamente proporcional es a la
vida media, T , del estado fun damental. Las anchuras de las señales de fluorescencia para
cruzamientos en estado excitado son inv ersamente proporcionales a la . vida media , r ,
del estado excitado.

-7'l-
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Como T >> "t se pr evee. que la seña l de detección para el estado fun damental será
más fina que para el estado excitado, pOI' lo que podrán detectarse con mayal' preci­
sión los puntos de cruzamiento en estado fund amental.
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APROXIMACION AL EQUI~IBRIO EN COLUMNAS DE
DIFUSION TERMICA.

1. DETERMl!NACION DE CONSTANTES DE LA COLUMNA EN MEZCL,AS
BINARIAS ISOTOPICA S ~

POR

J. A. MADARIAG A, D. GONzÁLEz-ALVAREz y J. M. SAVIRÓN

Departamento de Física Fundamental. Cáted ra de Termodinámica.
Universidad de Zaragoza. Zara goza (España)

.Summary

The validity oí the Majum dar, Debye and Breit approximate formulations for 'the .
approach to equilibrium in thermal-diffusion column are studied, in order to calculate
column constants. .

An exact general solution oí tlle approach to equilibrium equation is obtained, in
th e following conditions : i/binar y isotopic mixtures; iiZwithout restrictions for .the
concentration range, and iii /taldng in to account the iufluence on the separation of the
dead end spaces. The results obtain ed by ' numerical compulations show that the conñ­
dance intervale for the use oí th e classical formu1ations is na rrow. 'Experimental con­
ditions íor the determínatíon the H column 'óonstant ar e studied.

Introducción general .
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y temperaturas de la in stalaci ón, o in dirccuuu eul e lu elección de las cons tantes de
la columna pura obtener el re nd imie n to teru rodin úmlco rnús allo que permita la irrever si­
bili dad del fenómeno ljJ., lJe otra, la couiíuuuciou serie- paralelo mús adecuada de los
diversos elemen tos de ru instalación par a obtener los mejores res ultados dentro de tiem­
pos de eq uilib rio sulicien temen le cortos [4J. El pruuer pr oblema exige para su soluci ón
dispon er de una leoría pura el c álcu lo ue tutes cons tantes, y el segundo la posterior
utilización de los mismos en UllU formulación que dé cuen ta de los pr ocesos de apro ­
ximación al equilibrio, Sin embargo , las cous tuu tes de la columna calculadas teórica­
mente difier en considerab lemeu te de las mecidas iudirectumeule a partir de datos expe­
rim entales en una columna de tara do, a pesar de haber se iu troducido recient emente en
la formulación potenciales muy complejos [5J leJ. Es conveníent e VOl' tan lo, realizar
medidas de estas cons tantes para lo que taiuni én es necesa rio una formulación pr ecisa
de aproximación al equilibrio que, en otro aspecto , podría utilizarse par a medir la cons­
tante de difusión térmica pr oporcional al coeficien te 11.

Las posibl es condiciones de opera ción experimeu tal de una columna de Clusíus­
Dickel, no difieren mucho en tre sí. Se emplean tubo s concén tr icos muy poco separados
para obtener alt os gradienl es de temperatura con pequeñas difer encia s en tr e ellos
-tipo de tubos cOl1céntl'icos-, o bien se reduce el tub o interior a un hilo fino caldeado
mediante corrien te eléctrica - tipo de hilo caliente-o Si se está inter esado en la obten­
ción de la máxima separac ión de que la instaluci óu es capaz, se fija en uno de los extre­
mos de la columna la concentración medianle la inserción de un depósito de gas de
gran tamaño compara do con el de la columna - colulnna abiertc-:-, o bien la columna
opera en refluj o to tal --{;olUlnna Cel'rUdll-, cuando la operación se realiza con los dos
extr emos de la instalación cerra dos; este el caso cuando se tra ta de obte ner el isótopo
medio de una mezcla tern ari a. Una particularidad que debe ser tomada en cuen ta, es la
posible exis tencia de pequeños espacios en alguna de las partes de la in stalación , en
las que el gradient e de temperatura es prá ücamen te cero (ausencia de calefacción, to­
mas de muestras, etc.) y por ello uo cont rib uyen de form a ac tiva a la separac ión. Se
les conoce con el nombre de espacios muertos, En princ ipio, hacen el papel de pequeños
depósitos que, a veces deliberuda uiente insertados, aparecen en los ex tremos de la
in stalaci ón, Estos espacios muertos retr asan evidentemente el tiempo en que se alcanza
el equilibrio puesto que debe tran sport arse un poco m ás de la masa de los componen tes
isotópicos para llenar, por así decirl o, estos espacios a la concentración de equilibrio
corres pondiente al punto , de la in sta lación donde se hallan sit uados.

Una formulación general de la variación temporal de las concen traciones de las
espcíes prese n tes en la mezcla isotópica , debe incluir junto con 'las condiciones geomé­
tricas y de temperatura de la columna, los pará metros adecuados para describir los es­
pacios muertos. Las primeras se engloban en las magnitudes 1 = llL/J( Y Y = 1I2 /'lJ.J(.
Los segundos se caracterizan fúcilment e por la relación de su volum en al activo de la
columna como se verá en el desarrollo de la formulación . La inclusión de estos paráme­
tro s, con especificación de las fr acciones molar es de los componentes isotópicos de la
mezcla inicial, el> sufici ent e para describir el fun cionamiento de una instalación.

En la actualidad pued e disponer se en mezclas isotópi cas binarias, de una formula­
ción general de aproximación al equilibrio que incluya todos los casos de operación ex­
perimental citados arriba, aunque con la im poptante restriccuni de que uno de los com­
ponentes ten ga concentración ini cial muy pequeña. Exist e también, y se muestra parti­
cularmente correcta , una formulación [7 ] , sin restricción de concentración inicial, ade­
cuada únicamente al caso de columna ideal, es decir , sin espacios muertos.

En lo que respecta a mezclas isotópicas multicomponent es el problema de la aproxi­
mación al equilibrio es complejo pues se ha de resolver un sis tema de ecuacion es dife­
renciales no -lineales en derivadas parciales con condiciones de con torno también no li­
neales. No par ece fácil encontrar una solución ana lítica, ni 'Siquiera una tran sformación
que linealice simult áneamente la ecuación y las condiciones de contorno. -De hecho, para
mezclas isotópicas multicomp011ent es no hay ningun a formulación , hoy día, capaz de
representar adecuadamente los perfiles de concen trac ión no esta cionarios en una
columna.
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(1)

con

-+ -+
J

1
= P [e v - D (gra d (J - a. e (1 - e) grad In T) ]

1
1', Se

q1 = r2 A v e p d T - KIJ --
x Sz

1

queda

siendo T
1

Y T
2

las temperaturas de la par ed fría y caliente respectivamente.
Para el cálculo de la primera integral se precisa conocer la distribución radial de

velocidades en una sección del tubo. Consideran do despreciable la dependencia de la
densidad y de los coeficientes de transpor te con las concentraciones, la ecuación de

o, teniendo en cuenta la distribución de temperaturas,dada por conducción ,

i -+ -+ i . 1 Seq1= 11 • ds = 2 11" r P v e dr - 2 11" P D-- r dr ,
s s B Sz

Con objeto de est udiar el enriquecimien to de un componente en cualquier punto de
la columna, interesa obtener el transpor te a través de una sección horizontal. Conside­
rando un campo de velocidades en la dirección del eje de la columna y una distribución
radial de temperatura, el transpor te será

dTjdr = otn.

El gradiente radial de tempera tura que se estab lece en una columna de Clusius­
Dickel da lugar a un flu jo por difusión térmica en su sección horizonta l y a un mo­
vimiento convectívo en la dirección del eje de la columna . Por tan to, teniendo en cuenta
el efecto de difusión ordinaria, que se opone a cualquier gra diente de concen tración, la
densidad de flujo del componente ligero en un punto de la columna vendrá dada por

-+
JD =-pD grad e.
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En una mezcla isotópica binaria, la densi dad de flujo por difusión térmica correspon­
diente al componente ligero viene dada por [8], [9]

-+
Jx = P D a. e (1 - e) grad In T,

donde a. es el factor de difusión térmica, D el coeficiente de difusión de la mezcla isotó­
pica y e la fracción molar 'del componente ligero. La densidad de fluj o asociada al fe­
nómeno de difusión ordinaria es

I. Teoría.

.
Es el objeto de este tr abajo obtener , por medios analíticos o nu méricos, la 'Solución

al problema de la aproximación al equilibrio, en el caso de mezclas isotópicas binarias,
sin restricciones de concentración inicial y con espacios muerto s. Asimismo se utilizará
la formulación para calcular las constantes de la columna y determinar los posibles
er rores que pueden introducir se por hacer uso de una formulación incorrecta .

Como consecuencia de los resultados, analizaremos las condiciones de validez de las
formulaciones aproximadas que registra la bibliografía, formulaciones en general váli­
das para tiempos muy bajos.
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(4)

(3)

(2)

2rr j "r, pD
J( = - - G2 (T) d T

e Q7 r A
1

[e/(l-e)]....
Q = = el

[e/(l- e)]B

de
H e (1 - e) - K - = O.

dz

oe
q = H e (1 - e) - K -

1 OZ

oC 0 2C oC
!Jo - = K - - JI (1 - 2 e) -
~ o~ . ~

211' 1r, pD
JI = - - a. G (T) d T,

Q3 r AT
1

Una sencilla int egración conduce a la r elación fundamental

11. Métodos de determinación de las constantes de la columna.

donde Q es el factor de separación y 1, viene definida por 1 = HL/K. Los subíndices
A y B indican que las concent raciones correspoden a los extr emos superior e inferior
de la columna.

La ecuación (3) permite obtener la distribución de concentraciones en la columna
para el estado estacionario. Sin embargo, es de interés el conocimiento de la distribu­
ción en cualquier instante de tiempo ; ello requiere la expresión del transporte fuera de
las condiciones estacionaria s. Parti endo de la ecuación general de continuidad de un
componente Bardeen [11] ha demostrado que, salvo un término despreciable del orden
de (a.~T/T)2 , la expresión obtenida se cumple en todo instante de tiempo, viniendo
dada la ecuación de aproximación al equilibrio por

2rr i:' oe-- r 2 A v e p d 7' = JI e (1 - e) - I(c--,
Q r ~

1

La ecuación de aproximación al equilibrio contiene las cons tantes de la columna
H, K

c
y K

d
, que determinan por tan to el comportamiento de la misma. Es pues de inte­

rés fundamental para realizar un proyecto de separación el conocimiento de estas cons­
tantes. Pueden determinarse teóricamente, previa elección de un modelo molecular de

siendo K = Kc + Kd •

En el estado estacionario que consideramos, el transporte habrá de anularse quedan­
do en consecuencia

siendo G(T) una función calculable mediante la ecuación hidrodinámica previa adop­
ción de un modelo molecular de interacción [10].

Teniendo en cuenta las última s relaciones, el transporte será

con

Navier-Stokes jun to con la ecuación de continuidad, permit en expresar dicha integral
con suficiente aproximación, para el estado estacionario, en la forma



(5)

que da la variación temporal de la concentración . Exis ten algunas aproxi maciones, ade­
cuadas a diversas condiciones experimental es de operación, considerablemen te más 'Sen­
cillas que la relación general. Más adelante será n consideradas algunas de ellas. Otro
procedimiento es el emplear directamente la ecuación (2) en condiciones en las que
oc/oz~ O. En columnas con depósito infinito en un extremo, la condición anterior
se cumple en las cercanías de aquél para tiempos muy bajos. Entonces, la masa trans­
portada C!elide el depósito a la columna viene expresada por
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a = JI'L/Kc' Y b = ]íd' /Kc'

Un aju ste por mínimos cuadrados de los datos experimen tales de faclor de separa­
ción con la presión en el equilibrio, permit e según las últimas expres iones determinar
los parámetros a y b Y por consiguiente las relac iones que definen entre las constantes
de la columna. Esta es la máxima información que puede obtenerse a partir de datos
experimentales en el equilibrio , siendo por tanlo necesaria una tercera relación con
datos de apr oximación al equilibrio para resolver el proble ma totalment e.

La tercera r elación necesari a par a el cálculo de las constan les JI, K Y K
d

, puede
ser obtenida de la variación de' la concen tración con el tiempo en un p~nto de la co­
lumna. Un procedimiento cor rientemente usado es el de utili zar aproximadamente de
la relación general

con

puede escribirse

In Q = ap2/(b + p4)

APROXIMACIO N AL EQUILIBRIO EN COLUMNAS DE D/FUSION TERMICA

que en función de la presión, teni endo en cuenta las siguientes dependencias

JI = 2rr (a. 'P2
y J 1'1 4 h, Ke = 21l' (~) 1'1 8 ke•

6 1 Tj . 1 . 9 1 Tj2 D 1

Jí.d = 2a. (p D)l r 1
2 h

d

donde 1'1' 1':¡ , T1 Y T:¡ , son los rad ios y temperaturas de las paredes fr ía y caliente r es­
pectivamente y n, he y kd son los llamados factores de forma, funciones de la razón de
temperaturas y de la r elación de radios, siendo esta relación funcional dependiente del
modelo molecular de in teracción adopta do para la descripción del compor tamiento del
gas en la columna. El '8ubíndice 1, indica que las magni tudes que se encuentran en­
tre paréntesis han de calcularse a la temperatura de la par ed fría.. Los factores de for ­
ma han sido calculados para el modelo potencial con diferen tes índi ces de viscosidad
[13], [14] , [15J, [16], [17] Y se hallan tabulados para el modelo de Lennard-Jones
[15J y el modelo de Buckin gham [6] .

Para la determinación experimental se parte de la relación fundamen tal en el esta do
de equilibrio

interacción apropiado, o bien a par tir de datos experimentales en el equilibr io y en
tiempos inferior es al del equilibrio.

Para la deter minación teórica de las constantes, es conveniente escr ibir las in tegra­
les . que las definen en la forma usual eu la lit eratu ru [lOJ
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(6)

(7)

(
n2 ~ 1)-1,
--+--

12 4

x = Hz/lí.

t =
"

y
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e = ce + ~ A" e- t
/

t n

"

e1(eo,l _ 1)

eo,l(el - 1)
C =e

Las soluciones que se obtienen en forma de series infinitas. son, x = 1

Con el cambio de variable definido por

t = H2./¡J<.

siendo o = 1/2 - cO'

con ce' concentración en x = 1 en el estado estacionario.
Para columna cerrada por los extremos se tiene

la ecuación (4) puede escribirse en la siguiente forma adímensional

oC 0 2C oC
-=-- (1-2c)-
Bt ox2 ox

III. Solución de la ecuación de aproximación al equilibrio.

Para e~ 1, queda en forma lineal pudi endo reso lverse con cualquiera de los métodos
usuales. Bardeen [19] , Breit [20] y Cohen [21J dan las soluciones para todos los tipos
de operación que se presentan en la práctica. Más , recientemente, Majumdar [17J me­
diante el cambio e = 1'/.2 +»J w, ha logrado linealizar la ecuación general (4) transfor­
mándose en la ecuación ordinaria de difusión

0 2W OW

Midiendo la masa transpor tada y conociendo la concen tración en el dep ósito puede cal­
cularse el valor de H. Es corrien te determinar la masa transp ortada a la columna, bien
directamente -por medida directa de la var iación de densidad o bien a partir de Jos
perfiles de concentrac ión obtenidos para cada tiempo de operación. Existe algún otro
procedimiento de medida de II con los datos experimentales obtenidos en una instala­
ción en condiciones de extracción de gas [18] aunque no entraremos en detalles.

Por último debe pensar se, que podr ía deducirse ' de la r elación general (5) el valor
de H2/¡J<. median te una comparación con los resultados experimentales. Es cier to que
la formulación general incluyendo las variadas condiciones de operación y cons trucción,
es en general compleja de obtener. Pero si se dispone de ella y es suficientemente co­
rrecta, los valor es de H2/ ¡Jí. obtenidos describirían toda la aproximación al equilibrio en
conjunto, )' no estarían, quizá, afectados de las limitaciones (dificultades de medida a
tiempos bajos, perturbaciones ini ciales, etc.) que en principio pueden afectar a los otro s
métodos; métodos que, por ello, podrían dar valores de la importante magnitud 11 que
describirían sólo, posiblemente, la parte inicial del proceso. .

Expondremos en los apartados siguientes, el m étodo y discusión de los resultados
obtenidos por es te procedimiento escribiendo en primer lugar la forma de la relación
funcional (S) .
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u =¡Jry/l

2
A = - (1/4 - ( 2 ) - ---- -----

"1 (1/4 - S,,2) [0(1 - ol)/I+S/]

y teniendo en cuen ta que IJ = K
d

p4/K
c

se tiene

IV. Resultados experimentales.

SV+l < I >O t en) dn

v

siendo I (n) el valor de A" e- t / t n , y v, el número de términos de la serie a sumar. Las
soluciones de la ecuación transcendente se han obtenido mediant e el método de iteración
ele Newton,

El ordenador sumini stra valores de las concentraciones en los extremos de la colum­
na y el factor de separación en función de la vari able t y por tanto la comparación ,
punto a punto, con las concent.raciones o factor de separación experimentales, permite
calcular la relación y = t /-c para cada tiempo .

De y = H2/ ¡Jí Y 1 = HL/K se obtiene inm ediatamente

Dada la complejidad de las soluciones hemos utilizado un , ordenador IBM 1620. Te­
niendo en cuenta la convergencia de las series, el ordenador toma el nú mero de tér mi­
nos necesarios 'para que el error relativo del resto sea menor que un orden determi­
nado, de acuerd o con el criter io

Th (S" 1) = S~/o

K , = ~2y 1(1+ _ IJ )
e 12 I p4

con S solución de la ecuación transcendente...

APR OXIMACION AL EQUILIBRIO EN COLUMNAS DE DIFUSION T ERMI CA

Para columna unida a un depósito infinito en x = O, se tiene

No r egistr a la bibliografía mu chos resultados de variación de la concentración con
el tiempo y de ellos no todos son apropiados para una adecuada comparación con la
teoría . Hemos elegido para la comparación los cuidadosos resultado s experimentales de
Morf [21] obtenidos con neón y columna abierta en el extremo superior,

Dada la escasez del 21Ne, puede considera rse el neón com una mezcla binaria de 22Ne
y 2°Ne, siendo en consecuencia aplicable la formulación obtenida. Para cada presión y
para las cuatro concentraciones medidas en los tiempos que figuran en la Tabla J, he­
IDOS calculado y, determinando en cada caso los coeficientes H'., K/ Y K/ . Todos ellos
figura n en la Tabla I..

Los datos de equilibrio de la columna de Morf son:

a = 179. 5 x 104 (mmHg)2
IJ = 1165,7. X l OS (mmHg)4

con lo que hemos solucionado el problema propuesto,
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0.144
0.172

0.121
0.145

0.759
0.910

TABLA 1

Valor medio ' " oo . " ' 1
Valor de Morf .oo ' oo

P 't t y.104 H' .101O K/ .1012 K/.102

0.50 0.072 0.399 0.765 0.122 0.146
2.00 0.290 0.404 0.774 0.124 0.147-

. 300 3.50 0.505 0.401 0.778 0.123 0.146
8.00 1.129 0.392 0.752 0.120 0.143

0.50 0.165 0.914 0.754 0.121 0.143
2.00 0.701 0.874 0.804 0.129 0.152

420 3.50 1.196 0.949 0.783 0.125 0.149
8.75 2.945 0.935 0.772 0.123 0.147

t
0..50 0.279 1.556 0.729 0.117 0.139

600 2.00 1.195 1.667 0.781 0.125 0.149
3.50 1.978 1.567 0.735 0.118 0.140
8.00 4.550 1.583 0.742 0.119 0.141

0.67 0.408 1.687 0.734 0.117 0.140
660 2.00 1.195 1.666 0.723 0.116 0.139

3.50 2.255 1.792 0.780 0.125 0.148
8.00 4.924 1.710 0.744 0.119 0.142

Unidades : p, mmHg ; 't, hor as ; y, seg- 1 ; 11' , gr . seg.r ! (mmIIg)- 2; Ke', gr . cm. seg.- 1

(mmlígj - y K/ , gr . cm. l3eg-1 .

La formulación general expuesta tiene el inconveniente de ser excesivamente com­
plicada siendo imprescindible el uso de un ordenador electrónico para obtener solucio­
nes numéricas, siempre menos expresivas y manejables que las analíticas. Sin embar­
go, para tiempos cortos y tiempos próximos al de equilibrio, es posible obtener una

V. Formulación aproximada.

Densidad lineal reducida a la temperatura media, 11. = 2.54 X 10-6 grjcm3mmHg.
Concentración inicial del 32Ne = 0,092.
Longitud de la columna 287,9 cm.
Puede observarse la poca desviación existente entre los res ultados obtenidos para

H', Ke' Y Kd' aunqu e conduzca a valores medios de estas cantidades diferentes de los
obtenidos en [21J, que lo han sido utilizando el método de la masa transportada . El
diseño del experimento en [21], utilizando las citadas medidas de masa transportada
en los tiempos iniciales, puede no haber tenido en cuenta algunas de las dificultades
que se presentan en la medida a tiempos tan bajos, debido a la sensibilidad de la for­
mulación de la masa t ranspor tada frente a las concentraciones. Es 'Significativo que los
valores de las constantes de [21] son superiores a los nuestros en un 19,8 %; sobre
este hecho volveremos más abajo. Por otra parte, la ecuación (1) es correcta cuando
figuran en ella laB fracciones de masa en lugar ele las fracciones molares; en la ecuación
de transporte por lo tanto deben figurar estas fracciones de masa, lo que hace innece­
saria toda corrección en la densidad al hallar la masa de isótopos transportada del depó­
sito a la columna. En cualquiera de 10B casos los resultados hallados con nuestro
método de obtención de constantes, suministran valores que interpretan correctamente
la marcha de la curva de variación temporal de la concentración.



(8)

FIG. 1
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para columna cerrada.
Se puede comprobar numér ícamente que se cumple

tI = 1/(1/4 - S/)

e = e - A e-tft!
e 1

representando por tanto ti el valor de la vari able t cuando se alcanzan , aproximada­
mente, los dos tercios de la vari ación total de concentración . En la fig. 1 se repre senta
el valor de tI en función de 1 para columna abier ta y diferentes concentraciones ini­
ciales. Más adelante tendremos ocasión de volver sobre estas curvas,

TIEMPOS DE
RELAJACION

para columna abier ta y

APROXIMACION AL EQUILIBRIO EN COLUMNAS DE DIFUSION TERMICA

con tI' variable t correspondiente al tiempo de relajación , que viene dada por

formulación aproximada de gran interés, especialmen te por poner de manifiesto el com­
portamiento de la columna al comienzo de la operación y permitir el cálculo sencillo
de tiempos de relajación. En lo que sigue, se estudiará en primer lugar el caso de
tiempos altos , pasando a continuación , al estudio del comienzo del proceso.

a) Para tiempos suficientemente altos, basta tomar un solo término en las series
(7). En estas condiciones la concentración en el extremo superior de la columna puede
escribirse



(9)

t (horas) -

p=300

FrG. 2

2

1.0
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¡
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b) Para tiempos cortos y par tiendo de la solución de Bardaen [19] , puede obte­
nerse, siguiendo a Debye [22] la relación

válida para tiempos muy cort os (t <:¿ t ) Y e <:¿ 1. En ella eA represen ta la concen traci ón
en x = 1, en concentración en x = O Ya = 2 ó 4 según se trate de columna abierta o
cerrada re spectivam ente. A pesar de que (9) es 'Solamente válida para e~ 1 los resul ­
tados numéri cos que hemos obtenido median te el ordenador para la solución exacta in­
dican que, existe inicialmente una dependen cia lin eal de eA / e con ,¡-¡: cua lqui era que
sea la concentración ini cial , si bien la pendiente de la r ecta gbtenida al representar las
soluciones frente a ,¡I: no coinciden con el de la pendiente de (9). Es conveniente por
tanto, determinar el rango de concentración in icial y también los tiempos y longitudes
de columna para los cuales la relació n de Debye es válida.

In (ce~ co) = In Al - "t/"tr

Representando In (ce - co) fr ente a "t se obtendrá una recta de cuya pendiente pued e
determinarse "t

r
y en consecuencia H2/ vJC En la lig. 2 puede observars e cómo los datos

experimenta les de [21] son perfectamente ajusta dos por una recta; el valor de H2/ ¡J{
calculado a partir de la pendiente de esta re cta concuerda con el obten ido anteriormente
más arriba . El método resulta , al menos en principio, suficientemente pr eciso aunque
su validez en cuanto se refiere a calcular JI requiere una comprobación experimental
más detallada y sistemática.

Tomando logaritmos en (8) y pasando a tiempos con r , = f.tK tJH2 (tiempo de relaja­
ción) queda
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(10)

2,1
3,5
22
50

H (% )

[cA(l - cB )]

[c)l- cB )]

In Q = a M

Q

0,01
0,05
0,10
0,20

Dado el h echo de qn e exis te evidenci a de cálculo de que el factor de separación no
depende, para cua lquier tiempo, de la concen tración inicial , puede modificarse (9) es­
cribiendo

TABLA JI

A la vista de estos resulta dos , se pu ede afirmar , qu e la formulación de Debye es en
pr incipio, aplicable a concen traciones más ba jas del 1 %. Esta limitación puede salva rse
de la siguien te forma : pa ra bajas conce n traciones la expres ión Q = cAlc

B
, es una buena

apro ximaci ón del factor de separación Q. qu e 'Se define segú n vimos arri ba de maner a
convencional como

En (10) convie ne observar qu e Q repr esenta el Iactor de 'Separación correcto y ade ­
más que es válida para todo s los valores de c

O
' Uti lizando los datos numér icos, se ha

represent ad o en la fi g. 3 el factor de separación en fnn ción de t para diferentes valor es
de 1 y par a los dos tipos de columnas; pu ede observarse qu e la validez de (10) est á
res tr ingi da a tiempos muy pequeños .

Por último , interesa fijar un límite super ior 11 la variabl e t por encima del cual las
desviacion es de la aproxim ación de Deby e, no sean ya tolerables en lo qu e al cálculo
de H 'Be sefiere . Claro está qu e es ta elección es cuesti ón de cr it eri o y deben hacerse
sobre ella algunas consideraciones.

Median te los resultad os numér icos se obse r va qu e las dos formulaciones dan valores
de H qu e difier en , par a t = to (to = 0.01 en columna abierta y to.= 0.0004 en colum­
na cerrada), solam en te en el or den del 1 %, mientras las concentraciones, y por lo tanto
los val or es de Q obten idos con ambas for mulaciones, difieren aproximadam ente en un

La formulación ap roxi mada (9) presen ta la par tic ularidad de no depender de la lon­
gitud de la in stal ación . Este aserto , que puede ser explicarlo de mane ra sencilla en tér ­
minos físicos [10] , hemos comprobado qu e es vá lido dentro de todo el ra ngo de valores
de l. Esto elim ina un o de los tres pa rá me tro s envueltos en el pro blema.

El segundo de los parámetros, la concentració n inicia l c
O

' ti en e un a mayor in fluen ­
cia en las desviaciones que se pr esen tan en tre (8) y la solución exacta . Si pa ra un a
concentrac ión inic ial determinada, llamam os t

d
y t a las variables t qu e se obtienen

con la formulación de Debye y la exacta , correspond ien te a un valor común de la or­
denada CA dada la lin ealidad con .¡ t , se te ndrá

tl lt.", = HdIH.",

en qu e los subíndices de la cons tan te H ti en en el mi smo sign ifica do qu e los de t . Com­
parando mediante este procedimiento las pendientes de las dos rectas se ob tienen las
cor r ecciones qu e deben hacerse al valor de H obt enido con (8). Dichas cor rec ciones,
para diversas concen traciones in icial es, se muestran en la Tabla IJ.
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en que se ha omitido el segundo sumando- de (11) por ser varios órdenes menor que el
primero. En término s exper imen tales, una medida de Q con 0,1 % de error, 10 que es
de por sí una alta precisión, causaría, para t = to' un error en II del orden del 1 %.
Para valores más bajos de t aún deberíamo s aumentar la precisión de las medidas para
poder obtener valores de H con pr ecisión semejante. Esto origina el que a tiempos in ­
feriores a nuestra cota el trabajo experimental sea dificultoso.

Para tiempos superiores a to' la sensibilidad de II frent e a Q es aún grande, y ade­
más comienza una rápida desviación de la aproximación de Debye causando todo ello
un rápido incremento de la desviación entre los valores de II obtenidos mediante las

y sustltuyendo Q por su valor

~;I = 2ÓQQ [1 +~J; ]

H con Q para tiempos bajos. Para er rores relativos de T y Q el error cometido en la
medida de H puede calcular se de (11). Result a ser

orden menos . Podemos, de este hecho concluir , que la solución exacta puede ser sus­
tituida, para t -< to por la solución de Debye modificada, dentro del mar gen de error
del 1 % para H. Se observa de 10 dicho, una gran sensibilidad en la dependencia de

I



APROXIMACION AL EQUILI B RIO EN COLUMNAS DE DIFUSION TERMICA

VI. Influencia de los espacios muertos.

(12)

4
1,5
1,

.. (min)

aw

at
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TABLA III

300
420
600

P (mmHg)

En los extremos cerrados de una columna ideal, debido a su construcción y a que
las corrientes de conv ección son horizontal es se t ienen pequeños depósitos o espacios
muertos que hacen que el enriquecimiento sea más lent o que en los casos ideales,
sin espacios mu erto s, considerados ha sta el momento. La comparación de los datos ex­
perim ent ales medidos en estas condiciones con la teoría de las columnas ideales, puede
dar lugar a errores en la determinación de las cons tantes de la columna. En este pa­
rágrafo estudiaremos la influencia de un pequ eño depósito en el extremo superior
de la columna, en cuyo extremo inf erior se encuen tra un depósit o infini to , en la
determinación de las constantes de la columna. Para ello, será necesa rio resolver la
ecuación de aproximación al equilibrio con las condiciones de contorno correspondientes
al caso que nos ocupa.

La ecuación de aproximación al equilibrio (4) sigue siendo válida 'en nuestro caso.
Sólo habr á de ser alterada la condición de con torno en el ex tremo superi or; aqu ella
condición se expres aba en el caso ideal indi cando que el tra nsporte era nulo en el ex­
tremo superior de la columna ; aho ra deberemos expresar que el depósito se llena
en todo in stante de ti empo a la concentració n del extremo superior de la columna (se
supone que el equilibrio de difusión ordinar ia se establec~ en el depósito en un tiempo
despreciable frente al tiempo medio de transpor te hacia el extremo superior del depósito) .

La ecuación (4) con el cambio c = 112 + wx/ w se r educe como se vio ante­
riormente a

Aún se presenta ot ra dificultad , registrada como tal en la bibliografía [23] . Pu ede
observar se en la ñg. 3 que cuando se realizan medidas a tie mpos no tan bajos como
nu estra cota pued e llegar a ser imp osible r ealizar una extrapolación a cer o, presentan-
do la recta una ordenada en el origen. . .

Resumi endo, aún empleando la ley de Debye modificada propuesta por nosotros, que
hace los resultados independientes de ca y de 1, se plan tean dificultades experimenta les
grandes en su aplicación pr áctica ya qu e en el ran go de tiempo en que es válida, es
grande la sensibilidad de la formulación en orden a calcular H.

Un cri ter io aproximado del rango de validez, en tiempo real , de la formulación de
Debye en una in stalación puede ser el utilizar como guía los resultados de la fig . 3.

formulaciones en estudio, por lo que el empleo de la aproximación es de dudosa utili­
dad. Si se tiene en cuenta qu e para una columna como la de [21] las cotas de tiempo
son tan bajas como las indicadas en la tabla III debe plan ear se cuida dosamen te el expe­
rim ento par a obten er , con el empleo de (11), buenos valores de 1I.
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En el caso que nos ocupa las condiciones de con torno son

(13)

(14)

(16)

(17)

(18)

[
_1 ~]
10 ('jx

dh
- - = - o h
dx

q (1, t) [ m = - ac/at
e = ca
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x = O;

x = I
x = O

dh
(l +f3 o) h+f3- = e- CT1/ (p. - l /4),

d:&

h = L (10) = i"e -pI 1o(x , t) dt.

w (1 + f3 a) + f3 aw/ax = exp (t/4 - al)

x = l ;

a10
x =O; --=-0 10

ax

1 1 0210 o
- ----= f3--

4 10 0:r.2 at
x = 1;

la cual, deshaciendo el primi tivo cambio de valores y para f3 (e - col suficien temen te
pequeño, tom a la forma line al

[
1 .010 ]10 = exp t/4 - o 1- o f3 - f3 - -
10 ax

con m , masa de gas en el pequ eño dep ósit o. Estas condiciones expresadas en fun ción
de la nueva variable 10 se escr iben :

con f3 = vI / V, siendo v el volum en del depósito y V el volum en de la columna . La con­
dición inicial e (x , o) = ca' en las nu evas var iab les es

10 (x , o) = e- CTW (15)

In tegran do (14) r especto a la variab le t teniendo en cuenta la con dición inicial (15)
se tiene

d2 h
-- = p h- e- CT;z;
dx!

La ecuació n (12) ha de resolver se con las condiciones de con torno (13) y (16) Y la
condición inicial (15) . Tanto la ecuació n como las condiciones de con torno son lin eales,
por lo tanto es conveniente utilizar el mét odo de Lapla ce. Debe observarse que la condi­
ción sobre f3 (c - ca), que se cump le muy hien para columnas de poca lon gitud y depó­
sitos no muy gra ndes , permite lin ealizar la ecuación (14) sin lo cual no ser ía posibl e
encontrar fácilmen te una tran sformación adec uada para lin ealizar simultáneamente la
ecuación junto con las condiciones de contorno.

Aplicando la tr unsformación de Laplace [24] se tiene

donde h e! la transformada

con las condiciones de contorno



a = {3 y.

b = (1 + {3 y),

E(y) = (o + y) 1.(0 - y),

y

de donde la concentración se obtendrá inmediatamente de

exp [ t /4 - 01] •[co eX
/ ' + (1 - co) e- X

/
2 J

w = +
co[1+,{3(l- co)} e1f2+ (1 - co) [1- {3 coJe1- / 2

B(lij4 - 02) e- lT1y [{3y Ch(y (l - x))+ b S h(y (l - x ))]
+ ~ " "" . n ,

" 0(1- 4 y,;). [(b 2 ~ a2
) (1 - 01 (1 - y,,2/0' ))] +{3(y,; - 0') /0
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e = 1/2 + w",/w.

Arr iba hemos expuesto repetidas veces nuestro propósito de uti lizar toda la marcha
de la curva experimental de concentrac ión frente al tiempo para la obtenció n de las
constantes H, Kc y K

d
• La'S constantes citadas obtenidas de esta forma representarán , en

principio, mejor el compor tamiento de la ins talación en estudio para todo tiempo. La
formulación obtenida para la inclusión de un pequeño espacio muer to en la par te supe­
rior de una instalación, dotada en la inferior de un depósito infinito, debe ser apro­
piada, pues, para el. cálculo de la consta nte [{ de la columna en tanto sean adecuadas
a la realidad las hipótesis hechas para obtener la.

La formulación ha sido obtenida con hip ótesis de partida semejan tes a 'las empleadas
en [19] y [20], aunque sin la r estricción de 'concentraciones inicial es muy bajas hechas
allí. El emplear la r estricción sobre {3 (e - co) utilizad a par a linealizar la ecuación de
contorno en el extremo superior está perfectamente justificado a partir de la considera­
ción de los órdenes de magnitud que in tervienen . Con todo, la resolución de la ecuación
(12) con las (13) y (14) por un método numérico asegura la validez de la aproximación
y la solución obtenida puede emplearse para todo el rango de concentraciones iniciales
y para valores de {3 ~ 0,1. En estas condiciones la solución obtenida, para cualquier
co' es general y se reduce a la [20] para Co ~ 1 Y a la [7] para {3 = O.

Sería deseable una detallada comparación con la experiencia para poder juzgar en
última instancia 'SObre .la utilidad de esta formul ación. Sin embargo el material expe­
r imental que registra la bibliografía es escaso -y no siempre apar ece reseñado de mane­
ra 'Suficientemente detallada para ser apropiado para su comparación con la teoría . Ha
sido realizada alguna comparación con la formulación de Breit [20] por [23], [25] Y
los resultados confirman la existencia de un razonable acuerdo cuantita tivo.

En el plano teórico pueden obtenerse sin embargo, algunas consecuencias de 'Ia for­
mulación, en orden a estudiar la influencia de los espacios muertos en la medida de H.

La solución de (16) con (17) y (l B) es de la forma

(1/4 - 02) e - lT1 e --;( I - x) +E(y) e --;(I+x)

h ~~= +
(y2-1/4)(y2_ 02) (b+y) + (a-y) E(y) e-·yl

+ e- u x / (y2 _ o' ), (19)

APROXIMACION AL E QUILIBRIO EN COLUMNAS DE DIF USION TERMICA

con

La función (19) es meromorfa, sus únicas singularidades a distancia finita son polos
'Simples en p = 1/4, P = 02 Y )J = y,,' siendo y" la solución de la ecuación tr anscendente

l'h (Yn 1) = y,,/ [o + {3 (o' - y,,2)].

Esta solución cumple todas las ' condiciones para ser inver tida utili zando el contorno
de Bromwich y conduce a la solución
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Para un caso de espacio muerto tan pequeño como {3 = 0,01 - aproximadamente
1 % del volumen de la instalación de la figura 4-- se deduce que, para una concentración

2

Debye - --

j.3'VI [. 1.0

c,=lO'/.

Frc . 5

INFLUENCIA INICIAL DE j3

20.

1=I c¡::10 'It

~94-

30

(Q-1HO'

/0. _ . _ ._ ._ ._ .

Frc. 4

20

C{'1

Para una columna abierta puede observarse (fig. 4) que la pendiente inicial de las

curva de concentración frente a '¡t, para distintos {3, es cero para todo {3 finito mien­
tras es finita para {3 = O. Esto ya indica que habrá grandes diferencias entre aplicar la
formulación con espacios muer los y la formula ción ideal a tiempos bajos.
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determinada, los valores de H son mayore s por el factor OA que los dados por la Ior-
mulaci ón ideal. Este factor , un 20 % aproximadamen te, ya indica en principio el orden
de los er rores que pueden ser cometidos en la ap reciación de 11 por med idas a tiempos
bajos con el emp leo de una Iormulaci ón no adecuada. POI' otra parte, la es timación
en una instalación, de espacios muer tos ta n peq ueños, es difícil ; piénsese qu e las co­
rrientes de r etorno en el extre mo superior de la columna son as imilables a un espacio
muerto difícil de calibrar . Una interpretación de este tip o podría ser dada para explicar
la discrepancia entre nuestros val or es y los de [21] dad os en V.

En resumen , la sensibilidad de 11 fre n te a la concentración y los espacios muertos
es muy grande a baj os tiempos .. Y como qui er a qu e esta sensibilidad es menor cuan do
aumenta el ti empo (fig. 5), parece conclus ión obli gada qu e, en cua lquiera de los casos,
es conv eniente determinar JI de la medida en todo el rango de ti empo.
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ll. UNA FOR,~mLA CION GENERAL PARA MEZCLAS ISOTOPICAS
MULTICOMJ>ONENTES·

POR

J . A. MADARIAGA, D. GONZÁLEZ -ALVAREZ y J . :lit SAVIRÓN

Depar tamento de Fís ica Fuda mental. Cátedra de Termo dinámica.
Universidad de Zaragoza . Zaragoza (España)

Summary

A generalization oí the exp licit method of Iinite diferences is presented, for the
num eri cal sclution of a non lin ear -secano arde r sys tem of equa tions in partial deriva­
tives wi th non lin ear boundary conditions . Thi s type oí sys tems rul es the app roach to
equilibrlum in Clusius -Dicke l th erm al-diffu sion colums. In a s imila r way, the genera li­
zati on oí lhe Crank-Nicho lson impl icit metod of Iinite difere nces is so lved for th e genera li
problern and both method s are compared. Both types of solutíons are able Ior inter ­
preting Iairly well th e experimen tal non-statí onar y concentra lion profiles _inside the
cotumn , repport ed by Muller (Kr) and Mari (Ne). Earlier Iormulations by Debye et al.
do not describ e the non-stationary pr ofiles in column operati on,

I. Introducción

La obtención de las cons tantes caracterís ticas de una columna de separación de iso­
topos del tipo Clusi us -Dickel depend e fundamentalm ente del tipo de descripción que se
utili ce para r epr esent ar el conjunto de fenóm enos, estacionarios o no, que tien en lugar
en ella [1] .

En el tr abajo] de esta seri e se analizar on en detall e el conjunto de condiciones que
deben ser lomad as en cuenta para describir con corrección el fenómeno de la sepa ración
de mezclas isotópicas binarias en la columna [2] . Fueron también investigadas las di­
versa s aproximaciones dada s en la bibliografía para repr esentar la s citadas situaciones
no esta cionarias a la vez que se daban las cotas impuestas por los límites de precisión
experimental alcanzable en la prá ctica.

Los prob lemas que aparecen en es te terreno pueden resumirse como sigue :
Al ten er las aproximaciones regi stradas un a valid ez dudosa, para que las constantes

obtenidas del exper imento tengan un a pr ecisión acep table, es necesario manejar solu­
ciones exactas. Estas soluciones se obti enen, en el caso general, por solu ción de una
ecuación diferencial no lin eal con condiciones de contorno tambi én no lineales . Esto
conduce a tener que emplear el cá lculo numérico sobre un computador o, bajo ciertas
hipótesis restrictiv as, II solu ciones analítica s de gra n complejidad ; tanto con la solución
numéri ca como con una an alítica complicada, r esulta difícil ai slar las dependencias de

• Este tr abajo es parte de una investigación pa rcialmente subvencionada por la J . E. N. Madr id
(España) a través del Instituto de Estudios Nucleares .
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(1)

(2)

y por tanto

con fl " = m I< - m i'

Teniendo en cuenta que ~ c" = 1,puede eliminarse la concentración de un isótopo.

"En efecto, la concentración del isótopo n será

cn = 1~ ~ c" (1 -1l¡,J

"

donde a l" = a o (mi - 1J~), siendo 0:0 el factor de difusión térmica de una par eja de
isótopos de diferencia de masa unidad.

Siguiendo el procedimiento corri entemente utilizado en el caso de mezclas isotópicas
binaria s, el transpor te en el estado estacionario es

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FlSICO·QUlMICAS y NATURALES
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puesto que fkn = fin- f,,,·
Según esto el transporte queda en la forma

-+ -+
J1 = P [cI V - D (grad el + cI (~ a l" c,,) grad In 1')]

"

11. Teoría

la separación de las magnitudes de interés como son la concentración de partida, la
longitud de la instalación, etc. Estas soluciones dan pues una información directa
escasa.

Todas las dificult ades anteriores se acrecientan cuando la mezcla isotópica tiene varios
componentes de proporciones relativas comparables, como es el caso de las mezclas na­
turales de Kr y Xe con seis y nu eve isótopos respectivamente [3], [4] ,[5]. En estos
casos, y en lo s que el número de componen tes de la mezcla sea artificialmente incre­
mentado por la adición , por ejemplo, de un "gas filtro " [6], las soluciones no estacio­
narias que dan los perfiles de concentración de cada isótopo a lo lar go de la columna
dependen de la solución de un sistema no lineal en derivadas parciales. Aun es más
complejo el problema de cálculo si las condiciones de contorno, impuesta s genera lmente
por el tipo de operación experimental, son asimismo no lineales [7].

Realmente no se dispone por, el momento de ninguna 'formulación analítica para
describir estos procesos con generalidad y tampoco el escaso material experimental
registrado en la bibliografía permite en general comparaciones seguras que puedan ser
utilizadas como comprobación de cualquiera de las formulaciones existentes. En este tra­
bajo nos ocuparemos de poner a punto los métodos de solución num érica de los pro­
cesos transitorio s en una columna, realizando un test experimental de su validez en la
interpretación de los perfil es de concentración no estacionarios en instalaciones de se­
paración por difusión térmica.

Mediante un tratamiento análogo al de las mezclas isotópicas binarias, se puede cal­
cular el transporte de un isótopo a través de una 'Sección horizontal para una mezcla '
isotópica multí componente. Considerando un coeficien le de difusión D de la mezcla, de
acuerdo con Jones [7] el flujo del isótopo i en un punto de la columna viene dado por



(7)

(4)

(6)

(8)

(5)

(9)

corres -

i = 1, 2, oo., n - 1.
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i = 1, 2, . oo , n - 1,

t = O;

l: = 1, 2, oo ' 11J

i = 1, 2, . ' . n - 1.
Para extremo unido a un depósito infinito, las condiciones de contorno

ponden a concentración constante en dicho extremo

Finalment e, el transporte en las nuevas vari ables es

o teniendo en cuenta la expresión obtenida para el sumatorio

ac¡ a2c¡ a
-¡;¡ = a:& - ax [fjn - 23 i.: ck ] c ¡

con c¡O concentración inicial del .isótopo i.
Las condiciones iniciales corresponden generalmente a un comienzo de operación con

las "concentraciones naturales. Se tiene en consecuencia

la ecuación (4) toma a la forma adimensional

Introduciendo las nuevas variables definidas por
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En el estado estacionario, se verifica para cualquier isólopo qj = O Y de (3) se oh­
liene la relación fundamental análoga a la cor respondien te de mezclas binari us

(cd c'¡)A. / (C¡/C")B = exp (H¡¡, L/ K)

Para cada isótopo 'Se tienen una ecuación no lineal análoga - (6) .y el conjunto de
ecuaciones constituye un sistema no linea l en derivadas parciales. Tal sistema habrá de
resolvers e con las condiciones de contorno y las condiciones iniciales c orresp ondientes
a los tipos de operación con que se trabaja en la pr áctica. Las condiciones de contorno
para extremo -cerrado traducen la anulación del transporte de cada isótopo en dicho ex­
tremo . De (7) se tiene por tanto

con II1k = JIo fj k

La anulación de (3), permite obtener la distribución de concentración en el estado
estacionario [8] .

De acuerdo con Bard cen el transporte tiene la Iorma (3) aún fuera de las condicio­
nes estacionarias . Por tanto, aplicando la ecuación de continuidad al tr ansporte

ac¡ aq¡
¡,¡, - = -a, az

queda la ecuación de aprox imación ai equilib rio para el isótopo
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La falta de lin ealidad del sistema de ecuaciones y de las condiciones de con tor no,
hace que el método operacional sea imprac ticable y por otra parte, no parece posible
hallar alguna transformación capaz de linealizar (6), habiéndose opta do en consecuencia,
por utilizar un método numérico con la ay uda de un or denador IBM 1620.

111. Soluciones numéricas. Método explícito.

El pr imer paso en orden a obtener soluciones numéri cas, consiste en tran sforma r
cada ecuación diferencial en un sis tema de ecuaciones en diferencias finitas. Par a ello,
dividiremos la longitud equivalen te 1 de la columna en un número 1 de Int erv alos de
igual longit ud ó,x, y considera remos un interva lo temporal Ó,t. De este modo se puede
trazar en la banda °<:::; x <:::; 1; t ~ 0, un reticulado, estando definido cada nud o de la
red por los valores mó,x de x y nM de 1, siendo m y n número ent er os y posit ivos ta­
les qu e O <:::; m <:::; 1 Y n ~ O. En cada nudo el ' sis tema de ecuaciones (6) tendrá una so­
lución de la forma c¡ (111Ió,x, nM) para cada isótopo y llamaremos c¡"(m) a un valor
aproximado en ese nudo. Se tendrá así

c¡"(m) es: c¡ (mt.x, 11M)

De acuerdo con este esquema general se puede pasar a sus tituir las deriv adas por
diferenc ias finita s. Tomando sólo el pr imer término del desarrollo de Taylor en torn o
a x = 7'l'/;Ó,X y t = 11M, la derivada temporal queda en la for ma

a 1
- - e (nl<Óx , nM) ce: - - [c.n+1(m) - cn(m) ]

al 1 Ó,l I I

La expresión de la derivada segu nda respecto a la variable x, 'Se obtiene n inm edia­
tamente de los sigui entes desarrollos de Taylor en torno a me», nM . Para el nu do
(m - 1) ó,x , nM se tendrá

a2ct (m )
c,.n(m - 1) = c.n(m) - ·ó,x +

• ax

a2ct (m) ó,X2
+ . - - +

ax2 2 !

y de igual modo para (m+1) Llx, nó,l

a ct (m) a2ct (m ) ó,x 2
c¡" (m+ l) = c.n(m) + - ---- Ó,.1: + -- +

1 ax Bx2 2 !

Sumando las dos ecuaciones queda Iina lme n te

B2 c.n (m)
I es: (ct (m + l ) - 2 c¡" (m ) + ct (m + l )) / ó,x 2

ax 2

Procediendo de íor rna análoga se tien e

B
a; [c¡(m) b¡" (m) ] = [c¡" (m + 1) bt (m +1) - -r (m - 1) b¡n (m - 1)] 2/ ó,x

con
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Llevan do estas igualdades a la ecua ción (6) y ord enando los términos adecuadamen-
te queda .

c¡"+I(m) = a. ct (m) +f3t (m+1) c/, (m +1) +y/' (m - 1) ct (111 - 1), (10)

siendo
oc = 1-2M/A2.T .

f3t (m+ l) = 11t/b,.x2 - (fin - ~ 11", ck
n(m + l )) M / x 2

,

"
y

yt (m - 1) = M / b,.:J!2 + [fin - ~ t.; ck" (m - 1) ] M /2 s».
k

Par a todo m , tal que 1 <:;; In <:;; l - 1, tendremos para cada isótopo un a ecuaci ón
análoga a (10) , en que aperecen -de form a exp lícita (método exp lícito) los valor es apro­
xim ados C¡"+I (m), sien do por tanto su cálculo inm ediat o un a vez conocida la distribu­
ción en nM para O <:;; m <:;; l.

Par a el cálculo de las concentrac iones c¡,,+I (O) y c¡,,+I (l) , en los extre mos de la
columna, cons iderare mos exte ndido el rango en x a los pun tos (- b,.x) y (l + b,.x), fue ra
del ran go definido en las condiciones de contorno. Si son c/, (- 1) Y -r (1+1) los va­
lores aprox imados en estos pun tos en t = 11 M , aplicando (10) a In . = O Y 111 = l se
tiene

c/,+I (O) = a. C/, (O) +f3;" (1) c/, (1) + y/, (- 1) c;n(- l ), (11)

ct+1 (I) = a. ci
n (l) + f3 i

n (l + 1) c¡" (l +1) + y/, ( l - 1) ct (l - 1) . (12)

Median te las ecuaciones (10), (11) Y (12) pueden det erminarse las concentraciones
en ( 11 +1) M para O <:;; In <:;; l , conoci endo las concentrac iones en nM en el mismo ran­
go de m ~. en los dos puntos exteriores a dicho ran go. El cálculo en esos dos puntos
exige el planteo de las condiciones de contorno .

Para columna cerrada por los dos ex tremos las· condiciones de contorn o escritas en
form a de diferencias finitas son

C¡"+l (O) [/¡" - ~ i.; c"n+1 (O)] - [ct +1 (1) - C¡"+l (- 1)]/2 t,.x = O; (13)

"
c,n+1 (l ) [fin - ~ fin. c"n+1 (1) ] ~ [cr l (l +1) - cr l (l - 1)] / 2 b,.X = O. (14)

k

Las ecuaciones (13) y (14) perm iten calcular C¡"+l (- 1) Y C¡"+I (1+1) un a vez de­
term inada con (10), (11) Y (12), las concentrac iones en el resto de los puntos. Por tan­
to, par tien do de la condición ini cial

- ~ <:;; m <:;; l + 1,

mediante sucesivas operaciones pue de determinar se para un tiempo cualquier la distri­
huci ón de concen traciones a lo lar go de la columna.

En el caso de tener un depósit o infinito en x = O el problema se simplifica pues
la condición de con torno cor respon dien te es ct (O) = ciO de modo qu e (l O), (12), Y (14)
res ue lven totalm en te el pr oblema.

IV. Método implícito.

El método .explícito expuesto, da lugar a unas ecuaciones en diferencias donde las
variables C¡"+I (m) apar ecen de forma exp lícita siendo por tanto 'Su cálculo inmediato .
Exist en varios proc edim ientos para susti tuir las der ivada s por diferencias dando lugar
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(16)

(15)

11;"(m) = t; -r-r- 2:: i.; ck"(m) .

Llevando esta s derivadas a la ecuación diferen cial y pasando al pr imer miembro los
térm inos en (n +1) M ; queda fina lmen te

c;,,+1 (;n+1) [2 - ~x 1l¡(m+ 1)] - 4 c¡"+l (m) [1+~x2/MJ+

+ C;"+l (m - 1) [2 + s» lI;"+1(m - 1)] = f3;"(m)

donde

f3¡" (m) = c¡"(m+ 1) [- 2+~x 1I¡"(m+1)] +

+ 4c¡"(m) [1 - ~X2V~t] - c;"(m - 1) [2 + ~x lI/ '(m - 1)].

El problema que se plante a con (16), es calcular las concentraciones en (n + 1) /).1

suponiendo' conocidas las correspondien tes en nM. El hecho de que en aquella ecuación
figuren productos de concentraciones de los diferentes isótopos, juntamente con la Ior-

éon

a
- -", [c¡ (f¡n - 2:: I"~. ck ) ] = [c¡"+l(m+ 1) lI;"+I(m + 1) + C¡n(m+ 1) lI¡"(m + 1)

<.JX k

- c¡"+l(m - 1) 1I¡"+1(111"- 1) - c;"(m - 1) lI"(m - 1)] / 4 I:f, X ,
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a 1
-- C, (m~x, (n + 1/2) ~t) !::;L -- [c.n+1 (111) - c.n (m) ],al I ~t I I

l'
c¡"+1/2(m) = 2 [c¡" (m) - C"+l(m)] .

Las concentraciones en (n +1/ 2) M se obtienen por interpolación linea l a partir de
las concentraciones en nM y (n + 1) M . Así se tien e, por ejemplo,

Según esto (15) se escribirá en funci ón de los valores en los nudos

ó2c;"+l/2 (m)

ax2

= [ c¡"+I (m - 1) +c¡"(m - 1) - 2 c¡"+ l (m ) - 2 c¡"(m) + C¡"+l(m,+ 1) + c¡"(m+ 1)] /2 I:f,x 2.

De igual modo, ' se tendrá

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y N AT UR ALES

y para la derivada de segunda respecto a la var iable x

a otros métodos num éricos de solución de ecuaciones en derivadas parciales. A pesar
de su aparent e dificultad ofr ece sin embargo, ciert as ventajas, que señalaremos más
adelante, el método impl ícito de difer encias finita s de Crank-Nicolson [9] . En el sistema
de ecuaciones en diferencias finita s a que da lugar, las variables c¡n+l (m) no figur an
como antes de forma explícita sino que su cálculo exige la solución de un sistema im­
plícito, y además, en el caso que nos ocupa , no lin eal.

En orden a obtener las ecuaciones en diferen cias procederemos de modo aná logo al
seguido en el método explícito, con la diferencia de calcular las derivarlas, en mt.x,
(n + 1/2) M , en lugar de hacerlo en móx, nM. Así se tendrá con mayor aproximación
que anteriormen te, para la derivada temporal



con
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(18)

(20)

(19)

modo

m = 1, 2, oo ., 1 - 1,
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crl( l ) = E;CI)

c¡"+l (m) = R {m) c¡"+I(m + 1) +E¡(m) ~

siendo

Para columna unida a un depósito infinito en x = 0, se tiene
que la ecuación (17) corr espondiente a m¡ = 1 es

- 2 c;"+1(2) + 4 [l+I1~/Ú] cr +I (l) = s¡(l) ,

con

s¡(l) = - f3/(1) + I1x [- ct+I (2) 6;"+1.(2) + c¡O 6;"+1(0)] + 2 c¡o'

Las ecuaciones (17), (l B) Y (19), permite n calcular , mediante el método de- inversión
en línea, los valores de c;"+I (m) desde m = 1 hasta m = 1. Según el citado método ,
las soluciones se obtienen en la forma siguiente

s¡(m) = - f3t + I1x [- C;"+I 6t ~I (m + 1) + c¡n- I (m - 1) 6t+I (m - 1)].

Sin pérdida de genera lidad , supondremos que en x = 1, se tien en extremo cer rado.
Según esto, eliminando del pr imer miembro de (17) correspondiente a m = 1 el térmi­
no en 1 = 1, mediante la condición de contorn o (14), se tiene

ma implícita en que aparecen, complica el cálculo sien dI) n ecesario in tro ducir algún
procedimiento de in teracción con vista s a suprimir la falta de linealidad .

Si consideramos extendido el rango en x a los puntos - l1x y 1 +I1x , tendremos
para ca da m comprendido entre - 1 ~ m ~ 1 Y cada isótopo, una ecuación del tipo
(16) . Para un isótopo, el número de ecuaciones es por tanto (1 + 1) y el número de in­
cógnitas correspondiente a ese isótopo es (1+ 3) ; sin embargo, las condiciones de con­
torno en x = ° y x = 1 suministran dos ecuacione s más con lo que el prob lema queda
determinado . Estas condiciones, puesto que han de verifi carse en todo instan te de tiempo,
tienen idéntica forma a las (13) y (14) del método explícito . .

En un pr incipio, se utili zó un método ite rativo de sustitución dire cta mediante el.
cual, introducidos valores aprox imados en los términos no lin eales en (m+ 1), y par­
tiendo de m = 1, con (16) se obtienen sucesivamente valore s más aproximados en m,
con los qu e el pro ceso it erativo puede comenzar de nu evo. Sin embargo , el tiempo de
c-álculo es excesivamente lar go debido a la poca converge ncia de las itera ciones sobre
todo para pequeños intervalos espaciales . Esta circuns tancia hizo que el procedimiento
fuera desechado .

Para obtener soluciones con suficien te ra pidez , se ha utiliz ado otro. pro cedimiento
it erati vo según el cual evaluando los términos no lin eales de (16), siempre pequeños
por venir mul tiplicados por I1X) mediant e valores apr oximados, se llega para cada isóto­
po a sistemas lienales que pueden resolverse cómodamente con el método de inversión
en línea [10]. Resu elto el sistema para un isótopo, las soluciones se utilizan para cal­
cular , junto con los otros valores apro ximados de entra da, los términos no lin eales
correspondien tes a otro isótopo y así sucesivamen te. Resuelta s las ecuaciones para to­
dos los isótopos, con las soluciones, 'Si no son suficientemente aprox imadas, se realí­
zarú una nueva ínteracíón.

Pasan do al segundo miembr o los términos no lineales que como dicho se calculan
de modo aproximado, la ecuación (16) queda en la forma

- 2 c;,,+I (m+ l) + 4 [ l+ l1x~/:/1tl] c¡,·+I(m) - 2 c;"-I (m- 1) = s¡(m) , (17)
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con

R(O) = l /ByE/ O) = SI(O)/4 B

V. Estudio de las soluciones.

Se ha realizado un .est udio de las solucio nes obtenidas con los méto dos expuesto s
par a difer entes inter valos /:1.x y tst , con una columna de t = 0,65 Y con un depósito
infinito en x = 1 v concen tra ciones in iciales las del neón nuturnl .

Los r esultad os ' ob ten idos con el método explícito demu estr an qu e exi st e es tabili dad
para M < (/:1. x )2/2 . Este mét odo ha sido probad o con s» = 0,065, 0,030, 0,015 Y 0,021
Y par a cada un o el e ellos con intervalos temp or ales M tal es qu e cumpla n la condición
de es tabili da d. Se ha observado, que para todos los /:1.x considerados, la influen cia del
inter valo tempora l en la solución disminuye cua ndo aume n ta t.

Est o se debe al error introducido por la sing ula ridad en el or igen [11] pr esen tado
por 'el sis tema en x = 0, y a la gradual an ulación de es te er ro r con el númer o de pa­
sos, pues se ha observado que la convergencia para cada /:1.x no viene afectada por los
pequeños M utili zados .. Una con vergencia prácticam en te comp leta se ha ob ten ido con
s» = 0,03 Y M = 0,0004 ; sin embargo, en es tas condiciones el con sumo de tie mpo es
excesivamen te alto.

Con objeto de obt ener solucion es con la suficien te rapidez, se ha utilizado el mét o­
do implí cito de Cran k-Nicolson. El sistema de ecuaciones en difere ncias finitas se ha
resuelto median te un méto do iterat.ivo eval uando en pri mera aproximación los t érminos

de modo qu e al aplica r el mét odo de in ver sión en línea ha de tener se prese n te que

siendo

S¡(O) = - f3t (O) + s» [- c¡"+J(1) bt +l.(l) ) + c/+J(_ 1) bt+1(- 1) - 4 c/+ 1(0) b;,,+1 (0) J,

y

R (m) = 2/ [4 R - 2 R (m -1)], 11 = 1+ /:1.x 2 / M,

E/(m) = [S¡(m) + 2 E¡ (m - l)] /[4 B-2 R (111' - 1)]

111 = 2, 3, ... , 1 - 1,

R EVISTA DE LA ACA DEMiA DE CI ENCIAS EXACTAS , FI SICO-QUI MICAS y NATURALES

El cálculo recurrent e de R(m) y E/m), proporciona mediante (20) la so lución del
problema, toda vez qu e la es ta bili dad del mét odo es tá asegurada [10].

Par a columna cer rada en x = O, se tie ne par a 111. = ° la ecuación

E¡(l) = ,S¡(l ) /4B, E¡(l) = [S;Cl)+ 4 E (I- l) / [4B- 4H ([ - 1) ],

H (2) = 1/2 B, H (1) = O.

esta ndo extend idas las ecua ciones de r ecurrencia desde IH = 1 hast a In = 1 - 1. El r es­
to del proce so con tinúa invari able.

Una vez calcu lado de es te modo c¡"+l (m) par a un isótopo y pa ra todos los pun tos
de la colum na , se determ inan los pun tos externos con las condiciones de contorno in­
troduciéndose a con tinuación estos val ore s en los términos no linea les de otro isótopo
y procediendo con él de idén tico modo.

Los valo res inic iales para el comienzo de una it er ación pu eden obtene rs e, o bien
mediante un método explícito o, seneillam ente , por ex tra polación . Se ha observado que
con la extrapolación se obtie ne n valores in ciales suficientemente aproximados para que
la iteración conv er ja rápidamente no siendo necesario, por tan to, el método exp lícito
pre vio. Para n = 1 basta con introducir como valo res inicial es los cor respon dien tes a la
distribución para t = O.
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no line ales y aplicando al sis tema resultante el mét odo de inver sión en lín ea. Para cada
s», se obtienen los mi smos r esultados qu e en el método explícito y así, la converge n­
cía es vir tualmen te completa par a s» = 0,03. Sin embargo, puesto que en el método
implícito la estabili dad no impone niu guna rest ri cción sobre el intervalo temporal, es
posible utilizar par a aquél s» un f.,. t mayor que el utilizado en el métod o, explici to. Se
ha observado qu e es su ficiente tomar t1t = 0,01 siempre qu e ini cialmenté, con objeto
de eliminar , ya par a t = 0,01, el er ror debido a la singular idad en el or igen, se torne
un intervalo más pequ eño. De este rnod o el tiempo de cálculo se redu ce consideruble­
ment e a pesar de utilizar un método it era tivo para hallar la solución de las ecuaciones.

En las figuras 1 y 2, se mu estran los resultados par a x = °y para 21Ne y 22Ne.
Las cur vas de lín ea continua mu estran los r esultados obtenidos con el mét odo im pl ícito
para s» = 0,015 Y t1t = 0,01 para t > 0,01, tom ando t1t = 0,0001 para t < 0,01. En la
figura 2 , puede obs erv ar se la influencia del error ini cial y su gr adual anulación, as í
como la buena aproximación qu e - se cons igue con el método explíci to.

Como solución de este es tudio. se r ecomienda el uso del método implícit o por el me­
nor consumo de tiempo debido a la es tabili dad sin r estriccion es sobre M. En el caso de
mezclas isotópicas de más de tr es componen tes, el méto do implícito no es viabl e por las
limita ciones de nuestro ord enador ; sin embargo, a la vista de los r esultados obtenidos
con mezclas isotópicas ternarias pu ede espera rse que un métod o explicito dar á resulta­
dos sa~isfactorios aunque con un mayor cons umo de tiempo .

VI. Resultados experimentales.

Una vez comprobado 'que los 'métodos numeri eos de resoluci ón de ecuaciones difer en­
ciales son aplicables a nuestro sistema no lin eal en derivadas parciales, y estudia das
las con diciones de converge ncia y estabilid ad pasar emos a compara r los r esultad os .con
las medidas experimentales .

Los r esultad os elegi dos han sido los de Morf [12J para Ne y los de Muller [13] para
la mezcla de seis isótopos del Kr natural. De ellos los pr imeros son particularmen te
'apr opiados para un a comparaci ón con los res ulta dos teóri cos . La in stalación descrita en

_ [12] está dotada de tornas de mu estra en número de sie te a lo largo de la columna . Apa­
r ecen allí r egistradas las distribuciones no es tacionarias de concen tració n que servirán
'par a comprobar soluciones par a todo x ,

, El método utilizado para el éálculo del valor de H/ /¡tI{ en la mezcla isotópica terna­
ri a de Ne ha sido el que se expone a continuación . Par tiendo de un valor ini cial de
H02 /~, aproximado, se han calculado, par a cada isótopo, la suma de las desviaciones de
los puntos experimentales r especto a las curvas teóri cas en x = 0, obtenidas haciendo uso
del método implícit o. ' Repitiendo el proceso par a un conj unto de valores de H021'ljj(, se
han toma,do los que hacen mínimo tales desviaciones. Los valores de Ho corres pon dien ­
tes il. ' los. tr es mínimos coinciden con el obtenido en 1, dentr o del margen de er ror ex­
perim enta l. Las distribucion es obt enid as con esté valor , para los dis tin tos ti empos r e­
gistradós en . Ia tabla I,de 1, se han rep resen tado en las figuras 3, 9, 10 Y 11 úni cam ent e
para el isótopo escaso 21Ne, y-puede ver se el bu en acuerdo entre los perfil es teóri cos y
experimentales de concentraci ón par a todos los tim pos cons iderados .

En la comparación con los da tos de Kr ha sido ' usado el método explícito por las
razones dadas al final de V de limitaciones de capacidad del or dena dor . El proceso de
ajus te de datos par a ·la obtención del mejor valor de Il02/¡tl{ es en todo análogo al se­
ñalado arriba por Ne.

En la tabl a IV se r egistran los ~ valores de concen traci ones iniciales y concentraciones
en x = ° (extremo cerrado) par a diver sos ti empos. ia longitud equivalente de la co­
lumna es lo = 0,24.
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TAB:LA IV

CONCENTIlACIOXES NO ES TACIOXAHTAS

"Ne
p=420mm.Hg

0.03S e(AlomO/.l O.~40

¡'Na
p.300mmHg

APROXIMACION AL EQUILIBRIO E N COLU MNAS DE DI FUSION TERJflCA

Del ajus te por mmnnos cuadrados (le las curvas de aproximación de los rdistmtos
isótop os se han obtenido los valores de H / h ¡/(, que se muestran en la Tabla V,

I..



(21)

0.0068
0.0080
0.OOS4
0.0083
0.0084
O.OOSl

TABLA V

78I{r

8°Kr
82Kr
83Kr
84Kr
8"Kr

c/ - c/o

c/o (~ t; Ck)
k

o bien

Según es ta expresión , represe ntando c¡ - clO /c,o ~ 1/1, c
k

' en funci ón de ..rt se ha­
brá de obte ner una recta cua lquiera qu e sea el isótopo cons iderado . Uti lizand o los r e-
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VII. Formulación aproximada.

Se h!l expresa do H02/¡J{ en (h)- I .
Tomando el valor medio O.OOSO, se ha representado en la figura 4 la mar ch a de la

concentració n con el tiempo en x = 1 para los tiempos de la tabl a IV. Pu ede obser­
varse la concor dancia exis ten te CDn los valores de Müller , -dentr o de los er rores expe­
rim ental es. Es de señalar el extraño compor tamien to ini cial del 84Kr .

ecuación aná loga, sa lvo un factor cons tan te , a la de mezclas isot ópicas bin ar ia s para
x = l. Teniend o esto en cuen ta y la ap roximació n de Deyh e, se tien e pa ra tiempos pró ­
ximo s al de comie nzo de oper ación y en el caso de columna abier ta

se ti ene

REVIS TA DE LA ACADE MIA DE CIENCIAS EX ACTAS , FI SICO-QUIMICAS y NA T URA LES

Pa ra una ráp ida deter minación de las cons tantes de la columna se necesit a utilizar
una formulación sencilla y al mismo tiempo suficien temen te ap roximada . En el caso de
mezclas isotópicas mult icomponen tes dada la complejidad del "Sis tema a resolver y la
car encia de formula ción , no es fácil llegar u fórmulas de aplicación in mediat a . Unicamen­
te para tiempos próximos al de comienzo de operación, es posible partiendo de (5 Ilegal'
a aproximaciones tanto mejores cuan to más equeño sea el tie mpo. En la práctica, se ha
hecho uso de este tipo de for mulación para determinar las con stan tes de la columna
[13], [14].

En este apartado estudiaremos la vali dez de las aproximaciones mediante los resul ­
tados numér icos obteni dos .

Considerando en (5) '
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sultados num éricos del método explícito hemos compara do la formulación exacta con
(21) para una columna con depósito en el extremo superior. De la comparación, que
no reseñamos, se despr ende que salvo los isótopos 78Kr, 8°Kr y 84Kr se cumple para
tiempos no muy alto s la relación (21), aunque sobre su rango de validez pueden ha­
cerse las mismas consideraciones que en l .

Es nu estra opinión qu e tambi én en el caso de mezclas multicomponentes es preferí-
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ble deducir las constantes de la columna utilizan do la marcha de la concen trac ión CDn
el tiempo . En cualquiera de los casos, ser ía deseabl e una sistemá tica investigaci ón ex­
peri mental sobre es te tema .
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ESTUDIO DE LA INTERACCION MOLECULAR DE GASES
MONOATü Iv.IICOS MEDIANTE COLUMNAS

DE DIFUSION TERMICA

POR

J. C. DE YATIZA, D. G ONZÁLEZ-ALYATI EZ y J. M. S .n'IRóN

Departamento de Fís ica Fundamental. Cáted ra de Termodinámica.
Facultad de Ciencias. Universidad de Zar agoza. Zar agoza (España)

Summary

A glass concentric-tube-bype thermal-diffusion column is used to study column ope­
ration for inert gases. The formal criteria how to introduce column cons truction Iaul ts

in th e formulation is investigated. It seems that lhe re lations In "TI"" exp . = m. In Q ~ theoret

and p. exp. = P: p. t heoret hold for all iner t . gases, mand p being geometric, cons tante ,
in depend ent of tempera tures and gases in the column , The aíoresaid relations are ex­
tended to kryton in a hot-wire-type column, An excelen t propo rtionality betw een FIü
theory and experiment is found.

l. Introducción

El efecto conocido como difusión térmi ca fue descubierto por Ludwig y SoreV ,2 en
1856. En contraposición a 1015 electos ciné ticos de viscosidad, conductividad calorífica y
difusión ordinar ia su interpretación cinética se hizo esperar algún tiempo".

Los tratamient os de Jean s, Maxwell y Boltemann - de la teorí a cinéti ca de los gases,
aunque formulados con toda generalidad por este último, presentaban gra ndes dificul­
tades a la hora de obtener resultados cuan titativos . La ecuación integr6diferencial de
Boltzmann, con Ias adecuadas condiciones de contorno proporciona la descrip ción del
comportamiento de. los gases a pr esiones ordinaria s.

Esta ecuación ha sido tradicionalmeut e resuelta por aproximaciones sucesivas utili­
zando un modelo pr evio de interacción molecular . Pu esto que la forma a!1alítica de estos
modelos es rela tivament e compleja, cada nu evo orden de aproximación lleva consigo
un considerable esfuerzo en la obtención de resultados numéricos. La apr oximación de
orden cero es válida para describir un gas en estado unif orm e, es decir , en equilibrio
termodinámico: con gra dien tes de presión, tempera tura y potencial químico nulo s a
través del gas . La solución coincide, como es evidente , con la distribución de Maxwell
para las moléculas que forman el gas . Cuando el gas está en estado no uniforme, es
decir, cuando existen gra dientes de pr esión, temperatura y potencial químico a través
del gas, se producen, en el lengua je de la Termodinámica de Pro cesos Irrever sibles, flu­
jos de calor, materi a y momento en el gas . El conocimiento, microscópico , de estos fenó­
menos se obtiene de la primera aproximación en la solución de la ecuación de Boltz­
mann: Los coeficientes de viscosidad, conductividad calorífica y difusión ordinaria, o de
concentración, re spond en de estos efectos y de su relación con los par ámetros de in­
teracción molecular.
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La exis tencia de un gra dien te de concen traciones en prese ncia de gradien tes de tem­
peratura y presi ón , son efec tos cinét icos de segundo orden . La apro ximació n cor res­
pon dien te en la solución de la ecuació n de Boltzm aun pone de manifiest o es tos fenó­
meno s. La difusió n de pres ión vien e ca racter izada por el coeficien te de barodilusión ,
que puede ser exp re sado en fun ción de ma gnitudes termodinámicas del gas. La dif us ión
térmica por el contrar io no pu ede ser lo y el factor 'J. de difu sión térmica depen de de
magnitudes pura mente cinéticas y de inter acción molecul ar .

La complejidad de los desarrollos a qu e da lu gar la ohlcnc ióu de suces ivas aproxi­
maciones ha hecho qu e el efecto de difus ión térmica fu era descubier to por vía teóri ca
considerablemente más tarde que los ' coeficientes ordina r ios de tr an sporte. Seg ún h emos
dicho la resolución del tér mino de colis ión en la ecuac ión de Boltzmann , requ ería el co­
nocimiento pr evio del potencial de interacción. Es de desea r qu e, para una primera pros­
pección de pr opiedades molecul ar es, la forma analíücn del pot encia l sea sencilla . En
las pr imeras elabora cion es Jeans y Maxwell u til izuron el mod elo de esferas rí gida s
y el mode lo maxweliano de interacción . Calcu lando con ellos se obtienen valores nulos
para el factor 'J. de difu sión térmica. Est e hecho, retra só considerablemen te el conocí­
miento del fenóm eno has ta los trabajos de Ghapman y En akcg", 7 .

No es nu estra intención el ha cer una r evisión comple ta del es tado en qu e se enc uen­
tra la teo ría cinética en lo ref er ente al factor de difu sión térmica. Sencillamente indi­
care mos que hoy se dispone de formu laciones ad ecuadas con modelos de inter acción
tan complejos corno los del tip o Lennard-J on es y Buckingh am (Exp.-6) . El tr abaj o de
Chapman y Ensk og hu sido comple tado por GrarJ8, Burnetts , Ikenber ry -e, IGhar a lJ ,

Hlrschíelderw, Ea gan! ", Beenak er -- y otros . Las formulacion es incluyen la posibl e pr e­
sencia de camp os externos magnéticos y eléctr icos y un a vari ada gama de con diciones
exper imen tales .

Para terminar esta exposición genera l har emos una ráp ida revisión de la situac ión
en que se encuentra la exper imen tac ión en es te campo .

El hecho de ser el factor 'J. de dií us ió n té rmica un efecto de seg undo or den hace
que sea extraordinari am ente sens ible a la inter acción molecular y por lo tan to per mite
medir o det ectar las peculiaridades de aquélla. Por ello son inter esantes cua n tos méto­
dos sean pro pu est os par a la medida de factor es de difusión térmica . Más aelante pasa­
remos revista detallada a los procedimien tos ac tua lmcn te existen tes .

La peq ueñ ez del efecto hace difícil su medida y aun cua ndo exis te gran can tidad
de material exper imen ta l acumulado no parece sea el sufic ien te. Especialmente la si tua­
ción en mezclas bin ari as a temperaturas bajas o moder adas hace pensar en qu e la in ­
flu enci a de los gra dos internos de libertad 1 6 y de las colis iones in elástica sr s va a obli­
gar a un ser io ret oqu e de la teoría cons tr uida en genera l para el tratamiento de mo­
léculas puntuales con interacción de simetr ía cen tra l. En cua lquier caso es un campo
que debe recibir más contribución expe rimental y el fin de es te trabajo, expuesto el?­
concreto más adelante , es el presen tar pues to a pun to un nu evo mét odo de test de
pa rá metros de interacción molecular .

La columna de separación

La separación es tadística pr odu cida por la pr esencia de un gradiente de temperatu­
ras , puede ser y ha sido apro vechada par a la separación de mezclas gaseosa s. La intro­
ducción por Clusius y Dickel-" de la columna termogravitacional , prov ocó un rápido de­
sarrollo de las técnicas de separac ión de mezclas isotópicas , cons iguién dose pronto la
separación de pequeñas cantidades de isótopos puros o alta men te enriquecidos .

La columna en su concepción or iginal utilizaba el efec to acumulativo producido por
la convección libre que tenía lu gar en el espac io anular exis ten te entre un cilindro ca­
liente y otro frío .
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En una sección del tubo se produce el efecto simple de difusión térmica, el compo­
nente ligero de la mezcla se enri quece cerca del cilindro caliente y el pesado en la
superficie del eilindro exterior, más frío. El efecto de flota ción a causa de la distribu­
ción de densidades en el grad iente de temperatura existente, hace que en promedio ,
haya una corrien te ascendente de gas en las proximidades del cilindro caliente y una
descendente en las del tubo frío . La ascendedente está enriquecida en el componente
ligero mientras que la descendent e lo está en el pesado . .

Como consecuencia el efecto acumulativo de la convección se traduce en transportes
netos hacia los extremos del tubo de las dos especies moleculares presentes . Esta acu ­
mulación continuaría indefinidamente ; sin embargo la difusión ordina ria se opone a las
diferencias de concentración en secciones diferentes del tubo. De un compromiso entre
los tre s efectos, difusión t érmica, difusión de concentración y convección se esta blecen
las características de la separación que puede alcanzarse en una insta lación . De su tra­
tamiento adecuado se obti ene la formulación que describe los diversos aspectos del com­
portamiento de la column a. En general cada uno de los tres efectos entra en la formu­
lación a través de un coeficiente susceptible de medida experimental. Estos coeficientes
11 , K

c
y I{ d correspondientes, respectivamente, a difus i ón térmica, convección y difusión

ordina ria juegan un papel importante en todo lo que sigu e. Su exacta significación se
reseñará más adelan te.

Las condicion es de operación experim ental de una columna son var iada s. Desde ope­
raciones en reflujo total hasta operacion es en que se aprovecha la separación total que
puede dar la instalación fijando un depósito de gran capacidad en uno de sus extre­
mos. Esta s condiciones se tr aducen en la formulación en condiciones ini ciales y de con­
torno para la ecuación , o ecuaciones, diferencial es que gobiernan el compor tamiento
del gas en la columna. Una vez establecidas, la solución de dichas ecuaciones en con­
diciones estacionarias o no, proporciona cuanta información se precise del fenómeno.
En general , las teorías que describ en el fenómeno son todas reducibles a la dada por
Jones y Furry18. Las vari an tes consis ten en la adaptación de la formulación ci tada
a modelos moleculares más y .más complejo s.

Como es lógico, los par ámetros qu e rig en el fenómeno son, por un lado los pura­
mente geométricos y de temperatura y por otro los cinéticos propios de la mezcla ga­
seosa que llene la in stalación . Entre los últimos están tanto los coeficiente s de trans­
porte de primer ord en como la constante de difusión térmica, todos ellos con su de­
pendencia con la temperatura incorporada a la formu lación .

Los resultados obtenidos con una columna puede interpretarse en función de todos
los parámetros antes cita dos. De esta comparación pueden, al menos en prin cipio, ser
deducidos los valores de algunas de las consta nt es que intervienen en la formulación.

11. Estado del problema

1. Teoría

La teoría, ya clásica, de Furry y I ones para la descripción del comportamiento de
una instalación convencional de difusión .térmica, dentro de sus hipótesis de partida
explica suficientemente los resultados experimentales obtenidos, en especial los aspec­
tos cualitativos. La falta de concordancia cuantita tiva, se debe a las dificultades que
tiene el tratar de incorporar a la formulación las dependencias correctas de los coefi­
cient es de transporte con la temperatura, para un potencial de interacción molecular
determinado. Esto y el tratar de aplicarla a situaciones experimentales no previstas
en las hipótesis y la íalta de idealidad de las in stalaciones experimentales son , en gran
parte, las causas fundamentales de la falta de concordancia teoría-experimento.
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(7)

(5)

(6)

(4)

(2)

(3)

(1)

.-:... 114 -

oc oQl
/1-- = ---

o.. oz

H = - (2 rr/Q13) Ix:' (p D oc /)..) G (1') dT/T

Kc = (2 rr/Q17
) J:' (p D/)..) G2(T) dT

d 1 d r¡ d 1 d pD , d p
- -----, ---G(T) = g -
d1' )..r et, ).. dT ).. P r 2 d1' x dT

• Las notaciones utilizadas son las de ref. 18.

con las condiciones de contorno:

Como es costumbre las '1, }. Y D representan los coeficientes de viscosidad, conduc­
tividad térmica y difusión ordinaria para la mezcla, g representa la aceleración de la
gravedad y oc la constante de difusión térmica".

Si se quiere incorporar el tiempo en la ecuación de transporte basta añadirle la
ecuación de conservación de la masa en la columna

en que el tra nsporte ql viene medido en gramos/seg. y c. ,es la concentración en átomos
por cien de la especie 1, z la coordenada verti cal de longitud y H, Kc y [(dI ya conocidos,
son las constantes de la columna cuyas expresiones 'Son :

en donde P es la densidad, r la coordenada radial, 1'1 y 1'2 las temperaturas de ambos
cilindros y 2 rr Ql es el flujo radial de calor entre ellos por unidad de longitud. La fun­
ción G(T) es la solución de la ecuación diferencial de cuarto orden

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, F/SICQ·QUIMICAS y NATURALES

Aun cuando suficientemente conocida expondremos a grandes rasgos la formulación
que será empleada a lo largo de este trabajo.

La instalación consta de dos cilindros coaxiales de radios r 1 y r 2 mantenidos a tem­
peraturas 1'1 y 1'2' El espacio anular está ocupado por una mezcla binaria, isotópica, a
presión moderada sobre la que se hacen las siguientes hipótesis .:

a) El gas puede considerarse como perfecto en lo que se refiere a la dependencia
local de su densidad con la temperatura y presi ón.

b) En esta aproximación se suponen los coeficientes de transporte independientes
de la concentración.

e) Se adopta para el gas un modelo de interacción con simetría central.
d) Los efectos de flotación y demás aspectos del problema hidrodinámico se verifi­

can en régimen laminar .
Bajo estas hipótesis , obtenemos para el tran sporte hacia arriba de una de las dos

especies moleculares de la mezcla binaria la expresión1 8 .
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(9)

(8)

(10)

(11)

e = e (x, t)

Be
He (1- e) - (K +Kd) --+0 e

e OZ

en que las vari ables adimensionales x y vienen dadas por

Ecuación diferencial de segundo orden que con las coniliCiones de contorno, adecua­
das a la operación, suministra una relación entrc la concentr ación y el tiempo de la
forma:

Cuando la función (10) se obti ene resolviendo (9), con el contorno adecuad o, 'Se
observa un a buena coincidencia con los datos experimentales de aproximación al equi­
librio.

La linealizaci ón de la ecuación (9) fue obtenida por Majumdar2s para mezclas bina ­
rias . Los métodos de resolución para mezclas multicomponentes han sido puestos a
punto num éricament e por Madaríaga>, extendiendo los resultados para tener en cuenta

Denotamos como aspectos cua lita tivos aqu ellas consecuencias que pueden obtenerse
sin utilizar expresa mente un modelo molecular de interacción. Analizaremo s prim ero
la aproximación al equilibrio.

Derivando (8) C igualand o a (7) para el caso de o = O, es decir, operación en reflujo
total , se obtiene :

2. Aspectos cualitativos

estuoso DE LA INTERACCION MOLECULAR DE GASES MONOATOMICOS

la ecuación an terior y (7) permiten preveer la operación de la columna en condiciones
de flujo.

Estos son, resumid os, los resultados Iund amentales de la teoría fenomenol ógica . Para
obten er resul tados analíticos es necesario conocer, o adoptar , el modelo molecular de
inleracci óu 'lue mejor describa el gas. Con esto puede obtenerse de (5) la fun ción G(l')
y posterioriuent e, por integración, obtener las expresiones (2), (3) Y (4) de los coefi­
cient es de transporte de la column a.

La elecci ón de modelo molecular debe ser cuidadosa. Sobre est e punto ha habido
úllimumente una gran contribución . Vurios autores han ex ten dido los resultados a gran
vnriedad de mddelos moleculare s, desde el modelo de Maxwell hasta el de esferas du­
ras elás ticas (r. e. s. ) cubriendo todo el rango de la ley de la potencia inversa" a 2 6 .

También 'Se ha extendido al modelo Lennard-Jones (12-6) por .McInteer 2 0 y al Leunar­
Jon es (9-5) y llu ckingham (Exp. -6) recientem ent e--.

Para hacer una puesta a punto clara del problema lo dividiremos en dos apartados .
El primero se referirá a los aspectos cualitativos de la cuestión, el segun do a los cuan­
titativos.

en que ¡.t es la masa por unidad de longi tud en la columna. Las ecuaciones (.5) y (7)
permiten prever las operaciones estacionarias y no estac ionarias en la columna.

Cuando hay un fluj o neto de gas a trav és de la columna, caso que se presenta cuan­
do se extrae continuamente fracción enr iquecida, la ecuación de transporte (1) debe
moditicurse uúuuleudo a su derecha el término que tenga en cuenta dicho tran sport e.
Si o es el flujo neto de gas en la in stalación es obvio !lue
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(19)

(18)

(14)

(15)

(16)

(12)

lnQ=---

[e/(l- e)] A

Q = -------=~
[cj(l- C)]B

H = (2 rr/6) (p2 C1. g /Tj)l 1'14 h'

», = (2 rr/9 1) (p3 g2/Tj2 D)l 1'18 ke'

Kd = 2 st • (p D)l • 1'2 • k/

a = H' L/Kc'

b + p4

que determina las de¡pndencias del factor de separación con la presión. Comparando
(13) con (18) se obtie~

H = H' p2, K c = Ke' p4, J(d = K/ pO (17)

con H'~. Kc' Y K
d

' independientes de la presión. Empleando (17) en (13) se llega a

(J p2

las expresiones entre paréntesis deben ser evaluadas a la temperatura Ti de la par ed de
radio 1'1 ' Los factores de forma son funciones de la relación de radios, de la temper atura
y de la interacción a través de cuantos parámetros ajustables contenga el potencial
molecular.

Las ecuaciones (14), (15) Y (16)', tras un sencillo análi sis dimensional, pueden es­
cribirse

La expresión (18) es una de las pruebas más utilizadas para comprobar la teoría.
Se encuentra que si los datos experimenta les de separación se representan gráficamente,
con p2/ In Q en ordenadas y p4 en abscisas, la ecuación (18) queda en la forma

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CI EN CIAS EXACTAS , . FlSICO-QUIMICAS y NATURALES

oe de
-- =--

oz dz

para t = 00, da
HL

lnQ= (13)
K e + K d

Par a poner en claro la dependencia del factor de separación con la presión debere­
mos explicita r las dependencias individuales de cada uno de los coeficientes H, [(e y Kd •

Siguiendo a Furry-s podemos expresarlos como el pro ducto de 1IC0 , J(e(O~ K/ o, magni­
tudes correspondientes al caso ideal de par edes planas>" , y unas correcciones de cilin­
dricida d e interacción molecular, conocidas como factores de forma ("shape íactors"}:
h' , kc' Y k

d
' . Las expresiones de los coeficientes de transpor te son :

en donde los subíndices A y B representan, respectivamente , que las cantidades en el
parén tesis deben ser evaluados en z = O Y :; = L , extremos superior e inferior de la
ins talación, la integración de la ecuación (9) con

los espacios muer tos de las instalaciones. En todos los casos el acuerdo cualitativo ha
sido excelente .

En lo que se refiere a propiedades de equilibrio, con o = O, basta considerar que
en el estado estacionario el transporte q1 es cero en cualquier sección del tubo . Igua­
lando (9) a cero y definiendo un factor de separación Q como
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(20)

(21)

p2
a--=b+ p4

In Q

In Qmax. = a/ 2 bl ( 2
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R2/fL{Kc + [(a)

es decir la tercera relación experimental, que , junto a las dos anteriores permite la de­
terminación de u, s, y [(a'

La bibliografía regis tra gran número de intentos de comparación de estos aspectos
cualit at ivos con la teorí a. En genera l, las conclusio nes que se obtienen del examen del
resul tado de dichos inten tos no son por el momento demasiado claras. Pueden resu­
mir se así :

a) La expres ión (18) par a la separació n estática es cualita tivamente muy correcta.
b) El problema del análisis transitorio de la operación en una columna no permite,

en general, obtener conclusiones definitivas. La medida a tiempos bajos es difícil y poco
precisa29, 35, en ella se pr esentan las perturbaciones de falta de régimen en la ins ta­
lación que hacen difícil obtener buenas medidas. Sin embargo, es esta pr ecisament e la
zona más interesan te para la medida de In tercera relación.

En las lín eas an teriores hemos intentado dejar bien patente el hecho de la perfecta
concordancia cualitativa entr e las predicciones teóricas y resultados experimentales,
tan to en condi ciones estacionarias como en las transitorias. Inmedia tamente se ve que,
de un estudio experimental de la separación está tica, se obtienen a y b, Con ellos y
con las (19), se tien en dos relaciones entre 1013 R, [(r. y [(a ; aña diendo un estudio de la
separación en r égimen no estacionario se puede obtener el valor de

Los m étodos de tranpor tes iniciales de DickeJ36 , Mor{31,' Clusius 38 , 39 y 40. Madaria­
ga29, Madariaga y M.endía4c1 , Ru th erford42 y de Narterr' ", aun cuando bastan te elabo­
rado s, no han llegado hasta el moment o a dar re sultados coherentes de los que se
pueda inferir un procedimi ento claro de medida. Sobr e este campo es deseable una
mayor contribución experimental, a pesar de que, in sistimo s, las pr edicciones de to­
das las formulacion es par ecen ser correctas.

3. Aspectos cuantitativos

con lo que dichos puntos se si túan sobre una recta. Este hecho es conocido y de ordi­
nario se acepta siempre w. 50. La ecuación18 representa otra de las excelentes concor­
dancias cualitativas de la teoría fenomenológica .

De (18) se obtienen la pr esión correspondiente a la máxima separación "pres ión óp­
tima " y también la separación máxima "factor máximo de separación" . 'Sus expres io­
lles son

Pasamos ahora a estudiar los aspectos cuantita tivos en la relación t eoría-experimento.
Nos hemos referido a los resultados cualit ativos de la teoría como aquellas pre dicciones
que pueden obtenerse de ella sin u tilizar nin gún modelo molecular. La inclusión en la
formulación del modelo molecular permit e la resolución de (5) y de las integrales (2),
(3) Y (4). Aun cuando se han utilizado muchos modelos moleculares para este fin nos
limitar emos a estudia r el modelo Lennard-Jones (12-6) ; · el cual es lo suficientemente
complejo para describir perfectamente las propiedades de mezclas binarias de isótopos
de un gas monoat ómíco. El modelo de tr es parámet ros Buckin gham (Exp-6) tratado por
Savirón y co1.24 no int roduce nin gun a ventaja especial en el trata miento de los datos
de la columna.
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(29)

(28)

(27)

(23)

(24)

(25)

(26)

(22)

TI(T) = '10 []'l /2 Q (2,2 )' (1'0') / 1'01/2 Q (2,2)'(1'0' )]

~. (1') = 1..
0

[Tl /2 Q (2,2)' (1'0')/1'01/2 Q (2,2)'(1" ) ]

D(T) = Do [1'3 /2 Q (1,1)0 (1'0' )/1'03 / 2 Q (1,1)' (1" ) ]

(J. (T) = (J.o [k/ (1" ) / 1f/ (1'0' )]

V er) = 4 E [(a /I')12_ (ajl')6]

k
e
' = 91 (In x o/I (t o) ) 7 JI. (Q(2,2)/ (Q(1,I)) '{2 dt

k
d

' = (In xo/f (t) ) J:'(t/xo Q ( 1,1) Q(2,2)) dt

El potencial Lennard-Jones (12-6) viene dado por

REVISTA DE L.4 AC flDEMIA DE CIENCIAS EXACT AS , FISICO-QUIMICAS y 'N AT URALES

A la vista de las anteriores expr esiones y teniendo en cuen ta (14), (15), (16), (27),
(28) Y (29) estamos en disposición de obt ener con independencia de los dat os experi­
mentales, los valores de H, K Y 1(<1 a partir de la teoría. Los factores el e form a para
cada modelo molecular se obti~nen de cualquier a de las tabulaciones-t . 4 5 que para ellos
registra la bibli ogrnfía . La comparación entre los coeficientes de transport e medidos y
los calculados por este método proporciona una prueba de In validez de In .leoría . A esta
concor dancia , si existe , nos referiremos en 10 que sigue como concorrlancia cunn lita tiva .

Gran número de tr abajo s en difu sión térmica se ocupan de este aspecto de la eorn­
pnraci énw . Uno de los problemas que se plantean en este campo es el de diseño de un a
in stalación para separa r, de un a manera pr edeterminada, una par eja de isótopos. Par a
ello, sin entra r en problemas de optimización y análogos, es necesari o conocer , a priori ,
el comport ami ent o de la instalación y ello requiere el conocimiento previo de H, Kr. y 1( ,1'

Una puesta a punto excelen te puede encontrarse en Saxena y Bnrnan ''>. En gcnera l
los diver sos investi gador es reseñan separaciones mucho más baja s que las previstas.
Medidas r ecien tes y cuidadosas del compor tam ien to de la columna r calizad rrs por
Rutherford 4 9 , 5 0 , Müller-" , Haman -s y otros sugieren que el compor tamiento de la co­
lumna debe ser mejor del que generalm ente se ha supuesto. Hay razones sin embargo
por las que esto s trabajos no constituyen todavía una prueba definitiva ele In teorí a .
Los experimentos de Rutherford, por ejemplo, tratan con monóxido de carbono iso t ó-

en que , como siempre TI , 1.. Y D son la viscosidad, (j¡f.usión ordinaria y coeficien te de
con ductividad, oc es el factor de difusión t érmica, T es la temperatura, 'las Q(i,I)' son
integrales reducidas de colis ión y lí/ es la r elación r educida de difu sión térmica12.
Las magnitudes '10' ~. o ' Do y oco son usualmente los mejores dato s experimental es dis­
ponibl es de las pr opiedades de transporte a una cier ta temperatura de r eferencia 1'0 es­
cogida generalmen te como la de la pared frí a de la columna 1'1'

La sus ti tución de (23) (26) en la expre sión (5) conduce a las (14) a (16) y con ellas
se obtienen las siguien tes rela ciones para los fact ores de form a20, 24

y predice para los coeficien tes (le transpor te del gas las expreslones -a
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pícamente sustituido, sistema par a el cual no existen datos para el factor de difu sión
térmica . Los resultados experiment ales de Müller son comparados con un pot encial to­
talmente inadecuado como es el modelo de la potencia in versa . El trabajo de Raman ,
reseñado, emplea ún icamente separacion es está ticas con las que sólo pueden medirse
dos de las tres re laciones necesaras para 'la obtención de los coeficientes de transporte.
La conclus ión genera l sobre estos aspec tos, es por tanto, que falta todavía gra n canti­

I dad de trabajo experimental para llegar a conclusion es claras. De momento la teoría
1no predice con seguridad de manera cuantitativa el compor tamiento de las instalaciones.
1 Esta situación unida al hecho de lo excelente de los acuer dos cua litativos hace el
problema at rayente para su estudio. Por parte de vari os investi gadores se han prop ues ­
to form as .de r esolver las discrepancias de manera más o menos sofis tica da. Por su in­
terés las reseñaremos.
¡ Los propios autores de la teoría fenomenológica Furry y Jones proponen la intro­
ducción de un coeficiente de remezcla parásita, ¡(d' , Este término es experimentalmente
ho distinguibl e del 1(c y tiene en cuen ta las r emezclas adiciona les del, gas por efecto de
asimetría en el centra do de los tubos.

Saxena y vVatson51 , Clusiu s52 y Grove53 han est udiado los efectos sobre la sepa­
ración producidos por la introducción de los espaciadores qu e centran el cilindro 'inte­
rior (generalmen te un hil o caldeado). Su s conclusiones no aportan ninguna solución
concre ta para las díscrepancias observadas.

Gonzál ez y Savir óns- ha n est udiado la influencia de la temperatura en la separación .
Aunque observan un a excelente concordancia cualita tiva tampoco resuelven el problema
de obtener las causas de las gra ndes discrep ancias cuantita tivas.

Barua y otros-e, variando el número de espaciadores colocados a 10 largo del hilo
caliente, en columna s de este ti po, intentan un procedimeinto de tarado para deducir
los motivos de la discrepa ncia teoría-experiment o. Tampoco en este caso las conclusio­
nes apor tan nada sustancia lmente nu evo.

Moran y Watson-", Clusiu s y Flubacherw, Quíntan íllaw y Huber56, han empleado
columnas de tubos concén tri cos para, un a vez taradas mediante un gas patr ón , obtener
r esulta dos acor des con otros gases. El método, simple en principio, se basa en la utili­
zación de los r esultados de una teoría , la de Jensen-», demasiado simpliíacada para que
puedan ser usados con confianza .

4. Medida del factor de difusión t érmica

De lo que acabamos de exponer , se desprende que de momento no está ni con mucho
resuelto el pr oblema del cálculo apriorísti co de las constantes de la colu mna . Resulta
entonces difícil , el diseñar instalaciones en condiciones prefi jadas de opera ción . Aún con
todo , éste no es el problema más impo r tan te ' de los qu e se plantean ; existe otro que es
el de la posibilidad de utilizar los datos de separac ión de la columna para la medida del
factor de difusión térmica.

Indicar emos los método s tradicionales de medida del factor (L . La etapa simple, es
decir dos bulbos mantenidos a tempera turas distintas, permit e obtener direc tamente de
la medida de la separa ción el factor (L . El método tiene el inconv eniente de que las
separaciones son pequ eñas y los errores de medida son en genera l altos. Una mejora
del anterior es el "s win g-sepa rator" o "trennschauk el"56, 57, combinación en serie de
etapas simples. La s epar ación crece poten cialmente con el nú mero de etapas de la serie
y puede medirse con menor error . El método, por ser más complejo, tiene también m ás
per turbaciones y la separaci ón debe mantenerse en uno s márgenes pr udentes .

La posibilidad de utilizar la columna para la medida del factor de difusión térmica
fue sugerida por Clusíus' ". Las ventajas son evidentes, las separaciones son mayores y
por tanto los errores de medida menor es. Existe sin embargo el inconveniente, no pe-
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(33)

(34)

(21)

(32)

(31)

(30)

(18)
l .. 1" -..1. .. "

p = b' /-4.op.

K
b = _ d_ p4

[(c
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In Qmax. = F • a.,

a
lnQ =--

ma x. 2 b' /2

1 (r¡ D) ( k' )'/2p2
op

• = v9l--
3

- o _ __d,_ • p2
T, P 1 kc

Utilizando las expres iones (18) y (13) puede escribirse la nt erior en la forma

en las que, como siempre, los subíndices 1 se refi eren a la pared fría ;
La. medida experimental de los In Q , jun t.o con el conocimiento de la combinación

de factores de forma max.

permitir ía, en pr incipio, el cálculo del factor a. .

Ya hemos hecho mención de los intentos de Clus ius y colaboradores para trata r de
obtener de medidas de la separación , valore s de a.. Cuando 'se utiliza la teo ría simpli­
ficada de Jensen-" o su equivalente de Jones y F I1I'lJ' 30 para el caso de paredes plana s
infinitas, la combina ción de factores de forma (33) toma el valor uno. Clusiu s postula
entonces que el factor a. puede escribirse en la forma

REVISTA DE LA ACADEM IA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

III. Método operatorio

que con las (21) , (14), (15) Y (16) Y tras alguna s implificación conducen a

El propósito de esta Memoria ha sido ya br evemen te enunciado. Vamos ahora a
exponerlo detalladamente.

La ecuación (18) da para la separación estática la expresión

la pre sión óptima y el factor máximo de separac ión víen en dados por las expresiones

1. Introducción teórica

queño , de que la constante a. y su dependencia con la tempera tura en tran en la form u­
lación de manera muy compleja .

A lo largo de este traba jo, se dedica especal at ención a este problema, propo niendo
un método para reso lverlo.
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(35)

(39)

(38)

(36)

(37)

In QExp . = m In QTh.
max. max.

L
In QTh. = 0.41883 - ~ (B/ k, Ti)

mazo TI

'J. = t (B/k)

para una 1'2 y r1/r2 fijos", podemos poner la (31) en la forma

para una pareja de isótopo s de una mezcla binaria .
Escrib iendo

si suponemos que el gas puede ser descrito por un potencial Lennard-Jones (12-6) . En
este caso, ' 'J. depende de la interacción y podemos escribir , con Chapman- o Kihara'll

• La expresión de • en las aproximaciones de Chapman y Kihara no .contiene o para mezclas
de isó topos.

en que el superindice Th . hace mención de que los íactores de separación han sido
obtenidos de las expresiones teóricas .

El estado actual de las comparaciones teoría- experimento no es, hemos dicho, sufí­
cientemen te bueno par autorizarnos a tomar como Q~h.:x . el obtenido de medidas en la
columna. Podemos sin embargo ensayar la posibilidad

en que rn es una consta nte que puede ser determinada por tarad o con un gas de inter­
acción bien conocida.

El estudio de la validez de la in troducción de la constan te 11l será ori entado en el
sentido de establecer que no depende de la interacción ni de las temperaturas Ti y 1'2
de la columna. El ser dicha constan te indepe ndiente del gas y de las temperaturas de
la instalación nos autorizará a considerar la corno constante geométrica. Hecho este
estudio y pudiendo asegurar que tal cosa ocurre, al menos dentro de márgenes razo­
nabl es de error - experimental, la expresión (39) nos servirá para determinar dir ecta­
mente la interacción de medidas de la separación máxima en la instalación .
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conduce a que tal suposición no es admisible, ni siquiera dentro del orden de magnitud
de los errores experimentales . Debemos aceptar entonces

h'
- - - - - = t (r1/r O ' 1'1/1'2' B/k, a)
(h/ • h

d
' ) 1 / 2 . -

Para una columna y tarando con un gas de el conocida, deduce el valor de F, valor
que utiliza ' posteriormente para deducir la constante de difusión térmica de otros gases .

La teoría del caso plano para la columna, no toma en cuenta la vari ación de los
coeficientes del gas con la temperatura, ni el hecho, real, de la geometría cilíndrica de
la instalación . Los factor es de forma incluyen dentro de sí estos dos hechos: por un
lado son correcciones de cilindricidad, por otro su depend encia de r. tr, y 1'1/1'2 es (lis­
tinta para cada modelo molecular. Un estudio detallado de la validez de la hipótesis



con

(44)

(41)

(42)

(43)

(40)

sido

T. = 452°K
T~ = 511°K

Los líquidos or gánicos empleados en la calefacción han

Ortodiclorobenceno o.. .oo .oo .o. . .. o.o
Quinoleina ... .. . .. . . .o . . . . .. . . . . . .
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p 2 = .22
•>Í7o • _ 1_ ( 11 D p2 ) 1 ( kkd

c

', ) 1 /

2

op. g ' \ 3 P

Las expresiones de los coeficien tes de tran sporte 'son

en que M es la masa molecular de Ía mezcla, o el diámetro de interacción y las Q(l,l ) .

las integrale s reducidas de coli si ón cor respondien tes al modelo molecular adoptado' >, en
este ca so el Lennard-Jones (12-6)o

Su stituyendo (41) en (40) se obti ene

10-6 T 3 1 1
p2 T b . = 3.5389 . __--:l=_ - - -- 'l' (s/k, TI' T

2
)

op , T
l

3 1II o.

.2. Montaje experimental

La in stala ción de difu sión térmica es, básicamente, una columna de tipo Clusius -
Dickel de' tubos concéntricos y con las sigitientes cara cterís ticas geométr icas, Figo l.

Longitud - ... .. . oo. ... .. . . . . . o. . .. 1490 mm .
Diámetro exterior del tubo in tern o 12,0 mm.
Diámetro in terior del tubo externo 27,4 mm .
Material .oo ..o ..o . o. o.. o.. . . . .oo Vidrio Pyrex

La segunda de las relaciones (32), nos dará oportunidad de poner a punto una for ­
ma análoga de tarado. Expresando (32) en fun ción de los coeficientes de transporte se
obtiene :

Tam poco ahora podemos tomar como p2o~b o el valor deducido del exper imento . Ha­
gamos como en (39):

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCI AS EX ACT AS, FI S ICO-QUIM ICAS y NATURAL ES

Las mismas consideraciones de an tes siguen siendo válidas, mediante un adecuado

conj unto de exper iencias pu ede llegar se a determinar hasta qué límites p2 es indepen-

. cliente de la interacción y de TI y T2, es decir hasta qu é limitesp2pu ede ser cons idera da
como un a cons tante geométrica . Sabremos entonces h asta qué punto el conocimi ento
de el k, p2 ~:o y de las demás magnitudes qu e interv ienen en (42) , permite la obten­
ción de los diámetros moleculares o de distintos gases. Y aún cuan do este pro cedimien­
to, corno tal, no fuera aceptable, los r esultados obtenidos ·serán un test ser io y un a
nueva contr ibución exper imen tal que ponga en claro la r elación teor ía-expe r imen to.
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lfABLA XVII

ABUNDANCIAS ISOTÓpiCAS NATURALES DE LOS GASES ' UTTLIZADOS

2°Ne 21Ne 22Ne
90.92 0.257 8.82
36Ar 38Ar 4°Ar
0.337 0.063 99.6

'8Kr 8°IÜ' 82Kr 83Kr 8.iKr 86KI'
0.35 2.27 11.56 11.55 56.9 17.37

124Xe 126Xe 128Xe 129Xe 130Xe 131Xe 132Xe 134.Xe
0.096 0.090 1.92 26.44 4.08 21.18 20.86 10.44
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La refrigera ción para la pared interior, temp eratura TI ' Be cons igue mediante un a
circ ulación de agua filtrada en circ uito cerra do desde un depós ito termoslatizado con
un mar gen de O.l°C. El depósito termostatlzado con tiene un os 25 litros de ag ua, la
temperatura TI se tom a al go más alta que la ambien te y el calor tomado de la in stala­
ción se elimina median te .serp en tin es de r efri ger ación .

El tubo de calefacción es tá dot ado de un ar ro llamien to
[le cin ta de Nicrothal sobre el calorífugo para evitar pérd i­
das de calor. Por ser tóxicos los vapores de los líquidos
emplea dos en la calefacción, sobre todo los de quinoleina, el
fluj o al ex terior s e impide mediante una columna de absor­
ción (le carbón activo y nn burbujeo sobre su lfú rico .

La in stalación es tá dotada de un sis tema convenci onal de
alto vacío en Pyrex : las llaves cierran con gra sa Apiezon-L.
Para evit ar el reblandecimiento de los cierres, debido a la alta
tempera tura producida por la calefacción , se han in stalado
arrollamientos de tubo fino de plomo, refrigerados por agua,
sobre las llaves de toma de muestra. La calidad de los com­
ponentes de ' la in stalación hace sufic ien te utilizar un com­
probador Tesla, para el control dél vacío. En última ins­
tancia el análisis espectrométríco , r epetido sobre cada ser ie
de medidas, es utilizado como compr obación 'de la es ta n-
qu eidad de la instalación.

El manejo, purificación y trasvase de los gas es se rea-
liza sobre pipetas, desgasífícada s a alta temp eratura , de
carbó n activo, enfr ia das con Nitrógeno líquido o sólido se­
gú n la temperatura qu e se desee al canz ar .

La instalación es tá dot ada de au tomatis mos de cor te de
ene rgía con trolados por el flujo de agua de refriger ación.
El tiempo de equilibrio de la columna, alrededor de una
h ora y media, acon seja r ealizar opera ciones de más de tr es
hora s. Los automatismos asegu ra n "que cad a mu estra está
en equilibrio.

Los gases utilizados Neón , Argón , Kripton y Xenon han
sido suminstrados por la Sociedad Española del Oxígeno.
Todos ellos son de pureza espectr oscópica. Trazas de otros FIG. 1. - Columna de difusión

térmicagases nobles son eliminadas utilizando la propia columna
como separ ador .

Las abundancias naturales de los divers os isótopos (le es tos gase s se · dan en la
Tabla XVII.
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4. Resultados experimentales

3. Métodos de medida y análisis

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICQ·QUIMICAS y NATURALES

l e ' R - px = O,

La lectura de las primer as cifras de ]J se hace dir ectamente en un "decapot", las res­
tan tes se leen sobr e el registrador por la técnica descrita en ref. 59. La gra n ventaja
del método es que permite aument ar de 10 a 30 veces la sensibilidad de medida con la
consiguien te disminución de errores .

Los gases escogidos para nu estro tr abajo son la serie de gases noble s Neón, Argón ,
Kripton y Xenon. C OIl ellos se han realizado medidas estáticas de separación a las tem­
peraturas de pared caliente del or todiclorobenceno y quin oleina y vari as tempera turas
de la par ed fría. Cada serie ha sido cuidadosamente realizada y cons ta de un número
de 'puntos suficientemente alto.

1 ·R-x =0a

La expresión (18) permite aproximar el orden de pres iones en el que la in stalación
va a tener la máxima separación. Conocido el valor aproximado de la presión óptima
se llena la columna, en frío , a tina presión que la supere en uno s 100 rnrnHg. en las
condiciones de trahajo. Cada opera ción de equilibrio se realiza disminuyendo la pre­
sión anterior en unos 15 mmHg. de man era que con doce a quince operaciones se abarca
un rango de pr esiones en el que queda comprendida la correspondien te a p oP. '

Las muestras se toman simultáneamente en ambos extremos de la columna . El ex­
ceso de tiempo sobre el de equilibrio aseg ura que, los pequeños tubos de conexión que
unen los extremos de la columna a la toma de muestras propiamen te dicha, se hall en
con gas a la concentración de equilibrio.

Los análisis de la riqueza isotópica ' de cada muestra se han realizado en un espec­
trómetro de masas Atlas-Mat CH-4, de sector magnéti co y con registro sobre papel.
Dado que bastantes de los isótopos pre sen tes en las mezolas elegidas tienen abundan­
cias menores del 1 %, y que para éstos el espectrómetro las da con errores del orden
del 1 %, cuando se miden por el método con vencional, hemos escogido como método
de medida el de compensación .

El método permite obtener la relación de alturas, o lo que es lo mismo la relación
de concentraci ones ck / ci par a un a par eja de isótopos determinada, con una sola medida
y con error menor del 0,1 %' De esta man era el cálculo de QeXll ., puede hacerse con
mayor pr ecisión que los limites marcados por la reproductibilidad de la propia insta-
lación . .

Describiremos el m étodos". El espect rómetro utiliza un único colector de iones. La
señal de entra da en el amplificador, par a el isótop o más abundante , que es proporcio­
nal a su concent ración, es compensada (hecha cero) mediante la superposición de x vol­
tios negativ os, procedentes de una fuente auxilia r de potencia l. El isótopo menos abun­
dante es asimismo compensado por un potencial p'.x. Si es R la resistencia de entrada
del amplificador , podemos escribir

con la e l e intensidad es de cor riente i óni ea para los isótopo s abundante y escaso respec­
tivament e. Se tiene entonces para la relación de concentraciones



(20)

(18)

700

p Imm.H;)

600

InQ=--­
b + p4.

500

El factor de separación Q y la presión están relacionados por
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FIG. 2. - Ajuste por mínimos cuad rad os lineal b y no lineal
a de datos tí picos de separación estática

El método elegido para el ajus te es el de mínimos cuadrados sobre la ecuación (20).
Aparentemente se plantea un problema al tr atar de utilizar el método anterior de re­
ducción de datos. Los puntos de baja presión, importantes para calcular b, tienen me­
nos peso en el ajuste que los de alta presión. Parece entonces que la magnitud b habrá
de venir afectada de gran erro r. Podría pensar se que sería preferib le utilizar la propia
expresión (18) para el ajuste . Se han tr atado todas las series de datos por los dos pro­
cedimentos y la calidad del ajus te de (20) es lo suficientemente buena para no encontra r
diferencias apr eciables , Fig. 2.

Ambos métodos de reducción se han programado en un computador IBM 1620. Los
resultados tabulados son los del método lineal. La biblio gra íía-s señala recientement e
que existen diferencias entre los dos métodos.. No obstante estas diferencias no son
típicas y son debidas exclus ivamente a la mayor dispersión de las medidas.

El programa calcula los valores de a, b, la presión óptima, el In Q~nx~~ . y el In Q
como función de la presión p. Las magnitudes cita das van acompañadas de 'Sus corres ­
pondientes errores probables.

Todos los resul tados obtenidos se han repr esentado gráficamente, Figs. 3 a 18. Aún
a pesar de las pequeñas 'Separaciones obtenidas, decrecientes con la masa molecular ,
puede observarse el perfecto ajuste de los datos experimentales sobre la ecuación (18)..

y se representan x = r, Y = p2Jln Q los puntos experimen tales deben situars e sobre
una recta de la cual es sencillo determinar a y b.

de la cual, por un oport uno aju ste , se pueden deducir las cons tantes a y b, Cuando (18)
se pone en la forma
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TABLA 1

S¡,aUE. - OHTOOICLOHOUEi'iCENO

NEO1\'
TI = 290
T2 = 452

P Alto Bajo Q LN( Q) LN(Q )R

57.908 50.000 1.375 .3190 6.6997
639. 42.091 50.000

58.0'29 50.000 1.382 .3239 6.8032
626. 41.970 50.000

57.961 50.000 1.378 .3212 6.7:454
613. 42.038 50.000

58.120 50.000 1.387. .3277 6.8821
592. 41.87\1 50.000

58.125 50.000 1.388 .327.9 6.8866
513. 41.874 50.000

58.150 50.000 1.389 .3289 6.9078
55?:. 41.849 50.000

58.218 50.000 1.393 .331.7. 6.9666
539. 41.7:81 50.000

58.129 50.000 1.388 .3280 6.8896
523. 41.870 50.000

58.111 50.000 1.387. .3273 6.87.45
507. 41.888 50.000

58.106 50.000 1.387 .32.l1 6.8700
491. 41.893 50.000

58.007. 50.000 1.381 .3230 6.7850
475. 41.992 50.000

57$34 50.000 1,371 .3159 6.6355
461. 42.165 . 50.000

57.630 50.000 1.360 .307.6 6..4602
446. 42.369 50.000

\

A = 7.2352 ± .0516 B = .2686 ± .0040 P02/ LJV(QJJ) = .074260

PO = 547. ± 2. LN (QM) = 6.9796 ± .1028
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~
,. p (mm Hg I

'50 550 650 750

FIG. 3

TABLA 11

SERIE. - ORTODICLOROBENCENO

ÁRGON

TI = 290
TI = 452

P Alt o Bajo Q LN(Q) LN(Q)R
---

54.063 50.000 1.176 .1628 3.0947
360. 45.9 36 50.000

54.291 50.000 1.187. .1721 3.2699
349 ~ 45.708 50.000

54.454 50.000 1.195 .1786 3.3943
339. 35.545 50.000

54.703 50.000 1.207. .1887. 3.5856
328. 45.296 50.000

54.944 50.000 1.219 · .1984 3.7703
315. 45.055 50.000

55.223 50.000 1.233 .2096 3.9841
302. 44.7.76 50.000

55.713 50.000 1.258 .2295 4.3609
280. 44.286 50.000

56.036 50.000 1.274 ..2426 4.6100
264. 43.963 50.000
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Arg on

100

2.

3.

4 .

5.

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO.QUIMICAS y NATURALES

56.209 50.000 1.283 .2496 4.7437

248. 43. 790 50.000

5G.444 50.000 1.295 .2592 4.9249
231. 43.555 50.000

56.538 50.000 1.300 .2630 4.9980

215. 43.461 50.000

56.540 50.000 1.300 .2631 4.9995
204. 43.459 50.000

56.432 50.000 1.295 .2587 4.9161

193. 43.567i 50.000

56.343 50.000 1.290 .2551 4.8470
183. 43.656 50.000

56.109 50.000 . 1.27.8 .2456 4.6665
172. 43.890 50.000

55.863 50.000 1.265 .2356 4.4768
162. 44.136 50.000

55.269 50.000 1.235 .2115 4.0196
147. 44.730 50.000

A = .7792 ± .0010 B = .0059 ± .0000 P02/ LJY(QM) = .015304

PO = 211. ± . LN(QM) = 5.0455 ± .0243



ESTUDIO DE LA INTERACCIO N MOLECULAR DE GASES MONOATOMICOS

TABLA 11I

S ERIE. - ORTüDlGLORüBENCENO

IÚHPTON

T1 = 290

T~ = 452

P. Alt o Bajo Q LN(Q) LN(Q )R

52..134 50.000 1.089 .0854 2.3639
183. 47.865 50.000

52.344 50.000 1.098 .0938 2.5966
173. 47..655 50.000

52.548 50.000 1.107: .1020 2.8224
162. 47.451 50.000

52..711 50.000 1.114 .1085 3.0041
152. 47.288 50.000

52.905 50.000 1.123 .1163 3.2192
140. 47.094 50.000

53.004 50.000 1.129 .1215 3.36 17-
130. 46.965 50.000

53..093 50.000 1.131 .1238 3.4218
120. 46.906 50.000

53.139 50.000 1.134 .125.7. 3.4791
110. 46.860 50.000

53.016 50.000 1.128 .1208 3.3421

99. 46.983 50.000

52.299 50.000 1.096 .0920 2.5462

74. 47.700 50.000

51.47,7 50.000 1.060 .0591 1.6355
55. 48.522 50.000

A = .1586 ± .0006 B = 0005 ± .0000 P02 / LN(QM) = .006428

PO = 114. ± . LN(MQ) = 3.5133 ± .0410
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200

Seri e O- di cl orob.nceno
T, • 290

T2 • 452

KRIPTON
=-====

150

FIG.5

p( mm Hg l

10050

2.

1.

3.

T ABL A I V

SERIE. - ORTOmCLOROBENCElNO

XENON

T
l

= 290

1'~ = 452

P Alto Bajo Q LN(Q) LN(Q)R

50.893 50.000 1.036 .0357: 1.1798

123. 49.106 -50.000

51.030 50.000 1.042 - .0412 1.3608

113. 48.969 50.000

51.069 50.000 1.043 .0427:- 1.4114

103. 48.930 50.000

51.323 50.000 1.054 .0529 1.7:480
91._ 48.676 50.000
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ESTUDIO DE LA I NTERACCION MOLECULilR DE GAS ES MONOATOMICOS

51.465 50.000 1.060 .0586 1.9353
81. 48.534 50.000

51.531 50.000 1.063 .0612 2.0223
70. 48.468 50.000

51.526 50.000 1.063 .0610 2.0161
60. 48.473 50.000

51.307 50.000 1.053 .052.:3 1.7261
50. 48.692 50.000

51.040 50.000 1.042 .0416 1.3735
40. 48.959 50.000

A = .0336 ± .0004 B = .0000 ± 0000 P02 jLN(QM) = .004078
PO = 69. ±1. LN(QM) = 2.0306 ± .1046



TA BLA V

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, F/SICO·QUIMICAS y NATURALES

--' 132 -

6.3984

6.3798

6.6033

6.6125

6.5142

6.6171

6.5450

6.5619

6.517.3

6.4926

6.4864

6.4602

6.3922

6.3115

6.1523

6.2585

LN(Q)RLN(Q)Q

SERIE . - ORTODlCLOROBENCENO

NEON

T
l

= 304
T:¡ = 452

Alto BajoP

57..272 50.000 1.340 .2929
479. 42.7:27; 50.000

57:.396 50.000 1.347 .2980
490. 42.603 50.000

57.567 50.000 1.356 .3050
500.. 42.432 50.000

. 57..457. 50.000 1.350 .3005
509. 42.542 50.000

57..630 50.000 1.::l60 .3076
520. 42.369 50.000

57.551 50.000 1.a55 .304;3

531. 42.448 50.000
57.668 50.000 1.263 .3091

542. 42.331 50.000

57..661 50.000 1.361 .3088
554. 42.33850.000

57.748 50.000 1.366 .3124
568. 42.251 50.000

57.697. 50.000 1.363 .3W 3
579. 42.302 50.000

57.813 50.000 1.370 .3151
591. 42.186 50.000

57.729 50.000 1.365 .3116
603. 42.270 50.000

57.807. 50.000 1.370 . 3~48 _

610. 42..192 50.000

57.693 50.000 1,363 .3102
621. 42.306 50.000

57.797 50.000 1,369 .3144
635. 42.202 50.000

57.537: 50.000 1.355 .3038
648. 42.462 50.000

57.558 50.000 1.356 .3046
660. 42.441 50.000

A = 7..7370 ± .0661 B = .3447 ± .0059 P02/LN(QM) = .089116
PO = 582. ± 2. LN (QM) = 6.5885 ± 1130
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NEON
"=

4. p l mm Hgl
~

450 550 650 750

FIG.7

TABLA VI

S F.RIE. - ORTODICLOROBENCENO

ARGON

Ti = 304
T2 = 452

P Alto Bajo Q LN(Q) LN(Q )R

55.068 50.000 1.225 .2034 3.8651
165. 44.931 50.000

55e .,231 50.000 1.223 .2100 3.9903
175. 44.768 50.000

55.269 50.000 1.235 .2115 4.0195
186. 44.730 50.000

55..758 50.000 1.260 .2313 4.3956
196. 44.2411 50.000

55.791 50.000 1.262 .2326 4.4212
205. 44.208 50.000

55.964 50.000 1.27:0 .2397 4.5547
213. 44.035 50.000

55..900 50.000 1.267 .2371 4.5053
225. 44.099 50.000

55.797. 50.000 1.262 .2329 4.4257
237. 44.202 50.000
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RE VISTA DE LA ACADEMIA DE CI ENCIAS EXACTAS , FISICO-QUIMICAS y N ATURALES

55.724 50.000 1.258 .2299 4.3699

248. 44.275 50.000

55.695 50.000 1.257 .2288 4.3473

264. 44.304 50.000

55.343 50.000 1.239 .2145 4 .0763

278. 44.656 50.000

55.054 50.000 1.224 .2028 3.8543

290. 44.945 50.000

54.999 50.000 1.222 .2006 3.8123

303. 45.000 50.000

54.928 50.000 1.218 .1977 3.7579

312. 45.0711 50.000

54.508 50.000 1.198 .1808 3.4355

324. 45.491 50.000

54.502 50.000 1.197, .1805 3.4308

332. 45.497' 50.000

54.,499 50.000 1.197 .1804 3.4292

340. 45.500 50.000

54.17:4 50.000 1.,l82 .1673 3.1801

364. 45.825 50.000

A = .8205 ± .0076 B = .0084 ± .0002 P02jLN(QM) = .020663

PO = 230. ± 2. LN(QM ) = 4.4559 ± .1196
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TABLA VII

S ERIE. - ORTODICLOROBENCENO

RnIPTOi:'(

Ti = 304
T2 = 452

P Alto Bajo Q LN (Q ) LN(Q )R

51.620 50.000 1.067 .0648 1.7942

65. 48.379 50.000

52..111 50.000 1.088 .0845 2.2285

77. 47.888 50.000

52.428 50.000 1.102 .0972 2.6896

86. 47.57I 50:000

52.754 50.000 1.116 .1102 3.0513
101. ' 47.245 50.000

52.856 50.000 1.121 .1143 3.1650

111. - 47.143 50.000

52.905 50.000 1.123 .1163 3.2192

127. 47.094 50.000

52.799 50.000 1.118 .1120 3.1008
141. 47.200 50.000

52.635 50.000 1.111 .1055 2.9196

152. 47.364 50.000

52.509 50.000 1.105 .1004 2.7799

162. 47.490 50.000

'52.342 50.000 1.098 .0937 2.5941'

172. 47.657 50~OOO

52.153 50.000 - 1.090
182. 47.846 50.000

52.036 50.000 1.084
193. 47.963 50.000

51.923 50.000 1.080
203. 48.076 50.000

A = .1689 ± .0010 B = .0006 ± 0000 P02 jLN(QM) == '.007992
PO = 122. ± . LN(QM) = 3.2506 ± .0629
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Seri e O- di c l oroboncl no
TI· 304

T2 • 452

2 ,

3,

1.
P (mm Hgl

•
50 100 150 200

Fra . 9

TA B LA VIII

SERIE. - ORTODICLOROBENCBNO
•

XENON

TI = 304
T2 = 452

p AIto Bajo Q LN(Q ) LN(Q )R

50.497 50.000 1.020 .0199 .6567
177. 49.502 50.000

50.531 50.000 1.021 .0212 .7019
166. 49.468 50.000

50.746 50.000 1.030 .0298 .9850
144. 49.253 50.000

50.809 50.000 1.032 .0323 1.0682
134. 49.190 50.000

50.905 50.000 1.036 .0362 1.1957
124. 49.094 50.000

51.042 50.000 1.042 .0417 1.3766
114. 48.957 50.000

51.181 50.000 1.048 .0472 1.5597
103. 48.818 50.000
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51.290 50.000 ~.053 .0516 1.7042
93. 48.709 50.000

51.371 50.000 1.056 .0548 1.8106
87. 48.628 50.000

51.423 50.000 1.058 .0569 1.8792
81. 48.576 50.000

51.472 50.000 1.060 .0589 1.9446
75. 48.527, 50.000

51.444 50.000 1.059 .0577, 1.9073
67. 48.555 50.000

51.383 50.000 1.056 .0553 1.8262
61. 48.616 50.000

51.259 50.000 1.051 .0504 1.6634
54. 48.740 50.000

51.028 50.000 1.042 .0411 1.3576
45. 48.971 50.000

A = .0360 ± 0002 B = .000 ± .0000 P02 /LN(QM) = .004756
PO = 73. ±1. LN(QM) = 1.9477 ± .1016

2.

l,S

1.

Ln Q

50

p (mm Hg)

100

FIG. 10
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5.
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E STUDIO DE LA INTERACCIO N MOLECULAR · DE GASES MONOATOMICOS

TA B L A X

S ERIE . - ORTODICLORORENCEl'iO

ARGON

T¡ = 323
T

2
= 452

P Alto Bajo Q LN(Q )

53.761 50.000 .1507

375. 46.238 . 50.000

54.033 .1616
359. 45 .006

54.243 .1701
345. 45.756

54.331 50.000 .17·37 3.3003
33l. 45.668 50.000

54.574 1.201 .1834 3.4862

345. 45.425

54.656 1.205 .1868 3.5494

298. 45.343

~ ~39 -



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , F/SICO-QUIMICAS y NATURALES

54-.816 50.000 1.213 .1932 3.6719
280. 45.183 50.000

54.843 50.000 1.214 .1943 3.6923
262. 45.156 50.000

54.851 50.000 1.214 .1946 3.6985
246. 45.148 50.000

54.'149 50.000 1.209 .1905 3.6202
227. 45.250 50.000

54.605 50.000 1.202 .1847 3.5099
211. 45.394 50.000

.54.354 50.000 1.190 .1746 3.3178
192. 45.645 50.000

53.902 50.000 1.169 .1564 2.9717
173. 46.097 50.000

A = .8551 ± .0046 B = .0128 ± .0002 P02jLN(QM) = .030107.
P O = 255. ±1. LN(QM) = 3.7684 ± 0541

Sorlo O.dlclcrobenceno
TI .. 3Z3
T2 .. 4SZ

300

pi mm Hg)

o o

FIG. 12

- .140 -

200

2.

100

5.

¡Ina

3.



ESTUDIO DE LA INTERACCION MOLECULAR DE GASES MONOATOMICOS

TABLA XI

SERIE. - ORTODICLOROBEl'lCENO

KRIPI:ON

Tl = 323
T:¡ = 452

P Alto Bajo Q LN(Q) LN( Q)R

52.031 50.000 1.084 .0813 2.2493
200. 47..968 50.000

52.178 50.000 1.091 .087.1 2.4121
187. 47.821 50.000

52.319 50.000 1.097 .0928 2.5689
172. 47.680 50.000

52.412 50.000 1.101 .0965 2.6721
159. 47.587) 50.000

52.485 50.000 1.104 .0994 2.7523
143. 47.514 50.000

52.426 50.000 1.102 .097.1 2.6871
127. 47.753 50.000

52.299 50.000 1.096 .0920 2.5462
112. 47.700 50.000

52.019 50.000 1.084 .0808 2.2..'366
97. 47.980 50.000

51.672 50.000 1.069 .0669 1.8511
83. 48.3211 50.000

51.286 50.000 1.052 .0514 1.4235
71. 48.713 50.000

50.915 50.000 1.037 .0366 1.0131
59. 49.084 50.000

A = .1909 ± .0013 B = .0011 ± .0000 P02/LN(QM) = .011977
PO = 139. ± . LN(QM) = 2.8234 ± .0480
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200

o

150

oo

FIG. 13

pl mmHgl

100&0

T, • 323
T2 • 452

Se r i e O- dí c l orobenceno

2.

1,

3.

TA BLA X II

SERIE. - ORTODICLOROBE~CE~O

XENON
1'2 = 452
1'1 ~ 323

P Alt o Rajo Q 'LN(Q) LN(Q )R

50.859 50.000 1.0a5 .Oa44 1.1352

131. 49.140 50:000

50.992 50.000 1.040 .0397 1.3101
120. 49.007 50.000

51.085 50.000 1.044 .0434 1.4336
no. 48.914 50.000

51.174 50.000 1.048 .0469 1.5603
98. 48.825 50.000
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51.264 50.000 1.051 .0505 1.6697

85. 48.7.35 50.000

51.221 50.000 1.050 .0488 1.6132

7.3. 48.778 50.000

51.114 50.000 1.445 .0445 1.4714
62. 48.885 50.000

50.898 50.000 1.036 .0359 1.1862

52. 49.101 50.000

50.666 50.000 1.027 .0266 .8791
42. 49.333 50.000

A = .0390 ± .0002 B = .0001 ± .0000 R02/L N(QM) = 006821

PO = 81. ±. LN(QM) = 1.6913 ± 0276

2.

1,5
LN Q

Ser ie O-d i c l orobenceno
TI = 3 Z3

TZ • 4SZ



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIEN CIAS EXACTAS , FISICO-QUIMICAS y NATURALES

T A B L A X II I

SERIE. - Q U 1 N O L E 1 N A

NEOl'i

T
1

= 298
T2 = 511

P Alto Bajo Q L N(Q ) LN(Q )R

59.153 50.000 ~ .448 .37.03 7.7}67¡

'1.63 . . 40.846 50.000

f~~ .. _._... ~~ .
59.402 50.000 1.463 .3806 7.9931

7.40. 40.597: 50.000
r -
:A~ '"- .: I . "-__;.a_. l_ ...

59.613 50.000 1.476 .3894 8.177.4

720. 40.386 50.000

59.808 50.000 1.488 .3975 8.3475

69S. 40.191 50.000

59.861 50.000 1.491 .3997. 8 .3940

677. 40.138 50.000

60.078 50.000 1.405 .4087. 8.5832

663. 39.921 50.000

60.116 5U.000 1.507. .4103 8.6167:

646. 39.883 50.000

60.282 50.00 1.517 .44172 8.7624

631. 39.717 50.000

60.249 50.000 1.515 .4158 8.7334

611. 39.750 50.000

60.127. 50.000 1.508 .<1107 8 .6264

593. 39.872 50.000

60.133 50.000 1.508 .4110 8.6320

57:4. 39 .866 50.000

60.097 50.000 i .soo .4095 8.5999

554. 39.902 50.000

A = 10.8588 ± .0497 B = .3885 ± .0046 P02 jLN(QM) = .071571

PO = 600. ±1. LN(QM) = 8.7097 ± .0920
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;., \

Serie Quin oleina
TI -298
T2 -SIl

NEON
--;-

o

" ' , . ~ - , .

'1

8.

9.

500 600 . 700 800

FrG. 15

TABLA XIV

SERIE. - Qur N O LE 1 N A
N EON

TI = 308
T2 = 511

P A lto Bajo Q LN(Q) LN(Q )R

59.123 50.000 1.446 .3690 7.7506
7.44. 40.876 50.000

59.236 50.000 1.453 .3737. 7..84!H
724. 40.763 50.000

59.342 50.000 1.459 .3781 7.9414
698. 40.657 50.000

59.617 50.000 1.476 .3895 8.1803
674. 40.382 50.000

59.766 50.000 1.485 .3957. 8.3107
656. 40.233 50.000

59.711 50.000 1.482 .3934 8.2626
637. 40.288 50.000

59.563 50.000 1.472 .3873 8.1333
600. 40.436 50;000

59.515 . 50.000 1.470 .3853 8.0019
578. 40.484 50.000

A = 11.0739 ± 1298 B = .4526 ± .0127 P02 jLN(QM) = .081753
PO = 623. ± 4. LN(QM) = 8.2296 ± .2123
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5.1406
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500 600 700 800

~
FIG. 16

TABLA XV

SERIE . - Q U 1 N O L E 1 N A

AAGON

Ti = 308
T2 = 511

P Alto Bajo Q LN(Q)

56.739 50.000 1.311 .2712
306. 43.260 . 50.000

57.064 50.000 1,:329 .2845
288. 42.935 50.000

57.366 50.000 1.345 .2968
270. 42.633 50.000

57.591 50.000 1.358 .3060
250. 42.408 50.000

57.517 50.000 1.353 .3029
226. 42.482 50.000

57.096 50.000 1.330 .2851
204. 42.903 50.000

56.723 50.000 1.310 .2705
182. 43.276 50.000

55.824 50.000 1.263 .2340
160. 44.175 50.000

A = 1.1377 ±.0060 B = .0095 ± .0001 P02 jLN(QM) = .016799
PO = 237. ± . LN (QM) = 5.8192 ± 0699

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, F/SICO-QUIMICAS y NATURALES
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3.3127
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51.966 50.000 1.081 .0787.
48.033 50.000
52.269 50.000 1.095 .0908
47.730 50.000
52.588 50.000 1.109 .1036
47.411 50.000
52.989 50.000 1.12J .1197
47.010 50.000
53.445 50.000 1.148 .1380
46.554 50.000
53.795 50.000 1.164 .1521
46.204 50.000
53.959 50.000 1.172 .1587
46.040 50.000

B = .0009 ± .0000 P02jLN(QM) = .007053 ,
LN(QM) = 4.3536 ± .0443

FIG. 17

EST UDIO DE LA INTERACCION MOLECULAR DE GASES MONOATOMICOS

plmmH;)

P

257.

237.

217.

173.

152.

195.

3¡=-
5O
o-- - - - -:±:--...-- ...-- --:::!",..-- - - - --::,;-- - - - - --'

131.

A = .267.4 ± .0005
PO = 133. ± .
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Ti( OK) .T
2
(OK) In Q~~x . lI! .Q~á; .

290 452 6.98 ± 0.9 44.643
298 511 8.71 ± 0.09 54.943
304 452 6.6 ± 0.1 39.925
308 5~1 9.2 ± 0.2 51.643
323 452 5.43 ± 0.09 33.882

• Calculado con el modo L-J (12-6), E/k = 35,7

TABLA X V II I

FACTOR MÁXIMO DE SEPA R ACIÓN PAR A EL NEON .

Para el cálculo de los valores de Q~áx . es necesar io elegir 'un modelo de interacción
molecular con los parámetros adecuados. Como modelo utilizaremos el de Lennard Ion es
(12-6), suficientemente capaz, como hemos dicho, de representar el gas en el intervalo
de temperatura de nue str as medidas.
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Estudiaremos en primer lugar los res ultados exper imen tales para el factor maxuno
de separación en las muestras de Neon. Un resumen de los mismos figura en la Tabla
xvm.

Empleando la relación (39) inten tar emos obtener una cor relación entre los valores
de .ln Q·~áx. y los de In Q~~x. calculados con (38).

IV. Discusión de los resultados

1. Factor máximo de separación
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(39)

60

-Th
ln Qmáx ..

-Exp
Qmdx

;.: '
f • .' ~
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FIG. 19. - Cor relación de In Q.:i1::~ . _ . In Q~~~x . para el Neon

Como parámetro de interacción apropiado para el Neon tomaremos el que figur a en
la Tabla XVill, con el que pu eden in terpretarse de una manera razonable tanto las
propiedades de equilibrio como las de transporte.

4.

a

que pasa por el origen, ya que en condiciones físicas de ausencia de separación tanto
Q~h,;x . como Q6;rax. valen la unidad. ,

Estudiaremos a continuación la influ encia del parámertc 6//e en la validez de la re-
lación (39). -

El procedimiento seguido es utilizar para el cálculo Q~~·x . valore s del parámetro de
interacción muy distintos del cor respondien te al potencial que describe el gas. Se han
calculado los QTh. corre spondient es a valor es de 6/ k desde 2D a 100oK, ambos mu y
alejados de la int~~;acción real (piénsese que para Helio y Argon B/k vale respectívamen­
mente 10 y 124 °K). Con IOB resultados obtenidos se han ajustado los valore s de m de
la ecuación (39) . Los result ados para los extre mos del intervalo de B/k elegido se
muestran gráficamente en la Fig. 20.

El cálculo de las magnitudes <I> y In Q'1i,~·x . a partir de (38) r equiere el conocimiento
previo del valor de la combinación de factores de forma (36). Aun cuando se han dado
tabulaciones para ellos, hemos prefer ido proceder a calcularlos direc tamente mediante
el procedimiento indicado en la referencia . El cálculo directo evita las posibles impr e­
cisiones de una interpolación de varios par ámetros y la acumulación de errores causa­
da por la posterior manipulación de los datos . Para los valores (l o se ha tomado la tabu­
lación de Hirsch íelder obten ida con la aproximación de Chapman-Cowling«

Los resultados para In Q~ax . se muestran, junto con los experimentales, en la Tabla
XVill. En la Fig . 19 se han representado los valores de In Q.~:. . fr ente a los de In Q~~·x .

Los puntos experimentales se sitúan sobre una recta de ecuación
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VARI.-I.CIÓl\ DE 111 CO:'i E/k PAR A EL NEOl\
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TABLA XIX

E/k

20
30
31
32
33
34
35
35.4
35.-;:
36
37.
38
39
40
50
60
70
80
90

100

FrG. 20. - Estudio de la influencia de e / k en la relación entre
In QTh. y In Q.~P . para Neon

M ax. M ax .

5

10
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Los valores de la pendi ente m se obti enen por un ajuste por mínimos cuadrados y

los del error probable 6,m como se expone a continuación.
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(
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l'l.m = re D
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n -2

FrG. 21. - Variación de l error relat ivo de m con
el porámetro de in teracción, para Neon

o

2

__ l'l.m
Los resultados obt enidos para m, l'l.m y -----=-- x 102 se muest ran en la Tabla XIX.

ni
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El error probable de cada ajuste en tan to por ciento del valor de la pendiente m se
ha representado en la Fig. 21 tomando en abcísas los valores correspondientes de El k.
De la figura se despr ende que todos los ajus tes realizados son igualmente buenos den­
tro del error experimental cometi do Y, como consecuencia, que la relación (39) repre­
senta 'una familia de rectas, es decir se cumple independientemente de la int eracción es­
cogida para describir el gas, y de las temperaturas de la insta lación .

ESTUDIO DE LA INTERACCIO N MOLECULAR DE GASE S MONOATOMICOS

La recta a ajustar tien e de ecuación

si (x¿, y¡) es uno de 10'8 puntos medidos, e Ti; es el valor calculado con (38) , los errores

probables en a ym vienen dados por75 :

con

Este resultado nuevo y en cier to senli do sorprendente es difícil de justificar teóri­
camente dada la complejidad que presenta la formulación del fenómeno, por ello parece
conveniente asegur arse experi mentalmente de su validez con nuevas comprobaciones.

Los datos que registr a la bibliografía no son todos apropiados para una comproba­
ción de este tipo. Los de Moran y \Vatson5 5 son resultados de experiencias realizadas
con distintos gases en las mismas condiciones de temperatura, como ocurre con los
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TABL A XX

E/k.13O'K

E/k.220' K

In Q~

T1(OK) T
2
(OI() In Q el."Il . In Q~.:: .ui ex .

292 600 28.08 41.737
292 700 41.82 55.963
292 800 51.34 70.400
292 1020 70.53 100.775

* Calculado con el mod o L-J (12-6), E/ k = l72

ea
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FACTOR MÁXIMO DE SEPARACIÓN PARA EL KmPToN. Los DATOS
EXPEnIMENTALES SON LOS DE LA REFERENCIA (74) .

F I G. 22. - Estudio de la inf luencia de E/ k en la rel aci ón In QT:1I~" .­

In Qe~.:x . para los datos de Kripton de González Alvarez

Los re sultados citados se muestran en la Tabla XX, en ella puede verse que las
condiciones del experimen to son particularmen te apropiadas para un test más severo de
la validez de la relación entre los factores de 'Separación máxima teóricos y experimen­
tales. Por un lado la relación de ra dios es 24.5 fren te a 2.28 que tiene nu estra in stala­
ción, por ' otro los defectos de construcción señalados ante riormente son más .patentes
en una columna de hil o calien te que en una de tubos concén tricos y por úl timo se em­
plea un gas de interacción muy diferente al Neon (E/k = 172 °K para el Kripton frente
a E/ k = 35.7 °K para Neon).

resultados de Reinbcl d- s para los gases nobles . Unos resultados en principio apr opiados
son los de Grove et al. 5 3 que abarcan una variada gama de temp eratura aunque desa­
for tunadamente , la mezcla empleada para las experiencias (He-II2 ) está demasiado lejos
de las condicones que la teoría FJO supone para describir el gas: mezclas isotópicas
monoatómicas capaces de ser descr itas por poten ciales convencionales y en las cuales
las correcciones cuánt.icas no sean importantes. Por ello hemos preferido utilizar los
datos de Savirón y González Alvar ezt» obtenidos en una columna del tip o de hilo ca­
liente para la mezcla isotópica mul ticompon ente de Kripton.
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Nuevamente se confirma que dentro dc un amplio mar gen de valores del parámetro
de interacción la relación cu tre In QTh. y In Q e>:p. es lineal ind ependientemente del
valor de 6/k escogido para el cálculo d~xQ~~x . . Es"te resultado obtenido para dos cas os
límites de oper ación, como son, el empleo de un g~s ligero, Neon, en un a ins talación
de relación de radios próximo a uno , como la empleada por nosotros, o el uso de un

TABLA XX I

/}"m
VALORES DE m , /}"m ~· 102 PARA LOS DATOS EXPERIMENTALES

m
DE K RIP1'ON, REFERE NCI A (74)

6/ k( OK) m /}"m /}"m xl02

m

130 .579 .013 · 2.2
140 .607 .012 2.0
150 .637 .on 1.8
160 .671 .012 1.7
170 .708 .013 1.8
172 .716 .013 1.8
180 .748 .015 2.0
190 .792 .017 2.2
200 .839 .021 2.5
210 .891 .025 2.8
220 .947 .031 3.3

1A:.,,'
.f "

~r¡ ~ {I , ~.~

- o o
o o o

o o 0 0

E/ k ¡'K!

120 1 ~0 160 180 200

FIG . 23. - Variación del error relativo de I n con el parámetro
de interacción para Kript on , en columna de hil o calie nte, ref. (74)

El tratamiento de los datos experimentales de la Tabla XX se realiza como se ha
descrito anteriormente para las medidas de Neon.

Se escoge primeramente un intervalo de valore s del parámetro 6/k, que en n uestro
caso va de 1300K a 220°K. Con cada UIlO de ellos se calculan los valores de Q;'~dx . corres­
pondient es a cada pareja de temp eraturas TI - T

2
reseñadas en la Tabla XX, y final-

mente se ajusta por mínimos caudrados el valor de m.
' En la Fig. 22 se mu estran los valor es obt enidos para los valores extremos del ín ter-

valo de 6/ k elegido . .
En la Tabla XXI se mu estran los resultados obtenido s para la pendiente m de cada

una de las rectas, el error probable /}"m de cada uno de los ajustes y el error relativo
en tan tos por dento, fina lmente en la Fig. 23 se repre sentan los errores probables, en
tan los por ciento del valor de la pendiente para cada uno de los aju st es.
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gas de alta masa molecular , Kripton , en una columna de alta relación de radios, pare­
cen confirmar suficientement e que, al menos dentro de los márgenes de error experi­
mental , .10'8 valor es de la separación para un gas en una instalación de termo difusión ,
pueden ser calculados de la teor ía mediante el conocimiento previo del comportamiento
experimental de la misma , en condiciones de temperatura cualesquiera.

El alcance de esta conclusión en lo que respecta a la tan discutida validez de la
teoría, para ser .u tilizada en el proyecto de ins talaciones de termo difusión será anali­
zado en las conclusiones genera les, juntament e con el resto de 1013 resultados de este
trabajo.

TA BLA X XII

óm
VALORES DE 1n, óm y -=-: X 102 PARA LOS GASES UTILILIZADOS EN ESTE TRABAJO

m

Gas .n«:K) m óm óm/ m xl02

Neon ... ... 35.7 0.166 0.006 3.3
Argon ... ... 125 0.169 0.009 5.5
Kripton 172 0.167 0.006 3,5
Xenon ... ... 229 0.160 0.004 2.7

El mismo resultado que el que acabamos de exponer, ha sido obtenido para el resto
de los gases que se han ut ilizado en nu estras experiencias, Argon , Kripton y Xenon.

En la Tabla XXII se mues tran los valor es de ni así como los correspondientes errores
para cada uno de los ajustes. Pu ede observarse que los rangos de validez de los aju s­
tes par a cada gas son an áloga a los encontrados para el Neon.

2. Estudio de la presión óptima de separación

En este apartado estudiaremos las cor relaciones existen tes entre los resultados pre­
vistos por la teoría para las pres iones que dan la máxima separación en la instalación
y los correspondient es resultados experimentales.

Es sabido que la expresión que da la pr esión óptima es

(42)

en donde la función W depende de las temperaturas de las par edes fría y caliente y del
parámetro de in teracción escogido para describ ir el gas.

En la expresión (42) interviene el diámetro de colisión a, que aparece en el potencial
molecular, lo cual indi ca que esta fun ción será más sensible a las propiedades de trana­
porte de prime r orden del gas , que el factor de separación.

La determinación de la presión a la que corresponde la máxima eficiencia termodi­
námica en una operación está relacionada directamente con el valor de P ODo y es por lo
tanto un factor impor tante en el diseño de una instalación. Es cierto y se desprenderá
de los resultados que iremos exponiendo, que el cálculo teórico de tal magnitud conduce
a resultados mucho mayores que los obtenidos experimentalmente para una instalación
convencional de cons trucción no mu y cuidadosa .

Este hecho ha sido cons tantemente reseñado en In bibliografía.
Por otra parte las predicciones cualita tivas de la teoría, como la dependencia del fac­

tor de separación con la presión, y la variación de la presión óptima con la temperatura
del hilo caliente, estudiada por González Alvar ez7'1 , se cumplen con gran preci sión. Po-
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(47)pexp • = p pTh.
e OP, op ,

T1(°K) T, (0J() pr;,~.. (mmR g) pEoX¡;. (mmHg)·

290 452 547.1 2775.6
298 511 600.0 2859.7
304 452 582.3 3052.5
308 511 523.4 3028.4
323 452 672.5 3491.2

.. Calculado con s l k = 35.7 , o = 2.786
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Con objeto de comprobar si la relación (47) sigue siendo lineal aun en el casa en
que el valor de El k empleado pa ra calcular p~~: no sea el qu e propiamen te describe la
interacción del gas, se ha seguido un pr oceso análo go al empleado en el apartado 1. Uti­
lizand o valor es de El k desde 200K hasta 1oooK, y el mismo valor de o par a todos ellos,
se han calculado con (42) los valor es de p~h : corespondieutes a to das las operaciones .
rea lizadas. Para cada valor de Elk se ha a j~lstado por un pr ocedimiento de mínimos
cuadra dos la r ecta (47), obteniéndose de cada ajus te el error probable 6.ji con las ex­
presiones (45) y (46). En la Tabl a XXIV figura un res-umen de los r esultados obtenidos.
En la Fig. 24 se representan los errores probables en tantos por ciento para cada un o
de los ajustes.

Par ece en principio que es posible obte ner r elaciones lineales entre los valores te ó­
ri cos y exper imen tales a la pr esión óptima, aun emplean do pa ra el cálculo teórico valo­
res de los parámetros de interacción muy alejados del qu e corr ecta mente .corr esponde
al gas .

VALO R E S DE LA P RESIÓN ÓPTI MA, EXP ER IMENTA LES Y

TEÓRI COS P ARA NEON

T A BLA XXIII

In teresa saber hasta dónd e ji puede ser cons idera da como un a constante geométrica
in dependi en te, para cada gas, de las temperaturas de las paredes fría y caliente,

Un resumen de los r esultad os obte nidos para Neon se muestran en la Tabla xxm
donde figu ran junto a las temperaturas de la operac ión los valores medidos y los cal­
culado s, para la pre sión óptima , mediante el valor correcto de la interacción para este
gas.

r

dría resumirse la cuestión a este respect o in dican do que aún cuando las pr edicciones
cua lita tivas son buen as, la validez cuantit ativa de la teoría es hoy día práctica mente
nul a. Pi énsese que en una in stal ación convenciona l, como la descrita en la referencia (U),
un er ror del SO % en la pr esión óptima puede cond ucir , para gase s pesados como Kr y
Xe, a la aparición del r égimen turbulento en el proceso de conv ección libre que tiene
lugar en la columna, con la cons iguiente pérdida de utilidad de toda la formulación .

En este apar tados se pr etenden deducir del estudio de la correlación entre la pre sión
óptima medida y la calculada teóri came nte, consecuencias que permitan r esolver el es­
tado actual de desacuerd o en tre la teorí a ,y la experiencia . -

Segu iremos para el t ratamiento de los dat os experimentales de pr esión óptima un
procedirnento aná logo al del apar tado anterior .

Los r esultados de Neon a las temperaturas de calefacción correspondientes al or to­
diclorobenceno y quin oleina qn e figuran en las Tablas I a XVI serán empleados para
estudiar la r elación .
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TABLA XXIV

VARIACI6N DE P CON El le PARA EL NEON

E/1i (0K) /1P
p /1p ---:=-: X 102

P

20 :1816 .0055 3.0
30 .1934 .0056 3.0
31 .1944 .0059 3.0
32 .1953 .0059 3.0
33 .1962 .0059 3.0
34 .197.1 .0060 3.0
35 .1980 .0060 3.0
35.4 .1984 .0060 3 .0
35.'( .1986 0060 3.0
36 .1989 .0060 3.0
37, .1997 .0060 3.0
38 .2006 .0060 3.0
39 .2014 .0061 3.0
40 .2022 .0061 3.0
50 .2099 .0063 3.0
60 .2167 .0064 3.0 '
70 .2230 .0065 2.9
80 .2289 .0067 2.9

100 .2402 .0069 2.9

1.
1·:,10'

o o--o----ס-ס-0 O Oo o

2

E/k (O K) ..
O 1.0 80

FIG. 24. - Variación del error relativo de p con el parámerto
de interacción , para Neon

Expondremos a continuación los r esultados ob tenidos con las medidas de Kripton, en
una columna del tipo de hilo caliente rea lizadas por González Alvarez. En la Tabla XXV
se resumen los correspondientes datos experimentales. Figuran en ella asimis mo los
valore s teóricos calculados con los parámetros de interacción del Kripton . En la Fig. 25
se repr esentan los valores de p~;'. fr ente a los de p~~ : .

Empleando los valores de El lique figuran en la Tabla XXIV se han realizado tam­
bién suces ívos ajustes por mín imos cuadrados de la expresión (47) . Los resultados para
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T,(OIí.) P~~·. (m mJIg) pEu~. ( mmHg) +

600 325.1 342.9
700 314.4 345.1
800 321.8 355.0 ,
900 331.2 369.4

1020 349.2 390.5

e]k(OIC¡ P t1.p t1.p/p xl02

130 .943 .011 1.3
140 .860 .012 1.4
150 .87:6 .013 1.5
160 .891 .014 1.6
17:0 .907. .015 1.7,
172 .910 .016 1.7.
180 .922 .017 1.8
190 .938 .018 1.9
200 .953 .019 2.0
210 .968 .021 2.1
220 .983 .022 2.2
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TABLA XXVI

... Los valores experimen tales son los de 74)
** Calculado s con z/k = 172°K, a = 3.591

VALORES DE P ODo EXPEllIMBi'iT.\LES· y TEÓRICOS" ¡'AllA KRIPTON

T ABL A XXV

T/ olí.)

292
292
292
292
292

VARIACIÓN DE 15 CON eJk PARA LOS DATOS DE KHlPTON DE GONZÁLEZ ALVAREZ

el error probable se hallan r epr esentados en la Fig, 26 en tantos por cien to del valor
de p. Pa ra todos los cálculos se ha empleado el mismo valor de o que figura en la Ta­
bla XXV. Un resumen de los re sulta dos se da en la Tabla XXVI.

Si se utilizase en e¡ cálculo otr o valor cualquiera del parúme tro de colisión o ,loE r esul­
tados para 15 y t1.jj ser ían afecta dos únicam en te por un factor de escala y se obten drían
los mismos r esultados para las disper siones en tantos por cien to.

El hecho de que exi sta un a relación lineal entre 10'8 valores experimenta les y los teó­
ricos, calculados con cualqu ier interacción , parece pues suficientemente pr obado . La linea­
lidad se mantiene variando entre límites muy amplios de temperatura la oper aci ón de la
instalación, el gas que la ocup a e in clu so, y lo que ' parece más significativo, el tipo de
instalación , pasando desde una in stalación de tubos con céntri cos hasta el otro caso extre­
mo, la columna de hilo caliente . Las consecuencias qu e se deri van de este hecho, algunas
nuevas e imp ortantes como par a el caso del facto r de separación, serán pospu estas a las
conclusiones generales. También se ha omitido en este estudio prelimina r la consideración
de los error es experimentales que afec tan a los diversos pará metros utilizados en el cálculo
de los valores teóricos, cuestión que será tratada más adelante.
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-

-

220

E/k ('Kl ..

P~: (mm. Hg)

400

180140

350

¡p.~, Imm Hg I

o

t. r~' .10' .
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FIG. 26. - Variación del error relativo de p con el parámet ro
de interacción para Kripton, en columna de hilo calie nte, reto (74)

FIG. 25. - Relación entre los valores experiment al y teórico de
la presión óptima para Kripton en columna de hilo caliente,

reto (74).

375

325

350

Concluiremos este apartado, mostr ando en la Tabla XXVII el conjunto de los resultados
obtenidos por nosotros par a las operaciones realizadas con Neon, Argon, Kript on y Xenon .
Puede verse en ella que las conclusiones obtenidas para Neon pueden extenderse al resto
de los gases. Los parám etro s de interacción utilizado s son los reseñados. Se indi can tam­
bién los resultados para el Neon con objeto de facilit ar la comparación . Indicaremos por
último que los errores probables de todos los ajustes son del mismo orden de magnitud.
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TABLA XX V II

RESULTADOS EXPERIMENTALES Y TEÓRICOS PARA LA PRESIÓN ÓPTIMA r VALOR ES DE 15, /::.P y
/::.15/15 X 102, PARA LOS GASES UTILIZ ADOS

T2'(OK)
/::. -

Gas Tl( OIl) P~~·.(Jnmllg) l)~~:(mlllHg) 15 /::.p ! «u»
p

Neon 290 452 2775.6 547.1
e/k = 35.7. 298 511 ' 2859:7, 600.0
0=2.786 304 452 3052.5 582.3

308 511 3028.3 623.4
323 452 3491.2 672.5

.199 .006 3.0
Argon 290 452 1026.9 210.8
s/ = 125 304 452 1131.8 225.6
o = 3.405 308 511 1132.4 242.1

323 452 1298.1 255.6
.203 .006 2.8

Kripton 290 452 579.5 113.8
e/k = 172 304 452 639.4 120.4
0=3.591 308 511 643.1 131.6

323 452 734.5 138.4
.199 .006 3.,0

Xenon 290 452 331.9 67.1
e/k = 229 304 452 366.6 72.5
0=4.020 323 452 421.8 81.3

.197 .004 1.8

3. Influencia de los parámetros de interacción en la constante de presión óptima.
Medida del parámetro o

Trataremos de extender en este apartado las conclusiones del ant er ior , estudiando
en conjunto las operaciones realizadas con los gases Neon, Argon, Kripton y Xenon .

En la Tabla XXVII se resumen los datos correspondientes a la pr esión óptima, así
como los valores teóricos de la misma.

Para el cálculo de los valores teór icos de P~~: se ha utilizado un modelo de interac­
ción molecular convenciona l, el Lennard-Jones (12-6), y un conjun to de parámetr os
e/k y o, a los que nos referiamos anteriormente como los correctos para describir el
gas. Dichos parámetros son los que figuran en la Tabla XXVII. Aun cuando en el ca­
pítulo siguiente se dan con la debida extensión las razones 'por las cuales este conj unto
de parámetros se ha pr eferido ha otro , indi caremos aquí que la elección ha sido hecha
atendiendo a los siguientes aspectos:

a) Capacidad de interpretar el mayor número posible de propiedades de equilibrio.
Las propiedades termodinámicas tomadas en consideració n han sido el segundo coeficien-
te del virial y las propiedades cristalinas . '

b) Capacidad de interpretar, simultáneamente, las propiedades de transpor te, vis­
cosidad, difusión ordinaria y condu ctividad térmica, con exclusión deliberada de la di­
fusión térmica.

e) El conjunto de par ámetros escogido debe ser consistente en lo que respecta a
la interpretación conjunta de todos los gases .
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FrG. 27. _ Relación entre los valores experimentales y teóricos de la presión óptima para los
gases utilizados

El gradiente de temperatura ent re ambos lados de la pared de vidrio puede estimar se
del flujo de calor por conducción entre los cilindros. Por otra parte las temperatur as
de trabajo de las paredes de vidrio deben corregirse para tener , en cuenta el efecto del
calor disipado por radiación. La utilización de las expresiones apropiadas para el cálculo
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Una vez escogida la interacción, puede ser determinada la función '1-' dada por (43) .
Dicha función puede considerarse como una propiedad de tran sporte "mezcla", puesto
que en su determinación intervien en propiedades microscópicas de transporte, junto con
propiedades hidrodinámicas macroscópicas, como son la velocidad y propiedades termo­
dinámicas locales, que caracte rizan el fenómeno de convección libre que tiene lugar
en la instalación.

La interpretación de los resultados del apar tado anterior puede ori entar se por dos
caminos que .exponemos a continuación .

El primero consiste en comprobar si la relación lineal , exis tente para cada gas, en­
tre las presiones óptimas medidas y las calculadas, puede extenderse al conjunto de
todos ellos.

Esta comprobación, de confirmars e, permitiría concluir que, con los parámetros ade-
cuados para cada gas, la constante 15 es independiente de las temperaturas de la instala­
ción y de la naturaleza del gas que la ocupa. Es decir 15 será una constante geométri­
ca característica de la instalación.

La segunda posibilidad, consecuencia de la anter ior, es que, una vez' elegido el ic, es
decir para u n valor dado de la función '1-' , el conocimiento de la constan te geométrica
15 per miti ría, en principio, 'la medida del diámetro de interacción molecular (J , mediant e
la relación (42) . Par a ello es necesario estudiar en primer lugar la validez de la cons­
tancia de 15 para cualquier gas.

Los resultados experimentales y teóricos de la Tabla XXVII se hallan 'representados
conjuntamente en la Fig . 27. Los trazos horizontales sobre cada punto representan el
límite superior estimado de los errores que pueden ser cometidos en el cálculo teórico de
la presión óptima debido a imprecisiones en la medida de Ti y T2' Como se indicó en la
descripción de la instalación, resulta difícil hacer medidas precisas del valor real de las
temperaturas de las paredes en contacto directo con el gas.
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del calor radiado entre dos cilind ros coaxiales (supuesto un factor de emisión unidad)
conduce a una estimación del error máximo cometido en la determinación de las tempe­
raturas de 1,5 % y 2 % para las series de orto diclorobenceno y quincleina r espectiva­
mente. En ambos casos se ha incluido el efecto del gradientede tempera turas en las pa­
redes de vidrio,

En la Fig . 27. puede observarse que los puntos experi men tales que quedan sistemá­
ticamente altos sobre la recta son los corre spondien tes a las operaciones realizadas a
5U0K, Podría interpretarse esta desviación concluyendo que, las operaciones con dis­
tintas temperaturas de la pared cali ente deben satisfacer relaciones lineales del tipo
(47) con dist intos valores de p. Esto evidentemen te no parece ser así, pu esto que dentro
del ampli o margen de temperaturas 1'2 que tienen las medidas de la referencia (74),
los resultadoBpueden ser Interpretados como una relación fina l úni ca, véase Fig . 25.

Parece pues más lógico achacar a la impr ecisión en la estimación de las tempera-
turas, la desviación de los puntos correspondientes. '

Un ajuste por mínimos cuadrados realizados para el conjunto de las operacion es, da
para el valor de la pendiente p.

p = 0.198 ± 0.002

que indica que dentro del 1 % la cons tan te p intepreta todos los r esultados experimen­
tales.

Los datos correspondien tes a las series de or todiclorobenceno se han ajustado inde ­
pendientemente de los de quinoleina, obteniéndose

p = 0.194 ± 0.001

La disminución !lue se observa en el error probable parece indicar que, la imposibi­
lidad de acotar los err ores en la presión óptima para las operaciones con quin oleina,
debe ser la causa de la mayor dispersión antes encon tra da.

La conclusión anterior, pu ede ser la base de un nuevo método de medida del par á­
metro de colisión o que interviene en la funció n potencial utilizada. Si se conocen con
precisión los valores del par ámetr o o para uno o varios gases, basta realizar el sufi­
ciente número de medidas de presión óptima , en una instalación adecua da, para de­
terminar la rela ción teoría-experimento de la Fig . 27. La cons tante 15 permitirá obtener
el valor de o para el gas problema, la precisión con que será obtenido dependerá de
la que se haya obtenido en la determinación de p. Por otra par te los valores de o in­
fluyen en el valor de pT~,. obtenido de (42), como un factor 0-2 ,que no afecta a la for­
ma lineal de la corr elación ni a la precisi ón de los aju stes.

No es el objeto específico de este trabajo el completa r y poner a punto el método de
medida de o que acabamos de exponer, sería necesar io para ello más estudio experimen­
tal planeado en condiciones de control adecuadas.

4. Dependencia de la constante de separación máxima de la interacción
•

En este apar tado se estudiarán las dependencias entre los factores de separación cal­
culados y los medidos 'para todos los gases en est udio, siguiendo un proceso análogo al
del apartado 3.

En la Tabla XXVIII se muestran resumidos los resultados teóricos y experimentales
para las operaciones con todos los gases. Figur an también los resultados de los ajustes
de la ecuación (39). Para el cálculo teórico se ha empleado un potencial Lennard-Jones
(12-6) con el conjunto de par ámetros que figuran en la tabla. En la Fig. 28 se muestran
los valores teóri cos y calculados para la separa ción máxima, relacionados en la forma

(39)

- 161 -



o

'"
50403020

---' 162 -

llecn --- o
J.rgon - - - 6

Kr i pton - - O

x eacn ---O

In -a;:

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

TABLA XXVIII

RESULTADOS EXPERIMENTALES Y TEÓRI COS PARA EL FACTOR DE SEPARACIÓN.

~lÁXIMO, PARA LOS GASES UTILIZADOS

Gas TPK) T2(OI() In Q~~'. In QT~x.

Neon 290 452 6.98 ± 0.09 44.643
e/ k = 35.7 298 511 8.71 ± 0.09 54.943

304 452 6.60 ± 0.1 39.925
308 511, 8.2 ± 0.2 51.643
323 452 5.43 ± 0.09 33.882

Argon 290 452 5.05 ± 0.02 29.976
e/k = 125 304 452 4.46 ± 0.12 27.242

308 511 5.82 ± 0.07 36.570
323 452 4.77 ± 0.05 23.551

Kripton 290 452 3.51 ± 0.04 21.653
6/k = 172 304 452 3.25 ± 0.06 19.915

308 511 4.35 ± 0.04 27.641
323 452 2.82 ± 0.05 17.468

Xenon 290 452 2.05 ± 0.10 13.235
e//' = 229 304 452 1.95 ± 0.10 12.444

323 452 1.69 ± 0.03 11.209

FIG. 28. - Relación entre los valores experimentales y teóricos del factor máxim o de sep aración
para los gases utilizados
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T A BL A XX IX

TI +óT1 T2+c.
T

2
In óm ómJm xl0 2

294 448
308 500
308 448
318 500
327 448

.174 .004 2.0
Z94 448
308 448
318 500
327. 448

.l7.5 .002 1.3
294 448
308 448
318 500
327: 448

.173 .002 1.0
294 448
308 448
327 448

.168 .004 2.0
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Xenon

Kripton

Argon

Neon

Gas

LNFL~ENCIA DE LOS ERRORES EN LA ESTI MACI ÓN DE LAS TEMPERATURAS

DE LAS PAREDES FRíA Y CALIENTE, EN EL VALOIt DE LA CONSTANTE In

ñi = 0.160 ± 0.001

es decir qu e dentro de un 0,78 % In es, para nu estras medidas experimentales, una
constan te geomé trica in dependiente de las temperaturas y de la naturaleza del gas que
ocupa la in stalación.

Algunas de las consec uencias que se desprenden de es te r esu l tado son las siguientes .
En el aspecto de construcción de las instalaciones se comprueba el hecho, ya rese­

ñado en la introducción, de qu e la pobre construcción de la misma es causa inmediata

de la disminución de su rendimiento de operuci én-v. Del valor de la consta nte In se de­
duce que nuestra ins talación es de bajo rendimento, un orden menos que el previsto
por la teoría . Este hecho concuerda con los re sultados de Clusius y Quintanilla4 0 que
en una colum na de dim ensiones idénticas obtienen para Neon un r esultado un 50 % más
alto.

Ya se ha dicho en la in tr oducción lo difícil qu e resulta incluir en la teor ía las di­
versas desviaciones del comportamiento ideal de' una instalación . El descentra mlento y
la fall a de ver tica lidad de las paredes cilíndricas, son una de . las causas pr inclpa les -",
que en nues tro caso pueden haber sido causados por una deformación permanente an-

Los trazo s verticales sobre cada punto cor responden a los er rores experi menta les
que figuran en las Tablas 1 a XVI, y los horizo n tales a los errores introd ucidos en el
cálculo del Iactor de separación máximo por la imprecisión en la asignación de las tem ­
peraturas T y 1'2' como se indicó cn el apa rtado an ter ior .

El ajusti por mínimos cua drados de la expresión (39) cond uce al re sultado
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FIG. 30. - Influen cia de la re lación Yo en el valor de la con st ante m. La recta de trazo continuo
corresponde al valor de Yo modificado y la de trazo discontinuo al medido

FIG. 29. - I nfluenc ia de la estimación de las 'temperaturas en el valor de m. La recta de trazo
continuo corresponde a las temperaturas modificadas y la de trazo discontinuo a los valores asignados
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terior a nuestr as medidas. Lo sorp rendente del resultado, a este respecto, es que la

constante m parece englobar geométricamente todas las correcciones qu e debieran ser
hecha s por las causas cita das.

Algo aná logo ocurre cuando 'Se estudia la variación de m con las temperaturas de
las paredes frí a y caliente. En la Tabla XXIV se muestran los resul tado s obtenidos para

mcuando se calcula QT~~x . con las temp eraturas de las paredes modificadas en las can­

tidades óT
1
~ 1.5 % y óT2 ~ óT

1
• La constante m se calcula igual que antes ajustando

por mínimos cuadrados. Puede verse en la Tabla XXIX que gases tan diferente como el

Neon y el Xenon pr esen tan los mismos valor es de 111 . Es decir la constante de la corre­
lación par ece englobar geométr icamente los errores cometidos en la medida de las tem­
peraturas T

l
y T

2
• En la Fig. 29 se represent an los valor es obtenidos.

En la Tabla XXX se re señan los valores de 111 para Ne, Ar Kr y Xe calculados par a
un valor de la relación de radios superior en un 5 % del valor r eal de la in stalación.

Se ha obten ido para la pendiente m la misma disper sión que la obteni da para la relación
Yo correcta. Puede concluirse que la relación (39) obtenida es estable fr ente a peque-

ñas variaciones del valor de Yo' o lo que es lo mismo la constante m es capaz de absor­
ber variaciones pequeñ as de la relación r,»; Los resultados de la Tabla XXX se mu es- _
tran gráficamente en la Fi g. 30.

TABLA XXX

I NFLUENCIA DE LA RELACIÓN DE RADIOS Yo EN EL VALOR DE m

Yo = 2.40 ss.l«, . 102
C;L 5.

Gas m ó.m ó.m/mx 102

Neon .166 .002 1.2
Argon .169 .003 1.9
Kripton .168 .002 1.3
Xenon .166 .004 2.6

Queda únicamente por analizar la sensibili dad de mfrente al parámetro de inter acción
escogido. En el apar ta do IV-l' se han calcul ado las pendientes de la recta (39) en función

de la in ter acción escogida. Por ejemplo, en la Tabla XIX figura la variación de ñi. para
el neon en fun ción de e[k- La sens ibilidad no es la misma para distin ta s zonas de vari a­
ción del parámetro de intera cción .

En la Fig. 31 se repr esenta la fu nción <T' frente al valor de «[k, Dicha fun ción defi­
n ida en (38) es prop orcional a In Q~.:x . y puede cons idera rse en cier to modo como una
pr opiedad de tran sporte "m ezcla", puesto que es el pro ducto de la constan te (1. de difus ión ­
térmica por una combinación de factores de form a en cuyo cálculo in terviene 11 , A Y D.
La variación con «[ k de la función i[J depende del rango de variación de E/ Tí en forma
análoga a (1.0' y ésta es la propiedad de trans porte más sensible -al pará metro de int er-
acción. -
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Teni endo en cuen ta que tanto (L o como ,»
son fun cione s únicamen te de si Ií y no de a,
n difer encia del resto de las propiedad es de
tr an sporte, pu ede concluirse qu e la magni ­
tud '1> es pr efer ibl e .en principi o, par a de­
terminar parámetr os de inter acción a las
11 , l. Y D, exactamen te por la s mis mas ra­
zones qu e lo es (L o. En el apartado sig uien­
te se discutir án en detalle la s razon es con­
cre tas de est a may or sensibilidad.

Finalmente expondr emos br evem en te al­
guna de las consecuenci as qu e se dedu cen
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1 0

FIG. 31. - Variación de \11 y a . con el pa rá me­
tro de inte racción

FIG. 32

a = "1 . a'

30
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La determinación del po tencial de in teracción molecular cor respondien te a los ga ­
ses estudiados en este trabajo , es un pro blema qu e ha recibido y recib e gran at ención
por parte de los in vestigadores en este campo.

Las par ticularidades espec iales de los gases nobles , qu e los dis tinguen del r esto de
las especies gaseosas, como son poseer capas elec tró nicas completas. ser moléculas mo­
naotómicas con sime tría esférica , tcner es tructuras cr is talinas simples, etc., los hacen
únicos para un estudio detallado de sus campos mol eculares de interacción.

5. Parámetros de interacción de los gases nobles

50

en que la relación en tre 'los valores ];, y ];2 Y los de m y lJ es obvia.
Respecto de la operación experimenta l , es te hech o sign ifica qu e la medid a de u n

gas en una ins ta lació n para unas determinadas cond iciones de temp eratura , permi te
predecir inmed iatamente la forma completa de la función que relaciona el fact or de se­
paración y la pr esión , para cualquier otro gas y cualq uier otro par de temp eraturas ,
dentro probablemente de un os pocos por ciento .

Las conclus iones qu e h asta la fecha regis tra la bibli ogr afía , 130n bastante más pesi­
mis tas . S AX E NA y RAMAN . en una revis ión del trabajo exper imen tal en columnas de di­
fu sión térmica3 2 , señalan márgenes de hasta el 70 %, y las exper iencias de Von HA­
LLE76 con X ENON presentan difere ncias de hasta un 30 %. La conclus ión an teri or es
par ticularmen te interesan te en el es tud io del enr iquecimien to de isótopos de mu y baja
abundancia natural. En esto s casos el diseño debe ser mu y cuidadoso puesto qu e un a
instalación no aprop iada disminuye dr ástic am ente el r endimiento , por otra parte cuan­
do la abundancia natural es muy baj a r esulta difícil hacer las me didas necesarias pura
la corrección de la operaci ón.

10
de la cons tancia de m y p respecto a lo in­
ter pretación de los resultados cualiía tívos
qu e la bibliografía seña la como bu eno s para
la teoría fen omenológica de las columnas.

La variación del factor de separación con
la presión, ecuación (18) , ha sido siemp re
una de las excelentes pr ediccione s cua litati­
vas de la teoría . Para un gas y un a par eja

de temperaturas determinada , la expres ión teóric a también tien e la misma íorma , pero
es sabido qu e los valor es de a' y b' calculados y los de a y b medidos, difi eren a veces
en más de un ord en de magnitud . Puesto qu e a y b están r elacionados con In Q~~~~ . y
Po por (18) y lo mismo ocurre con a' y b' median te las cor respond ien tes expresion es
te6ricas, la solución del sistema de ecuaciones permitirá expresar a y b en la forma
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Buckingham

e

>

FIG, 32

1 - 6/oc

V (r ) = 4 B[(--;- f2- (-;-)6] (48)

-[(-:- exp. ) ( oc [ 1 - :m J)_(r: r] (49)

r

V (r)

>

Lennard-Jones

- 167,-

En la Fi g. 32 se mu estra gráfica mente el sig nificado de los parámetros oc y B. El pa­
rámetro rn¡ qu e figura en (49) es tá relacionad o con o por

r m = 2 I f 6 · 0

La d eterminación de par ámetro de intera cción a par tir de dato s experimen ta les re ­
qui er e el conocimien to de alguna propiedad termod inámica o de tra nsporte en un ran­
go amplio de temperaturas. Esta determin ación plantea algunos pro blema s. El primero
se refier e a la forma de obtener 10"5 parámetros para carla funció n po tencial. Si se em­
plean propiedades de tran sporte de primer ord en , como el coeficien te de viscos idad 11 '
el de conduc tividad térmica, A o el (le difu sión ordin ari a D, por estar todos ellos rela­
ciona dos por expresiones micr oscópicas prácticament e independ ientes del modelo mole­
cular escogído?», los parám etro s dete rminado s con una de las tres propiedades exp lican
inmediatam ente las otras dos.

Cuan do se emplea el coeficiente de viscosidad , como es la prácti ca usual , resulta qu e
la pareja de par ámet ros que hace mínimas las difer encias en tre los valores calculados y
los medios no es, en much os casos , única. Distin tos con jun tos de parámetros dan acuer ­
dos igualmen te bu en os dent ro del er ro r experimen tal!" . 8 1 y lo mismo puede decirse
del empl eo de medidas del segundo coeficient e rlel virial . A es tos hechos nos referimos en

No haremos en este apartado un estudio detallado de la situación en que se en­
cuentra la cuesti ón referente a la interacción molecular de los gases nob les . Dar emos
únicam en te una referencia gen era l de aquellos aspectos relacionados con la difu sión tér­
mica . Indicaremos también los métodos qu e gene ra lmen te se utilizan para la det erm i­
nación de los mejores parámetros de interacción , cor respondien tes a una f,unción po­
tencial dada, cua nd o se trata de juz gar la capacidad r elativa de cada una de esas fun­
ciones, para la in ter pr etación de datos exper imen ta les de propiedades termodinámicas
y de tran sporte. Fi nalmen te se realizará un a compara ción detallada de los r esulta dos
que da la bibliografía pa ra los par ámetros de interacción deducidos de difusi én térmica
coln los r esultados de este trabajo . '

En lo que sigue serán utilizados los po tenciales de par es de Lennar d-J on es (12-6) y
Buckingham Exp.-6, El r esto de las funcio nes pot encia les que se emplea n en la prác­
tica o tienen expresiones analítica s más sencillas, y por lo tan to más cómodas para la
prospección primaria de alguna propiedad del gas , o so n potenc iales empíricos cons­
truídos sobre bases puram ente exper imen tales, o bien no tien en expresión analítica

como los r ecientemente introducidos por
Smith y Munntr y Gugengheim y Mc
Glash an 78 . P or otra parte, ' los potencia -
les Lennard-Jones (12-6) y Bucldngham
Exp.-6 son capaces en pr incipio de des­
cri bir con bastan te seguridad el conjun­
to de propiedad es de un gas dentro de
un rango de temperatura suficientemen­
te amplio , Las expresione s analíticas
de estos potenciales vienen dados por la
expre sión (48) para el Lennard-Jon es
(12-6) y (49) para el Buckingh am
Exp .-6 :
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lo que sigue diciendo que las propiedades citadas son sensibles a los parámetros de in­
teracción.

El otro problema apare ce cuando se tr ata de discernir, utilizando res ultados experi­
mentales , cuál de las funciones potencial es describe mejor el gas. Si se utilizan símul­
táneamente dos propi edades, por ejemplo el segundo coeficiente del vira l B(T) y la
viscosidad 1) resulta que la expresión t

l) Cl • BfJ
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res . Las lín eas de trazo repr esent an los valores teóricos calculados con un potencial
Lenn ard-Jon es (12-6), usando el esquema de cálculo de Chapman y Cowlin g, con los
resultados de Saxena y Masan , y utilizand o como parámetros de interacción los que se
reseñan en la Tabla XXXII.

NEON - Los re sul tad os de ?I~oran y W at sonss y los de Saxena et aJ.19 han sido cri ­
ticados posteriormente por Saxena y Joshi 8 5 , Saxena y Fi"Scher8 2 como excesivamente
bajos . Los dos últimos lo atribuyen a un defecto de construcción del "trenschauke l" .
Los datos de Grew''! med idos con un aparato de dos bulbos son algo más bajos que
los obtenidos por Fischer empleando la técn ica del "trennscha ukel" . Los r esul tados de
Watson et al. 90 está n medidos a bajas temperaturas y en la zona en que coinciden con
los de Moran y W atson son prácticamente consistentes con ellos , como señala Saxena .
Todos estos datos 13e r epr esentan conj untamente en la Fig . 35.

Es razonable suponer que cualquier er ror que pu eda ser cometido, tanto en el diseño
como en la operación de un separador oscilan te, debe influir disminuy endo la separa­
ción. Por otra parte la asignación de temperaturas medias en un apara to de dos bulbos
presenta dificultades. debidos a qu e para obtener separaciones medibles los dos bulbos
deben mantener se a temperaturas bastante difer entes. Los trabajos de Grew no contienen
el suficiente número de det alles referentes a ' este punto. En este sentido parec e ind ica­
do dar más confianza a los valores de Fischer que al resto de las medidas , pues presen­
tan valores más altos y el proceso de opera ción ha sido muy elaborado .

La curva teórica se ha trazado con el potencial Lennard-Jones (12-6) y el parámetro
«[k = 35.71 2 • A la vista de los resultados de esta revisión pued e deducirse que el mar­
gen de confianza que presentan un os parámetros deducidos de las medidas de la figu­
ra 35 debe ser bajo.
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0 - Rarnan , re f . (100)

• - Saxena , ref. (79)

+ - Morán , ref . (55)

• - St ier, ref. (105)

0 - Mann , ref. (73)

0 - Paul, ref. (104)

- - - - - - L-! (12-6)
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Siguiendo a Saxena hemos elegido parn las comparaciones teóricas los parámetros l
de la Tabla XXXII, como 10'5 que interpretan mejor el mayor núm ero de propiedades
de equilibrio y tra nsporte para este gas. Ninguno de los parámetros «[k que se utili cen
en las comparaciones que siguen pura el potencia l Lennard -Jones (12-6) será deducido
de datos experimentales de difusión térmi ca.

Saxena compara tambi én resultados de la bibliogrufíu con valores calculados para el
modelo Buckingham Exp.-6. Dado que recient emente ha apar ecido gra n cantidad de ma­
terial experimental, 10'5 parámetro s de ~{ason 8 3 deben ser recalculados para dicho mo­
delo y por ello no se han incluido en nuestras comparaciones .

ARGON. - Los resultados experimentales para Argon representado s en la Fig. 36
parecen presentar menor disper sión que los correspondien tes al Neon. Las recientes me-

didas de Paul et aUoo empleando un "trennschaukel" par ecen mejorar los bajos valo­
res de Moran y Watson-", No obstante los pará metros deducidos de sus medidas no re­
producen los datos del segundo coeficiente del virial.

Un reciente cálculo de Rossi y Danon101 utilizando prop iedades de viscosidad y viria l
conduce a un valor de E/k = 124DI{, Con este valor y el de a que aparece en la Tabla
xxxn se inte rpretan tamb ién las propiedades de cri sta l del Argon. Rigby y Smith102
han medido posteriormente la viscosidad de este gas y aunque sus datos no sean usados
para la determinación del valor cita do, confirman las medidas ya existen tes. Con este
valor se ha trazado la cur va teórica correspondien te al potencial Lennard-Jones (12-6).
Pare ce deducirse que los valor es previ stos teóricamente para Gto son mayores que los
medidos experimentalmente.

KnIPTON. - En su revisión Saxena no incluye comparaciones para este gas puesto
que las únicas medidas disponibles en tonces eran las de Corbelt y Watson103 afecta ­
das de errores hasta del 200 % y las de Moran y Wats ón-?" cnyos valores son dema­

.siado bajos. Recientemente Paul et al. 71 han dado valor es de a. para Kripton , obtenidos
empleando un "trannschaukel" . Sus resultados son práctiram~nte conslsten tes con los
de Moran y Watson y los parámetros deducidos de ellos no interpretan satisfactor ia­
mente el resto de las propiedades, especialmente las de viria l.
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XENON. - Par a el trazado de la curva teórica corres pondiente al modelo Lennard­
Jones (12-6) se ha empleado el valor el k = 228.6°K de la referencia (12) deducido tam­
bién de medidas recientes de viri al y viscosidad, que interpreta satisfactoriamen te las
propiedades de cristal.
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Las medidas se repr esent an en la Fig. 37. Se muest ra asimismo la curva teórica para
el modelo Lennard -.Tones (12-6) correspondien te u 6/lc = 172°K, valor - reseñado por
Rossi y Danonv", deducido de medidas recien tes del segundo coeficiente del viria l, y
aunque emplea los dat os de viscosidad de Clíítou-" reputados como 2 % demasiado ba­
jos por Rigby y Smith, un nu evo cálculo realizado por nosotr os para el parámetro 6/ Ir
empleando el procedimien to de Savirón et a].24, da un valor concordan te den tro del error
experimental.
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Utilizaremos en lo que sigue los resultados experimen tales y las conclusiones ya
obtenidas en los apar tados anteriores, en un intent o de clarificar esta sit uación de des­
acuerdo en tre los diversos conjun tos de valor es del parámetro El" obtenidos de medi­
das del factor de difusión térmica .

0(. 17

,_-- - -- - ----~J
~.... 0(. :11 16

01. 15

Eu la Fig. 38 se representan los valor es de Moran y Watsons« y los de Pa ul, Ho­
ward y Watsonw-. Puede verse que coincid en razon ablem ente con los valores calculados.
El aparato empleado en las medidas es de diseño distinto al empleado por dichos auto­
res para el Kripton y los parámetros deducidos de estas medida s para el Xenon inter­
pretan bien el resto de las propied ades de transporte y viri al.

En la comparación anterior Be pone de manifiesto el esta do de confusión existen te
en tre los result ados de difusión térm ica que r egistra la biblio grafía . Salvo las medidas
de Fischer para Neon y las de Paul et al. para Xenon , el resto de los resul tados par a (l o

son sistemáticamente más bajos que los te óricos y no par ece posible interpr eta r con un
único con jun to de parámetros de int eracción y el potencial Lennard-Jone s (12-6) los da­
tos experimentales de equilibrio, no equllibrto vy difusión térmi ca simultáneament e. Al­
gunos autores8 5 indican que tampo co la curva completa de (lo frente a T puede ser in­
terpretada con un potencial Lennard -Jon es (12-6), sino que es necesario un potencial de
tres parámetros como el Buckin gham Exp .-6, par a poder hacerlo. A la vista de los re­
sultado s an teriores no parece terminante dicha conclu sión y este punto de vista es
mantenldo por Saxena 85 y Masan 83 .

En la Fig. 39 se representa el valor de (lo fr en le a T' para diversos valores del pa­
rámetro (l así como lo cur vo corres pondiente al potencial Lenn ard -Jones (12-6).

-lJ2 -
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TABLA XXXIII

(106 )
(90)
(61)
(55)

Este trabajo
(106)
(55)

(107)

(71)
(83)

(108)

Viscosidad

Propiedad!

3.68 Viscosidad

3.535 Viscosidad

3.88 Viscosidad
4.036 Viscosida d

4.41 Viscosida d

e/k( K) a.

66.6 14.0
46.0 13.
38.0 15.
40.0 13.
51.94 17.

148 14.
125 12.
176 17.
180 12.5
244 16.1
200 13.5
220 13.
257: 16.

Gas

Xenon

Argon

Kripton

Neon

PARÁMETROS DE INTERACCIÓN DE LOS GASES NOBLES, PAllA EL MODELO BUCKINGHAM
EXP.-6. EN LOS CASOS EN QUE LA BIBLIOGRAFÍA DA VALOllES PAllA r m SE INDICA LA

PROPIEDAD DE LA QUE SE HA OBTENIDO

- 173 -

6. Comparación de los potenciales Lennard-Jones (12-6) Y Buckingham Exp.é.

6. a) Parám et1'ós deducidos de difusión térmica

En la Tabla xxxrn se mu estr an r esumidos los valores de los parámetros de inter­
acción el k y (1. , rm' obteni dos de medidas del factor de difusión térmica, correspon­
dientes a algunos de los re sultados que se mu estran en las Figs. 35 a 38.

6. b) Relación en tre los factores de separación máximos , teóricos y ex perim en tales.
para cada gas.

Hemos obtenido en el apartado IV-1 la conclusión de que para un solo gas, la rela­
ción entre los logaritmos de los facto res de separación calculados y medido s, es lineal
y la linealidad se mantien e cuan do par a el cálculo de los valores teóricos se emplean,
con un potencial Lennard-Jones (12--6), par ámetr os de interacción muy diferentes de los
corespondientes a la interacción del gas . En esle apar tado compr obar emos que estos
resultados pu eden ser fácilmente ex tendidos al modelo Buckingham Exp.-6. Con cada

una de las series de nuestras medidas experimen tales se ha ajustado el valor de mde
(39) por mínimos cuadra dos para cada un o de los valor es de los pará metros que figuran
en la Tabla xxxrn.

Los re sulta dos de los ajus tes acompañados del er ror pro bable deducido de (45) y (46)
se mue stran para cada gas en la Tabla XXXIV. De ella se deduce que todos los ajustes
tienen desviaciones del mismo orde n , y que por tanto nin g ún conjunto de par ám etros
puede en principio preferirse a otro .

Se indica aSUllISTllO en la Tabla XXXIII el valor del pará metro rm en los casos en
que también los re gistra la bibliogr afía, mencionan do la prop ieda d que ha sido utilizada
para su obtención. Se han r eseñado solamen te res ultados par a el potencial Buckingham
Exp.-6. Algunas de las medidas Stier 1 0 5 , l\lann73 , etc . no son suficientemente seguras'"
o el rango de temperaturas es poco ex tenso, para suministra r par ámetros lo suficiente­
mente seguros y en esto s casos no se han r ecalculado.
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TABLA XX X 1 V

VALORES DE 1II~ Óllt y óilt¡ii¡-'102 PARA ,EL CONJUNTO DE PARÁMETnOS DE
INTERACCIÓN, DEDUCIDOS DE LOS DATOS DE DIFUSIÓN TÉRMICA

Gas EWl() III ó/ñ. 102 ó'iñl m .102 Ret,

Neon 66.6 ,205 ,27. 1.32 (106)
51.94 ,174 .22 1.30 (62)
46.0 .204 .26 1.28 (90)
38. .182 .23 1.31 (61)
40. .204 .26 1.28 (55)

Argon 148 .220 .56 2.55 (106)
125 .227 .53 2.33 (55)
176 :206 .50 2.46 (107)

Kripton 180 .240 .55 s.si (55)
244 .243 .59 2.41 (71)
200 .264 .62 2.52 (83)

Xenon 220 .204 .59 2.89 (55)
257, .167 .;37 2.20 (108)

6. c) R elación entre los factores de ' separación máx imos, teóricos y ex perimen tales,
para el conjunto de los gases .

Como ya hemos dicho, para el modelo Lennard-Jon es (12-6) los r esultados exp er i­
mentales obt enidos para un solo gas en la columna a dis ti ntas temperaturas no son
suficientes para obtener el valor cor rec to de la interacción del mi smo , ya qu e la linea­
lidad en (39) se ma n tiene para valores muy distintos del pa rá me tro El k . En el apar tado
an terior se ha comprobado qu e esto ocurre también para el modelo Bu ckin gh am Exp .-6 .

Por otra par te en el apartado IV-4 llegam os a la conclusi ón de que la cons tan te m: es
independ ien te del gas y de las condiciones de operación sólo cuando se emplean los va­
lor es cor rec tos de la in teracción en el cá lculo de los factores de separación máxim os.
Ana lizaremos a con tin uación, con 'es ta conclus ión como ba se, los r esultados ob ten idos
cuando se emplea para dicho cálculo el conjunto de parámetros deducidos de dat os de
difu sión térmica.

En 'la Fig . 40 se muestran gráficamente los r esultados de los ajust es para cada
gas, detallados en la Tabl a XXXIV (cur vas a a m). Se ha dibujado asimismo el ajuste
de dato s exper imen ta les cor r espondien te al modelo Lennard-Jones (12-6) de la Fig . 28.
Deliberadam ente se han omitido en la representación los puntos experimen tales .

Comencem os por analizar el con jun to de dato s de Moran y Watsonss pa ra todo s los
gases . Estos resultados se obtienen de valores de 1:1.

0
sis tem áticamente bajo s, lo qu e equi­

vale a valores alt os del parámetro de interacción El/; Y en consecuencia a qu e los va­
lor es de QT:;'·a::.sean también bajos . Las rectas e, i, k Y 1 muestran esta peculiaridad. Por
otra par te la linea lidad no se mantiene y los dato s no presen ta n la cons is tencia debida.
La mayor desviación la pr esenta el Kripton. En ti empos fu e interpreta por l\[ason 83 • 84

como un compor tamie n to especial de su campo de interacción. Análisis post erior es de
Fender 8 8 • 89 y los ya citados de Sax ena y Joshi 8 6 aclararo n la cues tió n, est an do hoy
comprobado qu e los r esultados experi men ta les son demasiado bajo s.

Algo análog ocu rre con gran parte de las medidas reseñadas, todas aquellas alejad as
de la recta L-J (12-6) de la Fig. 40 interpretan notablemente mal las pr opiedad es de
equilibr io y transporte, y recíprocamente', aquellas medidas como las de Fi sch er para

-174 -



50

L - J 112-6)

tn 5:..

, ,
,., ,..,

8 ) - s ax ena , r e L ( l O' )

t;) - Wat son , re f , (9 0)

c )- nc r e n , re f .(SS)

cl) - Gr o ,"" r ef. ( 6 t)

e I> f i s c h er , r e f. ( 62)

r i - ner-an , r e f . eS 5)

¡: } _ sa x e n e , r o f. ( 1 0 6)

h )- Pau l . reL e l 07)

i ) - ~aSOD . r e f . (S 3}

j ) _ Paul . ref.( l1 ) .

Jd - x er- en , re f. (5 5 )

1) - !':.oran . r e f. (SS )

t;)~ P. u l , re f: O Oa)

30

FIG. 40

20

a,b,e

10

Neon y Paul et al. para Xenon que interpretan bien el conjunto de propiedades de di­
chos gases, se sitúan sobre nu estra recta o lo que es lo mismo, son capaces de interpre­
tar nuestros dato s de separación.
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6. d) Relación entre los valores teó,'icos y experimentales para la presión óptima

En la Tabla xxxm se muestran los parámetr os deducidos de medidas de difusión
térmica y junto con ellos los valore s del parámetro de colisión rm' ambos determinados
para el potencial Buckingham Expo-B . En este apartado estud iaremos la consistencia de
este conjunto de parámetros u tilizando las conclusiones de los apartados IV-2 y IV-S.

En primer lugar se observ a en la Tabla XXXIII que para la determinación del valor
de r m se ha utiliz ado la viscosidad, teniendo en cuenta la flexibilidad de los modelos
de interación de tres parámetros, deberemos espera r que los .datos de viscosidad sean
bien interpretados. Esto, en efecto, es lo que ocurre.

~ 1:75 -

En este sentido nos inclinamos a concluir de nue stro análisis, que una gran parte
de los resultados obtenidos hasta el momento para a.o' son sistemáticamente bajos, y los
parámetros de interación dedu cidos de ellos no son capaces de interpr etar con la debida
consistencia los datos de separación, para columnas de difusión térmica, de los que
en -última instancia es responsable el valor de a.o. .

Refiriéndono s ahora al conjunto de parámetros de inte racción para el Lennard-Jones
(12-6) utilizados en este trabajo, Tabla XXXII, podr ía estudiarse la posibilidad de deter­
minarlos utilizan do la constancia del valor de m. Esto requ eriría primeramen te una
completa puesta a punto de la gran cantidad de material experimenta l que sobre propie­
dades termodin ámicas, de transporte, de cris tal, de dispersión de haces moleculares, etc.
ha aparecío en los últimos tiempos; pero este no es el propósito de nuestro trabajo . Nos
limitaremos pues a sugerirlo como método par a la interpretación de conjun tos de pará­
metros de intera cción, en lo relati vo a su consistencia interna y a su capacidad de in­
terpretar datos de s eparación obtenidos en columnas de difusión térmica.
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Respecto al resto de las propiedades termodinámicas la bibliografía no registra más
comparaciones que las realizadas con B (1'), Y para ellas el acuerdo teoría-experimento
deja de 'Ser bueno, excepción hecha de los datos del Xenon.

TABLA XXXV

VALORES DE P, ó,p y ó,p Ip . 1(}2 PARA EL CONJUl'OTO DE PARÁMETROS DE INTERACCIÓl'O
DEDUCIDOS DE DATOS DE DIFUSIÓl'O TÉ1UIICA

Gas El¡ir 11) (J (A ) J! ó,p.102 ó,'p!i¡.102 Ret·

Neon 666. 2.637 .153 .45 2.91 (106)
Argon 148. 3.278 .154 .42 2.72 (106)

17.6. 3.149 .157. .43 2.73 (107)
Kripton 244. 3.457. .163 .47: 2.89 (71)

200. 3.457: .163 .47 2.89 (83)
Xenon 257.. 3.929 .157.: .29 1.82 (108)

Como la fun ción ' 'lI de (42), que intervi ene en el cálculo de la presión óptima, con­
tiene Elk, (J Y a., el empleo de la relación (47) puede ser virn os como test de la capacidad
de los conjuntos de estos tres par ámetros, reseñado s en la Tabla XXXIll, para interpre­
tar los datos experimentales.

Procederemos como sigue : cada uno de los conj un tos 'Se emplea para el cálculo de la
pr esión óptima correspondiente a cada una de nuestras operac iones experim entales. Par a
cada gas se ajusta la re lación (47) para obtener los valores ji y del error pr obable ó,p.
Estos valore s se mu estran en la Tabla XXXV. Del examen de los resultados se obtiene
como primera conclu sión que, el orden de las dispersiones es el mismo y la rela ción li­
neal (47) se man tiene para cada uno de los gases. En este sen tido el potencial Lennard­
Jones (12-6) o el Buckin gham Exp.-6 tienen la misma capacidad interpr etativa en lo
que respecta a la relación (47).

Se obser va sin embargo que cuando 'Se considera el conj un to de todos los gases dicha
relación deja de cumplirse. Esto puede interpretarse como sigue .

La magnitud pTo~. contiene propiedades termodinámicas y de tran sporte en las que la
difusión térmica no aparece . Por 'o tanto par ece ra zonable suponer que conjuntos de
parámetros como los an teriormente utilizados y que dan para p, cuando se considera
el conjunto de todos 10B gases, una dispersión pequeña, deben ser capaces de interpre­
tar los resulta dos experim entales de pres ión óptima mejor que otros cualesquiera .

Par otra parte hemos hablado ya de la IJexibilidad del coeficien te de viscosidad res­
pecto a los parámetro s del potencial. No hay por qué suponer que ocurra lo mismo
para la expresión de pTh. . Un conjunto de parámetro s E, (J Y a. puede ser interpolato­

op.

riamente bueno para dar cuenta de una pareja de pr opiedades y no ser el adecuado a la
verdadera in teracción, como seña lan Fender 88, 8 9 y vValley80, 81 .

Por ejemplo los parámetros del Xenon que dan acuerdos ra zonablemen te buenos par a
vari as propiedades, puede ocurrir que no sean capaces de hacerlo con la magnitud pTh.
y entonces la recta correspondi en te no coincida tampoco con la de la interacción correct::

Señalarem os por ú ltimo la tendencia de los diver sos datos de difus ión térmica estu­
. diados en este apartado, a separa rse del compor tamiento señalado como correc to. Esto

corrobora el hecho, señalado en la bibli ografía, de que dichos datos no son apropiados
para describir el conjunto de los gases.

Deliberadamente hemos omitido en este apartado obten er conclusiones cuantitativas.
Para ello es necesario utiliz ar una instalación que junto a separaciones más altas, en
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.e1-1)

(1-2)

(1-3)

y Ha son independient es de la pareja de isótopos72 la mag-
105 _

oc - = --oc,
1~8

Qld = (ck/ cJ) .J(Ck/C¡) B

y L es la longitud de la columna.
Con el cambio

105 111
k

- Jn
i

_ Ha L
In Qlk = -- _ oc --~

1,18 mk + mi s,+Ka

Hki L
In Qik = ---'--­

«.»,
en que el factor de separación para dos isótopos se define como;

.. aCk
"tk = - ck ~ c1H1&/ -:- (Kc+Ila) - -

1 OZ

en que z es la coordenad a de longi tud de la columna, la Ck representa la concentr ación
(en átomos por ciento) de la especie k y el sumatorio se extiende a todos los compo­
nentes de la mezcla.

Para el estado estacionari o todos los "tk son cero. La integración (1-1) para todo k
nos da;

la (1-2) puede escribirse como

APENDICE I

Extensión de la formulación a mezclas multicomponentes

- 177,-

m k + mi
In Qkj = In Q

117, - mi

también debe serlo. Para medir erro res experimentalea. , el primer miembro de (1-3) se
mide experimentalmente para todos los isótopos. El valor resultante, In Q, se conoce con
el nombre de factor de separación redu cido medio.

La teoría expuesta para mezclas binari as ha sido generalizada por B. C. Jouest-.
La expresión del ' tran spor te del componente k de la mezcla isotópica hacia la parte su­
perior del tubo ~8

nitud

puesto que,

especial para los gases pesados, de curvas de presió n óptima más selectivas o lo que es
lo mismo menos planas. Esto añadido a un mejor control en la medida de las tempera­
turas puede servir en nuestra opinión para comprobar, con mayor segur idad, la validez
de la expresión .(47) como test a 10"5 parámetros de inte racción de cada potencial, y más
elabora do, a determinarlos.
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Conclusiones

1.& Al igual que lo registrado en la bibliografía, por la mayoría de los autores, se
confirma que la dependencia cualitativa del factor de separación con la presión es la pre­
dicha por la teoría, aunque los valores experimenta les son siempre mucho menores que
los teóricos habiendo obtenido en una instalación de tubos concéntrices reprodu ctibili-
dades mejores que un 0.2 %. •

2.& Para cada uno de los gases estudiados se encuentra que la relación entr e los lo·
garitmos neperianos de los factores de separación máximos, teóricos y experimentales, al
variar las temperaturas de trabajo, es una recta que pasa por el origen. La pendiente de
la recta es función de los parámetros de interacción elegidos para evaluar el valor teórico
del factor máximo de separación.

3.& La conclusión anterior ha sido confirmada para datos experimentales obtenidos
en una columna de hilo caliente con gas Kriptun. Como an tes la linealidad entre valores
medidos y calculados se manti enen aun cuando se emplean en el cálculo teórico valores del
parámetro E/Ir muy diferentes del que corresponde a la interacción correc ta, y que por
ello no interpretan ninguna propiedad del gas.

4.& La relación lineal encontra da permite predecir la operación de una columna para
un gas, parti endo de los resultados para el mismo gas y en condiciones de temperatura
cualesquiera, sin que sea necesario el conocimiento previo de las propiedades microscópi­
cas del gas.

5.& Para el conjunto de medidas realizadas con los gases Neon, Argon, Kripton y Xe-

non, se encuentra que la relación lineal In Q~:x:. = ñi In Q;"~·x . se manti ene sí, y sólo sí,
se emplean para el cálculo de los valores teóricos los parámetros e/ k que inte l'pretan
correctamente el conjunto de propiedades termod'illámicas y de transporte de cada gas.

6.& La medida del factor de separación máximo para un gas a temperaturas cuales­
quiera, permite predecir la operación experimenta l de la columna con otro gas. La cons-

tante m es' característica de la instalación.
7..& La relación lineal encontrada se mantiene frente a pequeñas variaciones de la

r elación de radios y temperaturas de la instalación. Es decir asignaciones incorrectas
de temperaturas y radios, coherentes para el conjunto de los gases, sitúan todos los pun­
tos experimentales sobre una nueva recta .

8.& Conclusiones análogas a las anterio res se han obtenido para la relación entre
valores teóricos y experimenta les de la presión óptima. De lluevo una cons tante, deter­
minable por tarado, caracteriza a este respecto a la columna.

9.& Las dos constantes obtenidas ñi y P; permit en in terpr etar completamente las cur­
vas de variación del factor de separación con la presión, para cualquier gas y a cualqu ier
temperatura. Los datos obtenidos con un gas de interacción conocida permiten determi ­
nar el valor del parámetro E/k para cualquier otr o gas.

10:& Las correcciones de no idealidad de la instalación. tan difíciles de incluir en la
formulación, pueden ser englobadas en las dos consta n tes características antes men­
cionadas. ' Esta conclusión es importa nte en el diseño y operación de instalaciones, para
los que hasta ahora la teor ía no era suficiente.

11.& Para el establecimiento de las conclusiones ante riores se ha empleado el mo­
delo de LENNARD- JONE S (12-6). Todas ellas son igualmente válidas si se utiliza el mo­
delo de tr es parámetros de BUCKINGHA)[·Exp-6, al menos dentro del rango de tempera­
turas medias y altas utilizadas.

12.& La conclusión ' 5.& proporciona un nuevo procedimien to para probar la con­
sistencia de un conjun to de paráme tro de interacción de los gases nobles. La sensibi ­
lidad del método en lo referente a la determinación del parámetro e/le es del mismo
ord en que si se utilizase el factor de difusión térmica, que es la magnitud de trtmspor
te más sensible al modelo de interacción.

- lra-
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13." Para pr obar la con sist encia del conju nto de pará metr os cor respondiente al
mode lo LENM Hn-Joi\ES (12-6) empl eado por SAxEM en una r ecien te r evisión de la situa­
ci ón experimental en pr opieda des de transpor te y equilib ri o, hemos emplea do el pr o­
cedimlen te an teriormente propue s to. Se ha encon trado que dicho conjunto es el qu e
interpreta COII mellar disperslón nuestros dato s de separación. Cualquier otro conjun­
to de parámetros, cuan do deja de interpreta r una o varias de las propiedades termodi­
námicas o de transporte que se utilizan en la práctica, deja a la vez .de in terpretar con­
sisten teme ntiC nuestros datos de sepamcióll, en cuan to a la relación lin eal an tes en ­
contrada se refiere.

14.' Se han estudiado los conjuntos de par ámetr os de interacción registrados en
la bibliografía como deducidos de medidas directas del lacta r de uiíusi ón térmica. Con
los citados conjuntos no es posible interpretar nuestros dato s de separación . Muchos
de los resultados para a.o han sido señalados como bajos por varios autores y como
en definitiva es a.o el r esponsable de la separación en nuestra instalación, concluimos
de nuest ro trabajo que sólo los resultados de Frs us n para neon j PAUL para, xenon , y
MANN para neon, pueden ser aceptados en tre todos los exis ten tes. En todos los casos
se observa que cuando los parámetro s dedu cidos de dllusi ón térmica dejan de inter­
pretar propiedad es como la viscosidad, cond uctividad térmica, difusi ón ordinaria o vi­
rial, simultáneamente deja de cumpli rse la r elación lin eal propues ta en este trabajo,
obtenién dose valores te ór icos del factor de separación máxima excesi vamen te bajos:

15. ' Los bu enos acuerdos obtenidos para neon y xenon y la opinión aceptada de
que no parece pr obable esperar compor tamien tos an ormales en la interacción de algu­
no de los gases nobles, conducen a la concl usión de que los valor es r egis trados en la
bibliografía para el factor de difu sión térmica son efectivam en te bajos.

16." Dentro del rango de tempera turas de 300 0 K a 600 0 K de nues tra s medidas
puede concluirse que tanto el potencial Lfu' NAHlJ-Jo:'óEs (12-6) como el llUCKINGI{A~

Exp .-6 son capaces de interpretar en conj unto las propiedades de los gas es nobles, in ­
cluida la difu sión térmica. Esta conclusión estaba en te la de juicio si se acepta ban
como buenos los r esultados experimen tales para a.o' Pos iblemente y a la vista de las
comparaciones realizadas en una columna de hil o. calien te (ha sta 1020 0 K) el rango de
temperaturas pueda ser extendido.

17.' La posibilidad de determinar el parámetro de colisión (J, ha sido analizada.
Las mismas consideraciones de las concl usion es anterior es son váli das. El procedi­
miento requiere un más amplio estud io expe rimen tal con in stalaciones de diseño apro­
piado .
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• Este trabajo es pa rte de la Tesis Doctoral de J . M. FORNII!s MARQUIK~ , leída el 7-7-69 en la
Facultad de Ciencias de Zaragoza.

La reali zación de los diagr amas de Debye-Scherrer de los doce ácidos bencenocar­
boxílicos existentes, diagram as cuyo fin último era su u tili zación como patrones en la
identificación de los compuestos químicos ob teni dos por oxidación del carbón 1 , nos puso
en con tac to con estos cu er pos en los qu e se pueden encon trar tres grupos de i sómeros
de posición : los ácidos 1,2; 1,3 Y 1,4 bencencdicarb oxílicos, los 1,2,3 ; 1,2,4 Y 1,2,5
bencenotr icarbo xílicos y, los 1,2 ,3,4; 1,2,3,5 Y 1,2,4,5 bencen otet racarb oxílicos. Cada
grupo posee la misma fórmula química bruta : C

6
H

4
(COOH)2 para los di, C

6
H3 (COOH)3

para los tri y C
6

H2 (COOH)4 para los te tr acarboxíl ícos r espect ivam ente.
Los trabajos de GONz,\LEZ SÁNCHEZ2, Góxsz ARANDA, GÓMEZ BELTn,í:N y USÓN LACAL3 ,

y . GÓjJEZ BEU R.í: N y Fon NIÉs MARQUINA 1 ponen- de manifiesto qu e la diferente posición
alrededor del anillo benc énico de los gr upos ' carh óxilos in fluye notablemen te en las
pro piedades . qu e pr esentan dichos cuerp os y; -sin du da de ningu na cla se, uno de los
aspec tos donde se podrá apreciar la in flu encia de la geometr ía mole cular -será en la con-

F . (MMEZ BELTRÁN y J. M. FORNIÉS MAnQUINA

Departamentos de Química Física y de Electricidad y Electrónica.
Universidad de' Zaragoz a

ESTUDIO CRISTALOGRAFICO POR DIFRACCION DE RAYOS X
DE LOS TRES ACIDOS BENCENOTRICARBOXILICOS·

Introducción

POR

Resumen

En un intento de interpretar la influencia que en algunas propiedades físico-quí­
micas de isómero s químicos ti ene la posición relativa de los gr upo s funcionales, se han
estudiado por difracción con rayos X los tres ácid os ben cen otricarboxíli cos . Se han de­
terminado la s dimensiones de s us celdilla s elemen tales y sus gr upos espaciales . Se

·hace un intento de intepretar cier tos compor tamien tos quím icos conocidos de es tos
cuerpos .
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figuración cristalina, pu es la forma de empaquet amien to más adecua da al tipo de fu er ­
zas de unión la determinará en gran medida la posición de los grupos" - COOH en el
espacio. . I

_____ o, O ~O---_ - H-O , O ,.,O- H O~

c- - C C- -C C-
/ " .~ ~ .'"H-O O-H O O .H- O

Para los ácidos bencenodica rb oxílicos la evidencia acerca de esta influencia es no­
toria , pu es en el tereftálico , la est r uctura corresponde sin du da a la formació n de fu er ­
tes pu ente s de hi drógeno -entr e sus moléculas dan do lu gar a lar gas cadena s. Est e tip o
de estructu ra pr oduce un compues to mucho m ás in soluble en agua que el ácido Itá lico,
como puede observa rse en la Tabla 1.

T ABLA 1

So lubilulades de los ácidos bencen odicarboxílicos

Ftálico l sof tálico Te¡'eftálico

Solubilidad 0,54 (20°C) 0,0128 (25° C) 0,001
(gr /100, g. H2O)

~

El ácido Ftálico, debido a los impedimentos es féricos en tre sus dos grupos carbo­
xilos vecinos, puede que no adopte un a estr uctura ta n pollmeri zada como el tereftálico,
lo que 'Be re velaría en su solubilida d en agua.

Pensan do que un estudio cristalogr áfico de los tres ácidos bencenc trí carboxñícos se-

COOH

o H oHCOOHÜ=H
COOH COOH

2H2O.
COOH

COOH
Trirn4sico Trimelítico Hemimelítico

r ía interesante como medio de evidenciar la influencia de la posición de los grupos,
COOH en el tipo de empaq ue tamien to y simetría adoptado en cada caso, y, disponiendo
de mu estras puras de estos compuestos, lo hemo s abor dado.

Durante la rea lización de-e ste tra bajo tu vimos conocimiento del estud io de D. J . Du­
CHAMP sobre el ácido trim éslco-, que per mit ió comprobar alg unos de nuestros re sulta­
dos y ver ificar la bu ena pues ta en práctica de nu estros métodos de trabajo.

Parte experimental

Preparación: de los cri stales de los ácidos hemímelítíco, trimelítico y trimésico

Partimos de mu es tras puras de estos cuerpos, ob tenidas en el Depar tamento de Za­
ragoza del In stituto Nacional del Carbón. De ellas, la del ácido hemim elítico procedía
de un compuesto obtenido por oxidación del 1,2,3 tr imetílbenceno con perm angan a to
potásico acuos o, y, las otras dos de productos Fluka, calida d purum. En los tres cas os,
los productos fin ales eran el r esu ltado de var ias cr istalizaciones en agua y sus análi­
sis elementales correspon dían a los compuestos e, H6 0 6' e, H6 06' y, e, He o; 2H

20
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respectivament e para el trimésico, tr imeIítico y h emim elítíco, presenta ndo este último
agua de cristalización . Las propiedades de estos ácidos se resumen en la Tabla JI y,
de ellas se observa :

a) El punto de fusión del tr imésico es unos 150°C más alto que el del hemimelHico
y unos n o°c mayor que el del trimeIítico. Ello indica un enlace más robusto entre las
moléculas de este ácido, cuyo origen puede que sea la exis tencia de una ' estructura
muy unid a por puentes de hi drógeno.

b) La formación de larga s cadenas debidas a puentes de hidrógeno es la causa de
la muy baja solubilid ad en agua del tereftálico (1,4 bencenodicarb oxílico) frent e al Itá­
lico (1,2 bencenodicar boxilico) ya reseñada en la Tabla I. Sin embargo, tal cosa no
aparece de forma paralela en el hemiineIítico y tr imésico . La mayor acumulación de
grupos ácido en la molécula produ ce, sin duda, una mayor analogía entre sus solubi­
lidades en agua.

e) Un examen de las cons tan tes de disociación revela :
1.o Que el ácido trimésico es el más débil de los tr es respecto a Kt . (La mitad

que el hemomelítico y la cuar ta parte qu e el trimelítico).
2.0 Que las constantes Kt , K

2
Y K

3
más parecldas entre sí corresponden al tri ­

mésico.
Lo primero revela sin duda en el ácido trimésico que la disociación de H+ se produce

a par tir de átomos de hidrógeno que forman puentes de hidrógeno (posiblemente en
este caso intramoleculare s) y, lo segundo, que la influ encia de un grupo -COOH en la
disociación del siguiente es menor en el trimésico a causa de su distancia.

d) Finalmente, las densidades revelan que la celda del ácido trimésico es más hu eca,
de acuerdo con la existencia de muchos puentes de hiró geno, en concordancia con los
resultados de D . J . D UCHAMP4 '

Como se deducirá de los resul tados de nuestr o tr abajo, todos los parámetros crísta­
linos del hemimelítico y trimelítico r esponden a estas interpretaciones.

La obtención de monocri stales para su utili zación en el exámen por rayos X, no
presentó problemas dignos de mención en el CaBO de los ácidos hemimeIítico y trímelí­
tico, aunque para el ácido trimésico se presta a la formación de maclas, no favorece
precisamente la obtención de buenos cristales para el análisis roentgenográfico.

T ABLA TI

Propiedades de los ácidos bencenotri carboxi licos

Trimésico Trimelítico Hemimelítico

COOH

(5
,

O-~
COOH COOH

Fórmula .2H2O

COOH

COOH

2,69 (22,5°C) Fácil soluble 3,15 (19°C)
Solubilidad en agua" 0,38 (16°C)
Soluble éter soluble Fácil soluble Fácil soluble
P. fusión 345-380° C 215-238°C 190°C descomp.

Constan te r1
6,06 • 10- 4 2,85 . 10- 3 1,44 . 10- 3

disociación K. 1,05 • 10- 4 1,37 . 10-4 6,61 . 10-5

K- 1,25 • 10- 5 7,43 . 10- 6 1,51 . 10- 6
3

Densidad" 1,4550 1,5574 1,5435
gr ./cm.3

* Las solub ilid ad es vienen determinadas en todos los casos en gr . soluto/ lOG gr. diso lvente .*. Las den sidades fueron determ inadas en est e trabajo.
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Cámara W eíssenberg verticaJ7: r = 30,3 mm.
CI = 1,8909 °/min . C2 = 2
fI = 64° 41, 26 = (0,85465) . 2x

I

Cámara W eissenberg Noniu s : r = 28,8 mm .
C¡ = 1,9894 °/ min . C2 = 2
H = 63° 55' 26 = (0,89062) . 2x

son los siguientes :

1,4450 gr./ cm.3

1,5574 gr . / cm.3

1,5435 gr./cm. 3

- ~86 -

Estudio cristalográfico el ácido trimésico

Obte nción y forma de los cristales

Para la obtención de monocristales de ácido trim ésico se emplearon disoluciones sa­
turadas de dicha sus tan cia en alcohol y acetona , así como en mezclas de ambos disol­
ventes, resultand o de la cr istalización ejempla res con hábitos cris talinos muy diferen­
tes. Desde pri smas rectan gul ar es a pri smas inclinarlos de sección rómbica, pasando por
exagonales ligeramente acha tados. .

Tanto en un caso como en otro se advier te la gran tendencia que posee dicha sus­
tancia a la form ación de maelas, como bien se pudo apreciar en el examen óptico.

Se estudiaron dos cri stales orientados según las zonas [100] y [010] mediante dia­
gramas giratorios y .de W eissenberg (equiíucl ínací ón), y del conjunto de las medidas
realizadas se obtuvieron los siguientes valores de parámetr os a, b, y dOOl' (Tabla lIT)

TABLA ITI

Constantes a, b, d
OOI

del ácido t¡'i1nésico.

a = 26,52 ± 0,04 Ao
b = 16,48 ± 0,02 Ao

doo'l = 26,57 ± 0,04 A°

Diagramas de rayos X

Método de trabajo

Para la ejecución de los diagramas de rayos X se empleó el método de Weissenberg
y se utilizaron dos cámaras : unn hori zontal Nonius , y , una vertical diseñada por
J . L. A)lOHÓS 6 • Los valores efectivos del radio de ambas se midie ron .utilizando como
patrón cloruro sódico pr eparad o en tub os Lindemann". LOlS da tos del diagrama de polvo
de CI Na se tomaron de A. S. T. M.B. De esta form a se cor rigieron los valores erróneos de
los radios y " shrinkage" no eliminados según la extrapolación de BRADLEY y J'\y9.

La radiación' empleada ha sido Ket Cu = 1,5418 A, con filtro de níquel, y la inst a­
lación empleada fue un diíract ómetro Philips PW 1010 y un generad or Lebel trabajan­
do a 35 KV. 20 mA.

Los valores de las constan les inst rumen tales ob tenidas, de las medida s realizadas en
los diagramas efectuados, ar ro jan los siguientes res ultados :

La determinación de las densidad es se realizó por el método plcnométricos : Se de­
terminó la densidad del ácido trimésico a 16°C con agua, y , las correspondientes a los
ácidos, trimelíti co y hemimelítico en cichoexano a 24,5° C. Se empleó un termostato y
uno. cámara de vacío.

Los res ulta dos obte nidos para las densidades

Acido lrimésico
Acido trimelítico
Acido hemimelítico



y la ma sa contenida en

f3 ~ 91° 58'

1 = 2n

f3 = 91° 53'

h = 2n
1 = 2n

h = 2n

a = 26,52 ± 0,04 A°
b = 16,48 ± 0,02 Ao
e = 26,58 ± 0,04 Ao

a = 26,52 AO
b = 16,42 AO
e = 26,55 Ao

hoo
001

h01

A par ti r de las dimensiones de la celda
ellas son:

Ante esta situación, suspendimos nuestro programa de trabajo para esta su stancia .

ESTUDIO CRISTALOGRAFI CO POR DIFRACCION DE RAY OS X

Utiliza ndo los resultados deducidos median te los diagra mas de cr is tal único, asi gna­
mos a cada r eflexión del diagrama de polvo sus ín dices de Miller correspondien tes. Par a
ello, se empleó un programa de cálculo del ord enador IBM 7070 (ver ácido tr imelít ico),
y, se encon tró una lis ta de índices 'y espaciados suficientemente aproximad os par a la
asignación de todas las r eflexiones qu e aparecieron en el diagrama de polvo. La' asig­
naci ón completa se da en la Tabla IV.

res ulta ndo un número de moléculas de N = 48,21 es: 48 .
La densidad r oentgenográfica tien e por valor Qn = 1,4386 gr ./cm.s.

Diagrama de Debye-Scherrer

Número de moléculas por celd a unida d y densid ad roentgenográflca

Nos proponíamo s analizar la macla, que seg ún parece, orig inó un a pse udosimelr ía
exagonal, cuando tuvimos no ticia de la publicación de D . J . D UCIl .U lP 4 • Este au tor pro ­
pone una celda monoclínica de gr upo espacial Ce O C2/e y dimensiones:

Extinciones

dond e el parámetro cor r espond ien te al eje e se calculó a par tir del espaciado d 001.

Con los diagramas W eíssenberg r ealiza dos alrededor de [100] se -presen tar on las
r edes r ecíprocas de sus correspondien tes niveles , no pudiéndose encontra r un a r egla
sistemática de extinciones debido a la existencia de un a macla polisinté tica. Sin emba r­
go en el cr istal girando alre dedor de [010] se encontraron las r eflexiones :

Asimismo, en los diagra mas ' " eissenberg se midieron los ángulos in teraxíales con
los que que dó finalmente para cons tan tes de la celda.



REVISTA DE LA ACADE MI A DE CIENCI AS EXACTAS, FISICO-QUIMIC AS y NAT URA LES

T ABLA IV

l rüerp retacuni Debue", Acido tl'imésico

hkl 1/1 <M.o M I 1/1 dAo

200 83 13,250 800 14 3,319

111 3 12,345 045 50 3,247
112 22 9,554 820 11 3,083
020 86 8,208 821 24 3,014

311 Z3 7,538 246 12 2,892

022 53 7,006 354 5 2,827
400 13 6,638 550 10 2,791

2M 26 6,231 428 10 2,702
023 5 5,985 10,0,0 4 2,6.'32
130 8 5,362 9,3,0 4 2,580
420 22 5,169 10,0,2 5 2,554
421 20 4,998 10,2,0 6 2,517
511 19 4,863 248 7. 2,495

331 6 4,599 462 6 2,470
025 6 4,423 10,0,4 5 2,380

116 14 4,246 11,1,0 4 2,367
620 11 3,902 464 6 2,334

242 9 3.788 662 5 2,304
710 100 3,673 662 4 2,275
440 6 3,499 430 8 2,195
-

6 3,460441 12.0,2 6 2,151
136 6 3,379 12.2.0 4 2,124

. • Las intensidades est án medidas con un difr actómetro.

Estudio cristalográfico del ácido trimelítico

Obtención y fonna de los cristales

Con el fin de obte ner monocrl stales de esta sustancia, se prepararon varias disolu­
ciones en alcohol yagua a distintas pr oporciones, dando lu gar a la formación de cr is­
ta les prismáticos , tran spar en tes e incolor os muy desarrollados en un a dire cción qu e
poste rio rmente r esultó ser la zona [100].

Cálculo de parámetros

Se orientaron los cr is tales para su estudio ro en tgenográfico segú n las direcciones
zonales 100 y 001 r esult éndonos como resumen de las medidas r ealizadas los valores
de a, e, d l oo y dala qu e aparecen en la tabla V.
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-189......,

1 = 2n

2
C = - - - ­

4c2 sen2 {3

{3 = 100° 41'

2
B = - ­

4 b2

h + k + 1 = 2n
h = 2n
k = 2n

2

hk1
ho1
oko

a = 16,13 ± 0,02 AO
b = 12,39 ± 0,02 AO

e = 9,10 ± 0,02 AO

A

siendo:

características propia s del grupo espacial l / a del siste ma monoclínico.

Diagrama de Debye-Scherrer y asignación de índices

Las reflexiones aparecidas en los distintos niveles dan la siguiente pauta:

Extinciones

valores que comprobaremos con los deducidos mediante el diagrama de polvo.

Se hizo el cálculo con un programa de cálculo para el ordenador IDM 7fYl.O. Este
programa está escrito en lenguaje Fortran-Autocoder y es propio para la interpretación
de diagra mas Debye correspondientes al sistema monoclínico con b como eje binario .

T ABL A ' V

Constantes a, e, dl oo y dOlO del ácido trimelit ico,

a = 16,11 ± 0,02 Ao
e = 9,1O ± 0,02 Ao

d l oo = 15,85 ± 0,02 A°
d Olo = 12,39 ± 0,02 A°

Con estos datos se calculó teóricamente el ángulo {3, y se encontró {3 = 100° 41'
por lo que nos resultan los sigui ente s valores de la celda :

Se realizaron varios diíractcgramas en un difractómetro Phi lips PVV 1010 con las
siguientes condiciones de trabajo : K:x. Cu = 1,5418 A0, 40 KV. 20 m. A y 1.650 V en

. el contador Geiger , ratemeter 16 x 1 y constante de tiempo 4. Velocidad de la cabeza
geométrica l /2 ° por mítnuto, int ervalo de exploración 4° - 65°.

Así se obtuvieron los espaciados del cristal así como sus intensidades relativas, datos
que se utilizan para la iden tificación según las norma s de A.S.T.M.. •

A partir de las cons tantes de la celda deducidas de los diagramas de Weissenberg ,
es posible asigna r a cada reflexión del diagrama de polvo sus índices correspondientes
(hk1). 'Así para el sistema monoclín ico10 , los cuadrados de sen e correspondiente s a
cada terna (hlr1) responden a la fórmula analítica:

sen 2 hkle = /¡2A + 1r2B + PC + 2h1 .¡A.C cos e



f3 = 100 0 41'

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EX ACT AS , FISICQ-QUIM ICAS y NATURALES

Calcula los senos de los ángulos de Bragg y el espaciado correspondiente a cada refle­
xión según :

Así se obtuvo una lista de índices y espaciados suficien temente aprox imada para
poder asignar todas las reflex iones que aparecían en el diagra ma de polvo.

La asignación completa de índices a las reflexion es obtenidas , intensidades relati­
vas y los espaciados se expres an en la Tabla VI.

T ABLA VI

[nt erp¡'etación Deby e. Acido trimeiit ico

hkl [jI dAo hkl ut dAo

-
200 4 7,914 432 6 2,555

011 4 7,253 332 5
.

2,513

020 33 6,141 602 3· 2,462
220 10 4,857 620 4 2,431

002 3 4,481 342 8 2,379

012 4 4,164 5 32 4 2,321

- 320 12 3,768 2 04 10 2,247
202 100 3,608 342 2 2,194

222 9 3,479 152 2 2.166

420 4 3,324 712 3 2,144
50Q 16 3,132 720 5 2,122
040 9 3,076 612 3 2,085
132 1. 2,903 060 3 2,058
240 6 2.870 800 2 1,981
520 5 2,837 802 2 1,939

512 7. 2,763 820 2 1,895

402 3 2,720 604 2 1,877.
600 3 2,652

522 5 2,578 044 2 1,803

'"
" ....

Teniendo' en cuenta los datos del diagrama de polvo se calculó el espaciado dl OO a
partir de los valores a sen f3 para las reflexiones (200), (400), (600), (800), resultando
un valor medio dl oo = a sen f3 = 15,85 Ao totalm ente de acuerdo con el r educido a
par tir de los diagramas de Wei ssenberg. ,

Número de moléculas por celda unidad y densidad roentgenográfica

A partir de las dime nsiones de la celda unidad

a = 16,13 ± 0,02 AO
b = 12,39 ± 0,02 AO

e = 9,10 ± 0,02 AO
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100

Q

M = 2.783,15 X 10- 24 gr.

28° 6'
24° 56'

001
110

110

110
110

Tal como se puede observar en lo. fig.-1 los cris tales del ácido hemímelíticó pres en-
tan una gra n sencillez morfoló gica aparición de un centro de inversión 11 .

n

~ 191-

Datos de proyección estereoqr áiica

Con este estu dio se pretendía compara r las for mas que presentaban las dos especies
dominantes de la cristalización, y con dujo a 10'8 siguien tes valores :

Estudio morfológico

El ácido hemimelítico con tiene agua de cris talización por lo qu e utilizam os agua como
disolvente para la obt ención de monocri stal es. Los cr ísteles de este compues to son l á­
min as prismáticas, incoloras y tran sparen tes que prese nt an difer entes hábitos y que
se desarrollan sobre la dir ección [010] . . .

T ABLA VII

Estudio cristalográfico del ácido hemimelítico 2H20

Obtención y forma de los cristales

res ultando un número de molécula s por celda de N = 7,97 ce: 8.
La densidad roentgenográfica calculada es:

QR = 1,5615 gr. / cm. 3

'Se calcula ron el volumen y la masa :

V = 1.787,05 X 10- 24 cm .s
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TABLA VID

(cris tal 1)
(cris tal 2)

a=712±0,02Ao
b =8,72 ± 0,02 Ao

b =8,77 ± 0,02 AO

dl OO =6,99 ± 0,01 Ao

dOlo =8,39 ± 0,01 Ao

d oO! = 8,64 ± 0,10 Ao

Las condiciones de traba jo utilizada s para la realización de los difractogramas fue
ron semejantes a las empleadas para el ácido trim elítico.. La asignación de índices se
efectuó según el significado del vector 0 llkl en el espacio r ecíproco :

0 2
1lk l

= h2 a"2 + Jt2 b"2 + 12 C"2 + 2hlw" b" ces y" + 2/r1' b' c" cos oc ' +
+ 21hc" a" CoS {3'

con lo que existe la siguiente relación :

Diagrama de Debye-Scherrer

Conocidos a partir de las dimensiones de la celda a' , b" I e", oc ', {3*, y' , y Q"k bas­
ta -dar valores h k 1 a la expresión ant erior, par a obtener los índices correspondle~tes a
cada reflexión del diagrama de polvo.

De esta manera se obtuvo una lista de valores Qllk que resultaron s uficientemente
aproximados para poder asignar todas las reflexiones que aparecieron en el diagra ma
de polvo. La asignación completa se da en la tabla IX.

1 4 sen2 a'
Q kll l = d2hk1 = ')..2

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Cons tan tes a , b, d l oo y d Olo pare el ácido hemimelítico.

Extinciones

Analizando los diagra mas Weissenber g en ecuador , primer nivel y segundo nivel,
según los ejes de giro [100J y [010], las reflexiones sistemáticas no estaban sujetas a
ninguna condición. Este hecho conduce al gr upo espacial P 1 del sistema tr iclínico de
acuerdo con el estud io morfológico realizado ant eriormen te.

Cálculo de parámetros

El estudio roentgenográfico previo de este compuesto se efectuó mediante el análisis
de diagramas oscilantes con ejes de giro paralelos a [lOO] y [010], Y de diagramas
Weissenberg con igual es ejes de giro.

A partir de los diagrama s indicados se han obtenido los "olores estructurales que
se expresan en la tabla VID.
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TABLA IX

d
l OO

= 6,99 Ao

dOlO = 8,39 Ao

dool = 8,64 Ao

w = 101 0 8'yoc· = 105° 58'

a = 7,12 AO
b = 8,72 A°
b = 8,77 Ao

t nterpretacum Dcbye. ¡l eido dell1imelít ieo 2H
20

Como resultado de las medidas realizadas se 'encuentran los siguientes valores :

hk~ 1/1 dAo ua [/1 dAo

001 12 8,600 211 3 2,844
010 5 8,403 030 3 2,788

~ - -
011 14 7,077 221 5 2,754
100 7. 6,983 221 14 2,704

101 5 5,986 022 7 2,655

110 6 5,403 221 8 2,650

111 4 4,653 130 8 2,611

i11 10 4,500 013 4 2,577
012 7 4,354 103 7· 2,504

021 6 4,272 122 4 2,381
110 7 3,973 033 3 2,360
102 47 3,622 300 4 2,332
120 100 3,534 222 4 2,321

200 21 3,453 310 4 2,275

220 1O' 3,340 311 21 2,2®
122 7. 3,304 024 3 2,186

211 4 3,038 301 2 2,151
202 11 2,998 040 2 2,080

311 3 2,910 303 2 1,985
003 3 2,866 204 2 1,810

050 2 1,689

Cálculo de las constantes de la celda

Mediante las propiedades del espacio recíproco y con los datos hallados se calculó
teóricamente el parámetro e y los ángulos oc· teóricos. Además, por existir dos valores
de b medidos en cristales distintos, se utilizaron cada uno de ellos.

Si b = 8,77 Ao ae encuentra :
oc· = 106° 55' oc = 73° 22'
W = 86° 46' (3 = 79 0 19'

e = 9,14 A° y = 90°
F = 536;51 . 10-24 cm.s

con los ángulos oc· y (3" medidos sobre diagramas de Weissenberg
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HemiJrnelítico

a = 7,12 + 0,02 Ao
b = 8,72 ± 0,02 Ao
e = 9,14 ± 0,02 Ao
IX. = ' 74° 28'

f3 = 79° 16'
»: 90°
PI'
1,5435 gr ./ cm.3

N = 2 moléculas

(

IX. = .74° 28'
f3 = 79° 16'
y = 90°

M = 827,90 . 10-2 4 gr.

siendo el valor de la densidad roentgeno-

a = 16,13 ± 0.02 Ao
b = 12,39 ± 0,02 AO
c = 9,1O±0,02Ao

Trimelitico

TABLA X

f3 = 100° 41'

12/ a
1,55.74 gr. /c m. 3

N ee' 8 moléculas

a = 26,52 ± 0,04 Ao
b = 16,48 ± 0,02 Ao
e = 26,58 ± 0,04 Ao

Trimésico

Cc Ó C 2/c
1,4450 gr. / cm.3

N = 48 moléculas

Como se vio en la introducción , todas las propiedades ñsícoquímicas del ácido tri­
mésico conduc en a la existencia de una estr uctura abier ta, con gran número de puen­
tes de hidrógeno, tal como el análisis estructura l de DUCHAMP confirma plenamente, ya
que "una estructura satisfactoria se obtuvo con una unid ad asimétrica (C540 36H36 )
formada por seis moléculas que se distr ibuyen en dos grupos de tres moléculas prác­
ticamente paralelas. Todas las moléculas están conectadas por pares de enlaces de hi­
drógeno, carboxilo a carboxilo , form ando una distribución continua de anillos de seis
moléculas semejantes a los de un "rete de alambre". Estas distribuciones se doblan
para adoptar dos direcciones form ando una especie de hojas superpuestas . Las distri­
buciones en diferentes orientaciones se interpenetran, tres moléculas en una orientación
pasando a través de agujeros de tres distribuciones paralelas en la oríentacíón alterna

Si b = 8,72 A° se tien e:
a.- = 105° 49' oc = ' .7,4° 28'
W = 86° 57~ f3 = 79°' 16'

e = 9,14 Ae y = 90°
V = 536,37 . 10-24 cm.s

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , FISICQ·QUIMICAS y NATURALES

Discusión de los resultados

(1, = 7,12 ± 0,02 AO
11 = 8,72 ± 0,02 AO
a = 9,14 ± 0,02 AO

que nos da un volumen y masa para la celda de :

Puesto que el valor teórico de IX.- más de acuerdo con el experimental se deduce pane
el parámetro b = 8,72 A0, las dimen siones de la celda unidad del ácido hemimelftico.
2H~O serán :

Con el trabajo realizado hasta aquí, se ha llegado a la determinación de los grupos
espaciale s correspondi ent es a los tres ácidos bencenotricarboxílicos estudiados y a la
asignación completa de índi ces en los diagramas de Debye-Scherrer. Los resultados ob­
tenidos se pueden resumir en la siguiente tabla:

V = 536,38 . 10-24 cm.:i

con un ' número de moléculas N = 2,02!::;,L 2,
gráfica QR = 1,5248 gr'¡cm.3 .,
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Así, pues, no hay dud a de que las pr opiedades del ácido trim ésíco dependen funda­
mentalmente de los pu entes de hidrógeno que contienen dicha sustancia en estado cris­
talino .

En cuanto al ácido hemim elítico, que cr ista liza con dos moléculas de agua, y, cuya
celda elemental con tiene dos grupos 090SH6 • 2H

20
Y posee cen tro de simetría, segu­

ram ente enlazará las dos moléculas de agua a sus grupos carbox ílos mediante puentes
de hidrógeno. Ahora bien, del diagr ama de Debye-Scherrer de es te compuesto se deduce
qu e los planos (022) son los de mayor contr ibución a la in tensidad, sin embargo ta l
plan o posee en su dimensión mejor un a longitud de 7,12 Ao, valor que no es capaz de
acomodar en cadena

para producir un a r ed mezclada. Un tercio de los áto mos de hidrógeno carboxíl íco se
halló que se encon tra ban desordenados'".

Por otra parte, los puentes de hidrógeno en los ácidos bencenocarboxílícosw, es tán
de tal forma que todo s los átomos qu e los form an son coplanares, adoptando la distri­
bu ción qu e se mu estra en la fig. 2. -

cuya longitud es 12,3 Ao • _

Dado que los planos de máxima densidad están situados a una distancia de 3,53 Ao,
es lo más probable que dentro de la celda .unidad, las dos moléculas de 1, 2, 3 benceno­
tricarboxílico estén cada una en un plano de 10'8 enter iormente citados, y, que el enlace
entre los dos se produzca a través de un a molécula de agua .

Exi ste una confirmación indirecta de la interpretación dada de que las dos moléculas
de .o

9
0

6
H

6
no están unidas entre si por pu entes de hidrógeno.

F . GONZÁLEZ SÁNcnEz2 en su trabajo sobre los espectros infrarrojos de los ácido'i! ben ­
ceno tr icarboxílicos dice : "Los espectros infrarrojos de los ácidos bencenocarboxílicos
anhidros muestran una banda de intensidad variable entre 935-900 cm. - l . De lo an ­
terior se deduce que los écidoa carhoxílicos examinados en estado s ólido, .es decir, en
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estado de asociados como dimeros o polímeros, dan un a band a caracter ís tica del COOH
en las pro ximidades de 900 cm- 1° . Esta band a . que aparece también en otros ácidos
carhoxílicos, le lleva a afirmar qu e: "L os ácidos bcncenocarboxíli cos hidratados no dan
ninguna band a cerca de 900 cm.- l , lo que nos permite opinar decididamente sobr e 13n
or igen" .

'La banda cerca de 935-850 cm. - 1 de los ácido s carbo xílicos examinados en estado
sólido, la atribuimos u las vibraciones de deformación no planares del OIl en el anillo
dim érico". (Corno ya señalamo s, esta band a desapar ece en los hidratos . La causa de esta
desaparición debe dc encontrar se en qu e la asocia ción de los ácidos hidratados no se
produce directa men te por los OIl de los gr upos carboxilos sino por intermedio de las
molécula s de agua, lo que alte ra el tipo y la in tensidad de los puentes de hidrógeno.
Al cambiarse el tipo de asociación y desaparecer el anillo dimérico, desaparece también
esta banda , lo qu e confirma el ori gen propuesto ".

Efectivamente, en el espectro de infrarrojo del h emimelítico hidratado en estado
sólido , no aparece la banda en aproximadamente 900 cm- l , lo que revela que no hay
pu ent es ácido-ácido.

Dada la posi ción contig ua de los - COOJI sobre el anillo de benceno que existe en
el hemim elítico, es probable que la causa que impide a sus carboxílos unirse por puen­
tes de hi dr ógeno, sea el "apiñ amiento" que se traduce en que ninguno de ellos pueda
ser coplanar con el otro. En estas condiciones no ser ía posible que se produjese una
estr uc tura r egul ar compac ta si existiesen pu entes de hidrógeno carboxilo-carboxllo . Por
es ta razón , la saturación de las fuerzas r esiduales de enla ce de los COOH tiene que
r ealizarse con moléculas de H

20
. En est e sentido hay que conside ra r que el - COOIl en

posición 2, posiblemente está libre, lo que apoyar ía el hecho de la aparición en el es­
pectro infrarrojo del CiI3 (COOH) 3 • 2Il

20
de dos bandas en 3.436-3.497 cm.- l as igna­

das por GO"ZÁLEZ S..\NCBEZ a 6 OH del - COOH libre, tales bandas no aparecen ni en el
lrimelít ir o ni en el tr imésico. Aparecen de nuevo en el melofánico, piromelftico hidrata-
do y pentacarboxíli eo en los que el "apiñamiento" exis te también. .

La colocaci ón del ácido tr imelíti co en su celda es un pr oblema más dificil, pue s el
númer o de moléculas no permite , en principio, imaginar su disposición definitiva . Aho­
ra bien , un hecho interesante merece mención . Si se comparan los espaciados de ma­
yor con tr ibución a la intensidad, se encuentran:

TABLA XI

d( A O) hk1

Trimésico 3,67 710
Trimelítico 3,60 202
Hemimelítico 3,53 022

espac iados del mismo or den de magnitud y valor semejan te al encontrado entre anillos
ben cénicos en el grafito. Este hecho revela sin duda que sobre estos planos se agrupan
las molécula s par a cada uno de los ácidos en est ud io.

A la vista de las superficies ocupadas por dichos plano s reti culares se pueden dedu­
cir las síguíentes con secuencias :

1.0) En el caso del ácido trimésico , la superficie del plano (710) contenida en la
celda elemen tal es suficien te para acomodar el exágono formado por seis moléculas de
ácido . De esta forma ocupan la celda 42 moléculas sobre los siete planos que contiene ,
y las restantes seis moléculas se acoplarán sobr e dichos planos. Esta estructura tan
compleja , con tanto pu ente de hidró gen o favor ece la fuerte tende ncia de este compues ­
to a la formación de muelas, origina ndo un a pseudo simetría exagonal.

El espectro infrarrojo del trim ésico sólido abona también por esta estructura pues
en él hay una banda en 922 cm.- l (5 OH (COOlI dímer o)) y no hay banda en 3.400 cm.-1

(6 OH (COOH libre)) .

-196 -
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FIG. 3

Esta s cons ideraciones, sobre la posición de las moléculas en la celda de los ácidos
es tudiados se pu eden ampliar a los rest antes ácidos hencenocar box ílicos, basándonos en
sus diagramas de Debye-Sch er rer . Las reflexio nes más in tensas para estos compuestos
correspon den a los espac iados de plano s reticulares que se re sumen en la tabla XII.

T ABL A XII

\ O /----\ O /
O- j-U U- -u/ <:» \

/ /
,'-<.J\ ,'_\

I I " II I I I
I I \ I

\<.J-/ <.J-,'
/ /\ O r :'>. O /U- -u u- -u

/ \_ --_./ \

3,30
3,18
3,20 ­
3,53
3,60
3,67
3,44
3,42
3,76

- 3;86
4,09

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
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Acido

Ftálico
IsoHálico
Ter eftáli co
lI emim eIíti co 2H20
Trim elítico
Trimésico
Pir omelítico 2H

2
0

Meloíáníco 2H
2
0

Pren íti co
Pen tacarboxlli co 2H

20
"relítico

2.°) Para el ácido trimelíti co BC podr ía pensar en un a unidad asimétrica formada
por cua tro moléculas dispu estas en el plan o (202) según la dist ribución de la fig. 3,
sin embargo tal distribución no es posibl e, teni endo en cuenta sus cor respondien tes
superficies .

Ahora bien , teni endo en cuenta que en el diagrama de Debye-Scherrer , de es te com­
pues to , no apa recen otras reflexiones fuertes podem os pens ar que la unidad asimétrica
formada por es tas cua tr o moléculas podría esta r en el plan o (102), cuya reflexión se
ex ting ue dadas las con diciones del grupo espacial a que pertenece esle ácido.

Una distribución de molécu las de trimelí tico según el modelo anteri or se compr ueba
con los espectros infrarrojos de este ácido en es tado sólido, pues apa rece una banda
en 922 cm .- 1 (6 0Il (COOfl dímero)) y no aparece banda alguna en 3.400 cm.-1 (6 0fl
(COOIl libre)). El que 110 r equiera moléculas de agua para saturar la valencia r esidual
de los carboxilos parece que abona también la formación muy ex tensa de pu en les de
hi dr ógeno entre gr upo s -COOIl a lo lar go de toda la r ed.

3 .0 ) En el ácido h emim eIíti co, el plano r eticular con mayor densidad es el (022)
cuya mitad de superficie es capaz de acomodar un a molécula con su cor respondiente
ag ua de cr istalización .
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3.a Par a el ácido trim ésico las cons tantes cristalográficas determinadas son:

- J.~~-

Densidad

1,4450 gr .jcm.3 (16°C)
1,5770 gr. /cm.3 (24,5° C)
1,5435 gr. /cm.3 (24,5° C)

b = 16,50 Ao e = 26,61'Ao

(3 = 91° 58'

Ad do

Trimésico
Trimelítico
Hemimelítico . 2H

2
0

a = 26,52 A°

oc = y = 90°

En esta tabla podemos apreciar que los espaciados entre planos reti culares corres­
pondient es a reflexiones más intensas, oscilan alrededor de 3,53 A0 -, Para los ácidos
bencenotricarboxílicos en estudio, la orien tac ión planar de sus moléculas satisface cua­
litativa y ouautitativamen te esta estructuración int erna ; en 10'S restant es ácidos parece
que se conserva la misma tendencia .

Esta disposición de las moléculas sobre planos. reticular es bien determinados, hace
pensar en la idea de enfocar el estudio completo de sus estructur as oris talinas por me­
dio de la utilización de análogos ópticos, método iniciado por B RAGGl 3 y desarrollado
fund amentalmente por L IPSO;-¡ 14, quien demostró su utilidad en la determinación de
estructums-s . Así, con el apara to de convoluciones se podría obtener lo que R OBER STON

denominó "proyecciones de Pat terson teóricas", e incluso síntesis de Fouri er mediante
el Iotosumador armónico de Eller l 6 .

En el caso que se nos presenta , bastaría evidenciar los fenómenos de difracción de
rayos X por los cristales y la difracción de la luz pOI' redes bidimensionales 'Semejantes
a las supuestas dentro del cris tal-t. Este" método de tr abajo permitiría llevar a escala
macroscópica un cier to núm ero de fenómenos que se verifican a escala atómica , y,
usando esta analogía, dar un carácter més intuitivo al problema de la deducción de
la estructura cristalin a.

Sistema monoclínico : Grupo espacial Ce Ó C2/ c
Número de moléculas en la celda unidad = 48

Estos valores concuerdan muy bien con los determinados por D. J . DUCJIA~IP cosa
que, en cier to modo, nos asegura la precisión de nuestr os métodos de medida.

4.a El ácido tri melítico tiene por cons tantes cristalográficas :

a = 16,13 Ao b = 12,39 A" e = 9,10 A"
oc = y = 90° (3 = 100° 41'

Sistema monoclínico : Grupo espacial 12j a
Número de moléculas en la celda unida d = 8

L a Se han estudiado mediante diíracci ón por rayos X los tr es ácidos benceno tri­
ca rboxí licos utilizando los métodos de "cristal úni co", diagramas gira torios y diagra­
mas de W eissenberg. En todos los ca-sos se han introducido las correcciones adecuadas
para obtener de los datos experimentales los valores más refina dos posibles de las cons­
tantes reticulares. En el caso del ácido hemimel ítíco cristalizado con dos moléculas de
agua, se complementó el estudio por rayos X con la determinación goniomé tr ica de las
carac terísticas morfológicas de sus cristales.

2." Hemos determin ado las densidades de cada uno de los écidos bencenot ricarbo­
x ílicos, obteniendo :

Conclusiones
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T ABLA XIII

c = 9,14 Ao

'Y = 90 °

b = 8,72 AO

f3 = 79° 16'

a =7,12 A°

a. = 74° 28"

d Ao 3,534 3,622 3,453 2,260
1/11

100 '47: 21 21·
(hk l ) (120) (102) (200) (3l'1)

d Ao 3,608 6,141 3,132 3,7:68
1/11

100 33 16 12
(hkl) (202) (020) (500) (320)

d Ao 3,673 8,20 13,25 7,01
1/11

1,00 86 83 53
(hkl ) (710) (020) (200) (022)

Acid o hem imelit ico 2H
20

Acido irimelitico

..

Acido trimésico

A la vista de los valores anteriores, es evidente la conclusión que de los planos de má­
xima dens idad electrónica corresponden a espaciados muy 'semejantes en los tres áci­
dos estudiados. Dada la form a pr esumiblemente plan a de sus moléculas , no es dema­
siado arriesgado deducir que los cita dos plano s de máxim a densidad contendrán a los
anillos bencéni cos de 10B ·compuestos.

7.& Con todos los datos obtenidos, se intenta interpre tar la distribución y posición
de las moléculas en las cor respo ndientes celdas elementales, viendo que exis te un acuer­
do cualit ativo en tre tales distribuciones, y , 1013 dato s íísico-químicos y espectra les (in­
frarrojo) de estos cuerpos existentes en la lit eratura.

8.a Encontrando que en los re stantes ácidos bencenocarboxíllcos existe un espacia­
do entre plano s de máxima densidad electrónica semejante en valor al hallado en los
bencenotricarboxílicos, suponemos que la distribución de las moléculas en sus corres ­
pondientes celdas elementales será análoga en todos los casos , a la supues ta para los
ácidos aquí estudiados (los anillo s benc énicos estarán situados en plano s paralelos o
casi paralelos). Est e hecho sugiere un método de at aque a la determinación de la es-

5 .~ Las cons tan tes crista lográ ficas para el ácido hemimelíti co cri stalizado con dos
mol éculas de agua son:

Sistema triclínico: Grupo espacial P 1
Número de moléculas en la celda unidad = 2.

6.& Con los valore s deducidos de las cons tan tes crista lográ ficas se han interpretado
1013 diagramas de Debye-Scherrer de estos ácidos, asignando los índices a las reflexiones
obteni das.. En la tabla XIII se dan los correspondien tes a las cuatro reflexiones de má­
xima intensidad (norma HR.F de A.S.T.M.)
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t.r uc tura cris ta lina en la serie de los ben ceno carboxílicos, basado en lo que se llama
méto do de análogos ópticos . Sin duda, tal método facilitaría la prácti ca de las síntesis
de PATTERSON y FOURIER en estos caso s.
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