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CASI-CONEXIONES RIEMANNIANAS

J. Peralta
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matemdticas
Universidad Complutense de Madrid

28040 - MADRID.

Abstract: In the present paper we introduce the concept of quasi-
connection on the A-module M of vectors of a ring A by means of two equiva-
lent ways, the quasi-derivations and the quasi-differentiations.

We define the torsion tensor and the curvature tensor of a quasi-connec
tion and we prove that which verify the Bianchi identities.

An inner product on M is constructed and the metric quasi-connections
and.the Riemannian quasi-connections are studied. We conclude to proving that
for every inversible (l,1) tensor H and for every inner product g on M, it

exists an unique Riemannian quasi-connection associated to H and to g.

1. INTRODUCCION

Es bien sabido que las derivaciones en un algebra tensorial adolecen
- al contrario de lo que sucede cﬁn las derivadas - de unas estructuras de
modulo y de dlgebra de Lie para las operaciones definidas de modo natural
en ellas.

Con objeto de subsanar tal dificultad, se han extendido estas nociones,
por un lado a las pseudoconexiones y a las pseudoderivaciones y, por otro,
a las casi-conexiones. Estas Gltimas suponen una particularizacion de las
pseudoconexiones al caso en que el tensor de éstas sea no degenerado, y una
generalizacion de las conexiones, que se obtendrian cuando se restringiese
al tensor de Kronecker.

Del estudio de los conceptos anteriores venimos ocupandonos hace tiem-
po (Peralta [2], [3] y [4]), y Gltimamente, de modo especial, de las casi-
conexiones (Peralta [5]).

Posiblemente las casi-conexiones hayan sido injustamente preteridas
por ocupar un papel intermedio entre las conexiones y su maxima generaliza-

cion, las pseudoderivaciones. Sin embargo, el hecho de que su tensor posea




inverso, 1las acerca en propiedades a las conexiones, y hace posible definir
para ellas conceptos directamente extraidos de los de aquéllas, como toda
la teoria concerniente a las formas de torsidn y curvatura, que nos apare-
cen mucho mds sofisticadas y de dificil solucidn en el caso de las pseudo-
conexiones. Y lo mismo diriamos del problema de la métrica.

Como en los trabajos anteriormente resenados, realizamos el problema
en el A-mddulo M de los vectores de un anillo A con una técnica similar a
la usada en (Etayo [1]), que al concretarse en cada modelo particular, nos
daria para &l la correspondiente teoria; la m3as importante seria la que se
refiere al modulo de los campos vectoriales sobre una variedad diferencia-
ble.

* * *

En la seccidn 2 se establece el concepto de casi-conexidu en un mddulo
partiendo de las nociones de casi-derivada y casi-derivaciodon, y se indica
otra via paralela de llegar a aquéllas, que arranca de las ideas de casi-
diferencial y casi-diferenciacidn.

En la seccidn 3 se introduce el tensor de torsion de una casi-conexion
en un modulo, y en la 4, el tensor de curvatura.

Para poder estudiar relaciones entre ambos, se precisa ampliar la de-
finicion de casi-conexidn a su actuacidon sobre tensores cualesquiera, lo que
se hace en la seccidn siguiente. De alguna forma se sancionan favorablemen-
te los conceptos presentados, ya que siguen siendo validas las identidades
de Bianchi.

Para finalizar, en la seccidn 6 se establece una definicidn de produc-
to escalar en M, en analogia con el introducido en (Sikorski [6]), y se es-—
tudian las casi-conexiones métricas y Riemannianas. Se concluye demostrando
la existencia y unicidad de una casi-conexidn Riemanniana asociada a cada

tensor (1,1) no degenerado H y a cada producto escalar g.

2. CASI-CONEXIONES EN UN MODULO

Sea A un anillo conmutativo y unitario. Un vector de A es una aplica-
cidn aditiva X:A —> A que cumple: X(ab) = aX(b)+bX(a). Es trivial que se
tiene, X(1)=0.

El conjunto V(A) de los vectores de A es un A-médulo y un dlgebra de

Lie para las operaciones usuales. En particular, el producto cruzado satis-



face:
[aX,bY] = ab[X, Y] -bY(a)X+aX(b)Y ; a,beA ; X,YeV(A).
Aungue las definiciones y muchos resultados que aparecen a continua-
cidén podrian extenderse a A-mddulos cualesquiera, nos referiremos en lo su-
cesivo al A-modulo M=V(A). Denotaremos por E; al A-mddulo de los tensores

(r,s) de M.

Definicién 2.1.- Llamaremos diferenciacidn exterior sobre M a la apli-

cacidén d que aumenta el grado de cada forma exterior sobre M en una unidad,
y que estd definida por:

(dl) da(X) = X(a) ; aeA, XeM.

I 5
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Definicion 2.2.- Sea He%i un tensor no degenerado y K=H~1. El tensor H

permite definir una diferenciacidn de grado unod , sobre el 3dlgebra de las

: . ~0 20, :
formas exteriores sobre M (51(»€Er, entonces aweér que llamaremos dife-

oDh
renciacion inducida por H, y que viene dada por:

(Dl) da(X) = H(X)(a) ; aeA, XeM.

r 5
: 5 o o
©,) QWX ,...»X ) = iéo( 1) HE) @K, -0 Xysee X)) +
sl = o 3 o
+ iZq_( 1) eI HE DT X 5o oKX X)) 5 we®)s
Tt
(Xo,...,Xr)e M :

Proposicidon 2.3.- verifica las siguientes propiedades:

1) aza =0, VaeA.

2) Si H es el tensor identidad, & es la diferenciacion exterior.

Demostracidn.—

1) 3%a(X,¥) = H(X)a(Y) - H(Y)da(X) - da(K[H(X),H(Y)]) = H(X)H(Y)(a) -
- H(Y)H(X) (a) - H(K[H(X),H(Y)])(a) = 0.

2D Es Tt via il in

Definicidn 2.4.- Sea He%% un tensor no degenerado y K=H_1. Para cada

XeM, llamaremos casi-derivada respecto de X de tensor H a toda aplicacion




. £ o = = +
DX' M —>M que verifique: (a) DX(Y+Z) DXY+DXZ 5 (@) DX(aY) aDXY

+ HX) (a)Y ; aeA; Y,ZeM.
En (Peralta [5]) pueden verse los siguientes resultados:

Proposicion 2.5.- (i) Si DX y D; son dos casi-derivadas de tensores H

y H™, respectivamente, y es K=H—1, K™= H’_l; se cumple que EDX,D;] es una

casi-derivada de tensor H respecto de K[H(X),H’(Yﬂ y de tensor H respecto
de K'[HX),H™(Y)] .

(ii) En las hipotesis de (i), se tienme: [aDX,bD;J = ab[DX,D;] +
+ aH(X)(b)D; = bH'(Y)(a)DX ; a,beA.

(iii) El conjunto $H(M;H) de casi-derivadas respecto de X, ¥XeM, de ten
sor H, tienme estructura de A-mddulo y de dlgebra de Lie para las operacio-

nes usuales.

Definicidn 2.6.- Una casi-derivacidn de tensor H es toda aplicacidn

D: M ————935(M;H) que haga corresponder a cada XeM una casi-derivada de ten

sor H respecto de X, DX' Si D es aditiva: (c) DX+Y = DX+DY , diremos que la
casi-derivacidn es aditiva, y si ademd@s se cumple: (d) DaX = aDX, diremos
que D es covariante o que es una casi-conexion de tensor H.

Asi pues, una casi-conexidn es una aplicacidon D: X ——>D_ que cumple

- 2 G
(a), (b) (de la Def. 2.4), (c¢) y (d) (de la Def. 2.6). Asi como esta defi-
nicidn se basa en la nocidn de casi-derivada, indicamos a continuacidn otra

definicidn equivalente a partir del concepto de casi-diferencial.

Definicidn 2.7.- Sea(ﬂ(M,M) el A—médulo de las aplicaciones de M en M.

Para cada XeM, la aplicacidn DX: M —> M que hace corresponder a cada YeM
una casi-derivada de tensor H respecto de Y: (5X)(Y)=DYX, se llama casi-
diferencial de tensor H del vector X. La aplicacidn D: M —>4& (M,M), tal

que X — DX, se llama casi-diferenciacidn de tensor H.

Proposicidn 2.8.— Si D es una casi-derivacidn de tensor H, su casi-di-

ferenciacidn de tensor H, D, verifica VX,YeM, YaeA: (A) D(X+Y) = BX+5Y;
(B) D(aX) = aDX + (XRda)oH ; siendo d la diferenciacidén exterior. Esta al-

tima relacidon puede expresarse también: (B”) D(aX) = aDX + X8da, donde O es.




la diferenciacion de grado uno inducida por H.

Demos tracion.—

(A) es evidente.

(aDX + (X®da)oH)Y = aD X + (X@da)H(Y) = aDX + da(H(Y))X = aD.X +
+ H(Y) (a)X = DY(aX) = D(aX)Y, con lo que se cumple (B).

(B”) se verifica en virtud de que H(Y)(a) =0a(Y).d

Es sencillo probar las dos proposiciones siguientes.

Proposicidon 2.9.- Si una casi-derivacion D de tensor H es aditiva, su

casi-diferenciacidn satisface: (C) (DX)(Y+Z) = (DX)Y+(DX)Z. Diremos entonces
que D es aditiva.
Si D es covariante, se cumple ademds: (D) (DX)(aY) = a(DX)Y, en cuyo ca

so diremos que D es una casi-diferenciacidon covariante de tensor H.

Proposicidén 2.10.- Se puede definir una casi-conexidn de tensor H , in-

distintamente, mediante una casi-derivacion de tensor H,D:M —————aSD(M;H) que
satisface los axiomas (a) .(b), (c) v (d) o mediante una casi-diferenciacidn
de tensor H, D:M ——>F% i que verifica (A), (B), (C) y (D). Ambas estadn re-

lacionadas por DYX=(5X)Y.

En adelante, supondremos que todas las casi-derivadas, casi-derivacio-
nes, casi-conexiones, casi-diferenciales y casi-diferenciaciones que vamos
a usar son del mismo tensor H. Por tal motivo, cuando no exista posibilidad
de equivoco, omitiremos hacer referencia al tensor y diremos simplemente,
casi-derivada respecto de X, en vez de casi-derivada de tensor H respecto de

X, etc.

3. TENSOR DE TORSION DE UNA CASI-CONEXION

Proposicion 3.1.- Si D es una casi-conexidn, la aplicacidn
s M2————————9 M } (1)
(X.Y) —> T(X,Y) = DeYesADLX: & K[H(X),H(Y)]

es un tensor (1,2) antisimétrico.
Demostracion.-

A la biaditividad y antisimetria se llega sin dificultad.




T(aX,Y) = Da
+ H(Y) (a)KH(X) = aT(X,Y).
T(X;aY) = -T(aY¥,X) = -aT(Y¥,X) = aT(X,Y).O

Y-D (aX) -K[aH(X) ,H(Y)] = aD Y—aDYX—H(Y)(a)X—aK[H(X) JH(Y)] +

X X

Definicidn 3.2.— La aplicacion T definida por (1) se llama tensor de

torsion de la casi-conexion D.

Proposicion 3.3.- (i) Si Se%;, D es una casi-derivacidon, y definimos
DY = DY + S(X,1), (X, e’
cidn. Reciprocamente, si D y D son dos casi-derivaciones, existe un dnico
Se%é tal que D)’(Y = DG S(X,Y), V(X,Y)eMz.

(ii) Si Se%;, D es una casi-conexidn, y se define D como en (2), enton-

(2), se verifica que D es una casi-deriva-

ces D también es una casi-conexion. Ademdas, si T y T son los tensores de
torsidn de D y D; respectivamente, se tiene: T~ (X,Y)=T(X,Y)+S(X,Y)-S(Y,X).
Demostracion.—
Es facil probar que si D es una casi-derivacidn o una casi-conexidn,
también D lo es.

Si D y D'son casi-derivaciones, basta con definir S(X,Y)=DJY-D,Y ,

X X
V(X,Y)eM2 y demostrar que S:M2 ——> M es A-lineal.

Por §ltimo, T~ (X,Y) = DZY - DIX - K[H(X),H(DT = DY + S(X,Y) - DX -
- S(Y,X) - K[H(X),H(Y)] = T(X,Y) + S(X,Y) - S(Y,X).O

Definicidn 3.4.- Una casi-conexidn es simétrica si su tensor de torsidn

es igual a cero.
Veamos que si imponemos una condicidn adicional al anillo commutativo
y unitario A, podremos construir una casi-conexidon simétrica a partir de una

casi-conexidn cualquiera dada.

Definicidn 3.5.- El anillo A diremos que es didplice si cualquiera que

sea acA, existe un Gnico beA, tal que a=2b. En tal caso, escribiremos b=%a

Proposicidon 3.6.—- Supongamos que el anillo A es ddplice. Si D es una

casi-conexidon sobre el A-mdédulo M con tensor de torsidon T, y construimos

Dy = 2] 2 : 22 Ak
DXY DXY %T(X,Y) , V(X,Y)eM", se cumple que D es una casi-conexidn simé-




trica.

Demostracidn. —

Es inmediato probar que D cumple los axiomas (a), (c) y (d) de las casi-
conexiones. Y también (b):'ﬁx(aY) = DX(aY) - %T(aX,Y) = aD_Y + H(X) (a)Y
- 2aT(X,¥) = aD.¥ + H(D) (a)Y.

X

]

Su tensor de torsidn T verifica: T(X,Y) ='5XY —'ﬁYX - KHE),HM)]

1 1 = = s 3
= DXY - -Z—T(X,Y) - DYX + ET(YEX) - K[H(X),H(Y)] = DXY DYX UGEYD)
- K[HE),H(Y)Y =0, V(X,Y)eM . O

4. TENSOR DE CURVATURA DE UNA CASI-CONEXION

Proposicidn 4.1.— Si D es una casi-conexidn, la aplicacidén de M en M de

2 ;
finida como R(X,Y) = (X,Y)eM™ es A-lineal.

[0y >Dyd - Pk (), H(Y)] v
Demostracidn.-
La aditividad no ofrece dificultades.
R(X,Y)(az) = DX(aDYZ + H(Y)(a)z) - DY(aDXZ + H(X)(a)z) - aDK[H(X),H(YﬂZ—
- HK[H(X),H(Y)] (a)z = aDXDYZ + H(X)(a)DYZ + H(Y)(a)DXZ + H(X)H(Y) (a)Z -
- aDYDXZ - H(Y)(a)DXZ - H(X)(a)DYZ - H(Y)H(X) (a)Z - aDK[H(X),H(Yﬂ zZ -
- [HEO,HM] ()2 = a[Dy,DyJZ + [HEO,HMI (2 = aDyry oy gy % -

- [H(X),H(N1(a)Z = aR(X,Y)Z. D
Andlogamente se demuestra la siguiente

Proposicidn 4.2.- (i) La aplicacidn R: MZ -———9%1 tal que a cada (X,Y)

le hace corresponder R(X,Y) es bilineal y antisimétrica.
(ii) R también puede considerarse como el tensor (1,3) siguiente:
R: M3 —> M }

(0K Y 2)F =P RUR G Y5 2D =R (X Y0) 7

Definicidn 4.3.- El1 tensor Re%; definido como R(X,Y,Z) = [DX,DY]Z -

75 VX,Y,ZeM, se llama tensor de curvatura de la casi-conexiodn.

PReu) 1Y)

Proposicidn 4.4.- Si T y R son los tensores de torsidn y de curvatura

de una casi-conexidon D, se verifica:

S.z01 IR, M)ZY = 8 - . {D T(Y,2) + T(X,K[H(Y),H(Z)] )}, VX,Y,zZeM,

11




donde S 1el denota la suma ciclica con respecto a X,Y,Z.
cael:
Demostracion.—

= - = - D,D.Z +
Scicl.{R(X’Y)Z} Scicl.{[DX’DY]z DK[H(X),H(YX]Z} DXDYZ DY XZ
= + - Y -D Z-D X -
- DYDZX DZDYX DszY DxDz K[H(X) ,H(Y)] K[H(Y) ,H(2Z)]
S

= Detaezyme0l ¥ = Sezer APk ®yE 22~ Pemeyy mazin M T Sezer APk Py2 Pt
K[EO),H@] ) + DKIH®LHDT = Dy iz ¥ = Scger 107D +

+ DoK[H(Y),H(2)] - DY) 1 (2] x} =S .., {D,T(¥,2) + (DK[H(Y),H(EZ)] -

- Drimeyy,mz) X T K[H(X) , HRIK (Y) K (2] ) + K[HX),[H(Y),Hz ]} =

= S ze1 ] DgT(Y,2) + TR, H(Z)T) + k[H) , (1Y), H(2)]} =

£ Scicl_{DXT(Y’Z) i T(X’K[H(Y)’H(ZX])} ; ya que por la Prop. 2.5 (iii), el
conjunto Y(M;H) tiene estructura de Adlgebra de Lie y cumplird la identidad

de Jacobi: S . . | K[HX), (H(Y),HZ)O Y = 0.0
5. CASI-CONEXIONES TENSORTALES

(=}
=t : ; T
Definicidén 5.1.- Sea D, una casi-derivada respecto de X, y &= & 5
X Y5 S=0 " S

Llamaremos casi-derivada tensorial respecto de X, extension de la casi-deri-

vada DX’ a una aplicacidon de & en®, que seguiremos denotando por D que

X’
verifique los siguientes axiomas:

(1) DX(%;)C{,;, Vr,s.

(i1) Dya = H(X)(a) = Oa(X), YaeA.

(iid) DXoc = coDX, cualquiera que sea la contraccion c.

(iv) Dy(s8S”) = (D, S)8S” + SB(D,S7), V's,Sek.

(v) La casi-derivada DX al actuar sobre cada Y¢€M coincide con la casi-

derivada del vector Y, D_Y.

Denotaremos por BE;H) al conjunto de las casi-derivadas tensoriales de

tensor H.

Definicion 5.2.- Si DX es una casi-derivada tensorial, llamaremos casi-

derivacidn tensorial a la aplicacidn D:M ——>O(E;H) tal que X ——> DX' Si

la casi-derivacidon tensorial es extensidon de una casi-derivacion covariante,

diremos que es una casi-derivacion tensorial covariante o una casi-conexidn

tensorial.

Es sencillo probar la siguiente




o 4 - 5 2 > r
Proposicion 5.3.- Si D es una casi-derivacion tensorial, Sef  y se de-
s

fine la aplicacion DS : MS+1 —_— %;Z } (3)
- ’
(X5 oKX oY) > (DS) (Xps- - -»X V) =(DyS) (X 5. -5 X )

s+1

entonces DS pertenece al conjunto <& (M ,%Z) de las aplicaciones (s+1)-1i-

neales de MS+1 enzéz. (Se entiende que si s=0, (BS)(Y)=DYS).

Definicion 5.4.- Si Se%;, se llama casi-diferencial tensorial de S a la

aplicacion DSet” definida en (3), y casi-diferenciacidon tensorial a la apli
s+ =

1
cacidon D:£&——>% que hace corresponder a cada tensor S su casi-diferencial

tensorial. Se dice que la casi-diferenciacidon tensorial D es covariante, si

lo es la casi-derivacidn tensorial D.

Para no complicar la terminologia, a las casi-derivadas tensoriales,
casi-diferenciales tensoriales, etc., las llamaremos simplemente casi-deri-
vadas, casi-diferenciales, etc., siempre que la omisidn no dé lugar a con-

fusion.

Proposicidon 5.5.- Sea D una casi-derivacidon tensorial y D su casi-dife-

Sl 5 =+
renciacion. Si se%; y (Xl,...,XS)eMS 1, se cumple:

s
(DS) (X, » - -, X_,Y)=(Dy8) (X, ..., X )=D (S(X,,.. "XS))—i%S(Xl’ co-aD Xy X ).
Demostracion.-

DY(S(Xl;...,XS))=DY(C1...CS(XIG...BXSSS))=C1...CS(DY(XIS...GXSES))=

=Ech el ZE

S
; J( 2 X,8...8D.X.8...8X 0S + X 8...8K 8D S)= Zs(xl,...,n SIS X

=i =1 =

+ (DYS)(Xl""’Xs)' o

i<

En las siguientes proposiciones se obtienen formulas relativas a la tor
sion y la curvatura de una casi-conexion. En concreto, se probarda que la tor
sion y la curvatura de una casi-conexidon en el A-mddulo M cumplen, al igual
que en el caso de una conexion lineal sobre una variedad diferenciable, las

identidades de Bianchi.

Proposicion 5.6 (Primera identidad de Bianchi).- Si D es una casi-

conexion y T y R sus tensores de torsion y de curvatura, se deduce que:

S.ze1 ARENZY = 5 o 0 {T(TX,Y),2)+(D,T) (¥,2)] ,VX,Y,2eM  (4).

13




En particular, si D es simétrica, se tiene: Scicl {R(X,Y)ZS=0.
Demostracion.—

g 1l

Sezeq AT, V), 2)+(D,T) (¥, 2))

+D, T(Y,2) ~T(Dy¥,2)~T(¥,D z)} S {DT(X )

~T(,Dy D=5 ¢ {DD ¥4 P x? PO, 1]

+w[HE) 5] ,15(2)] DDXYZ+DZDX\+K[H(DXY) JH(2)] —DYDXZ+DDXZY+K[H(Y) ,H(DXZ)]

=Scicl.{ DT(X’Y)Z—DZT(X,Y)—K[HT(X,Y) JH(Z)] +
Z-K[HT(X,Y),H(Z) —T(DXY,Z)—-
Z-K[H(D,Y) ,H(2)] +K[H(DyX) ,H(2)] +

Reduciendo términos y teniendo en cuenta que S el {K[j[H(X),H(Y)],H(ZiU=
= i . L= o D e
0, se tiene: S_ o {T(T(X,V),2)+(D,T) (¥,2)] =S o . {D D Y-D,
D, Dy Z-D D X-D {R(X,Y)z}.

Detuexy,u e H5eze1 APy K CH(Y) ,H(2)] } cfcl
Si D es simétrica, T=0, y se anula el segundo miembro de (4).0O

Proposicidn 5.7.- Si D es una casi-conexidn de tensor de curvatura R,
se cumple: S __ o {D.R(Y,Z)+R(X,K[H(Y),H(Z)] )} =0, ¥X,Y,zeM  (5).
Demostrac1on =

(D R(Y,2))V= D (R(Y Z)V)-R(Y,2) (D v) =D LDY,D Jv- DX K[H(Y) H(Z)J

[DY DleXV+DK[H(Y) ez PV NV 380 ZEM 1uego D R(Y 7)= [D ,[D Z]]

~x Pyrncyy, H(Z)]]
Por 1o tanto, 5_. . {D,R(Y,2)+RCGKIH(Y),H(Z))}=S =il =

[Dx Dy, H(z)]] [Dx Dy (), H (7)1 D}\rH(‘() HKLH(Y), H(Z)]]
=S zc1. {0k [Py Dz] K[H(x) LH(\) 14(4)]]5 0 RSGEE Bom s {[D »[Dy> Dz]]} =0
J Smn {DK[H(X) [H(Y), H(Z)]]} S o1 [K[ROO, (HCY) B2 =

Proposicion 5.8 (Segunda identidad de Bianchi).-—

Si T y R son los tensores de torsion v de curvatura de una casi-conexidn
D, se verifica: Scicl'{(DXR)(Y,Z)+R(T(X,Y),Zﬁ=0, V'X,Y,ZeM.

En particular, si D es simétrica, se tiene: Scicl.{(DXR)(Y’Z)}=O'

Demostracion.—

Como Ré%l si V,X,Y,ZeM se tiene:

(D R) (Y,Z)V= D (R(Y, Z)V) R(DX\ ,Z)V-R(Y,D Z)V R(Y, Z)D VAR (6)) s

Ahora blen, como R(Y Z)EE su casi- derlvada respecto de X sera:
(DXR(Y,Z))V DX(R(Y,Z)V) R(Y,Z)DX\'; luego R(Y,Z)DXV=DX(R(Y,Z)V)—(DXR(Y,Z))V,
y sustituyendo en (6): (DXR)(Y,Z)=DXR(Y,Z)—R(DXY,Z)—R(Y,DXZ).

De esta iltima relacidn y de (5) se tiene: Scicl {(DXR)(Y,Z)}=

=scicl_{—R(x,K[H(Y),H(z)])-R(DX\',Z)—R(Y,DXZ)j= Scicl‘{—R(X,K[H(Y),H(Z)])+




+R(Z,D,¥)-R(Y,D. 2)} =5 . . | -R(X,KLH(Y),H(2)] )+R(X Dy2)-R(X,D,Y)} =
=S <1 ARGGLT(E, 2] =S £ 1 R(Z,T R, 1)) ==S . ; {R(T(X,Y) )N R

6. CASI-CONEXIONES RIEMANNIANAS

Antes de pasar a la definicidn de producto escalar sobre el A-médulo M,

veamos una cuestion relativa a las formas de grado dos.

Proposicién 6.1.- Si D es una casi-conexidon, T su tensor de torsidn y

ge%? una forma de grado dos simétrica, se cumple:

Zg(DXY,Z)=H(X) (g (¥, 2))+H(Y) (8(2,X)) -H(Z) (g(X,Y)) ~(Dyg) (¥,2) - (Dy8) (Z ,X)+
(D,g) (X, Y)+g (K[H(X) B ,2) ~g (R[H(Y) ,H(Z)] ,X)+g (K[H(Z) ,H(X)] ,Y)+g(T(X,Y),2) -
~g(T(Y,2) ,2)+8(T(Z,X),Y), VY X,Y,ZeM (7).

En particular, si la casi-conexidn es simétrica, los tres Gltimos suman

‘dos del segundo miembro de (7) son nulos.

Demostracidn.—

—(ng)(Y,Z)—(DYg)(Z,X)+(ng)(X,V\=—Dx(g(Y,Z))+g(DXY,Z)+g(Y,DXZ)—
-DY(E(Z,X))+8(DYZ,X)+E(Z,DYX)+DZ(8(X,Y)—E(DZX»Y)—g(X,DZY)=-H(X)(E(Y,Z))'
—H(Y)(g(Z,X))+H(Z)(g(X,Y))+g(DXY,Z)+g(Y,DXZ)+g(DYZ,X)+g(Z,DYX)—g(DZX,Y)—
—g(X,DZY)=g(DXY,7_)+g(Y,DXZ)+g(DYZ,X)+g(Z,DYX)~g(DZX,Y)—g(X,DZY)+
+g (K[H(X) ,H(Y)],2) -g (K[H(Y) ,H(Z)],X)+g (K[H(Z) ,H(X)] ,Y)+g (T(X,Y),Z)-
-8 (T(Y,2),X)+g(T(Z,X),Y). :

Pero como g es simétrica, resulta:

g(DXY+DYX+K[H(X) H(Y)] ,2)+g(DXZ—DZX—K[H(X) »H(Z)] ,Y)+8(DYZ-DZY~
—K[H(Y).H(Z)],X)+g(T(X,Y),Z)—g(T(Y,Z),X)+g(T(Z,X),Y)=g(DxY+DYX+K[H(X),H(Y)]+
+T(X,Y),Z)+g(DXZ—DZX-—K[H(X) LH(Z)] +T(Z,X) ,¥)=g(2D,Y,2)=2g(D,Y,2) .0

Si gei(Mz,A), para cada X M se puede definir la aplicacidn gy:M ==\
tal que Y —> gX(Y)=g(X,Y), que evidentemente es A-lineal. Por lo tanto ,si
denotamos por M¥ el espacio dual de M, es posible asociar a cada gez(Mz,A)

la aplicacidén A-lineal §:M —> M*, tal que X —> g(X)=gX.

Definicion 6.2.- Llamaremos producto escalar en el A-mddulo M a una

3 s B i 2 L S S 4
aplicacion bilineal g:M™ —> A que verifique que es simétrica, y que para

cada weM* exista un dnico XeM tal que g(X,Y)=w(Y), VYeM.
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Es sencillo probar la siguiente

Proposicidn 6.3.— Para cada forma A-bilineal simétrica g:Mz =2 A, 1as

dos condiciones siguientes son equivalentes:
1) g es un producto escalar.
2) La aplicacidn §:M —> M¥asociada a g es biyectiva (en cuyo caso, se

rid un isomorfismo de A-mddulos).
En consecuencia, si g es un producto escalar en M, y para cada YeM se
conoce g(X,Y), entonces el vector XeM queda univocamente determinado; es de-

cir, si g(X,Y)=g(X~",Y), YYeM, se deduce necesariamente que X=X".

Definicidn 6.4.- Diremos que una casi-conexidon D es una casi-conexio6n

métrica si hay definido un producto escalar g sobre M, tal que DXg=0, VXeM.
En tal caso, escribiremos Dg=0. Diremos que una casi-conexidén D es una casi-

conexion Riemanniana si es métrica y simétrica.

Proposicidn 6.5.— Si A es un anillo ddplice, para cada tensor no dege-

nerado He%i y para cada producto escalar g sobre el A-mdodulo M, existe una
casi-conexion Riemanniana de tensor H cuyo producto escalar es g.
Demostracion.-
- Existencia:
Para cada X,YeM definimos
g(DX\',z>=§{H<x> (g(Y,2))+H(Y) (2(Z,X))-H(Z) (g(X,Y))+g (K[H(X) ,H(Y)] ,2)-
g (K[H(Y), H(2)T ,X)+g(K(H(Z), B, D) , Yzem  (8).
De esta forma, VX,YeM queda definido de forma inica DXY.
Veamos que D es una casi-conexion:
Evidentemente se cumplen los axiomas (a) y (c), ya que g(DX(Y+Y‘),Z)=
=g(D, 4D, Y7, 7) y gDy, -Y,2)=g (D ¥Y4D .Y, 2), Y zeM.
8(D, (a¥) ,2) =L{H(X) (ag (Y, Z)aH(¥) (g(2,X)) -H(Z) (ag (X,¥) )+
+g (K(a[H(X) ,H(Y)] +H(X) (a)H(Y)),2) g (K(a[H(Y) ,H(Z)] -H(Z) (a)H(Y)),X)+
+ag (RH(2), HOO] , 1)) =5{aH(X) (8(Y,2))+H(X) (a) g (¥, 2)+aH(Y) (8 (2, X)) -
-al(Zz) (g(X,Y))-H(Z) (a) g(X,¥)+ag (K[H(X) ,H(Y)] ,Z) +H(X) (a) g(¥,Z) -
~ag (KTH(Y) , H(2)1, ) 4H(2) ()& (¥, 1)+ ag (KIK(2) ,HEOT , Dj=az{H(X) (g(7,2))+
+HH(Y) (8(2Z, X)) -H(Z) (g(X, Vg (R H(X) ,H(Y)] ,2)-g (K[H(Y) ,H(Z)] ,X)+
+g (K[H(Z),H(X)] ,Y)}+H(x) (a)g(¥,2)=ag(D,Y,2)+H(X) (a) g(Y,2) .




Por tanto, g(DX(aY),Z)=g(aDXY+H(X)(a)Y,Z),VZeM, con lo que se verifica
(b). Y de forma parecida se prueba (d).

La casi-conexion D es simétrica:

g(T(X,Y),Z)=g(DXY,Z)—g(DYX,Z)—g(K[H(X),H(Yﬂ ,Z)=%{H(X)(3(Y,Z))+
+H(Y) (8(Z,%)) -H(2) (2(X,Y¥))+g(K[H(X) ,H(Y)1, 2) -g (K[H(Y) ,H(Z)] ,X)+
+ g(K[H(Z),H(X)] ,Y)-H(Y) (g(X,2))-H(X) (8(Z,Y))+H(Z) (g(Y X))~
—g(K[H(Y),HX)] ,2)+g(K[H(X),H(2)],Y)-g(X[H(Z) ,H(Y)] ,X)-g(K[H(X) ,H(Y)] z}=0,
Y ZeM. Por lo tanto, g(T(X,Y))(Z)=0, YZeM; y como § es isomorfismo, T=0.

Por @iltimo, D es métrica:

(ng)(Y )= DX(g(Y Z))- g(D Y,2)-g(Y,D Z) =H(X) (g(Y,2))- E(D Y,2)-
~8(DyZ,Y)=H(X) (g (¥, Z))-—{H(X)(g(Y 7))+H(Y)(g(2 X)-H(Z) (g(X,¥))+
+g(K[H<X) (T ,2)-g (K[H(Y) ,H(2)] ,X)+g (K[H(Z) K] ,V)}- —{H(X)(g(z )+
+H(2) (g(Y, X)) -H(Y) (g(X,2))+g (R[H(X) ,H(Z)] ,Y) g (K[H(Z) ,H(Y)] ,X)+
+ g(K[H(Y),H(X)] ,z)}=o, VX,Y,zeM.

- Unicidad:

Toda casi-conexidn Riemanniana D de tensor H y cuyo producto escalar es
g, viene definida por (8). En efecto, por ser simétrica cumplira (7) con los
tres Ultimos sumandos del segundo miembro iguales a cero, y por ser métrica:
(ng)(Y,Z)=(ng)(Z,X)=(ng)(X,Y)=O. Llevando estas igualdades a (7), se lle-
ga a (8). 0O

En la demostracion de la Proposicion 6.5 se ha obtenido el siguiente

Corolario 6.6.— Sea A un anillo duplice. Toda casi-conexidén Riemanniana

D de tensor H y producto escalar g, definida sobre el A-mddulo M, cumple (8).
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A MESH INDEPENDENCE PRINCIPLE FOR NONLINEAR EQUATIONS
USING NEWTON'S METHOD AND NONLINEAR PROJECTIONS.
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Absfract. We consider the nonlinear operator equation in a Banach space.
We make use of nonlinear projections on finite dimensional spaces to produce
the finite dimensional discretization of the nonlinear equatidn. _ Using
Newton’s method we then prove the mesh-independence principle for this
problem.  Our results cover and extend previous results involving linear

projections on finite dimensional spaces.

Key words and phrases: Newton’s. method, mesh independence, nonlinear

equation.
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Introduction. In this paper we extend the validity of the mesh
independence principle for discretizations of operators. We consider the
equation

F(z) =0 (1)

where F is a nonlinear operator on a Banach space X. Newton’s iteration
pe pa

for (1) is given by




; -1
Sszies F (zn) F(zn) 5 (2)

z
n+l

The above iteration, under certain assumptions, converges quadratically to a
solution z* of (1). However, it is not at all easy in general to compute
the iterates in (2). That is why we consider the discretized family of
equations

T,(x) =0 (3)

indexed by some h > 0 to solve (1), where Th is a nonlinear operator on a
finite dimensional space xh. Under certain assumptions we show that the

equations (3) have solutions

x* =B (z") + O(kP)

which are the limit of the Newton sequence applied to (3) such that:
h h h i oha =l h 2
Xq = Ph(zo), X1 =% Th(xn) Th(xn)' Ny =20/ 512" 5 (4)

To achieve this, we define the discretization on X by the bounded nonlinear
operators Ph : X- Xh.

It has been observed in many computations that for sufficiently small h
there is at most a difference of one between the number of steps required by
the iterations (2) and (4) to converge to within a given tolerance e > 0.
This is one aspect of the mesh-independence principle for Newton’s method.
Here we actually show that the number of steps in both iterations is the same.

The above results have already been proved in [3] but for linear
projections from X to X, For special classes of boundary value problems
for mesh-independence principle was proved in [1], [5]. It was used to
construct certain mesh-refinement strategies.

Most of our results carry over immediately to Newton like methods [7].

I. Preliminaries

The norms in all spaces will be denoted by the same symbol |l II.
Let F : DCX - X be a nonlinear operator with Lipschitz continuous

Fréchet derivative on the open domain, that is
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IIF' (x) = F* (y)Il < ~lix — yil, x, y € D, v > O. (5)

Let us assume that (1) has a simple solution and set d = HF'(z*)_lH.

We will need the following theorem [8].

Theorem 1. Let F : DCX —» X satisfy the stated hypotheses and with

* 2
Lo (e

suppose that U = U(z*,r*) = {z € x|uz - 2l < r*}. Then for any z; € U,

*
iteration (2) converges to z and the iterates satisfy

* 2
. dezn—z Il
llzn+l -zl { —————5—,n=0,1, 2, - . (7)
2(1—d7"zn—z )
Consider the family
{ThrPh}, h>0 (8)

where
'I‘h 3 DhCXh - Xh ;e he> R0
are nonlinear operators and

P, :X—PXh,h>0

h
are nonlinear operators which are twice continuously Fréchet- differentiable

at least in some ball U(z*,p) for some p > 0 and Ph(U) C Dp-

The discretization (8) is called Lipschitz uniform if there exist scalars

p >0, L>0 such that

ﬁ(ph(z*), P)CD, h>0 (9)

and

= *
llTh(w) - Th(v)ll ¢ Liw-vil, h>0, w, v e U(Ph(z )e P) - (10)

Moreover, the family (8) is called "bounded" if there exist constants

q; q, > 0 such that



* * * 2
IIPh(u) = Ph(z M < 9 hu =z Il + qzllu =zl e yEs
The motivation for the above condition is due to the identity
* ik * Pk * 2 12
Po(u) =P (z) +P(z)(u-2)+3P"(z)(u-2)", (12)

where Ph, Pﬁ' represent the first and second Fréchet derivatives of P

h

and

z € u.

Note that the identity (12) is not true, in general, for any nonlinear
operator Ph that is twice Fréchet-differentiable on X. However, it is
certainly true for Py being a polynomial operator [4], [7].

From now on we restrict ouréelves only to that subclass of twice Fréchet-
differentiable nonlinear operators on X‘ that can satisfy the identity (12).

Our proofs will indicate that the same results can be obtained for any
nonlinear sufficiently Fréchet-differentiable operator e under similar
assumptions. However, due to clarity and to the fact that the main results
obtained here can be achieved using the above mentioned subclass of nonlinear

operators P, , we do not pursue this goal here.

We will use the following well known estimate [7]:

1B, () = B (") - 2 (") (u - 2" g, - 212 . (13)

Let us assume from now on that: The operators P, are continuously

Fréchet differentiable at a closed ball U* such that

oeuv'cu (14)

and
Ph(F(z*)) =B (0) =0, h>0. (15)

The family (8) is called stable if there is o > 0 such that

-1
T (P (uw) " Loy, u€ U, h>0 (16)

and consistent of order p if there are two constants Cor €1 2 0 such that

NP, (F(2)) = Ty (B (201 < cgh®, z ey, ns 0, (17)
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and

B, (F" (u))(v) = Ty (B (u))By (VI < clhp, u, veu, h>0. (18)

II. Main results

We will need the following definition.

Definition. Let us define the numbers r, ¢ and the real functions fl and

f2 by:

r=liz - 2zl (19)
c = max(col cl) (20)
2 204D
£,(r) = 3Lgor” + 3Lgpor + 1610 c-h® - 2 (21)
£ (r) = q.r + q,r + 4ochP - (22)
2 9 9 Py
Let hl’ 9 be such that:
1
S p 1 p
=min( 7— , —5 ) . (23)
hy Goc ' g 2,
S 'n(r+ + *
L mi 1’ rzl L, P) (24)

+ + ehgile .
where, £, £, are the positive solutions of (20) and (21) respectively,
provided that:

h € [0, hl) 5 (25)

It is easy to check that if

r € [0, rl) ; (26)
then
fl(r) & (27)
and
fz(r) @085 (28)

Define the real function f3 and the number b by
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and

b=z, (30)
where,
A=t
B = B(r) = B3r3 + Bzrz + Blr + BO '
C=C(r) = C2r2 + Clr: + CO ;
B3 = 161’_aq2 o

f3(s)=A52+Bs+C,

B, = Lo(4q; + 8bg, - 6q,) ,
: 2
B, = ZIaqlb + 2I.aq2b = 4ql = libq2 5

B, = —(Laqlb + qua +1) ,

Sl
Cl = 4(ql i+ qu) ’

= 2chP .
Co = 2ch'o + qlb + qzb -

We now observe the following:

(a) B, < 0, By >0. (31)

(b) The function BZ— 4AC is a sixth degree polynomial with the

coefficient of the highest power being positive and the constant given by - '

2 2 2
Bo - 4AC0 = Elql + E2q2 + anlqz + E:4q1 + E:Sq2 + E6 (32)

Er = (1ob)=

(Lo)?

2
E; = 2(Lo)"b

(2]
]

4 -4Lob

m
]

s = 2Io(1 - 4b?)

m
]

s = 1 - 1210 kP | i
(c) Define the function g by
g(k) = A(4A82 - C')k2 + 4ABock + (ac)z, C' = C —20chP . (33)
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The function 4AB2 -C is a sixth degree polynomial with the

coefficient of the highest power being positive and the constant given by

2 ¥t )82 1687 1 1 1 1
4ABO - qlb - qzb == Elql + E2q2 + E3q1q2 + E4ql + Esq2 + E6 (34)

where,
EL = 6(10)°b°
1 3
E2 = 6(Lo)
EL = 12(10)°b
r-:cll SO
Eg = 12(10)% - b
Eg = 6lo .
: 5 B 5
Let q; = max(- &=, -T),qz-max(—g—,——f) (35)
1 E 2 E
1 2
and
il N oC
k = max( 0 ke) (36)
where ke is the large solution of the equation
g(k) =0 .
Choose 9y, 9y k, h and h2 such that:
* 5
q2q (37)
*
9, 29y o (38)
*
k>k , 3 (39)
and
1 1
S e rme Lt Pl el D
h < h2 min (( ) )5, (Lka) ' hl) S (40)

12Lco

It is easy to check that we can find T, > 0 such that if r € [0,:3) where
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then the following are true:

82 _4acy o0,

oc + 2AkB € 0 ,
g(k) 2 0,
i

0<sgkhp<fa-, (42)

where s is the small solution of the equation

f3(s) 0. (43)

*
Let e > 0, since z, 22 as n- = there exists N = N(e) such that

Ak
* i p,2
Hzn -zl <[ q klh ] for some k1 >055 (44)

Finally, define the numbers kz, B, Ly h4 and the function f4 by

k2 =k + 20c + kl (45)
B = n@n(Z[al - (q + gl az%ag) for some fixed number 51 with
QG >q *q- (46) |
5 L (agpgyled
hy = minh,, ( —F s = (47) z
(1+28)Lo"c 2 I

£,(r) = og,(1 + B)cZ + logy(1 + B)r + (1 + 26)0P - (48) |

and L, to be the positive solution of the equation

f4(r) =0 (49)

guaranteed to exist by the choice of h, and §B.

3

Let h, r be such that:



h € (0, h,) (50)

3
and
r € [0, r4) (51)
then it can easily be checked that:
fd(r) <0. (51)

We can now prove the first result.

Theorem 2. Let F:DX->X be a nonlinear operator satisfying the
hypotheses of theorem 1 and consider a Lipschitz uniform discretization (8)

which is "bounded," stable and consistent of order p.

Assume:
*
9 29 -
*
9249
*
R

and that (14) and (15) are satisfied.

*

Then equation (3) has a locally unique solution Xy such that:

x; = ph(z*) + o(hP) (53)

for all h € (0,h1].
There exist constants h € (0,h2] and LRE (0,r3) such that the
iteration (4) converges to x;.

Moreover, the following are true:

h _ P
X, = Ph(zn) + 0(h%) , (54)
hy _ D
Th(xn) = Ph(P(zn)) + 0o(h%) , (55)
and
h * *
x) - % =P (z -z) + 0o(hP) (56)
for n =0, 1, 2 --- and all 24 € u!:*,:_‘




Proof. Using the Newton-Kantorovich theorem (7], (15) we show exactly as

in [3] that (3) has a solution x:‘e G(Ph(z*),r(h)) which is unique in

U(Ph(z*), Z(h)) where

a(h) = bLIITﬁ(Ph(Z*))_1Th(Ph(z*))ll (57)
£(h) = == (1 -V Ia(B) ) < p (58)
E(h)=£(1+m) . (59)
Moreover,
* * p
llxh - h(z )I € £(h) < 2ac0h (60)

which proves (53).
*

As in [3] by applying theorem 1 to (3) we see that (4) converges to ' Xp

if
BBz aite — 2 (61)
hi%0% & sh RPAR=1
30Ty (%)
and
= * | * o *
Ulxy, 1P, (z)) — x ) © U(p, (2 ), p) (62)
that is if
S e 2—402Lc0hp
qzllz0 -z " + qlnz0 -zl + 40C0hp e (63)
and
*x 2 * D
qzllz0 -z " +qllzg -2 I+ 4oc0h <p (64)

hold respectively.
But (63) and (64) can now be written as
fl(r) <0
and

£,(r) <O,

which are true by the choice of h, r, hl and r-
We now show, using induction as in (3] that for  h € (0,hy),

*
z, € U(z ,r3)



h
Hxn - Ph(zn)n CE S anE =10/ S1THE Seisicwss (65)

By rearranging the sequences in (65) we can start the induction from n = 0
if necessary. The above inequality is true for n = 0. Let us assume that it
HiSEtruerfor =N =50/ 2 SEe=e i1

Then,

h
X,

sty

bz = OO RO 6 - Byz)) - 6D + TR (2]
e 10z () - (B (2,0 (F (20 B (2] + [T (R (2 )R, (" (2,) 7 F(z;) = B (F(z,))]
+ (B (F(z,)) - T, (B (z; )1} + [B(2)) - B(z;) + B2 )(z; = 2 )]

* 2

x ph(z*)gp-(zi)‘lF(zi)) + Ph'(g*)(zi+1 Ly Ph(F'(zi)_lF(zi)) (66)

We now h§ve, using (10), (13).

I * A * *I | *2
Ph(z ) - Ph(zi) + Ph(z )(zi -z )l < qzlzi =Czh e,

S
HPh(z )(zi - zi+1)n < quzi - zi+1u 5

= * 2. - *x-2
"Ph (z )(zi+l -z )7l £ qzuzi+1 =czill=t,;

* * * 2
lIPh(zi - zi+l)” < uPh(z o+ qlllzi - zi+l -z Il + q2I|zi - zi+l =Szl
* * *
By theorem 1, Hzi+l -z Il £ z, -2 Il === ¢ Ilz0 — z Il and the result on the
norm of the braces above in [3] we have that the right hand side of (66) is

bounded by

Jeit2
l-zas [5Ls™ + 2L(q, (2r + b) + q,(2r + b)%)cs + 2chP]

2 2
+qr 4+ qur +gyr + qur + qlb + 4q2r2 + qzb2 + 4bq2r =5s .

That is,
X = p(z )l ¢ s < kbP
h z )M < s < (67)
which proves (54).
Equation (55) can be proved exactly as in [3].

Finally, for some z € vt
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e x h o+ lx %
H(xn - xh) - Ph(zn -z )l £ len - Ph(zn) + llx - Ph(z |

+ R, (0) + (ph(z*) - B (z ) + B (2)(z, - z )

P P SeE2 P
< kh® + 2o0ch® + qzllzn ZH R kzh ,

by (13), (14), (15), (44), (45), (66), (67) and (68) which proves (56) and
completes the proof of the theorem.

We now prove the last result.

Theorem 3. Assume:
(1) The hypotheses of theorem 2 hold;

(2) there exist constants 51' az such that

P - = 2 = =
i;g 1anPh(z)H > qlnzu + qZHzH for z€ U and 9 > 9 tq - (69)

Then for r € (0,r,), and for any fixed 0<e <1 and zj€ G(z",r)

there exists h4 = h4(e,zo) € (O’hﬁ) where,

h6 = min(h3,h5)

and h5 = h(zo) is such that

1D

* — * - *2
h(zi -z )il > qlllzi -zl + qzllzi SR IE (0,h5) (70)

and i is the unique integer defined by

| *I < “
Izi -zl <e ¢ Hzi -zl (71)

+1
such that

lmingn > 0, Nz_ - z*) < e} - min{n > 0, lel:\ -xll <e} ¢ 1 (72)

for all h € (0,h4].

Proof. By (68) and the choice of h, B we have




h *
"xi+l - th < IIPh(zi+l

I

(ql + qz)e - kzhp < Z(ql + qz)e 5

Using theorem 1, and the choice of h, B, r we get

h * 2
uxh : *" Lauxi+1-xhu
i+2 ~ *h

[ZaN

2(1-Lolix? "
( —Lauxi+l—xhu)

h * *  x
LaHxO—Ph(z )+Ph(z )—xhﬂ

N

*
Ix. - x|l
h * KK i+l h
2(1—Laux0—Ph(z )+Ph(z )-th)

za[qluzo-z*u+q2nzo-z*|12+zychp ]

(q; + q,)e
[1—m(q1uzo—z*u+q2uzo—z*n2+20chp)] L2

< [i(ql + qz)e <e
Moreover, by (68), (69) and (70),

i =) * *x 2
qe + Qe < qlllzi -zl + qzllzi -zl

I

* h * P
IIPh(zi -z )l < (lei - xhu 4 kzh )
or

B S = L)
lx = x Il 2 Qe + Qpe —czhp.

If Hx?_l - x;u < e then as in (74) we get

h * 1
IIxi - xhﬂ < 3 Be .

By, (75) and (76) we must also have

- - 2 1
qre + Qe” - kzhp < SPe

or
= =2 )b
q;€ + Qe - (ql + qz)e < Eﬁe
or
= 1,1 =
q, <(FPB+aq +3-q) <0,
that is

52 <0,
31

(73)

(74)

(75)

(76)

)i+ kobP ¢ il I 1% + khP
-z )l + o < ql"Zi+l -z + q2 Ziq " z + 2




which is a contradiction. Therefore, we have

P X
*i-1 = *n

e ez (77)
The result is now obtained by (71), (74) and (77).
We can do better sometimes. Let us assume that:
0<ql<1 (78)

and

g i SR 9
q1+q2>max(§. 4 v z(l_ql)) .

(79)

Define Bl >0 by

4(9,+9,) (g +2q,) 2(1“31”&1"‘32"‘12)

el = - =
ﬁl = mn(il B. 2q2, 2(q1 it q2) -1, 2 ’ l_ql

Choosing R, h7 > 0 such that:

1 ql"'qu 9, = = 1 * £ *G 0
max (3, Sy ETI:&IT) <R g + 9, - 5B , for some P € ( ,Dl) ’

1 1 1L

2 = 8R-rq,—q;, = (2R—q,)(2R—q,-2Rq,) =

h, = min(hg, ()P, (— 21 )P, (— 22 1))
2

2 48% (28, )k,

Here, € € [e+,-§%] and e is the positive solution of the equation

(2R - q,)e? — qre - kP =0,

1 2

guaranteed to exist by the choice of h and R.

Define I to be the positive solution of the equation

* 2 * * p *
fs(r) = quz(l +pB )" + Laql(l +B )+ (1+28 )h -B =0

'

guaranteed to exist by the choice of h, R and b

Set
Ig = m;n(r4,r5) &
We can now easily check that by (78), (79) and the choice of h, R, B*

+ 1
0<ce < 3R < 1S
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We can show exéctly as in theorem 3 that:

h X 2

2 p
lei+1 - th $gue” + ge + kzh < 2Re

h * xEGD 2
Hxi+2 - th {B R <&e

h * 2
e, ;- x> e .

Then by theorem 3
Imin{n > 0, iz_ - z"Il < e} - min{n 2 0, Ux) - X7 < e < e}] < 1. (80)

Moreover,

IS R TR 2 (81)
¥i41 ~ *n S

Therefore (80), because of (8l), becomes
infn'> 0, Iix}= x° . > 0, I I 1540
I = min{n > O, Ixn - th < e} - min{n > 0O, z, -2 Il <e}, I=-1, 0.

We have now proved the following:

Corollary. Assume that the hypotheses of theorem 3, (78) and (79) hold.

1

7§] and € U(z*,r) there

Then for r € (O,rs), and for any e € [e+, z,
exists hg = hg(e,z;) € (0,hy) such that:

*

ol < e} - minfn ) 0, lz_ - z'll <e}, with I = -1, 0 (82)

I = min{n > O, ng - X

for all h € (0,h8].
The above result improves and extends the corresponding one in [3].
Note that (82) implies that:
min{n > 0, Ix} - x" i il
2 0, Ixn - th < e} ¢ min{n > O, Hzn -zl <e} . (83)

Inequality (83) arises the question of the actual equality being achieved in

(83). The proof of (83) was based primarily on (7), (56) and (69).

We note:




X p
= Ph(zn -z ) + 0(h%)

*

B (0) + B/ (Z)(z - z") + 0(hP), for some zZ e U

=P: (Z)(z_ - z') + 0(hP) (84)
h n =

Assume that the inverse of PA(E) exists and is bounded for all sufficiently
— * V= _1 -
small h and z € U . Set Lh = (Ph(z)) and 9 > HLhH <
Then the equation (84) can be written as

*

z oz l= Lh(xg - x;) + O(hp) ,n=20,1, 2, ---, h sufficiently small. (85)

By theorem 1 we can have,

h * 2
h . La"xn—x ]

h
gl Bl

—o b n-0,1,2 - (86)
2(1—La"xn—xhﬂ)

lIx

Moreover, note that the assumption on Ph given by (11), (13), (14), and
. . —%
(15) hold for the linear operator Lh with 9 =9, Gy = 0.
If the rest of the assumptions made for Ph hold for Lh then the
proofs of theorem 2 will go through for Lh'

Finally, assume that:

lim infllL (x)Il > Qi I+ g 112 i * 87
hig in h(x) 2 qllx - xhl + q,lix - xhl P EXEC U(Ph(z ).p) (87)

—%
(qZ =0).
If we now interchange the role of the z's with the x’s in theorems 1,
*

2, 3 and the Corollary, under similar assumptions on h, p; = |x3 - xh", aI,

5;, qI the proofs of both theorem 3 and the Corollary will go through.

Therefore, we can show that:

. * .
min{n > 0, Hx: - xhq < e} 2 min{n > 0, Hzn -z < e}, (88)

for sufficiently small h and p;.

By (83) and (88) we finally obtain

n

= *
min{n > 0, ng - th < e} = min{(n > 0, IIzn - z*H GEe)Er (89)
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= A h — *
where h € (0,h9], Zy el (zin Gl X, € U(Ph(z ), p) and any

ol

1’ 3R provided that the intersection is nonempty.
1

’ 1
e’€ [e ] N [el, 7R

o * . * +
Here, h9 = mln(ha,hs), r € (0,r6), p € (O,ps). Finally, the hB’ Per Py
and Rl were found as the hB’ r6, e+ and R respectively.

The Eesult given by equation (89) improves and extends the corresponding
result in [3].

III. Remarks — Examples.

The condition (15) does not hold in general for any nonlinear projections
Ph' h > 0. However, it holds for linear projections [3] and in fact for
multilinear projections [4].

In particular, it has been shown in [4] that when F is a quadratic
operator and the Ph are quadratic projections on Rn(or Cn) then (3) can be

replaced with a quadratic system on R" (or c”).
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Introduction. We introduce the Newton-like iteration

2 _1 = e
s X P (yn) F(xn), ni=0,1,2;

where F 1is a nonlinear operator on a Banach space

U(xo, ro) = [x € xlufx; xgll < ro}, £y > OE

Abétract. We use a Newton-like iteration to solve the nonlinear operator
equation in a Banach space. The basic assumption is that the Fréchet-
derivative of the nonlinear operator is Holder continuous on some open ball
centered at the initial quess. Under natural agsumptions, we prove linear

convergence of the iteration to a locally unique solution of the nonlinear

Fréchet-

(1)

(2)

Here we assume that

the Fréchet derivative F'(x) of F is Holder continuous on some ball




The point Xy € X and the arbitrary points Yy n=0,1,2, --- are
chosen sufficiently close to the desired solution. Then under natural
assumptions we show that (1) converges linearly to a unique solution -x* of
(2) in U(xO, r) for some r > 0.

Note that for YRC=EXo Rl e obtain Newton’s iteration, whereas for
Y, =X We obtain the modified one. The computer will determine the ¥,'s
as to minimize the effort each time.

Here is an incomplete list of the usual assumptions for the convergence
of (1) to a solution of (2):

(a) the existence and boundedness of the second Fréchet derivative of F
{see, ex. [2], [3] and [4]).

(b) The assumption of analyticity which eliminates explicit mention of
the second derivative [7].

(c) The case when the first Fréchet derivative of F satisfies a
Lipschitz condition. (See, ex. [5], (6] and the references there.)

Finally,

(d) various other assumptions mainly based on the possibility of
replacing F' (xn)—l with a sequence of linear operators which are "close" in
some sense to F'(xn)—l, n=0,1, 2, -+ . (See, ex. [S], [6] and the
references there.)

We will need the following definition.

Definition. We assume that F 1is once Fréchet-differentiable [2] and F'(x)
is the first Fréchet-derivative at a point x € X. It is well known that
F'(x) € L(X), the space of bounded linear operators from X to X. We say
that the Fréchet—derivative F'(x) is Holder continuous over a domain D C X

if for some c > 0, p € [0, 1), and all x, y € D,

HE (x) — F' (y)ll € clix — ynP . (3)
From now on we will find it more convenient to assume that D = U(xo, r:o)
for some fixed X, € X and Lo > 0.
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Lemma. Let F'(x) be Holder continuous on U(xo, ro) for some Xgr Tge P

such that €X, t,>0 and pe€ [0, 1]. Suppose that F'(xo) has a

*0 0
bounded inverse. For any b0 > lIF'(xO)—lll, there is a number I3 < min{l, rO}
such that:

(a) If x€ U(xo, r3), then the linear operator F'(x) has bounded
inverse and

IE* (x) 21 < b (4)

0 ;
(b) if X5 € U(»xo, r3), =212 r =3 then

lIF(xl) - F(xz) - F' (x3)(x1 - xz)ll < -z—é—o- le:L - lel 5 (5)

Proof. (a) If x € U(xo, ro), then

IE" (x) = F* (o)l < clix - xoup :

Choose 2 > 0 such that

0 < r, < min(ry, (4%,0(:)1/9) :

then if x € U(xo, rl)

B ¢ or Big s

IF* (x) — F'(xo)ll < cllx - x s 4—bo .

= 0

Since,

Rl - i
IIF (xo) lllF*'(x) - F (xo)ll < b0 4bn Saly

by the Banach lemma F*(x) has a bounded inverse for x e U(xo c.)
’ 1 =

Therefore, there exists an L, > 0, with

08 G r

2 1
such that if x € U(x,, r,), then lIE"(x)_lll < by.

That proves (4).

(B)EFTE i =Smi ; .
3 = min{1, r,} and X; € U(x,, £3), i =1, 2, 3, we first have
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F(xl)—E‘(xz)—F'(x3)(xl—x2) = (F(xl)—F(xz)—F'(xo)(xl—xz)) + (F'(xo)—F'(x3))(xl—x2)

1
J-O(E" [txl+(l—t)x2]—f" (xo) ) (xl—xz)dt+(F' (xo)—F‘ (x3) ) (xl—xz)

But,
i P
||J0(F [txl + (1 - t)le -F (xo))(xl - x,)dtll € crgfilx; - x, I
el Loy (6)
= bm il %2
and ¢
; 0 p e
: I(F (xo) - F (x3))(x1 - xz)ll < cry lel 3:2"
1 {
< VTR lel - lel- &
0
Therefore,
3 1
IlF(xl) = F(xz) -F (x3)(xl - x2)ll < EE lel - lel 5

That proves (5) and completes the proof of the lemma.

We now state and prove the main result.

Theorem. ©Let F'(x) be Holder continuous on U(xo, r3), where I3 is
defined in the lemma. Suppose that X, € X is such that F'(xo) has an
inverse satisfying IWF’ (xo)—lll <by <= and
r
3
IIF(xo)Il < 2b0

Let Yo be arbitrary points such that yaic U(xo, r:3), n=20,1,2, ---

Then the iteration [xn], given by

; 5 -1
xn+1 b xn = (F (Yn)) F(xn)l = 01 1: 21 e
converges to a unique solution x* of (2) in U(xo, r3).
Moreover, the following estimate holds

= -n
len—xll<2 r,, n=0,1, 2, - --c (7)

3




B0

Proof. Using (1) for Yo = Xp Vwe obtain

C

Ix, — x. Il = I]E:'(xo)—lF(xo)Il < IIF'(xO)-lll-IIF(xO)Il < bollE‘(xO)Il < —g- 5

1= 20
By (5) and the identity

F(x;) = F(x;) - F(xo) - Fyg)(xg = xp)

we get

1
"F(xl)ﬂ < EBE Hx1 = xOH -

Claim. Suppose that X4 i=1, 2, ---, n have been chosen such that

lei - xOH < r3 v (8)
lx; = x; jlIl < byllE(x; ;)0 , (9)
and
1
HF(xi)H < EEE llxi - xi—l" > (10)

Then, (8), (9) and (10) hold for i =1, 2, 3, ==, n, === .

By (4), we have

: 1 .
L x Il < bOHF(xn)H <glix - x " (11)

that proves (9). Aalso, by (11)
n
-i
llxn+l - xOH < { 2 2= lel - xoﬂ
i=0

—(n+1)
< {1-2 }r3 < I3

which proves (8).

Moreover, using (5) and

Aol F(xn+l) S PO F.(Yn)(xn+l s X

we obtain
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1
IIF(xn+l)Il < —z—b—o leml - xnll i

which proves (10). The claim is now proved.

Let n, g be two integers, then

q
1% = Xyl < ) M5 = Fopggl
j=1
g-1
e
< ByllE(x)l1-2 {E 2yt
j=0

Therefore, {xn}, n=0,1, 2, .-~ constitutes a Cauchy sequence in a Banach
space and as such it converges to some x* € X. By (8) and (10) respectively,

we get

*
llxS==Ex=NE T

0 3

and

*
G (1

Finally, to show that xir is the unique solution of (2) in U(xo, r3)
let us assume that xI is another solution of (2) in U(xo, r3), with
*

X ;éxI. Then

*

Ix" = 1 = 0 (x )" Le e : e
X - x:L = [IF (xo) F (xo)(x - xl)ll < bolIF (xo)(x - xl)ll

8 * *
< 3 lIx —xlll ’

which contradicts the assumption x # xI.
Therefore, x =X etting T %te nt(12)) e cbtain (7] ol thac
completes the proof of the theorem.
I Ryl Xgr n=0,.1, 2, ---, (1) reduces to the modified Newton's
iteration which requires the evaluation of the same inverse F' (xo)-l' at each
step of the iteration.

However, if Yo £ X (1) requires the evaluation of the inverse

; =1 3 :
operators F (yn) . n=0,1,2, -~ at each step, which constitutes a

difficult task in general.
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A usual alternative is then to find a sequence of bounded linear

operators Ln’ n=0, 1, 2, ---, such that

. 1
lan -F (Xo)" < EH

-1
IILn I < bO o
Following the proof of the above theorem, we can then easily show that

the iteration

X

-1
SRS Ln F(xn), n=20, 1, 2, (13)

converges to a solution x of (2).

One can refer to (5], [6] and the references there for an extensive
analysis of iterations like (13).

Some of the results in [1] (especially Theorems 1 and 2) are similar to
ours for p =1 only.  However, the results there cannot be applied here fér:

p#1. :
The motivation for the introduction of an interation like (1) when F’'(x)
is Holder continuous on some open ball is due to the existence of problems

like the one illustrated in the example.

Example. Consider the differential equation

l+p

X' + X =0, p€e [0, 1] (14)

x(0) = x(1) =0 .

We divide the interval ([0, 1] into n subintervals and we set h = %

Let {vk} be the points of subdivision with

0=v

o(

P ¢ o

A sténdard approximation for the second derivative is given by

Kol S
x; -———hz-— . X5 -X(Vi),'l =1, 2, >, n -1 .
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Teke x) =x =0 and define the operator F : R™L g™l gy
2
F(x) = H(x) + h(x) (15)
xi+P
2 =l x1+p
Sl e 0 2
B G T . e(x) =| - ;
0 s sl :
4] 2 =
1+p
xn-IJ
and
*1
*2
X = i
xn—l
Then
x‘l’ 0
<
F'(x) =H + h%(p + 1) S :
D
0 xn_1

Newton’s method cannot be applied to the equation

F(x) =0 . (16)
We may not be able to evaluate the second Fréchet-derivative since it
would involve the evaluation of quantities df the form x;p and they may not
exist.

Let x € ﬁn—l, He R« gl and define the norms of x and H by

Ixll = max |x.|
Kjn-1 3

n-1

IHI = max Ihjkl :
lgjsn—l k=1




[1]

(2]

[3]

(4]

(5]

(6]

[7]

we obtain,

IIE' (x) — F'(2)ll

converge to the

1

For all x, z € R" ~ for which |xi| 5 (1) |zi| SR TS SIS R )

1
for p = 3 say,

172

- diag((1 + %)hz(xj z%ﬁ)}ll

2

S5

max leﬂ -

1/2) (3,2 1,2
z ¢ = h® [max|x. - z.|]
1¢j¢n-1 3 3 2 JEag.

= % hzllx = zlllﬂ .

(1) will

Therefore, under the assumptions of the theorem, iteration

solution x  of (16).
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Introduction.

Consider the problem of approximating a solution x"  of the linear
equation

x =y + L(x) , (1)

defined in a separable Hilbert space H with y given and y, x € H. Here
L is considered to be a compact linear operator in H.

There are two popular ways of approximating a solution x of equation
(1). The first one consists of considering a suitable complete basis {zi},
SU Al =l ---, n of elements of H and choosing constants {cij} such that

the element

n




is an approximate solution of equation (1). It is well known (4] that
Galerkin methods, least squares methods et al. make use of approximate
solutions of the form (2).

The second way consists of considering the iterated approximation

n
X =ty 2 dniL(zi) . (3)
i=1

In this paper we answer to the following question: is it true that in
is improved by an iteration if n is chosen sufficiently large? The answer
is yes for the Galerkin methed.

The iteration of éalerkin's solution on the one hand is very cheap since
the elements L(zi) have already been computed and on the other hand
practical experience often recommends it (see ex [4]).

Finally we extend these results to include the approximate solutions of
the quadratic equation

W=y + B(w, w) (4)
where B is a bilinear - operator in H [2], [3], y€ H is fixed and w

is the unknown element in H.

II. Main results

We will need the lemmas:

Lemma 1. Let z, be a subspace of H spanned by a complete sequence {zi},

and Py be the orthogonal projection onto Z - Then the

following properties are true

NP Il =1
n

Pn(x) -»x for all x€ H .




Lemma 2. If L is a compact linear operator in H

orthogonal projection onto Z. then

IIL—LPnll—»O as n-o® .

Proof. Let us assume that
IL - LB’ =0 as n-x . (6)

Then there exists e > 0 and a unit norm sequence [xn}, ni=3 010t sets s ierin|
H such that
% L (x_ )
(xn) - Pn (xn) >e .
*
Since L is a compact operator there exists an element v € H such that

*
L(xn)—»v as n-oo

0L = LBl = in* = L i L (x)
- Sl L —PnL -"’sdtlxgl (x) —Pn (x)

nL*(xn) = an*(xn)n (T = Pn)(L*(xn) = V)l + v = B_(v)Il >0

as n - =, contradicting (6).
The result now follows.

We can now prove the main result:

—% S0k,
Theorem 1. Let Xo0 Xy denote the best possible approximations of the forms

(2) and (3) respectively.
If

~ =)
X o= L(xn) '

X=X RE =X EE I IR =X
n S n = °n n

e =IIL-LPIl>0 as n-oo ,
n n




Proof. The first inequality in (8) follows from the definition of

To show the second inequality, using (1) and (7) we get

* =3 * -
XTSI =T (ol —= ) iet
n n

But the element that minimizes Ix - Xl is ([1], Ch. 1]
- *
x, = Pn(x ) .
Using Lemma 1 and (11) the estimate (10) becomes

" o= - “yyn
- x| (- LR )(x - P_(x))
* —-%
< IL = LB lI-lx" = X0
n n

i — %
e llx - X o
n n

The result now follows immediately from (12) and Lemma 2.

We will now extend our results to include quadratic equations of the form
We first need the definition.

Definition. An operator B: Hx H-> H sending (x, y) € Hx H to
B(x, y) € H is called bilinear if it is linear in each variable separately
and symmetric if
B(x, y) = B(y, x) .
Let us also define the linear operator B(x) : H-> H by
B(x)(y) = B(x, y), for fixed x € H and all y € H . (13)

From now on we will assume that the bilinear operator B is symmetric.

As before, let us consider two ways of approximating a solution w* of
equation (4). The first one consists of considering a suitable basis {zi},
i=1, 2, -, n of elements of H and choosing constants [rij} such that

the element
n
=
ni“i
i=1

is an approximate solution of equation (4).
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The second way consists of considering the approximation
n
womY ) aue (15)
i=1
where the constant {qni}’ i=1,2, -, n are to be found by solving a
quadratic system in R" (or €") with the techniques developed in [2], [3].
We can now prove the following extension of the main result (thm. 1) for

quadratic equations:

Theorem 2. Let ':';, :v; denote the best possible approximations of the forms
(14) and (15) respectively.
Assume:
(a) For each fixed x € H the linear operator B(x) : H-> H defined
by (13) is compact in H;

(b) the following estimate is true

g ey 16
w =y+B(W,w). (16)
Then
—-% ~x * 0% * —%
lw —will {llw —wlil {sllw —wl (17)
n n n n
where
* * * 0 18
Sn = sn(w ) = lIB(w )(I - Pn) + B(Pn(w ))(I - Pn)ll - (18)

ASEINTE00]

Proof. We follow the proof of Theorem 1. The first ineguality in (17)
follows from the definition of w;. To show the second inequality, using (4),
(16) and the estimate :

=3 *
wn = Pn(w )
we get

* * —% —%
w -w =B(w,w)-8(wn, wn)

]

* * * *
B(w , W) - B(Pn(w )oe P (w ))

* * * * * *
[B(w + Pn(w )) — B(w + Pn(w ))Pn](w - Pn(w ))

*
[Bw (I -P) + a(pn(w*))(r -2 )I(w - pn(w*)) :
(19)
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*

For fixed w* € H the linear operators B(w*) and B(Pn(w )) are
compact by definition. That is the results of Lemma 2 apply to immediately
obtain that

* *
Sh < IB(w )(I - Pn)ll + IlB(Pn(w )T - Pn)ll -0+0
as n o o,

By taking norms in (19) we get

e = will s e e (e ' =Wl
W - W — W S llw - W .
T3S Sn L n = n n

The proof of the theorem is now complete.

Finally we complete this paper with the note that when H is an Lz
space our results have immediate applications to linear and quadratic integral
equations with square-integrable kernels, say (see [2] and there references

there).
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Abstract

In this paper, we present a new class of Fourier Hermite-Bessel series for Meijer’s G-
function. -

1 Introduction

The object of this paper is to introduce a new class of Fourier Hermite—Bessel for Meijer’s
G-function [3, pp. 206-222] and establish a Fourier Hermite—Bessel series of this class.

The following formulae are required in the proof:
The integral [1, p.9, (2.1)]

/_we_IQz““”Hu(x)G;’f&” [zzz‘sl Z: ] dz

e La-s 426 5| A(28,—2p —u),a

= (27r)2( )Qu5u+ﬁG:‘+’55’q+§ 26 l b AG e 2t

where 6 is a positive integer, p+ ¢ < 2(m + n), |argz| < (m +n — %p — %q)w, =2
The integral [2, p. 37, (2.1)] :

vt a
[ rinwery [zy“| 2 ] dy

LUy ap, TRy
29-1)2(e-1) m,n+2\ d—v+4+p—0o v—p—o+2
= W ey A(X, 5 ), A(}, 5 ), A(X,
d—v+pu—o
bq, A()\,—Q—)

u+,u—a'+2)
2

where ) is a positive integer, p+ ¢ < (m + n), |argz| < (m +n — %p — %q)w.

Re(c+v+pu+2X5;)>0, (1=1,...,m) Re(c+2X(a; —1)) <1, (G=1,...




2 Fourier Laguerre—Bessel series

The Fourier Laguerre-Bessel series to be established is

a
Iu+2prYu(y)G;'fé" [2226y2A| bP ]
P

620 )21 @ < gr 2t + 1
(& +r' 2 )Hr(I)Ju+zz+1(y)

e ﬁ(zw)%(“l)"\r:ot:o
r —c—p—v—2t
A(Qél "2/7 = 1‘), A(’\) l_a—l-;u_)

l-oc+p—v-2t 2—v=—2t+p—0co
e )

v+2t+p—o+3
2 )

AQ,
., e
i aQ, EEEEETES) A,

2—v—24pu—o :
i byy Ak, ———2—F—),A(6,~p)

valid under the conditions of (1) and (2) together with Rev > —1.
PROOF. Let

i a
flz,y) =24y Y (y)Gry [zz”y“l b, ]

oo o0
= Ezcr,tHr(I)Juntﬂ(y)
=0 t=0
Equation (4) is valid, since f(z,y) is continuous and of bounded variation in the region —oo <
z < 00,0<y< o0.

Multiplying both sides of (4) by y~!Jy4+20+1(y), integrating with respect to y from 0 to oo,
and using (2) and the orthogonality property of the Bessel functions [4, p. 291, (6)]. Then
multiplying both sides of the resulting expression by e H,(z), integrating with respect to =
from —oo to oo, and using (1) and the orthogonality property of the Hermite polynomials [5,
pp. 192-193, (5)], the value of C;; is obtained. Substituting this value of C; ; in (4), the Fourier
‘Hermite-Bessel series (3) is established.

Note: On applying the same procedure as above, we can establish three other forms of two—
dimensional expansions of this class with the help of alternative forms of (1) and (2).

Since on specializing the parameters Meijer’s G-function yields almost all special functions
appearing in applied mathematics and physical sciences. Therefore, the result presented in the
paper are of a general character and hence may encompass several cases of interest.
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Abstract.

We study some properties of the embedding J:TFM —FTM, from the tangent
bundle of linear frames bundle of a manifold M into the linear frames bundle
of the tangent bundle of the manifold. First of all, we give a new definition
of the embedding, which is intrinsic. After that, we study the situation when
M is a Riemannian manifold. In particular, we prove that J is an affine
mapping when M is flat and the manifolds TFM and FIM are endowed with suitable
metrics; in this case, TFM is a totally geodesic submanifold of FIM and we
also find Kahler structures for TFM and FTM.

0. Let M be a smooth, real, n-dimensional manifold and let nM:TM —M and

FM —M denote its tangent and linear frames bundles. Then, there exists a
canomcal embedding J from the 2(n+n?)-manifold TFM into the 2n+(2n) %_manifold
FTM. Using local coordinates (x) in M, we cal (x X) the induced
coordinates in FM, whcrc X denotes a non-singular matrix of GL(n R) for each
point of FM, and ! ,y) w1ll be the induced coordinates in TM. In both cases,
ij run through {1,....n}. Then, the embedding J is given by the following

expression:

T Xy,Y) = (x‘,y‘,[

0
i

Ve D€
i

X0
J

Ve s
j j

denotes an element of the linear group GL(2n,R), for each point. This
construction is briefly indicated in [M], [Y-I].




In this work we want to give a geometrical definition of J, using the
notions of vertical lift of vector fields from M to TM (1) and the canonical
automorphism of TTM (2). We give a geometrical description of these
constructions and, in 3, we obtain J.

Then, we study some properties of J. If (M,g) is a Riemannian manifold,
TM and FM are endowed with “natural” metrics: The Sasaki and the Sasaki-Mok
ones. In 4 we summarize the main properties of both metrics. In 5 we obtain a
first theorem of J, which relates geodesics of these both metrics. And in 6,we
show that J(TFM) is a totally geodesic submanifold of FTM, when they are
endowed with suitable metrics and (M,g) is flat. This result is a corollary of
proposition 4: in the above conditions, J is an affine mapping. And we show
TFM and FTM as flat Kahler manifolds.

The notation is the wsual in Differential Geometry Books. In particular,
all the manifolds are real, paracompact and smooth. If f:A——B is a map, f,

Xk
and f denote the tangent and cotangent induced maps.

Acknowledgments: I wish express my thanks to prof. Javier Lafuente for
his useful geometric point of view.

I. GEOMETRICAL DEFINITION OF THE EMBEDDING

1. Vertical lifts of vector fields from M to TM,

This construction is given in [Y-I]: Let X denote a vector field on M,
with local expression X = (a/axi)-x*. Then, its vyertical lift to TM is the
vector field X' = (a/a i)-X'. The geometrical meaning X' is the following: If
e E TPM’ then (X"')e is the translation of the vector Xp from p to e in the
vector space TpM.

2. Canonical automorphism of TTM,
TTM has two vector bundle structures over TM, given by nTM:'I'I‘M —TM and

by Tz, :TTM —TM. The second one is the tangent map of the tangent bundle
nM:TM—>M. There exists a canonical automorphism o:TTM —TTM, which




interchanges both structures [K], [G]: using local coordinates o is given by

l,yl,xl,yl) = (xl,x’,yl,yl). Obviously, gog = id.

The geometrical meaning of o is the following:

a(x

a(g/
b / v
P ;4 a = u(o)
Z

4

Let v. € TaTM. Then, we can consider v = $(0) for a curve y on TM,
y:I—>TM, () = (c(®),u(t)). So, we have a = (c(0),u(0)) € TM and
v = (c(O),u(O),c(O),u(O)).: Let TnM(v) = (c(0),¢(0)) = b. Then, o(v) € Tb,TM is
the vector given by a(v) = (c(0),¢(0),u(0),a(0)).

Remark: If a = b, then v = g(v). The set of o-invariant vector fields can
be identified with the set of sections of the 2-jet bundle TzM —M, i.e., the
acceleration bundle of curves on M (see [B], [D-R]).

3. Definition of the embeddin

We want to obtain the embedding J:TFM —FTM by a geometric definition.
If v € TFM we must find a linear reference on a point of TM, naturally induced
by the vector v. Let v € TRFM, where R denotes a linear frame on TpM for some
p € M. Observe that p = %M(R). Then, we are, going to define a
linear frame on TcTM, where e = T%M(v) (S TpM:

We have to find 2n linearly independent vectors on T TM.

~ -1

TM (p)




As v € TFM, we can consider it as the velocity of a smooth curve
y:I1—FM, given by p(t) = (c(t),ul(t),...,uu(t)), c(t) being a curve on M and
{u(®)} being a moving frame along that curve. Then, we can define some curves
on TM given by 71:1 —TM, yl(t) = (c(t),ul(t)). The velocity of a curve y, at
t =0 is yl(O) = (c(O),u‘(O),C(O),ni(O)) which does not belong to TcTM. But if
we consider a(yl(O) = (c(O),c(O),ui(O),ni(O)), then a(y‘(O)) € TcTM. We have
obtained n vectors on this space.

For the other n vectors, we consider #_ () = R € FM ; R = {ui(O)} is a
reference on T M. If we consider the vertical lift of each vector u(0) from p

to e we obtain the last n vectors.

By a direct calculation we show that the local expression of the map J
defined in the geometric way is (1):

Let v = (x‘,X;,yi,Y;). Then, p = (xi), e = (xi,yi),and the columns of the
matrix X; are the coordinates of the vectors ui(O). We obtain:

1
Xi i [Y: =
..|), and thcn,a(?i(t)) =

p(0) = (x‘,[.. Vs

Xi

Yl

On the other hand, (ui(O))v is

and finally J(v) is

as we wanted.




II. RIEMANNIAN MANIFOLDS.

4. Sasaki and Sasaki-Mok metrics,

Let (M,g) be a Riemannian manifold and let @ be the Levi-Civita
connection of (M,g). Sasaki [S] defined a metric on TM induced by g. Today,
this metric is called the Sasaki metric or diagonal lift of the metric g. We
shall denote it by gd. ATwcnty years later, Mok [M1], [M2] defined a metric on
FM, induced by g, which has several properties close to those of the Sasaki
metric. By this reason, this metric is known as the Sasaki-Mok metric or
diagonal lift of g. We shall write it as g°.

Now, we give the definitions of these metrics and their main- properties:

Definition 1: Let (M,g) be a Riemannian manifold. We call Sasaki metric
gd to the unique metric on TM which verifies:

M) &Y = XN

@ &Y = XN’

0 g'&",Y"H =0
for,all vector fields X, Y € T;(M), where V is the vertical lift defined in 1

and H is the horizontal lift respect to w.

Propeosition 1. With the above notation,
(1) [S], [Y-1] (TM,gd) is a Riemannian manifold.
(2) [M-T] gd is the unique metric on TM such that:
(a) vertical and horizontal distributions are orthogonal.
(b) the induced metric on the fibers is euclidean.
(c) nM:(TM,gd) ——(M,g) is a Riemannian submersion.
(3) [B] Fibers are totally geodesics.
(4) [B], [Y-I] A curve c is a geodesic on (M,g) if and only if (c,t) is a
horizontal geodesic on ('I‘M.gd).
(5) [Y-I] The three following conditions are equivalent for all vector
ﬁ’eld X on M: !
(a) X is parallel respect to g.
®) XY is parallel respect to gd.
(c) XM is parallel respect to gd.
(6) [Kwl (M,g) is flat if and only if (TM,gd) is flat, where flat means
that the curvature tensor field vanishes.




Definition 2. Let (M,g) be a Riemannian manifold. We call
Sasaki-Mok metric gD to the unique metric on FM which verifies:

) L@ ¥B) = 5% gx, 1))

@) g’ &XY" = X"

@) 'x@,y" = 0
for all vector fields X, Y € T; (M), where V s the vertical lift defined in 1,
(2) and (B) denote the o- and p-lifts to FM (see [C-D-L]) and H is the
horizontal lift respect to w.

We have used this definition because it seems to definition 1. There are
other equivalent definitions (see [C-D-L], [C-L], [M1])

Proposition 2. With the above notation:

(1) M1] (FM,gD) is a Riemannian manifold.

(2) M1] 7 M:(FM,g"’) —(M,g) is a Riemannian submersion.

(3) IM1] A curve c is a geodesic on (M,g) if and only if its horizontal
lift € is a geodesic on (FM,gD).

(4) [M1], [C-D-L] (M,g) is flat if and only if (FM,gD) is flat.

Observe that condition (3) is equivalent to the following [K-N]: every
horizontal lift of c¢ is an integral curve of a standard horizontal vector
field.

- Remark. Definitions of both metrics can be given for a linear connection
different from the Levi-Civita connection of the metric on M (see [Do],
[C-D-L]), but we wuse this restrictive meaning, which is enough for our

purposes.

5. The embedding J when M is a Riemannian manifold

In this section we prove a theorem which relates both horizontal lifts of
a geodesic on a Riemannian manifold (M,g) to the tangent and frame bundles.

Proposition 3. Let (M,g) be a Riemannian manifold and let c:1—M be a
geodesic. Consider its horizontal lift ¢ to FM and let v(t) denote the tangent
vector of C at the point C(t) € FM. Then {J(v(t)) / t € 1} is the parallel
respect to gd .moving frame along the geodesic (c;¢) of (TM,gd) defined by the
vertical and horizontal lifts to TM of the vectors. of the frame ¢C(t) on the
point c(t) € M.




Proof.

The curve {C(t) /t € I} represents a parallel respect to g moving frame
along the curve {c(t) / t € I}. Moreover, by propositions 1 and 2 we know that
{?:'(t)/t € I} is a geodesic on (FM,gD) and {(c(t),e(t)) /t € I} is a
geodesic on (TM,gd).

As (T7® M)(v(t)) = (c(t),t(t)) , then J(v(t)) is a frame on T(c(t).é(l))T
and when t runs through I, J(v(t)) is a moving frame along (c(t),t(t)).. This
frame has 2n vectors: the last n ones are the vertical lift of the n vectors
of the frame ¢C(t) on the point c(t), as we have seen in 3. And by (5) of
proposition 1 we know that these are parallel respect to g'.

’

S il

" :
fig.3

For the other n vectors the idea is the following: With the notation of
3, we have
YO = TO = 00, 0)
which is a parallel respect to g moving frame along the curve {c(t) / tE€I},

and

7® = €0 = CcOu®) € T M
which is a parallel respect to g vector field along the curve {c(t) / t€I}. In

this way, the frame € (t) on c(t) has n vectors: '(‘:'l(t),...,'é'n(t)

We want to prove that the last n vectors, a(yi(t)), of the frame J(v(t))
are the horizontal lifts of the n vectors ?:'i(t) of the frame on c(t), from
this point c(t) to the point (c(t),t(t)) € TM.

Let V be the vertical projector defined by the Levi-Civita connection
on (M,g): as it is well known, V:TTM —TTM, and its kernel is the horizontal
distribution given by the connection. If [ay denotes the Christoffel symbols
of w, the horizontal lift of the vector (c(t),ui(t)) from the point c(t) € M
to the point (c(t),u‘(t)) is the horizontal vector

COBOLO0) € T, ™




and then,

i) el ol
VEOROLOBO s i (10 + 15 o) wo-Po) =
=0€eT T™

(C(t).nl(l))

Now,

VEOL080.00) = 220 + 2[00 + I e0) 0 ofo)

ax< dy

=0 IS
€ Lewiw

In this way, we have obtained

s, = CO.LOVOY) € H . TM

(Tz,)o(,®) = (7, )Cc®,0.u0.80) = COuO) = &0

i.e., these vectors are the horizontal lifts of those of the frame. Finally,
by (5) of proposition 1, they are parallel respect to (TM,g%).
QED

Caution. In general, o:TTM —TTM does not map horizontal (resp.
vertical) vectors on horizontal (resp. vertical) vectors. It is true in the
case of the proof of proposition 3: if we lift a parallel vector field u(t)
along the geodesic c(t) to the points (c(t),u(t)) and (c(t),&(t)) we obtain
two horizontal vectors such that ¢ map each of them on the other one.

6. The embedding J when M is a flat Riemannian manifold.

The following theorem proves that J is an affine mapping, when (M,g) has
vanishing curvature tensor field and we consider TFM and FTM endowed with
these metrics: TFM with the Sasaki metric of the Sasaki-Mok metric of g, i.

d
c.; [TFM,(gD) ], and FTM with the Sasaki-Mok metric of the Saski metric of g,

i. e, FI‘M,(gd)D]. As a consequence, we shall obtain that J(TFM) is a totally
geodesic submanifold of FTM
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Proposition 4. Let (M,g) be a flat Riemannian manifold. Then J is an
d
affine mapping, i.e., J maps geodesics of [TFM,(gD)] on geodesics of
[Frveh ).

Proof.

We introduce the following notation:

I" denotes the Levi-Civita connection on (M,g)

7* denotes the Levi-Civita connection on (FM,g")

d
I’ denotes the Levi-Civita connection on [TFM,(gD)]
Y denotes the Levi-Civita connection on (TM,gd)

IA" denotes the Levi-Civita connection on [FI‘M,(gd)D]

As the curvature of g is zero, those of gd and gD are zero (see [Kw] for
gd and [M1], [C-D-L] for gD). Then, the non-null symbols of 2 and ) are:

= 4
(FM,g°): r?i =t rY o=l T

ji K (ol i

(TM,g%): | yho_ b o yh

i j ji

=Hjli

where i,j,h,a,8,y run through {1,...,n} and i,j,A run through {n+1,....2n}, n
being the dimension of M.

Now, it is easy to find the non-null symbols of the connections on TFM
and FTM. We obtain:

[TFM,(gD)d]: phissaphy (ophie phol phabepin o

[FI‘M,(gd)D]: P R Yf

ji ji ji ji i i
Ah
ViEE e ), — I s R e,
Fjia_aay?i—éa[?i’ jia_‘say‘?I_éa Pl
Ah- : he :
FRvE BeGy PsERsr ph Sy D gy sy ph
i a’ji aji s a i a’ji




Using the above constructions, we can prove the theorem. We must show
that if c:I——TFM is a geodesic, then (Joc):I—FTM is also a geodesic, i.

d
e., if c satisfies the geodesic equations on [TFM,(gD)], (Joc) verifies those

of geodesic on [FI‘M,(gd)D].

Geodesic equations on [Tm,(g")d]:

Let c(t) = (xh(t),x‘)‘,(t),yh(:),Y’;(t)). It is a geodesic if and only if it

verifies all the equations of the following four types:
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Let &1 = Oy, . g(t)
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be a curve on FITM. It is a

geodesic if and only if it verifies all the equations of the following six

types:
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Assume that ¢ is a geodesic. Then, it is easy to check that Joc verifies
these equations: (I) by using (1), (II) by (3), (II) and (VI), which are

equal, by (2), (IV) is the equation 0 = 0, and (V) by (4).
QED

d
Corollary 1. With the above assumptions, [TFM,(BD) ]is a totally geodesic
submanifold of [PTM,(gd)j.

Proof.

Let v € Tl-)(JTFM) and let y be the geodesic on FI‘M,(gd)D] bcgin.ning on p
with velocity v. We have to prove that y(t) belongs to JTFM for small t.

As J is a diffeomorphism between TFM and JTFM, there exists a unique
p € TFM and a unique vector v € TpTFM such that J(p) = p and J,(v) = v.Let y

be the geodesic on [TFM,(gD)a] beginning on p with velocity v. Then, by the

proposition, Joy is a geodesic on [FI‘M,(gd)D] which lies on JTFM and y = Joy.
QED

Corollary 2. With the above assumptions, the Riemannian connection of

[TFM,(gD)d] and that of [TFM,J*(gd)D] coincide.

Proof.

It follows from proposition 4 and the following theorem [K-N, prop. VII
8.8]: "If B is a Riemannian manifold and A is a totally geodesic submanifold
of B, the Riemannian connection of A with respect to the induced Riemannian
metric coincides with the induced connection”. :

d
We apply the above result to A = [TFM,(gD)] and B = [F’I‘M,(gd)b].
QED
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Caution. This condition is necessary, but not sufficient, to prove that
d
J[TFM,(gD) ] is a  Riemannian submanifold  of [FI‘M,(gd)D] 5 ie.,
d *
@ =J [(g")D].

We study now the complex structures which can be defined on TFM and FTM
induced by the Riemannian connection @ of (M,g). First of all, we show the
known results in this topic:

(a) '[Do] If (M,g) is a flat Riemannian manifold, gd is the Riemannian
metric associated to a hermitian metric hg on TM. Moreover, (TM,hg) is a
complex and Kahler manifold, that can be considered as the natural
complexification of the given manifold.

(b) [C-D-L] If (M’hz) is a flat Kahler manifold with associated
Riemannian metric g, then the Sasaki-Mok metric g° is the associated
Riemannian metric of a hermitian metric H on FM. Moreover, (FM,H) is a flat
Kahler manifold.

Suppose that (M,g) is a flat Riemannian manifold. Then, by (4) of

d

proposition 2, (FM,g®) is flat. And by (a) [TFM,(gD)] is a Kahler manifold,

which is flat by (6) of proposition 1. ;
On the other hand, by (a), ('I‘M,gd) is a flat Kahler manifold. Now, by

®), [FrM,(g")D] is a flat Kahler manifold.

d

Then J [TFM,(gD) is a totally geodesic submanifold of |FTM,(g’) |, and J
is a real embedding between two Kahler manifolds. But this is not sufficient
to prove that the first manifold is a complex submanifold of the second one.

Open problems,

d D
(1) Prove that J [TFM,(gD)] is a complex submanifold of [FI‘M,.(g") ] when
M,g) is flat.

(2) Prove that J [TFM,(gD)d] is a totally geodesic submanifold of
[FI‘M,(gd)D] when (M,g) is not flat. Moreover, it is a Riemannian submanifold.

These " two problems can be studied by using local coordinates, but the
calculation of all the needed symbols is disgusting.
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Abstract. In this paper the construction of continuous extensions of order five for
fifth order Runge-Kutta methods is considered. A technique for the construction of
general families of interpolants is proposed. This technique is applied to the derivation of
general families of interpolants for the fifth order solutions of the pairs DOPRI5(4)7M of
Dormand and Prince [2] and RKF4(5)#2 of Fehlberg [5]. It is shown that these families
contain the interpolants given by Calvo-Montijano-R4ndez[1], Shampine[9] and Enright
et al [3]. Finally new interpolants for the above pairs are determined by choosing the
free parameters so as to minimize some measure of the local error of the continuous

solution.

Key‘ words. Runge-Kutta methods, continuous extensions, interpolation
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1.Introduction.

Consider the initial value problem for a system of ordinary differential equations

y'(t) = f(t,y(t)),  tE [to,to +T]
y(to) = vo,

(1.1)

where the function f is assumed to be as smooth as necessary. It is well known that
most explicit Runge—Kutta (RK) codes for the numerical solution of (1.1) are designed
to produce approximations yn, n = 0,...,/N to the solution of (1.1) at a discrete set
of points t,, n = 0,...,N in the integration interval [ty,¢y + 7].The code proceeds
step by step selecting automatically the step sizes h, = tn41 — tp of the grid (t,)
so that an estimate of the local error is smaller than a given tolerance. However, in
mé.ny applications (e.g. problems with dense output, discontinuous IVPs{4], differential
equations with deviating arguments) a continuous approximation in the entire interval,
or some part of it, is required. For this reason there has been recently much interest

Partially supported by C.Y.C.I.T. PS87/0060.
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in the problem of obtaining, in an inexpensive way, accurate approximations to the
solution between grid points and many authors (see e.g.[1][3][6][7][9][10]) have proposed
techniques and interpolants for several pairs of RK formulas. The aim of this paper is
to propose a general approach to the problem of constructing interpolants for given RK
formulas of order five with minimum computational cost. It has been proved by Owren
and Zennaro [8] that a continuous RK method of order five requires at least 8 stages and
since the usual fiftth—order RK formulas have at least six stages, the interpolants for these
formulas need at least two additional function evaluations per step. In this paper we
have considered continuous extensions with three additional stages but one of the new
function evaluations coincides with the first of the next step, therefore our continuous
methods have actually two effective additional stages. The proposed approach is applied
to obtain families of order five for the widely used pairs DOPRI5(4)7M of Dormand and
Prince[2] and RKF4(5) of Fehlberg [5]. Then, optimal methods in both families have been
selected by choosing the free parameters so as to minimize a certain norm of the leading
coefficient of the local truncation error of the continuous solution. Finally, graphs of the
local error of the new interpolants are compared with those of the interpolants proposed
by Shampine [9] and Calvo-Montijano-Réandez [1] for the DOPRI5(4)7M and Enright
et al [3] for the RKF4(5)#2. It is shown that between mesh points the local error of
the new interpolants behaves better than the local error of the interpolants given by
the above authors.

2. The construction of interpolants for RK formulas of order five.

Let (yn),n=0,..., N be approximations to the solution of (1.1) at the grid—points
tn, n =0,..., N obtained by using the explicit m-stage RK formula (4, b) of order five.
Then, the formula advances the numerical solution from the grid-point ¢, to t,4; by
the formulas

m
Yn+1l = Yn + hn ijfn,j)

j=1

fn,l =f(tnv y'l)1 (21)
j-1

fai = ftat cihnstn +hn Y ajkfu;) 5=2,...,m,
k=1

S EL
where ¢j = ) 1_; ajk.

It should be noted that most codes based on RK formulas of order five actually
employ a pair of orders 4 and 5, but the lower order formula is used only to estimate
the local error and the integration advances with the formula of higher order, hence our
goal is to give a continuous extension of the fifth-order solution,

We are interested in C(! continuous extensions yx(t) of the grid solution (y,) with
uniform order five, so that its restriction to each interval [t,,t,41] is a polinomyal
function. Moreover, as the integration proceeds in a step by step mode, we want to
determine the interpolant y4(t) in the interval [t,,¢.41] just after the step from ¢, to
tn+1 has been completed, performing some additional function evaluations. In this way,
the extra work required to get the continuous solution in the interval [t,, tn1] will l;e

done only if we need the continuous solution in this interval.

70




ca

Firstly, the continuity assumption on yx(t) implies that in each interval [tn,tn41]

we have
Yu(tn) = Yn, Yu(tnt1) = Ynt1,

Yi(ta) = f(tn,yn), Ya(ta+1) = f(tn+1,Yntr)-
The global solution yx(t) has uniform order five if the local error between two

(2.2)

consecutive steps satisfies
[e(6hn)| = |ua(tn + 6ha) — ya(ta + 6hy)| = O(hf,), (2.3)

uniformly in 6 € [0,1], where u,(%) is the local solution at (%,,y,) i.e. the solution of
the IVP
up(t) = f(t,ua(t)), t2ta
Un(tn) = Yn-

To construct an interpolant in the interval [t,,¢n+1], several approaches have been
proposed. In the interpolant DPS for the DOPRI5(4) pair given by Shampine [9], this
author takes a value o € (0,1) and adds a new stage to (2.1).Then he shows that it is
possible to choose the free parameters agj, j = 1,...,8 and I;j, =1 i sotthat

(2.4)

8
Yn2 = Yn + hn Z bjfn,j (25)

=1

is a solution of order five at the point ¢, 5 = t, + oh. Moreover it is clear that

Yio = f(tn,2,Unz2) (2.6)

is also an approximation of the same order to yj(t,2). Now, setting t,, 0 = tp, tn1 =
tnt1, Shampine constructs the interpolatory polynomial for the data (2.2), (2.5) and
(2.6) ,that may be written in the form

2
Yn(tn + 60ha) = Z ©0,i(6)yn,i + hnq)l.i(g)y;,h (2.7)

1=0

with 6 € [0,1], where ®o,; and @, ; are the corresponding polynomials of the Hermite
basis. Finally he shows that (2.7) has uniform order five and therefore its interpolant is
determined at the price of two extra function evaluations per step because f(t,+1,Yn+1)
coincides with the first evaluation of the following step.

The same idea is used by the present authors in [1] to derive a family of fifth order
interpolants for the DOPRI5(4) method. However, our family of interpolants has more
free parameters and these degrees of freedom allow to obtain a new interpolant whose
local error is smaller than the local error of DPS interpolant.

It should be noted that substituting (2.1), (2.5) and (2.6) in the right hand side of
(2.7) all the above interpolants may be written in the form

9
Yn(tn +60hn) = Yn + B Y b;(8)fn ;, (2.8)

Jj=1

where b;(6) are polynomials of degree < 5 and f, ; can be considered as the function
evaluations of a 9-stage RK formula whose tableau of coefficients is
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where af = (a1, .-, as7), b= (i)l, i EQ)T.

On the other hand, Enright et al [3] have developped another procedure for the
construction of interpolants of any order. We briefly describe it for our case of order five.
The procedure starts with an interpolant of order four (note that in the pairs DOPRI5(4)
and RKF4(5) this can be obtained without additional function evaluations). Taking o,
and o2, (0 < 01 < 02 < 1) it is possible to get fourth order approximations

Ynto, =Yn + hn Z aljfn,ja
j

Untor =Un + b Y 02jfn ;-
j

at the points tn4o, = tn + 01k, and tnte, = tn + 02k, and therefore

y::+a, =f(tn+al yYnto, )7
y:;-l—a, =f(tﬂ+62 ) yn+az)-

are also fourth-order accurate approximations to the derivatives at ¢,;,, and t.4.,
respectively. Now, we may construct the interpolatory polynomial with the data y,,
Yn 3t tny Ynio, 3t tntors Ynio, at tnto, and yny1, iy at toyg. Since the derivative
data enter in the interpolation polynomial in the form hy', the interpolatory solution
is again of order five. Notice that this procedure can be written also in the form (2.8),
(2.9) where the last two stages of (2.9) are the coefficients a;; and a; respectively.

Clearly, a more general technique to construct interpolants of order five consists
in adding three additional stages to the original formula (which is assumed to have six
stages) where one of the additional stages is the first evaluation of the next step. Now,
the two remainder stages must be determined so that there exist o1, g, € (0,1) and 5!,
b? € R’ such that

9
Yntoy =Yn e hn Z b;’fn,j,
Jj=1

5 (2.10)
Yntas =Yn + hn E b?fn,]
=1

are approximations of order five at the points t,4+,, = t,+0;h, and tnto, =tnt+0o2h,.
Then, with the data : y, and y, at ta, Ynto, 3t tato,, Ynto, at tnto, a0d Yniy, Yhyy
at tn41 we may construct the interpolatory polynomial which provides a continuous
solution of uniform order five and requires eight effective function evaluations per step.
In this approach, we are led to a new method whose Butcher tableau of coefficients has
the form




Sabicte A
2 b(8)T’

where af = (as1,---,ag7) and af = (aoy,..-,ass). Observe that b! = b(o;) and b2 =
b(Uz).

Finally, note that we have at our disposal 35 free parameters (1,032, b%, b%, ag, ag)
with 15 4 15 order conditions for the solutions (2.10). Since these order equations are
non linear it is difficult, in general, to give a simple set of conditions which imply the
existence of solution, however in most practical cases there are simplifying assumptions
in the underlying solution of order five which make it possible to get in a simple way
families of interpolants with several free parameters.

3. Interpolants for DOPRI5(4).

Let

c A
“T’ (8.1)

be the Butcher tableau of coefficients of the fifth order solution of the pair DOPRI5(4).
Note that this pair has seven stages but the solution of order five can be computed
using exclusively the first six stages of the method, therefore the matrix A in (3.1)
corresponds to an explicit RK formula with six stages. The Butcher tableau of our
continuous extension of (3.1) with order five will have the form (2.11).

We assume that the matrix A satisfies the conditions

Aé= %(62 — cey),
sz (3.3)
Ad? = 5(63 — ¢ ),

where &7 = (cJ,...,¢{)T and e; is the j—unit canonical vector of components (e;); = 6;;.
These conditions hold for the matrix A and vector c and are usually referred to as the
simplifying assumptions. Hence (3.3) are equivalent to the scalar equations

aTe=c2/2 afé® =¢&/3, (3.41)
alé=ct/2 afé®=d/3. (3.4,)

Now, we proceed to construct the desired interpolant for (3.1). Firstly, choosing
o1 € (0,1), we set the conditions to be satisfied by ag € R® and b(a1) € R® so that

8
Yntor = Yn + Ay Z bi(01) fn,is

=1

is a solution of order five. Taking into account the simplifying assumptions these con-
ditions can be written in the form ;




ba(a1) =0
o) =it /G +1)  §=0,....4,
b(a1)T(c'+A'ez) = 0,

b(crl)TA'c'3 =03 /20,

b(o1)TA'e; =0,

b(o1 )TA'262 =0.

(3.5)

where A’ € IR®*® is the submatrix of A obtained taking the first eight rows and columns
of A and ¢' € R® has the first eight components of ¢.Here, u v denotes the vector of
components (u;v1, Vs, --.) where u = (uy, u,.. )T = (v1,0z,-- I

To study the equations (3.4;) and (3.5) we follow the ideas given in [1]. We
introduce the new scalar variables v = ba(al)a{c’s, 11 = —bg(o1)af A'es and 1, =
—bg(01)af ez. Then, since c; = 1 and denoting by (z)i—; the row vector (@5 zi);
equations (3.5) and (3.4;) can be rewritten equivalently in the form

C3—-7 Cg 0 0 63(01) 0’%/2
Gis cslo 0 bs(0o1) a3 /5
(ACJ)3_7 0 0 0 b1(0'1) = 0’?/20 =G| [ (36)
(A282)3_7 0 =1 0 bg(Ul) 0
(Aeg 06)3_7 0 0 —Cg 051 0
(Aez)s—z 0 0 -1 72 0
() C3 Cq Cs 1 asgz . 63/2 — ageCs
G2 CE I o 2 | ag3 c3/3 — agec’
SR i o ags | = v/bs(a1) — agscy : (3.7)
0 a3 a2 as; O ags —71/bs(01) — ageas2
1 0 0 0 0 agy —‘72/1)8(01)

8 7
(o) =01 =Y bi(a1)  ba(01)=0  agi=csg— ) as;. (3.8)
j=3 =2

It can be shown that the matrix of coefficients in (3.6) is singular only for cg =0, cg = 1
and cg = cj, where c; = 0.91661200243235649. .. is the real root of the polynomial
P(z) = —49950z3 + 70945z% — 26322z + 2988. Furthermore, the constant matrix in
(3.7) is non-singular. In conclusion, we have obtained y,1,, with four free parameters
a1 € (0,1), cg(# 0,1,c3), 7 and ags.

Secondly, we choose o2 € (0,1), 02 # g1, and we set the conditions to be satisfied
by as € R® and b(o7) € R so that 3

9
Yn+oz = Yn + hn Z bi(”2 )fn.t',
. =1
is a solution of order five. Proceeding as above, such a set of order conditions can be
written again'in the form (3.5) with A, ¢, o, instead of A', ¢/, o; respectively. Then,
putting a = bg(03)alé®, ay = —bg(0z)al Aes, ay = —bg(a2)al’e,, the order conditions
together with (3.4,) become




03/2 = bg(ﬂg)Cg

Cimn 0 0 bs(02) 03/5 — bg(o2)ch
(A’Ca)g_g 0 0 b7(0’2) = 02/20 SO ? (39
(Alzeg);g_g -1 0 bg((fg) 0
(A'ezec)s—g 0 —co a; 0
(Alez)a_g 0 -1 o 0
c2 ¢ ¢ ¢ 1 a9z c5/2 — agscs — AsaCs
Cxc. e co ags c3/3 — agsc? — agacl
Colitcy I ol I agy | = a/bg(02) — agecs — agscy (8810
0 a3z ag2 asz O ags —ay [bg(02) — agsas2 — agsas:
1 0 0 0 0 ag7 —ag/bg(ag)

9 8
bi(o2) =02 — Zb_,-(ag) b2(02) =0 ag) = cy — Zagj. (3.11
j=3 =2
Here, the constant matrix in (3.10) is nonsingular again and the matrix in (3.9]
depends on the parameters ag; and cg. then, the parameter cg has to be chosen so that
this matrix be non singular.

Clearly in this process we may obtain yn+o, With six free parameters : g3(€ (0, 1),

(01 # 02)), co(# 0,1), @, ags, ass and bg(az).
In this way we have a family of fifth order methods with ten degrees of freedom
(01,02, 8,9, 7> @, Ggs, g6, agg and bg(02)), and for each set pu = (03,02, cs, ce, 7, @, ags,
ags, ags, bg(02)) we may define a continuous solution y,(t. + 6k),8 € [0,1] whose local

error will be given by

Un(tn +6h) = yu(ta + 6R) =h° D" Cou(r)F(r)(yn) + O(AT),
p(T)=6

where the weights Cj,,(7) depend polynomically on 6 and the free parameters. Now we
define as a measure of the local error of this formula the quantity

s = /o 9,(8)d8, (3.12)

where

2 pn)=61Co.u(7)}?
2 p(ry=s{CLu(n)}*

Because at the end point of the interval we have for all u the fifth order solution of
DOPRI5(4), the coefficients C;,,(7) are independent of ¢ and the denominator in (3.13)
is the constant 3.99x10~* calculated by Dormand and Prince [2].

Next we consider how to choose the free parameters in order to get a continuous
method with minimal local error in the sense of (3.12). This minimization process has
been carried out numerically in the following way : First a coarse grid was established
in the space of parameters and g; was cofnpute'd on the points of this grid. As a
consequence of this search some grid points close to the minimum were located. Taking

9u(6) = (3.13)




them as starting values, better values were found by a descent method. Finally we took

simple rational values close to the computed optimal solution because they are more

convenient from a computational point of view. In this way we have found the following

set of optimal parameters

W 109 ity S ampul iseRl g 41
€= so00> L = 4502 ' 30007 T % R F 12507 - 2 =5007 2 500
15750 I Slay (o2) 8673
o= — = — = —, = ——
50000 e T 60° . 300k 1 -1/ 50000

From (3.6) to (3.11) the coefficients of the additional stages and the new fifth order

solutions, in decimal form, are

as; = 9.883325946430815073 E —2  by(01) = 6.980896127696492989 E — 2
agy = 6.820075031771575901 E —2  by(01) =0

agz = 6.068825543094543486 E —2  b3(01) = —1.11239613509505654 E — 1
agy = —4.711877279672667038 E —2 by(01) = 1.467355407207903519 E — 2
ags = 3.359191935282494552 E —2  bs(01) = —1.050001669088839517 E — 2
ags = —1.840000000000000000 E —2 be(o1) = 5.664429110099507573 E — 3
agr = 1.703792156426571357 E —2  be(01) = —4.623134348070028627 E — 3

bg(o;) = 2.78438042311542827 E — 1

ag; = 3.224588250952790918 E — 2 b1(02) = 8.452120256722231973 E — 2
agy = 2.15458255334826252 E — 1 by(02) =0 :

agz = —5.655554913580628390 E — 2 b3(o2) = 1.88621758699678963 E —

agy = 8.148046202216559079 E — 2 by(o2) = 5.00874032429383933 E — 1
ags = —4.129025308081867483 E — 2 bs(o2) = —2.45108174447082267 E — 1
ags = 1.666666666666666667 E — 2 be(02) = 9.864265620489277901 E — 2
agy = —2.267213098322812698 E — 2 b7(o2) = —5.168670915601016669 E — 2
agg = 2.03333333333333333 E —1 bg(o2) = 1.32675233701914438 E — 1 -

bg(o2) = 1.73460000000000000 E — 1.

In Fig.3.1 we have plotted the graphs of the functions g,(6) (denoted by error)
as functions of 6 for the DPS method of Shampine (in the figure, +-) as well as our
method given in [1] (in the figure,s-) and the new method (in the figure,-s-). Clearly
the behavior of g,(8) for the new method is better than for the others.
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Fig 3.1

Remarks
1) It is worth noting that the interpolants of Shampine and Calvo et al. are included
in the above family defined by (3.6)-(3.11). In particular, choosing for our free

parameters the values

2 2 LS 1 2

cg = — g == =—, ag=—, Cg=—,

TS et o b ot ) 050 L el i 20k Lk
13486 1737

N5 5 5 s wrlyy
bo(02) = 55-02(02=1)(502-2), ass = g, @ss = —gpeg, @ = zoba(on),

with arbitrary o, we obtain the same interpolant as in [1]. (Note that with these
parameters a; = @z = agz = 0)

2) Although our continuous family has nine stages, we have determined the approxi-
mation yp4o, using only the first 8 stages of the RK method. It would be possible
to consider a more general case computing this approximation with the full set of

stages.

4. Interpolants for RKF4(5).
Due to the fact that the fifth order formula of Fehlberg pair satisfies the same

simplifying assumptions as the fifth order formula of DOPRI5(4) and has also six stages,
the determination of families of interpolants can be done in the same way. We merely
outline this process. We have again a family of interpolants depending on the parameters
p = (01,02,¢8,C9,7, @, age, G96, 398, bg(02)) that can determined by the linear equations
(3.6)~(3.11), where as the coefficients are the corresponding to Fehlberg formula. Next,

following a minimization process as in the above section we get the optimal set of
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are

ag; = 4.385233748598411 E —2
agy = —1.136288474622840 E — 1
agz = 2.032500000000000 E — 1
agqy = —6.077150613884780 E — 2
ags = 1.170038824967240 E — 2
age = —8.506837956724760 E — 2
ag7 = 3.988822965494510 E — 2

ag; = —1.985706177932280 E —1
agy = 4.751505042849532 E — 2
agz = 3.000000000000000 E — 1
agy = 4.781403514569980 E — 2
ags = —3.132057379825690 E — 2
age = —6.100655297442930 E — 2
ag7 = 4.819923250521310 E — 4
agg = 3.900000000000000 E — 1

1525
1.0
ERROR 0.8
0.6

0.4

0.2

353 2227 37 74237 i
— et = = = —.085 72476 = —, !
S A e B e e e ' % = 150000 ;--
8 123 9 12512
— = — = — = — b = —_—
gy = 10, (03 50000, agg .0610065529744293, Qgg 100, 9(02) 100000

The coefficients of the additional stages and the new fifth order continuous solution

Finally, in Fig.4.1 we have plotted the graphs of the functions g,(6) for the new
interpolant (in the figure, +-) and the one given by Enright et al [3] (in the figure,

bi(01) = —1.820467762970730 E —1
by(01) =0

bs(01) = 3.006034468645994 E — 1
by(01) = —2.801482989069342 E —3
bs(01) = 3.402051172041333 E — 3
bs(01).= —1.122783894634232 E —2
br(oy) = 6.757125215285924 E — 4
bs(o1) = 3.876343016053724 E — 1

bi(02) = 3.419343321512391 E —3
by(a2) =0

b3(02) = 3.899120293887170 E — 1
by(02) = 2.594864526440950 E — 1
bs(o2) = —9.140970551625090 E — 2
bs(o2) = 1.030072673555981 E — 2
br(02) = —4.730936162733424 E — 2
bs(02) = 1.504805150537014 E — 1
be(02) = 1.251200000000000 E — 1.

0.0 l
0.0




-+). This figure shows clearly the superiority of our interpolant using the error measure

(3.12)

It is worth noting that the interpolant of Enright el al. [4] is included in the above
family. In particular, choosing for our free parameters the values

cg = 0.86, o, =0.776388865, v = —0.030620, age = 0.13076, c9 = 0.93,

02 =02, bo(oz)=5691793, age =0.029613, agg =0.00, o = 1.064439,

we obtain the same interpolant as in [4].

5. Numerical Experiments.

In this section we present some numerical results in which our new interpolants are
compared with earlier interpolants of the same formulas using as test set the non—stiff
DETEST problems. Since an important application of these methods is to produce
accurate output at any point of the integration interval, for each method and problem
we have computed the max—norm of the global error at nine equally spaced intermediate
points t,; =t, +7h,/10, 1 = 1,...,9 between consecutive steps t, and t,11 =t, +h,
chosen by the integrator. Denoting by e(t) the global error at the point ¢, we take as
measure of the error for a method and a given scalar problem the quantity

R — may imax{e(ta)li=1,...,10}

B o) D] (5.1)

This means that we compute for each interval [t,,t,+1] the ratio of the errors at eleven
equally spaced intermediate points divided by the greatest of the errors at the two ends
of the interval and then we take the maximum over all integration intervals.

The computations of the quantity (5.1) for the interpolants under consideration
were carried out on a VAX-8300 computer in double precision with tolerances 107,
=300

For brevity, we show here the results with some typical DETEST problgms whose

exact solution can be easily computed (A1,A2,A3,A4) and the simple non-linear prob-

v =(y+VE+2)/t te[1,20]
y(1)=0

whose exact solution is y(2) = (12 — 1)/2.

In table (5.1) we present the results for the interplants of DOPRI5(4). For each
problem the first, second and third row give the values of (5.1) corresponding to our
method, the interpolant [1] and the DPS interpolant respectively.

In table (5.2) we show the results for two interpolants of Fehlberg’s pair using the
same set of test problems. For each problem, the first row gives the values of the factor
(5.1) for our interpolant and the second row the corresponding values for Enright’s

lem

(5.2)

interpolant.
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TABLE 5.2
Problem 1.D-5
Al 1.000
Al 4.003
A2 1.000
A2 1.114
A3 1.190
A3 4.428
A4 1.123
A4 1.050
(5.2) 1.011
(5.2) 1.126

TABLE 5.1
Problem 1D-3 1D-4 1.D-5 1.D-6 1.D-7 1.D-8 1.D-9
Al 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Al 1.123 1.125 1.077 1.099 1.013 1.000 1.000
Al 1.039 1.047 1.019 1.002 1.000 1.000 1.000
A2 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
A2 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.009
A2 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
A3 - 1.070 1.360 1.585 1.803 1.145 1.111 1.523
A3 1.438 1.631 1.507 1.822 1.633 3.916 1.795
A3 1.267 2.823 1.940 2.059 2.044 5.303 1.977
A4 1.096 1.291 1.202 1.167 1.137 1.111 1.146

A4 1.131 1.523 1.502 1.381 1.425 1.259 1.393
A4 1.132 1.664 1.467 1.229 1.428 1.460 2.587
(5-2) 1.000 1.000 1.515 1.177 1.075 1.000 1.000
(5-2) 1.000 1.000 2.262 1.449 1.441 1.723 1.000
(5.2) 1.108 1.380 6.232 6.319 11.62 3.590 .| 1.220

From these tables it may be concluded that the errors of the interpolated values
are of the same order as the error of the neighbouring grid points. Furthermore in
our experiments we have seen that our new continuous extensions are in general more
reliable than the others.
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THE ANALITICAL THEORY OF THE EARTH'S ROTATION USING A
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Abstract.- In this work, the problem of the Earth's rotation when it is
attracted by the Sun and the Moon is studied, using as a model a stationary
symmetric girostat. We suppose that the two first components of the gyrosta-
tic moment are null and we choose the third component as a constant in such
a way that the free polar motion has a period of 430 days (Chandler's period) .

The problem is formulated by means of dimensionless canonical variables
referred to the mean ecliptic of an adopted epoch, assuming that the Sun mo-
ves in an elliptic orbit with zero inclination, and the Moon in an elliptic
orbit where nodal ané inclination arguments are constant. From these hypothe-
sis and for the purpose of practical calculation, the periodic terms are eli-
minated by Deprit"s method and the secular perturbations to the second order

are obtained.

1. INTRODUCTION.

The theory of rotation of the Earth about its center of
mass constructed by Woolard (1953) and adopted by the IAU as
the international standard, consider that, dynamically, the Earth

is a symmetrical rigid body.

By using the Serret-Andoyer canonical variables 2 il P,/
pu, P, (Andoyer, 1923), and a moving plane of reference (the

mean acliptic-of the epoch), Kinoshita (1977) developed a theory
about the Earth's rotation. He adopted a triaxial rigid Earth mo-

del and the Hori's perturbation method. This theory has two fun-
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damental advantages:

1) It treats separately the motions of the rotation axis and of
the angular momentum axis. 2) It utilises the mean ecliptic of
the epoch as plane of reference. In this way in the perturba-
tion function doesn't appear mixed secular terms; but the correc-
tions due to the not symmetry are little significant in the

usual approximatibns and the same Kinoshita remove them in his

development.

E. Cid (1982) deals with such a probiem for a symmetric ri-
gid body Earth, he utilised the canonical variables m, ¢, v, <
pC, P,/ introduced by R. Cid and J.M. Correas (1973) also refer-
red to the mean ecliptic of the epoch, and the Deprit's pertur-
bation method (1969) .

In both works, the free solution obtained when the external
forces are cancelled gives us the Eulerian component of the po-
lar motion. In the present paper, we use as a model of the Earth
a symmetrical gyrostat wich has the two first components of the
gyrostatic moment identically zero and the third one is constant,
in such a way that in absence of external forces the free solu-

tion describes the Chandler's component of the polar motion.

The problem has been formulated in terms of a set of dimen-

sionless variables w, ¢, v, P_, pc
ecliptic of the epoch, wich is determined by the planetary pre-

r Py referred to the mean

sence. In addition, we suppose that the Sun moves in a Keplerian
orbit with null inclination and the Moon moves in a Keplerian
orbit whose nodal and Inclination arguments are constant.

The Hamiltonian of the problem, stated in this way, has the
form

= 152
H—HO+€H1+-2—6 Hoabf o

and we can calculate the secular motions up to a second order

of approximation after separating the periodical motions.

2. STATEMENT OF THE PROBLEM OF THE ROTATION OF THE EARTH WHEN
IT IS CONSIDERED TO BE A GYROSTAT.

Let us suppose the Earth to be a gyrostat with constant
gyrostatic momentum and wich turns around an axis passing through

>
its center of mass O, with instantaneous angular velocity w.
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Fagisi il

Therefore, we can consider a system of de principal axes
of inertia Oxlxzxs. which are rigidily attached to the rigid
part of Earth, whose principal moments of inertia are denoted
by Il, I,, I,.

Let us consider a system OX1X2X3, whose axis are palallel
to those of other inertial one, and whose OX X, plane corres-
ponds to the mean acliptic of the initial epoch t; = 0. The mean
ecliptic for the epoch t, given by the OXTXE plane of a new
system oxtx;x;, is referred to the OX X X system through the
functions Q(t), and I(t) (nodal and inclination angles) , which

are given by the following expressions (Newcomb, 1906)

sinIsinQ = F t + ROt Eatet

(2:515)

sinIcos® = Gt + Gl Ghts

where the coefficients Fi, Gi, are constant.

In addition, we suppose that the Earth is attracted accor-
ding to the Newton's law by two material points (the Moon and
the Sun) of masses M, M', respectively, and that such masses
describe eliptical orbits around O, in such a way that the Sun
moves into the OXYXE plane and the Moon in a plane, whose nodal
and inclination angles with respect to the ox;x; plane are res-

pectively h and j.
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If we use the OX,X, plane as a reference, the variables

Ty Cipi-Vip B pC’ P, (fig. 1) are suitable to study the Earth
rotation, adding to the Hamiltonian the complementary function

R given in (2.3).

In thése conditions, by puttiﬁg

=, = 2 ]
CE¥=Entyptay S = /1 -Colil P.S, = /PP, s
= = 2 = IR
e S R/ Se=il-C P S = VPesDy
the Hamiltonian of the problem is
H = HT + R U TR
where
1( 2.2,5in%v , cos2v, .23P2} a
Hes = + VAN 3p o
T 2[pCS\){ I, I, b I, 3V
- p.S,[3sinv + 22cosy
el esy I,
aa aQ . GHL
R = —p“aEcosI + pCS“[EE51nIcosn = EESlnﬂ] (2.3)
3GM
U = 5((1,-11)8% + (13-1))¥?)
21
3GM! <
e £ 12 = 2
i 2]:‘v3[(]:2 II)B % (I3 Il)Y' J
being (B,y), (B',y') the second and third direction cosines of

the position vectors Earth-Moon and Earth-Sun, respectively,
with respect to the system of the principal axes of inertia
Ox;X,X;. In this statement the terms of the lunisolar poten-

tial of power superior to 1/r3 and 1/r'3, are omitted, by assu-

ming that these terms are sufficiently small.

The problem is simplified by using a model of the Earth

with dynamical symmetry (I1 = I,). In.this case, by putting

1€ Al = OE

31 1 ’ I° = (13—11)/]:1

the Hamiltonian becomes
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2
L I31p P.S, azp
H=— - U AR i sinv + v) - — Y +
ZIl[pC I3 ] I, et Focese) I3
36I,, (My2  M'y'?
aF 2 ra + r'—3 = anCOSI + (2.4)

+ pCSn(QsinIcosn - Isinm)

where y and y' can be written in terms of the variables 7, z,

Vs Pgrs Prs Pvs as follows

Y = Svsinc[cos(ﬂ-h)cosw + sin(ﬂ—h)sinwcosj] +

+ (€ ,C. - 5,5 cost)sinwsinj +
: (25
+ (Svcﬂcosc + Cvsﬂ)[sin(ﬂ—h)cosw - cos(ﬂ—h)sinwsinj]

TR =(€,8; + SySjpcost)sin(w'=-m) + S, singcos(w'-=m)

The variables w = wo+f , w'= wo+f', define the Moon and
Sun positions by means of the true anomalies £, f', and the

perigee's arguments w,, We.

Let us carry out the transformation (p£= Ilwopi, t'= wot)
to other dimensionless variables, being w, # 0 , the initial

angular velocity of the Earth, then we obtain for the Hamilto-
nian the expression

I3,p2 pP,S ap
H = l[pé - —ELLXJ - ;Q—X(alsinv + a,cosv) - S0aV E

2 T I,0, I,0,
5 Sitee S
L Bm QcosI + Eg—E(QsinIcosn = Tsdnm)l et (2.6)
we Wo
3GI3q (MY2 M'Y'?
+ 31 _Y_ + ._Y_
2I1w% r3 r's

In the formula (2.6) we have maintained the notation P
for de moment pi.

Now, consider the equalities

SGMiIE n]zMIQ 'af ik

20302 Zluo) e,z 2 |7
3GM'I, . 3(n)2mM'T, (a")3 4 e
2r'3y2  2|wo| M'+M,|r' 2l

with
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2 MI ]2 M!
e, snaien | lte e~ 5 i (2.7)
° W, ) MM, W, M'+M,

and where n, n', are the mean motions of the Moon and the Sun,

and ME is the mass of the Earth.

By the relations

Mi=SM_781F3 v @i, M' = 332.958 M,

n 2n/27.396 rad/sid.day , (2.8)

n' = 2n/366.25 rad/sid. day

we obtain

w
o

21 rad/sid. day I

=7, 1 =37
o 1.592382-10 e 0.733272-10 (2.9)

SN "3
UL " =leo[6(iJ -Y2 +[a_.] -sz]
2 r ig

where we define § in the form

1/305

o

e

1l
1l

§ = 1.592382/0.733272 = 2.171612

Now, make us an estimation of the terms of the complementa-

ry function R, by virtue of the relations

7 9

(2/w,)cosT = -0.23602-1077 - 0.58027-10 %t

(/w,)sinI = -0.53943-10 't (2.10)

9 10

I/w, = 0.99319-10"° - 0.22646-10 't

where t is expressed in tropic centuries measured from 1850.

The terms of the complementary function R can be written in the
form

R = p_(0.23602:10"7 + 0.58027-10 °t) - (0.53943-107 ' tcos

9 1

+ (0.99319-107° - 0.22646-10" Ut)sinﬂ]pcsn

and for the considered approximation it is sufficient to take

0.23602

== 015321872 (2:51°10)
0;-7332:2

L
R =eap ,

If we suppose that the two first components of the gyrosta-

tic moment are null, a, = a, = 0, the third constant component
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can be chosen in such a way that the free polar motion has a pe-
riod of 430 days (Chandler's period). So, the equations of mo-
tion for a symmetric gyrostat, when the external forces are null

and are given by

w, + I w,w, +w,(a,/I,) = w, + pw, = 0
1 O==22 53 20 3 e 1 9
(2.12)
(s = AT gl e wl(aa/Il) = W= DW= 0
being
w, = W, (= 20 rad./sid. day)

PRSI W (8 /)
The solution of the above system is

w, = Acos (pt+B) 7 Wi = Asin(pt+B)

where A and B are constant. This solution corresponds to a cir-

cular motion of the Pole with a period T = 2I/p , and making

T = 2n/p = 430

<':l3 1 =3
be—— = 95310710

o

(2:51:3)

Then, taking the above hypothesis into account and introdu-
cing the constant b, 6 = 131/13 , the Hamiltonian (2.6) can be

written in the form

150 2 1
H=— = = o) + +
Bp E B CRs) 3P, + e.op an,

2

™
+%e;|;6(a/r)3wr + (a'/r')3Y'2]

The functions Yz and Y'Z can be expressed by means of the

equalities
2 8 }* 2
Y )] thlqcos{lc + s(m-h) + qw}
i,s,9
(2205135))
(74 g
Y = E Ci cos{iz + g(w'~-m)}
i,q lq

wheTe i ie = {0 A e s el =D SR 2k Sand g e =2 105, 2}
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The coefficients Yo & ,(% 5 are functions of the moments
'S, '

o’ being

(sen?3)G, + (1+cos?j)G,

- 1
0,02 2

= 21
(G, G,)sen®j

S

: 1festo 2780 2859
C =
0r0 e Gilo, H26-S=sichS)

CHECaNLN—"C

i( 29 2
v T v

2
s.)

) 2 2
Z{cvs" + —sv(1+cn)}

if we define the small parameter € in the form

= 5 7153124 9/05 @r16)

= 3.5101196 (2.17)
Therefore, the Hamiltonian (2.4) can be written as follows

e2H (2.18)

+ ng + 2

2
b_p2) = H,(p_,p )
°ty Wisere =ty
= H, (p,)
ay3y2 a3 2
é(r] Yt [r'} Y H(
3. HAMILTONIAN OF THE SECULAR MOTION.

Let us start this paragraph by eliminating the variable
of the Hamiltonian by the Deprit's method. Then the new Hamilto-

nian function is




Z Yolslqcosjs(ﬁ-h) + gw} +
s,q -«
a'ys :

= C0 qcosq(w =) :
(3.2)

k q - - '
rCi qu sen{ig + g(w!-m) + oqkl } o+

N ’

ietia sen{icz + s(m-h) + qw, + qul}J

being 1 and 1' the mean anomalies, and where the coefficients
~k k
©

i,q% Vi, s,q"

In the precedent formulary we have suppressed the symbol

are given in (Vigueras, A., 1983).

(') in the new variables.
In these conditions, the Hamiltonian takes the form

i e U ) 0 0 1o o2 ypd e b gl SRR T
H' = Ho(pc,pv) e H) (pRISEEC S el dnspRG D S piiit)

wich still depends of the angular variable T,

A new application of the Deprit's method for eliminating the

variable m, by means of a generating function

a)3
20LpTr + 6(;} g YO,O,q cosgw +

Co’zs(n,f') 8

= 0 a7 pioa
n'(l_e|2)3/2 n (l_e2)3/2[5#0 0,s,qg s:9
q7o

ey Yo 0coss(n—h)}(f + esenf)]
S#O +Sr

where £, f', denote the true anomalies of the Moon and the Sun,




andESItmEe) e ES 4 the functions

’

S(m,£') = sin2(f'+w)-m) + eTsin{3f'+2(w(;—ﬂ)}'+
+ e'sin{f'+2(wa—v)}
: (3.6)
E =L sin{s(w=h)+qgw,+gf} + = sin{s(n-h)+qw, +
s = =sealt T 2(q+1) 0

+(q*1) £} + —— sin{s(n-h)+qw, +(q-1) £}
2(g-1)

Finally, after this second elimination, we can write the

Hamiltonian ‘'of secular motion in the form

" s " " " n " 1 2 " n " "
H® = HO(pC,pv) + eHl(pV) + = € Hz(pn,pc,pv,t) (& 7))
with
NEis "2 "
HO ( : bop“ )
H1 = D (3.8)
H' = 2ap" + 5|§J3(Y + 2y cosZw)q-(iL]ac
2 m \r 0,00 ° 0r0r2 (G 070

sinceé Yy ¢ 5 = Yy o - - Then, by integrating the equations
of motion whose Hamiltonian function is (3.7), we obtain the

secular perturbations

B =Dk : T = ez(at + 07) + n:
™ ™

5
SE=lpis G = Dol e O et 359
2 P, ' P, Q, & ( )
([ ol o Tt o 2 o "
pv = pv o V" = (b°pv ticse) et e Q3 + V=

where we make use of the notation

o o1 3 . - 3 SO o
O_l = B F' + GL(l— Eslnzj)F + EE0,251n jJPi (=103
F = f + esinf F' = f'+ e'sinf'
u, = l/{4n°(l—e2)3/2(p2)5} p!l o= l/{4n;(l—e'2)3/2(pZ)5}
ONC2ENIE O 2 it o, 2 oy 2
R = (pc) 3(p,) R = (pc) = 3(ps)
P° = U p°p°R P, = —-u ((p )ZR + (p )2R ] PS = U p°p°R
1 o Ty 2 Ol (e W 3 O el
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The formulas for the coefficients P;' are obtained from

o 3 1
the above P; on replacing u, by u,.

In the preceding solution, we observe that the perturba-
tions due to the Sun; Lhe Moon and those due to the motion of
the reference plane :-(the mean ecliptic of the epoch) appear
separate.
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CORRECCION DE ORBITAS DE ESTRELLAS
DOBLES VISUALES
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Resumen

Se comparan los resultados obtenidos en el ajuste de 6rbitas de estrellas dobles
visuales usando el Criterio de Minimos Cuadrados y el Criterio de Minimos Valores
Absolutos. Dichos criterios se aplican a observaciones simuladas y a estrellas reales.
En las observaciones simuladas se compara la fiabilidad de ambos criterios para
recuperar la orbita inicial.

1 Introduccién

Si las medidas efectuadas sobre una estrella doble careciesen de errores, no existiria pro-
blema alguno para calcular la drbita relativa de la misma a partir de las observaciones,
pues bastaria coger un nimero suficiente de datos de observacién para determinar los siete
elementos que definen una orbita eliptica.

Los diferentes métodos de célculo de drbitas proporcionan distintos resultados, segin
los lugares normales 6 puntos escogidos. Por esto, se hace necesario determinar una 6rbita
que represente, lo mejor posible, el conjunto de las observaciones.

Para esto se utilizan los métodos de correccién de érbitas. La cuestién de definir
cuando una drbita es mejor que otra da lugar a que, segun el criterio y los observables
empleados, se obtengan distintos métodos para la correcciéon o mejora de orbitas.

Desde un punto de vista matematico, el problema de ajuste de funciones se puede
expresar asi:

“Consideremos una funcién diferenciable f = f(¢, a), que depende del tiempo t y de
un conjunto de parametros a; (j = 1,2,...,m), y supongamos que de dicha funcién se

han hecho un cierto nimero n de medidas f? (i = 1,2,....,n > m) en tiempos t;. El
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problema de ajuste de funciones consiste en encontrar los valores de @ que hacen minima
la suma de distancias entre las cantidades medidas y las calculadas ff = f(¢;,a)”. La
definicién de distancia dara lugar a los distintos criterios de ajuste.

Tradicionalmente, se ha utilizado el Criterio de Minimos Cuadrados de forma sis-
tematica para la reduccién de observaciones. Sin embargo, no parece existir razén alguna
a priori para que sea preferido a otros Criterios como puede ser el de Minimos Valores Ab-
solutos. Ademas, algunas experiencias hechas en otros campos de la Astronomia parecen
indicar que el Criterio de Minimos Cuadrados no es siempre la mejor eleccién para reco-
brar los valores de parametros de interés astronémico a partir de las medidas realizadas
(Branham, 1982).

2 Criterio de Minimos Cuadrados

Este criterio considera como distancia el cuadrado de la diferencia de las ordenadas f?— ff
y por tanto el proceso consiste en minimizar el sumatorio

S =32 — £ = 307 — flt @) 1)

$=1

-

Il
-

1.

Su aplicacién supone una distribucién normal de los errores de observacién. Los valores
obtenidos con él tienen la varianza minima para las diferencias observacién - calculo.
Ademais presenta la ventaja de reducir las ecuaciones a un niimero manejable (igual al
numero de parametros) de facil tratamiento. Otra circunstancia que ha favorecido su
utilizacién ha sido la existencia de un gran nimero de tests estadisticos para la media.

El problema se reduce a encontrar el minimo de (1) en funcién de las variables a;.
Para resolverlo se puede utilizar cualquier algoritmo de minimizacién de funciones.

Dichos algoritmos pueden agruparse en tres categorias:

e Métodos que sélo utilizan los valores de la funcién a minimizar, como el algoritmo
del simplex;

e métodos en los que ademas se emplean las derivadas parciales primeras, como en el
algoritmo del gradiente;

e métodos en los que intervienen las derivadas parciales segundas, como en el algo-
ritmo de Newton.

El método de Newton converge rapidamente, pero falla en ocasiones si la estimacién inicial
esta muy alejada de la solucién; los algoritmos como el del gradiente tienen un radio de
convergencia mayor, aunque convergen mas lentamente. Para evitar estos inconvenientes
han surgido otros algoritmos como el de Levenberg-Marquardt (Marquardt, 1963) que
_ combina los algoritmos del gradiente y de Newton; o el de Fletcher-Powell (Fletcher y
Powell, 1963) que obtiene la direccién del gradiente y luego estima cuanto se debe mover
en esa direccion para alcanzar el minimo, usando las derivadas segundas.

En los métodos anteriores se supone que los pardmetros a son independientes, pero
no existe ninguna dificultad en considerar relaciones entre los distintos componentes de
a, que se introducen mediante sus correspondientes multiplicadores de Lagrange.




Es posible también usar métodos en los que intervengan las derivadas segundas, como
el descrito por Eichorn y Clary (1974).

Cuando las relaciones que ligan los observables con los parametros estan dadas de
forma implicita, el criterio de Minimos Cuadrados se puede aplicar en la forma dada por
Jefferys (1980,1981). ;

3 Criterio de Minimos Valores Absolutos.

Las observaciones de estrellas dobles no siempre cumplen la hipédtesis de distribucién nor-
mal de errores subyacente bajo el Criterio de Minimos Cuadrados, lo que puede invalidar
los resultados del ajuste. Esto obliga a realizar un filtrado previo de los datos rechazando
valores con un valor de corte arbitrario. Seria deseable un método de ajuste que incluyera
todas las observaciones sin estar demasiado influenciado por observaciones claramente
discordantes para poder determinar este valor de corte.

De los resultados obtenidos por Branham (1982) se deduce que otro criterio utilizable
es considerar mejor aquella 6rbita que haga minima la suma de los valores absolutos de
las diferencias observacién — calculo. Este criterio es mucho menos usado. Laplace lo
propuso en su “Mécanique Céleste” afiadiéndole ademas la condicién de que la suma de
las desviaciones fuera nula.

Desde un punto de vista estadistico, este criterio considera que los errores de las
medidas siguen una distribucién de la forma

y= > exp(—hle)

siendo h el médulo de precision y z el error cometido. Esto equivale a decir que se toma
como valor méas probable de una medida la mediana de las medidas u observaciones. Puede
demostrarse que la solucién obtenida mediante este criterio satisface exactamente tantas
ecuaciones de condicién como parametros de ajuste, usandose el resto de las medidas
para determinar qué conjunto de ecuaciones ha de satisfacerse. Por otra parte, el cambio
de algunas observaciones que no sean satisfechas no cambia los valores estimados de los
parametros. Esta propiedad es la que hace que los resultados obtenidos sean mucho
menos sensibles a la aparicién de medidas con errores grandes, o con una distribucién de
errores que no sea gaussiana. La insensibilidad al cambio en una medida es reflejo de las
propiedades del estimador utilizado, esto es, la mediana.

El Criterio de Minimos Valores Absolutos presenta el inconveniente practico de que
es necesario trabajar con todas las ecuaciones de condicién, no pudiéndo reducirse a un
numero pequefio de ecuaciones. Por todo esto, ha sido poco utilizado hasta la aparicién de
ordenadores rapidos con los que esta iltima objecion pierde importancia, siendo primordial
la calidad de la érbita obtenida. Ademas los algoritmos usados son mas complejos que
el de Minimos Cuadrados. Asimismo, no existen practicamente tests estadisticos para la
mediana, lo que hace dificil el control de los resultados.

Este criterio considera como distancia el valor absoluto de la diferencia de las ordenadas
f? — ff y por tanto el proceso consiste en minimizar el sumatorio

L= 01 = £l @
1=1
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A diferencia del caso de minimos cuadrados, en (2) no se pueden igualar a 0 las derivadas
parciales de L1, ya que la funcién Valor Absoluto no tiene derivada en el punto 0. Por
tanto, de las tres clases de algoritmos de minimizacién descritos anteriormente, sélo pode-
mos usar los del primer tipo, que no recurren a los valores de las derivadas, sino que usan
dnicamente los valores de la funcién, aunque resulten més lentos. Si f es una funcién line-
al, se han desarrollado algoritmos especificos para este problema basados en los métodos
de programacién lineal como el descrito en Barrodale and Roberts (1973). Cuando f es
una funcién no lineal y conocemos unos valores iniciales de @, podemos mejorarlos ha-
ciendo un desarrollo de la funcién f en serie de Taylor en torno de dichos valores previos,
obteniendo o
L1—2|f° f(ti,a) — E%Aaj]=0,
=1 J
con lo que llegamos a un sistema lineal.
En el caso de estrellas dobles, la férmula (2) se transforma en la siguiente

L1=Z|Bf——0f(t,,a)|, l=1,,n (3)

Suponiendo conocida una érbita previa podemos calcular las correcciones mediante un
desarrollo en serie del tipo

L1—Z|9° 05 (t;, ao) Za’”"“")A i @)
i=1

con lo que llegamos a un sistema lineal, cuya aplicacién reiterada nos conduce a la solucién
de (3). En el caso general, cuando las relaciones que ligan las variables medidas con los
parametros vengan dadas por ecuaciones implicitas, se aplican métodos como el descrito
por Spath y Watson (1987).

4 Experimentos numéricos

Con el fin de comparar los diversos métodos de correccién de 6rbitas se ha considerado la
minimizacion, por el criterio de Minimos Cuadrados, de las funciones siguientes:

S1 = > pi(67 = 6(ti, a))” + i (3 — pi(4i, @))? (5)

$2 = Y [ + p2(t @) — 2025 (t, @) cos(02 — (1 @))] (6)

Con 51 se minimizan conjuntamente los dngulos y las distancias. Las cantidades p; y ¢;

son los pesos relativos de cada medida y sirven también para homogeneizar ambas sumas

de cuadrados. Se tomé p; =1y ¢; = 1.

52 es la suma de cuadrados de las distancias entre los puntos calculados y observados.

- Para describir la érbita se usaron los elementos orbitales a,e, P, T,w,(, i. Con la

funcién S2 se hicieron dos ajustes, uno usando estos elementos y otro usando las variables

de Thiele-Innes A, B, F,G,e, P y T, con el fin de compararlos con el método de ajuste
del mismo nombre. =




e e o L e e = oy

El criterio de Minimos Valores Absolutos se aplicé a la funcién
L1 =} P |07 — 05(t:, @)| + Qs |} — pi(ti; @) (7)

Esta funcién es andloga a S1, pero usando valores absolutos en vez de la suma de cuadra-
dos.

Supondremos que todas las medidas tienen el mismo peso estadistico. La introduccion
de pesos en S1 y LI, para cada observacién, no presenta ningin problema, puesto que
basta cambiar los valores de p; y ¢; por su peso correspondiente, sin tener que modificar
los algoritmos utilizados.

En lugar de la excentricidad e se ha usado una variable auxiliar s definida como e =
s2/(1 + s?) (Soulié, 1986) que asegura que la excentricidad e se mantendra en el intervalo
[0,1) para cualquier valor de s. La sustitucién cldsica e = sen @ puede proporcionar
valores negativos de la excentricidad si ¢ < 0.

El criterio de minimos cuadrados se ha implementado usando el método de Levenberg-
Matquardt con la rutina ZXSSQ del paquete IMSL (IMSL, 1985) que halla el minimo de
una suma de cuadrados. Las derivadas de la funcién, usadas en el método, se calculan
numéricamente como diferencia entre dos valores préximos de las variables dentro de la
propia rutina.

La correccién usando el criterio de Minimos Valores Absolutos se realiza usando la
formula (3). Esta funcién se minimiza usando métodos de programacion lineal mediante el
algoritmo de Robers y Robers (1971) (CACM, algoritmo 458) obteniendo las correcciones
de los parametros orbitales. Con la nueva érbita se vuelve a minimizar LI para obtener
otras nuevas correcciones; este proceso se repite hasta que los incrementos obtenidos sean
tan pequenos como se quiera. En casi todos los casos ensayados la convergencia de este
proceso ha sido muy rdpida. En los casos en que las correcciones oscilaban fue suficiente
con tomar una fraccién (entre 0.9 y 0.7) de dichas correcciones. Con esto se disminuye la
velocidad de convergencia pero se llega a una solucién.

4.1 Casos simulados

Con estos métodos de ajuste estamos interesados en obtener la 6rbita verdadera. Para
poder comprobar la concordancia de los valores recobrados con la drbita original, se
aplicaron los métodos descritos anteriormente a un conjunto de casos simulados en los
que se conoce la orbita verdadera.

Para ello se eligieron unos valores de los elementos orbitales y se calcularon las efemérides
correspondientes a una serie de épocas. A cada valor obtenido para el dngulo y la distan-
cia se le sumé un numero aleatorio con una distribucién gausiana de media 0 y varianza
conocida con objeto de simular errores en las medidas. Este conjunto se identificé con un
conjunto de “medidas”. Como valores iniciales para los elementos orbitales se tomaron
unos valores mas 6 menos parecidos a los originales, aunque en algunos casos la desviacién
tipica de las diferencias observacién - cilculo era completamente inaceptable (30°).

En todos los casos se usaron 139 puntos que cubrian aproximadamente periodo y
medio de la 6rbita elegida y correspondian a las épocas de medida de una estrella real
(ADS 11077) para que la distribucién en el tiempo de éstas fuera realista. Los resultados
correspondientes a cuatro experimentos numéricos se detallan a continuacién.
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Explicacién de las tablas
En las tablas, Original designa la érbita elegida, Inicial el conjunto de constantes orbitales
usadas como valores de partida para los calculos de correccién. S1y S2 son los resultados
obtenidos al minimizar las funciones (5) y (6) respectivamente. Thiele representa los ele-
mentos resultantes de minimizar (6) en funcién de las variables de Thiele-Innes y L1 el
resultado de minimizar (3).

Con el fin de comprobar el ajuste de las érbitas recobradas por cada método, se
calcularon para cada una de las érbitas descritas descritas en el parrafo anterior las sumas
de cuadrados de las diferencias observacién - calculo para dngulos (3-(A6)?) y distancias
(35(Ap)?) asi como la media y desviacién tipica de estas diferencias. En el caso de la
érbita Original las medias y desviaciones tipicas corresponden a los datos usados como
“medidas”. Estas cantidades nos informan del ajuste con relacién a los datos medidos,
que en un caso ideal deberian ser iguales a los obtenidos para la érbita original, pero no
de su aproximacién a los valores teéricos. Para medir esta aproximacién se calcularon
las desviaciones tipicas de las diferencias entre las efemérides de cada orbita y la drbita

original.
Primer caso 0s =10, 0,=0.1
Tabla I. Orbitas
a e P T Q w 1
Original | 1.030 0.760 56.40 1885.60 55.80 105.00 32.00
Inicial 1.080 0.700 50.40 1890.60 59.80 120.00 39.00
St 1.024 0.758 56.44 1885.74 61.93 100.12 29.61
S2 1.005 0.748 56.49 1885.69 55.41 106.34 26.58
Thiele 1.024 0.758 56.44 1885.85 63.87 98.64 29.48
L1 1.033 0.758 56.41 1885.68 58.38 103.13 30.61
Tabla II. Diferencias con las observaciones
Z(Ae)z ):(AP)Z A Sag A_p SAp

Original 1.3054E+2 1.3200E4+0 1.3378E—1 9.6328E—1 1.2072E—2 9.7048E—2
Inicial 1.4586E+45 7.0902E+0 —1.406E+1 2.9288E+1 7.1597E—2 2.1498E—2

S1 1.5036E+2 1.2719E4+0 —5.8442E—-3 1.0438E+0 3.5642E—4 9.6003E—2
S2 2.3462E+2 1.2765E+0 1.0650E—1 1.2995E4+0 8.6696E—4 9.6172E—2
Thiele 1.9273E42 1.2673E4+0 6.3595E—2 1.1800E+0 3.6860E—4 9.5829E—2
L1 1.3444E+2 1.2825E+0 —1.4570E—2 9.8690E—1 —2.0699E—3 9.6382E—2

Tabla III. Diferencias con la érbita Original

I a(A0) a(Ap)
S1 3.9252E—1 1.0092E—2
52 8.6004E£—1 1.4632E—2
Thiele | 6.7730E—1 1.2194E -2
L1 2.1165E—1 6.4389FE—3

Cambiando las condiciones iniciales tenemos
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Tabla I-bis. Orbitas
a e P T Q w i

Original | 1.030 0.760 56.40 1885.60 55.80 105.00 32.00
Inicial 1.080 0.720 53.40 1887.60 57.80 103.00 30.00

S1 1.024 0.758 56.44 1885.74 61.89 100.15 29.63
S2 1.021 0.755 56.46 1885.77 60.95 101.19 28.99
Thiele 1.020 0.756 56.47 1885.80 62.82 99.57 28.88
L1 1.033 © 0.758 56.41 1885.68 58.38 103.13 30.61

Tabla II-bis. Diferencias con las observaciones

(A0 F(Ap) A 5a0 Ap sap

Original 1.3054E+2 1.3200E+0 1.3378E—1 9.6328E—1 1.2072E—2 9.7048E—2
Inicial 1.4434E+4 2.6108E+0 1.0382E—1 1.0226E+1 —3.1418E—2 1.3388E—1

S1 1.5032E4+2 1.2686E+0 2.0422E—3 1.0437TE+4+0 5.3808E—4 9.6003E—2
S2 1.8194E+2 1.2662E+0 6.9912E—2 1.1460E+0 3.1371E—4 9.5879E—2
Thiele 1.9136E+2 1.2673E+0 5.3320E—2 1.1764E+0 4.3435E—4 9.5786E—2
L1 1.3444E42 1.2825E4+0 —1.4570E—-2 9.8690E—1 —2.0699E—3 9.6382E—2

Tabla ITI-bis. Diferencias con la érbita Original

| o(4) 40Y)
S1 3.9269FE—1 1.0005E—2
S2 6.2112E—1 1.0806 E—2
Thiele | 6.7191E—1 1.2150E—2
L1 2.1165E—1 6.4389E—3

La érbita elegida tiene una excentricidad moderadamente alta (0.76) y una inclinacién
media (32°). Las “medidas” de dngulos y distancias se prepararon con unas desviaciones
tipicas de 1° y de 0.1 segundos de arco respectivamente. Esto significa que el 95% de las
medidas tienen un error menor de 3° y 0.3 segundos de arco. Puede considerarse, por
tanto, una 6rbita muy bien medida.

La 6rbita Inicial es una 6rbita francamente mala, con un error medio de 14° y una
desviacién tipica de 29°. La suma de cuadrados de diferencias angulares es 1000 veces la
inicial.

Partiendo de estos datos se obtuvieron las érbitas mostradas en la Tabla I. Las dife-
rencias observacion - calculo correspondientes se muestran en la Tabla II.

En todos los casos, las sumas de cuadrados son del mismo orden e inferiores a las
iniciales, y en el caso de las distancias (p), son inferiores a la original.

Con el fin de investigar la posible influencia de los valores iniciales en los resultados
obtenidos se probd una segunda 6rbita Inicial .Las soluciones obtenidas con estas nuevas
condiciones iniciales se muestran en la Tabla I-bis y las diferencias observacién - calculo
en la Tabla II-bis. La érbita Inicial-bis es bastante mejor, con una desviacion tipica de
10° frente a los 29 del caso anterior. Las sumas de cuadrados de diferencias observacion
- cdlculo de 4ngulos y distancias son 1/10 y 1/3, respectivamente, de las diferencias de la
orbita anterior.

Los resultados obtenidos son sensiblemente idénticos en ambos casos. Coinciden hasta
las centésimas en el caso L1 y difieren en unas centésimas de grado para S1. La orbita



Thiele difiere aproximadamente en un grado. Las mayores diferencias se encuentran en
la orientacién de la érbita de S2. Las diferencias observacién - calculo son, sin embargo,
bastante similares.

En cuanto a los pardmetros recobrados, el semieje mayor se ha obtenido con una di-
ferencia de unas pocas milésimas. La excentricidad con una diferencia maxima de 0.12 y
es menor que la original en todos los casos. Los errores en el periodo oscilan entre 0.01 y
0.09 afos y los valores obtenidos son superiores al original en todos los casos. El periastro
se ha recuperado con una precisién similar a la del periodo y también es mayor que en la
orbita original.

Las mayores variaciones entre los distintos métodos se producen en la determinacién
de la orientacién de la érbita. El argumento de periastro w y la inclinacién ¢ obtenidos,
son menores que los originales, aunque los valores iniciales son mayores en un caso y
menores en el otro. El angulo del nodo 2 obtenido es siempre mayor.

En conjunto, y a la vista de las diferencias observacién - cdlculo, la suma de cuadra-
dos de diferencias de distancias es aproximadamente igual para los cuatro métodos. L1
proporciona el mejor ajuste de angulos. Los elementos dindmicos a, e, P y T' se recobran
bien en todos los casos. El valor de a obtenido por S2 es bastante mas pequefio (1.005)
que el original (1.030), sin embargo, las diferencias observacién - cilculo obtenidas son
comparables con el resto de los resultados. La precisién en la recuperacién de los angulos
es bastante menor.

En la tabla III aparecen las desviaciones tipicas de las diferencias entre cada érbita
obtenida y la Original. Podemos ver que la érbita L1 es la que presenta menores desvia-
ciones. Esto concuerda con que sus pardmetros sean los més cercanos a la érbita Original
y produzca la menor suma de cuadrados en los dngulos. En las distancias, en cambio, la
orbita SI tiene una suma de cuadrados levemente menor que L1, pero la desviacién con
respecto a la Original es casi doble.

Segundo caso ag—:1"05080,— 0.1

Tabla IV. Orbitas

a e B T Q w i
Original | 0.120 0.500 50.00 1925.00 95.00 60.00 60.00
Inicial 0.130 0.450 47.00 1922.00 84.00 65.00 55.00

S1 0.134 0.497 49.99 1924.98 9541 59.59 59.93
S2 0.123 0.489 49.51 1924.60 9544 55.38 53.46
Thiele 0.124 0.487 49.59 192447 94.25 55.13 52.50
L1 0.124 0.498 49.99 1925.00 95.97 59.60 59.92

Tabla V. Diferencias con las observaciones

> (A0)? > (Ap)? ) Sag Ap SAp

Original 1.3056E+2 1.3200E+0 1.3416E—1 9.6330E—1 1.2073E—2 9.7048E—2
Inicial  1.9256E+5 1.3326E+0 —2.145E+1 3.0527E+1 1.6425E—3 9.8254E—2
S1 1.2511E+2 1.2983E+0 —1.9765E—3 9.5196E—1 —1.5084E—4 9.6996E—2
S2 2.9843E+3 .1.2863E4+0 —3.9064E—1 4.6338E+0 8.6843E—4 9.6540E—2
Thiele 3.6428E+3 1.2859E+0 —9.3281E—1 5.0518E+40 —1.0125E—3 9.6526E—2
L1 1.5515E+2 1.3085E+0 —4.5510E—1- 9.5691E—1 8.3900E—3 9.7011E—2

A




Tabla VI. Diferencias con la érbita Original

o(A0) o(Ap)
S1 1.9451E—1 3.63T4E—3
S2 4.5989FE—1 6.1476 E—3
Thiele | 5.0217E+0 6.5649F—3
L1 1.7336 E—1 1.1790E—3

Esta drbita es un poco mas inclinada que la del caso anterior (60°) y tiene un semieje 10
veces mas pequefio. Los errores en las medidas son los mismos que en el caso anterior,
lo que significa que los errores en la medida de distancias son del mismo orden que las
medidas. La orbita esta bien medida en angulos y mal en distancias. Las diferencias
observacion - calculo de la drbita Inicial son del mismo orden que en el caso anterior.
Asimismo, los valores de las diferencias obtenidas después de la correccién son también
similares. Al igual que en el primer caso, las diferencias para las distancias son menores
que las de la 6rbita Original.

Por elementos, el semieje mayor obtenido es bastante préximo al original, excepto
en S1, y mayor que él en todos los casos. La excentricidad obtenida es muy cercana a
la original, aunque menor. La maxima diferencia es 0.013 para Thiele. El periodo esta
perfectamente recobrado en S1 y LI y es levemente inferior en los otros casos, al igual
que ocurre con la época de paso por el periastro.

En cuanto a la orientacién de la 6rbita, los 4ngulos obtenidos por SI1y L1 son bastante
parecidos entre si y préximos a los originales. S2 y Thiele recobran w e ¢ bastante peor.

En conjunto, la mejor érbita en cuanto a diferencias de cuadrados de dngulos es SI,
aunque las diferencias de distancias no son tan buenas debido al valor obtenido para el
semieje.

Sin embargo, comparando las desviaciones tipicas de las diferencias en la tabla VI,
se puede ver que la érbita Thiele estd bastante alejada de la Original, con un error 10
veces mayor que S2, cosa que no se deduce de las diferencias con respecto a las medidas.
Igualmente, SI, con unas sumas de cuadrados menores que L1, se desvia mas que ésta de
la Original.

Tercer caso ag,= 5:05¢ 0, —10:05

Tabla VII. Orbitas

a e P T Q w i
Original | 0.120 0.500 50.00 1925.00 95.00 60.00 60.00
Inicial 0.130 0.450 47.00 1922.00 84.00 65.00 55.00

S1 0.126 0.489 49.95 1924.94 97.02 58.31 60.19
S2 0.121 0.495 49.70 1924.72 95.17 57.69 56.34
Thiele 0.116 0.459 49.94 1923.93 97.79 49.51 53.41
L1 0.122 0.491 49.98 1924.98 97.92 58.01 59.62
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Tabla VIII. Diferencias con las observaciones

Y(A9)? > (Ap)? A6 SA6 Ap Sap

Original 3.2645E+3 3.2995E—1 6.6970E—1 4.8171E+0 6.0370E—3 4.8521E—2
Inicial 1.8796E+5 3.6637E—1 —2.0915E+1 3.0354E+1 —4.3953E—3 5.1337TE—2

S1 3.1099E+3 3.2499E—1 —1.0763E—2 4.7471E+0 6.0224E—4 4.8524E—2
S2 4.1113E+3 3.2122E—1 —2.292TE—1 54534E+0 4.2184E—4 4.8244E-2
Thiele 6.3013E+43 3.2778E—1 6.0272E—1 6.7302E+0 —7.0485E—3 4.8220E—2
L1 3.1864E+3 3.2572E—1 —4.5214E—1 4.7837E+0 3.1290E—3 4.8481E—2

Tabla IX. Diferencias con la érbita Original

| o(a9) o(Ap)
S1 8.0689 F—1 2.3518E—3
S2 2.8490E+40 3.4156 E—3
Thiele | 6.3097E+0 5.1494FE—3
L1 7.5390E—1 1.7559F —3

Este caso tiene los mismos elementos orbitales Original e Inicial que €l caso anterior pero
los errores en las medidas de los dngulos son ahora 5 veces mayores y los errores en la
medida de distancias, la mitad.

Los semiejes obtenidos son mds préximos al original que en el caso anterior, sobre
todo en el valor proporcionado por S1. En cambio la excentricidad estd peor recobrada
en todos los casos excepto en S2. Los periodos son similares al caso anterior, asi como las
épocas de paso por el periastro. De nuevo, los valores proporcionados por S1y L1 son los
mejores.

Los angulos © y w estan mucho mas alejados de los valores originales que en el caso
2, sin embargo las inclinaciones obtenidas son muy similares.

En comparacion con el caso anterior, la suma de diferencias de cuadrados de distancias
es 4 veces menor en correspondencia con la disminucién del error inicial y las diferencias
de angulos han aumentado con el error de los 4ngulos. Esta variacién es menos perceptible
para S2 y Thiele, cuyas sumas de errores se han duplicado, mientras que las de S1 y L1
se han multiplicado por 20.

La comparacién con la érbita Original (Tabla IX) vuelve a mostrar como més cercana
a la original la 6rbita LI. Podemos notar, igualmente, que a pesar de tener sumas de
diferencias de cuadrados muy similares, sus diferencias con respecto a la Original son bien
distintas.

Cuarto caso 09 =50, o0,=0.05

Tabla X. Orbitas

a e B T Q w i
Original | 0.120 © 0.100 50.00 1925.00 95.00 60.00 60.00
Inicial 0.130 0.150 47.00 1922.00 84.00 65.00 55.00

S1 0.128 0.093 50.03 1924.25 91.47 54.04 60.16
S2 0.125 0.084 49.68 1922.98 90.67 45.61 58.38
Thiele 0.125 0.085 49.72 1923.05 90.29 46.36 58.34

L1 0.126 0.101 50.02 1924.84




Tabla XI. Diferencias con las observaciones

Z(Ag)2 ):(AP)2 Af 5A0 K; SAp

Original 3.2645E+3 3.3003E—1 6.6993E—1 4.8170E+0 6.0367E—3 4.8527E—2
Inicial 1.3286E+5 3.9057TE—1 —2.3857E+1 1.9735E+1 —8.4389E—3 5.2521E—2

S1 3.1175E+3 3.2534E—1 —1.9491E—-2 4.7529E+0 —5.3039E—5 4.8386E—2
S2 4.7693E+3 3.2311E—1 —2.1274E—1 5.2219E4+0 3.7T732E—4 4.8386E—2
Thiele 3.6786E+3 3.2329E—1 —4.0640E—2 5.1628E+0 3.8655E—4 4.8399E—2
L1 3.1721E+3 3.2581E—1 —1.2777TE—1 4.792TE+0 1.9542E—3 4.8550E—2

Tabla XII. Diferencias con la érbita Original

| o(29) o(Ap)
S1 7.7806 E—1 1.8962F —3
S2 2.5043E40 1.9218E—-3
Thiele | 2.3537E+0 1.8421E-3
L1 5.3686 E—1 1.5679E—3

En este caso, los errores de “medida” son los mismos que en el caso anterior, pero
la excentricidad de la érbita elegida es menor (0.1). En una 6rbita menos excéntrica, el
periastro y los dngulos relacionados con él estaran mal determinados, admitiendo unos
errores mayores, aunque la suma de cuadrados de diferencias sea del mismo orden.

Partiendo de unos valores iniciales con diferencias observacion - calculo similares al
caso 3, se obtuvieron unos semiejes algo mas alejados del original que el caso anterior
y también mayores. La excentricidad estd mejor recobrada, aunque proporcionalmente
estaba mas alejada de la verdadera. Como en los casos anteriores, los mejores valores
fueron los obtenidos usando S1 y L1, y son menores que en la Original, salvo el valor
marginal de L1 (1.001). Los periodos recobrados por S1 y L1 son practicamente idénticos
al original y un poco inferiores los obtenidos por S2 y Thiele. Los valores de la época de
paso por el periastro recobrados por SI y L1 son comparables, aunque algo peores que:los
del caso 3. La determinacion de este elemento realizada por S2 y Thiele es francamente
pobre. :

Como era de esperar, la recuperacién de w en este caso es peor, excepto para L1, que
proporciona un valor similar al caso anterior. Las inclinaciones muestran poca influencia
de la excentricidad en SI y L1 y dando mejores valores en este caso que en el anterior.
En cambio, el dngulo del nodo recobrado en este caso estd mas alejado del original con
un error del orden de 5° frente a 2° en el caso 3.

Sin embargo, a pesar de esta peor determinacién de los parametros orbitales, las sumas
de cuadrados de diferencias son similares al caso anterior. Al igual que en el resto de los
casos anteriores, la suma de los cuadrados de las diferencias de distancias es menor que
la original.

Resumen de todos los casos

En todos los casos el método de ajuste tendid a dar una media de diferencias cercana
a 0. Este efecto es mds perceptible en las distancias que en los dngulos. A pesar de las



discrepancias en los valores de las sumas de diferencias obtenidas por los distintos métodos
de ajuste, las desviaciones tipicas de éstas se mantienen relativamente constantes y son del
orden de la desviacién tipica de la érbita Original, que nos da la precisién de las medidas.
Asi pues, estas desviaciones tipicas pueden servir de indice de la precisién global de la
orbita. :

Como era de esperar, SI proporciona siempre una suma de cuadrados menor que la de
los otros métodos, ya que trata de minimizar dicha funcién. No obstante, L1 proporciona
unos resultados comparables en todos los casos. Este método es el que ha mostrado un
comportamiento mas regular y es menos sensible a los cambios en las condiciones iniciales.

Todos los métodos usados han proporcionado valores de la excentricidad ligeramente
inferiores a la original, si bien SI y LI han dado siempre unos valores muy préximos. El
periodo se ha determinado bien en todos los casos, ya que las medidas abarcaban maés
de una revolucién. La época de paso por el periastro y el argumento de periastro se
determinan tanto mejor cuanto mayor es la excentricidad.

En conjunto, los métodos S1 y L1 recuperan mejor los pardmetros orbitales que los
métodos de Thiele-Innes. Esto puede ser debido a que las magnitudes medidas (p, ), son
aquellas sobre las que se minimiza, mientras que el método de Thiele-Innes, al minimizar
las distancias, mezcla observaciones de angulos y distancias que no estan correlacionadas
entre si. Este método parece preferible cuando las medidas a ajustar provengan de placas
fotograficas en las que se miden las distancias z e y en vez de 0 y p.

Cuando se comparan las érbitas recuperadas con la Original, el método L1 ha propor-
cionado en todos los casos estudiados una 6rbita mas préxima que los restantes.

Desde un punto de vista mds practico, la implementacién efectuada de S1 es mucho mas
rapida que L1 (1 minuto frente a 10 minutos). Esta diferencia es atribuible al método
de iteracién tan simple usado en LI, frente a la eficiencia del método de Levenberg-
Marquardt. Otro punto a tener en cuenta es el aumento de tiempo de calculo con el
nimero de puntos. El tiempo usado por el algoritmo de minimizacién usado en LI,
derivado del “simplex”, crece mucho mas rapidamente que el algoritmo de Levenberg-
Marquardt, llegando en ocasiones a tardar varias horas en casos con mas de 150 puntos.

4.2 Casos reales

Una vez visto el comportamiento de los distintos método de ajuste frente a casos simula- -
dos, vamos aplicarlos a estrellas reales para comparar las correcciones obtenidas con cada
uno de ellos. Se aplicaron los cuatro métodos a pesar de que S2 y Thiele proporcionan
resultados menos fiables.

En las tablas que siguen, aparecen los parametros orbitales de partida (Original) y los
obtenidos con cada uno de los métodos con la misma notaciéon que en el apartado anterior.
En todos los casos se trata de érbitas que cubren casi completamente una revolucién y
tienen un nimero suficiente de puntos (> 50). A todas las medidas se les asigné el mismo
peso.




ADS 1538

a e 12 an Q w 1
Original | 1.050 0.708 170.30 1893.35 40.41 220.72 73.59
S1 1.049 0.740 160.76 1892.29 38.16 225.11 T74.18
S2 1.079 0.764 163.96 1892.72 37.23 228.46 74.41
Thiele 1.101 0.772 165.05 1893.18 36.38 230.20 74.86
L1 1.015 0.714 162.26 1892.64 39.47 221.67 73.08
Diferencias ADS 1538
Y(A6)? Y_(Ap)? Af DN Ap N
Original 1.3953 E4+3 9.7226 E4+0 5.6240 E-1 2.4370 E4+0 -3.2046 E-2 2.0632 E-1
S1 1.2821 E4+3 8.5123 E4+0 4.6917 E-3 2.3978 E+0 1.7822 E-3 1.9537 E-1
S2 1.4954 E+3 8.4982 E+0 -1.2250 E-1 2.5867 E4+0 1.8120 E-3 1.9521 E-1
Thiele 1.7067 E4+3 8.4990 E+0 4.4623 E-1 2.7301 E4+0 1.2964 E-3 1.9522 E-1
L1 1.2507 E+3 8.7365 E4+0 1.3577 E-2 2.3682 E40 1.3588 E-2 1.9746 E-1

Esta érbita tiene muchas medidas (224) a lo largo de casi una revolucién. Es bastante
excéntrica y bastante inclinada, lo que produce una elipse aparente muy estrecha, que
dificulta su cdlculo. Por otra parte, la periodicidad de signos en las diferencias parece
sugerir la existencia de una estrella triple.

La variabilidad de los elementos obtenidos es grande, tanto en los elementos dinamicos
como en la orientacion aunque las sumas de cuadrados son similares. En conjunto, las
medidas son buenas, ya que la desviacion tipica de las diferencias angulares es pequefia
(2°). En cambio, las diferencias en las distancias son proporcionalmente mayores (casi 2
décimas de segundo de arco con un semieje de 1).

Atendiendo a las sumas de cuadrados, las 6rbitas SI1 y L1 son mas parecidas entre si
que a S2 o Thiele.

ADS 1709
a e P =~y Q w i
Original | 0.908 0.253 143.60 1898.80 99.20 321.60 63.00
S1 0.918 0.249 140.38 1897.71 98.93 317.72 63.12.
S2 0.919 0.249 144.02 1898.81 98.81 321.07 62.15
Thiele 0.922 0.252 140.54 1897.48 98.82 312.18 63.66
L1 0.907 0.252 142.11 1898.77 98.42 321.24 63.09
Diferencias ADS 1709
(a0 Y(Ap)? A9 sa8 Ap 8ap

Original 1.6574E+3 9.2018E—1 —4.4821E—1 3.1445E+0 1.9527E—2 6.9819E—2
S1 1.6861E+3 8.3979E—1 —T7.8861E—3 3.1040E+0 4.5707E—3 6.9122E—2
S2 2.2843E+3 8.2211E—1 1.3975E+0 3.3300E+0 2.9587E—3 6.8476E—2
2.0650E+3 8.1311E—1 5.1633E—1 3.3958E+0 4.5800E—3 6.8009E—2
L1 1.6438E+3 8.9788E—1 —1.4706E—1 3.0613E+0 1.3771E—2 7.0285E—2

Se trata de una drbita con bastantes observaciones (> 179) a lo largo de algo més de
un periodo. En conjunto, dichas observaciones son buenas con una desviacién tipica en
angulos del orden de 3°
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Los ajustes proporcionados por los métodos SI y L1 son bastante similares y cercanos
a los de partida. Las sumas de cuadrados de diferencias de angulos son practicamente
iguales para ambas 6rbitas. En la suma correspondiente a distancias hay algo mas de
diferencia.

Analizando las diferencias observacién - cdlculo vemos que existen 3 puntos cuyas
diferencias angulares son mayores de 10°. Estas medidas tienen muy probablemente un
error no estadistico, ya que al exceder 3 veces la desviacién tipica, tienen menos del 1%
de probabilidad de pertenecer a una distribucién de tipo normal i

Eliminando estas tres medidas, y repitiendo la correccién se obtienen los pardmetros
orbitales y diferencias que aparecen a continuacion.

ADS 1709
a e P R Q w i
Original | 0.908 0.253 143.60 1898.80 99.20 321.60 63.00
S1 0.917 0.249 140.24 1897.71 99.14 317.67 63.03
S2 0.921 0.254 140.02 1896.38 99.48 314.16 63.27
Thiele 0.917 0.249 141.08 1897.42 99.49 317.27 62.77
L1 0.906 0.252 142.09 1898.80 98.45 321.28 63.05

Diferencias 1709

a6 T(ap? A o T

Original 9.3041 E+2 8.9418 E-1 -1.9384 E-1 2.3177 E4+0 1.9879 E-2 6.9291 E-2

S1 9.5726 E+2 8.1270 E-1 1.8106 E-2 2.3811 E40 4.6531 E-3 6.8580 E-2
S2 1.1922 E4+3 7.8998 E-1 3.8349 E-2 2.6324 E+0 3.5340 E-3 6.7678 E-2
Thiele  1.0947 E+4+3 7.9611 E-1 1.9369 E-2 2.5227 E4-0 4.0137 E-3 6.7914 E-2
L1 9.3073 E+2 8.7034 E-1 1.0374 E-1 2.3239 E4+0 1.4504 E-2 6.9632 E-2

Lo primero que se puede ver en las tablas es que estos 3 puntos son reponsables de
casi el 50% de las sumas de cuadrados de la érbita Original y reducen la desviacién
tipica de 3.1445 a 2.3177. Examinando los resultados del ajuste se puede constatar que
la disminucién de la suma de cuadrados de diferencias de dngulos se ha reducido casi a
la mitad, mientras que las desviaciones tipicas se reducen en un 25%. Como se ve, un
filtrado de datos tan simple como éste, mejora el conjunto del ajuste. Debemos notar que
las variaciones de los parametros orbitales obtenidas con el filtrado son muy similares a
las obtenidas sin él, siendo L2 el que tiene las variaciones mayores. Como era de esperar,
L1 presenta las diferencias menores. Como en los casos simulados, esta érbita obtuvo la
minima suma de cuadrados de angulos.

ADS 11077
a e Pl e T Q w i
Original | 1.123 0.798 56.04 1942.35 63.50 98.90 43.20
S1 1.095 0.759 56.03 1941.41 40.51 116.56 42.40
S2 1.072 0.766 5591 1941.79 46.71 112.31 39.77
Thiele 1.089 0.766 55.89 1941.59 43.64 114.11 41.77

1.067 0.753 56.16 1941.51




Diferencias ADS 11077

Y(a8)2 3 (Ap)? Af N Ap 540
Original 4.3954 E4+3 2.9087 E4+0 2.1910 E-1 5.6393 E4+0 5.8908 E-3 1.4506 E-1
S1 2.5748 E4+3 2.7858 E+0 1.4480 E-2 4.3194 E+0 4.9392 E-3 1.4199 E-1
S2 3.3455 E4+3 2.6960 E+0 3.8352 E-1 4.9086 E+0 5.5163 E-3 1.3966 E-1
Thiele 3.0938 E4+3 2.7038 E+0 4.2869 E-1 4.7152 E4+0 -2.7483 E-3 1.3995 E-1
L1 24762 E+3 2.9329 E4+0 4.1173 E-1 4.2158 E4+0 -1.1287 E-2 1.4534 E-1

Las medidas de este par cubren 120 afios, lo que viene a ser mas de dos revoluciones
completas. Esto hace que el periodo se pueda determinar con bastante precisién. Las
épocas de medida de esta estrella se usaron para los casos simulados.

Los cuatro métodos proporcionan un ajuste mejor que la érbita Original, con unos

parametros dindmicos muy similares entre si y una dispersién mayor de la orientacién de
la érbita.

ADS 13169
a e P B Q w i
Original | 0.380 0.260 126.49 1905.45 131.80 333.30 50.40
S1 0.336 0.228 126.48 .1905.30 129.25 337.15 47.17
S2 0.367 0.226 136.69 1908.04 135.51 345.04 42.91
Thiele 0.367 0.226 134.25 1907.31 134.81 342.26 43.69
L1 0.371 0.217 136.75 1909.98 128.37 357.84 41.62

Diferencias ADS 13169

Ta0? YA BB o .y; 58
Original 9.6292 E+2 1.0133 E-1 -7.9719 E-1 4.2700 E40 -4.5369 E-3 4.4388 E-2
S1 9.0698 E+2 1.2956 E-1 -1.4318 E-2 4.2171 E4+0 2.9521 E-2 4.0642 E-2
S2 1.0055 E+3 8.0944 E-2 -1.1340 E-1 4.4387 E+0 1.7607 E-3 3.9812 E-2
Thiele 9.9498 E+2 8.1051 E-2 2.6481 E-2 44169 E+0 1.2398 E-3 3.9846 E-2
L1 9.6014 E+2 8.9729 E-2 -7.9243 E-1 4.2645 E+0 -4.8631 E-3 4.1657 E-2

Las observaciones de esta érbita cubren 80 afios, lo que viene a ser algo menos de una
revolucion. :

En este caso podemos ver dos tipos de resultados. Original y L1, muy similares, con
un periodo de 126.48 afos y el resto con un periodo de 136 afios. Las sumas de cuadrados
3(A0)? + 5°(Ap)? son similares en ambos casos.

Esta indeterminacién del periodo puede deberse a que tenemos un arco abierto, con
una determinacién muy pobre del periastro.

Conclusiones

Las aplicaciones de los cuatro métodos a casos reales proporciona unos resultados
comparables para todos ellos. Esto no se corresponde con los pobres resultados obtenidos
par S2y Thiele para los casos simulados. El Criterio de Minimos Valores Absolutos sigue
siendo valido, con unos resultados comparables al de Minimos Cuadrados, pero es mucho
menos sensible a la aparicién de medidas discordantes.
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On the Polar Orbits for the Zeeman Effect
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Abstract

In the ground state, the reduced equations for the averaged quadra-
tic Zeeman effect in a small magnetic field are analogous to those of a
rigid body in free rotation about a fixed point.

PACS numbers: 0320, 3260V, 3345B, 4170, 9510C

1. INTRODUCTION

Much has been said lately about the motion of an electron for an hydrogen-
like atom in the field of a small uniform magnetic field, yet large enough that
one should consider perturbations of the order of the square of the Larmor
frequency. Apparently the interest sprung from Zimmerman et al. (1980)
indicating that the system admits a symmetry, and from Solov’ev (1982)
producing an approximate integral, at least to the first order, to explain the
newly discovered symmetry.

The three-dimensional version of the quadratic Zeeman effect admits
a one-parameter family of singular two-dimensional manifolds, each made
-of the orbits lying permanently in a fixed plane parallel to the magnetic
field through the Coulomb center of attraction. In quantum mechanics,
they correspond to the ground state. These manifolds have been analyzed
extensively either by a so-called Gustavson normalization (Reinhardt and
Farrelly, 1982; Robnik, 1984; Robnik and Schriifer, 1985) or by Poincaré’s
cross-sections (Robnik, 1981; Harada and Hasegawa, 1983; Delande and Gay,

*Permanent address: National Institute of Standards and Technology, Gaithersburg,
MD 20899, U. S. A.
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1986; Saini and Farrelly, 1987). We propose to supplement these researches
with a global portrait of the phase flow in the ground state from the stand-
point of classical mechanics. In fact, we are completing on an essential point
the classical theory developed by Richards (1983): the reader is probably
aware that Richards’ disc model does not accommodate the ground state.
Our model is built along the lines of a treatment given recently for the
general three-dimensional problem (Coffey et al., 1986). Normalization be-
yond the first order, i.e., past terms proportional to the second power of the
Larmor frequency w, is not needed; it suffices to average the diamagnetic
perturbation without entering the complications of a full-fledged Lie trans-
formation. Yet we need to know the infinitesimal contact transformation
leading to such a reduction in order to establish that it has no effect on the
linear orbits of the unreduced system. Therefore, in Section 3, we go beyond
a straightforward application of Pauli’s theory of secular perturbations in
explaining how to obtain the generator of the averaging transformation.
Conventional Delaunay coordinates are used rather than the parabolic
coordinates favored by authors interested in high order expansions. In the
averaged problem, we introduce a new set of coordinates consisting of the
norm of the angular momentum and of two orthogonal components of the
Runge-Lenz vector. In these coordinates, the phase space in the domain of
bound states appears as a two-dimensional sphere; even more significantly,
the phase flow looks exactly like that of a rigid body in free rotation about
a fixed point. _
The analogy with the rotator will be examined in detail. In the spherical
model, the circular orbits at ground state, one direct and the other retro-
grade, are mapped onto unstable equilibria at both ends of a diameter which
we regard as the poles of the sphere. The great circle perpendicular to that
axis, we call the equator. Each point on the equator represents a collinear
orbit. Along the same equator we find four stable equilibria. Not unsur-
prisingly, these critical solutions are identical to special collinear solutions
_of the original system. The phase flow around these centers is separated by
four homoclinic orbits emanating from one pole and ending at the other.
That these asymptotic manifolds are indeed homoclinic is confirmed by the
exact expressions we give for them in terms of the lambda function.
Poincaré surfaces of section drawn by Harada and Hasegawa (1983) or
Delande and Gay (1986) seem to support our conclusions about the global
phase flow in the ground state at first order. As one can see in their fig-
ures, chaos at low energy sets in near the unstable circular orbits where
the breaking of the artificial symmetry imposed by the reduction causes the




asymptotic manifolds emananting from the unstable equilibria to loose their
homoclinic character.

2. RECTILINEAR SOLUTIONS

In cylindrical coordinates, the quadratic Zeeman effect (QZE) is represented
in the Gaussian electromagnetic units by the Hamiltonian

sl 2 A2 = w? 4
'H—Q(P+Z+p2 = +2p (1)

NCET

where p = |¢@Q|/me and w = ¢B/2mc is the Larmor frequency. [For the
meaning of the physical parameters m, ¢, @, ¢, B and c, the reader is
referred to Coffey et al. 1986.] The coordinate z is the elevation above the
plane perpendicular to the magnetic field through the center of the Coulomb
field while p-is the distance to the magnetic field line through the same
center; P and Z are the momenta conjugate to p and z respectively. The
system is referred to a coordinate frame precessing about the magnetic field
at the rate w. Since the longitude A is ignorable, its conjugate momentum
A, which is the projection of the angular momentum in the direction of the
magnetic field, is an integral.

Here we are exclusively interested in the special manifold of orbits defined
by the condition that A be zero. Orbits in that manifold are what we call
the polar orbits, for they stay permanently in the meridian plane of their
starting point. When confined to a meridian plane, the QZE is described by
the Hamiltonian

ety e )
=3 TR T

Among the polar orbits, we draw attention to two special solutions,

a) the linear solutions along the field line passing through the center of
Coulombian attraction, thus those orbits for which the coordinate p and its
conjugate momentum P are permanently zero;

b) the linear solutions perpendicular to the field lines, i.e., those solutions
for which the coordinate z and its conjugate momentum Z are permanently
zero. We call these the linear equatorial orbits.

These two classes of singular polar orbits, we shall show, play a critical
role in determining the structure of the average phase space.




3. REDUCTION AT FIRST ORDER

From here on, we take w small enough that we can view the QZE as a
perturbed Keplerian system. Accordingly, the Hamiltonian in (2) is decom-
posed into the sum H = Ho + w?H; of a Keplerian Hamiltonian

—Lptypz-L
o= 5 (B =2%) -

and a perturbation function
ML= 1P
Our purpose now is to build an infinitesimal contact transformation
(o2, BRI si(phz BEZY

to convert H into a power series

such that

a)StaHG (pls 2! S PLIZEi= Holp, 2, B, Z),
b)  (Ho;Hy) =0.

As will be seen in Section 5, there is no need to carry out the normalization
beyond the first order in w? since the first order normalization determines
the global behavior of the polar QZE in a definitive manner.

According to condition b), the principal part Hj in the transformed
Hamiltonian is an integral of the normalized system to the first order; inci-
dentally, it can be made so to any order had we extended the normalization
beyond the first order. This formal integral will be used to operate a reduc-
tion by one degree of freedom (Meyer, 1973; see also Marsden and Weinstein,
1974).

Being an infinitesimal contact transformation, x is defined by the equa-

tions W Y
s — Vo d s
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emanating from a generating function
W= W(, 2, P, 2.

The term of first order in the transformed Hamiltonian and the generator
must satisfy the identity

(W, Ho) + Hy = Ha(p, 2, P, Z'). (3)

Resolving this identity is simple in the domain B of bound orbits. The
reason is twofold: :

a) All orbits of the Keplerian H are periodic wherever Ho < 0. Hence the
vector space C*°(B) of smooth functions in B is the topological direct sum

C*(B) = kerLo|B & im(Lo|B)
of the kernel and the image of the Lie derivative
Lo : Fr— (F;'Ho)

restricted to B (Deprit, 1982; Cushman, 1984);
b) Anywhere in the phase space where Hy < 0, one can proceed in the
Delaunay rather than in the cylindrical variables. With £ and L standing
respectively for the mean anomaly and its conjugate momentum, the Kep-
lerian Hamiltonian is expressed as the function

2

o

therefore its associated Lie derivative reduces to the single partial derivative

£ =2k
Lo — n=s where n =/l

the frequency n designating what astronomers call the mean motion. With
Lo in this elementary form, it is readily seen that kerlq is made of the
functions independent of £. For instance, if F' is periodic in ¢, then the
average < F' >, of F' over the mean anomaly belongs to kerLy. Accordingly,
in the domain of bound states, the identity (3) is resolved by adopting

s == TSy

£
W / [Hi= < H > de.




Tradition in celestial mechanics would suggest at this point that the per-
turbation function H; be expressed explicitly as a function of £ by developing

it as a mixed series, in the powers of the eccentricity e on the one hand, and

in cosines and sines of multiples of £ on the other hand. But such classical
expansions do not make sense in atomic physics, and, fortunately, all sorts
of techniques are currently in development so the operations of averaging
and normalizing could be carried out uniformly for all eccentricities between
0 and 1. For instance, the polar QZE is most adequately handled with a
technique devised sometime ago (Deprit, 1983) to deal with the Stark ef-
fect in two dimensions whereby the perturbation is expressed explicitly and
ezactly in terms of what astronomers know as the eccentrictanomaly.

The Delaunay momentum G is the norm of the angular momentum; the
coordinate canonically conjugate to G is the inclination g of the Runge-Lenz
vector over the p-axis in the meridian plane, an angle that astronomers have
dubbed the argument of perigee. To g is attached an angle f, often named
the true anomaly, so as to have that

p=rcos(f+g), z=rsin(f + g).

The angle f itself is related to the mean anomaly £ through the eccentric
anomaly E wvia the relations

rcos f = a(cosE — e), rsin f = ansin E.
The link between E and £ is provided by Kepler’s equation
E —esinE =/¢. - (4)

In the definitions above, we have introduced a few abbreviations like a and
n defined respectively by the relations p = n?a® and G = L1, and also the
eccentricity e = (1 — 2)1/2

Stopping short of forcing an inversion of the transcendental (4) to obtam
E explicitly, although approximately, as a function of £, we shall be satis-
fied with obtaining the perturbation as an exact Fourier series in E with
coefficients in kerLo:

1 1
H, = d? {Z + §e2(1 + 3¢? cos 29)
1 : 1
— 56(1 + cos2g) cos E + Een sin 2g sin £

1
+ §[€2 + (2 — €?) cos 2g] cos 2 — %r]sin 2g sin QE}
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According to (4), 0E/0¢ = r/a, therefore

/ Lofit de L 2ﬂ’l E dE
Hl_%o Ha _g/o (1—ecos E)YH, dE.

A few straightforward quadratures lead eventually to the crucial result

Hii= ia’z [1 + %e'z(3 + 5cos 29')] ; (5)
For the sake of comparison with some Poincaré sections available in the
literature, it is worth observing that the normalizing transformation leaves
unchanged, at least to the first order, a few remarkable curves in the domain
of bound states. These are the curves (G = 0, L and g = constant) whose
projection on the coordinate plane are lines through the origin either parallel
(9 = 7/2 mod 7) or perpendicular (¢ = 0 mod ) to the lines of the magnetic
field. We shall now prove that y maps these curves onto similar lines in the
phase space (¢,¢’,L’,G'). This we do by producing the generator of the
normalizing transformation x. According to (3),

1— < Hi >4,
hence the generator stems from the quadrature
1 £
W= —,/ (Hi— < H1 >¢) d¢
n
1 rE
;/ (1 -ecosE)(H1— < H1 >¢) dE.

The result is the Fourier series in g’

1
W = (L' Wo + L' Wy cos2g’ + G Wi sin 2¢')
n

whose coefficients are the periodic functions in E’

Wo = (1 = ge'2> e sin E' + ge'z sin 2E' — %e'a sin 3E',
5 3 1 : 1 :
—§(2 —e'?)e/sin E' + §(2 +¢?)sin2E" — ﬁ(Q — e'*)e'sin 3E.,

1
—ge' cos B + Z(l + e'?') cos 2" — Tlie/ cos 3E'.




By definition of an infinitesimal contact transformation, the Delaunay vari-
ables in the original problem are linked to the Delaunay variables in the
averaged problem by the relations

O — £/+w2%)[/,X" L= L’—wz?a—?,},
Thus, in the particular case of (6), we find that
= '+1£W5in2’+awa_e,.+a_wa_E,
© L e S e SO O IG; @)
2
G = G+ %(L'Wl sin 2g' + G'W; cos 2¢’). -
n :

The curves defined by the conditions (G’ = 0, and L', ¢’ = constant) corre-
spond to straight lines through the origin in the phase space (¢,¢’, L', G').
Along these straight lines, f' = 7, hence

Jelei .G OE iy
a—(;,:—mzo and W:—ﬁsmf :0
Under these conditions, according to (7),
1 w?
ey . '
9 =9 +§?Wzsm2y,
)
G = — L' Wy sin 2¢'.
nl

There follows that the infinitesimal contact transformation x maps the
straight lines in anyone of the cardinal directions g’ = 0 mod 7/2 onto them-
selves, at least to the first order.

4. GLOBAL REPRESENTATION

Since £ is not contained in (5), it is an ignorable coordinate to the first order;
the corresponding integral is the conjugate momentum L’. The equation £ =
OH'/OL' can be integrated by a quadrature when the rest of the equations
have been solved; thus the equations for # and L’ disappear from the reduced
system.

Since, by assumption, w < n/, the time ¢ will be replaced as the in-
dependent variable by a slow time 7 such that w dt = n’dr, which means
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essentially that the Larmor frequency will serve as the time scale for the
reduced polar QZE. At the same time, terms independent of the variables
g’ and G’ will be dropped from (5). We are thus left with a Hamiltonian

! 1 1 1
Pl % ' +,§n/2al2 3 szaﬂ i ng’e’z(B + 5cos 29') (8)

which is none other than the integral produced by Solov’ev (1982). The
equations of motion are '

dg’ oK' 1

d—‘i = —anl(3 + 5cos2g’),
d ! /

d—cj = —?9—15, — %wL'e'2 sin 2g’.

It must be observed at this point that the map (g’, G’) does not cover the
entire phase space, for it excludes the points ¢’ = 0 at which the argument of
perigee g’ is not defined. This pole-like singularity, inherent to the Delaunay
map, does not belong to the system itself: it disappears when the system is
handled in variables like

Cl N LICI COSg,, 42 = LIEISingl, CS — GI

where one recognizes the Cartesian components of the Runge-Lenz vector
perpendicular and parallel to the magnetic field lines, and the norm of the
angular momentum. In the global map ((1,¢2,(3), since

Ehe e 1 (9)

the reduced phase space reveals itself as a bundle of two- dimensional spheres
S%(L'), one above each point of the axis of the formal integral L’. In geo-
metric terms, the reduction performed in the preceding section has achieved
a fibration of the phase space.

The points such that (3 > 0 which comprise what we shall call here
the northern hemisphere of S%(L’) stand for ellipses traveled in the direct
sense while those for which (3 < 0 in the southern hemisphere represent
ellipses traveled in the retrograde sense. Any point on the equatorial circle
¢3 = 0 corresponds to a segment of length 2a’ along a straight line passing
through the origin having precisely the origin as its midpoint. The north
pole ({1 = ¢2 = 0,¢{3 = L’) is the circle of radius a’ traveled in the direct
sense, and the south pole ((4 = (2 = 0,{(z = —L’'), the same circle but
traveled in the retrograde sense.
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In the global coordinates,

& 2 2.
= 4—L,(4C1 - G);
therefore, on account of the Poisson brackets
(¢1;¢2) = ¢, (€2;¢3) = 1, (@6G)=G;

the equations of motion on each sphere S2(L') are

dG

I W
s (GKE)i= —Q_L,CzCa,
% = (K)= —%Cz(n
dCB Fe Ll ow
e (G — EQQ

These are similar to the equations of motion of a rigid body in torque-free
rotation about a fixed point:

Ap=(C—B)qr, Bj=(A-C)rp, Cr=(B- A)pg,

A, B, and C designating the principal moments of inertia while p, qand r
stand for the components of the angular velocity in the principal frame of
inertia. Our task now is to show that there is here more than an analogy
of form. In any manifold G = constant, where G stands for the norm
of the angular momentum, the motions of the Euler-Poinsot problem are
represented by the level contours of the Hamiltonian %(Ap2 +B¢®+ Cr?) on
the ellipsoid G? = A%p? + B2¢2 + C?r?; likewise, the orbits of the reduced
polar QZE in the integral manifold L’ = constant are the level contours of
the Hamiltonian K’ on the sphere SZ(L'). Furthermore, as we shall now see,
the phase flow is topologically identical in both cases.

5. EQUILIBRIA

The equilibria of the reduced QZE are the extrema of K’ on S2(LL). In-

troducing the Lagrange multiplier 3, we obtain them as the extrema of the
function

B = F(C6,68) = K +8(C + E + )




satisfying the constraint in (9). In other words, we solve the system made
of the four equations

Lok B 0K

0= G =2(4+ B)G, 0= %G = 20(¢s,

0=—6£=2(ﬂ—1)(,’2, 0=¢+G+g-1"
9¢2

in the four unknowns (3, (2, (3 and B. Visibly, there are six equilibria on any
sphere S?(L’) when L’ is not zero:

GG € B K GG
Ey |0 0 L 0 0 L' | Saddle
e |WDL= &0 0 w/4aL’ wl' 0 0 | Maximum
Ey |0 i 0 —w/L! -3wL' /2 0 | Minimum
Ez | -L" 0 0 w/4aL’ wL' T 0 | Maximum
Ey |0 -L' 0 —w/L' —-jwL' 3r/2 0 | Minimum
Es |0 0 - 0 0 —L' | Saddle

The equilibria Ey and E5 respectively at the north and south poles stand
for circular orbits in the magnetic meridian plane. The characteristic equa-
tion at these points being A2 — w? = 0, the equilibria are unstable. All
other equilibria lie on the equatorial circle, hence they correspond to linear
solutions, ) and Ej3 to the linear solutions perpendicular to the magnetic
field lines, £ and E4 to the linear solutions along the rriagnetic field lines.
We have shown in Section 2 that such linear-solutions in the reduced system
are also solutions of the original system. At Fy and Ej3, the characteristic
equation is A% 4+ 5w? = 0, at E; and Ey, it is A? 4 5w?/4 = 0; hence all four
linear equilibria are stable.

6. FIRST ORDER SOLUTIONS

Having located the equilibria and assessed their stability, we now consider
the phase flow globally. It is simple enough that it can be characterized
in its entirety by producing the complete catalog of solutions outside the
equilibria. From (9) and (8) taken as a system of two equations in the



unknowns (7 and (2, we deduce that

!
¢ = (L7 +acK-g),
; 2 (10)
¢ = 3(r"+2K-@).

But, from the analysis of the equilibria, there appears that, on any sphere
S2(Ll),
—%wL' <Kl <wll;
therefore- o
Db A= e h
= 11
i ()
Al -

In consequence, we introduce the dimensionless quantities k7 > 0 and k3 > 0
such that

2

/
0 < L'+£IC’ <
w

K:I
wL"’

According to the inequalities (11),

K,

A
Ky =1-—

0<k2<5 and 0<&2<5/4.

In those notations, the solutions in (10) take on the form

LI C2 2LI C2
C1=i% "%—L_?p C2=i7—g\/“%_L_%'

Hence the resolution of the equations of motions in the global spherical
coordinates hinges on the elliptic quadrature

d ; 2 2
ﬁ = twlL \] (K% - %) (n% - %) (12)

Three cases are to be considered:
a) In the interval 0 < K’ < wL’, where 0 < k3 < 1 < k} < 5, we introduce
the modulus k¥ = k3/k; which, by assumption, is < 1, and we set (3 =

k2L'sint. In the Jacobian notations for elliptic functions, there follows
from (12) that

Y = am(v,k) where v = kow(r — 79),
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so that

5 2]
V5 V5

In this class of solutions, the phase flow induces a conterclockwise circu-
lation about either E; or E3. Geometrically speaking, the perigee librates
about either the equilibrium E; or E3 depending on whether we take (; with
the upper or lower sign. Astronomers view these orbits as resulting from a
continuous deformation of what they call an osculating ellipse. At v = 0,
this curve is a linear orbit making an angle ¢’ = arctan 2k with the mag-

G =x—=L'dn(v,k), (= L'en(v,k), (3= koL'sn(v,k). (13)

netic field line. As v increases, the linear orbit opens into an ellipse whose
perigee moves away from the direction of the magnetic field lines; when v
passes through the quarter-period K (k), the perigee is perpendicular to the
magnetic field, and the osculating ellipse reaches its maximum eccentric-
ity e’ = /1 — k2. Past the quarter-period, the ellipse flattens, the perigee
tends to re-align itself with the magnetic field. Eventually, at the half-period
v = 2K (k), the ellipse degenerates again into a linear orbit (¢’ = 0) with
a perigee at minimum inclination over the magnetic field. Thereafter the
evolution will repeat itself in the southern hemisphere on S%(L’).

b) The solution in the interval —wL'/4 < K’ < 0, where 0 < k2 < 1 < k3 <
5/4, derives from the preceding one by Jacobi’s transformation by reciprocal
modulus. By assumption, the inverse modulus k1 = 1/k = k1/k2 is < 1,
and the solution is given by the equations

Gl 201
RV V5

the amplitude being now the function v’ = kyw(r — 7). In this case, the
phase flow circulates clockwise about the equilibria £; and E4 while the
perigee librates about either E2 or E4 depending on whether the upper or
lower sign is adopted for (.

c) When K’ = 0, then k3 = k2 = 1. Besides the equilibria at the north and
south poles, the equations of motion admit admit four solutions asymptotic
to these equilibria. To define them in a concise manner, we set v = w(7— 1)
and we introduce the argument 1 such that

ren(vk kp),= Go =k L'dn(v', k1), (3= ki1L'sn(v', k1), (14)

%(gb + 7/2) = lambda(v) = arctane”.

In those notations, the four asymptotic solutions are:
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Figure 1: Two orthographic projections of the orbital sphere for the polar
quadratic Zeeman effect after reduction

G G2 &

L | (L'/V5)cos  (2L'/v/5)cosyp  L'sine
I, | —(L'/v/5)cosp  (2L'/\/5)cosyp —L'sine
I | =(L'/v/5)cosp —(2L'//B)cosyp  L'siny
It | (L'/V5)costp —(2L'/\/5)cosyp —L'sine

The solutions I; and I3 having detached themselves slowly from the
equilibrium Ej5 tend toward the northern equilibrium Ey as 7 tends to +o00.
The solutions I3 and Iy do the reverse, going asymptotically to Ey and Ej
-as 7 tends to —oo and 400 respectively.

The figures below are orthographic projections of an orbital sphere S?(L’)
on which are plotted a few solutions as given either by (13) and (14).

CONCLUSIONS

The ﬂbw of a perturbed Keplerian system on the orbital sphere Sz(L’)
after reduction is susceptible of many forms; it may present degeneracies
in the form of manifolds of non isolated equilibria; it could transit through
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parametric bifurcations from one regime to another. In the face of so wide
a diversity of possible behaviors, we are glad to report that the QZE in
its manifolds of polar orbits behaves simply like a rigid body in torque-free
rotation about its center of mass. On the ellipsoid of given angular mo-
mentum in the space of the three components of the angular velocity, the
level contours of the kinetic energy are analogous to those of the reduced
QZE on its orbital sphere. Permanent rotations about the axis of smallest
and largest inertia correspond to the linear equilibria of the reduced QZE,
and the permanent rotations about the axis of intermediate inertia to the
circular equilibria in the QZE. In both problems the unstable equilibria are
located at the same level of energy, hence in the QZE as in the Euler-Poinsot
problem, the homoclinic solutions joining asymptotically these singular so-
lutions.
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Inversion of seismic wave velocities by means of the
stochastic inverse operator
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SUMMARY

We expose in detail the problem of inversion of seismic wave
velocities which is related to the general problem of
inversion of geophysical data. The problem is solved (based
on the variational formulation for Love and Rayleigh waves)
in the framework of the generalized inverse theory, using the
stochastic inverse operator. Special attention is given to two
aspects which are closely linked to the calculation of a
particular solution of the problem: the error and the
resolution achieved. In this manner, an analysis of variance
as well as of the accuracy achieved relative to the solution, is
carried out. After describing the calculation procedure, we
apply the theory to invert dispersion data of Rayleigh waves,
consisting of average interstation velocities. These velocities
were previously determined using spectral methods and
digital filtering techniques. The results obtained allow us to
propose theoretical 2-D . earth models for the structure of the
lower crust and the upper mantle and also show some
features of the Iberian lithosphere-asthenosphere system.
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I. Formulation of the problem.

After having determined the dispersion characteristics of the long
period seismic waves, one must determine a sufficiently realistic earth
model capable of explaining the observations. In other words: from
the velocity data obtained after application of adequate digital
filtering techniques, we must invert these data or solve the
corresponding inverse problem, i. e., determine a structural model
through the calculation of certain parameters of the model like the
mass density and the velocities of the P and S body waves, which
describe the elastic structure of the medium. The problem has no
unique solution, but it is possible to determine, with certain
guarantees, a sufficiently acceptable model from a geophysical point
of view (Backus and Gilbert, 1970).

The discrete model is defined by a finite number of plane-
horizontal, homogeneous layers overlying a half-space. Each of these
layers is specified by its density p and by the transmission velocities

of the P and S waves, a and P respectively. The layers are also defined
by their thickness. In principle, the problem consists in determining
the relation between a set of observations or experimental data
(phase or group velocities of surface waves) and a set of real values
corresponding to the parameters of the model. Often the number of
parameters in the model is reduced by making use of empirical
relations, some of which are well known, as Rayleigh waves are in
general more sensitive to changes in shear constants than to other
structural parameters (Bloch, Hales and Landisman, 1969). Each layer
of the earth model is specified here by its thickness, and by the
velocity of the shear wave, B. In our inversion method, the thicknesses
of the layers are fixed at the start, and the B values for the layers are
estimated in an iterative manner, from the dispersion data.

Let Y be the vector of data or observations and X be the vector of
the structural model; the problem in matrix form can be formulated as
follows:

Y=FX (1.1)

where F is a matrix which represents the operator which relates both
vectors. The dimension of Y need not be equal to the dimension of X,
and thus the matrix F need not be square. If dim Y > dim X, as occurs
in our case, then the problem is overdetermined. We are interested in
determining X from Y. If F-! exists, then:
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X = E:l Y

This equation poses a typical data inversion problem (Wiggins, 197
The problem presented in this form is very important as it expres
the possibility of investigating the interior of the Earth usi
dispersion measurements of surface waves registered at seismologi
stations.

In the case where the problem is linear, where the dimensions of
and X are equal, then the problem is trivial and easily solved usi
elementary matrix algebra. In the linear case, if (l.1) is not exac
true, then this equation becomes

Y=AX+e

where e = AX-Y is the residual vector. The solution obtained afi
minimizing the sum of squares of the residuals, i. e., after applying t
condition

eT e — minimum
where the symbol T indicates transpose, is (Jackson, 1972)
X = (AT A)l ATY

But if the problem posed is not linear, then it might be impossible
obtain a solution of the same type X = F-'Y. In this case, we try
linearize the problem making use of a Taylor expansion to first ord
(the first derivative) for an initial or starting earth model. Let X, |
an initial model; then

Y=Y, +tA(X-X,)
where
Y0=F(Xo)

is the solution obtained solving the corresponding direct problem t
any classical method, and

A = ( Aj) = (0F;/0xx)

is the Jacobian of partial derivatives. This equation can be written
the form

AY = A AX
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where Y-Y, = AY, X-X, = AX. The above thus represents a first order
approximation to the problem posed in (1.1). If the problem is
overdetermined, then the solution is

AX=(AT A )l AT AY

As far as velocity data inversion is concerned, if we consider the
phase velocity c, for example, then small perturbations in the
velocities Bj, which characterize the initial model, correspond to
fluctuations in the velocity of the fundamental mode at different
frequencies or periods according to the approximately linear relation:

N acj ch 0cj

=y — =-— FAnt——0
écj igloﬂibt)i aﬁlwl BN O (1.2)
In the above equation, N is the number of layers in the model, dc; is
the difference between the observed phase velocity and the
theoretical phase velocity obtained from the model, corresponding to
the period j, dcj/dB; is the first term in the Taylor expansion of the
velocity with regard to the proposed model, and 3B; (which has to be
determined) is the change in the parameter B, which is the B-velocity
for the ith layer of the model. If d is a vector in the data space with M
components, composed of velocity differences, and m is a vector in the
model space with N components, which contains the small variations
in velocity (unknowns) defining the initial model, equation (1.2) can

be written as '

d=Gm (1.3)

where G is the M~N matrix of partial derivatives Gj; = dc;/0p;. The
above equation is only valid as a first order approximation to our
problem. Similarly, if the problem is overdetermined, then the
solution is

m=(GTG)!GTd (1.4)

Equations (1.3) and (1.4) permit an iterative computation process,
namely: The theoretical velocities are calculated by solving the direct
problem for the initial model. We can now construct the data vector d
and’ also construct the matrix G of partial derivatives. Once the
solution, i. e., the model vector m, is obtained, the starting earth model
can be defined again, since thereafter the earth model can be
redefined substituting f; by B; + df;, i = 1, 2, ..., N, for the S wave
veloctity in the ith elastic layer. The procedure is restarted, but now
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with this new model. and the solution can be obtained by sucesive
approximations. The procedure is repeated until the differences
between observed and theoretical velocities are’ really small, i. e., until
the model converges to a solution which reduces the residuals to a
satisfactory minimum. It should be noted that the above procedure
requires that not only the data vector but also the matrix of partial
derivatives be calculated for each iteration. '

We need not limit ourselves to the inversion of the phase velocity;
the group velocity can also be inverted. Moreover, phase and group
velocities can be inverted jointly. Obviously, in joint inversion of
dispersion data, the dimension of the problem increases, but the
increase in information leads to a more realistic earth model. It should
be noted that in the joint inversion case, the matrix of partial
derivatives not only contains the derivatives with respect to the
model parameters of the phase velocity, but also the derivatives of

the group velocity.

The partial derivatives of the phase velocity can be calculated by
the method proposed by Takeuchi, Dorman and Saito (1964), based on
the variational formulation for Love and Rayleigh waves (Aki and
Richards, 1980). The partial derivatives of the group velocity can be
calculated from the phase velocity derivatives via a quick and precise
method introduced by Rodi er al. (1975), based on the well known
relationship between the group velocity and the phase velocity.

In the same manner, one may not only invert fundamental mode
dispersion data, but also higher mode dispersion data, and Love or
Rayleigh wave velocities. As would be expected. the difficulty in
solving the problem increases notably when dealing with and having
to make compatible a greater volume of information. Often,
consistency and convergence problems arise in the search for a

solution.

In our inversion scheme of Rayleigh waves, we only consider the
model parameter p; other model parameters like p and o are not
considered since Rayleigh waves are more sensitive to the shear wave

velocity. So, the only significant variations occur in f. However,

rigorously, equation (1.2) could be rewritten more completely by
including terms or contributions due to similar small changes in p and
a, such that the dimension of the model vector would be greater by a

factor of 3.
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2. Solution of the inverse problem.
The problem we have to solve is that described by equation (1.3)
d=Gm

in order to determine f-velocity as a function of depth which
describes the elastic structure of the medium from surface wave
observations, or more specifically, from the dispersion characteristics
of the fundamental mode Rayleigh waves. We are dealing thus with
the inversion of geophysical data, which is a problem that can be
divided into two parts. The first part consists in determining a
particular solution

m, = Gl d

where the matrix Gp-! operates on the data. The second part consists
in finding the resolution and the error for this particular solution. The
calculation of Gpl is what is known as generalized inversion of the
available data, which leads to an earth model related always to known
dispersion data.

Substituting equation (1.3), we obtain the following equation
mp, = G,! G m

which expresses the particular solution as a weighted average of the
true solution, with weights given by row vectors of the matrix G, !G.
This weighting matrix is known as the resolution matrix.. If Gy1G is
the identity matrix I, then the resolution is perfect and the particular

solution coincides with the true solution. On the contrary, if the row
vectors of G, !G contain nonzero elements about the principal
diagonal, then the particular solution represents a weighted or
smoothed solution.

The error Amp in the estimation of a particular solution, due to the
error Ad in the data, is described by its covariance matrix

< Am, Am , > = Gyl < Ad Ad > Gp-!

where ~ indicates conjugate transpose and < > indicates averaging. In
this fashion, the covariance matrix of the error in the solution is
obtained in terms of the covariance matrix of the error in the data.
Once the operator Gp! is known for a particular solution, the
resolution and the error in the solution can be obtained with relative
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ease. However, for the overdetermined case of the problem, we can
run into instability problems in the calculation of the generalized
inverse, i. e., of the operator Gyl

To better understand this, it is worth recalling the Lanczos (1961)
decomposition, which permits the matrix G to be factorized in the
form

G=UAV @.1)

where U is a matrix whose columns are orthogonal eigenvectors (after
normalizationﬁU=I) of Gé with nonzero real eigenvalues, V a matrix
whose columns are orthogonal eigenvectors (after normalization
\7V=l) of GG with nonzero real eigenvalues, and A a diagonal matrix
whose- elements are positive square roots of the nonzero eigenvalues
of GG or GG (Aki and Richards, 1980).

Since
GGm-=Gd
the solution according as Lanczos (1961) theory is
m = (GG)!Gd = V A1Ud
the Lanczos generalized inverse operator being
Gyl = (GG)'G= V ALT (22)

Now it is easy to see that some of the instability problems appear as a
consequence of A-l. when some of the eigenvalues approach zero. In
this case, even though a mathematically valid solution can be
obtained. it might not be physically admissible, and thus we would
need to recur to methods which restrict the instability of the solution.
On the other hand. from .what has been said, we see that the
calculation of the generalized inverse requires an eigenvalue analysis.

A method of avoiding this is due to Franklin (1970), who introduced
the stochastic inverse, as an alternative form to the generalized
inverse (Aki and Richards, 1980). Suppose that the data consist of
signal and noise, then the problem to be solved is

d=Gm+n




where both m and n are uncorrelated stochastic processes. If their

means are zero and their covariance matrices are

<mm > =021
<nn >= o2l

a good approximation to the generalized inverse is given by the
stochastic inverse operator

Lo= GGG + e2I)!

where

€2 = op?lom?
In effect, according to the factorization (2.1), in terms of
eigenvectors and eigenvalues, we can deduce that

Lo = VA /(A2 + €2I)] U 2.3)

and comparing (2.3) with (2.2) it is obvious that L, is a good
approximation to Ggl.

The operator Lo can also be expressed in the form
Lo = (GG +-¢2)-1G (2.4)

We will use this solution to invert surface wave velocities. The
damping parameter €2 plays an important role in that it permits
control of the inherent instability of the inversion process. This
solution reduces to that due to Lanczos for € = 0.

Solution (2.4) was already obtained by Lavenberg (1944) by
minimizing the sum of squares of the residuals and of squares of the
parameters of the model with weighting values which were inversely
proportional to their variances, i. €., minimizing op2|[d-Gmf2 + oy2im|2,
where o,2/0,2 = €2. Marquardt (1963) also suggested the use of
solutions of this type. The same solution was later obtained by Two-
mey (1977), who proposed a technique based on minimizing a similar
quantity |Gm-d|?2 + y|m|2, where y is a factor which can have an
arbitrary value between zero and infinity. The result is the same
(with y = ¢€?). This solution has been discussed in depth by Jackson
(1979)., who has studied the use of data or information a priori to
solve the nonuniqueness of linear inversion.

The resolution matrix. according to (2.3). is
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L, G = V [A2 /(A2 + €2I)] V

and the covariance matrix of the errors in the parameters of the
model, as a function of the covariance matrix of the error in the data,

is
a2 Lo Lo = og2 VA2 /(A2 + e2D)2]V

where 042 is the variance of the error in the data Ad. In the stochastic
model to which we are referring, Ad corresponds to n = d-Gm and o042
= o0,2. We can now understand how the Lavenberg-Marquardt
parameter, €2, (Lawson and Hanson, 1974) acts with respect to the
solution of the problem, and the error in the estimation of the
solution. In effect, €2 degrades the resolution, but reduces the error in
the solution and stabilizes if, thus reducing the covariance.

In the stochastic inversion scheme, the best choice for the damping
constant €2 is op2/om2, i. €., the ratio of the variance associated with

noise to the variance associated with the model parameters. What is
certain is that a small €2 value could cause the calculation to diverge
and a large value cause the convergence to be too slow. The damping
stochastic inverse requires an adequate value for the damping
constant such that a rapid convergence is achieved in the calculation.
We have generally considered €2 = 30, although experience has
demonstrated the necessity of reducing this value to 10 or even 5, for
problems involving joint inversion of phase and group velocities from
quality data (Corchete er al., 1990). :

3. Error analysis and resolving kernels.

We wili now refer to two basic questions: the variances or standard
deviations associated with the solution vector and the resolving
kernels. The variances are evaluated assuming that the data and its
errors are independent random variables. Hence, given the relation

x=z:aiyi
1 .

where y; represents a set of independent random variables, a; is a
constant and x is a random variable, it has been shown (Johnston,

1963) that

var(x)=ZaAlvar(yv)
= 1 1
1
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where var(y;) is the variance of y; and var(x) the variance of x. Then,
if the solution obtained by means of the stochastic inverse operator L,
is

A
m=L,d G.1)
or
M
L Y Loxidi

L, = (Lok) , k= 152, N

and the data vector d is supposed to be composed of independent

random variables, we obtain the expression
M

var(m, )= E (Lokl) var(dl)
1-1 3.2

This equation shows the relation between the variance of an element
of the solution vector and the respective variances of elements of the
data vector, i. e., between the error in the estimation of a parameter of
the model and the errors in the observed dispersion data. More
precisely, the error in the estimation of a parameter in the model is
given by the standard deviation

ok = [var (my]!”2 (3.3)

The matrix resolution or simply the resolution of the problem is
nothing more than a measure of the degree of agreement between the
true and computed solutions, as was mentioned in section 2. We have

A
m = L,G m

and clearly we see that the resolution matrix L,G connects the set of
all possible solutions of the problem with the actual model. The
equality L,G=I is never verified, so the particular solution determined
is never the true solution. What is obtained is a smoothed solution, in
the sense that each parameter of the model obtained is a "weighted”
mean of the parameters that define the real earth model. The row
vectors of the resolution matrix form the so called resolving kernels,
which are nothing more than the weights involved. The smoothing of
the solution is due to the elements of each row vector which occur on
either side of the element on the principal diagonal of the weighting
matrix. The smaller these elements are. i. e.. the values making up the
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band on either side of the principal diagonal of the weighting matrix,
the more correct the solution determined is, as the matrix approaches
the identity matrix I. Similarly, the wider the band of significantly
nonzero values, the greater the difference between the determined
and true solutions, and consequently -the problem will be more poorly
resolved.

Usually the resolving kernels are graphically represented as
continuous distributions, in our case as a function of depth; each one is
represented with respect to a reference depth which corresponds to
the model parameter previously fixed. A well resolved problem
requires that in each distribution the absolute maximum appear
clearly differentiated from other possible relative maxima and also
with respect to the reference depth considered, as mentioned before.
Really, the resolving kernels are a measure of the exactness achieved
in calculating the solution with respect to depth. The lack of
coincidence between the absolute maximum of a kernel and the
respective reference depth implies poor agreement between the
calculated solution and the true solution at that depth, which implies
that the validity of the estimated solution is limited. This is obviously
important when discussing the results obtained.

4. Computation procedure.

Bearing in mind that we are interested in inverting dispersion data
related to the fundamental mode Rayleigh waves, starting from an
initial theoretical earth model, presented in terms of a velocity
distribution of the shear wave for homogeneous layers of given
thickness, then the algorithm for these calculations can be
summarized in the following steps:

4.1. Construction of the data vector d. To obtain this vector we must
solve the motion differential equations numerically for different
periods (Aki and Richards, 1980), starting from the initial earth
model, and determine the displacement amplitudes and the phase and
group velocities of the fundamental Rayleigh mode. The differences
between the observed and theoretical dispersion data for the different
periods considered, completely define the data vector.

4.2. Construction of the matrix G. This requires calculation of the
partial derivatives of the phase velocity' dc/éBp (Takeuchi, Dorman and

Saito, 1964) as well as the partial derivatives of the group velocity
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0U/aB (Rodi er al., 1975), for each period and each layer of the model,
considering the information obtained in 4.1. Thereafter, the program
used plots the dispersion curves for the phase and group velocities
such that the theoretical and observed dispersion curves may be
compared. The partial derivatives calculated in this step for each
reference period are also plotted.

4.3. Construction of an improved model. This is the main step in the
inversion process. Here we need to calculate a particular (smoothed)

solution, 14\1 to the problem, via equation (3.1); however, to do so, the
stochastic inverse operator L, must first be determined using
equation (2.4), considering a reasonable value for the damping
constant, which "is chosen after considering the resultant model for

each trial value. Then, from the initial earth model and the solution
A
m, we can construct an improved model.

4.4. Analysis of results. Having reached this point, where we now
have an improved model, with the variances, ec. (3.2), or standard
deviations, ec. (3.3), of each and every parameter in the model, and
having obtained some resolving kernels at various reference depths,
we can opt to end the calculation process or continue the process, but
starting now with the improved model as initial model.

Whether the calculation process should continue in an iterative-

manner is determined by the values (positive or negative) in the data
vector, i. e., if the theoretical velocity dispersion curves differ

substantially from the observed velocity dispersion curves, then
obviously the calculation should continue; however, if they coincide
sufficiently to within the standard deviation band, then obviously the
calculation can be ended. Also., comparison of these curves with each
iteration gives a good indication of the convergence of the process.

If finally we opt to end the calculation process, the program used
allows us to obtain the resolving kernels for the reference depths of
interest, as well as the final improved model. Thus, on the one hand,
we obtain a final solution or structure of the medium, and on the
other hand an accuracy indication or confidence limits of the solution
found. Figure 1 shows a flow-chart of the velocity inversion process.
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Flow-chart of the inversion process.
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5. An example of application and geophysical results.

We have tackled the problem of inverting dispersion data of seismic
waves, i. e., both phase and group velocities of the fundamental mode
Rayleigh waves, registered as they pass through the Iberian
Peninsula. This problem involves joint inversion of experimental data
which we assume to be consistent with theory, even though they are
not in practice (Dean, 1986). Nevertheless, a study based on the joint
inversion of dispersed seismic wave velocities is more rigorous, and
probably the earth models so obtained, procure us knowledge of the
structural characteristics which is closer to reality.

We have taken as starting data the average Rayleigh wave velocities
between the Iberian stations of Porto (PTO), in Portugal, and Toledo
(TOL), in Spain (408.97 km). These velocities have been determinated
applying spectral methods (Hwang and Mitchell, 1986) and using
digital filtering techniques which improve the signal-to-noise ratio
(Corchete et al., 1989; Badal er al., 1990). The wave trains considered
have been generated by seven far earthquakes detected in both
stations (Table 1). The average velocities obtained are shown in Figure
2, for periods ranging from 5 to 100 s. The corresponding standard

deviations for different periods. represented by vertical bars, are
really small, probably due to the good data quality.

The inversion method requires an initial earth model. This model is
approximated here by a finite number of plane-horizontal,
homogeneous layers overlying a half-space. We define the model by
its structural parameters: among others, by the layer thicknesses and
by the corresponding values of the S wave velocity in the layers
(Table 2). It is worth mentioning that the velocities which characterize
the model need not necessarily be unequal, as it is perfectly possible
for consecutive or non consecutive layers to have equal S-velocity
values. As far as the velocities are concerned, the inversion process,
which is an iterative process, will gradually modify the model till it
converges to a final structural model representative of the medium
through which the waves have travelled.

The dimension or number of degrees of freedom of the problem is
fixed a priori when the maximum number of layers constituing the
model has been decided. This does not mean that the mediumn need
necessarily have that number of layers, as the velocities determined
via the generalized inversion for two consecutive layers can be almost
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Table 1. Details of earthquakes considered in this study.

RSP

Event Date Origin time Focal Magnitude  Location Epicentre !
Noo. Y M D h-minsec depth(km) mb Lat. Long. 4
1 1968 05 08 12-17-134 33 6.1 Oregon 436N 127.9W
2 1972 05 13 1637-133 N 48 N.Atlant. 450N  28.1W i
3 1973 11 24 14-05-46.7 17 5.1 Algeria 36.IN 4.4E
4 1975 03 26 03-40-48.2 N 58] Tang. Lake 5.4S 30.2E
5 1975 04 04 17-41-163 N 35 Madagascar  21.2S 45.1E
6 1975 06 30 18-54-13.4 7 5.9 Yellowst. 447N 110.6W
7 1980 01 24 19-00-09.5 11 53 Califor. 378N  121.8W

SHEAR VELOCITY (Km/s)

1.5 &ty 5530,
8. "
Table 2
Parameters defining the
S8. - r initial earth model
B e e e
CRRLUE - Sl 3230 Sols0 D08
— 4 6.10 3.48 2579
= AR5 3608 B3 182274
NS eN - 153 6.40 3.58 2.80
2 7 6.85 3.90 3805
20 8.00 4.50 3.20
288. | | 30 8.10 4.70 3535
100 8.15 4.20 3.40
STARTING 100 8.493 4.77 3E53]
258. MODEL : 8.81 4.89 - 3.60

h, layer thickness (km)

o, compres. velocity (km/s)
distribution of the shear wave B shear velocity (km/s)

P density (g/cc)

Fig. 3. Initial earth model as a

velocity versus depth.
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equal. implying a thicker layer with only one associated velocity. If

finally we wish a necar continuous distribution of the shear wave
velocity as a function of depth, we will obviously have to consider an
initial model having a large number of layers, even though this
implies an increase in the dimension of the problem and thus in the
matrices involved in the inversion, and consequently in the
computation time. The most prudent form of action is to fix a priori
the number of layers in the initial earth model; obviously there is a
trade-off between the number of degrees of freedom of the problem
to be solved and the structure we aim to determine. We have chosen
an initial earth model having 25 layers.

According to the available information, the starting model for the
inversion process, Figure 3, has been defined (Table 2) bearing in
mind the results obtained by Banda et al. (1981) for the continental

crust and those obtained by Payo (1970) representing the average
structure of the crust and upper mantle beneath the Iberian shield.

In order to compare results, inversion of phase velocities and
inversion of group velocities has also been carried out separately. In
all cases we have only considered velocities for periods up to 100 s.
The reason for initially adopting this upper limit for the velocities is
none other than the proportionality that exists between the
wavelengh and the interstation distance (McEvilly, 1964). Phase
velocities cannot be determined very well over short interstation
distances.

Figure 4 shows the results as derived from inversion. The errors in
the parameters of the different models, due to the scatter observed in
the velocity data, are really small. These solutions hardly modify  the
characteristics of the structure of the continental crust. Our results do
not affect the top-most layers of the initial earth model, as we work
with surface waves having periods greater than 10 s. This introduces
an initial constraint obeying the wavelengh-depth relationship,
affecting the resolution power of our operations, and in particular the
precise determination of S-velocity at crustal depths. The essential
conclusions reached refer to new features of the Iberian lithosphere-
asthenosphere system: firstly, a thin low-velocity layer, 6 km thick, in
the lower crust; secondly. another low-velocity layer, about 20 km
thick, beneath the Moho: thirdly. a clear low-velocity zone in the
peninsular asthenosphere. approximately 100 km thick, having a

negative velocity gradient.
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Figure 5 shows the solutions of the direct problems, such that the
average observed velocities can be compared with the respective
dispersion curves, calculated using the structural model determined
before by joint inversion. As can be seen, the coincidence between
velocities is very satisfactory, being always within the limits of the
standard deviations. This excellent coincidence gives the results a
certain amount of reliability; however, one must bear in mind the
intrinsic nonuniqueness of the solutions.

This aspect requires that the resolution obtained be examined with
respect to the approximations made. Figure 6 shows the resolving
kernels at various reference depths. Short vertical marks indicate
these reference depths, which are not always the same for each
problem. We can conclude that the theoretical 2-D models that we
have obtained appear to be valid for depths ranging between 25 and
200 km. This implies that the results at crustal depths must be
reconsidered in another study.
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TELEDETECCION: FUNDAMENTOS Y APLICACIONES

M.A. SORIANO. Departamento de Geologfa. Universidad de Zaragoza. 50009 Zaragoza.

ABSTRACT.- Remote sensing techniques are becoming more and more
important for the last years. Today multispectral sensors are employed and they can
register a wide variety of wavelengths in the electromagnetic spectrum. The spectral
signature of the different canopies is obtained. Remote sensing is an important tool
for a great variety of sciences such as Topography, Archaeology, Oceanography,
Geomorphology, Geology, Biology, Environmental studies,... In Geology it is
possible determining the lithology and structure of vast regions, which allow the
study of wide areas with the important saving of money in mineral purposes, for
instance. The possibility of monitorizing the current most dynamic environments
(glacial, fluvial, coastal,...) is also very important. Some works addressed to
establish the relationships among vegetation, climate and productivity of the plants,
carried out at the University of Maryland are shown.

1. INTRODUCCION

Bajo el término de Teledeteccién se consideran aquellos métodos que obtienen:
informacién de los objetos sin tener contacto fisico con ellos. De modo més résuingido solo se
incluyen los que utilizan la energia electromagnética. Las primeras imagenes fotogréficas de la
superficie de la Tierra se obtuvieron desde un globo aerostitico a mediados del siglo pasado.
Pero este tipo de técnica no se utliliz6 de forma mds sistemdtica hasta la I y II guerras
mundiales, durante las cuales se comenz6 a usar peliculas de color y de infrarrojos con fines
militares. Sin embargo, debido sobre todo a las imdgenes sindpticas que se obtienen, el paso
mds importante se produjo con las primeras fotografias obtenidas de la Tierra desde el espacio
en 1960.

Pese a que solo proporcionan informacién de la porcidon visible del espectro
electromagnético, las fotografias aéreas son un instrumento muy Util en campos tan variados
como la Geologia, Biologia, Geografia, Meteorologia, etc.. Por ello se pensé en extender la
observacién a otras longitudes de onda del espectro electromagnético con objeto de obtener mds
informacién. Como consecuencia, comenzaron a usarse en los satélites, fundamentalmente, los
sensores multiespectrales que registran datos en varios intervalos de longitudes de onda. Esto
ocurrio a partir, sobre todo, del lanzamiento en 1972 del Landsat I. Al mismo tiempo que se
registraban un gran nimero de datos, se intentaba que ocupasen el menor espacio posible, lo
que provoco el desarrollo de sensores cada vez mds complejos que digitalizan las imdgenes.
Este hecho trajo-.como como consecuencia el desarrollo paralelo del procesado de estos datos
para transformarlos de nuevo en imdgenes. Consecuentemente, tanto los programas como los

ordenadores utilizados experimentaron un gran avance. Desde entonces se ha continuado con el
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lanzamiento de nuevos satélites Landsat y recientemente (en 1986), el satélite francés SPOT.
Por otra parte, el nimero de satélites meteorolégicos, de comunicaciones, astronémicos,
geodésicos, etc. ha aumentado de un modo espectacular en los Wltimos afios. En un futuro (a
mediados de esta década) estd previsto que los nuevos satélites lleven sensores hiperespectrales
(SCHOTT, 1989). Estos podrdn registrar 100 o mis bandas reflectivas, un niimero mucho
mayor que los que se utilizan hoy en dfa (el satélite Landsat registra 6 bandas mediante su
sistema TM). Debido a las enormes cantidades de datos que recogeran estos nuevos sensores se
necesitan nuevas técnicas de andlisis de imdgenes y ordenadores para el procesado de éstas
mucho més potentes que los actuales.

La importancia de la utilizacién de la teledeteccién por satélite reside en varios factores
tales como que proporciona un recubrimiento periédico de la superficie de la Tierra, ofrece una
visién sin6ptica de la misma, su formato digital que permite el tratamiento de la imagen, se tiene
homogeneidad en la toma de datos y se registra informacién en regiones de espectro
electromagnético que no son la zona del visible (CHUVIECO, 1990).

En este trabajo se pretende exponer cuales son las caracteristicas fisicas m4s importantes
en que se basan los estudios de teledeteccién, asf como comentar algunas de las aplicaciones
que se estdn efectuando desde hace ya largo tiempo, haciendo un especial hincapié en Geologia
y Geomorfologia y en la experiencia adquirida por la autora en el Laboratory for Remote
Sensing de la Universidad de Maryland.

2. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES.

Como es conocido, la energfa electromagnética se mueve con la velocidad de la luz en un
modelo de ondas arménicas. S6lo puede detectarse cuando interactia con la materia ya que
entonces se liberan fotones. Estos pueden ser registrados mediante aparatos especiales
(sensores) que miden la cantidad de energfa electromagnética para un determinado rango de
frecuencia y que la transforman en impulsos eléctricos proporcionales al niimero de fotones
recibidos. Hay gran variedad de tipos de sensores pero los mds utilizados por los satélites son
los scanner que emplean un detector con un campo de vista reducido que va barriendo el terreno
para obtener finalmente una imagen. Hay varios clases de scanner pero s6lo mencionaremos
dos de ellos, €l cross-track vy el along-track que son los que portan los satélites Landsat y
SPOT, respectivamente (tabla 1). El primero de ellos consta de un espejo que gira y va
barriendo a través del terreno mediante lineas paralelas orientadas perpendicularmente a la
direccién de vuelo. En el segundo hay una fila de detectores que recogen cada linea a la vez.
Estos sistemas registran una imagen sencilla que representa una banda espectral. Los satélites
portan sistemas multiespectrales, colocando varios detectores en los scanner, de tal manera que
cada uno registra un intervalo de longitud de onda (tabla 1).




—

Satelite Sensor Banda A_(mm) Resolucién
Landsat(MSS) Cross-track 42051 0.5-0.6 76 m
o 502 0.6-0.7
Whisk broom 60 3 0.7-0.8
704 0.8-1.1
Landsat(TM) Cross-track 1 0.45-0.52 30 m
0 2 0.52-0.60
Whisk broom 3 0.63-0.69
4 0.76-0.90
5 1.55-1.75
7 2.08-2.35
6 10.4-12.5 120 m
SPOT Along-track 1 0.50-0.59 20 m
0 2 0.61-0.69
Push-broom 3 0.79-0.90
pancromatica 0.50-0.90 10 m

Tabla 1.- Caracteristicas fundamentales de los sistemas de imagenes de los satélites Landsat y SPOT.

El total de energia recibida por el sensor dependerd no sélo de la cantidad de energia
incidente, sino también de la interaccién que ésta ha sufrido con la atmésfera y con la superficie
de la Tierra. De esta manera, la atmésfera puede transmitir, dispersar (reflejar en todas
direcciones) y absorber todas o alguna de las longitudes de onda de la radiacién incidente. En
cuanto a la superficie de la Tierra, dependiendo de sus caracteristicas, también producird los
efectos anteriores y, ademds de todo ello, hay que tener en cuenta la orientacién que presente
dicha superficie, la época del afio y la hora del dia en que se toma la imagen ya que el albedo
serd distinto. También dependen de estas circunstancias las sombras que aparecen en la imagen,
ya que dependen de la posicién relativa del Sol con respecto a la Tierra. Como ejemplo basta
sefialar que el rango de longitudes de onda que se utiliza en teledeteccién es limitado debido a la
absorcién atmosférica que ejercen varios gases (CO2 , 02, O3 ,...) sobre la radiacién
electromagnética. En teledeteccién se registra energia de las regiones de microondas, infrarrojo
(con intervalos reducidos a causa de la absorcién), visible y las longitudes de onda mds largas
de la regién del ultravioleta.

La reflectancia espectral de los objetos que hay en la superficie de la Tierra se define como
Ry = (Er/ Ei) x 100

donde Er es la Energia de longitud de onda A reflejada y Ej es la energia incidente. En las
imédgenes viene dada por la intensidad del tono gris, de tal manera, que el tono estard mds
préximo al blanco cuanto mayor sea el valor de la reflectancia, y mds préximo al negro cuanto
menor. Rj), varia para un mismo objeto segun la longitud de onda que se utilice (caracteristica
espectral). De hecho, en algunos casos estos cambios son tan tipicos que permiten reconocer
inmediatamente la cubierta que se estd analizando tal como puede verse en la figura 1. En lineas
generales, la disposicién de estas curvas se mantiene. Sin embargo, tenemos que considerar que
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la reflectancia de un objeto (por ejemplo una roca o suelo) no suele ser “pura”, ya que en la
mayor parte de las zonas estdn recubiertos por distintos tipos de vegetaci6n, las rocas estdn
alteradas, etc.. Todo esto produce una distorsién de la sefial que recibe el sensor, llegando la
influencia de la cobertera vegetal a ser tan importante que si un 50% de roca esté recubierto por
vegetales, la curva de reflectancia que se obtiene es tipo a la que corresponde con la vegetacién

y no con la roca en cuestién.
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Figura 1.- Curvas de reflectancia espectral para rocas alteradas hidrotermalmente, rocas no alteradas y
vegetacion (segin SABINS, 1986)

A partir de la informacidn espectral, se realizan clasificaciones mediante técnicas de
reconocimiento de modelos estadisticos (Figura 2). La brillantez de cada pixel en las bandas
espectrales viene dada por un punto. Si se representan graficamente dos o tres de esas bandas,
se obtendrdn nubes de puntos. Los que pertenezcan a una determinada clase o tipo de cubierta
tenderdn a agruparse formando elipses debido a que presentan caracteristicas radiométricas
similares. De esta manera pueden distinguirse diversos tipos de cubiertas de la Tierra.

Sin embargo, normalmente las imadgenes originales que se obtienen deben ser mejoradas
debido sobre todo a que las condiciones atmosféricas influyen en su nitidez. También hay que
realzarlas por las propias condiciones de los sensores, pues éstos estdn preparados para
registrar todos los niveles de gris y en una imagen es casi imposible que se encuentren desde el
negro absoluto hasta el blanco més intenso. Ademds también hay que restaurarlas cuando se
producen pequeiios fallos mecénicos en los sensores. Todo ello es posible realizarlo mediante
los distintos programas de procesado de imdgenes que existen en el mercado.




Banda B

Banda A

Figura 2: Nubes de puntos correspondientes a reflectancia de pixels en dos bandas
distintas

3. APLICACION DE LAS IMAGENES DE SATELITES..

Debido a las caracteristicas que tienen las imdgenes obtenidas mediante satélite, y que ya
se sefialaron en la Introduccidn, su estudio se ha aplicado en campos muy diversos . Aunque no
pretendemos dar una enumeracién exhaustiva de todos ellos, si nombraremos algunos que

consideramos mads interesantes.

Una de las principales aplicaciones de la teledeteccién es la Cartograffa. Se estd
procediendo al levantamiento topografico de nuevos mapas a distintas escalas especialmente a
partir de las imdgenes del satélite SPOT. La calidad de la cartograffa obtenida a escala 1:50.000
es superior a la de los mapas topograficos ya existentes de la misma zona (GRABMAIER et al.,
1988). En Arquelologia se emplea alguno de los sistemas de Teledeteccién (radar) para
encontrar posibles yacimientos en zonas con climatologia adversa o donde hay mucha
vegetacion, ya que en estos casos la fotografia aérea tradicional no sirve. En Meteorologia se
usa para hacer prediciones del tiempo a un corto plazo, también para estudiar los tipos de nubes,
variaciones de temperatura, etc.. De igual modo tiene una gran importancia en estudios de la
Hidrosfera, en especial del mar, ya que se pueden determinar factores como su temperatura,
turbidez, salinidad, contenido en materia orgdnica, altura de las olas, determinacién de
batimetrias en zonas costeras o lacustres, direcciones de corrientes, determinacién de
movimientos de icébergs en sonas polares, etc. A gran escala es posible también su empleo para
realizar modelos de distribucién de poblaciones y de estimaci6én del nimero de habitantes. En
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Biologfa y Ciencias Agrarias es muy importante su uso en la determinaci6n de los distintos tipos
de vegetaci6n natural y de cultivos, e incluso se intenta evaluar su actividad fotosintética e
indirectamente, predecir el posible rendimiento de los cultivos, tal como veremos.
Indirectamente, a partir de lo anterior es posible delimitar las zonas donde se pueden encontrar
las distintas especies de animales. Cuando se producen incendios se determina bien su
extensién y posteriormente la repoblacién que se lleva a cabo (JAKUBAUSKAS et al., 1990).
También facilitan la realizacién de inventarios sobre el medio ambiente para precisar el impacto
ambiental que se puede producir en zonas concretas. Del mismo modo se emplean para
seleccionar el mejor trazado de nuevas vias de comunicacién. Es posible medir la acumulacién
nival con el fin de saber la disponibilidad de agua en la época de primavera (MACIAS y SOLE,
1988). Esto es importante desde el punto de vista enérgetico (hidroelectricidad) y para la
agricultura. Es una herramienta itil en Geologia y Geomorfologia como veremos a
continuacién.

3.1. Aplicaciones en Geologia y Geomorfologia

La cartografia es un apoyo imprescindible para ciertas ciencias, como por ejemplo pueden
- ser la Gelogia y la Geomorfologia, que necesita plasmar sus datos o resultados en mapas,
representaciones graficas de la superficie estudiada, de ahf la importancia que adquiere la
teledeteccién en estas ciencias, puesto que las imdgenes de satélite permiten la realizacién de
gran cantidad y variedad de mapas con aplicaci6n a las mismas. Mediante los distintos tipos de
sistemas que se utilizan en Teledeteccidn, se puede realizar la cartografia geolégica de zonas
sobre las que existan pocos datos o bien sean de dificil acceso (ANANABA y
AJAKAIYE,1987; WESTERHOF et al, 1990; RABIE y AMMAR, 1990). Hay que sefialar de
forma especial la gran utilidad que tiene el radar en el estudio de zonas tropicales donde se
presentan dos problemas fundamentales que este tipo de sensor solventa. Uno es la elevada
precipitacién que se registra en estas zonas (el radar registra imdgenes aunque exista una masa
nubosa). Otro es que la presencia de una densa vegetacién dificulta el reconocimiento de
estructuras tecténicas con casi todos los sistemas de Teledeteccién. Sin embargo, con el radar
las estructuras quedan muy realzadas con lo que pueden reconocerse ficilmente:

v En Geologia se realizan las cartografias de los distintos tipos de rocas; si estdn alteradas
hidrotermalmente, las estructuras que presentan (en especial los lineamientos), etc. De esta
manera se conoce de forma general las caracteristicas de la zona. Pero ademds, es muy
importante en prospeccion minera ya que determinar las zonas mds propicias para hallar
yacimientos minerales (como zonas de lineamientos y de rocas alteradas) implica un ahorro
considerable de dinero en la bisqueda de los mismos (EOSAT, 1987). Para determinar esta
serie de caracterfsticas se utilizan las imégenes multiespectrales, microondas (radar) e infrarrojo
térmico. Con las primeras, mediante combinaciones de distintas bandas es posible determinar el
contenido en hierro, carbonatos, minerales silicatados, arcillosos, etc que tienen las rocas. Con
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el radar se realzan los lineamientos mejor que con las imédgenes multiespectrales (hasta un 27%
como sefiala VINCENT, 1980). Mediante el infrarrojo térmico se pueden detectar zonas que
presenten fenémenos geotérmicos (dreas volcanicas, fuentes calientes, zonas de emanaci6n de
gases). Se realizan cartografifas de inercia termal, propiedad que en materiales secos se halla
directamente relacionada con su densidad. De esta forma, rocas con elevado contenido en silice
tienen altas inercias termales (granito, riolita) y las pobres en silice y elevado contenido en
hierro bajas inercias termales. Incluso dentro es posible diferenciar entre las rocas silicatadas
atendiendo a la emitancia espéctral minima que presentan (VINCENT y THOMSON, 1971).

Desde el comienzo de la utilizacién de las imdgenes de satélites se han aplicado al estudio
de zonas volcdnicas, tanto para determinar las dreas geotérmicas (como ya se ha indicado),
como para observar las caracteristicas de los edificios volcdnicos y de las coladas de lava.
Evidentemente resultan sumamente itiles para detectar los cambios producidos en el entorno
despues de una erupcién volcdnica. Ejemplos muy famosos sobre este tema lo constituyen los
estudios realizados en Islandia, islas Hawaii y en el Monte Santa Elena (LO, 1986).

En Geomorfologia se estdn utilizando las imégenes obtenidas mediante satélites para
distintos fines. Ya hemos mencionado la importancia de la cartografia Geomorfolégica,
especialmente 1til en zonas de dificil acceso. El detalle que se obtiene en la realizacién de estas
cartografias es muy elevado debido a la alta resolucién que ofrecen los sensores de los satélites
Landsat y SPOT, sobre todo de este dltimo ya que ademds tiene la posibilidad de analizar
estereoscépicamente las imadgenes. La introduccién en los sensores multiespectrales de bandas
que comprendian intervalos de longitudes de onda correspondientes al infrarrojo medio implica
que es posible reconocer depdsitos superficiales ricos en hierro, hidréxidos y minerales
arcillosos, que tienen gran importancia desde el punto de vista geomorfolégico y econémico.

Sin embargo, la principal utilidad que ofrece a la Geomorfologia la Teledeteccién por
satélite consiste en poder comprobar el cambio que experimentan algunos modelados de-medios
especialmente dindmicos (MILLINGTON y TOWNSHEND, 1986). Este hecho es posible
gracias a la frecuencia con que los satélites recubren una misma superficie. Un ejemplo de ello
es el estudio de los fenémenos volcdnicos que ya mencionamos. Es especialmente 1itil para
determinar las variaciones de las zonas de erosién-depésito que se estdn produciendo en las
dreas costeras y de desembocaduras de las rios. La principal ventaja que ofrecen al estudiar este
tipo de medios, reside en su visién sindptica, ya que la imagen abarca una extensién grande de
terreno lo que, en el caso de estudios que se realizan en zonas afectadas por la marea, es muy
importante, pues es conveniente que toda la zona estudiada esté en las mismas condiciones de
marea, cosa que no se puede conseguir mediante los fotogramas aéreos tradicionales (BERNAL
et al., 1986). Ademds, los canales del infrarrojo permiten diferenciar entre los medios agua,
fango y tierra seca. Son también muy efectivos en la determinacién de variaciones en los cauces
de los rios y sobre todo para determinar posibles alteraciones que se producen como

157




consecuencia de inundaciones (ARBIOL et al., 1984 y YAMAGATA y AKITYAMA, 1988).
Esta aplicacién es muy importante sobre todo en el caso de rfos muy caudalosos y de gran
longitud en los que tarda varios dfas en producirse la crecida. Sin embargo, incluso en rfos
donde ésta dura tan solo unas horas (como es el caso de los de la Peninsula Ibérica) se han
estudiado imédgenes de un par de meses posteriores a la "riada" y se ha comprobado que se
podia limitar bastante bien la zona afectada por ella (ARBIOL et al., 1984). De la misma forma
se utiliza en Glaciologia para determinar las variaciones de los glaciares y de zonas cubiertas por
hielo, en especial en los medios costeros debido al desprendimiento de los icebergs. Incluso en
medios que, aparentemente, pudieran considerarse poco dindmicos como los ambientes de
playa-lake, se ha apreciado grandes variaciones en el periodo de meses, como consecuencia de
lluvias esporddicas (TOWNSHEND, et al., 1989) A escala més detallada, se han realizado
trabajos para intentar seguir la evolucién de la erosién en 4reas de badlands situadas en zonas
montafiosas, que se degradan sobre todo cuando se producen lluvias torrenciales de baja
frecuencia, utilizando imédgenes TM. El uso de esta técnica serfa muy iitil porque facilita los
estudios temporales comparados y disminuye los costos de seguimento de la evolucién de estos
modelados. A partir de zonas estudiadas con gran detalle se pueden aplicar los resultados a

otras con caracteristicas similares probando si el modelo también es vélido en estas ultimas
(SOLE, et al., 1986).

3.2. Vegetacion, clima, productividad. Relaciones

En este apartado comentaremos brevemente otra aplicacién de la teleceteccién, la
investigacion sobre vegetacién utilizando imégenes de satélite, llevada a cabo por un grupo de
investigadores de la Universidad de Maryland, donde la autora de este articulo pudo
familiarizarse con el software y técnicas alli empleados. El equipo de investigacién del
Laboratory for Remote Sensing de la Universidad de Maryland utiliza las imégenes de satélite
para el estudio de la vegetacion. Este grupo, principalmente, emplea un programa denominado
Image System elaborado en el N.A.S.A. Goddard Space Flight Center y modificado por ellos
para adaptarlo a uno de los ordenadores de que disponen (un HP 1000 A600 con 4 Mb de
memoria interna y dos discos duros de 300 y 80 Mb). Todo ello se complementa con una
lectora de cintas y varias pantallas y un procesador de imagen Ramtek de alta resolucién.

De manera muy concisa, podemos indicar que las lineas de investigacién que ha seguido
este grupo de trabajo ha sido establecer las relaciones que existen entre vegetacién, clima y
productividad de dicha vegetacion (siendo éste iiltimo el mds complejo) a partir de las im4genes
de satélite empleando, de manera especial, el satélite meteorolégico NOAA, si bien en ocasiones
se pueden completar con informaciones de otros, como el LANDSAT. De cualquier modo, la
Teledeteccién estd desarrolldndose rdpidamente e incluso se pueden esperar mayores avances en
el nuevo campo de la "bioclimatologfa de satélite” en un futuro (GOWARD, 1989) A conti-
nuacién explicamos con algo mds de detalle como se llevan a cabo estos trabajos.
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Los pardmetros climéticos que m4s directamente est4n relacionados con la vegetacién son
la temperatura y el albedo. Mediante las imdgenes multiespectrales se obtiene informacién del
estatus foliar. Este depende a su vez de la humedad, temperatura del aire y determina el cardcter
del cambio de energia entre la tierra y la atmésfera. En general, a mayor vegetacion la tem-
peratura de la superficie es més baja (GOWARD et al., 1985a). La relacién con el albedo no es
tan simple, ya que éste depende también del tipo de vegetacién y del sustrato en el que estd.

La radiaci6n solar incidente determina la radiacién absorbida por las plantas y ésta a su
vez influye en la fotosintesis y transpiracién de los vegetales. Como puede verse en la figura 1,
la vegetacién absorbe mucha radiacién en el especlztro visible, y poco o nada en el infrarrojo,
siendo estas medidas especificas para especies y lugares. Por ello se han utilizado los
denominados indices de vegetacién en los que se relacionan datos de los canales visible e
infrarrojo. Los valores mayores de estos indices se producen cuando aumenta la cantidad de
vegetacion verde en las zonas observadas. Los indices de vegetacion se correlacionan de forma
no linear con la biomasa y con los indices de 4rea de hoja verde y linearmente con la radiacién
activa fotosintéticamente interceptada. Por lo tanto, mediante estos pardmetros se puede conocer
la productividad de las plantas. Con estos indices se obtiene la vegetacion fotosintética activa
que cambia segiin la estacién del afio considerada. A partir de observaciones periédicas se ve
que hay una relacién directa entre el valor integrado del indice de vegetaci6n espectral y la
acumulacién estacional de biomasa.

Todo esto parece sugerir que las observaciones periddicas en las longitudes de onda del
visible y del infrarrojo pueden usarse para caracterizar el estatus actual dindmico estacional y
magnitud estacional integrada de la actividad fotosintética de la vegetacién (GOWARD et al.,
1985b). Partiendo de estas ideas y mediante la utilizacién de imadgenes obtenidas por el satélite
NOAA que utiliza el sensor AVHRR (advanced very high resolution radiometer) GOWARD et
al., (1985b) estudian dos aspectos en Norteamérica, la variabilidad estacional y el 4rea integrada
definida por la variacién temporal de las medidas sobre la estacién de crecimiento. Se aprecia
claramente como los valores més elevados de los indices de vegetacién se desplazan hacia el
norte en la primavera y verano y derivan hacia el sur en el otofio. Del mismo modo, el
comportamiento de los fndices de vegetacién a lo largo del afio es distinto si se trata de
vegetacion natural o bien de dreas cultivadas. En cuanto a las medidas integradas generalmente

-disminuyen al norte y oeste a traves de norteamérica pero hay més heterogeneidades en el tercio

oeste del continente. En algunoslugares aparecen anomalfas: valores mayores y menores de lo
que cabria esperar. En ambos casos se debe a la influencia de la agricultura (por ejemplo cuando
se riega).

Otra linea de trabajo que se ha desarrollado por este equipo es el estudio de la
diferenciacién de los liquenes de otras plantas superiores mediante el uso de teledeteccién. Este
interés se debe a que éstos son muy abundadntes en latitudes superiores a los 50 °. El espectro

159




de los liquenes es distinto al de la vegetacién tipica, ya que presenta mayor reflectancia en la
zona del espectro visible que la vegetacién normal con lo que no hay un salto tan fuerte hecia el
infrarojo préximo (PETZOLD y GOWARD, 1988). Esto permite que a partir de las obser-
vaciones multiespectrales se puedan realizar estudios de los ecosistemas 4rticos y subdrticos ya
que éstos son los organismos mds abundantes en estas zonas. Variaciones en las condiciones
climdticas de estos medios se manifestardn rdpidamente en los liquenes.
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SIGNIFICADO QUIMICO-ENERGETICO DE LAS ZONAS DE FRICCION Y
DE LAS ROCAS MILONITICAS EN LA CADENA PIRENAICA. SU
RELACION CON EL ENGROSAMIENTO CORTICAL.

SANCHEZ CELA, V., LAPUENTE, M. P., AUQUE, L. F. & GOMEZ, J.

Dpt® Geologia, Facultad de Ciencias, Universidad de Zaragoza.

In the Pyrenees there are abundant E-W faulting-friction zones, almost always associated
with mylonitic rocks. Such structural-dynamic and petrological features, created under high
compressional conditions, during Hercynian-Late Hercynian and also Alpine times, are
associated to sialic thickening processes.

The studies on these faulting-mylonitic rocks indicate that such dynamic zones were
important chemical and thermal sources, mainly of silica-alkaline elements at high-moderate
temperatures (650-3002 C).

These active chemical elements, to such temperatures, must be taken into account, since
they could take part in various petrogenetic processes, from epimetamorphic to igneous
environments. :

1. INTRODUCCION.

Los Pirineos constituyen una Cadena Orogénica estructurada en dos ciclos orogénicos,
hercinico y alpino, caracterizada por un fuerte engrosamiento cortical. Su nicleo hercinico, que
aflora en la Zona Axial y Norpirenaica, comprende materiales sedimentarios y epi-
mesometamorficos (precdmbricos y paleozoicos) estructurados durante varias fases de
deformacién. Junto a estos materiales existen abundantes macizos graniticos, cuya entidad en el
volumen total del edificio orogénico (deducida a partir de datos geofisicos, estructurales y
petroldgicos) es de primera magnitud.

Desde el punto de vista estructural, la Cadena Pireanica se caracteriza por la existencia de
importantes zonas de cizalla y fracturas longitudinales, paralelas a la direccién general E-W de la
Cadena, afectando fundamentalmente a su basamento hercinico.

. Asociadas a estas fracturas se desarrollaron diversas rocas miloniticas, y ocasionalmente
pseudotaquilitas, originadas en diversas fases compresivas hercinicas-tardihercinicas. Muchas
de ellas sufrieron procesos de reactivacion durante tiempos alpinos.

A pesar de que gran parte de las paragénesis que constituyen estas rocas miloniticas son
de cardcter retrégrado, se han reconocido algunas asociaciones minerales que indican
condiciones de alta temperatura y moderada presién, como prueba de la actividad térmica y
bérica desarrollada durante la formacién de estas rocas.

Ultimamente se ha empezado a considerar la importancia de estas fracturas con rocas
miloniticas, como zonas de transferencia quimica, a moderada-alta temperatura, de los
componentes geoquimicos mas méviles en la corteza, como son los elementos silico-alcalinos.
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En este trabajo pretendemos remarcar el interés y la importancia de estas rocas
milonfticas, generadas en zonas de friccién, en cuanto ellas representan relictos de fuentes de
energfa quimica y térmica que tuvieron lugar en tiempos hercinicos-tardihercinicos y
posiblemente también alpinos. Estas fuentes quimicas sidlicas, que relacionamos con
fenémenos de engrosamiento corticales, pudieron haber participado en diversos procesos
pretrogenéticos en los niveles mds superficiales de la corteza.

2. ENERGIA DE FRICCION.

Desde hace relativamente pocos aiios, se ha empezado a considerar el fenémeno del calor
friccional o "shear heating", producido por el rozamiento entre bloques sidlicos asociados a la
dindmica de una falla, como una explicacién para la existencia de anomalias térmicas o de
procesos petrogenéticos, tanto metamorficos como igneos, en los que su génesis implica una
cantidad de energia adicional a la considerada normalmente. Asf ultimamente se ha puesto de
manifiesto la existencia de ciertas manifestaciones energéticas relacionadas con el
funcionamiento de fracturas, principalmente en fallas inversas.

En la zona axial pirenaica y en los macizos norpirenaicos existen abundantes zonas de
cizalla a las que se asocian rocas miloniticas (Lamouroux, 1976, 1987; Lamouroux et al, 1980-
1981; Soula et al, 1986), e incluso pseudotaquilitas (Passchier, 1982 a, b; 1984), de edad
hercinica y/o tardihercinica y gran desarrollo longitudinal, relacionadas con fallas inversas en las
que se han reconocido saltos estructurales considerables, incluso de varios km. Esto, afiadido a
su estructuracion principal en direccién E-W, (coincidente con la alineacién predominante de las
rocas "andesiticas" de esta misma edad), nos ha llevado a relacionar la energfa térmica y quimica
liberada en las zonas de cizalla con la petrogénesis de estas rocas volcdnicas ligadas al ciclo
compresivo hercinico. (Sdnchez Cela & Lapuente, en prensa)

No es nuestro objetivo cuantificar el calor generado en estas zonas de cizalla, pero si
resulta interesante comentar algunas de las causas que puedan influir en una mayor o menor
eficacia del calor desarrollado en ellas.

La importancia de la energia mecdnica como fuente de calor ha sido considerada por
muchos autores, entre ellos Price (1970), Sibson (1975, 1977, 1978, 1980), Fyfe et al (1988),
Scholz (1980), Lachenbruch (1980), Fleitout & Froidevaux (1980), Brewer (1981), Turcotte &
Schubert (1982), etc. ya sea aplicado a la dindmica de fallas o al contraste de propiedades
térmicas entre zécalo y cobertera, o como Molnar et al (1983) y Jaupart & Provost (1985), a la
dindmica de cabalgamientos. -

Aunque son relativamente escasos los trabajos experimentales que cuantifican el calor
generado en una zona de falla, los existentes han contribuido, en buena forma, a desarrollar los
conceptos tedricos que hay detrds de este mecanismo energético. Asi, entre otros, pueden
destacarse los trabajos de Teufel & Logan (1978), o los de Lockner & Okubo (1983) y Spray
(1987), que extrapolan los resultados a condiciones naturales, verificando los modelos de
autores anteriores.

En términos generales, la transformacién de la energia mecdnica en calor se puede
expresar de forma distinta segin sea el comportamiento mecédnico (frégil o diictil) de la zona de
fallla recibiendo la denominacién de- "frictional heating" y "viscous strain heating",
respectivamente. En los niveles relativamente superficiales rige la deformacién frégil, sin
embargo a grandes profundidades parece que el proceso mds favorable es el de deformacién
pldstica sobre materiales reolégicamente dictiles, y aunque los pardmetros fisicos que controlan
un proceso u otro ("frictional" o "strain"), son distintos, el resultado es el mismo: una




disipacion de energia quimica y térmica con acumulacién de calor, que en condiciones
favorables puede llegar a la fusién parcial.

De todos los factores condicionantes del desarrollo de calor en estas zonas de falla
(McKenzie & Brune, 1972), nosotros pensamos que el componente "compresivo" o "stress
tecténico” es de capital importancia, analizdndose a continuacién la influencia que puede tener.

La energfa liberada en una zona de friccién puede expresarse, segin McKenzie & Brune
(1972),como QO =17.d ,endonde 7 eslaresistenciaalacizallay d el desplazamiento.

Entendiendo la resistencia a la cizalla como un criterio friccional, andlogo al de
resistencia al rozamiento en Fisica elemental, ésta viene definida por la Ley de Amonton
(Turcotte & Schubert, 1982), como: / 7 /= i ¢, , en donde /7| es el valor absoluto de la
resistencia a la cizalla, u el coeficiente de friccion en la superficie de contacto y o, el esfuerzo
normal.

Aplicando esta expresién a un modelo de zona de fractura entre bloques con un
comportamiento reolégico fragil:

Op= P+ Pg=>/7/=pu(P;+Pg),con Pi=pgz Pg=pgz+ AP endonde P,
es la presion litostdtica, Py es el esfuerzo horizontal total, p la densidad media del cuerpo
rocoso, g la aceleracién de la gravedad, z la profundidad o espesor y AP el esfuerzo
tecténico.

Turcotte & Schubert (1982) siguiendo la teoria de Anderson (1951) sobre la dindmica de
fallas, elaboran un razonamiento mediante el cual expresan el valor del esfuerzo tecténico en
funcién de diversos pardmetros en condiciones estéticas o estables. Asi llegan a la ecuacién:

2ps (pgz-Pp

sen2 6 -1 (1+cos 26)

en donde, 6 es el dngulo de la traza del plano de falla con la vertical, Py la presi6n de
fluidos y s el coeficiente de friccidn estético.El criterio de signos utilizado es considerar.como
positivo AP en fallas inversas y negativo en fallas normales.

Tanto AP como L pueden llegar a ser muy elevados si consideramos este esfuerzo
como una compresion lateral por intrusién de nuevo material entre bloques rigidos previos.

Ademds de tener en cuenta todos los pardmetros anteriormente citados, con los que el
proceso guarda una relacién directa (densidad, espesor, coeficiente de friccion...), es muy
importante la influencia de la presién de fluidos, ya que actia reduciendo el esfuerzo normal que
se desarrolla sobre el plano de falla principal.Los fluidos interaccionan "contrarrestando" la
presion litostdtica y por lo tanto reduciendo el valor de gj,..

Segin esto la expresion general queda de la forma: 0y, = Pj - Pf+P .

Generalmente, la fracturacion que acompafa al plano principal de fractura minimiza la
presién de fluidos al interconectar los poros y conductos.
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De esta forma la ecuacién 7= [0y, pasaaser 7= l(Op-Py)

El proceso de friccién produce un desprendimiento de energfa térmica provocando en la
zona de cizalla un aumento de temperatura que conlleva una elevacién de la presién de fluidos.

El aumento de Py determina, siguiendo la ecuacién anterior, una disminucién del valor de.

Como se ha visto anteriormente, el calor almacenado (Q ) estd en relacién directa con 7, por lo
que una elevacién de la presion de fluidos puede producir una disminucién de la energia térmica
desprendida y una disminucién de la temperatura en la zona de friccién.

Pero los procesos de friccion en zonas frégiles dependen mucho del tipo de fractura que
se desarrolle. Asi, Sibson (1977) destaca la importancia que tiene el tipo de falla, para un valor
determinado del coeficiente de friccidn, sobre los esfuerzos diferenciales aplicados. De esta
manera, por ejemplo, para un coeficiente de friccién de 0.75, los esfuerzos diferenciales
aplicados son cuatro veces mayores en las fallas inversas que en las normales. Por otro lado,
si la presion de fluidos se hace igual a la presién hidrostdtica, para una profundidad determinada
7 tendrd valores superiores en las fallas inversas.

Cuando la friccién tienen lugar sobre fracturas preexistentes, el comportamiento ante la
fractura no serd el mismo. La mayor disipacién de energia térmica se producird conforme el
valor de 7 es grande, por lo que ésta tendrd lugar cuando el proceso de fracturacién afecte a un
cuerpo rocoso sin planos de discontinuidad preexistentes; y al contrario, en las zonas de
fractura en las que las superficies de contacto sean preexistentes, el valor de T necesario para
que se produzcan desplazamientos serd menor y por tanto la energia térmica desprendida serd
menor. De ello se deduce que la energifa liberada en una zona de fractura polifdsica tenderd a ser

menor con el tiempo y por ello el momento de médxima conversién de energia mecénica en calor
corresponderd al primer episodio de fracturacién.

A partir de algunos trabajos experimentales, como el modelo desarrollado por Fleitout &
Froidevaux (1980) para un sistema compuesto por dos materiales con comportamientos
mecdnicos distintos, se ha observado que si el plano de cizalla corta a ambas capas, el
calentamiento es mayor en el material competente, y se pueden llegar a alcanzar temperaturas
suficientes para producir la fusién del material incompetente en la interfase. Por ello una zona de
cizalla que corte una estratificacién, podr4 ser en potencia una zona de generacién de magmas
cuando existe un acusado contraste en las propiedades térmicas de los materiales geolégicos
estratificados.

England & Thompson (1984) recurren al fenémeno de "shear heating" para comprender
cémo pueden originarse temperaturas por encima de 6502 C a profundidades relativamente
someras, que den explicacion a la existencia de leucogranitos. De su estudio se deduce que en la
interfase basamento "cristalino"-cobertera sedimentaria, puede llegarse a la fusién debido al
contraste de conductividad térmica entre un tipo y otro de rocas .

En resumen, varios factores condicionardn el calor generado en una zona de cizalla o
friccién:

- las propiedades térmicas y mec4nicas de las rocas

- los tipos de fracturas o fallas

- la estructuracién geoldgica

- el régimen sismico o asismico

- el esfuerzo tectdnico, el tiempo, la velocidad de

desplazamiento, el desplazamiento total, la anchura y el espesor de
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la zona, la presién de fluidos y la deshidratacién de minerales, etc.

Siendo las condiciones mds favorables:

- en zonas de alto contraste térmico, con distinta conductividad
térmica (interfase basamento-cobertera)

- en fallas inversas

- en zonas que corten la estratificacion, o entre tipos de rocas
distintas (interfase rocas graniticas-sedimentarias)

- en cuerpos rocosos homogéneos sin fracturacién previa (con alto coeficiente
de fricci6n)

- en zonas sometidas a un elevado esfuerzo tecténico y que han sufrido
desplazamientos importantes.

3 . ROCAS MILONITICAS.

3.1.Caracteres generales.

La estructura actual del Pirineo estd condicionada por la superposicién de las
deformaciones hercinicas y alpinas. No siempre es facil distinguir las estructuras estrictamente
alpinas de las hércinicas reactivadas y, si a esto afiadimos la dificultad de definir cuando termina
un ciclo orogénico y comienza otro, queda explicado el recurrir a las manifestaciones
"tardihercinicas" para solapar ambas orogénias.

En relacién con este episodio tardihercinico se desarrollan gran nimero de fracturas,
bandas miloniticas y zonas de cizalla; algunas de estas fracturas delimitardn las cuencas
estefanienses-pérmicas donde se ubican distintos tipos de manifestaciones volcénicas.

A lo largo de toda la zona axial pirenaica, se han reconocido importantes accidentes
subverticales cizallados acompafiados de bandas miloniticas,* que se alinean siguiendo fracturas
profundas de direccién dominante E-W desarrolladas en el basamento frégil pre-Estefaniense en
las tltimas fases hercinicas, tardihercinicas e incluso alpinas. Estas bandas miloniticas han sido
estudiadas en la zona pirenaica, entre otros por Carreras (1975), Carreras y Santanach (1973),
Carreras et al (1977), Saillant (1982), y en el sector centro-occidental por Lamouroux (1976,
1987), Lamouroux et al (1979, 1980-1981), Passchier (1982 a,b, 1984, 1985), McCaig (1983,
1984), McCaig & Miller (1986), Soula et al (1986).

* Los distintos tipos dc milonitas quedan dcfinidos scgin Higgins (1971), por el proceso de
milonitizacién que predomine, sca fracturacién o sca granulacién con recristalizacién y / o ncoformacién, y segiin
se hayan desarrollado, o no, estructuras de flujo.

Todas las varicdades quedan englobadas bajo el témino de "roca milonitica" cuando no es posible distinguir
cual ha sido el tipo de deformacion (fragil o dictil) de los materiales, segtin el acuerdo de la Conferencia de
Penrose (Tullis et al, 1982).
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Atendiendo a su orientacién con respecto a la Cadena, se han diferenciado dos familias
principales de accidentes, cuyas caracteristicas especificas son también distintas:

- zonas de accidentes longitudinales mayores, con direccién E-W.
- zonas de accidentes menores, NW - SE, asintéticas a las anteriores

Las zonas longitudinales contienen bandas miloniticas de espesor variable (desde
algunos metros a varios cientos de metros e incluso algunas llegan al km); afectan
fundamentalmente a los macizos graniticos, donde la densidad de bandas es mayor, y su
extensién lateral parece limitada a éstos. Sin embargo, algunas de ellas contintdan en los
materiales paleozoicos encajantes con caracteres estructurales semejantes, e incluso algunas

pueden seguirse practicamente a lo largo de toda la Cadena, como la "falla nor-pirenaica" (FNP)
o la "falla Mérens" (FM).

Los limites de las bandas miloniticas presentan buzamientos variables dentro de cada
macizo granitico; asi, en el macizo de Néouvielle, varian desde subverticales en las zonas
centrales del macizo, hasta los 60 - 80° S en las zonas situadas al N, y 45 - 65° N en las zonas
meridionales. El aspecto general es el de una geometria en abanico que es seguida también por
los planos de esquistosidad principal hercinica (S7) en los materiales metamorficos y
sedimentarios de la Supraestructura paleozoica. Es posible que ambos fenémenos, la formacién
de esquistosidad y las bandas miloniticas con geometria en abanico tengan una causa comun.

El desarrollo de cada banda milonitica, es generalmente discontinuo con digitaciones de
las zonas deformadas, encerrando sectores de forma amigdalar de material no deformado; esta
heterogeneidad en la deformacién es caracteristica de todas las bandas miloniticas, lo que se
traduce en una compartimentacién de los macizos graniticos en bloques no deformados
separados por bandas de intensa deformacién. Los bloques tienen un comportamiento rigido
frente a la deformacién fuertemente compresiva.

Las zonas de accidentes oblicuos, con directriz general NW - SE contienen bandas
miloniticas de espesores menores que las anteriores, variando entre uno y varios metros, y con
espaciamiento entre ellas de varios cientos de metros.

Estas zonas delimitan pliegues de igual direccién de amplitud variable, asimétricos y de
ejes subverticales. Estos pliegues corresponden a generaciones sucesivas y superpuestas pero
de cardcter estrictamente local, siendo su geometria y grado de evolucién el resultado de un
campo de deformacién local, que varia de un sector a otro dentro de una misma zona.

La mayoria de las zonas miloniticas han experimentado, ademds de "saltos" en la vertical
con desarrollo de fallas inversas, movimientos de cizalla con desplazamiento longitudinal
variable y discontinuo (desde varios metros a varios km). Los movimientos de falla inversa han
levantado los bloques centrales de los macizos recubriendo los compartimentos mds externos de
los macizos, desarrolldndose una folicién milonitica de flujo entre los bloques.

En cuanto a la edad de la formacién de las milonitas, asi como a la cronologfa relativa a la
deformacion ligada a estas bandas, han sido motivo de controversia por parte de los distintos
investigadores:

Carreras (1975), Carreras et al (1980), Saillant (1982) consideran que, al menos en los
Pirineos orientales, las zonas de cizalla son tardihercinicas ya que estdn cortadas por diques de
lampréfido datados por K - Ar como Keuper - Lias. Sin embargo para McCaig (1984, 1986) y
McCaig & Miller (1986), las milonitas de los Pirineos centrales son alpinas (entre 100 m.a. y
40 m.a. por dataciones radiométricas en micas), o al menos han sido activas térmica y
quimicamente en tiempos alpinos.
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Segun Lamouroux et al (1980-1981), Soula et al (1986), Lamouroux (1987), las bandas
milonitas longitudinales se generaron en el ciclo hercinico (ya que observan que las cuencas
estefaniense-pérmicas se alinean segiin estas mismas directrices) y fueron reactivadas en
distintos episodios tardihercinicos y alpinos, como fallas inversas e incluso como
cabalgamientos. Sin embargo las bandas oblicuas se originarfan en episodios alpinos, pudiendo
actuar algunas de ellas como rampas oblicuas de cabalgamientos en distintos episodios
posteriores.

Tampoco hay acuerdo a cerca de la cinética de la cizalla asociada a las bandas miloniticas.
Algunos autores consideran que se formaron por desplazamientos de falla inversa, o inversa
dextal (Carreras et al, 1980; Saillant, 1982; Guitard, 1970; McCaig, 1983, 1986). Sin embargo
otros las asocian con desplazamientos sinestrales (Lamouroux et al, 1980-1981), o sinestrales
combinados con un componente perpendicular a la Cadena de cardcter extensional
(transtensi6n), al menos desde el Pérmico hasta el Cretdcico Superior (Soula et al, 1986).

Coincidiendo con el desarrollo de la fracturacién y la formacién de bandas miloniticas en
los macizos graniticos y metamérficos de la zona axial pirenaica, y siguiendo las mismas
directrices, se formaron en los bordes septentrional y meridional de esta zona, pequeiias
cuencas sedimentarias en donde se localizan diversas rocas volcénicas andesiticas.

Los datos aportados en lo que respecta al cardcter polifdsico de las bandas miloniticas (con
reactivaciones tectdnicas),la diversidad de opiniones en cuanto a la dindmica de cizalla que los
ha generado, asi como la escasa precisién de los datos disponibles sobre su formacién y tiempo
de funcionamiento, hace que la evaluacién de cualquier modelo energético de friccién, resulte
tremendamente dificil si no imposible.

No obstante, el andlisis de las paragénesis minerales formadas en estas bandas miloniticas
puede suministrar cierta informacién sobre los gradientes térmicos y béricos alcanzados en
algiin momento de su dindmica.

3.2. Condiciones de temperatura y presion. Caracterizacion a través de
paragénesis minerales.

El carécter polifdsico ya mencionado de las bandas miloniticas condiciona los resultados
térmicos y béricos deducibles de las paragénesis minerales que presenten ya que normalmente,
las paragénesis de alta P y T son sustituidas por asociaciones retrégradas de menor gradiente.

Las rocas miloniticas asociadas a las dos familias principales de accidentes definidos en el
apartado anterior para el Pirineo, presentan macroestructuras y asociaciones minerales distintas
(Lamouroux et al, 1980- 1981; Lamouroux, 1987).

Asf las rocas miloniticas longitudinales de los macizos graniticos y gneissicos estdn
construidas por una alternancia de bandas micdceas (biotita y moscovita) y porfidoblastos de
cuarzo y feldespatos (microclina y oligoclasa), en distinto grado de recristalizacion,
deformacién diictil o fragmentacién mecénica.

Estas bandas longitudinales son el resultado de la superposicién de varias fases de
deformacidn sucesivas en condiciones retrégradas, que producen efectos diferentes a io largo de
una misma zona dindmica. Asi, Lamouroux (1987) distingue dos paragénesis distintas en
distintos puntos de una misma banda milonitica:

- Una paragénesis de alta temperatura con Biotita + Microclina * Sillimanita
(£ Granate, segiin McCaig,1984), en condiciones de 650-700° C y 3-4 kb.



- Una paragénesis de baja temperatura con Moscovita + Clorita + Epidota + Albita +
+ Opacos, en condiciones de 200-250° C y 1-2 kb.

Esta tiltima paragénesis reemplaza a la anterior, evidenciando la movilizacién de diversos
elementos en los minerales iniciales, con abundante circulacién de fluidos.

En las bandas miloniticas oblicuas de los macizos graniticos y gneissicos, se desarrollan
lenticulas alargadas de cuarzo y feldespato, con tamafio cristalino heterogéneo, presentando
abundantes lamelas de deformacién, en una "matriz" micdcea (moscovita y clorita) con
microcristales de cuarzo y opacos. Las fracturas, de forma sigmoidal, contienen
neoformaciones de cuarzo, moscovita y clorita, pero no de biotita. (Lamouroux et al, 1980-
1981). La paragénesis mineral que desarrollan es la de baja temperatura y la gran cantidad de

cuarzo neoformado no puede explicarse s6lo por recristalizacién de cuarzos anteriores
(Lamouroux, 1987), siendo necesario un aporte adicional de SiO».

Passchier (1985), al analizar las bandas de rocas miloniticas del Macizo de Saint-
Barthélemy, define para las iltimas etapas de funcionamiento de estas bandas, condiciones de
450-550° C y 2-3 kb; ademds interpreta las venas pseudotaquiliticas asociadas a estas bandas
como generadas por esfuerzos desviatorios locales de gran magnitud dentro de la deformacién
milonitica.

Esta asociacién entre milonitas y pseudotaquilitas no es extrafia ya que, en definitiva, las
pseudotaquilitas constituyen la méxima expresion energética de un proceso dindmico de "shear"
que alcanza la etapa de fusién anatéctica. (Sibson, 1975).

Los gradientes definidos en otras zonas y sobre distintas rocas miloniticas concuerdan con
los definidos en el Pirineo, tanto en sus estimaciones maximas como en los efectos producidos
por fenémenos retrégrados de las paragénesis iniciales. De esta manera, Theodore (1970)
define unas temperaturas de 580-660°C en rocas miloniticas de California, petrogréficamente
muy similares a las del Pirineo.

Vauchez (1978), en unas milonitas de Argelia, con asociaciones minerales de Moscovita =
Biotita = Granate * Clinozosita, deduce unas condiciones de temperatura de 500-650° C.

En los Alpes, similares a los Pirineos en muchos aspectos geoldgicos, existen abundantes
rocas miloniticas asociadas a zonas de cizalla de alta temperatura (650-500° C), aunque también
existen otras muchas, en donde rocas miloniticas claramente retrogradas, indican condiciones de
mds baja temperatura (< 3002 C). (Zingg et al, 1990).

En relacidn a las condiciones fisicas en la formacién de las pseudotaquilitas debemos de
decir que es una temdtica controvertida, principalmente en lo referente al papel jugado por la
presion. De los resultados obtenidos por Maglouhlin (1986, 1989), de 600 ¢ C y 8 kb, parece
deducirse que la presion es el factor determinante desde la generacién de procesos en estado
s6lido’ (milonitas), hasta otros que conllevan a la fusién parcial de los materiales
(pseudotaquilitas), como ha observado, entre otros, Passchier (1985).

4. EL ENGROSAMIENTO CORTICAL Y SU SIGNIFICADO EN LA CADENA
PIRENAICA.

A través de estudios de reflexion y refraccién sismica profunda, (ECORS Pyrenees Team,
1988), se ha caracterizado la Cadena Pirenaica como un érogeno con un acusado engrosamiento
cortical, que puede alcanzar en algunos sectores de 1a zona central axial hasta 50 km.
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La causa de este engrosamiento cortical ha sido y es diferentemente interpretada, debido a
que puede ser analizado desde distintos puntos de vista y no siempre se tienen en cuenta la
convergencia de fenémenos diversos de cardcter dindmico, petrogenético y geofisico que se
desarrollaron en tiempos hercinicos y tardihercinicos.

Este engrosamiento de la corteza se corresponde con anomalias gravimétricas negativas
muy acusadas, del orden de -100 mGal en la zona axial al sur de la Falla Norpirenaica (Torne et
al, 1989). Como es sabido, estas anomalias negativas indican un déficit de masa, pero también
puede interpretarse como ocasionadas por la existencia de material cortical o infracortical que
estd ascendiendo. Este movimiento de materia puede resultar de una simple actuacién de
mecanismo isostdtico, con reequilibrio de las zonas de la Cordillera que méds se estdn
erosionando, pero también pueden ser indicativo de la presencia de masas de menor densidad
en ascenso. Gallart (1982) establece un modelo gravimétrico para el Pirineo Oriental,
comparando los valores de anomalia de Bouguer calculados y reales. Consigue la mejor
concordancia mediante un conjunto de bloques corticales de diferente espesor y llega a la
necesidad de introducir bloques o masas graniticas en determinados puntos. Una extensién de
este modelo a toda la Cordillera parece indicar la presencia en profundidad de abundantes masas
graniticas, en gran parte no aflorantes.

En este sentido, es importante tener en cuenta la gran cantidad de macizos graniticos
hercinicos-tardihercinicos que afloran en la zona axial (recordemos que superficialmente
suponen casi la mitad de la extension de esta zona). De esta observacion podemos preguntarnos
¢qué significado o qué relacién pudo existir entre el origen y el emplazamiento de estas rocas
graniticas y dicho engrosamiento?

Superficialmente la zona axial pirenaica estd constituida por materiales paleozoicos
diferentemente metamorfizados y replegados y por un gran nimero de afloramientos graniticos,
desde batolitos hasta "stocks", que parecen converger en profundidad en una gran unidad
“granitica". Pero ¢cudl es la composicién de la corteza en profundidad?. A partir de los datos de
velocidad de propagacion de las ondas sismicas longitudinales (Vp) se ha podido llegar a la
consideracién de que, al menos la corteza superior y media presentan valores propios de una
corteza de caracteristicas"graniticas s.1.", con un lento aumento de los valores de la velocidad
(Vp) con la profundidad.

En cuanto a la naturaleza litolégica de la corteza inferior, no parece existir un acuerdo
general. Por la morfologia que presentan los reflectores sismicos se ha definido como una
corteza "en lecho". Este tipo de corteza se ha reconocido en la mayoria de los perfiles sismicos
profundos realizados recientemente en distintas zonas orogénicas de Europa, Norteamérica,
Australia (para recopilaciones de articulos sobre este tema ver Barazangi & Brown, 1986 a y b,
Matthews & Smith, 1987 y Leven et al, 1990).

Segtin nuestra interpretacion, ya esbozada por Sdnchez Cela et al (1985), el fenémero de
engrosamiento cortical que comenzé en tiempos hercinicos, estd intimamente relacionado con el
origen de las rocas graniticas a expensas del manto superior. Dicho fenémeno, de cardcter
episddico, parece haber sido activo hasta tiempos geolégicos relativamente recientes. Aunque
no se han datado en la Cadena Pirenaica rocas graniticas de edades recientes, consideramos que
el engrosamiento en profundidad estd causado por el aporte en tiempos alpinos de nueva corteza
sidlica a partir del manto superior.Esta consideracién podria estar de acuerdo con los datos de
reflexién sismica de la corteza inferior, caracterizada como una corteza "en lecho'.

Sobre el significado de esta corteza "en lecho" se han barajado hipdtesis tan distintas
como: a) intrusiones maficas en capas, b) diferenciacién metamdrfica "granulitica”, ¢) zonas
fuertemente cizalladas (miloniticas), d) zonas muy fracturadas rellenas de fluidos...; pero
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también se ha sugerido que esta reflectividad "en lecho" puede ser interpretada como una zona
de transicién fisica entre la corteza y el manto (Meissner, 1973; Hale & Thompson, 1982). En
este mismo sentido, estas estructuras en la corteza inferior podrian estar intimamente
relacionadas con la segregacion sidlica o "transformacién" de la materia del manto (de
caracteristicas mds densas) en materia sidlica, dentro de un nuevo concepto fisico-quimico para
el manto superior (Sdnchez Cela, 1990).

A pesar de no existir un consenso sobre €l significado de esta corteza "en lecho", si parece
existir un acuerdo en considerar que la reflectividad de la corteza inferior estd relacionada con
zonas de elevado flujo térmico y que es una caracteristica mds reciente que las que presentan la
corteza superior y media, (Klemperer et al, 1986, 1987, 1990; Klemperer, 1987, 1989;
Allmendinger et al, 1987; Bois et al, 1987 a), que parece avalar que el engrosamiento cortical
estd relacionado con un crecimiento de la corteza en profundidad.

Independientemente de la naturaleza de la corteza inferior, es evidente que la contribucién
de los materiales sedimentarios paleozoicos en el engrosamiento cortical no fue suficiente, aun
teniendo en cuenta las potencias maximas de estos sedimentos (en total menos de 10 km). Si
ademds tenemos en cuenta que la cronologia de las masas graniticas es coetdnea con este
fenémeno y que, como ya hemos apuntado, la corteza presenta constantes fisicas que coinciden
con-las de las rocas graniticas, es obvio que tales rocas tuvieron que jugar un papel muy
importante en el origen del engrosamiento cortical.

Sin embargo, aunque todos los gedlogos estdn de acuerdo en definir la corteza como de
caracteristicas "graniticas" no ocurre lo mismo para determinar como tuvo lugar este fenémeno,
obviando, en su mayoria, el carcter "granitico" en profundidad. Segin nuestra interpretacion,
consideramos que estos macizos graniticos, superficialmente individualizados (circunscritos,
domiticos, etc., segiin su evolucién espacial y temporal), corresponden en profundidad a una
unica unidad granitica, constituyendo la "columna vertebral de la Cadena".Por el contrario,
muchos autores consideran que las rocas graniticas constituyen son masas diapiricas
desenraizadas con una escasa representacion en el volumen total de la corteza. Segin esta tltima
perspectiva, se plantearfan problemas tan importantes como ;cudl es el material que constituye
el resto de corteza sidlica engrosada?.

Aqui subyace cudl es el origen y formacién de estas rocas graniticas. Aunque no es
nuestro objetivo tratar aqui esta importante problemadtica, es dificil explicar la formacién de un
volumen importante de rocas graniticas a través de la anatexia cortical, ya que por una parte, no
existia el "protolito" adecuado (la columna litolgica paleozoica puede caracterizarse en conjunto
de composicién "margosa", con un espesor total inferior a los 10 km) y, por otra es dificil de
explicar cudles serian los mecanismos energéticos que pudieran ser capaces de provocar una
fusién tan generalizada. Es por ello por lo que el origen de las rocas graniticas deberfa
contemplarse desde otra perspectiva geolégica.

En relacién al engrosamiento y acrecion cortical es tambi€n interesante analizar cémo se
manifiesta la morfologia estructural de la zona axial en profundidad. A partir del perfil ECORS-
Pirineos (ECORS Pyrenees Team, 1988) se ha puesto de manifiesto que la estructura general
superficial con morfologia "en abanico" de la zona axial puede prolongarse en profundidad
bastantes km, hasta la corteza media . Sin embargo, en las zonas subpirenaicas, en ambas
vertientes de la zona axial, no hay evidencias de trazas de deformacién bajo los materiales
mes0zoicos y cenozoicos, al igual que el engrosamiento cortical no es tan patente en estas
zonas.

Entonces, ;qué significado petroestructural puede tener esta morfologia "en abanico" de la
zona axial con fallas inversas en la corteza?. Todo hace pensar que precisamente el fenémeno de
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engrosamiento cortical puede estar relacionado con esta morfologia especial, y que justamente
las bandas miloniticas, que siguen esta misma estructuracién, sean una manifestacién de la
dindmica de este fenémeno.

Debemos de resefiar también que el engrosamiento cortical en la Cadena Pirenaica tuvo
lugar en varias épocas geoldgicas, al menos hercinica-tardihercinicas. Esto se deduce a partir de
los estudios estructurales detallados de algunos macizos metamorficos de la zona axial. En ellos
se ha determinado que la estructuracién de la Infraestructura de la Cadena (constituida por rocas
paleozoicas metamérficas y abundantes rocas graniticas) es una caracteristica "mds reciente” que
la que presenta la Supraestructura (constituida por rocas epimetamoérficas del Paleozoico
Superior). Asf lo han deducido, entre otros, Verhoef et al (1984) en el macizo de Aston; de
Bresser et al (1986) en la parte occidental del macizo de Lys-Caillaouas y van den Eeckhout
(1984, 1986) en el macizo de Hospitalet.

Esta Infraestructura, mds joven, aflora en estructuras domdticas metamérficas, con
esquistosidades subhorizontales o ligeramente inclinadas de tendencia concéntrica, que son mis
modernas que las esquistosidades subverticales de las rocas epimetamérficas que constituyen la
Supraestructura. Estas estructuras domadticas, y las esquistosidades subhorizontales que
contienen, constituyen los "domos metamoérficos" asociados al emplazamiento de las rocas
graniticas en profundidad.

Ademds, a través de dataciones absolutas en algunos de estos macizos, como en el
Canigou, se han establecido edades hercinicas mds recientes (~ 330 m.a.) en los granitos

biotiticos "profundos” que en los "ortogneisses" supuestamente precdmbricos (~ 580 m.a.)

suprayacentes, habiéndose observado que durante el emplazamiento de los granitos profundos

se origind una esquistosidad domadtica que afectd a los ortogneisses. (Soliva et al, 1989;
Gibson, 1989).

Tanto los datos estructurales como la cronologia de formacién de los macizos graniticos,
hacen pensar que el engrosamiento cortical se realizé en varias fases petro-estructurales.

Todo ello, afiadido a las interpretaciones geofisicas, parece indicar que el engrosamiento
cortical est4 relacionado con el aporte en profundidad de nueva materia granitica y que a causa
de la isostasia se manifiesta también en superficie a través de una elevacién del terreno y la
formacién del orégeno. Asi, la corteza va engrosdndose por el aporte mds o menos episédico de
material "granitico” (en gran parte juvenil) que se emplaza en diferentes niveles estructurales
deformando y abombando las estructuras superiores y alcanzando, en algunos casos, la
cobertera sedimentaria. Esta nueva materia sidlica origina una dindmica cortical fuertemente
compresiva debido al aumento del volumen en profundidad.

Este abombamiento cortical compresivo puede responder fracturdndose en algunas zonas,
en especial en las de borde (zonas de ruptura estructural). Es precisamente en estas zonas de
"debilidad" estructural y fuerte componente compresivo donde pueden tener lugar importantes
fenémenos petrogenéticos y estructurales, relacionados con la liberacién de energifa térmica y
quimica a través de zonas de falla.

5. CONSIDERACIONES QUIMICAS EN LAS ZONAS DE FRICCION Y
ROCAS MILONITICAS.

5.1. Sobre la movilidad de los elementos quimicos.

Es sabido que cualquier cambio en las condiciones fisicas de un sistema natural en
equilibrio, podr4 originar, en su entorno, un estado de energfa potencial manifestdndose, entre
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otros aspectos, por la creacién de potenciales quimicos entre sus componentes que podrdn
formar campos de fuerzas capaces de movilizar cargas y transferirlas de una posicién a otra.
Estos potenciales tenderdn a equilibrarse por medio de reacciones quimicas entre los propios
minerales del sistema o a través de una migracién metasomadtica entre los minerales y la fase
fluida movilizada.

Este proceso de movilizacién selectiva de sustancias se desarrollard fundamentalmente en
fracturas mec4nicas, fisuras y cavidades, pero también puede desarrollarse a través de los
espacios intergranulares, ya sea mediante infiltracion favorecida por la presién de fluidos, o por
difusién a través de poros, entre los limites de granos, o entre los iones de una red cristalina. La
migracion de sustancias a grandes distancias se ve influenciada por la dindmica a lo largo de
planos de falla, y por la actividad de soluciones fluidas, siendo en este sentido més efectivo
(incluso en distancias de algunos km), el proceso de infiltracién que el de difusién; sin embargo
el mecanismo de difusion controla muchos procesos geoldgicos y puede ser importante sobre
todo en condiciones de alta temperatura; asi las modificaciones fisicas en la interfase entre la
corteza inferior y manto superior, podrian favorecer la relacién de migraciones atémicas a través
de las redes cristalinas y los potenciales creados en los fundidos silicatados naturales tenderdn a
equilibrarse a través de la difusién de las especies en migracion (Holloway & Wood, 1988).

La investigacién empirica sobre procesos naturales ha demostrado que existe una
movilidad diferencial de los componentes iénicos de un sistema, influenciada por las
propiedades de los elementos, las condiciones ambientales y los propios mecanismos de
transferencia idnica. Es asumido que esta movilidad estd controlada por el tamafio i6nico y por
la carga, siendo en general los cationes menos méviles que los aniones, (Ramberg, 1952;
Rankama & Sahama, 1952; Povarenmych, 1954) y entre todos los iones metdlicos, los m4s
féacilmente transportables son los alcalinos y alcalino-térreos; asi las actividades de Na y K
favorecen su migracion hasta distancias del orden del km, mientras que la transferencia de otros
componentes como Fe, Al, Ti es extremadamente limitada. Sin embargo la actividad de la fase
fluida juega un papel importante, tanto en la igualacién de los potenciales quimicos creados,
favoreciendo las transformaciones mineralégicas, como en el de ser un agente de transferencia
de calor y de masa capaz de transportar grandes cantidades de solutos (SiOp, Ca, Al, Fe, Mg,
S,...) sobre distancias considerables (Norton & Knight, 1977, Holloway & Wood, 1988).

Pero ademds, el aumento de la temperatura favorece la solubilidad de algunas especies
como el cuarzo, siendo transferida gran cantidad de SiOp, (Anderson & Burnham, 1965), en
especial en las zonas de fractura, (Korzhinskii, 1970). La influencia de la T como factor de
equilibrio en los procesos de transferencia idnica queda reflejada a través de la variacion del
coeficiente de difusién; asi a 252 C este coeficiente para algunos iones, es K+ = 1,96.10-5 cm?
s-l; Nat = 133.105 cm2 s-1; cat+ = 0,79.10‘Sc cm2 sl Estos valores se ven
directamente incrementados en funcién de la temperatura, segiin la ecuacion:

en donde R es la constante de los gases, T la temperatura absoluta, £ la conductividad
eléctrica de los iones a una T dada y V; la valencia del ion, llegando a aumentar 20 veces su

valor, en €l intervalo de 02 a 250° C.
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Como ejemplo, las variaciones del coeficiente de difusién del K, a distintas temperaturas
son (Gray, 1957): a 5°C —> D(g+)=1,16 . 105 cm2 §°1; a 552°C_—> D(gt) =
3,49.105 cm2 S-1; a 500°C —> Dy =109 . 105 cm? S-1.

Aunque la tendencia natural en todo sistema estd dirigida a alcanzar el equilibrio quimico,
las investigaciones y controversias entre cientificos americanos (Weill & Fyfe, 1964,
Thompson, 1959, 1970;..) y soviéticos (Korzhinskii, 1953, 1965, 1970; Nikolaev, 1957; ..)
han contribuido a establecer las bases sobre la migracién de sustancias, pero también a concluir
que es muy probable que en muchos casos los sistemas de rocas naturales no hayan alcanzado
el equilibrio quimico, aunque se aproximen estadisticamente a €l.

De cualquier modo, esta tendencia al equilibrio podrd plasmarse a través de
transformaciones mineralégicas reversibles, ya sea por recristalizacién en estado sélido, o
haciendo intervenir la fase fluida movilizada.

En resumen, la dindmica hercinica efectiva en fracturas entre bloques sidlicos en la Cadena
Pirenaica pudo favorecer tanto la creacién de altos gradientes térmicos como los procesos de
migracion selectiva de materia.

5.2. Significado quimico de las zonas de friccion y rocas miloniticas.

De los apartados anteriores se deduce que en las zonas de alta energia mecénica
desarrolladas sobre materiales sidlicos (graniticos) va a tener lugar una gran transferencia de la
materia mads movil hacia las capas mds superficiales, es decir hacia zonas menos energéticas,
principalmente de aquellos elementos mds moviles y abundantes en la Corteza como son silice,
y en menor proporcidn, sodio, potasio y otros elementos geoquimicamente andlogos pero
minoritarios en la corteza.

Aunque en base a consideraciones quimicas y energéticas se puede deducir la
movilizacién de la materia en las zonas de friccién de la corteza, la existencia de rocas
miloniticas puede ayudar a corroborar dicha movilidad, principalmente la de los elementos
quimicos citados anteriormente.

Como hemos comentado, las rocas miloniticas incluyen un amplio grupo de rocas en las
cuales se pueden diferenciar diversos tipos estructurales-texturales y mineralégicos, aunque
todas ellas responden a tipologias graniticas, desde las de mayor gradiente T-P, con sillimanita-
granate, a las de menor gradiente, retrégradas, con abundantes minerales arcillo-micéceos.

En relacién a las milonitas de alta T-P debemos hacer resaltar que estas rocas tienen menor
proporcién de cuarzo modal que las rocas graniticas encajantes; y siempre como un mineral
tardfo. Esto parece indicar que durante la génesis de estas rocas miloniticas hubo una gran
movilidad de SiOj, favorecido por la alta T y la existencia de fluidos (minerales hidratados).
Aunque no se aprecian diferencias acusadas en el porcentaje de feldespatos se puede predecir
también la movilidad de los dlcalis, junto a la silice, durante 1a formacién de dichas rocas.

Es en las abundantes rocas miloniticas polifdsicas y retrégradas en donde se pueden
obtener interesantes datos geoquimicos sobre la movilidad de algunos elementos. Estas rocas al
igual que las de alta T-P tienen menor proporcién de cuarzo, también de generacién tardfa, en
relacién a los granitos encajantes. Pero también tienen menor proporcién de feldespatos

‘(alcalinos y calcosédicos) y de biotita; por el contrario tienen abundante moscovita, minerales

arcillo-micéceos y cloritas.
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De los estudios petrolégicos se deduce ficilmente que la mayor parte de la moscovita y
minerales quimicamente andlogos (sericitas) provienen de la alteracién de los feldespatos
alcalinos y calcosddicos. Estas alteraciones asociadas a regimenes dindmicos bajo un ambiente
rico en fluidos (minerales hidratados), que podrian definirse en la literatura petrolégica como
sericitizaciones, sausuritizaciones, etc., conllevan balances quimicos interesantes en donde los
rasgos mds sobresalientes radican en la liberacién de silice, sodio y potasio y otros elementos
méviles minoritarios de menor significado quimico.

Asi en la "alteracion” de los feldespatos alcalinos y calcosédicos se libera silice y dlcalis:
Ortosa + Plagioclasa +HpO — > Moscovita-Illita + SiOp + K* + Nat.
En la cloritizacién de las biotitas también se liberan elementos silico-alcalinos:

Biotita — > Clorita + Si0p + K+

Estos elementos a mayor o menor temperatura se liberardn hacia zonas mds superficiales en
donde pueden participar en diversos procesos petrogenéticos.

5.3. Significado quimico del engrosamiento cortical -

En muchas zonas orogénicas como el Pirineo parece existir una relacién entre dindmica
cortical y procesos petrogenéticos con el engrosamiento cortical. Este engrosamiento, aunque
definido principalmente por datos geofisicos, puede ser también deducido a partir de datos
geoldgicos, en especial petroldgicos.

También parece existir una relacién entre el engrosamiento cortical y la reflectividad
sismica de la corteza inferior. Estas reflexiones son muy comunes en muchas zonas de la
corteza (Klemperer, 1989; Klemperer et al, 1986, 1990; Bois et al, 1987 b; Allmendinger et al,
1987, etc.). La interpretacién de esta corteza "en lecho", con Vp de 7 a 6 km / s es muy diversa,
aunque la relacion con zonas de "cizalla" parece ser la mds defendida tanto a partir del estudio
sismico de complejos metamérficos de alto grado (Fountain et al, 1987; Hurich et al, 1985,
Green et al, 1990), como a partir de la construccién de sismogramas sintéticos por modelizacién
sismica (Reston, 1987; Blundell, 1990). En el aspecto petrolégico los valores de Vp podrian
corresponder a rocas "granuliticas" que encajarian con el cardcter "estructural-metamoérfico" de
dicha zona.

Desde nuestro punto de vista es dificil entender:

a) La existencia de una diferencia muy marcada entre el cardcter sismico de la
corteza superior (transparente) y la inferior (reflectora).

b) Cémo procesos estructurales-metamoérficos pueden tener lugar a tales
profundidades entre 20 y 40 km).

Una posible explicacién para tales reflexiones podria ser que ellas son consecuencia de
fenémenos fisico-quimicos que tienen lugar en la transicién manto superior-corteza y ligados
con el fenémeno de engrosamiento sidlico a expensas del manto superior. En este sentido tales
reflexiones corresponderian mds a cambios de fase fisicos que quimicos, y la interpretacién, por
muchos geofisicos, de que las reflexiones sismicas de la corteza inferior corresponden a
estructuras mas recientes que las de la corteza superior parecen indicar que el engrosamiento
cortical se realiza fundamentalmente a expensas del manto superior.




En relacién con estas zonas de fracturacion compresiva méds o menos profunda tienen
lugar los fenémenos energéticos y quimicos considerados en este trabajo. Si a esto afiadimos el
cardcter sidlico del engrosamiento, no es dificil entender que la naturaleza del material que se va
a movilizar es principalmente silico-alcalina.

6. IMPLICACIONES PETROGENETICAS DE LAS ZONAS DE FRICCION Y
ROCAS MILONITICAS.

La relacién entre procesos petrogenéticos diversos y la generacién de calor asociado a
zonas dindmicas, ha sido considerada por algunos autores desde hace bastantes afios. Asf Scott
& Breyer (1953) fueron unos de los primeros autores en considerar procesos de fusién parcial
debidos a efectos friccionales en el Himalaya. La génesis de pseudotaquilitas por fusién parcial
inducida por el calor friccional generado en la falla Alpina (Nueva Zelanda) es considerada por
Sibson (1975) y Wallace (1976).

Posteriormente se han reconocido diversos procésos petrogenéticos asociados a “shear
heating" en distintas zonas de la Tierra: Graham & England (1976), Barton & England (1979),
England & Thompson (1984).

En relacién con zonas de friccién se considera la generacion de diversas rocas
calcoalcalinas, desde verdaderos granitos (Strong & Hanmer, 1981; Molnar et al, 1983), hasta
andesitas. Por lo que respecta a estas tltimas rocas son abundantes los autores que, dentro o no
del esquema de Tectdnica de Placas, relacionan directa o indirectamente la generacién de
magmas andesiticos con la existencia y el funcionamiento de grandes fallas inversas. (Nicolas et
al, 1977; Scholz et al, 1979; Scholz, 1980; Spohn, 1980; Brun & Cobbol, 1980; Turcotte &
Schubert, 1982,etc.).

Este mecanismo energético ha sido utilizado por nosotros para relacionar las rocas
andesiticas del Pirineo con el fenémeno de engrosamiento cortical (Sdnchez Cela et al, 1985) y
para relacionar los procesos igneos y los metamérficos en las rocas volcdnicas del SE de
Espaiia, que suelen contener enclaves metamérficos de alta T y P (Sdnchez Cela et al, en
prensa).

Aplicado al caso pirenaico, para comprender la efectividad del proceso dindmico de
friccién como fuente térmica y quimica del volcanismo "andesitico" calcoalcalino, es obvio que
hay que estudiarlo en el contexto espacial y temporal tardihercinico. Como vestigios de esta
actividad dindmica estdn las importantes fracturas E-W, asociadas en muchos casos a rocas
miloniticas.

Estas rocas miloniticas aparecen asociadas a los macizos graniticos de la zona axial
pirenaica y a los macizos metamérficos norpirenaicos. (Lamouroux, 1976, 1987; Lamouroux et
al, 1980-1981; Soula et al, 1986). También existen pseudotaquilitas (Passchier, 1982 a, b;
1984) asociadas a extensas zonas de cizalla y fallas inversas de directriz principal E-W. Debido
al cardcter polifdsico de la mayor parte de las rocas miloniticas, a causa de la superposicién de
varias fases de deformacién, es dificil de precisar los valores P y T maximos alcanzados en
estas zonas dindmicas. A pesar de este cardcter polifdsico retrégrado, en algunos sectores de la
falla de Mérens y en las zonas miloniticas de algunos macizos metamoérficos, como en el de
Saint Barthélemy, se han reconocido paragénesis (Biotita = Microclina * Sillimanita +
Cordierita + Almandino) que corresponden a 6502 - 750% C y 4-5 kb, coetdneos con el
metamorfismo regional de alta T y P hercinicos (Passchier, 1982, a, b; 1985; Lamouroux,
1987).



En muchas rocas volcdnicas andesiticas son frecuentes los enclaves metamdrficos con
paragénesis de Corindén * Espinela * Sillimanita + Granate..., como ocurre en algunas rocas
volcdnicas del SE de Espaiia. Nuestros estudios petrolégicos (Sdnchez Cela et al, en prensa)
parecen indicar la existencia de una relacién petrogenética entre el proceso metamorfico y el
volcdnico. Asi el fenémeno volcdnico parece corresponder a un estado de descompresion
subsiguiente al proceso metamérfico de alta T y P (stress) previo.

Ambos procesos, el metamérfico y el volcdnico, parecen estar relacionados con zonas de
friccién que se asocian al fendmeno de engrosamiento cortical.

Como ya hemos citado las zonas de friccién y las rocas miloniticas constituyeron, durante
su generacién, importantes fuentes de energia térmica y quimica (elemertos sidlicos). Estas
fuentes térmicas y quimicas pueden tener mucha importancia en la petrogénesis de muchas
rocas igneas en la zona pirenaica como parece ocurrir con las rocas volcénicas del Estefaniense.

Pensamos que los aportes térmicos y quimicos necesarios para la formacién de dichas
rocas volcdnicas proceden precisamente de las zonas de friccion y las rocas miloniticas que
hemos descrito. Las siguientes observaciones apoyan esta interpretacion:

1°) - Ausencia de rocas volcdnicas en el basamento preEstefaniense, existiendo por
el contrario, en andlogas o iguales alineaciones estructurales, rocas miloniticas o zonas de
friccién de evidente significado térmico y quimico.

29) - Existencia, por el contrario, de una correlacién entre los tipos petrolégicos
volcdnicos y el nivel estratigrdfico al que afectan. Las rocas volcdnicas del Estefaniense son
diferentes de las del Pérmico y ambas no aparecen en otros niveles estratigraficos inferiores.

39) - Existencia en muchos casos, de evidentes relaciones petrogenéticas entre las
rocas volcdnicas y los materiales encajantes sedimentarios: relaciones de contacto,datos
petrolégicos, mineralégicos, quimicos, etc.

Todos ellos, junto a otros datos, deducciones y consideraciones, nos han llevado a
considerar el origen de las rocas volcdnicas del Estefaniense en la zona pirenaica como
intimamente relacionado con las manifestaciones quimicas y energéticas asociadas a zonas de
friccién y rocas miloniticas, junto a la mayor o menor participacién de la cobertera sedimentaria
(Sénchez Cela & Lapuente, en prensa).
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ABSTRACT

Almandine garnets in dacitic-andesitic rocks are currently interpreted as from magmatic,
xenolithic or restitic origin. In this work the textural-compositional criteria used for their
genetical interpretation are analyzed and discussed.

Different nowadays interpretation on garnets of volcanics appear rather to be related to
the ambiguity in the use of such criteria, that in many cases results in the interpretation either
xenolith or magmatic origin by different authors for garnets of a same volcanic rock. On the
other hand, papers indicating the coexistence of both genetical garnet types in the same rock
are more and more frequent.

From all that, the use of such textural-compositional criteria ougth to be complemented
and checked through overall geological-petrological study of volcanics.

1.INTRODUCCION.

El granate de composicién predominantemente almandfnica aparece asiduamente como
constituyente mineralégico en distintos tipos de rocas fgneas intermedias y 4cidas, y puede
considerarse como uno de los elementos clave dentro del planteamiento de los modelos petro-
genéticos correspondientes a estas rocas. ?

Un breve repaso a la bibliograffa existente sobre el tema permite comprobar la existen-
cia de este mineral en numerosas variedades de rocas fgneas calcoalcalinas, desde andesitas,
dacitas, riodacitas y riolitas, hasta granitos, granodioritas y otras rocas pluténicas. Esta dis-
persién se traduce, por un lado, en el establecimiento de un amplio rango de condicionamien-
tos fisicos, qufmicos y geolégicos que posibiliten la presencia de este mineral en tan variados
grupos petrol6gicos; y por otro, en la definicién de improntas genéticas muy similares para
granates asociados a distintos procesos de formacién.

Tres son las hipétesis genéticas planteadas para explicar la presencia de granates en
rocas volcdnicas calcoalcalinas:

a) La que propugna un origen magmdtico' de este mineral y lo asocia a un proceso
de cristalizacién durante la evolucién del fundido fgneo.

b) La que considera un origen xenolftico, ajeno al proceso evolutivo de las rocas
volcdnicas, por incorporacién de granates previamente formados en el encajante atravesado por
el fundido durante su ascenso.
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c) La que mantiene un origen restftico del granate como residuo refractario del
proceso de fusién parcial de materiales corticales (pelfticos) al que se asocia el origen de las
rocas fgneas consideradas.

La acepcién para un caso concreto de una de las hipétesis que acabamos de senalar, se
basa en una serie de caracteres de tipo estructural, textural y geoqufmico que, aisladamente y a
menudo también en conjunto, pueden resultar bastante ambiguos.

Esta situacion ha llevado a frecuentes controversias, no ya a un nivel meramente con-
ceptual, sino en lo que se refiere al estudio de zonas y afloramientos muy concretos. Ademds,
es cada vez més frecuente la definicién de granates genéticamente distintos coexistiendo en la
misma roca (véase p.e. Clemens & Wall, 1984; Barley, 1987).

Esta posible coexistencia introduce una nueva visién de la cuestién, no exenta de proble-
mas, y que estd en relacién directa tanto con el hecho de que el crecimiento magmiético de los
granates no estd limitado a los dominios de altas presiones en la corteza, como con que en la
mayorfa de los fundidos, en los que geoqufmicamente pueden crecer estos minerales, es fac-
tible también la conservaci6n sin desequilibrios pronunciados de granates xenolfticos.

" A lo largo de este trabajo nos referiremos a la problem4tica del granate en lo que se
refiere a su presencia especffica en rocas volcdnicas. La discusién sobre el origen de este
mineral en rocas granfticas puede realizarse en términos bastante similares a los que a conti-
nuacién pasaremos a describir. De hecho, muchos de los criterios de discriminacién son utili-
zables en ambos tipos de rocas y, ademds, los datos tedricos y experimentales correspondientes
a los dos sistemas petrogenéticos pueden ser mutuamente extrapolados en determinadas condi-
ciones.

Sin embargo, el andlisis particular de la génesis de granates en rocas granfticas posee
suficientes caracteres diferenciales respecto al de las rocas volcdnicas como para constituir un
trabajo con entidad propia, actualmente en vfas de realizacién.

2.CARACTERISTICAS GENERALES DE LAS ROCAS VOLCANICAS ENCAJANTES.

Es bastante frecuente la presencia de granate con predominio de la molécula de alman-
dino en distintas variedades de rocas volcdnicas calcoalcalinas. Su distribucién abarca desde
términos composicionales andesfticos (tanto piroxénicos como anfib6licos o biotiticos) hasta
riolfticos.

Pese a esta aparente aleatoriedad, un examen de algunos de los trabajos publicados hasta
la fecha (Tabla 1) permite constatar la repeticién, mds o menos completa, de una serie de
rasgos comunes asociados a este tipo de rocas volcdnicas granatiferas.

En primer lugar, se trata de rocas con altas proporciones de K,O y claramente peralumf-
nicas (con corindén normativo), con la inica excepcién de las andesitas granatfferas de Che-
coslovaquia, con contenidos medios en K,0 y diépsido normativo. Estos caracteres se de las
rocas volcénicas calcoalcalinas se repiten en todos los casos considerados (Tabla 1).

Otro de los rasgos comunes a este tipo de rocas es la existencia de enclaves metamdr-
ficos que incluyen, a su vez, granate en su asociacién mineral constitutiva. La distribucién,
tipo y abundancia de estos enclaves es muy variable, y existen casos en los que no se eviden-
cia esta relacién (p. ej. las andesitas granatfferas de Checoslovaquia o las manifestaciones
dacfticas y riolfticas del Pirineo). Sin embargo, este cardcter constituye uno de los puntos
fundamentales a considerar al hablar de la génesis de los cristales aislados de granate en la
roca volcdnica.
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Tabla 1. Recopilacién de trabajos sobre granates en rocas volcdnicas intermedias-4cidas.

Situacién Tipo de roca volcdnica Edad Caracteres geoquimicos Enclaves | (Sr¥/Sr%) Referencias
Canterbury andesitas Mioceno Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI Batrum (1937)
(Nueva Zelanda) K con corindén normativo (las dacitas con Wood (1974)
dacitas y riolitas Cretdcico hiperstena normativa) SI >.705 Barley (1987)
SW de Jap6n andesitas y dacitas “Mioceno Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI Tagiri et al. (1975)
. K, peraluminicas (con corindén normativo). Ujike & Onuki (1976)
California (USA) andesitas 4cidas Pleistoceno Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI >.705 Gill (1981)
K, peraluminicas (con corindén normativo).
Checoslovaquia andesitas bésicas y 4cidas Terciario Rocas calcoalcalinas con proporcién media NO >.705 Brousse et al. (1972)
de K, (con diépsido normativo).
Crimea (USSR) andesitas bdsicas y 4cidas Mesozoico Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI Makarov & Suprychev (1964)
K, peraluminicas (con corindén normativo). Gill (1981)
Kamchatka andesitas bdsicas y 4cidas Mesozoico Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI Gill (1981)
(USSR) K, peraluminicas (con corindén normativo).
Green & Ringwood (1972)
Victoria riolitas Devénico Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI >.705 Birch & Gleadow (1974)
(Australia) K, peraluminicas (con corindén normativo). Irving & Frey (1978)
Clemens & Wall (1984)
Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de Oliver (1956)
Borrowdale andesitas 4cidas y dacitas Ordovicico K, peraluminicas (con corindén normativo). NO Fitton (1972)
(Inglaterra) Fitton et al. (1982)
Thirlwall & Fitton (1983)
Macizo Central Riodacitas y riou—aquitas Carbonifero Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI Bertaux (1982)
(Francia) K, peraluminicas (con corindén normativo).
Pirineos dacitas y riolitas Estefaniense- | Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de NO Bixel (1988)
(Francia) Pérmico K, peraluminicas (con corindén normativo).
Zeck (1968)
SE de Espaiia i joli Neégeno Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI >.705 Lépez Ruiz et al. (1977)
p dacitas y riolitas
K, peraluminicas (con corindén normativo). Massare (1979)
Munksgaard (1984)
Cordillera Ibérica Aparicio & Garcfa Cacho (1984)
(Espara) andesitas y dacitas Estef: Rocas calcoalcalinas con alta proporcién de SI Auqué (1986)
A K, peraluminicas (con corindén normativo). Lago et al. (1989)

Sédnchez Cela et al. (1990)




PIROPO + GROSULARIA

Figura 1. Representaci6n del quimismo de distintos tipos de granates en diagramas piropo + grosu-
laria-almandino-espesartina. A.-Granates en vulcanitas ( A borde; A centro) y rocas metamdrficas
de la serie regional (O borde; M centro) del Macizo Central Francés (Bertaux, 1982). B.-
Granates aislados en andesitas y riolitas (42 ) y en enclaves metamérficos ( % ) de esas mismas
rocas (Ldpez Ruiz et al., 1977) en el SE de Espaiia. C.- Granates de la serie metamérfica del
Sistema Central espaiiol (Aparicio y Garcfa Cacho, 1984). D.- Granates en andesitas (m)yen
enclaves metamérficos ( @ ) de Atienza; granates en enclaves ( A ) de rocas daciandeslticas de
Noguera (Teruel). Datos de la Cordillera Ibérica (Aparicio y Garcfa Cacho, 1984; Auqué, 1986).
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PIROPO + GROSULARIA

100

ESPESARTINA ALMANDINO

Figura 2. A.- Granates en rocas pluténicas (Allan & Clarke, 1981): M tipo I, cristales aislados
de granate de origen xenolftico; A tipo II, granates de origen magmético; @ tipo III, granates
magmdticos tardfos. B.- Granates en dacitas (A) y riolitas (@) pirenaicas (Bixel, 1988). C.-
Granates en dacitas y riolitas (Barley, 1987): @ de origen magmitico; de origen
xenolftico: M granate en enclave inclufdo en dacitas; A\ cristal aislado de granate, de origen
xenolftico, en riodacita. D.- Granates en riolitas (Clemens & Wall, 1984): @ granates tipo A y
D (magmdticos tempranos y'xeno]fticos con recrecimientos magmaticos); B granate tipo C,
magmdtico tardfo; A granate en enclaves xenolfticos.
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PIROPO PIROPO
T +

GROSULARIA GROSULARIA

: 100 . ; :
ESPESARTINA ALAMANDINO ESPESARTINA ALMANDINO

PIROPO + GROSULARIA PIROPO + GROSULARIA

ESPESARTINA ALMANDINO ESPESARTINA ALMANDINO

Figura 3. A.- Granates aislados en riolitas (Wood, 1974). B.- Granates en riodacitas (Green &
Ringwood, 1968). C.- Granates en andesitas ( B ) y dacitas ( @ ) (Oliver, 1956; Fitton, 1972).
D.- Granates en andesitas-riolitas de Checoslovaquia (Brousse et al., 1972).

Independientemente de la problemdtica acerca de la influencia que la asimilacién de
enclaves ha podido tener en la modificacién del quimismo de la roca volcénica encajante, los
datos isotépicos de Sr¥”/Sr* que han podido obtenerse para las rocas en cuestién (Tabla 1) son
siempre mayores de 0.705, lo cual parece sugerir que el cardcter peralumfnico puede proceder
de la asimilacién de materiales pelfticos (Gill, 1981). Por otro lado, en los estudios de
Clemens & Wall (1984), Munksgaard (1984), Barley (1987), etc., se concluye que las dacitas
y riolitas granatfferas de distintas zonas proceden de fenémenos anatécticos en los materiales
pelfticos de las respectivas series regionales.
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En cuanto a la distribucién espacial de estas rocas volcdnicas, tal y como sefiala Gill
(1981), parecen estar restringidas a 4reas continentales, aunque éste tampoco es un rasgo
definitivo. Por ejemplo, Westercamp (1976) sefiala la existencia de dacitas granatfferas en la
Martinica.

A la vista de la tabla 1, y exceptuando las andesitas granatfferas de Checoslovaquia,
puede esquematizarse y reducirse el problema al andlisis de rocas volcdnicas de car4cter cal-
coalcalino pot4sico, peralumfnicas (con corind6n normativo) y asociadas a zonas continentales
con materiales de composici6n pelitica en la serie regional. Por otro lado, dada la interrelacién
existente a priori entre la presencia de enclaves metamérficos y la problemética aquf analizada,
resulta conveniente considerar separadamente aquéllas rocas que los presentan (la gran mayorfa
de los casos analizados y que denominaremos a partir de ahora GRUPO I) de las que no los
contienen (GRUPO II).

Sin embargo, la composicién de los granates referidos a todos estos ejemplos (figs. 1, 2
y 3), incluyendo el caso Checoslovaco (Brousse et al., 1972), se mueve en rangos muy deter-
minados y préximos entre sf. Es mds, considerando las composiciones de los granates existen-
tes en las series pelfticas de metamorfismo regional de dos de los ejemplos analizados (Macizo
Central Francés y Sistema Central Espaiiol; figs. 1A y 1C), y compardndolos con el resto de
datos presentados en las figuras 1 y 2, es evidente que nos encontramos ante un fenémeno de
convergencia de procesos, expresado en un resultado de granates composicionalmente semejan-
tes.

Desde esta perspectiva es fdcil comprender la complejidad y ambigiiedad en las que se
mueven las disquisiciones sobre el origen magmético vs. xenolftico del granate en este tipo de
rocas volcdnicas.

3. DATOS TEORICOS Y EXPERIMENTALES SOBRE LA FORMACION MAGMATI-
CA DEL GRANATE.

El establecimiento de hipé6tesis sobre el origen del granate requiere un andlisis interac-
tivo respecto al medio o sistema en el que se presenta. Este andlisis ha de situarse, ademds,
dentro de un concepto de evolucién polifdsica inherente a la propia petrogénesis de la roca; es,
por ello, indispensable determinar los campos de estabilidad de este mineral y sus condiciones
limitantes para una adecuada evaluacién de su génesis. 2

Desde esta perspectiva, la evolucién en el conocimiento de los sistemas tedricos y ex-
perimentales ha influfdo de manera determinante en los sucesivas extrapolaciones realizadas en
el andlisis de sistemas naturales.

Inicialmente, los datos experimentales de Green. & Ringwood (1968, 1972) indicaban
que el granate almandfnico aparecfa como fase cercana al lfquidus en magmas de composicién
andesftica y dacftica (en un rango de P de 9-27 Kbars). Consideraban, por tanto, que tales
fundidos se derivaban de procesos de fusi6n parcial en la corteza inferior 0 manto superior, a
profundidades mayores de 25 km. Los procesos de desestabilizacién, asociados frecuentemente
a granates, se contemplaban como producto de reequilibrio al cambiar las condiciones de
presién del fundido durante su ascenso. De esta manera se explicaban los recrecimientos de
cordierita e hiperstena (Miyashiro, 1955), biotita-feldespato (Oliver, 1956) o clorita-magnetita
(Fitton, 1972).

Sin embargo, los granates cristalizados experimentalmente en las condiciones arriba
sefialadas resultaban sistem4ticamente mds ricos en Mg y Ca que los encontrados en las rocas
volcénicas (Gill, 1981; Bertaux, 1982).
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Los datos experimentales aportados por Green (1976 y 1977), al realizar fundidos a
partir de vidrios de composicién pelftica, comenzaron a sugerir que cierta proporcién de Mn
proviniente del material pelftico original podrfa estabilizar la formacién de granate a bajas
presiones. De esta manera, este autor estim§ que granates con un 20-25% de espesartina
podrfan estabilizarse a presiones correspondientes a profundidades menores de 12 km.

Posteriormente, Miller & Stoddard (1981) definieron condiciones de formacién menores
de 3 Kb para granates espesartfnicos con una proporcién superior al 10% de esa molécula en
su composicién. Por otro lado, Clemens & Wall (1981), al estudiar la evolucién de fundidos
de tipo S, indicaron la posibilidad de cristalizacién del granate a P de hasta 1 Kb dependiendo
de la relacién Mg/(Mg+Fe) y del contenido en Mn del fundido.

El proceso de cristalizacién del granate abarca, pues, un amplio rango de condiciones
fisicoqufmicas y geolégicas. Los caracteres diferenciales de los distintos condicionamientos
genéticos van a manifestarse en pequefias variaciones del quimismo de este mineral y en el
desarrollo 0 no de un zonado composicional.

Sin embargo, y desde un punto de vista estrictamente magmdtico, el granate, una vez
que cristaliza, estd sujeto a la evolucién posterior del fundido en el que se encuentra y, por
tanto, a posibles desestabilizaciones o procesos retrégrados que modifiquen sus caracteres
originales (p. ej. Green & Ringwood, 1968).

Por otro lado, si un proceso fgneo satisface en un momento determinado las condiciones
necesarias para la cristalizacién de granate, también las posee para la conservacién de un
posible granate xenolftico de similar composicién (Bertaux, 1982). Las condiciones de estabili-
dad diferenciales entre el fundido, granate magmitico y granate xenolitico, pueden dar lugar a
una compleja gama de situaciones que serdn funcién del quimismo de los granates y de la
evolucién posterior del proceso magmitico.

Por tanto, los estudios teéricos y experimentales, por s{ mismos, no son un argumento
de peso a la hora de decidir la génesis de los granates existentes en un afloramiento concreto.

4. REVISION DE CRITERIOS PARA LA DEFINICION GENETICA DEL GRANATE. |

La revisién bibliogrifica realizada sobre el tema pone de manifiesto la existencia de
distintos tipos de criterios empleados en la definicién de la génesis del granate. Bdsicamente
podemos agruparlos en tres tipos fundamentales: criterios estructurales, texturales y composi-
cionales.

En el primer grupo, definido a escala de afloramiento, podemos incluir la distribucién
(homogénea o heterogénea) de los cristales de granates en el cuerpo fgneo aflorante, la existen-
cia o ausencia de litologfas con granate en la serie regional atravesada por el mismo, la pre-
sencia o ausencia de enclaves (especialmente de tipo metamdérfico) y la existencia o no de una
relacién espacial entre los granates y los posibles enclaves existentes en esas rocas.

El segundo grupo de criterios, los texturales, incluye el tipo de morfologfas cristalinas
de los granates existentes en la roca volcdnica (anhedral/euhedral), la existencia o no de bordes
de reaccién en estos minerales, presencia o ausencia de inclusiones, tipo de inclusiones exis-
tentes, etc.

En los composicionales hemos inclufdo tanto los criterios que hacen referencia a la
constitucién qufmica propia de los granates (composicién media, borde-centro del cristal,
existencia 0 no de zonado mineral y tipos especficos de este zonado), como a las pautas
geoqufmicas relacionales entre estos minerales y las roca volcdnica que los engloba (acomoda-
cién o no de la constitucién del granate a las pautas evolutivas Fe-Mg, La-Y, La-Lu del pro-
ceso volcdnico), cuyo cardcter calcoalcalino hemos sefialado anteriormente.
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Del andlisis mds o menos completo de este conjunto de criterios se han deducido hasta
cuatro posibles situaciones en cuanto a la génesis de los granates en distintos tipos de rocas
volcénicas intermedias y dcidas:

- Un origen magmdtico (véase p. ej. Green, 1976, 1977; Lépez Ruiz et-al., 1977).
- Un origen xenolftico (p. ej. Bertaux, 1982; Aparicio y Garcfa Cacho, 1984)
- Un origen restftico (p. ej. White & Chapell, 1977; Clemens & Wall, 1984).

- Varias de las génesis anteriores coexistiendo en la misma roca (p. ej. Birch &
Gleadow, 1974; Clemens & Wall, 1984; Barley, 1987).

La tercera de las génesis propuesta, la restftica, supone un origen del granate como
residuo refractario de un fenémeno de fusién parcial de materiales corticales, que da lugar a su
vez al fenémeno volcdnico. Esta hip6tesis ha sido propuesta en casos en los que la existencia
de enclaves metamérficos ha sido interpretada como restos (restitas) de ese proceso de fusién
parcial y, por tanto, se enlaza directamente con la controversia existente entre la relacién
genética de estos enclaves y el proceso fgneo (Auque et al., 1987). Por ello, y desde un punto
de vista estrictamente descriptivo, consideraremos esta génesis dentro del car4cter xenolftico,
ya que su definici6n requiere la utilizacién de criterios mds ligados con la relacién petrogené-
tica entre el enclave metamoérfico y la roca volcdnica que con la especfficamente referida al
granate (S4nchez Cela et al., 1990).

4.1. Criterios estructurales.

Tal y como acabamos de ver, estos criterios suponen un andlisis del problema a escala
regional o de afloramiento. En general, la existencia de enclaves metamdrficos con granate en
las rocas volc4nicas consideradas es indicativa, cuando menos, de la necesidad de un estudio
muy detallado para la definicién de la génesis de los granates aislados presentes en las vulcani-
tas.

La controversia fundamental de este tema se ha centrado casi siempre en rocas volc4-
nicas que presentan este tipo de enclaves (Grupo I). Si nos fijamos en la tabla 1, en los ejem-
plos en los que no se manifiesta este cardcter (linicamente existe cristales de granate aislados.
en la roca volc4nica) ha sido definido un cardcter magmdtico para el granate y, en general, son
los casos donde los criterios composiconales (aquéllos de relacién geoqufmica entre granate y
roca volcdnica) parecen confirmar claramente esta hipdtesis. La aplicacién del resto de crite-
rios a estos casos carece de sentido, bien por su ambigiiedad intrfnseca, bien por la ausencia
de otros posibles caracteres que permitan inferir un caracter xenolftico y, por lo tanto, el otro
término de comparacién requerido.

Si a la presencia de enclaves metamérficos sumamos la existencia de relaciones en la
distribucién espacial y proporcional entre los granates y este tipo de xenolitos (Auqué, 1986;
Lago et al., 1989) deberemos comenzar a considerar como hipétesis de trabajo que, al menos,
parte de los granates existentes en la roca volcdnica puedan tener un origen xenolftico.

En general, la existencia de granate en la serie regional atravesada por el proceso fgneo
en su emplazamiento suele coincidir con la presencia de enclaves con granate. Sin embargo, e
independientemente de la existencia de este tipo de xenolitos, es interesante comprobar la
mineralogfa de la serie regional, puesto que en el caso de encontrar litologfas con granate serd
necesario determinar su composicién para la aplicacién de criterios mds especfficos (composi-
cionales).
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Como puede deducirse de todo lo anterior, los criterios estructurales suelen tener un
valor indicativo importante, al menos en cuanto a la planificacién y planteamiento previo de
hipétesis de trabajo.

4.2. Criterios texturales.

Dentro de este tipo de criterios se incluyen caracteres con un valor discriminatorio
importante junto a otros mis ambigiios.

La abundancia de inclusiones minerales dentro de los cristales aislados de granate (por
ejemplo, texturas poiquilfticas con biotita) en la roca volcdnica ha sido calificada como m4s
tfpica de crecimientos en estado sélido y por tanto indicativa de un origen xenolftico (Allen &
Clarke, 1981). El criterio, asf definido, no posee un cardcter excluyente respecto al resto de
posibles orfgenes. En todo caso, su confirmacién requerirfa un anilisis composicional de los
minerales inclufdos en el granate, los existentes en la roca volcdnica o los presentes en la
asociaciéon mineral de los enclaves metamérficos si estdn también presentes.

Un criterio mucho més definitorio es la presencia en un cristal aislado de granate de
inclusiones minerales especfficamente relacionadas con la mineralogfa existente en los enclaves
metamoérficos asociados (por ejemplo, sillimanita), o bien de texturas de tipo metamérfico
(helicfticas); situaciones ambas indicativas de un origen xenolftico de ese granate (Clemens y
Wall, 1984).

Otro criterio indicativo de un carécter xenolftico del granate puede venir definido por la
persistencia de este mineral en los bordes de reaccién que suelen presentar los enclaves meta-
morficos, y en los que el resto de la asociacién mineral metamérfica tfpica ha sido destrufda o
transformada en el proceso de asimilacién del enclave por el fenémeno fgneo (Auqué, 1986;
Lago et al., 1989).

La morfologfa de los cristales y la presencia o ausencia de bordes de reacci6n consti-
tuyen criterios que tnicamente deben servir de apoyo a otros més definitorios, ya que intrfnse-
camente no poseen mds valor que el descriptivo. En general, los caracteres anhedrales y pre-
sencia de bordes de reaccién en los granates existentes en una roca volc4dnica han sido inter-
pretados de dos maneras:

- Si existen otros criterios que permiten presumir un cardcter xenolftico de este
mineral, ambos caracteres se relacionan con fenémenos de desestabilizacién producidos
por los procesos fgneos al englobar un granate de origen, por tanto, xenolftico (p. ej.
Bertaux, 1982).

- Si por el contrario se ha definido previamente la génesis magmitica del granate
por cualquier otra circustancia, las morfologfas anhedrales y coronas de reaccién se
interpretan como desequilibrios generados por la evolucién del fundido sobre los grana-
tes previamente cristalizados (p. ej. Green, 1976).

Evidentemente, puede llegarse a una situacién similar en cuanto a indiscriminacién al
interpretar los cristales de granate euhedrales y sin bordes de reaccién (ver, p. €j., la discusién
de Herndn et al., 1981).

Pese a esta ambigiiedad, la utilizacién de este tipo de criterios ha sido considerada espe-
cialmente vélida en aquellos casos en los que se ha definido la coexistencia de dos génesis
distintas de granate en la misma roca fgnea (tanto en estudios referidos a rocas volcdnicas
como granfticas; ver p. ej. Vennum & Meyer, 1979; Allan & Clarke, 1981; Clemens & Wall,
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1984; Barley, 1987; etc.) Aungque, si bien es cierto que esta diferenciacién se ha realizado de
manera interactiva con criterios composicionales, no deja de presentar ciertas deficiencias tal y
comQ veremos posteriormente.

4.3. Criterios composicionales.

Se trata de los argumentos a los que se ha otorgado una mayor capacidad de definicién
en los trabajos analizados. Tal y como se ha sefalado al introducir este apartado, bajo la
denominacién de criterios composicionales inclufmos tanto los que hacen referencia especffica
a la composicién o pautas de zonado del granate como aquellos relativos a la mutua relacién
geoqufmica con la evolucién del proceso fgneo.

La utilizacién de estos dos grandes grupos de caracteres posee unos aspectos diferencia-
les a la hora de aplicarlos a casos concretos: mientras que los datos composicionales del grana-
te o sus pautas de zonado adquieren su valor cuando existen términos comparativos distintos
(granates aislados, en la serie regional, en enclaves metamdrficos, etc., es decir, en los casos
que hemos definido como Grupo I), los datos de caracteres geoqufmicos interrelacionales
granate/roca volcdnica son vdlidos incluso en el caso de existir inicamente cristales aislados de
granate en la roca volcdnica (Grupo II).

De hecho, este ultimo tipo de criterio (que podemos subclasificar como geoqufmico) ha
sido utilizado casi exclusivamente en las situaciones sefaladas como pertenecientes al Grupo
II, y no conocemos resultados de su aplicacién a casos mds complejos con evidente presencia
de granates no magmiticos.

Los criterios geoqufmicos consisten, bdsicamente, en el andlisis comparado de las pautas
evolutivas interactivas existentes entre el granate y el proceso fgneo como resultado de un
fenémeno de cristalizacién fraccionada. Entre los caracteres inclufdos en la aplicacién de estos
criterios se encuentra el andlisis de la evolucién La/Y de la serie magmdtica a la- que se aso-
cian las rocas volcdnicas con granate (p. ej. Fitton, 1972; Fitton et al., 1982), el andlisis del
coeficiente de reparto de tierras raras (REE) a partir de los contenidos La-Lu del granate y de
la roca que lo incluye (p. ej. Irving & Frey, 1978; Gilbert & Rogers, 1989), relacién Fe-Mg
en granates y biotitas de la roca volc4nica (Aparicio & Garcfa Cacho, 1984), etc.

La relacién La/Y de la serie considerada tiende a aumentar en los lfquidos residuales si
se produce una cristalizacién fraccionada con términos granatfferos, ya que los coeficientes de
reparto de estos elementos en relacién con el granate indican que este mineral va a concentrar
REE pesadas e Y, a la vez que rechaza REE ligeras (Fitton et al., 1982). De manera similar,
y en base al mismo principio, pueden considerarse las relaciones La-Lu del granate y de la
roca volcdnica encajante para comprobar si los coeficientes de reparto de estos elementos
(Irving & Frey, 1978; Gilbert & Rogers, 1989) indican una génesis por cristalizacién fraccio-
nada del granate.

Si bien la existencia de un enriquecimiento en REE ligeras y empobrecimiento en REE
pesadas de la roca respecto al granate , es indicativa del origen magmdtico de este mineral, el
caso contrario no necesariamente conlleva a un origen xenolftico. Simplemente lo que puede
deducirse en esta situacién es que el granate no procede de un proceso de cristalizacién frac-
cionada a partir del fundido original, pero puede derivar de modificaciones posteriores del
mismo por fenémenos de asimilacién o contaminacién y, por tanto, poseer un caracter magm4-
tico (Fitton, 1972; Fitton et al., 1982).

195




Por otro lado, a partir del estudio de los coeficientes de reparto La-Lu entre roca volc4-
nica y granate, puede llegar a inferirse la intervencién de este mineral como residuo refracta-
rio (restita) del proceso de fusién generador del fenémeno volcdnico. Este es el caso del estu-
dio de Gilbert & Rogers (1989) en riolitas pirenaicas donde, curiosamente, s6lo aparece una
agrupacién composicional de granate y no existen enclaves metamérficos. Aunque los granates
aislados en el seno de la riolita pueden proceder de un proceso de cristalizacién fraccionada,
existe la posibilidad de que este magma hubiera incorporado granates restfticos (y por lo tanto
asimilables a xenolfticos), por lo que habrfa que suponer que el punto de partida original del
proceso y su posterior evolucién han conseguido separarse espacialmente.

La aplicacién de este tipo de criterios, tal y como se ha sefalado anteriormente, se ha
restringido hasta el momento a casos asimilables a los que hemos denominado de Grupo II (p.
gj. Irving & Frey, 1978). No conocemos el resultado de su utilizacién en casos méds complejos
como los presentados, por ejemplo, por Clemens & Wall (1984) o Barley (1987), en los que
se indica la coexistencia de granates xenolfticos y magméticos.

Otro argumento de similar filosoffa a los anteriores puede utilizarse en el caso de exis-
tencia de granates en distintos términos composicionales de una serie magmdtica (naturalmente
en una determinada zona). En esta situacién, si los granates de cada tipo rocoso, por ejemplo
en dacitas y riolitas o en andesitas y dacitas, presentan caracteres composicionales distintivos,
en elementos mayores y/o menores (ver fig. 3C), puede deducirse que este rasgo se encuentra
ligado directamente a los procesos genéticos diferenciales de andesitas, dacitas y/o riolitas, y
por tanto, poseer un caricter magmaético.

Esta misma situacién puede visualizarse en los casos recogidos por Gill (1981, fig. 6.4.,
pdg. 187) y con algo menos de claridad en los granates existentes en dacitas y riolitas del
Pirineo (fig. 2B) segiin los datos presentados por Bixel (1988). En todos ellos puede observar-
se que la composicién de los granates contenidos en andesitas son més ricos en Mg y mids
pobres en Fe y Mn que los existentes en dacitas y riolitas, debido a las mayores relaciones
Mg/Fe y mayores temperaturas de las rocas andesfticas frente a los términos m4s diferenciados
(Brousse et al., 1972).

De la misma manera que los anteriores criterios, éste tltimo ha sido referido a situa-
ciones del grupo II o bien a casos en los que no se analizan expresamente los granates existen-
tes en enclaves metamérficos (Gill, 1981). Es de destacar que en el estudio realizado por
Barley (1987) aparece una tendencia similar entre granates existentes en dacitas y riolitas pero
con la salvedad de que los granates en las dacitas tienen un cardcter xenolftico (definido por su
similitud composicional con los granates presentes en los enclaves metamérficos inclufdos en
estas rocas, fig. 2C) mientras que en las riolitas presenta un cardcter magmatico.

Los criterios composicionales aplicados a casos mis complejos que los hasta ahora
sefialados (en general con presencia de enclaves metamérficos) se limitan a la comparacién de
los andlisis qufmicos realizados por microsonda de granates en distintas situaciones o ccn
distintos caracteres, obteniéndose resultados dispares en cuanto a la génesis de los granates
considerados.

Los da .ntos autores que han trabajado sobre el tema han deducido de este tipo de ani-
lisis comparativo tanto origeries xenolfticos (Bertaux, 1982; Aparicio y Garcfa Cacho, 1984;
Auqué, 1986; ver fig. 1) como coexistencia de granates de origen xenolftico y magmaitico
(Clemens & Wall, 1984; Barley, 1987; ver figs. 2C y 2D) interrelacionando criterios composi-
cionales y texturales.

En cuanto al zonado de los granates como criterio discriminatorio de su origen existe
una importante controversia en cuanto a su interpretacién. Desde el punto de vista de que tanto
los granates magmdticos como los metamérficos pueden poseer cualquier tipo de zonado (o0 no
poseerlo) o, incluso, a menor escala, ser el Mn un elemento crftico y variable tanto en zona-
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dos metamérficos como magmdticos (Yardley 1977; Gill, 1981), puede comprenderse la difi-
cultad de aplicar este planteamiento a casos complejos con granates aislados, enclaves meta-
mérficos y granates en la serie regional.

Repasando la bibliograffa puede verse cémo zonados diferenciales entre los granates
aislados y los presentes en enclaves metamérficos y/o serie regional han servido para definir
tanto:

- Un origen magmitico de los granates aislados (ver p. ej. Lopez Ruiz et al.,
1977) o bien la coexistencia de granates magmdticos y xenolfticos en la misma
roca (p. ej. Birch & Gleadow, 1974).

- Un origen enteramente xenolftico, con modificaciones mds o menos acusadas en
los granates aislados respecto a los presentes en los enclaves metamdrficos o serie.
regional debido a la asimilacién de aquéllos por el proceso volcdnico (Bertaux,
1982; fig. 1A).

Gran parte de la polémica se centra en que los rasgos mds diferenciales del zonado de
granates en distintas situaciones se encuentran asociados a la zona periférica del mineral y, por
tanto, sujetos a interpretaciones contrapuestas semejantes a las mencionadas al hablar de las
coronas de reaccién en los granates (véase la discusién de Bertaux, 1982).

Si bien esta situacién puede pensarse que alcanza el méximo grado de complejidad en el
caso de que todos los granates (los que aparecen como cristales aislados y como constituyentes
de enclaves o de la serie regional) estén zonados diferencialmente, tampoco presenta una
mayor facilidad de interpretacién el que aparezca el zonado tnicamente en alguna de las for-
mas de manifestarse este mineral. De esta manera:

- Si los granates aislados no estdn zonados y sf lo estdn los existentes en los
enclaves o en la serie regional, puede interpretarse que los primeros son xenocristales que al
ser englobados por el proceso volcdnico, y debido a la influencia que tiene la temperatura
sobre las propiedades de difusién qufmica en este mineral (Yardley, 1977), sufren un proceso
de homogeinizacién (ver p. ej. Aparicio & Garcfa Cacho, 1984). Sin embargo, también es
factible pensar que los granates aislados no zonados hayan cristalizado en condiciones de P
constante y que el proceso de ascenso posterior del fundido haya sido rdpido (ver p.ej. Gilbert
& Rogers, 1989).

- En el caso de que los granates aislados estén zonados y no lo estén los inclufdos
en enclaves o en la serie regional puede interpretarse un origen magmitico de los primeros ya
que no es factible una reorganizacién qufmica del granate xenolftico al ser inclufdo en el
magma para explicar la adquisicién del zonado. Sin embargo, puede suceder que un granate
xenolftico haya servido de micleo para un crecimiento posterior de tipo magmatico con desa-
rrollo de zonado ( ver p. ej. Clemens & Wall, 1984).

5. CONSIDERACIONES FINALES.

En esta revisién sobre la problemitica del origen del granate en rocas volc4nicas calcoal-
calinas (intermedias-4cidas) hemos pretendido situar al lector frente al mayor nimero de cri-
terios y caracteres, asf{ como a las dificultades inherentes a su interpretacién. Quizds por ello
alguno de ellos no haya sido tratado en la extensién necesaria, aunque esperamos que las abun-
dantes citas bibliograficas subsanen este defecto.
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De este andlisis general pueden obtenerse algunas consideraciones acerca de la situacién
actual de la cuestion. En general, los rangos composicionales obtenidos para los distintos tipos
posibles de granate han de tratarse siempre de una manera interrelacionada con otro-tipo de
caracteres. Esta situacién suele llevar asociada una cierta subjetividad a la hora de dividir o
clasificar grupos composicionales, mayor cuanto menor sea el nimero de datos analfticos
disponibles. i i

Por otro lado, la utilizacién de distintos tipos de criterios de manera interactiva ha hecho
aparecer frecuentemente andlisis en los que se obtiene como resultado la existencia de granates
con distintos orfgenes en la misma roca. Esta situacién se hace perfectamente comprensible si
pensamos que el problema fundamental es que estamos tratando con procesos convergentes
superpuestos, que pueden dar lugar incluso a situaciones de recrecimientos magmiticos de
granate a partir de cristales xenolfticos de este mineral (granates tipo D de Clemens & Wall,
1984 y tipo B de Barley, 1987; figs. 2C y 2D).

Esta superposicién de procesos con resultados similares es la causa fundamental de las
dificultades existentes en la aplicacién de los distintos criterios definidos. EI mismo efecto
puede obtenerse a partir de distintas causas y, por tanto, la hipétesis planteada debe estar
basada en el conocimiento del mayor nimero de pardmetros posible del sistema involucrado.

En este sentido no conviene olvidar que algunos de los argumentos utilizados (por ejem-
plo, 1a mayorfa de los geoqufmicos) han sido comprobados parcialmente en casos muy deter-
minados y aparentemente sencillos. Por ello necesitan una validacién y andlisis mds amplios en
orden a determinar sus condicionamientos reales de aplicacién general.

Por otro lado, el resto de criterios composicionales (composicién global, zonado, etc.),
asf como muchos de los texturales, resultan intrfnsecamente ambiguos, y gran parte de la
controversia existente en este tema ha nacido de su exclusiva aplicacién a determinados casos.

La presencia o ausencia de enclaves metamdrficos, como elemento asociado a esta pro-
blemdtica, constituye un argumento fundamental a la hora de plantear la correspondiente hipé-
tesis genética del granate. Es sintom4tico que en aquellos casos en los que no aparecfan este
tipo de enclaves se ha conclufdo un origen magmitico para este mineral. Y de manera opuesta,
en situaciones con presencia de enclaves metamdrficos, se ha establecido un origen parcial o
totalmente xenolftico.

La depuracién en la metodologfa de estudio y en los criterios utilizados ha provocado
frecuentes redefiniciones en las interpretaciones de los mismos casos analizados por diferentes
autores. Este hecho puede observarse si comparamos los trabajos de Wood (1974) y Barley
(1987) en Mt. Somers (Nueva Zelanda): mientras que para el primero los granates existentes
en las riolitas eran de origen magmdtico, para el segundo coexisten granates magméticos y
xenolfticos.

Un ejemplo todavfa mds claro lo tenemos en la interpretacién de los granates existentes
en las rocas calcoalcalinas intermedias y 4cidas del SE de Espafia. Asf Zeck (1968) considera
los granates existentes en las rocas dacfticas como de origen xenolftico; Lépez Ruiz et al.
(1977) como de origen magmdtico, y por ultimo, Massare (1979) y Bertaux (1982) como de
origen xenolftico con recrecimientos magmaticos.

A la vista de estos casos es aconsejable, al abordar esta problemdtica, el andlisis del
mayor mimero de criterios posibles. Esta necesidad viene directamente definida por el cardcter
ambiguo de muchos de estos criterios analizados aisladamente. Por otro lado, es necesario un
mayor andlisis del cardcter discriminatorio de criterios fundamentalmente geoqufmicos, en
orden a establecer sus capacidades en los casos mds complejos. Las rocas dacftico-andesfticas
con enclaves metamérficos (como las del SE de Espafia y Cadena Ibérica) en las que puede
establecerse una comparacién entre los granates de la roca volcdnica y los de los enclaves,
pueden constituir una buena base de testificacién.
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NOTAS ECOLOGICAS DEL RIO GRIO

H. Marco
Departamento de Bioquimica y Biologia Molecular
y Celular. Facultad de Ciencias Quimicas.

Ciudad Universitaria. 50009 ZARAGOZA (Espafia).

Abétract.: In this paper is exposed a study physical-chemi-
cal and bacteriological of Grio river water, subjected to great
fluctuations on its fluvial regimen, even completely dry someti-
me during the year. It is described the microflora and microfau-
na detected in Grio river.

1. INTRODUCCION.

El presente trabajo es continuacién de un estudio ecolbgi-

co aue estamos realizando en cursos fluviales v aguas estancadas
de Aragébn.

El rfo Crfo es un afluente del rio Jalbén, que tiene su naci-
miento en la Sierra de Algairen, en el pico Atalaya, con una co-
ta de 1.235 metros sobre el nivel del mar.

Este rio ofrece normalmente un caudal muy reducido, con es-
tiajes durante los meses de verano, que en ocasiones dejan su cau-
ce totalmente seco, gue discurre a lo largo de una depresibn tec-—
ténica situada en la citada sierra, asfi como en la Sierra de Vi-
cort. Pasa por un estrecho valle, llegando al norte de la Almunia
de Dona Godina, vertiendo finalmente sus aguas en el rfio Jalén,
en las afueras de Ricla (Fig. 1). Como puede apreciarse en el pla-
no, el rio Grio inicia su recorrido en el Campo de Daroca, atra-
viesa los Campos de Carinena, Calatayud, terminando en el Campo
de la Alumnia de Dona Godina.
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Fig. 1.- Ubicacién hidrogréfica del rfo Grio.

2. MATERIAL Y METODOS DE TRABAJO.

2.1.- Campo de trabajo.

Se han elegido como estaciones de muestreo las que a conti-

nuacién se citan:

Estacibn de Codos

En las cercanfias del pueblo, a una altitud de 751 metros,
con una precipitacién anual de 751 mm. La poblacibn vegetal pre-

dominante estd representada por el Quercus ilex, Quercus pirenai-

ca, Pinus Pinaster y Pinus halepensis. Es zona de cultivo de ce-

reales, asi como de frutales: almendro, manzano y peral.

Estacién de Tobed

Este pueblo se encuentra situado al pie de la Sierra de Vi-
cor, se ubica a 637 metros de altitud, con una precipitacién
anual de 500 mm. Vegetacibén y cultivos semejantes a los indica-
dos en Codos.

Estacibn de Santa Cruz de Grio.

Esta localidad se encuentra situada igualmente al nie de la

Sierra de Vicor, a una altitud de 712 metros y una precipitacibn
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media anual estimada en 500 mm. La vegetacibn v cultivos son se-
mejantes a los de las estaciones anteriores, salvo un cultivo

preferente de fresones.

Estacién de Mula Roya

Se trata de un Parque, protegido por la Direccibn forestal,

con una repoblacibén dominante de Pinus halepensis. Las aguas del

rio Grio estédn controladas por una presa recién construida, que
permite conservar el agua durante los estiajes y muy especialmen-

te mediante el aporte de un manantial cercano.

2.2.- Técnicas de trabajo

Durante los anos 1989 y 1990 se han practicado muestreos men-
suales, para asf obtener los valores medios correspondientes a pa-
rémetros fisico-quimicos, basteriolégicos y determinancién de la

microflora y microfauna reinantes.

_ Los andlisis guimicos se han realizado en los Laboratorios
CONTA S.A., de Zaragoza.

En la identificacibn de la microflora y microfauna, se han
consultado los trabajos de Margalef (1953, 1955, 1983), Dosset y
Monzon (1888), Cémara Nino (1951), Kiefer y Fryer (1978) y Bick
(1972) .

3. OBSERVACIONES Y RESULTADOS.

3.1.- Paré@metros fisico-guimicos.

Por los datos expuestos en la Tabla I, se aprecia un elevado
contenido de oxigeno, explicable nor el hecho de aue,en las &po-
cas de riadas relativamente intensas, las aquas se airean en for-
ma anreciable, nuesto aue en un tramo de unos 41 kms. se descien-
de desde 1.200 metros en su nacimiento hasta 347 metros en la lo-
calidad de Ricla, lugar en que el rfo Grfo vierte sus aguas en el
rio Jalén.

Temperatura en C2., ., . . 13
DBORGII ¢ v . €10 mg/)

Ox{fgeno diouelto, ., . 9 ng/1
D e e e s T

Tabla I,-Valor medio de los pardmetros
fisico—quimicos del rio Grio.Affos 1989-90

El andlisis quimico de estas aguas, nos ha pronorcionado los

siquientes valores medios, que se exponen en la Tabla II.
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COXCaRSRIpIcIe it R | 208 mg/
Su}fatos. R S O ma /]!
Cloruros. . . . . . . . 28,5 mg/1
Nitratvoss N e 7] 4 me/)
Nitritos. . . . . . . . 0,094 mg/1
Bicarbonatos, . . . . . 179,4 mg/1
Calodol o el el oiel el el 16059k mg /1.
Magneeio., . . « . . . . 13,6 mg/1
Potasiolion e il 1, 8mmg/L
Sodio . ¢ . 4 e 0 .0 . 9,2 mgld

Conductividad eléctrica, . . 337 «S w™t

Tabla II.- Valor medio de la composicion
quimica de las aguas del rio Grio.Afios 1989-90

Como consecuencia de estos resultados, se observa un elevado
porcentaje en carbonatos y sulfatos, indicativos del tipo de terre-
nos por los que discurre el cauce'rdel rio Grfo, cue son depbsitos
yesiferos del terciario asf como materiales calcdreos del cuater-
nario, ror lo que son aguas de alta dureza, corroborada por el ele-
vado valor de la conductividad eléctrica, del orden de 337 nS.cm_1
nuesto que cuando se trata de aguas muy puras, los valores de la
conductividad son siempre bajos, como pudimos apreciar en un tra-

bajo publicado acerca del rio Huecha (Marco Moll, 1988).

Teniendo en cuenta la vosible contaminacién, gue por desgra-
cia aqueja en la actualidad a la mayor parte de los rios espafo-
les, especialmente por el abusivo emnleo de produétos gquimicos en
la agricultura, se analiz6 la posible presencia de determinados
oligoelementos que pueden ser perjudiciales y gue se exponen en

la Tabla III:

Hierro . . . . 40,5 mog/l
Cadmio . . . . .1 mcg/l
Merocurio , . . .<0,1 mcg/l
ZIN0T et s e <O Emog /1
Mangeneso., . . .40,5 mog/1

Tabla III.- Valor medio de oligoelementos
detectados en las eguas del rio Grio,
Afios 1989-90

Como puede apreciarse, el contenido de estos metales se en-
cuentran nor debajo de los valores establecidos como marcadamen-—

te contaminantes.

3.2.- Observaciones bacteriol6gicas.

En el aspecto bacteriol&gico, segfin los datos aportados en
la Tabla IV, nos indica que el nfimero de coliformes totales sobre-
pasan el valor.méximo, establecido seglGn normas de la Sanidad de
un 10 % ml., ya que aparecen con una cifra de 92 % ml., que jus-

tamente con el Strentocccus fecalis, sobrepasan el valor mdximo
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establecido, que es de un 10 % ml., deduciéndose con ello que es-

tas aguas se encuentran fuertemente contaminadas, no debiendo ser

utilizadas para el consumo humano.

resultado unidades
Reouento aerobios a 37 C2, ., . 291 1lml
Coliformes totales . . . . . . 92 100 ml
Coliformes fecales . . . . . . 9 100 ml
Streptocoocus fecalis, . . . . 21 100 ml
Clostridium sulfito-reductores 2 20 ml

Tabla IV.- Analisis bacteriologico de las aguas del rio
Grio. Valores medios correspondientes & los afios 1989-90

3.3.- Microflora caracteristica.

A continuacibén se describen las formas vegetales pertenecien-
tes al grupo de las Algas, cue han sido destectadas a lo largo de

dos anos de observaciones.

Cianoficeas

Género ANABAENA

Muy esnoradicamente detectada la Anabaena flos-aquae.

Género CHROOCOCCUS

Durante el mes de septiembre aparecen masas constituidas por

agrupaciones de ocho células correspvondientes a la especie Chroo-

coccus minimus.
Género GLOEOCAPSA
Aparece como muy abundante la especie Gloeocapsa juliana,

con células de 4 micras. En menor presencia Gloeocapsa Sp., en
colonias de dos células.

Género MERISMOPEDIA

Ha sido detectada la pnresencia de Merismopedia punctata en

colonias de 14 x 10 micras.
Género OSCILLATORIA
Este género es bastante abundante, habiéndose detectado las

siguientes especies: 0. svplendida, O.irriqgua, O. brevis v 0. te-

nuis.Las especies 0. snlendida y O. irrigua aparecen con mucha

constancia en las cuencas fluviale; que han sido estudiadas en
Aragbn.
Género SPIRULLINA
_Muy esporadicamente se detecta la presencia de la Spirullina
minor.
Diatomeas
Este grupo se encuentra ampliamente representado a lo largo
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del curso del rfo Grfo. La relacibn de especies identificadas son

practicamente las mismas gue hemos descrito en el trabajo que pu-

blicamos acerca del rio Huecha (Marco Moll, 1988).

7

Lamina I.- 1) Diploneis ovalis; 2) Amphora ovalis; 3) Cymbella tennuis;
4) Surirella patella; 5) Cymatopleura solea; 6) Nitzschia ge-—
nuina; 7) Gyrosigma attenuatum; 8) Amphora ovalis; 9) Cymbe-
lla naviculiformis; 10) Surirella sp.; 11) Cymbella prostra-

ta.




Debemos resaltar la presencia de algunas especies en canti-
dades abundantes, que exponemos en la l&mina I, como son Diplo-

neis ovalis, Amphora ovalis, Cymbella tennuis, Surirella patella,

Cymatopleura solea, Nitzschia genuina, Gyrosigma attenuatum, Cym-

bella naviculiformis y Cymbella prostrata.

Cloroficeas

Género ANKISTRODOSMUS

Durante los meses de mayo y junio se detecta la presencia de
Ankistrodosmus falcatus.

Género CLADOPHORA

El género Cladophora se encuentra poco extendido, unicamente

en remansos, que no son muy abundantes. Aparece muy esporadicamen-
te Cladophora glomerata y Cladonhora fracta.
Género CRUCIGENIA

Muy esporadicamente la especie Crucigenia irregularis, en ce-

nobios de 14 micras.
Género PEDIASTRUM
Este género se encuentra ammliamente representado a lo largo

de todo el curso fluvial, presentédndose en cantidades masivas du-

rante el mes de nqviembre, hasta tal punto cue constituyen las

formas dominantes de algas, con las siguientes especies:

Pediastrum duplex.- ‘Formas coloniales de 10+5+1, de 42 micras

de didmetro, siendo ésta la finica especie de este género que se
mantiene durante el invierno (Fig. 2)

Pediastrum sp.- Colonias de 6+2, en ocasiones de 6+1, con un
di&metro de 42-56 micras. Las células periféricas aparecen mdti-
cas (Fig. 3).

Pediastrum sp.- Formas coloniales de 8+1 células. Las peri-

féricas aparecen con dos &ngulos cortos.

Figl-Pediastrum dublex Fig2-Pediastrum sp.




Género SCENEDESMUS
Este género se encuentra representado por las siguientes es-
pecies:

Scenedesmus Westi, formas coloniales de ocho cé&lulas, que

portan un cloroplasto bien definido.

Scenedesmus acutiformis, colonias de cuatre cé&lulas.

Scenedesmus cuadricauda, colonias de cuatro células, las ex-

tremas terminadas en una larga espina encorvada.

Scenedesmus acuminatus, en colonias de ocho células.

Conjugadas

Género CLOSTERIUM

Las aguas del rio Grio son abundantes en especies del género
Closterium, habiéndose identificado las siguientes especies:

Closterium acerosum, con sus células rectas en forma de puro,

que miden 280 micras.

Closterium pusillum. muy abundante.

Closterium Ehrenbergi, abundante.

Closterium'littorale.

Closterium moniliforme, muy abundante.

Closterium beibleni.
Género COSMARIUM

La especie mds corriente es el Cosmarium bipunctatum. Muy es-

porddico el Cosmarium cucurbita al igual que el Cosmarium vesatum.

3.4.- Microfauna caracteristica.

Infusorios
Género PARAMECIUM

Especialmente durante el mes de noviembre se detecta una abun-

dante poblacidén de paramecios, representados el primer lugar por

el Paramecium caudatus y con menor presencia el Paramecium bursa-

ria. En los restantes meses del afo aparecen muy esporadicamente.
Género COLPIDIUM
En los meses de octubre y noviembre son muy abundantes el Col-

pidium colpoda y el Colpidium campylum, muy representativos en los

cursos fluviales de Aragbn, indicadores poliosaprobios.

Género COLPODA ;

Este género convive con el Colpidium, siendo la especie tipi-
ca el Colpidium cucullus.

Género CCLE?S

Este género esté represehtado por el Coleps hirtus, cuya pre-
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sencia es muy abundante durante el otofo.
Género EUPLOTES

Se ha identificado el Euplotes charon. Sobre restos vegeta-

les en descomposicién el Euplotes patella, infusorio indicador

betamesosaprobio. Muy esporddico el Euplotes affinis.
Género LEMBADION

Unicamente durante el mes de sentiembre se ha identificado

el Lembadion lucens, cue vive sobre los filamentos del alga Cla-

dophora fracta.
Género STYLONYCHIA

Sobre filamentos de Cladophora aparecen ejemplares de Stylo-

nychia mytilus. Es poco abundante, siendo considerado por Kolwitz

(1969) como indicador alfa/beta mesosaprobio.
Género TRACEELIUS

La especie Trachelius aovum se identificé durante el mes de

noviembre, considerado por Kolwitz (1969) como infusorio indica-
dor beta-mesosaprobio de alimentacién carnivora.
Género VORTICELLA

Se detectaron sobre filamentos de Cladophora'fracta, la Vor-

ticella convallaria y la Vorticella similis, propia de medios oli-

gosaprobios.
Rotiferos

Los Rotiferos no son muy abundantes en en rio Grio. Se han

identificado las siguientes especies: Philodina roseola, Philodi-

na citrina, Lepadella acuminata, Monostyla lunaris y Monostyla

closterocerca.
Conépodos

Es corriente la presencia de una especie sin identificar del

género Eucyclops.
Ostracodos

En los remansos del rfo Grio se ha identificado la especie

Cypris monacha.

Nematodos

Al iguai que en otros cursos fluviales estudiados, aparece

el Mononchus longicaudatus, aunque su presencia estd muy restrin-

gida.

Finalmente debemos citar la presencia de larvas pertenecien-
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tes al grupo de los Chiron6midos y que no ha sido posible identi-

ficar:
4. DISCUSION.

De todo lo expuesto anteriormente, se puede sacar como con-
secuencia que el rio Grio constituye un ecosistema sumamente ines-
table, debido a las grandes variaciones a gue se encuentra some-

tido su régimen fluvial, muy especialmente cuando en los meses de

verano, su cauce queda totalmente seco.

Esto determina una pobreza en algas filamentosas, a excepcién
del género Cladophora. Los géneros Ulothrix y Spyrogira, abundan-
tes en el rio Huerva (Marco Moll, 1979, 1988), asi como en el rio

Huecha (Marco Moll, 1988), no se desenvuelven en estas aguas.

En cambio, formas unicelulares como Closterium y Cosmarium,

asf como las del tipo colonial Pediastrum y Scenedesmus, se encuen-

tran ampliamente adaptados a las condiciones ambientales del rio
Grfio, muy especialmente durante los meses de noviembre y diciembre,
coincidentes con con un mayor régimen fluvial y una mayor minera-
lizacibdn de sus aguas, representada por su elevada conductividad

eléctrica, que alcanza una media de 337 nS cm—l.

Todos estos factores determinan una precaria representacidén
de la microfauna, gue no encuentra medio estable y permanente pa-

ra su supervivencia.
5. RESUMEN.

Las aguas del rio Grio muestran una elevada mineralizacidn,
con altas dotas de carbonatos y susfatos, con intervalos de estia-
je total. Las aguas aparecen fuertemente contaminadas, especial-

mente en Streptococcus fecalis.

Hay una marcada pobreza en algas filamentosas y existe una

preponderancia en especies de los géneros Pediastrum, Scenedesmus,

Cosmarium y Closterium, muy particularmente durante los meses en

que el caudal resulta apreciable.
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