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Comentarios _sobre el libro de Wolfang Pauli (*)

ESCRITOS SOBRE FISICA y FILOSOFIA

por

Luis J. Boya Balet

Departamento de Física Teórica, Facultad de Ciencias
Universidad de Zaragoza. - 50009 - ZARAGOZA, Spain

In trod úcción.

Se trata de 21 ensayos sobre física moderna y filosofía de la
ciencia escritos por el gran físico teórico W. Pauli (1.900-1.958) ,
publicados en la prensa diaria, revistas de filosofía, etc . Se dividen en
tres .grandes bloques : 1) Escritos sobre la Teoría Cuántica, II) Escritos
filosóficos generales y III) Celebraciones (Festschrifts y obituarios) . La
distinción entre los grupos es a veces algo artificial.

1.- Escritos sobre la Teoría Cuántica.

#1. MATERIA (1.954). Pauli nos invita a un paseo por los conceptos
de materia, desde la inercia newtoniana, donde incluye la aguda
observación de que la indefinición de fuerza se justifica con la tercera
ley , pasando por las leyes de conservación en química, y entrando en el
concepto de campo de Faraday y Maxwell, que aceptado como un punto
de vista superior, condujo a Einstein a reinterpretar la gravitación como
una teoría de campos. Interviene la atomística, y la equivalencia de
masa y energía. Se introduce la mecánica cuántica, con énfasis en la
complementariedad .

.(* ) Editorial Debate. Colección Pensamiento. Madrid, XI-I .996 .
Traducción de "Writings on Physics and Philosophy",

Springer, Heidelberg 1.994. Editado por c.P. Enz y K. von Meyenn
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#10 .- ESPACIO, TIEMPO Y CAUSALIDAD EN FISICA MODERNA
(1.936) . Considera aquí ' Pauli las tres constantes de la naturaleza (h, e , y
G ) Y los tres dominios de la física clásica, en que h es aun despreciable,

a saber: la física newtoniana (e = 00, G = O), la relatividad especial (e
finita) y la teoría rel ativist a de la grav itación (e y G finitas).

Ep istemológicamente, la rel atividad especial nos obliga a modi­
fica r el co ncepto de espacio-tiempo, y la relatividad general uni fica el
movimiento con gr avedad con el mo vimiento libre (geodésico ). La
introducc ión de la mecánica cu ántica produce un cambio aun más
dr ást ico ; Pauli suscribe completamente el Kob enhiig en ergeist de la
teorí a cúa nti ca, pero enfatiza más la complementariedad (Bohr) qu e la
incertidumbre (Heisenberg). Es muy sabrosa la discusión de la em isión
de luz por un átomo excitado , -,contraponiendo la 'onda esférica (caracter
ondulatori a) con la N adel sthralung (corpuscular), la misma comparación
que habí a preocupado a Einstein. Es curiosa su conjetura que rel aciona la
constante de Fermi GF con la gra vitación , quizá el único intento de
relacionar directamente estas dos interacciones ,

# 18. PRINCIPIO DE EXCLUSION. (Conferencia Nobel ( 1.945) ,
publicada en 1.948 . Es un valioso ducumento hi stórico, que retrotrae el
principio (¡de Pauli! ) a los datos espectroscópicos de los años 20. Pero
Pauli no dice porque no interpretó el cuarto número cuántico, como
debido al spin del electrón, sino a unadualidad [Z w eideutigke it ]
irredu cible a la mecánica clásica; de hecho, Pauli (como Bohr, Heisenberg
y otros) tardaron en aceptar la hipótesis de Uhlenbeck y Goudsmith del
spin, hasta que L.H .Thomas demostró que explicaba correctamente el
fac tor 112 necesario para el' aju ste emp írico de los dobletes alcalinos.
Hace un repaso de la teoría cuántica de los años 30, destacando el
principio de simetrización, la arbitrariedad en la estadística (¿porque
sólo Bose-Einstein o Fermi-Dirac?), la energía del vacío, las substrac­
cio nes de Hei senber g y Dirac (que hoy día entendemos como
renorma liza ción de la carga y masa); etc . Muestra su in satisfacción por
esa Sub straktionphy sik y por la Limesakrobatik. Y, muy en el espíritu
de la época, (Heisenberg apuntó una idea parecida) atribuye al valor
preci so de la constante de est ructura fina, la corrección de la s
di ver gen cias (es peranza vana, por cierto, y hoy dí a irrelevante: el
concepto derunning eoup ling eonstant plantea actualmente el . problema
de modo muy distinto).

# 19. VIOLACION DE LA PARIDAD (1.958). La resistencia de Pauli a
la hip óte sis de Yang y Lee (1.956) , .sobre ' violación de la paridad en la
desintegración del kaon cargado, es bien conocida. Fueron los decisivos
experimentos de C.S. Wu con el cobalto 60 y los de Gar win et al. en la
cadena pión ---> muón , los que le convencieron. Resulta asombroso como
un fís ico teórico de 58 años, a las puertas de la muerte, pudo seguir con
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tanto det all e lo s complicados resul tad os ex pe rimenta les, de l otro lado
del atl án ti co, qu e demostraron inequívoca me nte la vio lac ión de la
paridad en (todos) los proce sos débiles. Ad vierte, por ejemplo, que no
puede ser el neutrino ("un fantasma de cuya existencia no es toy del todo
libre de culpa", dice) la causa de todo, pues hay procesos dé biles no
leptónicos que tampoco conservan la parid ad .

# 20. HISTORIA DEL NEUTRINO (1.958). Cuando hacia mitad de los
años 20 se comprobó que el espectro de la radi acti vid ad bet a era
genuinamente un espectro continuo , se ado ptaro n dos posiciones : Niel s
Bohr, siempre di spu esto a lo más radica l, propuso (por seg unda vez) la
no conserv ación de la energía . Pauli , como Einstein, Heisenb erg, etc,. , no
pueden renunciar a ·un principio tan fun da mental bajo ningún co nce pto .
Pauli lanza la hipótesis más aud az de toda su carrera, que choca algo co n
su espíri tu , en general conserv ador : exi ste una partícu Ia ne utr a,
fe rmió nic a, de ma sa pequeña, que se emite co n el e lec tró n en los
procesos beta. Para los sociólogos es de destacar que Paul i en la época
( 1.930) sufría una cri sis personal, al hab erl e aband onado la bailari na co n
quien se había casado. Perspicazmente, advierte que la teoría de Fer mi
0 .934) tiene solo un valor fenom enológico (es una teorí a "efectiva" ,
diriamos hoy en día, no renormalizable). En cambio, no "o lfa tea" que el
valor de la con stante de Fermi apunta a una escala de energ ías de l orden
de 100-200 GeV. Es curioso el prejuicio de la épo ca por la co incide ncia
del radio clásico del electrón, con el tamaño de los núcleos (que
Heienberg pl asmó en su hipótesis de la longitud fundame nta l (1 .938),
del orden del fermi ), lo que impidió una vis ió n más profund a de los
procesos débiles.

11.- Escritos filisóficos.

#2 .- SIGNIFICADO FILOSOFICO DE LA IDE A DE COMPLEMEN­
TARIEDAD (1.950). Ante un auditorio de filósofos, Pauli se es fuerza por
recabar de éstos el estudio de la física mod erna, en es pec ia l las
implicaciones filosóficas de la teoría cuántica. Dedica especial enfas is a
di scutir el principio de compleme ntarie da d de Bohr. Presenta la
co mpleme nta riedad como in completitud en la descripción del mun do
fís ico : la física moderna ha restringido la s id eas intuit ivas sobre
descripción completa del Universo (una ide a tambi én muy resaltad a por
Hei senberg : el progreso introduce necesari am ente limitaciones) . Pauli
el abora el principio de complemen tari ed ad, par a salvar la dual idad
onda/corpúsc ulo, lo que le lleva al prin cipi o de incertidumb re, al cuanto
mínimo de acción, e incluso a ciertas excursion es sobre la co ncie ncia que
desarrolla mejor en otros ensayos .

7



#3 .- PROBABILIDAD Y FISICA (1.952). Comienza con una carta de
Pau li a Bohr (15-II- 1.955), donde rel ata la oposición de Ein stein al papel
preponder ante del observador, citando el famoso ejemplo de la Luna (" la
Lun a exis te independiente de que la observemos ; luego lo mismo debe
ocurrir con el átomo o el electrón, puesto que no hay distinción esencial
entre macro y micro-objetos . Pauli repasa luego el concepto de
probabi lidad en Boltzmann y Gibb s, es decir, en la mecánica estadística;
es ta noción es compatible con un determinismo estricto , pero Pauli
advier te qu e la ax i órnática del cálculo de probabilidades puede
considerarse como primaria, irreducible a otras cosas, yeso es lo que ha
hecho la mecáni ca ondulatoria (en la interpretación de Max Born), donde
la prob abil id ad se predica de sucesos ind ividuales y es irreduc ible a
otras cuali da des (ausencia de variables ocultas). Naturalmente , esa
concepción chocó con la mentalidad objetiva de físicos como Einstein o
de Brogli e, opo sición que ya hemos relatado en otros comentarios . Pauli
atr ibuye gran significación al hecho de que el con cepto puro (ax iomático)
de pro ba bilidad en caje también con la idea central de comple­
men traried ad, que es para Pauli la piedra angular de la filosofía de la
mecánica cuántica.

#1 1.- LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD Y LA CIENCIA (1.956).
Filo sóficamente es un ensayo importante. Establece Pauli los sucesivos
avances epistemológicos, desde Ari stóteles (las cualidades de las co sas) ,
pasando por Galileo-Newton (esas cualidades están sujetas a leyes
dinámica s que hay que descubrir) y Einteiri (teoría especial y general de
la re la tividad) : aquí el propio espacio adquiere indepencia (eliminación
del éter, primero, y sustitución de - fuerza de atracción por curvatura,
después ). El progreso alc anza un nivel definitivo pro visional con la
mecáni ca cu ánti ca, que restrinje el concepto objetivo, primario, del
campo, y lo somete a las incertidumbres cuánticas (natur almente,
Einstein no siguió por ahí, aferrándose siempre a la descripción objetiva,
independie nte del observador). Termina Pauli el ensayo aceptando, sin
embargo , la posición de Einstein de que el cient ífico debe exhibir varias
per sonalidades al abordar los problemas : debe ser un poco realista,
ide ali sta en otros momentos, y hasta pitagórico a veces.

#14: TEORIA y EXPERIMENTO (1.952).

#15: FENOMENO y REALIDAD FISICA (1.957) . En el primero de
es tos dos ensayos, abunda Pauli en la filosofía dualista de Gonseth y
Bern ays, ampliándola a la relación entre lo externo (físico) e interno
"(psíquico). El punto de vis ta puramente empírico - ("descripción" ex­
haustivade los fenómenos ) es incompleto, no tiene en cuenta que la
co ncept ualiz ació n incluye siempre un elemento subjetivo. El segundo
ensayo es más extenso y más interesante, por abordar el problema de la
realida d subyacente a los fen ómenos; Pauli declara de entrada no estar
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#17 . IDEAS DEL INSCONSCIENTE. (en el 80 anivers ario de C. Jung,
1.95 4 ). El fil óso fo Carl JUNG ( 1.875- 1.96 1) sos tuvo una interesa nte
correspondencia con Pauli (véase Pauli y Jun g, Un intercambio epis to lar,

#16 .- CIENCIA Y PENSAMIENTO OCCIDENTAL (1.955 ). ¿Es la ciencia
un producto exclusivamente occidental ? ¿Hay influen ci as míst icas ,
orientales , en nuestra filosofía científica ? Pauli parte de los griegos,
analizá ndo especialmente la s elucubraciones de Dern ócri to , Pl atón y
Pitágoras, más bien complementar ias que opues tas, y cuyas co nse­
cuencias se filtran en toda , la fí sica , desde la edad modern a (Gali leo y
Newton), hasta la teoría cúantica y N. Bohr. Es muy interesante co mo
descubre ingredientes místicos en la ciencia, y como los puede ret rotraer
al pen samiento hindú, etc . Piensa que el destino del mundo occide ntal es
el de mantener una tensión continua, entre la actitud racional y crítica
que intenta comprender" y la irracional y mística, que busca la sal vac ión
en la unidad; su antagonismo es un reflejo más de la complementaried ad
(me pregunto si Bohr hubiese llegado tan lejos). La tentación místi ca
florece repetidamente en occidente, y puede vers e hast a en la alquimia
del siglo XVII; las concepciones científicas de un Gothe, por eje mplo, se
explican mejor por sus antecedentes alquimista s. La conclusión de Pauli
es para meditar : la concepción racionalista ocidental ha sobrepasado su
zenit, y se encuentra ahora ' 0 .955 ) cons tre ñida . No sotros po de mo s
agr eg ar , desde la perpectivas de fin de sig lo, qu e la co mpo ne nte
irracional de la vida humana es cada vez más aparente.

asociado a ningún "-is tmo" filosófico parti cul ar , tomand o clarame nte una
posicion ecléctica. Insiste a continuación en que todo fenóme no tiene una
carga de teoría, indudablemente lo s complejos fenó me nos qu e obser­
vamos en el microcosmo s. Comulga de nuevo co n Bohr en admiti r una
defini ción muy laxa de objetividad , para que quepa en ella la axiomát ica
cuá ntica. Observa luego que la le cci ón aportada por la re lat ividad
especial es destruir el concepto viejo de causa lidad, en el se ntido de que
el mo vimiento uniforme no tiene causa, o mejor no más ca usa que el
reposo . Pauli atribuye este perfilamiento del conce pto a la ex istencia de l
grupo de transformaciones de Lorentz. Ap rov ech amo s par a se ña lar qu e
Pauli fue el primero es utilizar ampliamente el co nce pto de grupo en
física , siguiendo, aunque sin citarlo , el fam oso pro grama de Erla nge n de
F. Klein . Se discute a continuación la epi stemología cuántica, incidiend o
una vez más en su carácter no determinista', aunque objetivable y
racional. Y una aportación ' importante , expresada un tanto di aléc­
ticamente: coexisten en la cienc ia cuántica actual un se ntido de
terminación, en cuanto la interpretación de Kopenhagu e es pr ovi ­
sionalemente final, y un, talante abierto, en el sentido de que nuestros
enormes vacíos de conocimiento del mundo subnuclear dejan una puert a
abierta a posibles e importante s descubrimientos e pis te mo ló g icos
futuro s .



Alianza Editorial, Madr id 1.996). Para honrar a su amigo , Pauli se mete
de liberadame nte en el terr en o de l psicoan áli sis y del in c on sc iente .
De scubre analogías entre el insconsciente de Jung y la idea de ca mpo
físico, al desplazarse ambos desd e el ámbi to vis ua l al parad ój ico. Al
concepto de "arquetipo", ce ntra l en Jung, se ante pone el de leyes
estadísticas pri marias (es decir, irreduc ibles) de la naturale za ; ambas
formul aciones tienden a amp lia r la antig ua idea de ca usalidad es tric ta.
Pa uli piensa qu e es ta s ideas sobre el in consci ente puedan ex te nderse
más allá de la terapeútica, 'confluye ndo co n las corri entes cie ntíficas
modern as. Hay otras analogías; por eje mplo, Pauli ve en el "sacrificio " de
la fís ic a mode rna (e.g . renun ci a a un a de scripc ión mi croc au sal,
incertidum bre) un pa recido co n el "sacrificio" en psicologí a (pé rdida del
co noci mien to ).

Pauli qui er e . ver en los escritos de Jun g un reconocimiento de lo no
físico en re lación al probl em a de la unidad psicoffsica, cuyo pr im er paso
pudo ser el enc uentro de la psicología con la alquimia, hecho al qu e él
atr ibuye un gran va lor. Es notorio también la abi erta acti tud del Pauli
frente a los fe nómenos de percepción ex trasensorial (ESP), ante ex pe­
rime ntos in dicativos y desd e lu ego no fraudulento s . Termi na e l
interesante estudio vo lviendo a las posibles aplicaciones de las ide as
acerca del inconsciente a las cien cias cua ntitativas, es pe cia lme nte a la
transferencia de los arquetipos al pen samiento pitagór ico y kepleri an o;
esto le · lleva a co nsideraciones muy " intere sante s so bre bi ol og ía
evolutiva , descalificando ciertos in ten tos lam acki an os en favor del
mec anismo clásico de mutación y selecció n de Darwin, aplicado ahora a
la pre ser- vación de los patrones específicos de compo rta miento .

#21.- LAS IDEAS DE LOS ARQUETIPOS EN KEPLER (1.952). Es és te
quizá e l artículo fi losófico más fa moso de Paul i, mu y cita do e n la
actualidad por físicos y filósofos . Se estudia aquí la ciencia en el s. XVII ,
y Pau li se interesa es pec ia lme nte en la rel aci ón entre las percepcion es
se nsoria les y los co nce ptos fí sicos, es decir , un a aproxim ació n no
purame nte empíric a a la naturaleza; es el punto de vis ta pl at ónico , de
ideas innatas, que co nj ug adas con los duros ·hechos empír icos alum bra n
las teorías cie ntíficas . Ll am amo s "a rque tipos" a es tas imágenes primari as
que el alma perci be, que ac tua n co mo un fondo o tapi z para escribir y
descr ibi r nues tras se nsac io nes e labo ra das; Pauli re tro trae es ta
concepción desde Platón a Jun g, pasand o por 1. Kep ler ( 1.57 1- 1.630), a
quien estudia en detall e .

Para empezar, las le yes de Kepler so bre e l movimien to
planetario , que lo han inmortali zado, no era lo que él buscaba ; inte nta ba
más bien encontrar "la armo nía de las esferas" en las órbi tas de los
cuerpos celestes. La estructura es jerárq uica y fue rte me nte teológica,
co n Dios en la cumbre .y la men te huma na a su imagen. Ma temáticas y
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Hay también una oposición maniquea entre lu z (So l) y
oscuridad (materia): la ontología kepleriana distingue a los seres por la
proporción relativa de una y otra, desde los áng eles a la materia inerte .
La astrología racional de Kepler se opone a la fundamentali sta de Fludd,
autor coetáneo, cuya controversia con Kepler sig ue Pauli en det all e ; la
ventaja esencial, a favor de Kepler, es que és te es cuantitativo. Pauli saca
siempre a colación la física moderna, y de staca en parti cular qu e la
dicotomía cualidad/cantidad : se refl ej a de algun modo en la du alid ad
partícula/onda o en el principio de complementariedad. Term ina e l
esayo con ciertas divagaciones sobre la rel ación del alma con el cuerpo,
problema que Pauli considera aun abierto.

# 4. EN EL SESENTA ANIVERSARIO DE N. BOHR ( 1.945) . Es
remarcable que todos los creadores de la mecánica cuántica profesasen
una admiración sin límites por Niels Bohr, que va mucho más allá del
valor intrínseco de las contribuciones científicas de és te. Se nota ello en
Heisenberg, Dirac, Schrodinger, Pauli, el propio Einstein, etc. Pauli reali za
en este trabajo onomástico un repaso a la obra de Bohr, destacand o el
caracter provisional de la mecánica cuántica antigua, que nadi e vió co mo
el propio Bohr, y pasó por alto algun de sliz del gran danés, co mo la
conservación sólo estadística de la energía en el célebre trabaj o co n
Kramers y Slater (1.924) que, sin embargo , sentó las ba ses par a que
Heisenberg descubriese la verdadera mecáni ca cuántica al año sig uie nte .

11

# 5.- 80 ANIVERSARIO DE SOMMERFELD ( 1.948). Sommer feld fue
el fís ico matemático por ex celencia. El " llevó la teoría cuá ntica a las
masas " , diríamos parodiando a Schwinger (en rela ción con Feynman ). La
aplicación de la relatividad especial a la estructura fina del hidr ógen o es
un trabajo magistral , que la naturaleza ha premiado , hac iéndola válida

111.- Escritos Obituarios y Festschrifts.

en particular Geometría parecen innatas al alma hum an a, pero Paul i
denuncia enseguida que excesos en es ta lín ea lleva a los j uicios "a priori"
de Kant, a sus categorías , que no admite, como la inevitab il iad de la
geometría euclídea, solo una entre tantas, co mo se sa bía desde Ga uss en
el s . XIX y sobre todo desde el descubrimiento de la re la tivi dad genera l.
El uni verso de Kepler sigue luego, en el mundo de lo co rpóreo, co n e l So l
en el centro y lo s es féricos Planetas, con la Ti erra por supues to, en el
sig uien te nivel. Es curiosa la co m paració n de la Trinid ad co n la
tridimensionalidad del espacio; Pauli ve tambi en un antecede nte a la
idea de campo (de Faraday y Maxwell ) en el influjo gravita torio del So l
sobre los Planetas , lo que relaciona con la emis ió n de lu z. lntercsa
menos, en mi opinión, la comparación de los actos humanos a la luz de la
astrología, que Kepler indirectamente defiende.



hoy dia (fórmula de Dirac, 1.928) por una milagrosa cornpensacron de
do s defectos (ausenc ia de spin y reglas de cu antificación Bohr, no
mec án ica cúantica actual) . Sin embargo, tanto Pauli como Heisenberg
expe rime ntaron la mi sma sen sac ión al pasar de Sommerfeld a Bohr (a
raiz del primer Bohr F e stspi el e en G6ttingen , 1.922): él se dió más
cuen ta qu e nadi e del carácter revolucionario y al mismo tiempo
provisional de la teoría cuántica ant igua.

# 6.- OBITUARIO POR SOMMERFELD (1.951) . Repite , más breve­
me nte, las considerac iones anteriores sobre el ilustre difunto. Añadamos
el disgusto que tanto Bohr como Heisenberg expresaron varias veces en
privado, de que Sommerfeld no recibiese el Premio Nobel, a pesar de
habe r sido propuesto varias veces .

#7 .- RYDBERG Y EL SISTEMA PERIODICO (1 .955). El
es pec tros copista ' sueco Rydberg (1.854-1 .919) fue e l primero que
intentó entender las regularidades que Mendeleev había observado en
el sis tema periódico. Su trabajo es muy primitivo, y el problema no fue
resuelto hasta las investigacions de Bohr (1.922) y Stoner (1.924) .
Compárese el modelo espiral de Rydberg (1.914) con el primero de Bohr
( 1.922) . El nombre de Rydberg ha quedado para siempre ligado a su
co ns tante, la unidad fundamental en los espectros atómicos, conocida
experimenta lme nte hoy día con precisión superior al billón.

#8 .- OBITUARIO POR P. EHRENFEST 0.933). La contribución esen­
cial de Ehrenfest 0 .880- 1.933) fue la hipótesis adiabática, la manera
más rac ional de introducir las reglas cuánticas en la teoría de Bohr. Su
trabajo ha sido revalorizado en tiempos modernos por Guztwiller, ' en
rela ción con la cuantificación de sistemas caóticos. Uno tiene la sensación
que Ehren fe st no recibió el crédito suficiente por esta aportación ; la
incorporac ión de la termodinámica a la teoría cuántica es hoy rutinaria,
pero en 1.914 supuso un punto de vista demasiado novedoso . Es trágico
que la impotencia de Ehrenfest, ya mayor, por entender los nuevos
desarr ollos cuánticos (desde 1.927) fué lo que probablemente le llevó al
suicidio.

# 9.- EINSTEIN Y LA TEORIA CUANTICA. Uno de los mejores
ensayos de est a colección, para mi gusto . A la vista , de la mec ánica
cuá ntica ,modern a (desde 1.925) y dado además la animadversión de
Ein stein a la interpretación convencional de la misma, es difícil apreciar
la enorme labor de Ein stein en el marco de la teoría cúantica antigua,
'desde la aparición de la ley del cuerpo negro de Planck; así como éste
pretendió , toda su vid a deducir su ley sin forzar la rotura con la fí sicia
clásica, Eins tei n se dio cuenta el primero que la hipótesis de Planck
suponía una rotura total, no solo estadística o macroscópica, con la física
clásica. Tant o las co nsi derac iones termodinámicas de la ley de Planck

12



Estos Escritos sobre Física y Fil osofía suponen un docum en to de
incalculable valor para el estudio de la filosofía científica del sig lo XX .
Tienen tambien un valor biográfico innegable: las agud as obse rvacio nes
de Pauli sobre Einstein, Bohr, Sommerfeld, etc ., harán la delicia de los
es tudiosos. No nos pronunciamos sobre sus aventuras en sico logía y en
especial su ' énfasis ' en el carácter central del insconsciente, donde Pauli

#13 .- A. EINSTEIN Y EL DESARROLLO DE LA FISICA (1.958). En una
glosa de la obra de Einstein parecida a la anterior (# 12) , Paul i nos
recuerda que el aferrarse Einstein al concepto de campo prov iene de su
gran hazaña de liberarse del éter, mejorando así la visión de Maxwell
del electromagnetismo ; 'naturalmente , ese mi smo ap egamiento le
impidió, quizá, aceptar la visión menos realista y objetiva que la nueva
mecánica cuántica proponía.

Comentario . general.

13

#12 .- IMPRESIONES SOBRE EINSTEIN (Obituario , 1.955 ). En un
cierto momento (1.945) Einstein había considerado a Pauli su sucesor; la
admiración era, pues, recíproca; colaboraron científicamente . En este
obituario, publicado en un periódico, rememora Pauli la época de
Einstein . en la oficina de patentes de Berna, cuando con cibi ó la
relatividad especial entre otras cosas. Pauli nos recuerda que "e l rasgo
característico del nuevo modo de pensar que Einstein introduj o en la
física es el análisis riguroso de los conceptos tradicionales a la luz de
principios más generales; en este proceso, determinadas hipótesi s se
revelan como restrictivas , y algunos conceptos son susceptibles de ser
eliminados", Se nota cierta desilusión cuando Pauli narra la oposición de
Einstein a la nueva mecánica cuánti ca, cuando él tanto habí a co ntribuído
a que se originase; por cierto, esto fué tambien un s hoc k enorme para
Bohr, Hei senberg, Born, etc. Parece ser que , en las puertas de la muerte,
Einstein reconoció a Pauli que sus intentos de unifi caci ón de elec tr ic idad
y gravitación al margen de la teoría cuántica habían sido en bald e.

(fluctuaciones , etc. ) como la teoría estadística de los calores es pecíficos
(1.907 ) o como la teoría de absor ción y emi sión (1.9 17), so n trabaj os
magistrales que Pauli glosa acertadamente . Ein stein se da cue nta, po r
ejemplo, del ineludible rasgo de aleatoried ad que tienen las transiciones
cuánticas, y mantiene la esperanza (¿vana?) de que ello se ar regle en
una teoría futura. Por último , no es de desdeñ ar la co ntribució n de
Einstein en el, descubrimiento de la mecánic a ondulatoria, siendo un a
especie de vehículo entre de Broglie y Schrodinger ; la relación pasa por
la carta del indio Bose a Einstien , que dió lugar al nacimiento de la
estadística que lleva sus nombres .



so lame nte paga un tributo , creo yo, a la filosofía dominante,
protagonizada por su arquetipo particular, CarI Jung.

Par a terminar , queremos hacer notar que la edición y traducción
es pañola de la obra han sido esmeradas . Sólo nos hubiese gu stado que
lo s términos alemanes entre paréntesis se pusiesen inmediatamente
después de la palabra castellana, y no al final de la frase . El original
inglés , preparado por C. Enz (discípulo directo" de Pauli) y van Meyenn
(editor de su correspondencia) es una obra valiosa, y debemos decir que
la traducción no desmerece. Recomendamos el libro especialmente a los
estudioso s de las ideas aportadas por la teoría cuántica en la cultura
humana en general.

Luis Joaquín BOYA BALET.
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(1)Ah) = Ilhll, Vh ESym(A).

15

Pour toute forme linéaire continue lfJ sur A, la fonction tp» f est holomorphe. Elle est de
plus bornée ear si A. = a +i /3, on a

f ( J..) = e},}¡ J¡k J¡ e- }J¡ , A. E C.

Notons aussi que si Al = A EB C est l'algébre obtenue par adjonction de l'unité a A, alors
x H x· se prolonge a Al en une involution généralisée continue . Soient maintenant h, k
dans Sym(A) et eonsidérons la fonction .

Preuve: Le cas aconsidérer est celui oú il ne s'agit pas d'une involution d'alg ébre. Posons
Sym(A) = {x EA: x = x'}. Il suffit de montrer que hk =kh , pour tous h, k dans Sym(A ).

Remarquons que Sym(A) est stable par produit et que

A. El kinani et M. Oudadess
Eeole Normale Sup érieure, B.P: 5 118 Takaddo um

10105 Rabat (Maroe)

Théoréme: Soit (.'1,1111) une alg ébre de Banaeh complexe, munie d'une involution

généralisée x H x", Si l~u'll = Ilx112, pour tout x dans A, alors A est une C -alg ébre.

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 52 (1997)

INVOLUTION GENERALISEE
ET STRUCTURE DE C *- ALGEBRE

Abstract: We examine Banach algebras A endowed with an antimorphism X H X Le. a vector
involution sueh that (AYr =x' y ' for every X and y in A . We show that they are C'-algcbras if the

eondition ¡lxx'll = Ilx112 , for every X E A , is fulfilled.

In t r o d U ct í o n

Par d éfinition, une involutiongénéralisée sur une algébre complexe A est une involution
d'espace vectoriel X H X · ([1]) telle que (:\..yr = y 'x', pour tous x ,y dans A (auquel cas
on dit que e'est une involution d'algébre), ou (xyr = x'y' , pour tous x,y dans A . Nous
montrons que toute algébre de Banach (non nécessairement unitaire) munie d'une
involution généralisée telle que I lxx' ~ = Ilx112, pour tout x dans A, esten fait une C'<algébre.

Tout revient a montrer que l'alg ébre est néeessairement eommutative et done que
l'involution généralisée est en fait une involution d'alg ébre,
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Si [a,b] désigne le commutateur a b- b a de a et b , on vérifie que [h,[h,kh]] = O. D'o ú

Et I'on a , pour tout t ER*, P (t kh + [h,kh]) =Itlp (kh). Alors, par (l),

(2)(hk -kh)h2=0 et h(hk-kh)h=O.
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Remarque 2: On peut donner, dans le cas unitaire, une preuve plus courte. En effet, pour
deux éléments h, k dans Sym (A) , on considere la fonctio n 1:A H e~M k eM .

Remarque 1: La preuve peut étre conduite autrement. En effet; on peut partir de (2) et
appliquer le lemme de K1einecke- Shirokov ([3], [4]) deux fois.
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eAh k h e- M =kh + A [h,kh], pour tout A EC .

11t kh + [h,kh ]11= Itlp (kh); pourtout t ER *.

Ce q úi donne (hk- kh)h=O et h(hk- kh)=O. Mais alors [h, [h,k ]] = O. Et l'on obtient

comme ci avant [h,k]=O i.e. hk =kh.•

I~/(A)I $ I I~I I I/ (A) II

$ 1 1~l lIe ¡P hhll llea hk e-ahllllhe- ¡P hll
$ 1!~l l lh21 1 ¡:{k),

vu que 1~¡P h hI12 = Ili Phh e- ¡Ph hll= llh211, IIhe-¡PhI12=II¡lll et Ileal1ke -ah ll = p(k ). D'apr és le

th éor éme de Liouville et le théoréme de Hahn-Banach, on a I V-) =1(0) pour tout A.. En
dérivant et en prenant A =O, on obtient h2 k h = h k h2

• Alors , par (1), on a



I. In troduct ion
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( 1)

(2)

F( x) =O,

Xn+I =Xn - .4. - I F (xnl ( 1l~ 0)

where F is a Fréchet-differentiable ope ra tor defined on a closed convex subse t D of a Banach space El wit h
values in a Banach sp ace E2 •

We introduce th e mo dified ite ra t.ive meth ods of the form

Abstract. VVe provide sufficient condítions for th e convergence of a cer ta in class of modified
ite rative methods to a locally uniqu e solution of an equa t ion on a Banach .space . In pa rt icular
we find a ball centered at a cer tai n point tha t conta ins th e solution a nd earl ier convergent ba lls.
This aIlows us to access th e so lution from new starti ng po ints : Our res ults app ly to solve a
nonlinear integral equa tion appear iug in radi ation trans fer in connect ion with the problem of
det ermination of th e an gular distr ibution of th e radiant flux emergi ng from aplan e radiation
field . Relevant work can be fou nd especially in [IJ, [4], [6], [7J.

Ioannis K. Argyros
Ca meron University

Depar trnent of Mathematics
Lawton, OK 73505 , U.S.A .

EXTENDING THE REGlON OF CONVERGENC E F OR
A CERTAIN CLASS OF MODIFIED ITERATIVE METHODS

. ON BANACH SPACES AND APPLICATIONS

AMS (MaS) Sub ject Cla ssifica t ion : 65J1 5, 47R17, 490 15'-

Key Words and P hrases: Bau ach space, coutracticn rnapping priu ciple , region of converg ence , modified
iterative methods, fixed po int .

In this study we ar e couce rned with the prob lem of appr oxima ti ng a locally unique so lution z " of the
equation

to gen er ate a sequ ence {xn } (n ~ O) converging to z ", Here A. is a fixed invert ible op er ator with .4 E
L(EI , E 2 ) the space of bounded linear op erators from El into E~ . For A = F'( xo) we obtain t he modified
Newton-Kantorovich method [1], [:2], [5J , where as for .4. =[X- l . .1:0: FJ we obtai n th e modi fied secant method
[1], [2], [5J. T he operator [x, y ; F J is a div ided difTerence of order one of F a t th e points z , y E D [1], [2J , [5J .
Severa! oth er choices for A are also possible [2J , [4], [6J, [7J . The converge nce of the las t LIVO methods has
been extensively studied [1], [2], [5J . Several a uthors have found a ha ll U( XO. I·) = {x E El I lIx - xoll S; J'}
contain ing th e solution and such thac for any start ing point Xo couvergeuce to z " is achieved .

"Ve p rovid e sem ilocal 'convergence resul ts for iteration (:2) and in th e case of th e modified Newton ­

Kan torovich rnethod 0 1' t he rnodified secant method we show that z " E [( xo , l' ) ~ U( xo.n. T hat is we find
a ring contain ing new sta rti ng poin ls j,o E U(.ro. r) - [(( .ro. r ) from which x· can be accessed via method
(2).

FinaIly we apply our resu lts to solve a nonlinear integ ra l equ at.ion appeariug in ra di a tive transfer in
connect ion with th e problem of de ter rnina tion of the angular dist ribu tion of the radiaut flux ernergiug from
aplane radiation field [2], [3J. [[¡j.



n . Co n ver gence Analysis

(9)

(i )

(8)

(6)

(3)

(4)

(5)

(12)

(11)

(10)

I- a
1'¡= - - .

b
and

1'> __'1_ .
- 1 - C(l')

P'( x) = I - 04 - 1 F'( x) = A-I(A - F' (.c)),

II P ' (x)11= lI.r l (A - F'(x)lIl ~ C(I') < 1,

I - a - J(l - a )~ - 4b,}
1'0 = 2b

f or all x E U(xo, 1' ) , l' E [1'0 . r¡) , uib.e re

P(X) = x - A.-1 F(x)"

(b) U(xo , r) <; D fo r all r E [7-0. "1).

Then ilie [ollounuq 110 Id: (i) Operaior P :D <; El ~ E2 gillen by

(a) forxo E D th ere exist a E (1 ,+<":0) , b E (0 . +00), '1 E [O, +cc'¡ sucli tluü

II xI+l - XI II = II P(xkl - P(xI _I)1I ~ sup II P' (ylllll xk - XI- di
yE{rk _l ,,r.,]

18

IIA- I F (xo)1I s 1},

II A- I (A - F' (x ))1I ~ C( l') =a + bl',

4bl}~ (1 - a ) ~,

which shows XI E [[(xo, r) .
Assume

for k = 0, 1,2 , . . . , n.
Using (2), (9) and the induction hypothesis (11) we obtain in tu rn

It follows from (2) (for n =O) and ( 1[1) that

II.cl - x~ ll ~ '}~ (1 - c(r)) l' ~ l'

and

P r oof. By the cho ice of l ' E h ,1'1)' (4) and (7) we obtaiu

has a uniqlle fixed point x' in [[(xo, 1'), r E [1'0 , 1'1 ) ,

(ii) M odified iteratil'e m ethod (2) ('lllverges to x' ,
Moreoue r the fo llowin9 error bound liolds for all 11 2: o.

'Ve state and preve the following semi local conve rgeuce resu lt for method (2) .

T h eor e m 1. Let F be a Fréchet-differelltiable operator 'defined on a closed conl'eI subsei D of a Banacli
space El with ualues ijl a Banacli spare E~ , an d A E L(EI , E~) be an inueriib le linear operato r, Assume:



and

I!Xk+1- xoll ~ IIXk +l - xdl + IIXk - xol l ~ ek(t )( l - e(,') ),' + (1 - é(,')) r
= (1 - ek +I

( " ) ) , , ~ 1',

which completes the induct ion for (11).
By (12) for m , n E N we gel.

(13)

Estimare (13) shows th at {X,.} (11 2: O) is a Cauchy sequence in a Ba na ch sp ace El ami as such it converges
1.0 sorn e x' . Lett ing n - 00 in (2 ) and usin g th e cont inuity of A and F we ob ta in P( x") =z " and F (x" ) =O.

To sh ow uniqueness let us ass ume tha t y ' E U(xo. ") with P( y") =O. T hen by (9) we gel.

Ilx' - y'lI = I!P(x") - P(y" )1I ~ sup IIP'(=)ll lIx' - y'lI
:e[r ' .y' ]

~ e(" )lIx' - y·11.
which shows x ' = y" .

Fin al1y, by let t ing In - 00 in (13) we obtain esti mar e (8) .
That comple tes the proof of T heorem 1.

T he following result is a cousequence of the contraction ma pping prin cip ie [2]. [5}.

T h eore m 2 . Under the assnm plio'ls of Theorem 1, the modified iterative method

y,.+1 =P(y,.) (n 2: O) (14)

converges to the nn ique fixed point x" of p . in U(xo. 1') r E [" 0, "1) prooided thni Yo E U(xo , r) . Moreouer the
following error bounds Iiold for al! 11 2: O

en ( , .)

IIYn- x" 1I ~ --(- ) 11 111 - Yol l
1 - e "

nnd

P roof. For x E U(xo . ,.). ,. E ["0, ri) we obtain

IIYI - P(;c)1I = IIP(yo) - P(x)11~ e(" )lIx - xoll ~ e(,·)I'.

Hen ce P : U(xo, ,.) - U( xo, r) is a e(,') < 1 contract ion.
The result now follows fro m the con trac t ion mapping pr incipIe [5. p. 146J, [2J.
That completes th e proof of T heorem 2.

R e m a r k 1. (Modified Newton-Ka ntorovich Met hod), For A. = F'(xo), set a = O in (4) . T heore m 1
compares favor ably 1.0 T heorem 12.2 in [5, p . 146]. which gnarantees convergen ce of method (14) in this
case 1.0 z" provided tha t Yo E U( xo."o). However our Theorem 1 guarantees converge nce of method (14)
1.0 z " pr ovided that Yo E U(xo , r ) and U(xo,"0) ~ U(xo. 7'). " E [ro,"1) ' T ha t is we foun cl infini tely many
new starting poin ts Yo E U(xo. " )·- U(xo, "0) from which the solution x" can be accessed . Moreover the
un iqueness of the solutions is gua rau teed in a larger ball since

1 +~ 1
,.~= 2b < ¡; = "¡ .

Final1y our cond itio ns (9) are weaker t hau th e corre spo ndi ng condit ions (12 .• ) in [5 , p. 146), [4J.

R emark 2. (Mod ified Secant Method) . For A.=[X_I. XO; F] . assume F'(x) = [x , x; F] (x E D ), 11 .'1. - 1(.-1 _
[x, x; F]) II ~ K(lIx- x-tll + IIx - xollJ and IIxo - xtll ~ d. Xo i: X -l ' Then we can se t a =Kd and b =2[( . A
favorab le compar ison simi la r 1.0 t he oue give n in Remark 1 can be provided between our Theorem 1 and th e
corre spo ndi ng theor em on t he secant method which can be foun d , e.g .. in [5 , p. 146), [2]. The corn putationa l
det ails are left 1.0 th e motivated reader.
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IIl. Applications
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(18)

(17)

(16)

(15)

.¡(s , t ) + q(t , s) = 1, s , t E [0,1] .

O< qts. t) < 1. s, t E (0, 1), '1(0, O) = 1

F(x) = '\x(s) t _ s_x (l )clt - x(s) + y(s) .Jo s + t

Note that every zero x· of th e equa rion F( x) = Osa tisfies (15).
Set y(s) = xo(s) =1, ,\ = .25 and by using th c definition of the first ami second Fr échet-derivat ive of

th e oper ator F we obtain in turn

an d

The function y(s) is given, continuous on [0,1] , and x( s ) is the unknown fun ction sought in [0.1] .
Equatious of th is type are closely re lated 1.0 th e work of S. Cha ndrasekhar [3J (Nobel prize of P hysics ,

1983) , and arise in th e the ories of radioactive t ransfer, neutron t ransport and in t he kinetíc theory of
gases [2], [3]. In particular, t.hese.equations ar e used lo solve t.he problem of determination of the ang ular
distribution of the rad iant flux eme rging from aplan e radiation field . This rad iation field must be isotropic
al a point, that is, th e distributiou is inde peudent of direcriou al. th a t point . The posi tive parameter ,\ is
called the albedo for scalte ring. It represents the fraction of the radial ion lost due lo scartering on aplane

radial ion field .
For simplicity we assume that

a =O, b=21,\IIIA- l ll ' max It -.!..-dt\ = 21'\lIn 21IF ' ( l )- 111= .530394201,
0$ . $ 1 Jo s + t

q(s,t) = _ s_ for al! s , t E (0 , 1) and q(O,O) = 1.
s +t

The Iunct ion q so define d sa tis fies ( 16) ancl (17) . Define th e operator F on El by

Yl =.375. Y2 =.559375. Y3 =.506958, Y4 = .50 11193.

Ys =.5001855, Y,¡ = .5000309, y" =.5000052, ue = .5000009,

Y9 =.5000002 and YIO = .5 =x ' .

x(s) = y(s) + .h(s) fal q( s,t)x(t)dt

in th e space El =C [O, l] of all conti nuous fuuct.ions on the interval [0,1] wit h norm

'Ve assume that ,\ is a given rea l num ber ami t he kernel q( s , t) is a cont inuous fun ct ion of two variables s , t

salisfying .

E x a m ple 2. Let us consider the quadratic integra l equation of the form

We complete this study with two exa mples:

Example 1. Let El = E2 = R, D = [0,2] and define F : D - E2 by

o 1
F (x ) = x - - 4'

Take xo = .6 1.0 ob tai n a = O, b = 2, TJ = .0916667 , 1"0 = .1209005 , "1 = .5 , U(XO, I'O) = [.47909 95 , .7209005J
an d U(Xo ,I') can be as large as (.1 , 1.1) . That is we can choose as a st.art.ing point in (14) Yo = 1 ~ U( Xo,I 'O)
and {Yn} (n ~ O) will converge 1.0 x' = .5 (a ccording 1.0 Theorem 2) . Ind eed using (14) we obtain



1) = .265197107, 4bll = .562636021 < 1,

1'0 =.319257803 and " 1 =1.8853901.

The hypotheses of our Theorems 1 and 2 are satisfied . Hence t he concl usions follow. In par ti cular there
exist infin itely ma ny new sta rt ing points Yo E U(xo, r}, r E ["0 , ri) for which method (14) converges to z ".
However this is not gua ra nteed by th e Newton- Ka ntorovich Theorem (see t he com rne nts made in Remark
1).

ConcIus ion

In this study we gave sufficien t condit ions for the convergence of a certain class of modified itera tive
met hod s to a locally unique solution of an equation on a Banach space set t ing. 'Ve found a rin g containing
infin itely many new star ting points for which our iterative method con verges to the solut ion. However t he
Newton- Kantorovich T heorem for th e modi fied Newto n-Kan torovich method does uot gua ran tee conver­
gence. We also showed uniqueness of t he solu tion in a ba ll larger th a n th e ones in earlier results . We applied
our results to solve a class of nonlin ear integr a! equations app earing in radia t.i ve tr ansfer in connection with
th e problem of determination of the angular distribu tion of th e radian t flux emergi ng from a plane radiati ou
field. Relevant work can be found especi ally in (1), (4), (5), [6], [7].

References

[1] Argyros , I.K . A convergence t.heorem for Newton-like methods under generalized Chen-Yam am ot o-type
assurnptions , Appl. Ma th . Comp . 61 , 1, ( 994) , 25-37.

[2] Argyros , I.K. and Szid ar ovszky, F . The Theory and App lications of It era tion Met hods, C.R .C. Pre ss
Inc ., Boca Ra ton, Flo rida , U.S.A., 1993.

[3] Ch andrasekhar , S. Radiative Trans fer , Dover Publ., New York, 1960.

[4] Gut ierez, J .IVI. , Hernan dez, liLA. , and Sala nova , M.A. Accessibility of solu tions by Newton 's method ,
Int ern . J . Compu ter Math . 57, (1995) , 239-247.

[5] Krasnosel'skii, M.A., Vainikko , G .M., and Zab rejko, P.P. Approximate Solutio n of Op erato r Equations,
Walters-Noordhoff Publ. G ron in,gen, J erusalem , 1972.

[6] Liu , D. and Szida rovszky, F. Global asy mpto t.ic stability of dy narni c sys terns wit h modifi ed contrae­
tions, Appl. Math. Comp . 43.3. (1991), 2:37-240 .

[7] Szidarovszky, F . and Pal usinski, O . A special matrix equat ion and its appli cati ons in microelect ron ics ,
Appl. Math , Comp. 64, (1994), LI5-1 19.

21



1. INTRODUCTION

K ey Words and Phrases : Banac h space, Newton meth ods , nondifferent iable ope rator .

(1)

(2)

(3)

In th is report we are conce rned with approxima ting a solution of a non linear operator equation

P(x ) =F(x ) + Q(x),

P(x ) = O,

with

where F is a Fréchet-differentiable nonlinear operator defined on a convex su bset D of a Banach space X
wit h values in X , and Q is a nondifferentiable nonlinear operat or with th e same domain and values in X .

We introduce the Newton met hod
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AMS (MOS) (1991) Subject C lassificat ion Cod es : 65J1 5, 65B05 , 47H17, 49D 15.

A bst ract . In th is study we use Newton methods to find solut ions of nonlinear , nondifferenti able
ope rato r equations on Ban ach sp aces with a convergence structure . This technique involves the
introduetion of a generalized norm as an operator from a linear spac e into a partiaIly ordered
Ban ach spa ce. In this way the metr ic properties of the exarnined problem can be analyzed
more precisely. Moreover , this approach allows us to derive from th e sam e th eorern, on the
one han d, semi-local results of Kant orovich-typ e, and on th e other hand, global results based
on monotonicity considerations . Furthermore, we sh ow tha t sp eciaI cases of our results reduce
to corresponding on~s alre ady in the literature . Finally, our results a re used to solve applied
problerns that cannot be solved wit h exis ting methods .
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to approximate a solu tion z " of equation (1). Here F'(xn)" (n ~ O) denot es a linear ope rator which is an
approximation for F' (xn)-l (n ~ O). The notion of a Ban ach space with a convergence s t ructure was used
in th e elega nt pap er in (5] (see also (1] , (2], (3], (7], (8]) to solve (1) , when Q(x) = Oin (1), (2) and (3) for all
x E D. However, th ere are ma ny interesting rea l life appli cations already in the lit era ture, where P contains
a nondiffer enti able termo That is why we are mot ivated to report on this case (3], [9).

As in [6], we provide semi-local resu lts of Kant orovich-type and globa l results based on monotonicity
considerations from the sa me general theorem.

Moreover , we show that our results can be reduced to th e ones obta ined in [6J when Q(x) =O for all
x E D, and furthermore, to th e ones obtained in (1], [2], [3], [6], [7], [8] by further relaxing the requirements
on X .

Fin aliy, our results are used to solve problerns tha t cann ot be approached with existing methods.



II. PRELIMINARlES

We will need the definitions :

Definition 1. T he triple (X, V, E) is a Banach space with a convergence structure if

(c.) (X, 11 ·11) is a real Banach space .

(C2 ) (V,c,II l1v) is a. real Banach space wliich is partially ordered by the closed convex cone C ; th e norro
ll llv is assuroed to be monotone on C.

(C3 ) E is a closed convex cone in X x V satisfying {O} x C 5;; E 5;; X x C .

(C4 ) The operator 11 : Do -+ C is well defined :

Ixl =inf{q E C 1(x,q ) E E}

for
x E Do = {x E X 13q E C : (x , q) E E} .

;lnd

(Cs) For aH x E Do : IIxll s IIlxlllv.
The set

U(a) = {x E X I (x ,a) E E }

defines a sort of generalized neighborhood of zero.
Let us give th e following mot ivational exarnples for X := R '" with th e maximurn-norm:

(a) V := R , E := {(x ,e) E R m x R IlIxlloo ~ e}.

(b) V := R'" , E := {(x , e) E R '" x R '" Ilxl ~ e}

(componentwise absolute value) .

(c) V := R n
, E := {(x ,e) E R m x R m

1 O~ x ~ e}.

Case (a) involves classical convergence analysis in a Banach sp ace, Case (b ) concerns componentwise an alysis
and error estirnates, and (c) is used for monotone convergence an alysis,

The proofs of the results stat ed in Section III can be pr ovided upo n request .

D efinition 2. Let CI(Vl -+ V) denote the set of all continuously differentiabl e operat ors defined on an
open convex subset VI of an ordered Banach spac e V wit h values in V . An opera to r L E C I(VI -+ V) is
order convex on [a,b] 5;; VI if

e, d E [a,b], e ~ d ~ L'( d) - L' (e) E L+(V ),

where for m ~ O
L+(V m) = {L E L(Vm) I O~ Xi ~ O~ L(Xl ' X2 , " " xm)}

and L(V m) deno tes the space of m-linear , syrnme tri c, bounded operators on V .

D efini tion 3. T he set of bou nds for an operato r H E L(X m ) is defined to be

B (H) = {L E L+(V m) I (X¡, q¡) E E ~ (H( XI, " . ,xm), L(ql , ' " ,qm)) E E} .

D efini ti on 4. Let H E L(X ) and y E X be given, then

H" (y) = z ~ z =reO) = lim 7""(0),
n-e- ce
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lim bn =b =(I - L)"lyl $ q.
n-e- ce

H2(t) E B (H ¡(t )) => [H2(t )dt E B ([ H¡(t )dt)

which will be used for the remainder o] Taylor 's formula [5).

Hence {x n } (n ~ O) is a Cauchy sequence. When deri ving error est imates, we shall as well use sequences
en = Wo - W n with a decreasing sequenc e {wn} (n ~ O) in eN to obtain the estimate

The convergence analysis will be based on monotonicity considerations in the space X x V . Let (xn,en)
be an increasing sequen ce in EN, th en

is well defined and

Ixl $ (1 - L)" jyl $ q,

(I - L)" : [0,11] -+ [0,11]

T(x) = (1 - H) (x) + y ~ z =¿(I - H)iy ,
i=O
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Then the operotor

L(q) + 11 $ q IInd Ln(q) -+ O liS n -+ oo.

Moreover, the sequence

Ir X n -+ z" as n -+ 00 this impl íes the estimate Ix· - xnl $ W n . Note also th at for (x ,e) E E , x E Do and
by (C4 ) Ixl $ e.

is iuell defined IInd continuous .

The fol1owing is a generalization oC Banach's lernma [3], [5), [6] :

Lemma 2. Let H E L(X), LE B(H) . y E Do IInd q E e be such that

L(q) + Iyl $ q IInd Ln(q) -+ O as n -+ oo.

Then the points x = (I - H)" (y) is wel/ defined, x E S and

Lemma 3. Lei H¡ : [0,1] -+ L(X m ) and H2 : [0, 1] -+ L+(V m ) be continuous operators, then for 111/

t E [O , lj :

Ir en -+ e, we obtain: 0$ (Xn+k - x n ,e - en) and hence by (Cs)

if th islimic exists.
We will also need the L.ernmas [2) , [3), [5), [6):

Lemma 1. Let L E L+(V) IInd 11, q E e be given such that:



where

and

We will now introduce results on a posteriori estimates, It is convenient to define the operator

bn =(L + Mt(O) and an =(L + Mt(a).
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bn ~ an ,

IXn+l - xnl ~ dn+l - dn•

IXn-x·l~b-dn ,

and

where

Th en the sequence (xn•dn) E (X X V) N is uiell defined, remains in EN, is monotone and satisfies for
ail n ~ O

[or all x , y E U(a) with Ixl+ Iyl~ aj

(Cs) O~ (Q(x) - Q(x + y), M(lxl + Iyl)- M( lxl)E E for all x, y E U(a) with Ixl+ Iyl~ a, and

M(WI + W2) - M(WI) ~ M(W3 + W4) - M(W3), M(w) ~ O

IIl. CONVERGENCE ANALYSIS

We can now state the main result:

Theorem 1. Let X be a Banach space with convergence stroeture (X, V, E) with V = (V, C, 11 IIv), an
operator FE CI(D --+ X) with D ~ X, an operaior Q E C(D --+ X), an operator L E CI(VI --+ V) with
VI ~ V, an operator M E C(VI --+ V), and a point a E C such that the loilowing conditions are satisfied:

(C6 ) The inclusion U(a) ~ D and (O , al ºVi are troe;

(C7 ) L is order-conuez on (O, al and

L'(lxl + Iyl)- L'( lxl) E B(F'(x) - F'(x + y»

is ihe smallest fixed point of L + M in (O, al .
Moreouer, tñe sequence {xn} (n ~ O) generated by (3) converges to a solution x' E U(b) of the equation

P(x) ;= O, which is unique in U(a).
Furthermore, the following estimates are true for all n ~ O:

(CH ) (L'(a)+ M )na --+ Oas n --+ oo .

(C9 ) L'(O) E B(I - r (O» and (-(F(O) + Q(O» , L(O)+ M(O» E E ;

(CIO) (L + M)(a) ~ a, Os L + M,
and



where

and

e" ~ R,,(q) = p ~ q

and

(i) If q E I" satisfy R,,(q) ~ q tbe»

Theorem 2. Let V be a partially ordered Banaeh spaee satisfying eonditions (Cl)- (CS ) ' y a Banaeh spaee,
G E CI(D ..... Y) , RE C(D ..... Y) with D ~ X, A E L(X ..... V) , M E C(D ..... V) with M E L+(V) and
u, v E X sucli that:

IV. THE MONO'TONE CASE
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'(iü) Under the hypotheses of Theorem 1, any solution q E I" of R,,(q) ~ q is sucli that

Ixo- x,, 1~ R: (O) ~q .

Let A E L(X --+ X ) be a given operator. Define the operators P,T( D ..... X) by P(x ) = AT(x + u) ,
T (x ) = G(x) + R (x ), P(x) = F( x) + Q(x ), F(x) = AG(x + u) , an d Q(x) = AR( x + u), where G, R are as
F , Q respeeti vely. We deduce irnmediat ely that und er the hypotheses of Theorem 1, th e zero XO of P is a
zero of AT also if u = O.

We wil! now pr ovide a monot onicity result to find a zero XO of AT . Th e space X is assumed to be
partial!y ord ered and sat isfies the conditions for V given in (Cl )-(CS) ' Moreover, we set X =V, D =C 2

so th at I. I turns out to be l .
We can now state the main result of this sect ion:

S,,(q) = (L + M)(lx ,,1+ q) - (L + M)(lx" 1) - L'(Ix" J)(q)

I" = [O,a - lx" l].

R..+l(p - e,,) ~ p - e" f or all n ~ O.

(ü) Under the hypotheses of Theorem 1, Id q" E I" be a solution of R,, (q) ~ q then

IxO- xml~ am (m ~ n)

R emarks 1. (a) The results obtained in T heorem 1 and the proposit ion reduce immediate ly to the corre­
sponding one in [6] (Th eorem 5 and Lernrnas 10-12) when Q(x) = Ofor al! x E D (M wil! be Othen) .

(b) As in [6], we can also show that if condit íons (C6)-(C9) are satisfied and there exists t E (0, 1)
such that (L + M)( a) ::; ta, then there exists al E [O, tal satisfying conditions (C6)-(CU ) ' The solution
X O E U(a¡) is unique in U(a).

Then we can show:

Proposition. The following implieations are true:

where

and the int erval

(CI 2) [u,v] ~ D;

(CI3 ) I - AG'( u) + M E L+(V) ;

(CI 4 ) For all Wl, W2 E [u, v] : Wl ~ W2 => AG'(w¡) ~ AG'(W2);

(CI S) AT(u) s O, -Q(O ) s M(O) and AT(v) ~ O;



The« the Neuiton sequenee

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

L(q) = IIF(O) + Q(O)II+ [ ds fa' f(t)dt

M(q) = [9(t)dt +IIQ(O)II .
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1 .
"2f(a)a2 - (1 - g(a»a + IIF(O)II + IIQ(O)II :S o.

Then condition (CID) will be true if

and

where

IIQ(r + 1) - Q(r)II :S h(r + IIIID - h(r), rE U(a), III11:S a - r,

f : [O, a]-+ R such that 1!F"(r)II :S f(IIrlD for all r E U(a) ,

h(r) = [ g(t)dt .

Conversely, it is not hard to see that we may assume, without 1055 of generality, that the function h and
all functions h(r + t) - h(r) are monotone in r. Henee we may assume that h(r) is convex, and hence
differentiable from the right. Then as in [9] we show that (5) implies (4) and g(r) = h'(r+O) .

Hence, we can now set

IIQ(r) - Q(y)II :S g(r)IIr - yll for all z , y E U G) .
We showed in [3], (see also [9]), that (4) implies that

v. APPLICATIONS

is uiel! defined for a11 n ~ O, monotone and converges to a unique zero rO of AT in [u, v].

Proof. The proof follows inunediately from Theorem 1 by setting

P(r) =AT(r + u), L(q) =q - F(q) and a =v-u.

and a continuous, nondecreasing function 9 on [O, r], r :Sa such that

(e) By setting R(r) = Ofor all rED we irnmediately deduce that our results reduce to the ones obtained
in [6, Thm. 13].

We will complete this report with two examples that show how to choose L , M in practica! appli cations.

Example 1. We discuss the case of a real Banach space with norrn 11 11 . Assume that F'(O) = 1 and there
exists a monotone operator

(CI6 ) Condition (Cs) is saiisfied and M(v - u) :S -Q(v - u); and

(Cl1) (I - AG'(v) + M)n(v - u) -+ o as n -+ oo.

Remarks 2. (a) If Risa linear operator then eondition .(CI6) will be satisfied if we set M( q) = -Q(q) .
(b) Ir Mis such that 0:S M- AG'(v), then eondition (Cn) can be replaeed by the weaker

(Cl1 ) (M - AG'(v»n(v - u) -+ Oas n -+ oc,



(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)(1 - Q)a -IIQ(x)1I 2: O,

P(x)(t) = O,

Q(x)(t) = -[ k(t , s, x(s»ds.

P(x)(t) = x(t) -[ k(t,s ,x(s»ds

F(x)(t) = h(t)

a 2: sup rQ(t,s)ds.
IE[O,l] Jo

Define the real functioos h , t, 9 on [O, a] by

x(t) =11

k(t , s, x(s))ds 00 x ,

where the kernel k(t, s, x(s» with (t, s) E [0,1] x [0,1] is a ilondifferentiable operator on X. Consider (9) in
the form

where P, F, Q : X - X are given by

IIk(t,s, x) - k(t , s, y)11 ::; Q(t, s)lI x - yll

Iíwe set Q =°and 9 =O, (8) is true if IIF(O)lIt(a) ::; í, which is a wel1 known condition due to Kantorovich
[4, Ch. 18]. Ií Q #- O, condition (8) is the same condition with the one found in [9], [3] for the Zincenko
iteration.

In, the example that fol1ows, we show that our results can apply to solve non linear integral equatioos
involving a nondifferentiable term, whereas the results obtained in [6] (or in [5], [7], [8]) cannot apply.

Example 2. Let X =V =C[O,1], and consider the integral equation

h(r) =ar, ter) =° and g(r) =a for al1 r E [O, a].

By choosing L, M as in (6) and (7) respectively and using (11), (12) and (14) , we can easily see that al!
conditions of Theorem 1 are satisfied. In particular c óndition (8) reduces to

and

CONCLUSION
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The operator 11 is defined by considering the sup-norm. We assume that V is equipped with natural partial
ordering, and there exists a, a E [O, +00) and a real function Q(t,s) such that

which is true in the fol!owing cases: if °::; Q < 1, choose a 2: (J = "~~~"; if a = 1 and Q(O) =O, choose
a 2: Oj if a > 1 and Q(O) = O, choose a = O. Ir in (15) the strict inequality is valid, then there exists a
solution, a· of inequality (15) satisfying condition (C u ) . Note that if we ehoose a E [0,1) and a E ({J, +00),
eondition (15) is valid as a striet inequality,

Final!y we remark that the results obtained in [6J (or in [5], [7], [8]) eannot apply here to solve equation
(10), sinee Q is nondifferentiable on X.

for all t,s E [0,1], x ,y E U (%), and

In this study, we used Newton methods to find solutioos of nonlinear , nondifferentiable operator equations
on Banach spaces with a eonvergenee structure. This teehnique involves the introduction of a generalized
norm as an operator from a linear spaee into a partially ordered Banaeh spaee . This way the metrie



properties of the examined problem have been shown to be analyzed more precisely. Convergence results
and error estimates have been improved compared with the real norm theory. Moreover, this approach also
allowed us to derive, on the one hand, semi-local results of Kantorovich-type and, on the other hand, global
resu lts based on monotonicity considerations, frorn the same general theorem. All our convergence theorems
were derived from metric estimates. Furthermore, we show that special cases of our results reduce to the
corresponding ones already in the literature [1], [2], (5) , [6], [7] . Final1y, we used our results to solve applied
problems that cannot be solved with' existing methods.
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I. INTROD U CTIO N

(2)

(:3 )

(1)F( .?: ) = O,

H (x" , Yn) = -F'(xn)-l F"(xn)(Yn - Xn)
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THE H ALLEY MET H O D I N B AN A CH SPACES
AN D THE PTAK ERRO R ESTIMATES

Abstraer. Ptak error estima tes are obtained for the Ha11ey method in Banach spaces
using the majorant method .

and

Xn+l = Yn - ~F' ( X n )-1 [1 - ~H( '¡;n . y" l] -1 FI/('?:n)(Y" - X,,)2. (4 )

Here F' (xn) and FI/(xn) denot e the first and secc ud Fréchet-derivatives of F evaluated at x = Xn
(n ~ O). Note that F'(xn) is a linear operator whereas FI/(.?:n) is a bilinear operator for a11 n ~ O
[2], [3]. If the sequence {x n } (n ~ O) gener ated by (2 )-( 4) converges to a limit x', th en x· is a zero
of equatiou (1) (if F'( x) and F are continuous on D) . Ha11ey 's method has a very long history.
Oue can refer to [5] , [6], [9], [12], {l .!], [15], (18), [21] and the references there for some background.

in a Banach space El , where F is a nonlin ear operator defined on sorne closed convex subs et D of
El with values in a Banac h space E2 •

Ptak, Potr a [16], Zabrejko, Nguen [22] arid Argyros [4], [9] have used the method of "coutiuuous
induction" to find erro r estimates for Newtons method as well as Newton-Iike methods und er
var ious assu rnptions . This method is based on a special va ria.nt of Banachs closed graph theorem.

Let XQ E El be arb itrary and define the Ha11ey met hod on El for al! 11 2 O by

K ey Words and Phrases: Hailey method, Ban ach space , closed graph theorem.

AMS (MOS) (1991) Subject Classifi ca tion: 47H17, 65H10, 6.5Jl.5, 49D1.5 .

In this st udy we ar e concerned with the problem of app roxiruating a 10ca11y unique solution x '

of the equation



and

(5)

(8)

(11)

(13)

(1-1)

(12)
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13
B (tn) = 13 ( )'1 - W¡ tn

[
1 13Ai ]-¡

c(tn) = 1 - 2' 1- 13w(t
n)(Sn

- tn)

t 1 13M .)
n+2 = S71+¡ + -2 1 13 (t )c(t71+¡)(Sn+¡ - t71+¡)- ,

- W¡ . n+¡

(' M rT(r) = t ¡ + Jo w¡(t)dt +w¡(r)¡' + Tc(r) B(¡')r Jo w¡(t)dt

1 r M+ 2'*) Jo w2(t)dt +TB(r )c(r )r2.

n. Convergence A naIys is

Using the majoran t method we will show that under very simple and workabIe Newton­
Kantorovich assumptions on the pair (F,xo) the Halley method converges to a locally uniq ue
zero x· of equation (1) . We also provide P tak error estimates on the distances IIxn - x'II for all
n 2: O.

Finally, we study the problem when F is not Fréchet-differentiabIe. Our results compare favor ­
ab ly with the ones in (11)-[22) and the references there.

Let F :D e E¡ -. E2, where D is a c!osed convex domain and Xo E D. We assume th at the
Fréchet-derivatives F', F" of F satisfy

>
• _ . 13 j\'¡r¡2

r¡ 2: IIyo - xoll, 13 2: IIF'(xo) - ¡11, to = 0, So 2: r¡, t¡ - So - 2 _ 13Mr¡' (7)

the iterations

w¡(r) = .la'" q¡(t)dt and W2(t) = 1" q2(t )dt.

Moreover, we define the function T on [0, R) by

IIF"(x¡) - F" (X2)11 ::; q2(¡·)II ·1.'¡ .:.. .1,' 211 (6)

for all X¡,X2 E U(xo,r) = {x E E¡ I llx - xoll ::; r }. T he functions q¡ and q2 are nondecreasing,
and defined on [0, R) for sorne R 2: o.

It is convenient to introduce the constants

where



(1.5)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

1 13M R
- 1 < l .
2 1 - ¡3:":l(R¡) .

Jly" - x·JI ~ R, - Sn [or al/ n 2: O.

an d
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(ii) The Hal/ey method generated by (2)- (4) is wel/ defined, .7'em ains in U(.1:o, R¡) fo r all n 2: O,
and converges to a un iqlle zero z" of equation F(:¡;) = O in U( xo ,R) .

Moreouer , the fol/owing estima tes hold:

Tll en

(i) T he sequetice {tn} (n 2: O) defined by (8) -(12) is monotonical/y in creas ing and boutuled above
by its limit R l f or all n 2: O.

(b) the inverse of the linear operator F'( :ro) ex ists;

(e) there ezists a minim um non71egat ive number R l with

(d) the fol/ owing estimates are also satisfied:

We can now pre ve the main result :

Theorem 1 . Let F : D e El --+ E 2 be a nonlinear opera tor defin ed on so rne clo sed con vex osubset
D of a B anach space El with values in E2 • Assume:

(a) F is twice Fréchet-áifferent iable on U( xo ,R) ~ D fo r sorn e Xo E D , R 2: O and satisfies
(4)-(5);

aná

Proof. (i) We will show that the sequenee {tn} (n 2: O) is monotonically inc reasi ng and bounded
above by R l · From (6) -(13), (17) an d (18) we get to ~ So ~ tI ~ SI ~ t2. By assnming
tk ~ Sk ~ tk+ l, k = 0,1 , 2, .. . , n , we obtain tk+l ~ Sk+l ~ t k+ 2 from (8), (12), (17) an d (18).
Henee {tn} (n 2: O) is mon otonically in ereasing. From (7) an d (16) to s t I s n, an d frorn (12) for
n = O, t 2 ~ T (R l ) ~ R l . Let us aSSUl11e t ha t t k ~ R l , for k = 0,1 , 2, .. . ,n + l . Then from (8) and
(12)



and

(28)

(26)

(27)

(25)

(22)

(23)

(24)

IIYn - xn ll ::; Sn - t« , n ~ O

II F (xn lll ::; A(W1 ,w2,tn-1 ,Sn-¡), n ~ 1

IW(Xn+1)-111::; B(t n+¡), n ~ -1

Rence, (26) is true.
Using (2)-(6), (13), (22)-(25) we can obtain the app roximat ion

F(xn+d = fa1 [F'(Yn + t(Xn+1 - Yn)) - F' (y,,)](Xn+1 - Yn)dt + (F'(y,,) - F'( Xnl)(Xn+1 - Yn)

1 . 1

+ ~ [I - ~H( X n ' Yn )] - F' (Xn)-1 F"(:¡; ,,)(Yn - Xn) fa [F'(xn + t(Yn - Xn))

- F'(xn )](y',. - xn)dt

+ [I - ~H(Xn 'Yn )] - l l [F" (xn + t(Yn - Xn)) - F" (xn)](1 - t )dt(Yn - xn)2. (29)

We get by using the triangle ineq uality that the norm of each quanti ty at the right-hand side
of (28) is such that

II F(xn+dll ::;t[W¡((1- t )Sn + tn+d - W¡(Sn)]dt(tn+1 - Sn) + (W¡(Sn) - w¡(t n)) (tn+1 - Sn)

1 e+ "2C(tn )BUn )M(s" - t ,,) Jo [W1 ((1 - t)t n + ts ,,) - W1(t n)](Sn - tn)dt

+ ~C(tn) t[W2((1- t )tn + ts n) - w2(tn)]dt(sn - t,,)2

1
1n +1

::;.n w1(t)dt - c...·¡(Sn)(tn+1 - Sn) + (W¡( Sn) - W¡(t,,))(tn+¡ - Sn)

+ A: c(tn)B(tn) (Sn - t n) [1.:n

w1(t)dt - W1(tn)(Sn - tn)]

+ ~ C(t n ) [1.:n

w2(t)dt - W2(tn )(S" - tn)] = A(W¡ .W2,tn,s"l .

IIxn+! - Ynll ::; tn+1 - Sn,

II F(xn+dll::; A(W1,w2,tn,Sn)

IIYn+¡ - xn+111::; Sn+1 - tn+ ¡ for all n ~ O.

From (4), (5), (17) and (24) we obt ain

Ilxn+¡ - y,,11::; ~1 1 F' ( Xn)-ll l l l (I- ~ H( Xn 'Yn») - 1111IFII(Xn)IIIIYn- x,,112

AI 2
::; 2B(tn)C(tn)(Sn - tn) = t"+1 - s" .

then

and

Rence, {tn } (n ~ O) is bounded aboye by R1 • By hypothesis (c), lim n- co tn = lim n _ co Sn = R1 ·

Moreover tk ::; Sk ::; tk+1 ::; R1 for all k ~ O. T hat completes tite proof of par t (i) .
(H) We will show that if
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\Ve have also used the estimat es

(32)

(33)

(34)

(35)

Hen ce , th e iterates generated by (2 )-(4) are well defined for al! n ~ O. Also , by (26) and (28)

~II H(Xn 'Yn)1I ~ i IlF'(xn)-I II ' IIF"( xn)llll xn - Unll

AJ . Al
~ 2B(tn)(Sn - r.,) ~ 2B(R¡)R1 < 1. (by (18)

IIYn+1 - Ynll ~ Sn+1 - Sn and 1I1:n+1 - ·1.'nll ~ tn+1 - /" for all n ~ O. (36)

IIXn+1 - xoll ~ IIXn+1 - Yoll +lIyo - xoll ~ IIX n+1 - Ynll + IIYn - Yoll + lIyo - xoll

IIF'(l' + h ) - F'(x )1I ~ w1 (r + IIhll) - w¡(7")

Hen ce, (28) is also tru e.
Moreover, from (5), (7), (17), (32) and the estimate

IIF '( - 111 IIF'(xo )-11I < El )
Xn ) ~ 1 -IIF' (xo)-I II. IIF'(xn) _ F'(;¡;o)1I - tn

·

~ . . : ~ (t n+! - Sn) + (Sn - so) + So = tn+l ~ R 1, (30)

IIYn+1 - xoll ~ IIYn+1 - Yoll + Ilyo - xoll ~ II Yn+! - xn+11I + II xn+1 - Ynll + IIYn - Yoll + lI yo - xoll

~ .. . ~ (Sn+1 - tn+d + (tn+1 - Sn) + (Sn - so) ~ Sn+1 ~ R 1 (31)

and the facts that if (5) and (6) ar e true, the n

It now follows from (36) and (i ) t hat che sequence {:¡;,,} (I ! ~ O) is Cau chy in a Banach space, aud
as such it converges to some z" E [T(xo. R 1 ) , which by taking t he limit as n ~ 00 in (2) becom es
a zero of F, sin ce F(x' ) = O. Mor eover , by (30) and (:31) xn, Y" E U(.ro, R¡) for all n ~ O. The
estimates (20) and (2 1) now follow from (36) .

for all n ~ 1.
Furthermore, from (3) , (5 ), (34) and th e est ímate

and
II F" (x + h) - F"(x)11 ~ '_.12(7" + IIhll) - W2(1')

for all x E U(x o,T), Ilhll ~ R 1 - T (see, [22, p . 674]). Hence , (27) is t rue.
From (2), (24) and (27)

II Yn+! ~ xn+11l ~ IIF'(xn+1 )- I II ' IIF( xn+dl l ~ B(tn)A(WI, W2,tn,Sn) = Sn+l - tn+l '

it follows from the Banach lern rna cm inver tib le operators th at F'( l'n)-I exists and

it follows that 1 - ~ H(xn' Yn) is in vertible, aud



and

(38)

(42)

(44)

(41)

w3(r) • f Q3(t)dt .

Replace F in (2) by Fl and leave F'(xn) -l and approximations (3) and (4) as they are . Define
the sequences {En} and {Sn} (n ~ O) as the eorresponding {tn} and {Sn} (n ~ O) given by (8) and
(12). The only ehange wlll be an extra term of the form W3(Sn) - :"'3{tn) inserted in the definition
of A(Wl ,W2' tn , sn)' Define TI as T in (14) but insert an extra term of the forrn W3(¡') (given by

with F as before, and Q sat isfyiug an est ímate of the form

Fl(x) = F(x) +Q(x)
where

F¡(x) = O

for all Xl, X2 E U(xo, Rl ) , where q3 is a nondeereasing funet ion on [O , R¡J wlth Q3(0 ) = O.
Note that the differenti ab ility (lf Q is not assurned here. Let us define the funetion
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F(x') - F(Y-) = l F'(y' + t(x' - y'))dt(x' - y')

IIXn - yoll ~ Ilxn - Yn ll + IIUn - yo ll ~ (tn - sn) + (sn:"" to l ~ t n - 1) ~ R ¡ - 7) (39)

Finally to show uniqueness we assume that there exists another zero Y' of equation (1) in
U(xo,R). Then from (19), (32) and (34) we obtain

II F '(xo)- l ll l Il F' (Y' + t(x' - y')) - F'(xo)lIdt ~ ,Bw¡(t1 - t)lIxo - "y' lI + tllxo - x' ID

~ ,Bw¡ « l- t )R + tR¡) ~ ,8w¡(R ) < 1, (by (17)) . (37)

It now follows from (3i ) that the linear operator Id F'(y' + t(x' - y")) is invertible. From this
faet and the ap proximatio n

it follows that x' = y'.
That completes the proo f of T heorem l.

R em arks . (a) From the estimates

IIYn+l - Yol l ~ IIYn+! - xn+dl + IIXn+1 - Ynl l + IIYn- yol l

~ (Sn+! - tn+!) + (tn+! - Sn ) + (Sn - tn) ~ Sn+l - 7) ~ Rl "- 7), (40)

it follows that xn,Yn E [T(yo, R l - 7)) for all n ~ O. Note also that R l is the unique positive zero
of T (r ) - r =Oin (O, R¡J.

(b) Ifwe take Yn = xn+! in (2) and ignore the approximation (4), then our method coincides with
Newton 's and our results can be redueed to the ones in (4), [9], [16], [22] under the eorresponding
hypotheses.

(e) We can use the Halley metho d toapproxiruate nonlinear equations with nondifferentiable
operators. Indeed, eonsider the equa tion



(44». T hen fol1owing the proof of the above theorem wit h identical hypotheses aud con clusions,
we can show a similar theorem, but holdin g for equations eH) (see , also [4], [9], (22)).

(d) Similar theorems can be proved if the terms IIxI - x211 in (6) and (42) ar e repl aced by a
Holde r est imat e of t he form IIxI - x 211 P for some p E [0,1 ). The details ar e omitted {see, also [4),
(9)) .

(e) In (9) we showed the result:

Theorem 2. Let F ;D e El -- E2 , El , E2 are real Banach spaces, and D is a closed convex subset
of E l ' Assume that F has secorul order continuous Fréchet deriuatiues on D atul that the foUowing
conditions are satisfied:

IIF ' (x) - F' (y)1I ~ ellx - yll ,IIF"(:r)11 ~ M . IIF"( x ) - F"(y)11 ~ NII:r - vll . [or all x, y E D

IIP'(xo)- 111 ~ 13, Ilyo- xoll ~ 1] ,

[
2N ]1/2

3M
2 + 313 s «.

h = [( I3T1 < ~- 2
and

[T( yo. rl - 17) e D,

Moreover, TU define

g(t ) = ~K t2 - ~ t + !!..
2 ¡3 13'
1 - J"f'=27i'

TI = h 17.

and
1-~

B = ~,
1+v 1- 2h

where TI is the smallest zero of the F.quation g(t) = O. Then the Halley method (2)-(4) is convergent.
Also xn, Yn E U(Yo, TI - TI) , [or all t i E No , The limit x" is tlie unique zero of the equa tion F(x ) = O
in [T( XO, T2)' TI ~ Ti < 1'2 ife = te (or M =1\') arul 7':¡ = 7'2 ife < K (or M < [( ). Moreouer, we
have the following error es timates and tlie opt im al error cons tan t:

IIXn - :r"11~ 1'1- t~,

II Yn- x"1I ~ 1'1 - s~ .

and

uiliere:

amI
1 ' (tI )-1 "(t l )

tI = SI _ _(SI _ t l )2g n g n Ior alln ;::: O,
n + 1 n 2 n n 1 _ 11( tI 1) J '

2 l 'n ' Sn
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We will then have

One such condition can be

(45)

(when El = E2 i' R for example)

IIF"( :!:l) - F" (X2 )11
IIxl - x211

P{x ) = B (x , :¡; ) + L( x ) +z,

1IF'(Xl) - F'(X2)11
Ilxl - x2 11

q2(r) = sup
. x,Y EU( xo,r)

ql(r) = sup
x,yEU(XO,I')

IlI. Applica tions

In this section we will give an exarn ple for Th eorem 2 (similarly we can work on Theorem
1). vVe first note that by eliminating Yn (n ~ O) from app roxirn ati ons (2)- (4) we can ob tain th e
method of tangent hyperbolas (or Chebvsheff-Hallev) which has been exteusively stu died in [1],
[.5]' [6], [9], [12], [14], [15], [17], [18], [20], [21]. In all bnt our references it is ass umed that N > O,
which means th at th eir results can not apply to solve quadratic operator equations of t he forrn

38

(3 [lar 111 lar
)

wl(t)dt + :.Jl(r)r + -2c(¡')B(I' )r wl(t )dt
1 - (3wl( r O O

,1 lar '] 1 g(r)+ -c(r ) w2(t)dt $ si - tl• or s --,--( ')
2 O 9 r

Sr. - t« $ s~ - t~ for al! n ~ O.

where B , L are bounded quadratic and linear operators respect ively with z fixed in El ' We th en
have that P'(x ) = 2B(x) + L and P" (x ) = 2'Q . Hence we get Al = 211BII and N = O. Integral
equations that can be formulated in th e form P(:i:) = Ohave very important app lications in radiative
transfer [2], [3], [9], [10].

ql(¡' )$M and q2(r)$N foral! rE [O ,R].

One can refer to [9] for sorne app lications of these ideas to the solurion of integral equations.
(i) Using the est ímate 11F"(x)11 $ IIF"( :!:) - F" (;¡'o)11+ IIF"(xo)1I ::; w2(R¡) + 11 F"(;¡;o) 11 = M",

we see that hypothesis (5) can be replaced by the weaker one IIF"( x)1I ::; M - .
(j) The Lipschitz condition (6) can be drop ped, but the order of convergen ce wíll be slower (see

[5], [9]) .

and

for all r E [O , R]. The details are left for the motivat ed reader .
(g) By Th eorems 1 and 2, we conclude th at under Newton-Kantorovich assump tions th e order

of convergence of th e Hal!ey rnethod in three, whereas for Newto n's method is only two [4], [9],

[13], [16].
(h) The functions ql and q2 can be chosen by

Remarks . (f) Several sufficient conditions can be given to show for exarnple that un der the

hypo theses of Theorems 1 and 2
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As a spe cific exarnple, let us conside r the solution of qu adratic integral equations of the form

(46)

11 .1:11 = max Ix(s)l·
0$'$1

x(s) = y(s) + '\x(s)f q(s , t) x(t )dt

in the space El = G[O, 1] of al! functions continuous on the interval [0,1] , with norm

K = JI13=.60028:3066

;3 = II PI
( 1)- 111 = 1.5:3039421.

17~ liP'(l )-l ll ~ ¡J'\ ln 2 = .26.519710"

h = .243628.5·54 < .5,

1'1 = .3090766, 1'2 = 1.86,9843.53

N = O, e= JI = 21/\ 1 max Ir1

_ S_dt/ = 21 ,\1In 2 = .3465,3.59,
0$ . $1 Jo s+ t

Note that q(s, t) so defined sa ti sfies (i) and (ii) aboye.
Let us now choose ,\ = .25, y(s) = 1 for all s E [0,1] ; aud define t he op erator P on El by

fa
l <

P (x } = '\ .1:( .,) - '- .l ·( t) dt - .1:( s) + 1.
o s + t.

.~
q(s,t) = s+t foraUO~s,t~l with q(O ,O) = 1.

(i) 0 < q(s , t ) < 1, O~ s , t ~ I with q(O ,O) = 1;

(ii) q(s , t ) +q(t, s ) = 1, O~ s, t ~ 1.

Here we ass ume that ,\ is a real number cal led the "albedo" for scat tering a nd th e kernel q(s , t )
is a continuou s fun ction of two variables s , t with O < s, t < 1 and satisfying

The fun ction y(s) is a given cont inuous fun ction defin ed on [O, 1], and finan)' x(s) is t he uuknown
fun ction sough t in [0,1] .

Equat ion s of t h is typ e are close ly related wit h the work of S. Chan drasekhar [10], (Nobel pri ze
of physics, 1983), an d ar ise in the t heories of rad iati ve transfer, neu tron trausport a nd in the kinetic
t heo ry of gasses, [2], [3], [9], [10] .

T her e exis ts an extens ive li terature on eq ua.tion s like (4()) un del' various assu mption s on th e
kerne l q(s , t ) and ,\ is a real or complex nuruher. One can refer to th e receut 11'011 in [2], [3], [9] and
the refere nces t here, Here we dernonstrate that the theorem via th e itera tive procedure (2)- (4)
pr ovides existence results for (4()).

For simp licity (witho ut 10 55 of generality) we will assurue th at.

Note t hat eve ry zer o of the equation P( x) = O satis fies th e equ at ion (4 6).
Set xo(s) = 1, use the definition of the firs t a nd seco ud Fréch et-derivatives of t he operator P

to ob t ain usin g and the theorem,



and
() =.16545995l.

(For detailed comp uta tio ns, see al so [2], [9] an d [10].)
The refore accordinz to T heorem 2, equatlon (48) has a solution x' and the two-point method

(2)-(4) converges to xC;. Note that the results obtained in [1], [12], [14], [15], [17], [18], [20], .[21]
cannot apply here since N = O. For T heorem 1 we can take q¡(r) = e and q2(r) = o for all
r E [O ,R]. T he computational details for this case are left to the motivated reader.
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Abstract

Shape-preserving properties of sorne naturally arising bivariate shift­
invariant operators B are exarnined. Namely, let f E Ck (~2 ) , k > O,
r, s 2: Oall integers such that r + s = k. Ir

ar+'f
a a (x ,y) 2: O,

x" y'

then it is proved, under rnild conditions on B, that

ar+. .

a a B(f)(x, y) 2: O.
z" y'

Associated sirnultaneous shape-pr eserving results are also presented
for spe cial type of operators B .

l. Introduction

Let f E C(~2 ), and L(f) be an operator rnapping C(JR2
) into C (JR2

) . Denote

f o := f (- + ex) for ex E JR2 . If for each f E C(JR2
) and ex E 71} , we hav e

L(fo) = (L(f))o , th en we say th at the ope rator L(f) is shift -invariant .
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Let ep E C(¡p¡2) be cornpactly supported on ¡p¡2 with suppep e [-a,aj2,

o< a < +00. For f E C(¡p¡2) we define

00 00
B(f )(x , y) := L L f (i ;j)ep(x - i , Y - j), (x , y) E ¡p¡2. (1)

j=- oo ;=- 00

Since ep is cornpactly supported, there are only finite non-zero terrns involved in

the surnrnations of (1). So B(f) is well-defined on ¡p¡2 , rnaps C(¡p¡2) into C(¡p¡2)

and is shift-invariant .

We are concerned with the shape-preserving properties of su eh a shift-invariant

operator BU), and want to know when to hold

We also consider the sirnultaneous shape-preserving problern. That is, for each

r " = 0,1, ... ,r, s* = 0,1 , .. . , s , if

where er' ,s' = ±1, (x, y) E ¡p¡2 , then we hold the sarne inequality forB(J). The

fol1owing Theorern 1 and Theorem 2 give sorne answers to these problerns.

Theorem 1. Let r, s be non-negative integers, k be a positive integer andr+s = .

k. Suppose that ep E C(¡P¡2) is compact/y supported on ¡p¡2·with supp ep ~ . [-a, aj2,

O< a < +00, :;~~i. E C(¡p¡2) and satisfies .the following conditions:

(i) for any fixed i and y, 2::-00 p(i,j)ep(x - i, y - j) is a polunomial of

degree < r with respect to x whenever p(x, y) is a po/yn~mia/ ofdegree < r with

respect to x .

(ii) for anyfixed i and x , 2:i=_oop(i,j)ep(x - i ,y - .j) is a po/ynomia/ of

degree < s with respect to y whenever p(x, y) is a po/ynomia/ of degree < s with

respect to y.
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such that

(5)

(4)

(3)

(2)

r*=0 , 1, , r ,
s*=O ,1 , , s .

X m :S X :S Xm+l

YI :S Y :S YI+l
m = 0,1 , , r ,
I=O ,1 , ,s .

45

(1) with c.p(z , y) := c.p(x )c.p(y), we have

. e>: BU) .
[rO $0 ' 8 ° 8 ° (x ,y) > O, (x,y) E 1m.2 ,. x r y$ -

2.2:!:..L 2Then, if f E C(1m. ), a",ray' E C(1m. ) and

(iii) There are k real numb ers -00 = : Xo < Xl :S . . . :S Xr < Xr+l := + 00

where r " = 0,1, ... , r, s" = 0,1 , ... , s and [rO ,$0 = ±1 , for the BU) defined by

k* whenever p(x) is a polynom ial of degree k*.

(ii) there are k real numbers -00 = : Xo < Xl :S .. . :S Xk < Xk+l := + 00

r + s = k. Suppose that ep(x) E C(1m.) is compactly supported with supp c.p ~

[-a, a], O< a < +00, c.p(k) E C(1m.) and sat isfies the following conditions:

(i) for each k* =O, 1, . . . , k -1 , L~-oo p(i )c.p(x - i) is a polynomial of degree

Theorem 2. Let r, s be non-negative int egers, k be a positive integer and

and - 00 = : Yo < Yl :S . . . :S Y$ < Y$+l := +00 such that

2 rzu. 2 .r!:..L 2Then, if fE C(1m. ), a",ray' (x, y) E C(1m. ) and a",ray' (x , y) ;::: O, (x , y) E 1m. , we

·have
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TI. Proofs

by (6) , we have

(6)

(7)y - JI ~ YJ- I+ l < y - JI + 1, 1= 1,2, . .. ,s,

x - i,« ~ xr-m+l < x - im + 1, m = 1,2, . .. ,r ,

because the refinement is greater t han the original one. Thus, for i m < i < i m +1 ,

ofthe original im+l ' Hence, in this case , the i m+1 satisfies (6). Meanwhile even

if i m is a refinement, i m still satisfies the inequality on the left-hand side of (6),

is sorne integer i such that im < i < im+ 1 . Then th is i m + 1 is not the refinernent

Zmo+ q ~ imo + q. Then we check for the next m I su eh that im1 = i m1+1'

Zmo+2 := imo + 2, and so on until we have sorne positive integer q su eh that

Proof of Theorem 1. Let (x, Y) be a fixed poin t on JP{2 . We wan t to prove

(3) for (x, Y). Fi rst of a ll, we check how :::;:. (x - i ,Y - j) changes signs as i , j

change. Let i m and JI (m = 1,2, . . . , r; 1= 1,2 , . . . ,s) be the integers su ch that

Set i» = jo := - 00, ir+l = jJ+l := +00. Suppose that for the fixed m there

m = l , .. . ,r - l. Sirnilarly, we can redefine ji such that j, < jl+1'/ = l, ... , s - l .

Do t he sarne refinement . In this way, we can rnodify i m su eh that im < im+ 1 ,

x - i < x - i m ~ X r- m +1,

t he refinernent , we have i m < im +1 . Indeed, th e refinement is going on in the

redefine imo+l := imo + 1. Ir imo+ 2 ~ the refinernent of imó+ 1, we redefine

where X m and YI (m = 1, . . . , r; / = 1, . .. , s) are the numbers given by the

If for sorne m we have im = im+ 1, we redefine im+1 := im + L Hence, after

order of m. Ir mo is the srnallest positive integer such that i mo = i mo+ 1 , we

condition (iii) . Since X m ~ Xm+l (m = 1, . .. , r - 1) andoYI ~ YI+l (l =
1, . . . , s-l ), we have i m ~ i m +1 (m = 1, .. . , r-l) and JI ~ jl+l (l = 1, . . . , s-l) .



Hence

(12)

(11 )

(10)

t-. < i < i m +l ,

ji < j < jl+l ,
m = 0,1 , ,r;
/=O ,I , , s .

i,« < x < i m +l ,

ji < y < jl+l,
m=O,I, ,r;
/=O,I, ,s .

For f( z , y) and each fixed y, we can construct a polynomial PI(x , y) of degree

Y3-1 < y - j < Y3-I+I, ji < j < iu.«, / = 0, 1, .. . , S . (9)

F(x , y) := f(x , y) - PI(x , y) - P2(x, y) on ~2,
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Now we are going to find a fun ction F( x , y) such that

Xr_m<x-i<Xr _m+l ' im < i< im+l , m= O,I , . .. , r . (8)

x- i 2: x - i m +l + 1> x r- m ·

Similarly, we hav e

P2(X, y) of degree s-1 with respect to y such that P2(x, ji) = f(x , jl )- PI(x, ji ),

l = 1,2 , . . . , S . Since f(im , y) - PI(im,y) == 0, we have P2(im ,y) == O. T hus, we

define ·

r-l with respect to x such that PI(im,y) = f(im, y), m = 1,2 , . .. , r . Then , for

the function f( z , y) - PI(x, y) and each fixed x , we can construct a polynomial

and

It follows from (8), (9) and (2) that

and noticing i ~ i m +1 .:... 1, we have



where [i1 , .. • ,ir, x ]g is the r-th divided difference at the points i1 , . .. ,ir and x,

(14)

(15)

(16)

im<x<im+1 , m=O,l, . . . ,r,

r

= (_ly+m TI (x - im)g<r)(O/r! 2: O,
m ee I

9 (im) =° (m = 1, 2, ... , r) ,

fPF-a (x ,y) = O, Ior x = i m (m = 1,2, . . . , 1')
y'

r

(-lr+mg(x) = (-lr+m TI (x - im) . [i1, ... , ir ,x]g
m=l

Now let .rn be fixed and x be fixed with i m < x < i m +1 . The function
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F(x, y) = O, if x = i m (m = 1,2, . .. , r) or y = ji (l = 1,2, '" , s). (13)

we have

We also have

because of (13).

For fixed y, the function g(x) := ~~: (x ,y) has

and

and

q(y ) := F (x, y) has

by (14) and (15) . Hence

~ is the point between x and sorne i m by the Mean Value Theorern.



and

To prove Theorem 2, we only need to use Theorem 1 and the following fact :

(17)(_ 1)r+m+3+lq(y) 2: O, . < < ' 1 O 1JI Y JI+1, = " .. . , s,

Example. Let tp(x) be the B-spline of order k + 2, B.l:+2(x), where Bn( x) is

defined inductively as follows:

then for any positive integer s, s < k, there are s real numbers - 00 ee : x~ <

x~ ~ x~ ~ . .. ~ x~ < x~+l := +00 such that

B1(x) = ~ (X[-~ .~I(X ) + X( _ ~. ~)(x )) ,

Bn(x) =Bn-1* Bl(x) , n =2,3, . ...
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k real numbers -00 =: Xo < Xl ~ X2 ~ . . . ~ Xk < Xk+1 := +00 such that

Suppose that tp(x) E C(IR) is compactly supported on IR with sup p tp ~

[-a, a], O< a < +00. If for sorne positive integer k, tp(k) E C(IR) and there are

q(j¡) = O (/=1 ,2 , . . . , s),

(_l)itp(k)(X) 2: O, X E (Xi, Xi+t), i =0,1, ... , k,

that gives (12). For the fixed (x,Y), from the cond it ions (i) and (ii) , we obtain

by (16) and (13). Then, similar to (16), we have

. (11) . Hence, from (11),(13), (10) and (12) , we have

ar+3 BU) _ _ 00 00 .. ar+3tp _ . _ .
a a (x,y)= ~ ~F(l,J)a a (X-l,y-J)z" y3 . L..J . L..J x" y3

)=-00 1=-00

=t t L L F(i,j):~:;~(X-i,y -j)
1=0 m=O i,<i<i,+l im<i< i m+1 y

2: O. o



Take tp(x, y) := tp(x) . tp(y). Such a tp(x, y) satisfi es all the assumptions of

Theorems 1 and 2.

Remark. \Ve mention ed in [1] that t. he similar results hold for the univariate

case and proved the r-th convexit y preserving for r ~ 3. The results of this

paper can be also generalized to the multivariate case .
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Minimax Chebyshev coefficients of t he real dilogarithm

Roberto Bar rio
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Abstract

The Chebyshev coefficients of a near best uniform polynomial approximation of
the dilogarithm function with real argument are presented up to an error of the
order W- l S.

Keywords: Dilogarithm, Chebyshev polynomials, minimax approximation.

1. Introduction

The dilogarithm or polylogar ithm of second order is a funct ion of complex argument
that frequently appears in several fields of mathernatics, physics and engineerin g, such
as ' quanturn electrodynami cs, therrnodynamics, number theory, celestial rnechani cs or
network analysis, This function is defined as the line int egral

L· ( ) foZIn(l - t ) d
12 Z = t,

o t

where z E <C; the integration path is a st raight line jo ining the origin and the point z.

Several algorithrns have been written to evaluate t he dilogarithm of real argurnent (x E
IR). For inst ance, Kólbig, Mignaco and Rernidi [5] give the coefficients of its developm ent
in Chebyshev polynornials of the first kind , Tn( x) , on the interval [-1 ,1/2] . They need
27 coefficients to obtain an error of t he order 10- 14 . Other aut hors, as Ginsb erg and
Zaborowski [4], use the series formulation of the dilogarithm

00 xk

Li2 (x) =.L k2' for x E (- 1, 1).
k=l

Frorn our par t , we propose to employ a different approach that allows to obtain better
precision: we calculate the polynomial that is the best un iform approxirnat ion (rninimax)
(see [8]) of t he function on a diseret e set of points. T his type of approxirnat ions it has been
used in the construction of evalua tion algorithms of other special functions [7] and permits
to red uce the number of coefficients . Besides , this approximation gives an oscilla tory error
behavior.

2. Minimax coefficients

Fir stly, we enunciate sorne prop erties [1, 4, 6] of the dilogari th m function that perrnit. \l S

to reduce t he size of th e inte rval of approximatio n.
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O~ i s 1000.

(1) 7f2 1
Li2 - + Lb (x) = - - - - ln2

( - x ).
x 6 2

7f2

Li2 (x) + Lb (l - x) = 6 -ln(x) ln(l - x).

1 ( i7f ) '
Xi = '4 cos 1000 + 1 ,

(v) Jf -1 ~ x < O

(vi) Jfl / 2 < x < 1

(iv) Jf x < -1

(i) Li2(x) E ffi. [or x ~ lo

(ii) Im (Li2(x) ) = - .;=1 7f ln (x) [or x > lo

(iii) Jf x > 1

In order to obtain the coefficients of the approximation polynomi al we may use several
methods. In general, they are given [5] by calculating th e Fourier-Chebyshev coefficients
of the development of the funct ion. In our case, we employ another classical approach,
we calculate the coefficients of the polynomial th at gives th e best uniform approximation
(minimax) of the function on a diserete set of points. The advantages of such elect ion
are the oscillatory behavior of the error and the lower numb er of coefficient s needed in
relation with the above mentioned possibility.

The chosen diserete set of points on which we evaluate the dilogar ithm function is

7f2

(vii) Lb (l ) = 6 '

The prop erties (i) and (i.i) give us the value of th e complex component of th e diloga­
rithm of a real argument o The properties (ii i-vii) reduce the interval to [0, 1/2].

Taking int o account these properties, we have obtained, in the interval [O, 1/2]' the
coefficients of a near best polynomial approximation in the loo norm expressed as a finit e
series of Chebyshev polynomials of the first kind . The values of the functi on at a point
x E ffi. f/. [0, 1/2] may be calculated by using the differ~nt mappings of the prop erties
(iii-vii ). Once the polynomial is given, it can be efficient ly evaluated at any point with
the Clenshaw's algorithm [3]. Besides, we may calculate the derivatives of any order by
using the Smith 's algorithm [9]

that is to say, the zeroes of the Chebyshev polynomial TlOOO (x ) mapped to the interval 'of
study [0,1 /2]. Once we have the values of the dilogarit hm function at these points, we
have to solve an overdeterm ined system of linear equat ions in the norm loo ; in our case
we solve it by means of the algorithm of Barr odale and Phill ips [2] .

In Table 1 we present the coefficients necessary to obtain an error of 10-18 . Besides,
we show th e coefficients of the same polynomialexpr essed as a power series of the variable
X . In this case, in contrast to th e Chebyshev polynomials, th e coefficients result to be of
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Table l.- Coefficients of the approximation.

20 20

'L e;T;(4x -1) 'L ai xi
i =O i = O

CO 2.79304142558718841 E - 01 ao 2. E - 18
ci 2.90242984773879951 E - 01 al 9.99999999999997728 E - 01
C2 1.1732757105440220 E - 02 a2 2.50000000000473760 E - 01
C3 8.68216018804862 E - 04 a3 1.11111111066912512 E - 01
C4 8.2291327634940 E - 05 a4 6.2500002306744320 E - 02
es 8.927973216141 E - 06 a s 3.9999924011941888 E - 02
C(; 1.054646394612 E - 06 a6 2.7779479238868992 E - 02
C7 1.32088830190 E - 07 a7 2.0380957773135872 E - 02
Cs 1.7264694403 E - 08 as 1.5946529068023808 E - 02
Cg 2.331132198 E - 09 a 9 9.467284472987648 E - 03
CJO = 3.22910388 E-lO a JO = 2.9856026534608896 E - 02
Cll = 4.5662984 E - 11 a ll = 9.8478497676132352 E - 02
Cl2 = 6.568064 E - 12 a l2 = 4.56892023878713344 E - 01
Cl3 = 9.58311 E - 13 al3 =. -1.483109794230304768 E + 00
Cl4 ~ 1.41529 E - 13 a l 4 = 3.858377616889217024 E + 00
CIS = 2.1121 E - 14 a l5 = - 7.713153233685839873 E + 00
Cl6 = 3.181 E -15 a 16 = 1.174440266576376627 E + 01
Cl 7 = ,4.83 E -16 a l 7 = -1.313474831322605158 E + 01
CIS = 7.4 E - 17 alS = 1.023217835338576691 E + 01
Cl9 = 1.1E- 17 a l9 = - 4.971973988617027584 E + 00
C20 = 2. E - 18 a 20 = 1.152921504606846976 E + 00

~ .:
O 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

x

Fi gure l.-Error in the approximat ion of the dilogari thm on the real interval [0,1/2).

a similar order, which makes 'impossible to know the quality of the approximation und
giving a no-stable representation of the polynomial.

In Figure 1 we plot the error obtained when 21 coefficients are taken. We may remark
the oscillato ry behavior of such error , typi cal of the uniform approxima tions, and the
estimation of th e error given by th e last coefficient .

Acknowledgments: The author is par tially supporte d by the Centre National d'Etudes
Spatiales (Toulouse, France) and by the Ministerio de Educación y Ciencia, proj ect PB95­
0807, (Spain)
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SOBRE LA CUASICOVARlANZA MUESTRAL

EN EL MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

M. Ruiz Espejo

Dept" de Economía Aplicada Cuantitativ a.

Fac. de Ciencias Económicas y Empresari ales.

Univ . a Distancia. cl Senda del Rey . sin. 28040 -Madrid .

Summary. Under simple random sampling with replacement of fixed sample
size n , we give a simple proof of which we deduce that the sample quasicovariance
is an unbiased estimator of the population covariance. As a corollary, the sample
quasivariance is unbiased for population variance (Hansen et al., 19.53, p. 98).

1. Introducción
Presentamos una demostración sencilla de que la cuasicovarianza muestral

es un estimador insesgado de la covarianza poblacional, bajo muestreo aleatorio
simple con reemplazamiento m asr de tamaño muestral fijo n , para una población
finita. El resultado puede aplicar se a la est imación de varianzas poblacionales
y varianzas de los estimadores, completando el resultado similar para muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento mas presentado por Ruiz Espejo (1995) .

Sea U = {1, 2, ..., N} la población finit a , y la muestra aleatoria simple con
reemplazamiento es de tamaño n, 1 < n . Denotamos por z (y Z) a la med ia
muestral (y poblacional) para la variable z. Si disponemos de dos variables x
e y definidas para todas las unidades de la población finita, la cuasicovarianza
muestral

. 1 n

Sxy = --1' L (Yi - y) (Xi - x)
n - i=l

(donde i indica el lugar en la muestra ordenada) es un estimador insesgado, baj o
diseño masr, para la covarianza poblacional

Para probarlo presentamos dos lemas previos.
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2. R esultados
Lema 1. Bajo diseño masr de tamaño muestral 11., si i es la i-ésima unidad

extraida en la muestra ordenada, entonces:

Demostración.

(
yox o X O n )

E(jjXi) = EE(jjxdi) = E E ~ + ---.: ¿ Yi li
11. n j-fi

all 11.-1 -- -- 1 ( -- ) -- CTxy
= - + - - X Y = X Y +- all -XY = XY+- .

n n n n

El resultado simétrico para E(YiX) es análogo O

Lema 2. Bajo diseño masr de tamaño muestral n, entonces:

- - CT
E(xy) = XY + .....=J!. O

n

Demostración. Partimos de la relación

E(xy) = XY + Cov(x, y),

y como

__ (1n 1n ) 1[n ]Cov(x,y ) = Cov - ¿ Xi,- ¿Yi = 2" ¿ COV(Xi,Yi) =
n i=l n i=l n i=l

1 . CTx y
= 2"nCTx y =-,

n n
resulta que

E(xy) = XY + CT
x y O
n

Teorema. Bajo diseño masr de tamaño muestra] n ·. E() OSxy = CTxy
Demostración.
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1 n
E(sxy) = - LE [(Yi - y) (Xi - X) ]=

n - 1 i = l

n
= n _ 1 [E (YiXi) - E (YiX) - E (YXi) + E (xy)] ,

de donde, como E(YiXi) = all (momento no central de orden 1 y 1, en la
población) y por los lemas 1 y 2,

E(sxy) = n: 1 [all- (a: +XY)] =

n ( aXY ) .=-- axy-- =axyO
n-l n

Denotando s; = sxx y a; = axx:
Corolario. Bajo diseño masr, de tamaño n: E(s;) = a; O

Demostración. La cuasivarianza muestral es lID estimador insesgado de la
varianza poblacional como consecuencia del teorema anterior, cuando X = Y O

Este último corolario está enunciado en Hansen et al. (1953, p. 98) sin de­
mostración.
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CONT ROL DE CUENTAS ECONÓMICAS POR MUESTREO

CON NÚMERO CONOCIDO DE UNIDADES GRANDES

por

M. Ruiz Espejo

Departamento de Economía Aplicada Cuantitativa

Facultad de Ciencias Económicas y Empresariales

Universidad a Distancia

CI Send a del Rey, si n

28040 Madrid

Summary. In this note we provide two sampling methods to estimate without
bias the true population mean , and the respective vari ance estimators are given.
Our results are useful for the cont rol of skewed economic populations, with a

number known of large uni ts.

1. Introducción
En este t rabajo abordamos el control de cuentas económicas por muestreo

cuando es conocido el número de unidades grandes o que más cont ribuyen al total
económico , en poblaciones oblicuas (Glasser, 1962).

Proponemos dos estimadores insesgados del total económico verdadero, est i­
mando insesgadamente la vari anza de tales estimadores (Wolter, 1985).

2. Diseños muestrales y estimadores
Partimos de una población finit a de tamaño N , que posestratifi camos en L

estratos de tamaños Nh (h = 1,2 , ..., L) de modo que el est rato L-ésimo o de
unidades grandes tiene un tamaño conocido NL . Si L == 2, Glasser (1962) estudió
el estimador usual en muestreo est ratificado . Si L > 2, proponemos dos métodos

de est imación:

(a) El diseño usado es de "muestreo aleatorio simple con reemplazamiento" ,
masr , de tamaño total m - N L sobre los L - 1 primeros estratos, donde se obtiene
para h = 1, 2, ..., L - 1, el número de unidades .seleccionadas mh en el estrat.o
h-ésimo, de modo que
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dond e

N h
Wh = N (h= 1,2 , ..., L),

mh
Wh= (h=1 ,2, ...,L-1),

m-NL

1 Nh

(7~2 = N
h
~ (x~; - X~)2

es la varianza verdadera en el estrato h-ésimo (h = 1,2, ..., L - 1) Y xh; es la
var iable x' en la i-ésima un idad del estrato h. Un estimador insesgado de esta
varianza es

L-I
Wh= Nh (h = 1,2, ..., L - 1) Y m = L mh + NL .

N - NL h= 1

L-I

E (x' ) = E[E (x/lm)] = LE(whlm)E (x~) + WLX~ =
h=1

L-I
-1 ~ -1 +W X- 'X = L Whxh L L,

h=1

El estimador propuesto es (para la media poblacional):

Este estimador es insesgado para la media poblacional verdadera X', pues
llamando m = (mI,m 2, ...,mL-I) ,

L-I
= L WhX~ + WLX~ = X',

h=1

donde X~ es la media verdadera del estrato h-ésimo. La varianza es

En el estrato h-ésimo se submuestrea seleccionando nh unidades donde se
observa la variable x' verdadera por diseño masr, y con un censo en el estrato de
unidades grandes, es decir, nL = NL .

donde xh es la media muestral de las nh unidades seleccionadas en el estrato h­
ésimo (h = 1,2 , ..., L - 1) para la variable x', y X~ es la media del estrato L para
las NL unidades donde observamos la variable verdadera x'.



(h = 1,2, ...,L - 1)

n - NLnh = N m h (h = 1,2, ... , L - 1) Y tit. = NL '
m- L

E (x") = X',

El segundo estimador propuesto para la media verdadera es

V (Wh) = V ( m
h

N
) = ( 1N )2V (mh ) = ~ N [W'; (í= w,;)] =

m- L m- L . m L

wh(l- wh) L= , para h = 1, 2, ooo, - 1.
m - NL-1

Obviamente es insesgado pues

L L-l L-l

n = L nh = L nh + NL = k L ttu; + NL = k (m - Nd + NL

h=l h=l h=l

y la varianza resulta ser
61

(b) Otro diseño muestral es considerar una" muestra aleatoria simple con reem­
plazamiento" de tamaño m sobre la totalidad de la pobl ación finita, y dentro de
cada estrato h (h = 1,2, ..., L - 1) se obtiene una muestra de tamaño ttu; Yse sub­
muestrea con diseño masr de tamaño nh (sobre la muestra ordenada de tamaño
tru; obtenida previamente) donde se observa la variable verdadera x' , y nt. = m L

es el correspondiente tamaño muestral para el estrato L o

y por ello,

de donde

Un caso particular es cuando para h = 1,2, oo . , L - 1, tenemos nh = kmh

(O < k ~ 1) Y nL = NL , y entonces

Por ello el est imador insesgado del total verdadero es N x' y su estimador

insesgado d~ la varianza es N 2V (x') .

y

donde
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k _ n- mL _
- L - l - m - mL '

¿ mh
h=l

donde

L L-! L

n = ¿ nh = k ¿ mh + mL = k ¿ mh - kmL + mi, = km + (1 - k) mL ,
h=! h=! h=!

Otro caso particular es cuando nh = kmh (h = 1,2, ..., L - 1) con O< k :S 1,
Y nL = m i; Así pues

(

L ) [L-! W* (1 W*) ]
V (x" ) = V 2: WhX~ + E 2: h m- h x~ =

h=l h=! h

para h = 1,2, ..., L.

Aquí también , como en (a) , el estimador insesgado del total verdadero es N ii"
y su estimador insesgado de la varianza es N 2V (x") . .

A • l · 1 * - * Wh (1 - Wh)
V (Wh ) = - 2 V (mh) = - 2 m [Wh (1 - W h) ] = 1

m m m -

para h = 1, 2, ...,L - 1, Y

y por ello
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con

L 12 L-! ( 1 )
= 2: Wt

Th + ¿ Wh(1- Wh)E m E (x~) ,
h=! nh h=! h

por lo que un estimador insesgado de est a var ianza es
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NOTA SOB RE ESTRATEGIAS MUESTRALES

PARA ESTUDIOS SOCIOECONÓMICOS EN ESPAÑA

C/ Senda del Rey, s/n

28040 Madrid

El procedimiento ut ilizado hasta ahora trata la no respuest.a de una unidad
con sustituciones de nuevas unidades fina les en una list.a ordenada de un idades
alternativas, mét.odo que no garantiza la eliminación de sesgos como consecuencia

de tales sustituciones y de no buscar la verdadera respuesta en una mues tra del
sector de no respondientes. Además no se inspeccionan las respuestas anotadas,
dando por ciertos Irnos datos que no se corresponden con la realidad como .con­
secuencia de respuestas deliberadamente falsas, errores de prest.igio (cons istentes
en dar una respuesta más de apariencia y que pretendidament.e dé mejor imagen,
pero no real ), et.c. que contribuyen a nuevos sesgos de estimación.

) 63

1. Introducción
Los estudios socioeconómicos por muestreo a escala nacional en España, tal

y como actualmente realiza el Instituto Nacional de Estadística y empresas cola­
boradoras, se basan en estratificar los hogares o los individuos personales por sec­
ciones censales; en cada sección censal seleccionada en un estrato, se submuestrean
los hogares (como unidades últimas en algunos casos) o bien se submuest.rean nue­
vamente cada hogar obteniendo tilla muestra final de individuos: este últi mo será
nuestro punto de partida en el contenido sucesivo del presente trabajo.

por

M. Ruiz Espejo

Depattam etito de Economía Aplicada Cuantitativa

Facultad de Ciencias Económicas y Empresariales

Universidad a Dist ancia

Summary. For the socioeconomic studies by sampling in Spain, it is used a
stratified sampling design of clusters (censal sections of unequal size) with sub­
sampling of hearths, and usually the individual are subsampled, For this sampling
design, we propose an unbiased estimator of the population mean and from here
we propase an unbiased variance estimator. This is valid moreover with nonre­
sponse, and response (or measure) errors.
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{
h = 1,2, , L y
k = l,2, ,Nh .

{

h=1,2, ,L,
k = l ,2, ,Nh e
i = l ,2, ,Mhk ,

2. Metodología de la solución
Sea L el número de estratos, y Wh el tamaño relativo del estrato h (= 1,2, .C '

l
L) ,

es decir el número de individuos del estrato h entre el número de individuos total
en los L estratos. El estimador insesgado de la media poblacional Y será:

La solución a estos problemas, es el obj eto de esta nota de investigación es­
tadística, que garantiza una estrategia muestral que afronta la complejidad del
diseño muestral que aprovecha las secciones censales administrativas, proponiendo
un estimador insesgado para la media poblacional de interés frente a la no res­
puesta y errores de respuesta independientemente de sus ,causas. También se
estima sin sesgo la varianza de tal estrategia, lo que permite conocer su variabi­
lidad estimada y como consecuencia , estimar su .error de muestreo para construir
intervalos de confianza aproximados.

L

t = '2: lVht." ,
h=l

donde SI es tilla muestra de n h conglomerados de entre los Nh existentes (secciones
censales del estrato h) muestra obtenida con diseño de probabilidades propor­
cionales al tamaño (Phk) con reemplazamiento (pptr). Además si P~k es el número
de hogares en el conglomerado k del estrato h, y P~ es el número de hogares en el
estrato h, entonces el tamaño normalizado es

donde t« es el estimador Hansen-Hurwitz en el estrato h,

Además, a su vez Thk es el estimador Hansen-Hurwitz en el conglomerado k
del estrato h,

~ Thki
Thk = L ' ,

iEs2 MhkmhkPhki

donde S2 es una muestra de mhk hogares (entre los M hk existentes) en el conglo­
merado k del estrato h, obtenida por diseño pptr con tamaño normalizado

donde P~ki es el número de individuos en el hogar i del conglomerado k del estrat.o
h, y P~k es el número de individuos en el conglomerado k del estrato h.



Finalmente, Th ki es la estrategia media muestr al para muestreo aleatorio simpl e
Yhki (para S3) en el caso de no existir no respuesta y en ausencia de errores de
respuesta; si existe no respuest.a y errores de respuesta, un est imador insesgado es
el presentado por Ruiz Espejo (1988), que incorp ora la posibilidad de inspeccionar
datos o disuadir a los individuos de que colaboren con respuestas veraces.

De este modo, el estimador t es insesgado para estimar el parámet.ro Y. Est.o
puede demostrarse descomponiendo su esperanza del modo

Si tenemos varias estimaciones insesgadas t I , t«, .'" t; independientes con diseño
muestra! visto anteriormente aunque varien sus tamaños muestrales, 1m est imador
insesgado de Y, es

1 r

t: = _. ¿ ti,
T i= 1

y un estimador insesgado de su varianza para T ~ 2, es (véase Wolter, 1985)

De este modo queda resuelt.o el problema metodológico para estudios socioe­
conómicos en España para el diseño muestra! complejo usado habitualmente en

la selección de la muestra de individuos, usando un diseño muestra! probabilístico
que permite estimar sin sesgo la media Y mediant.e t", y estimar sin sesgo la va­
rianza V (t*), que nos permite a su vez estimar el error de muestreo a! const ruir
intervalos de confianza para Y, a 1m nivel de confianza acotado inferiormente por
1 - a, mediante la desigualdad de Chebychev.

Referencias
Ruiz Espejo, M. (1988). Estimación insesgada con observaciones erradas y no

respuesta. Trabajos de Estadísti ca 3, 71-80.
Wolter, K.M . (1985). Introdu ction to VaTiance Estimation. Springer-Verlag.

Nueva York.
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donde el valor x~ es el valor verdadero en el sumando i-ésimo (i = 1, 2, .", N) . La
unidad i tiene un valor declarado Xi, de modo que el to tal declarado es

el Senda del Rey, si n

28040 Madrid

N

X = ~Xi '
i=1

MUESTREO DOBLE PO SEST RATIFICADO ESPECIAL

PARA CONTROL DE CUENTAS ECONÓM ICAS

N

X' = "", x'L l '
i = 1

por

M. Ruiz Espejo

Departamento de Economía Aplicada Cuantitativa

Facultad de Ciencias Económicas y Empresarial es

Universidad a Distancia

2. Diseño muestra!
Sea una población finita de N unidades o sumandos de un total económico

que denotamos total verdadero

1. Introducción
Existen diversas metodologías para el cont rol por muestreo de cuentas económi­

cas. Algunas de ellas están recogidas en las referencias citadas.
En este trabajo estudiamos otra metodología alte rnativa a las ante riores, en la

que estimamos insesgadam ente el total económico verdadero, el total defraudado
y la proporción de defraudadores, y estimamos insesgadamente la varianza del
est imador propuesto para el total verdadero.

Summary. We provide a new sampling meth od for the control of economic
accounts, alternative to the porposed in the literature, of unb iased type and with
estimable variance adapted to skewed populations.



Suponemos qu e el número de sumandos o unidades es conocido de antemano.
Queremos estimar el total verdadero X' , el fraude to tal F = X' - X Y la pro­
porción de unidades defraudadoras [) . Para ello, y como N es conoc ido, el primer
pro blema estad ístico-econ ómico a resolver es equivalente a estimar la media pobla­
cional X' = X'/N. El diseño muestral doble estratificado especial que aportamos
consiste en dos fases:

18 fase. Se selecciona una muest.ra aleatoria simple con reemplazamient.o, s,
de tamaño m (rnas r-rn) de la po blación finita, donde se observa el valor decl arado
de cada unidad y con est.a información se procede a est ratificar la población y por
ello a s en L est.rat.os. Denot.ando por Si a la submuest.ra ordenada de s contenida
en el estrat.o i-ésimo (i = 1,2 , .. ., L), llamamos mi al tamaño muestral de Si' Es
evidente que

L

m= ¿mi'
i = l

Usamos el vector aleatorio ID = (m1,m2' 'Oo ,md con distribución multinomial
(véase Casas Sánchez et al., 1996). Sea Wi = mi/m.

28 fase. Si el estrato i contiene mi unidades de la muestra Si contenid a en s, se
procede a ext raer una muestra aleatoria simple con reemplazamiento de tamaño
ni (masr-n.) del conjunto ordenado Si. Usamos muestreo est.rat ificado especial
(para poblaciones oblicuas de t ipo económico) pues

ni = km, para i = 1,2 , .. ., L - 1 (0 < k < 1)

y nL = m L (asignación esp ecial en unidades grandes).

En la submuestra de tamaño L

11. = ¿ ni ,
i = l

se observa por inspección el valor verdadero x ' en las unidades seleccionadas.

Los tamaños relativos de los estratos W i = Ni/N (i = 1,2, Oo. , L) son descono­
cidos; es necesario para la est.imación insesgada de la varianza (en el sentido de
Wolter , 1985) usar diseño masr-n, como veremos, en lugar de muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento mas-n i' Aunque se pierde algo de precisión al usar
diseño masr-n, en lugar de mas-ni, exist.en dos ventajas que nos inclinan a su uso:

a) El diseño masr es más económico que el mas, pues pueden aparecer unidades
rep etidas en la muestra y, en t.al caso, basta observar solo una vez tal unidad,
aho rrando el gas t.o de observación de las restantes repeticiones.

b) Además el diseño masr permit.e est.imar sin sesgo la vari anza de la media
muest.ral en el estrato i-ésimo x~, mediante

~ ~

V (x') =~ Si2 (i = 1, 2, ..., L - 1) Y V (x~) = sL2
t mi - 1 ni nI-
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siendo s~ la cuasivarianza muestr al de la submuestra de tamaño 11.; , del estrato
i-ésimo. Si utilizár amos diseño mas-ni (siendo S? la cuas ivarianza del estrato i )
la varianza sería

V (x;) = (~ -~) S?,
11.; N;

que cont iene la constante desconocida N; que hace difícilmente estimable inses­
gadamente a dicha varianza.

3. Estimadores insesgados
El estimador insesgado de X ' es Nx', donde

L
-, '\""" -,x = L.. w;x;,

;= 1

siendo

x' = ~ ¿ x'.'n . J
., jE S i2

de la media de la muestra S;2 (e s.). En efecto,

(

L ) L L'\""" ) o ¡ '\""" W X' X'=E (;w;X~ = 6E (w; X;=~ ; ; = ,

donde ~ y XI son el "peso rela tivo" y la "media" del est rato i-ésimo.
El estimador insesgado de F = X' - X es

P = N(x' - x)·

con x la media muestr al para la variable declarada x y para la muestra s.
El estimador insesgado de 15 es x', donde ahora

, _ { 1 si la unidad j sí defrauda
x j - Osi la unidad j no defrauda

4. Estimación de la varianza
Aplicando el teorema de Madow,

V (x') = V [E (x'lm)] + E [V (x' lm)] =

(
L _) (L 2 (J"'2)

= V ¿ w;X ;' + E ¿ w; - ' . = (*)
; = 1 ;=1 11.,

donde (J"? es la var ianza de la variable x' en el est rato i.
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- 1
Cou (w- w -) = - - W -W

11 J m' J -

Luego un estimador insesgado para la var ianza V (x'), es :

Referencias
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R uiz Espejo, M. (1997) . Una metodología para el contro l por mues treo de

cuent as económicas. Estudios de Economía Ap licada, en prensa.
(1997) . Muestreo do ble posest.ratificado proporcional para cuentas
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""2 m i 12a' = ---S -2
, m i- 1 '

X- , - 1
i = Xi

- 1 -
Cou (Wi' Wj) = - --WiWj,

m- 1

- 1 -
V (Wi) = - -lwi (1 - Wi ),

m -

L L -1 L L a /2

(*)= ¿X?V(W;)+ ¿ ¿ X:XjCOV(W; ,Wj)+ ¿ E (wn i
;=1 ; = 1 j = i +1 i = 1 n,

que es la cuasiva rianza de la muest.ra SL de tamaño m L, para la variable x '.

donde s~~ es la cuasivarianza de la muestra Si2 de t.amaño ~i' para la variable x',
y

donde

y si i f i,

siendo

y si i = 1, 2, ..., L - 1,
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EL TEOREMA DE RAO-BLACKWELL EN POBLACIONES

FINITAS E IMPLICACIONES INFORMATIVO-ECONOMICAS

Dado un estimador t = t (D ) no necesariamente insesgado de la función
paramétrica f (y) , para cada dato d del estadístico suficiente minim al D = T (D) ,
definimos el estimador Rao- Blackwell-izado

(1)

71

¿ t(d)p(s)

]
s Er- l (s)

t RB (d) = E [t (D) ID = d = '"
L p(s)

s Er - 1(s )

M. Ruiz Espejo

Dept" de Economía Apl icada Cuantita tiva .

Fac. de Ciencias Económicas y Empresa ria les .

Univ. a Di stancia. el Senda del Rey. sIn. 28040-Madr id.

Definición 1.1. Dado un diseño'muestral p, un estimador tI es mejor o equiva­
lente al estimador t2 si R (y; p , tI) ::; R (y; p, t2) para todo y E }RN , siendo R

el riesgo asociado a un parámetro y y una est rategia muestral (p, t). El error
cuadrático medio es un caso particular de riesgo en el que la función de pérdida
es la cuadrát ica.

1. Introducción
Siguiendo básicamente la notación de Cassel et al. (1977), el estadísti co su­

ficiente D = r (D) = {(k, Yk) : k E S} puede ser utilizado con propósitos de
estimación bajo diseño ordenado. Por el teorema de Rao- Blackwell, cualquier
est imador t que dep ende de del estadístico ordenado D, admite otro mejor o
equivalente, en sentido de erro r cuadrát ico medio que depende de D solo a través
de D = r (D). La no existencia de estimador un iformemente de mínima varian­
za se debe a la incompleti tud del estadístico D . El teorema fundamental sobre
completitud en teoría de muestras se debe a Liu (1983) que generaliza resul tados
anteriores de Watson (1964) , Royall (1968) y de Bellhouse, Thompson y Godambe
(1977).

Summary. We give a new version of the Rao-Blackwell theorem adaptecl to
the sampling for finit e populations. As a consequence we obtain an essentia lly
complete class of estimators for any parametric function in the fixed popula tion
model. Sorne informative-economic implications completes the study.



siendo r la función de reducción de datos, que pierde la información relativa
al orden y multiplicidad de unidades seleccionadas en la muestra ordenada s ,
obtenida según el diseño muestral p.

El teorema de Rao-Blackwell fue considerado en el ámbito de teoría de mues­
tras por primera vez por Basu (1958).

Veamos el siguiente resultado que se basa en los teoremas proporcionados por
Cassel et al. (1977) y por Stenger (1977).

2. Resultado

Teorema 2.1. Sea t = t (D) un estimador no necesariamente insesgado de la
función paramétrica f (y) , y sea tRB = tRB (D) el estimador Rao-Blackwell-izado
asociado a t , definido' en (1). Sea L (y , t) una función de pérdida convexa en t y
la función de riesgo

R(y; p,t) = s; lL (y, t)] = ¿L[y, t(d)]p(s).
s ES

Entonces:
a) E (t) = E (tRB) , Y
b) R (y; p, tRB) ::; R (y; p,t) para todo y E ]RN. O

Demostración
a)

E(t)=L t(d)p (s)=¿ L t(d )p(s) =
sES sE S s Er -1 (s )

L t(d)p(s)

= ¿ [ ¿ p (S)] _sE_r---=l~=-) -(-)- = ¿p (s) tRB (s) = E (tRB ) .
sES sE r - 1(s ) D P S sES

s Er-1(s)

b)

R(y; p,t) = ¿L[y; t(d)]p(s) = ¿ ¿ L[y; t(d)]p(s) =
sES sES sEr - 1(s)

= ¿ [ ¿ P (s)]. ¿ L[y, t(d)] p(S) ~
s ES s Er-1(s ) s Er- 1(s ) ¿ P (s)

sE r - 1(s )

[
L t (d)P(S)]

~ L [ L P (s)]. L y , sEr-1 (s ) =
sES s Er - 1(s ) SE~(S)P (s)

= ¿ p (s) L [y, tRB(d)] = R (y; v.tRB),
sE S

para todo y E IRN
, aplicando' la desigualdad de Jensen. O



3. Consecuencias

Definición 3.1. Diremos que el conjunto C de estimadores es esencialmente
completo si bajo un diseño muestral p, para todo estimador tI ~ C , existe t E C
que es mejor o equivalente a t',

Corolario 3.2. Si la función de pérdida L (y , t) es convexa en la componente t ,
err particular con la función de pérdida cuadrática L (y , t) = [f (y) - t]2, baj o el
diseño muestralp, el conjunto de estimadores C = {t: t = t (D )} es esencialme nte
completo. O

Demostración. Es consecuencia del teorema 2.1, siendo C el conjunto de es­
timadores que dependen solo de D, como ocurre en el caso de est imadores Roo­
Blackwell-izados. O

Un resultado análogo puede obtenerse para estrategias muestrales . Otras
clases completas en teoría de muestras han sido estudiadas por Stenger y Gabler
(1981), Roy y Chakravarti (1960) y Ramakrishnan (1975).

4 . Aplicaciones
El tamaño muestral fijo de un diseño muestral no ordenado equivale a tener

un costo fijo, con sus correspondientes implicaciones informati vo-económicas.
El estimador Hansen-Hurwitz (1943), más próximamente estudiado por Jessen

(1978), y el estimador Sánchez-Crespo (1980, p. 154) coinciden en su expresión

<> X ~ Yi
y = N LJXe i '

n i= l '

donde para Hansen y Hurwitz e, sig\le una distribución multinomial, mientras
que para Sánchez-Crespo ei sigue una distribución hipergeométrica generalizada
(Sukhatme y Sukhatme, 1970). En ambos casos, dichas estrategias admiten otras
también insesgadas para estimar la media poblacional

1 N
Y = - ~y;

N LJ "
i= l

que mejoran las precisiones respectivas (véase Ruiz Espejo, 1988).
Los métodos de remuestreo como las técnicas bootstrap no mejor an la pre­

cisión de estimadores Rao-Blackwell-izados pues aquéllos se basan en muest ras
ordenadas y posibles repeticiones de las mismas observaciones.
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UNBIASED ESTIMATION OF ECONOMIC AND SOCIAL

PARAMETERS WITH PROBABLE INDIVIDUAL RESPONSE
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Summary. We provide unbiased sampling strategies to oestimate the popu­
lation mean and variance of a certain economi c or social interest variabl e, wi th
probable individual response. This method is based on the knowledge of the indi­
vidual response probability in the units of a population of respondents, selec ted
in a simple random sample without replacement. We calcul a te the variance for
the estimator of the mean, and we give a nonnegative and unbiased vari ance
est im ator .

1. Introduction
When with an unbiased strategy we estimate the economic or social mean of a

finite population U = {1, 2, ..., N} of size N , from a sample of fueed effective size
n (1 ::; n :S N), it can occnr that one or several of the selected units in th e sam ple
refuse to facilitate the requir ed inforrnation to be able to realize the est imation
as it was designed . The "individual response probab ility" has been est imated
by Giommi (1987) , and used among others su ch as Anderson (1979) and Eltinge
(1992) . If the sampling strategy is the classical (SRSWüR, y) characterized by
"simple random sampling without replacem ent" des ign (SRSWOR), and y is the
sample mean estimator, Cochran (1977, section 13.2) has jus tified that the use
of the sample mean oE response YI, oE th e units selected in the initial sample s

and moreover they respond (let us say s¡), provides a bias to estí mate the finite
populatio n mean Y. Cochran (1977, chapter 13) gives sorne practical possible
strategies to e1iminate this bias . for example P oli tz and Sirnmons (1949, 1950).
In this context, the general idea of weight.ing adjustrn ent and imputation of d ata
for nonrespon se has been studied by Czaj ka et al. (1992), Little (1986), Oh
an d Schenren (1983), Ruiz Esp ejo et al. (1995) and references cited therein,
but usually these est irnation methods are biased and notoof easy unbiased error
est im at ion.
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In this papel' we provide a new unbiased strat.egy t.o estí m ate the finit e popu­
lation mean Y, when the individual response probabiliti es qk (k E s) are known
in all t.he units of t.he effect.ive sample s. Moreover , we suppose that. the response
probability is posit ive for all k E U. The main new contribut ion here involves
the possibility of allowing that each individual unit to have a different. response
prob ability, in cont.rast with most "quasirandomization-based" nonresponse work,

.which assumes that response probabil it.ies are equa l wit.hin certain "response ho­
mogeneity groups" or "cells".·

If t he selected sample under SRSWOR design is s , of size n, and the respon­
dents are a random' numb er nI of units of the subsample s!, f/J #- SI e s with
1 ~ nI ~ n, the nonrespondent. are n2 = n-nI' We can consider the estimator

VI = ~ ¿ Yk
n kEs¡ Pk

where Pk = qk/P (SI #- f/J) and where Yk is the observed interest variable in unit
k E SI , being not necessary the values Yk when k E s - S1.

We introduce the indicator h (SI) of the event {k E sd conditioned by the
event {k E s} , that is to say, if k E s: h(SI) = 1 if k E SI; and h(s¡) = O if
k rf:. SI; and then we can rewrite the estimator VI in the equivalent expression

1 1" Yk ( )V = - ~-h SI,
n kEs Pk

being Pk = p(k E sl lk E s) = P [h(s¡) = 11k E s], which for the case of indepen­
dent individual response prob abilities qir. (k Es), is

qk
Pk = for all k E s ,

1 - I1(1 - qi)
iE s

where Pk is t.he probability of the "response oí. the unit k'" conditioned by the
event (" S1 #- f/J" intersection with "s") . The probability 'of this event is

P[(S1 #- f/J) n s] = 1 - I1,(1 - qi) '
¡Es

. In sect ion 2 we will see that this estimator, yl" is unbiased .for estimating
. the finite population mean Y with prob able individualresponse.ein sect.ion 3 we

calculate its varianc:e V(yl), andi n section 4 we propase unbiased and nonnegative
estimators (¡ 2 and V(V/) for (J2 and V(y'j respectively. . . '. .

From a formal viewpoint., the estimator VI is subjectedto a two-phase sampling
design; in the first phase we use SRSWOR of size n to selectt.he sample s, and
in the second phas e each unit k E s is drawn in SI #- -f/J with response probability
Pk· T hus, in the present papel' we use a natural quasirandomization approach, '
distinct of the fixed- nonresponse approach emphasized by Ccchran (1977, chapter
13).



3 . Variance of the strategy
Applyirig Madow theorem (see Cochran, 1977, section 10.2),

2 1 - Pi
Aii = Ai = Yi --o

]Ji

E (ti') = El [E2 (Y'ls) ] = El {E2 [~ L Yk t. (s¡) IS] }=
11. kEs Pk •
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If we call S . {s : S e U, card(s) = n} , with SRSWOR, p(s) ~ 1/(~) for all
sample S of S . Then, .

{1~ Yk } (1 ~ Yk ) -= El - 0 -E2 [h(s¡)ls] = El - L.J -Pk = El (ji) = Y,
11. kEs Pk . 11. kEs Pk

in which Pki (sIl s) is the correla tion coefficient. of the random variables h (SI) and
Ji (SI) conditioned by s. Thus Pki (slls) depends of all the units of s. If, in the
following, we assume that Pki (s l ls ) = Pki (is independent of S and SI)' being

Pi; = 1,

'Ne have used that V2!h (SI) Is] == Pk (1 - Pk) for all k E s .
~ .

where

our strategy is unbiased for estimating the population mean Y with probable
individual resp onse i n the non empt.y sample SI·

2 . Unbiased estimation of the mean
If k E s, h(SI) follows t he binomial distribution B( 1,Pk) or the Bernoulli

distribution B(Pk)' Then using t.he expression

. and



= 12 (~) (L L Akicard{s E 8: k , i E s } + ?= A;card{s E 8 : i E S}) =
n n kEU iEU tEU

if.k

n - 1 1
. LL A ki+-LAi,

nN(N - 1) kEUiEU . nN iEU
if.k

because if k =1 i E U, card{s E 8 : k ,i E s } = (~~;) , and card{s E 8 : i E s} =

(N-l).
n - l

On the other hand, as in section 2, E2(y' ls) = y and consequently

N · 8 2 .
VíE2(y' ls) ~ Ví(y) = N- n---1L

• n

(from Cochran, 1977, section 2.5) where

2 1 '" ( -)2 N 28y = - - L Yk - Y = - - (7

N -1 kEU N -1

is the population quasivariance. From the previous results we have that

, n- 1 "'''' 1 '" N -n8;V(y) = LLAki+-LAi+ - - -
nN(N - 1) kEU iEU nN iEU N n

if.k

is t he variance of the strategy proposed in section 1.

4. Unb iased variance estimation
An unbiased estimator of the varian ce V(y') , is

where

and Pki must be known, except when Pk i = 0, e.g. in case of independence between
k and i; from SI , an unbiased and nonnegative estimator of the population variance
(72 is, according to Murthy (1963}:
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If moreover P.lci = ofor all k -1 i E SI, a nonnegative anel unbiased estima tor
of V(y'), particular ease of V(y') , is

V*(y') = _1 L y;(l ~ Pi) + ~ - n L L (Yk - Yi)2
nN "E Pi n N (N - 1) k E "E PkPi't S I S I t S I

i>k
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Surnrnary. We provide an original proofof the unbiased opt.imality of the
sample mean for the class of "all convex linear combination of the observat ions"
estimators {with positive coefficients) for simple random sampling with replace­
ment of size n, of a finite or infinite population.

1. Introducción y resultado
Consideremos la clase de estimadores

LWiYi

t= i~ con Wi>O (i=1 ,2, .... ,n) ,
Wi

i Es

siendo s la muestra ordenada de tamaño n, de unidades de una población finita
o no, seleccionada por muestreo aleatorio simple con reemplazamiento. Si a la
clase de estimadores se le exige que sean insesgados para la media poblacional y,
entonces resulta que

= E(~WiY) = E(y) = y,
LWi
iEs

es decir, todos los estimadores de la clase son insesgados para estimar y. Luego la
condición de insesgación no reduce en ningún est.imador t a la clase introducid a,
o bien, la clase propuesta es de estimadores insesgados.

Si calculamos la varianza de . un estimador t cualquiera de la clase, como
E (tls) = y, entonces V [E (ti s)] = V (y) = O, Y de aquí:

V (t) = E [V (tls)] + V [E (tls)] = E [V (tls)] =
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(1)

(?= Wi) 2 ,
lEs
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tomando esperanzas matemáticas a ambos miembros,por lo que de aquí y de (1)
deducimos Que

R eferencia
Ruiz Espejo, M. (1992) . Optimalidad de la media muestraL R ev. Aead.

Ciene . Zaragoza 47, 125-128.

. 1 ~
Ys = - LYi,

n iE s

es un estimador de la clase, pues Wi = ete > O (para i E s), es insesgada y
además posee varianza mínima en la clase. En conclusión, la media muestral es
el estimador insesgado óptimo de la clase introducida, bajo diseño de muestreo
aleatorio simple con reemplazamiento de tamaño fijo T/.. Este result ado es válido
indistintament e para poblaciones finit as o infinitas, y completa el resultado ya
avanzado por Ruiz Espejo (1992) . La demostración más conocida del resultado
presentado se bas a en minimizar la vari anza de t sujeto a la restricción de su
insesgación, mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.

para todo estimador t de la clase. Así, el estimador media muestra!

1- < ---'-==--- --;;:
n

Entonces:

llamando ai = Wi Y b, = 1, tendremos que

pues

es la varianza poblacionaL
Si tenemos en cuent a la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
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Abstract.

¿What events led to the adoption of a biped posture in th e
process of hominization? In fact, it is not exactly known, but it is
probable that the modification of the geographic landscape of
eastern Africa would have contributed to it .:

Notwithstanding, the origins of bipedestation cannot be full y
understood if his biped posture is not considered as a part of a
general survival strategy,which was the result of an adaptative
response to the new conditions of life.

It is also object of discussion if those individuals who lived
more than 4 millions years ago were as efficient bipeds as modern
human beings, or if on the contrary, they still preserved sufficient
ability for tree climbing.

Finally, although we agree on the fact that bipedism could have
played a significant role in the hominization process, we think that
it not only this trait but the overall features of hominization wh at
makes us .different from other living creatures .

N O T A: El presente trabajo es el texto de la conferenci a
pronunciada por el autor en el Salón de Actos de la Caja de Ahorros
de La Inmaculada, el día 6/3/97, respondiendo a una invitación de
la Academia de Ciencias Exactas, Físicas, Químicas y Naturales de
Zaragoza. .
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1.- Introducción .

Entre todos los mamíferos, la especie humana se caracteriza por

disponer de una postura erecta y marcha bípeda permanentes . Si , bien es

cierto que ella nos ocasiona diversos inconvenientes, tales como hernias de

disco, pies planos, prolapso ' uterino y v árices (que no se presentan en los

póngidos), la misma supone, entre otras ventajas, la de posibilitar que la

traslación no dependa de todas las extremidades sino solo de las posteriores,

por ese moti vo más largas y fuertes y, consiguientemente, que los pies se

conviertan en órganos de apoyo para sostener el peso del cuerpo, perdiendo

así su capacidad para la prensión.

En 'este sentido, ·la postura erecta implica, entonces , un cambio

significativo: ya no es la · cría la que se aferra al cuerpo de la madre con

manos y pies , sino que es la madre la que transporta a la cría sujetándola

con sus miembros anteriores completamente libres de su función loco­

motriz (convirtiéndose así en órganos aptos para la aprehensión de los

objetos, para cargarlos y transportarlos, para fabricarlos, para defensa o

ataque, etc.)

¿Qué importancia tuvo la adopción del bipedismo en el proceso de

hominización? Para algunos · autores la adquisición de la postura erecta

constituye un hecho de verdadera trascendencia .' ~o solo por lo que significa '

en sí misma, sino, además, por los numerosos cambios correlativos que

provoca.

En este sentido, C. Owen Lovejoy, de la Kent State University., de E:E.U.U.,

sostiene que: En conjunto, la adopción del bipedismo es uno de los cambios

anatómicos más sorprendentes que puedan . verse en , biología evolutiva (1).

Del mismo modo, Stephen Jay Gould señala que el bipedismo es ' el paso
crucial de la hominización y Richard Leakey, a su vez , afirma: En ~i ' opini án,

la distinción fundamental entre nosotros , y nuestros parientes más próximos

no es el lenguaje, 'ni la cultura, ni la tecnología: Es el hech o. de andar

erguidos, el uso de nuestras extremidades inferiores para 'sostenernos' y

desplazarnos y liberar de esas funcion es a nuestras extremidades .superiores '

(2) .
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y más adelante: para mí "humano" y "simio bípedo " son sinónimos (3) .

¿Qué fue lo que llevó a la adopción del bipedismo? No lo sa bemos

exactamente. Sin embargo , pensamos que las modificaci ones del paisaje

geográfico del este africano durante el Mioceno tuvieron mucho 'que ver co n

su aparición.

2.- Cambios en el paisaje geográfico de Africa oriental durante el

Mioceno.

A comienzos del Mioceno las regiones templadas africanas se carac­

terizaban por tener temperaturas más elevadas que en la actualidad . Como

consecuencia, selvas y bosques cubrían particularmente el área compren­

dida entre los 10° de latitud norte y 10° de latitud sur. Pero desde mediados

del Mioceno el clima fue cambiando lentamente, con una evidente tendencia

al enfriamiento. Ello ocasionó la paulatina reducción de las vastas zonas

selváticas y boscosas y el consiguiente incremento de estepas y sabanas

arboladas . .

El cambio es notable, porque mientras . las selvas trópico-ecuatoriale s se

caracterizan por una temperatura elevada, poco variable, sin alternancia

marcada de estaciones y alta pluviosidad, con una vegetación que persiste

durante todo el año, en ' las sabanas las variaciones t érmicas son más

marcadas, existen escasas lluvias y cl~ra alternancia de estaciones, con largos

períodos de sequía. Las gramíneas y leguminosas, ricas en granos,

constituyen el único alimento disponible, en estas zonas, solo durante parte

del año.

La vida ·en regiones de den-sao vegetación brinda, a quienes .allf viven,

comida y protección. Refiriéndose al alimento disponible, Ashley Montagu

señalaba que: Un . ambiente boscoso no presenta muchos inconvenientes.

pues los animales que lo habitan encuentran ' allí abundantes alimentos que

pueden comer directamente. Por así. decirlo, la -mesa está puesta (4) .

En cambio, la vida en áreas más despejadas plantea nuevas y más dura s

exigencias .

Hacia fines del Mioceno, o comienzos del Plioceno, hace uno s 8 millones

de años , se produce, en el este africano, un acontecimiento geológico de
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importancia: una falla o fra ctura de magnitud, conocida con el nombre de

Valle del Rift , que se inicia en Asia Menor, mas precisamente en el sur de

Turquía, desciende por Israel, cruza el Mar Rojo y penetra en Africa por

Etiopía, recorriendo toda la zona oriental (los sitios de Hadar, Valle del Omo ,

Lago Turkana, Laetoli y Olduvai están dentro de la gran grieta) hasta llegar a

la desembocadura del río Zambeze, en Mozambique, luego de recorrer unos

5.000 kms . y alcanzando en algunos lugares un ancho de 80 km s. y una

profundidad superior a los 300 metros .

Ambos acontecimientos, el descenso de las temperaturas y la formación

del Valle del Rift, mas la presencia de ríos, lagos y montañas, llevó a la

transformación del este africano en una región rica en ecosistemas y

barreras ecológicas convirtiéndose en un verdadero ."mosaico de hábitats" .

Los cambios ambientales , como la mayoría de los investigadores considera,

constitu yen un importante estímulo del cambio evolutivo, como apunta

Roger Lewin, dado la elevada presión selectiva existente. Así, es muy

probable que ese "mosaico de hábitats" haya tenido particular relación con

los comienzos del bipedismo.

Una respuesta eficaz a las exigencias del medio pudo haber sido , de este

modo , la principal cau sa de que un grupo de primates iniciara el recorrido de

un camino evolu tivo diferente: el que conduciría a nosotros mismos. Gorilas

y chimpancés, en cambio, quedaron recluídos, en su mayor parte, a las selvas

y bosques den sos.

3.- La documentación paleoantropológica

¿Qué información proporcionan los hallazgos paleoantropológicos? Hasta

1972 no se consideraba una antigüedad superior a los 2,8 millones de años

para la po stura bípeda. Pero en 1973, durante la campaña realizada por

Donald Johanson, Maurice Taieb e Yves Coppens a la zona de Hadar, al

nor este de Etiopía, el primero de los autores mencionados descubrió,

se mie nterr ado, un fr agmento 'superior de tibia y a unos metros un

fragmento inferior de fémur que estaba partido por la mitad, de manera que

solo con servaba uno de sus cóndilos (el otro cóndilo estaba tirado en la
are na, muy cerca).

Cu and o Joh anson ar tic uló las tre s partes observó sorprendido que el
fémur y la tibi a se habían unido formando ángulo, dispo sición diferent e a la
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A mediados de 1995, cuatro huesos del pie encontrados en las cuevas de

Sterkfontein, cerca de Johannesburgo , en Sud áfrica, dat ados en 3,5 millo nes

de años, demuestran postura bípeda'.

Con posterioridad, en 1974 y 1975, los esqueletos de "Lucy" y los de la

"Pr imera Familia" corroboraron la existe ncia de la bip ed est aci ón e n

homínidos del noreste de Etiopía, hace más de tres millones de años .

Por entonces, la paleontóloga Meave Epp s Leak ey de scubrió res tos

fósi les de una ant igüedad de entre 3,9 y 4,1 millones de años , a los que

den ominó Australopithecu s anamensis, en la zo na del Lago Turkana. Los

hue so s tibiales del mismo presentan el típico borde del an ter o propio de

indivi duos que se desplazan en forma bípeda.

La mayoría de los autores ha aceptado la propuesta de Joh anson y Ti m

White en cuanto a que las poblaciones de Hadar y Laetol i representan el

mismo tipo de hom ínido, al que denominaron Australopithec us afa re nsis .

Restos de afarensis, con una antigüedad superior a los 4 millones de

años , también fueron encontrados, en 1981, en Middle Awash, Et iop ía, por

una expedición conjunta de la Universidad de Cali forn ia y la de Add is Abeba.

Años de spués , en 1978, también se encontraro n pisad as fósil es de

homínidos en el sitio de Laetoli , a uno s 40 kms. al sur de la Gargant a de

Olduvai , en Tanzania . Dichas pi sada s, datada s en 3,7 millones de años,

revelan el despl azamiento bípedo de tre s hom ínidos, a j uzgar por la fuerte

pisada del talón, bóved a plantar bien marcada y dedo pul gar alineado j unto

a los otr os dedo s (no separado, como se observa en los p óngidos). Se deduce

claramente, por lo tanto , que el pie se hab ía conver tido en órga no de apoyo

para sus tentar el peso del cuerpo.

de los póngido s, en quienes se unen en línea recta. Dic ho ángulo, de nomi nado

ángulo valgus, existe en el hombre modern o y es decisivo para la locomoción

bípeda ya que el pie se sitúa por debaj o del ce ntro de gravedad mien tras se

ava nza . En cambio, los póngid os "a nadea n" cuando se tras lada n en Posición

bíp ed a deb ido a que su fémur cae en forma to ta lmente vertica l. Esta

co mp robac ió n permitía supo ner qu e se trat ab a de un hom ín ido de

locomoci ón erguida, cu ya antigüedad se ca lculaba entre 3 y 4 millones de

años.



En definitiva, la documentación paleoantropológica existente a la fecha

asegura la presencia de la postura bípeda en homínidos que vivieron hace no

menos de 4 millones de años .

4 •.- Los australopitecos afarensis: ¿eran bípedos eficientes?

Los científicos no coinciden en sus apreciaciones comparativas entre la

postura erecta y marcha bípeda de los afarensis y la nuestra. Algunos

consideran que los mencionados homínidos, aunque bípedos, no eran

demasiado eficientes en tierra y que alternaban con una vida parcialmente

arborícola.

En este sentido, Peter Schmid, quien intentó una reconstrucción del

esqueleto de Lucy, observó que la caja torácica no presentaba forma de

tonel, como en el hombre moderno, sino forma de embudo, como en los

póngidos. Además, y según esta reconstrucción, los huesos ilíacos de la pelvis

tendrían un aspecto más simiesco que humano. Del mismo modo, los trabajos

de Christine Tardieu demostrarían una locomoción no definitivamente

terrestre en · los australopitécidos, sino más indiferenciada, conservando

cierta aptitud para la trepa arborícola.

Dos investigadores de la Universidad estatal de Nueva York, en Stony

Brook, Randall L. Susman y Jack T. Stern, llegaron a la conclusión de que la

mezcla de caracteres de la pelvis de Lucy es indicativa de una forma un

tanto simiesca de bipedismo. Asimismo, interpretan que los huesos

claramente curvados de . los dedos de las manos y de los pies son

adaptaciones a la aprehensión, en una vida en gran medida arborícola. Lo

mismo indicaría el omóplato, en su articulación con el húmero y la

articulación del codo es compatible con la suspensión arborícola.

Los estudios sobre el esqueleto de Lucy y de otros ejemplares de Hadar,

parecen mostrar que afarensis · tenía los miembros anteriores largos y los

posteriores relativamente cortos; sin embargo, Milford Wolpoff, de la

Universidad de Michigan, sostiene que las cortas piernas de Lucy tienen la

longitud que cabría esperar en un ser humano de su diminuta estatura.

Según Lovejoy , los afarensis parecen increíblemente primitivos del

cuello para arriba e increíblemente modernos del cuello para abajo (5), lo
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5.1. Fabricación de instrumentos.

5.- Probables causas

89

el fenómeno de ad aptación fundamental en es tos

habría sido la marcha bípeda y no el desarrollo del

¿Por qué nuestros antepasados adoptaron la postura bípeda? Tampoco

lo sabemos con exactitud, pero es evidente que las causas que la originaron

debieron ser lo suficientemente importantes como para justificar un cambio

tan profundo. Por qué sucedió sigue siendo materia de conjeturas. No se

trata de enumerar las ventajas que proporcionó, una vez establecida, sino

qué fue lo que llevó a su aparición.

La postura bípeda supone la liberación de los miembros anteriores y la

consiguiente posibilidad de fabricación de herramientas . En 1974, Sherwood

.Entre las probables causas, suelen citarse las siguientes:

Si bien Lovejoy admite la posibilidad de que Lucy no abandonara

totalmente la trepa arborícola, señala que existen claros indicios de que la

estructura interna del cuello del fémur de los afarensis es de tipo humano ya

que presenta una delgada capa ósea en la parte superior, 10 que permite

soportar únicamente los esfuerzos derivados de la marcha o la carrera en

posición erguida. De esta observación, Lovejoy concluye que en Lucyel cuello

del fémur estaba diseñado exclusivamente para la locomoción bípeda. No se

trata de que pudiera caminar erguida de vez en cuando: esa postura se había

convertido en su única alternativa (8).

que probaría que

homínidos antiguos

cerebro.

Al respecto, considera que la pelvis de Lucy fu e dis eñada especia lme nte

para la bipedia (6) y, en ciertos aspectos , ofrece un dis eño mejor para la

bipedestación que el aportado por la especie humana (7) debido a que el

tamaño del cráneo todavía era reducido y no requería de un ensanchamiento

de la abertura pélvica que pudiese afectar, de algún modo, la bipedestaci ón.

Lucy se habría anticipado a la drástica expansión del tamaño del cerebro .

Por ello, sus partos debieron ser mucho más fáciles que entre los seres

humanos (el cráneo de sus fetos no sería mayor que el del feto de un

chimpancé).



W ashburn escr ibió : La locom oci ón y el uso de herr am ientas f ue ro n

simultánea mente causa y efecto uno del otro (9).

Sin embargo, a pe sar de intenso s trabajo s de rastreo en Laetoli , y en

otros sitios de similar antigüedad , no fu eron en contrados in strumentos

líti co s. Los más antigüos, hast a ahora, fueron en-co ntrados hace po co tiempo

en el Valle del Gon a, a uno s 20 kms. de Hadar, en Etiopía , y cuentan con 2,6

millones de años, de ac uerdo con la aplicaci ón del paleomagnetism o . Ell o

significaría la exi stencia de un período de más de un millón de año s privado

de in strumentos líticos . ¿Cómo se explica esta situación ? Las posibles

respuestas a -este interrogante son :

a) Los instrumentos existen, pero aún no han sido descubiertos.

b) Los primeros instrumentos no serían de piedra sino de madera que,

como sabe mos, no se conserva a través de tanto tiempo (sin embargo, sí

tendrían qu e encontrarse los percutores de piedra utilizados .

e) Estos hom ínidos no habían alcanzado tod avía capacidad suficiente

para la fa bricación de instrumentos .

En lo que respecta a esta última alternativa, debemos recordar que sus

ce re bros no supe raban lo s 500 c .c . y qu e no se apreci a un aumento

signif icativo de la capac idad cerebral hasta la aparición de Horno habili s.

Atenié ndo nos a la documentación paleoantropológi ca existente a la

fec ha, debemos con siderar que la adopción de la postura erecta y mar cha

bíped a permanente sería claramente anterior al de sarrollo del cerebro y no

tend ría relación directa con la fabricación de instrumentos como, entre ot ros

autores , sostenía Washburn, sino que el motivo sería otro .

5.2. Vigilancia .

La vigilancia es otro aspecto del comportamiento antidepredador que

tiende a fa vorecer una postura erguida.

Mientras el bosqu e y la selva ofrecen protección a los animales qu e allí

vive n, las zo nas de sa ba na, abie rtas , de sp ej ad as , dejan pr áctic amente

desprotegidos de l ataque de carn ívoros a quienes dependen de ellas para su

alimentación y, por lo tanto , para su subs istencia.
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Por ello, una de las causas conside rada co mo prob abl e po r algunos

autores estaría re lacionada con la alime ntac ión de los hom íni dos e n zonas

abiertas. En esas circ unstancias, una eficaz vigilancia practicada por alguno s

individu os en pos tura erec ta (permitie ndo dominar más y mejor el pai saje

circ unda nte), brind aría cier ta seg uridad al gr upo ante el permane nte riesgo

de ataque por parte de carnívo ros.

Este comportamiento, muy común entre los animales que hab itan zonas

abiertas (su supervivencia depende de la unión y de la cooperación ), puede

observarse, por ejemplo, en los papio nes, que se ade ntran en la sabana y

vive n en el suelo . En un grupo de sese nta, habrá siempre 10 ó 12 individuos

de pie, so bre sus patas traseras, olvida ndo moment áneamente la bús queda

de comida para desempeñar mejo r su papel de vigías.

Tambi én el pequeño suricata, un tipo de mangost a que hab ita Afri ca

meridion al, en la zon a del Kalahari , adopta la postura bípeda (con la cola

como órga no de apoyo o bastón ) en la tarea de vigi lancia, en la que se turnan

perman en tem en te.

5.3. Atemorizar a depredadores y congé neres.

En el, caso de que el ataque de un carní voro lle gara a co ncr etarse , la

huida puede res ultar abso lutamente inútil por la distancia , que separa a la

víctima de algún árbol o sitio de protección . Por tant o, al no qu ed ar otra

opción que enfrentar la situación, la presa puede ensayar alguna condu cta

que qui zá imp acte o impresione al atacante : en suma, que sea más efec tista

que efec tiva, pero que logre el prop ósito buscado: ahuye nta r al enemi go .

Ent on ces, no es extra ño que se adopte la postura erec ta co n el fin de

atemorizar a lo s depredadores. Al er guirse sobre sus ex tremida des poste­

riores, un cu adrúpedo adquiere una dimensión distinta, descon ocid a para el

atacante, y ello puede hacer que és te decid a rehu sar la co nfrontac ión.

Par a amedre nta r a lo s depredad ores , y ta mbié n a sus propios

congé neres , los ch impancés recurren , frec uentemente, a las postu ras bípedas

acornpa- ñadas del manejo 'de grandes ramas. También arrojando piedras.

Aunque es tos comportamientos difícilmente const ituyen una grave amenaza

para el depredador que se aproxima, el mero hecho de adoptarlos produce

cierto efec to .
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En los últimos años , Nina Jablonski y George Chaplin, de la Universidad

de Australia occidental, han considerado que el bipedismo es el resultado de

la sistematización de un comportamiento común en los grandes monos: la

parada de intimidación, que consiste en ponerse de pie para impresionar a

un adversario.

5.4. Transporte de alimentos

a) hip óte sis de Adrienne Zihlman.

Como señala Roger Lewin, esta hipótesis, propuesta inicialmente por

Adrienne Zihlman, de la Universidad de California en Santa Cruz, a principios

de la década del setenta, fue un reto ideológico planteado frente al modelo

del "hombre cazador" orientado al macho (10).

A través de la misma, se pone el acento en el hecho de que , como se

sabe, en los grupos humanos de economía recolectora, la alimentación

cotidiana, consistente en un 70 a 80 % de vegetales , es provista por las

mujeres , mientras que el resto, carne, resulta aportado por los varones

(despiece y traslado de animales grandes ya muertos y caza de animales

pequeños). Entre los i Kung, por ejemplo, las nueces constituyen el alimento

bá sico ya que cada individuo consume aproximadamente 300 nueces de

mongongo por día (lo que equivale a un bistec de unos 400 gramos).

En este modelo, la bipedestación facilitaría a las mujeres la recolección

de vegetales y frutas al mismo tiempo que el transporte de las crías. La

antropóloga norteamericana Nancy Tanner sostiene similar opinión.

b) hip ótesis de Owen Lovejoy.

A comienzos de los ochenta, C. Owen Lovejoy sostuvo que la locomoción

no podía ser entendida sino como parte de una estrategia general de

supervive ncia.

En el modelo propuesto, no exi ste una primera causa desencadenante de

las demás, sino que se trata de un circuito de realimentación donde cada

factor ejerció efecto sobre los demás, produciéndose reforzamientos mutuos

(fenómenos sinérgicos).
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Lovejoy cree que el bipedismo habría permitido a los primeros

homínidos procrear más, evitando el espaciamiento en los nacimientos típi co

de los " póngidos. En este sentido, un aumento de la tasa de natalidad pudo

haber sido una respuesta adaptativa a la vida en zonas abiertas.

Por otra parte, un cambio muy importante se habría producido cua ndo

la atracción entre los sexos no se limitó al período de celo o estro de las

hembras, ni estuvo restringida al momento de la ovulación, sino que fue

contínua; y esto constituyó la base de la pareja humana.

Pero también existen razones alimentarias que justificarían esta relación

permanente. Según Lovejoy, si la hembra consigue una menor movil idad,

podrá tener "hij os con mayor frecuencia. Pero si el espaciamiento entre los

nacimientos "es menor, ello exige una mayor dedicación de la hembra al

cuidado de las crías al mismo tiempo que aumentan las necesidades

alimentarias (hay más bocas para alimentar). Como la menor movilidad de la

hembra le resta posibilidades de obtener comida, esta tarea "habría quedado

asignada al macho, cuya postura bípeda le habría permitido acarrear

alimentos al campamento .

Así, el macho habría aprovisionado a la hembra de alimentos de elevado

nivel energético, aumentando la capacidad de la madre para nutrir y

proteger a las crías y, además, le permitiría engendrar con mayor frecuencia.

Pero, según Lovejoy, el macho no abastecería a la hembra a menos que esté

seguro de que los hijos son suyos ·(aquí el autor sostiene ideas socio­

biológicas).

Obviamente, la bipedia resultaría, en este caso, una adquisición

sumamente ventajosa por la liberación de los miembros anteriores y la

consiguiente posibilidad de recolectar y transportar el alimento a una

morada base.

Lejos de compartir la postura de Lovejoy, Rebecca Cann considera que

parece más bien una extrapolación al pasado del modelo occidental actual de

la familia nuclear. Lo cierto es que la hipótesis de Lovejoy, que tuvo difusión

y repercusión en la década del ochenta, fue luego muy criticada y

actualmente ha perdido consenso .

93



5.5. Adap tación a una nueva distribución de los alim entos.

En los últim os años se ha destacado la propuesta de Pe ter Rodman y

Henry Me Henry, de la Univ er sid ad de Cali fornia, en Davi s , qui enes

co nsi dera n que el bip edi smo no es producto de un cambio en la dieta

alimenticia sino de un cambio en la distribución del alimento .

Como ya hemos visto, hacia fines del Mioceno much as regiones de densa

vegetación del es te af ricano se fueron transformando en zonas abie rtas , 10

que lle vó a una dispersión cada vez mayor de los alimentos, que , por este

moti vo, requ er ían de desplazamientos más largos para su recolección . Esta

necesidad cotidi ana de un desplazamiento mayor para poder subsistir pudo

haber ejercido una significativa pre sión de selección para una locomoción

más eficaz.

En tales circun stancias, la marcha bípeda habría resultado energéti­

cament e más eficaz que el caminar sobre nudillos del chimpancé . De esta

manera, tambié n las manos, libres , habrían ido adquiriendo gran habilidad

para la prensión de los pequeños bocados (granos y semill as, por ejemplo).

Según Richard Leakey, la hipótesis de Rodm an y Me Henry es una de las

más persuasivas con que contamos (11) .

6.- La abertura pélvica, el cerebro y la bipedestación: un delicado

equilibrio.

Una de las consec uencias de la bipedestación en las mujeres ha sido la

reducció n de su canal de parto . Contrariamente, el paulatino incremento del

ce rebro a lo lar go del proceso de hominización condujo a un ensancha­

miento cada vez mayor de la abertura pélvica para dar paso a un feto con

mayor capacidad cerebral. Pero este ensanchamiento tuvo un límite: el de no

llegar a afectar el normal desplazamiento bípedo de las mujeres.

Es prob abl e que tod o ello llevara a un acortamiento del período de

ges tac ió n hum ana ya que el cerebro del feto crece aceleradamente en los

últimos tramos de su vida intrauterina y, de continuar, no podría pasar luego

por el cana l de parto (es to expl icaría el hecho de que , inmediat amente

des pués de nacer, y hasta el año de vida, el cerebro del niño se incrementa

en forma explos iva hasta alca nzar nada men os que el 60 % de su ce rebro
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adulto). Explicaría también el grado de inmadurez del rec ién nacido y, por

tanto, su necesidad de recibir un mayor cui dado y protección .

La situación crítica en que se encuentra la pelvis de la mujer , por es tar

más cerca de los límites de su capacidad es truc tura l y funcional, co nstituiría

el moti yo, según Lovej oy, de que su parto sea uno de los más traum áticos de l

reino animal . y que , probablemente, a eso se deba la mayor frec ue ncia de las

fractur as de la articulación de la cadera en las mujeres, respect o a los

varones.

Afortunadamente, y tal como se obse rva, se ha llegado en las muje res a

una deli cada armonía: la máxima abertura pélvi ca posibl e, ca paz de dar paso

a un voluminoso cerebro, y una norm al bipedestación .

Dos consideraciones finales:

Por un lado, nos parece importante destacar que la bip edi a no es un

rasg o pur amente biológico, sino un car ácter bio- soci o-cultural. No es innato,

ya que los niño s la imitan o aprenden en el seno de una sociedad. Sin dudas,

nuestra conformación física la posibilita, y muy bien , pero todavía es preciso

que se nos enseñe a ponernos de pie, a despl azarnos so bre nuestras dos

piernas y no a cuatro patas . Cuando el niño tiene alrededor de un año intent a

enderezarse, mantenerse en pie aferrado a algún soporte, 'pero cua ndo desea

trasladarse lo hace en forma cu adrúpeda.

Dice Pierre Grassé al respecto: Al no ser la pOS1CLOn bípeda innata en el

hombre actual, es lógico dedu cir que tampoco lo era en los aus tra lopitecos y

pitecántropos, quienes también tendrían qu e enseñarla a sus pequeños. Sólo

pudo desarrollarse en el seno de una sociedad, o como mucho en el seno de

familias que conservasen a sus cría s largo tiempo entre ellas (12).

La mejor prueba de que la postura bípeda no es un carác ter exclusi­

vamente biológico la tenemos en el hech o de que, en todos los casos en que

niños fueron ab andonados en zon as inhóspitas al poco tie mpo de nacer ,

cuando se los encontró se .desplazaban en forma cuadrúpeda, y, al parecer ,

este he cho debe ser relacionado directamente con la ca re ncia del facto r

socio-cultura l (es el caso de los llamados "niños lobos").
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Resumen

Con objeto de conocer la respuesta a la deficiencia de hierro en el alga
verde Chlorella fusca, se han purificado diversas proteínas que pueden ver
alterada su síntesis en esas condiciones: ferredoxina, flavodoxina y citocromo C6

La obtención de anticuerpos policlonales específicos, y la valoración de la
flavodoxina y la ferredoxina presente en las algas mediante inmuno­
electrodifusión puede permitir una medida del estado nutricional de hierro del
fitop1ancton.

Abstract

Chlorella fusca response to iron deficiency has been studied in order to develop
methods for evaluating iron stress in phytoplanckton, based in quantification of
flavodoxin and ferredoxin present in the cells . The proteins have been puri fied
and their correspondent antibodies raised. Preliminary studies in modelization
of the response of Chlorella cells to iron stress have been performed.
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Introducción.

Durante muchos años, la comunidad científica ha prestado mucha
atención al problema de las repercusiones de la deficiencia de hierro en los
organismos fotosintéticos (los productores primarios), tanto en medios acuáticos
como en terrestres. Una de . las facetas más importantes de este .problema se
plantea en los oceanos, y ha sido motivo de larga polémica el papel del hierro en
el control de la productividad primaria de los oceanos. Recientemente, se ha
demostrado por primera vez de una forma concluyente, que los niveles de
hierro controlan la productividad, mediante un experimento de fertilizacion "in
situ" llamado IronEx II. Tras fertilizar con hierro aguas superficiales de una
región ecuatorial del Océano Pacífico, se detectó un crecimiento masivo del fito­
plancton, demostrando inequivocamenteque la productividad estaba limitada por
la disponibilidad de ' hierro (Coale et a1.1996). Las repercusiones de este hecho
son innumerables, no sólo desde el punto de vista científico, sino también
ecónomico y social; por ejemplo, las llamadas mareas tóxicas que frecuen­
temente sufren muchas zonas costeras, podrían estar causadas por un aporte de
hierro que permitiría la proliferación de los organismos responsables de ellas.
Otro aspecto importante es la captación de COZ implícito con la mayor o menor

cantidad de fitoplancton, que podría incluso influenciar el clima global de la
tierra (Cooper et al, 1996).

Los oceanógrafos llevan mucho tiempo interesados en el desarrollo de un
método que les permita valorar el estado nutricional respecto al hierro que
presentan los organismos planctónicos, y este interés es también importante en
aguas dulces , en el que pueden producirse proliferaciones indeseadas de algas y
cianobacterias que pueden afectar a la salud humana (por ejemplo, la desme­
surada proliferación de Aphanizomenon ovalisporum en el lago Kinneret, que es
la mayor fuente de agua potable en Israel; este organismo produce la
hepatotoxina cilindroespermopsina). La valoración directa del hierro puede no
ser una medida adecuada, pues su disponibilidad para ser utilizado va a depender
del organismo en cuestión y de las condiciones ambientales (pH, oxígeno
disuelto, etc.) (Huntsman and Sunda, 1980), por lo que las medidas directas del
hierro no van a ser buenos indicadores del estado nutricional en hierro de un
determinado grupo de organismos. En los últimos años se ha buscado un
indicador o marcador fisiólogico que diera información acerca de esta cuestión.
Lógicamente estos marcadores o indicadores de estres de hierro han estado
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relacionados con la valoración de respuestas adaptativas a la deficiencia de
hierro, o diversos cambios observados como consecuencia de esta limitación.
Inicialmente, se intentaron valorar cambios en gran cantidad de enzimas que
contenían hierro (catalasa, lipooxigenasa, peroxidasa) , directamente correla ­
cionados con los niveles de hierro sumministrados, así como razones entre
citocromo fy clorofila a (Glober, 1977), o transportadores electrónicos como la
ferredoxina (Entsch et al, 1983). Pero estos indicadores pueden estar influen­
ciados también por otros factores, como toxicidad o limitación causada por otros
elementos (Bouma, .1983). Evidentemente parecía más interesante el uso de un
método de diagnóstico "positivo", que se desencadenara al manifestarse la limi­
tación de hierro, que un método "negativo" es decir que se afectaba en mayor o
menor grado en función de otros factores ambientales y fisiológicos. Entre los
"marcadores" 'de deficiencia que se desencadenan como consecuencia de limita­
ción podemos distinguir dos grupos: 1) en primer lugar, los polipéptidos
relacionados con el trasporte del hierro, y 2) proteínas que sustituyen .en su
función a ferroproteínas afectadas por la deficiencia. En este último grupo
encontramos a la candidata por excelencia, la flavodoxina.

La flavodoxina es una pequeña flavoproteína (14.5-24 kDa), que contiene
un mol de FMN (flavin mononucleotido) por molécula. Esta proteína esta
presente en algunos procariotas, tanto fotosintéticos como heterótrofos, y en
algunas algas . No se ha descrito en plantas superiores. En algunos casos, esta
proteína es constitutiva y en la mayoría de los organismos fotosintéticos se
induce como respuesta a deficiencia de hierro en el medio. Su misión es sustituir
a la ferredoxina, proteína sulfoférrica, en el transporte de electrones foto­
sintético asociado al fotosistema I, que dará lugar a la fotorreducción del
NADP+. Puede sustituir también a la ferredoxina en otros procesos en los que
esta última interviene, como el transporte de electrones a la nitrito reductasa y
ferredoxina-glutamato sintasa (Vigara et al, 1997). Cuando las células son
cultivadas en medios deficientes en hierro, se produce una disminución de la
cantidad de ferredoxina (Pardo et al., 1990). En células capaces de inducir
flavodoxina, los estudios en el laboratorio mostraron que la inducción de
flavodoxina ocurría en tiempos muy cortos después de la exposición de las
células a la 'deficiencia, y que las cantidades detectadas eran correlativas con la
cantidad de hierro presente en el medio de cultivo, y con la disminución de la
ferredoxina (Hutbert et al., 1977; Sandmann et al., 1990). El hecho de que
además es una molécula extremadamente estable, y relativamente fácilmente
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cuantificable llevaron a Entsch et al. (1983) a proponer el uso de la tladoxina
como indicador de estres nutricional de hierro en medios naturales.

Los métodos para cuantificar la tlavodoxina son variados y sensibles.
Mediante el uso de métodos inmunoquímicos, con anticuerpos específicos, se
pueden valorar cantidades muy pequeñas de esta proteína en extractos crudos
procedentes de muy pequeña cantidad de células. Las técnicas de cromatografía
líquida de alta resolución (HPLC y FPLC) permiten purificar y valorar de una
forma muy precisa el contenido en tlavodoxina también de relativamente
pequeñas cantidades de células. Mientras que en el laboratorio no se presentan
grandes problemas en este sentido, en medios naturales la situación es mucho
más compleja. El problema planteado es valorar el estatus de nutrición en hierro
de una población muy heterogénea, con distintas .respuestas a la limitación de
hierro y la síntesis de tlavodoxina, de una manera rápida y fiable. No solamente
la respuesta en cuanto a la síntesis de tlavodoxina va a poder ser diferente, sino
que las propias moleculas de tlavodoxina pueden ser especies moleculares
bastante distintas en cuanto a características físico-químicas, debido a las
distancias filogenéticas entre los organismos que integran las poblaciones.

En este trabajo se plantean estudios básicos que podrían llevar al desarrollo
de un método de valoración de deficiencia biológica de hierro en aguas dulces,
extrapolable a océanos utilizando otros organismos.

Material y Métodos

Cultivo de Chlorella fusca::

Las células se cultivaron a 28°C con el medio de cultivo descrito por
Kessler y Czygan (1970). Las células, se iluminaron con un panel de luces
tluorescentes (100 umol m-2 s-l) y se burbujearon con aire-Cfr-, Los cultivos
deficientes en hierro contenian 0.18 IlM de hierro, mientras los cultivos sin
deficiencia eran 18 IlM en hierro .

Purificación de proteínas:

La tlavodoxina se purificó según el método previamente descrito por
. Peleato et al. (1994 ), utilizando células cultivadas en medios deficientes. La
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ferredoxina se purificó utilizand o células cultivadas con medi o co mpleto,
utilizando un método basado en el descrito por Bes et al.(1995). El citocromo c6
se purificó según el método previamente descrito (Inda et al., 1997 ), y la
plastocianina por un método basado en el descrito por Katoh (1960). La
concentración de las proteínas purificadas se determinó espec troscopicarnente
utilizando los sigui entes coeficientes de extinción, determinados en este trabajo :
fIavodo xina 10 mM-l cm-1 (462 nm), ferredoxina lOA mM-l cm- 1 (422 nrn ),

citocromo C6 24 .8 mM-l cm-1 (553 nm) y plastocianina 3.7mM- l cm! (596

nm).

Obtención de anticuerpos:

Los anticuerpos se prepararon utilizando proteínas puras, en conejos New
Zealand White . Se utilizó una primera inmunización utilizand o adyuvante
completo de Freund e igual volumen de la solución de proteína s puras. (0.5 mg,
excepto en el caso de la ferredoxina que fue necesatio utilizar 0.1 mg) . Al cabo
de un mes, se llevó a cabo una segunda inmunización con adyuvante incompleto
de Freund e igual volumen y concentración de proteínas. En el caso de l
citocromo C6, el anticuerpo se encargó a ZEU-Inmunotec.

Métodos inmunoquímicos:

La cua ntificación de las proteinas se llev ó a cabo utili zand o inmuno­

electrodifusión (Laurell, 1966).

Métodos analíticos:

Las proteínas totales fueron determinadas por el método de Lowry (1951 ).
El contenido en clorofila a se determinó espectrofotometricamente según el
procedimiento descrito por Mackinney (1941 ), utilizando acetona al 80% y la
ecuación 12.7(A663nm)-2.58 (A645nm)= ug cl a / ml

Resultados

El trabajo realizado consti tuye la base de l desarroll o de un método
inmunoenzimático para la valoración de la fIavodoxina y la ferre doxina en el
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alga verde Chlorella fusca. Se han purificado las proteínas flavodoxina y
ferredoxina del alga verde Chlorella fusca, así como otra proteína que contiene
hierro , el citocromo cs. Y la plastocianina, proteína que contiene cobre. Estas

proteínas puras se han utilizado para la obtención de anticuerpos policlonales,
que permiten la cuantificación de las proteínas en extractos crudos, y en
concentraciones extremadamente bajas. Los cuatro anticuerpos obtenidos son
monoespecíficos, y se dispone de ellos en cantidad suficiente para permitir una

purificación posterior.

La deficiencia de hierro de las condiciones del cultivo utilizadas afecta sólo
ligeramente al crecimiento celular. El tiempo de duplicación de las células
deficientes (0.18 /-lM) resulta ser de 12 horas, mientras que cuando las células
crecen en medio completo (18 u.M) es de 10 horas. Sin embargo, la composición
en ferredoxina/flavodoxina en las distintas condiciones de cultivo resultó ser
muy diferente. Cada 100 g de peso humedo de algas cultivadas en medio
completo (18 /-lM de hierro) se obtuvieron 11.5 mg de ferredoxina pura y no se
detectó la presencia de flavodoxina. Cuando las células se cultivaron en medio

. deficiente (0.18 u.M de hierro), la cantidad de flavodoxina purificada de 100 g
de algas fue de unos 20 mg, detectándose la presencia de unos 0.4 mg de
ferredoxina. Estos datos, en que la sustitución de la ferredoxina por la
flavodoxina ha ocurrido, y sin embargo no está demasiado afectado el
crecimiento celular, están de acuerdo con los datos obtenidos "in vitro", en que
se observa que la flavo doxina sustituye eficazmente a la ferredoxina como
trasportador de electrones en la fotosíntesis (Peleato et al, 1994) y en la
asimilación de nitrógeno (Vigara et al. 1997). Probablemente, otros procesos
dependientes de hierro, como la propia síntesis de clorofila son los que se ven
más afectados (Figura 1).

El contenido en proteína total de las células cultivadas en las dos situaciones
de disponibilidad de hierro, es muy similar (Figura 2), y esto era previsible
dado que en nuestros cultivos la deficiencia no estaba afectando fuertemente el
crecimiento. El hecho de que las proteínas totales no estuvieran condicionadas
por la deficiencia, permite referir el resto de los datos obtenidos al contenido en
proteínas.

En la Figura 3 se expresan los resultados de un experimento en que se
provocó la inducción de la flavodoxina. Se cultivaron células en medio com-
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pleto , y en su fase exponencial, se separaron en dos alícuotas . Estas alícuotas
fueron lavadas con medios de cultivo esteriles, uno comp leto y otro defi ciente
con respecto al hierro y se transfirieron a medios respectivamente completo y

deficiente. se tomaron muestras de las células cada cierto tiempo y utilizando
inmunoelectrodifusión, se cuantificó la flavodoxina presente en los extractos de
la células recolectadas. La flavodo xina se induce al tercer dia de cultivo defi­
ciente, aunque este factor podría estar condicionado por la reserva de hierro que
pudieran tener las células en cuestión. A partir del séptimo día, los niveles de
flavodoxina permanecen relativamente invariables, y no se aprecian cambios
significativos. Las células utilizadas como control, en medio completo, no pre­
sentaron flavodoxina.

Se purificó también otra ferroproteína, el citocromo C6, con objeto de

estudiar las variaciones observadas en los cultivos deficientes y obtener anti­
cuerpos que nos permitieran valorarlo en extractos crud os. En este caso los
rendimientos de la purificación han sido menores, 4 mg. por 100 g. de peso
humedo de Chlorella, cultivad a en medio completo, y 1.1 mg. cuando se
utilizaron células deficientes.

Discusión

El genero Chlorella está ampliamente distribuido en las aguas dulces, por
lo que podría ser uno de los organismos de elección para ser utilizado como
indicador de estrés biológico de hierro en limnología. Una de las ventajas deter­
minadas para el uso de Chlorella sería el hecho de que la flavodoxina no es
constitutiva (Peleato et al. 1994), con lo cual en situación de no deficiencia no va
a existir flavodoxina que pueda llevar a interpretaciones equívocas.

El trabajo realizado al purificar las proteínas y obtener sus anticuer pos
específicos es el primer paso para la puesta a punto del método que nos permi ­
tirá valorar en extractos crudos, y en cantidades extremadamente bajas, los
niveles de estas proteínas, y estudiar la correlación de estos valores y del estrés
bioló gico de hierro. Se pretende estudiar la parej a ferredoxinalflavodoxi na, y
citocromo c61 plastocianina, aunque este último par es menos prometedor, ya

que sus cantidades relati vas no solo van a estar influenciadas por el hierro, sino
también por el cobre .
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En el laboratorio los niveles de .flavodoxina medidos presentan una buena
correlación con los valores de hierro presentes en el medio de cultivo, y su
rápida inducción asegura una respuesta adecuada a cambios ambientales. La
referencia para la comparación de datos de organismos fotosintéticos suele ser el
contenido en clorofila, pero en el caso de la deficiencia de hierro, ésta no debe
de ser utilizada como referencia, ya que su síntesis es uno de los sucesos
afectados por la falta de hierro, y se produce clorosis. Las proteínas totales
como valor de referencia puede resultar útil en una situación de laboratorio, con
las condiciones controladas de forma que todos los parámetros van a resultar
muy repetitivos, y siempre que estemos utilizando un cultivo axénico. Otra
alternativa podría ser referir la cantidad de flavodoxina a la de ferredoxina­
NADP+ reductasa (FNR), enzima esencial de la misma cadena trasportadora de
electrones, que no se ve afectada por la deficiencia de hierro (Inda y Peleato,
resultados no publicados), y que nos daría idea de la organización y funcio­
nalidad de las membranas fotosintéticas. Sin embargo, la valoración de la
cantidad de ferredoxina remanente puede ser el referente más adecuado
(Doucette et al. 1996).

Un indicador biológico ideal debería de permitirnos valorar de una forma
rápida y precisa la disponibilidad de hierro en medios poblados por un
fitoplancton muy heterogéneo. Un método ideal debería de poder ser utilizado
"in situ", es decir valorando los parámetros en una población de organismos
muy heterogénea, sin cultivos ni manipulaciones posteriores, no sólo costosos en
tiempo, sino que podrían desvirtuar completamente los resultados. La valoración
de todas las flavodoxinas presentes en el conjunto de organismos podría ser una
alternativa, pero presenta el problema de la distinta respuesta que pueden tener
los organismos a la expresión de esta proteína, sin desdeñar la posible contri­
bución de bacterias heterórofas que podrían acrecentar los valores medidos
(Tortell et al. 1996). Esta opción implicaría tener una buena referencia, puesto
que en este caso las proteínas totales iban a estar determinadas por el conjunto de
la población, no sólo por los productores de flavodoxina, por lo que, como
proponen Doucette et al (1996), la medida más adecuada podría ser la razón
flavodoxina/ferredoxina. La elección de un organismo indicador, bien estudiado
en el laboratorio, tendría bastantes ventajas frente a la heterogeneidad de
partida, aunque el problema sería en este caso separarlo, o diferenciar
claramente sus proteínas. Esta elección de un organismo indicador, o por el
contrario el trabajo con el conjunto de la población, determina el método
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elegido para valorar la flavodoxinalferredoxina. Los métodos inmun oquim icos,
sea cual sea su índole, presentan cierta especifidad en el reconocimiento de las
proteínas, de forma que por una parte hay reacciones cruzadas con proteínas
similares, y no con la misma intensidad, y por otra, no reconocen la totalidad
de", por ejemplo, las flavodoxinas presente s en la población. Por esta razón este
tipo de métodos deben de ser usados con mucha precaución si se trata de
poblaciones hetero- géneas. Los métodos en los que se cuantifican el total de las
flavodoxinas mediante cromatografía de alta resolución (HPLC) (Doucette et al,
1996), pueden ser más adecuados para valoracion es de toda la flavodoxina
presente en un filtrado de planctón, pero la interpretación de los datos puede
llevar a conclusiones mucho más erróneas, dados los distinto s comportamientos
respecto a la síntesis de flavodoxina que pueden tener los organismos: ser
constitutiva, ausencia total o inducida como respuesta a la deficiencia de hierro.

Con objeto de estudiar el comportamiento de otra proteína que contenía
hierro, y también transportador electrónico foto sintético, se purificó el ci to­
cromo C6.. Esta proteína es un donador de electrones al fotosistema 1, que puede

sustituir a la plastocianina (que desempeña este papel en otro s organismos),
cuando la deficiencia de cobre impide la síntesis de esta cuproproteína. En algas
verdes coexisten ambas proteínas, y con objeto de encontrar respuestas cuanti­
ficables al estrés de hierro, se ha estudiado la presencia de es ta proteína en
Chl orella, siempre bajo la óptica del posible uso de este organismo como
marcador. Sin embargo, la cantidad de este citocromo en las células va a ser
también dependiente de la cantidad de cobre disponible, por lo que valorar el
citocromo C6 va a ser presumiblemente menos interesante que valorar la

flavodoxina presente o ferredoxina remanente.

Nuestra propuesta es:
1) Elección de un organismo (o grupo de organismo s) indicador , que

deberá reunir una serie de requisitos como ubicuidad, distancia filog enét ica
adecuada con los restantes, etc...

2) Que en este organismo esté perfectamente tipicada su respuesta a la
deficiencia de hierro .

3) Que immunológicamente pueda valorarse la flavodoxin a, la ferredoxina,
y presumiblemente la FNR , mediante técnicas de ELISA, inmunoelectrodifusión,
o incluso microscopía con inmunofluorescencia.
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Alguna característica antigénica de ese organismo o grupo de organismos
podría servir para distinguirlo de los demás .

La flavodoxina es un indicador de deficiencia biológica de hierro muy
adecuado, aunque sigan pendientes gran número de problemas por resolver. Los
estudios en el laboratorio sentarán las bases para proponer métodos que puedan
ser cotejados en poblaciones naturales .
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Figura 2: Determinación del contenido en proteínas de células crecidas en medio
completo 18 ~M hierro (o), o medio deficiente 0.18 ~M hierro (o).

Figura 1: Contenido en clorofila a de células de Chlorella fusca cultivadas en
medio 18 ~M de hierro (o), y cultivadas en 0.18 IlM de hierro (o).



Figura 3: Contenido de flavodoxina en células mantenidas en medio completo 18
~M de hierro (o), o transferidas a un medio deficiente 0.18 ~M de hierro (o) .
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DETERMINACION DE ACIDO URICO EN ORINA POR HPLC
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Ab s t r a e t :

A new HPLC method for the determination of uric aci d in urine sarnp les.
usin g both external and int ernal standar d te chn iqu es , in isoc ra tic r égirne, has
bee n pr op osed . Th e results are compa ra ble to the obtai ned by the e nz irnat ic
method, used as reference, for 50 samples .

1.- Introducción.

La mayor parte de los métodos usados para la determinación de
áci do unco en orina suponen su oxidación a alan to ína por medios
químicos o enzimáticos. El método más específico consiste en la oxidación
por la uricasa del ácido úrico (1 ). Se relaciona la di fer en cia de
absorbancias antes y después del tratamiento de la muestra co n la
concentración de ácido úrico en la mue stra de or ina. En base a la
reacción anterior, también puede conocerse indirectamente el contenido
en ácido úrico, por determinación del agua oxigenada producida.

La mayoría de los métodos espectrofotómétricos de determinación
de ácido úrico se basan en su acción reductora sobre el fosfowolframato,
en solución alcalina, dando lugar a la formación de un cromógeno azu l
(2) . Cabe destacar el método clásico descrito por Folin (3), que ha sido
modificado para aumentar la sensibilidad de la determinación (4-7) .

Entre los métodos cinéticos merecen especia l mención los basados
en el empleo de sis temas enzimáticos, con seguimie nto espectro­
fotométrico en la zon a del ultravioleta (8- 11), que son poco sensibles o
selectivos . Lo s métodos croma tog ráficos también se han usado con
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frec uencia . La cromatografía de gases permite la de termin ación
sim ultánea de hipoxant in a, xanti na, alopurino l, oxipur ino l y ácido úrico
en fluidos fisiológicos (12-17) . Por HPLC se ha determinado el ácido úrico
proveniente de la transformación enzimática de la xanti na (18) Y
simultáneamente con alantoína y oxipurinas en fluidos biológicos (19 ).

La mayoría de los métodos citados .presentan algún inconveniente,
como la excesiva duración del tratami ento previo de la muestra, baj a
sensibilidad y selectividad, etc. En es te trabajo se presenta un mé todo
sencillo y rápi do de determinac ión de ácido úrico en mu estras de ori na ,
por HPLC en régimen isocrático.

2. - Parte experime ntal.

2. 1. Apara tos.

Se ha utilizado un cromatógrafo de líq uidos Hew lett - Packard de la
ser ie 1050 . La columna es una Nucleosi l 120 C - 18, de 25 cm de larga,
0,46 cm de diámetro interno y 5 mm de espesor de pelí cula . El
integrador es de Hew lett - ·Packard, Mod elo 3396 A .

2.2. Reactiuos.

Todos los reactivos son de grado analítico . El agua es de ca lidad
ultrapura. El acetonitrilo usado como fase móvi l es de ca lidad para HPLC.

2.3 . Procedimientos.

2.3.1. Influencia del pH

El valor del pH de las muestras determina la aparición o no de dos
picos correspondientes a la disociación del ácido úrico. Para evitarlo , se
usan a menudo disoluciones tampon de fosfatos (12,19), qu e , si n
embargo, provocan una ines tabilidad en la presión, lo que no aco nseja su
uso . Ya que el pK del ácido úrico es de 5,75, se trabaja a un pH infe rior,
para asegurarse que el áci do úr ico se encuentra en su forma no
disociada. El pH óptimo resu lta ser de 3 y se logra por adición de ácido
acético. A pH<2 pueden producirse fenómenos de hidrólisis que originan
precipitados que dañan la col umna.

2.3.2. Tratamiento de las muestras .

Previamente a las determinaciones, las muestras se conservan en
una nevera a 4°C. Para la determinación por el método del patrón exter­
no, las mue stras de orina, una vez filtradas; se di luyen 1:20 (v:v) con
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2.3.3. Optimización de parámetros croma tog ráfi co s .

Tabla 1.- Datos de algunos parámetros cromatográficos o bt enid os
en ensayos previos .

6 ,3 5
13,81
6 ,7 9

13,96
4,15
7 ,2 8
8 ,1 3
14 ,39
5 ,8 6

21,84
4 ,3 0
7, 36

T.retenci ón
(min)

Compuesto

Acido úrico
Alopurinol
Acido úrico
Alopurinol
Acido úrico
Alopurinol
Acido úrico
Alopurinol
Acido úr ico
Alopurinol
Acido úrico
A lopurinol

TABLA 1

1,5
1,5
1,5
1,5
1,5
1,5
1,3
1,3
1 ,3
1,3
1,3
1,3

F lujo F.M.
(rn l .mín")

F.Móvil
(% v:v)

Tampon fosfatos
Tampon fosfatos
Ag ua
Agua
Agua:CH3CN, 99: I
Agua:CH3CN, 99: I
Agua
Agua
Agua:CH3CN, 99 : I
Agua:CH3CN, 99 : I
Ag ua:CH3CN, 98 :2
Ag ua:CH3CN, 98:2

En base a los datos obtenidos, se realiza la determin ac ión c on
ag ua :acetonitri lo como fase móvil, con un flujo de 1,3 rnI.min - l

, en
régimen isocr ático , a temperatura ambiente y con detección a 280 nm. El
pH se mantiene e n 3, para evi tar la disociaci ón del ác ido úrico . Se
inyecta n l O mI.

Tras la reali zación de los corr es po ndie nte s e ns ayos pr e vi os , c on
diferentes fases móvile s y variando los correspondientes flu j o s . se
obtienen los parámetros crornatogr áficos que se ob servan en la Tab la l .

En el método del patrón interno , se diluye la muest ra 1:20 ci ta da
anteriormente 1:2 (v :v) con alopurinol , usad o como patrón inte rno . A los
patrones de ácido úrico se les añade la mi sma ca ntida d de alo pur inol ( 1

mi) que a las muestras .

dieti lami na, añadiendo ácido acético para regular el pH. Se ce ntrif uga a
conti nuación durante 10 minutos . La curva de ca librado se re ali za co n
patrones de ácido úrico, en el rango 0-6 mg.dl' .
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3.1. Determinación de ácido úrico en orina por patrón extemo.

3.2. Determinación de ácido úrico en orina por patrón interno.

para determinar

A 0,030
B
S 0,025o
R
B 0,020

A
N 0,015
e
I

0,010A

0,005 tJ
5 10 15

TIEMPO DE RETENClüN (minutos)

Se añade a los "patrones y muestras 1 rnl de alopurinol 0,5" mM ,
como patrón intern o. La curva de calibrado se obtiene representando
A ácido úrico / Aalopuri nol frente a [Acido úrico ] / [Alopurinol] . La respuesta
es lineal en el rango 0-0,5 rng.dl 1, siendo la ecuación de la recta A :icido
úrico / Aa10[lurinOI = 0,043 + 11,126. [Acido úrico ] / [Alopurinol], con un

FIGURA 1

Figura 1: Cromatograma de una muestra de orina
á ci d o úrico por patrón externo .

3.- Resultados y discusión.

Se preparan patrones de ác ido úrico en las condiciones citad as
anteriormente , en el rango 0-6 mg.dl - \. Se obtiene una recta cuy a
"ecuación es y = 9191,41 + 957164,9.7x , siendo y el área , expresada en
cuentas (1 cuenta = 1,24.10 -4 mV) , y x la concentracíon de ácido úrico.
El coeficiente de regresión es R = 0,9999 . A continuación se inyecta la
muestra de orina, previamente preparada, y el resultado se interpola en
la recta obtenida. Un cromatograma de la muestra inyectada se incluye
en la siguiente Figura l .



117

TABLA II

5 10

TIEMPO DE RETENCiON (minu tos)

FIGURA 2

I
I

A
B 0,010

S
O
R
B
A
N 0,005 f-
e
1
A

Número de Pa tr ón Patrón Métod o
mue st r a ext e rn o in terno refer e nc i a

1 6, 5 6,6 6, 7
2 9 ,3 . 9 ,7 9, 5
3 9,4 9 ,7 Q,6

Los valores obtenidos co n el método de referencia ( 1) han sido
su m inistrados junto a las muestras correspondientes en el Ho spital . San
Jorge de Huesca .

Se ha realizado la determin ación de ácido úrico en 50 muestras de
or ina por los dos -métodos citados. Lo s val ores med ios para 3 de termina­
cione s se mue stran en "la · tabla II .

El orden de los picos que aparecen es el si guiente: ácido ac ético,
dietilamina, ácido úrico y alopurinol.

Figura 2: Cromatograma de una muestra de orina para determinar
ácido úrico con patrón interno.

coeficiente de correlación , R = 0,9999. U n crom atograma de la muest ra
inyectada se muestra en la sig uiente Figura 2.



4 10,7 10,3 10,0
5 11 ,2 11,7 12 ,0
6 13,5 13,2 13,0
7 12,7 13 ,6 13,0
8 13,5 13 ,8 14,0

· 9 16,5 16 ,1 16 ,0
1 O 17,3 16,5 17,0
1 1 18,7 18,7 19 ,0
1 2 19,3 19,8 20 ,0
1 3 19,5 20,3 20,0 . .

14 2 1,6 . 21,4 21,0
1 5 22 ,0 21,9 22,0
1 6 23 ,0 23,5 23 ,3
1 7 26,1 26,3 26,5
1 8 27,5 27,1 27 ,0
1 9 28 ,8 28 ,3 28,0
20 29, 7 29,0 29,0
21 30 ,2 29,9 30,0
22 31,3 31,2 3 1,0
23 33 ,5 33,6 33,0
24 33,8 34,5 34 ,0 ,

25 35,6 34,6 34 ,8
26 35, 7 35,4 35,0
27 35 ,8 36,5 36,0
28 39,1 39 ,4 39,7
29 40,2 41, 1 40,6
30 42,1 41,8 4 1,6
3 1 43 ,4 43,5 43 ,7
32 43,9 44,6 44,5
33 45 ,1 45,0 45 ,6
3 4 46 ,2 46,5 46,0
35 47,8 47,4 48,0
36 48,5 48,5 49,0
37 50,9 49,8 50,0
3 8 51,3 51,9 52,0
3 9 52 ,7 53,7 53 ,2
4 0 53,8 · 54 ,1 54,0
41 54 .9 55,3 55 ,7
42 57 ,2 57,3 57 ,0
43 58 ,2 58,2 58,0
44 58 ,4 58,5 59,0 -'

4 5 59,1 59 ,1 59,5
46 59 ,2 59,8 59,8



47 60 ,6 60,9 6 1,0
48 63,3 62,8 63, l
49 64,8 6 3,8 64,2
50 67 ,5 67,9 68,0

Tabla 11: Resultados obtenidos en la determina ci ón d e ácid o úri co
en orina por HPLC.

Si se comparan lo s resultado s obtenidos co n el mét od o del pa tró n
externo con los del método de refer enci a, al aplicar los valor es de la t de
s tude nt /" , se observa que texperim enlal < t1eóri ca , para un a prob abilidad del
95 %, siendo n = 48 el núm ero de grados de libertad. Ell o impli ca qu e los
res ultados proporcionados por ambos métodos so n simila res . Las m ism as
conclusiones se derivan de la comparación de los res ultados obte nidos
por el método del patrón interno y el de referen cia.

4.- Conclusiones. '

Se ha puesto a punto un método se ncillo y ráp id o par a la deter­
minación de ácido urICO en muestras de orina por HPLC. Lo s resultad os
obtenidos por los métodos del patrón ex terno y del pa tró n interno so n
comparables a lo s suministrados por el método de referenci a, s ie ndo el
coste aproximado de cada determinaci ón por cr om atogr afí a líquida bas­
tante inferior al del método oficial de los ho spitales del Insalud .
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Ab stract

1. Introduction.
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and ex pe rimental measures were not
(quas i-s tea dy state an d time-depe nde nt

It was ' a blind te st, the loc ation s
revealed in .ad vance. Twenty-three model s
model s) we re invo lved in the study .

1 Instituto LITEC. Con sej o Sup eri or de -Investigaciones Cient íficas. CI María de
Luna, 3. 500 15 Zaragoza. Spa in.

Th e data prov id ed we re essentia lly the da il y ai r con tamination and
precipitation and some site-dependent param eters. It was a blind test : the locations
and ex perimental measures were not reve aled in advance .

Ten ye ars afte r the Ch ernob yl accide nt , the scient ific stu dy of the
radionuclides released by the accident has made it possibl e to qu anti fy the rate of
transfer of the two most important nuclides (C s-1 37 and 1-131 ) throu gh so me
important bio spheric paths . The effort was in part leade red by the BI OMOVS
(Bios phe ric Models Validati on Studies) and VAMP (Val ida tio n of Models
Pred ict ion s) international program s. On e of the most im portant projec ts in the
BIOMOVS program was the "A4 exercise", which tried to compare the predi ctions of
model s designed in different institutes with ex per imenta l dat a obtained previou sly
in 13 locati ons around the world ,

The fir st evidence obt ained has been that a wide set of model s were ab le to
pred ict the order of magnitude of the nuclides tirne- int egrated concentra tions in
se ve ra l biospheric compartments . But only a few mod el s , a ll of them wit h a
'dynamic a l' structure, fitted the daily behavior with a reasonabl e ag ree me nt.

Comparison of Biospheric Models of Radionuclides Trans fe r

Antonio García-Ol ivares 1 & Elena Ca rrasco

Th e dynam ical structure of the most success ful mod el s .at predic ti ng fo r
Caesium 137 (CIRCLE, ECOSYS, PRYM A, RAGTIME, FARMLA ND and BILTH) shows
so rne co mmont patterns that may be rele vant fo r mod ell ing of nucl ear acci de nt
sc e na rios .

In thi s paper some explicit criteria have been used to se lec t the model s that
better matched the experimental results. In nine se lected locati on s a co mparati ve
ana lysis between the se models has been ca rried out fo r ob ta ini ng the str uct ura l
a nd param etric coinciden ce s that c ou ld ex pla in th ei r rel a t ivel y good
performan ce .

After the 'Chernobyl accident, the interna tional BIOMOVS A4 exercise made it
po ssible th at a set of bio spheric tr an sfer mod el s co uld pred ic t th e dai ly
radionuclide concentration in soils, fora ge and in some ani ma l produ ct s (cow mil k
and beef) in areas affe cted by the Chern ob yl acci de nt. Th e aim was to co mpa re
these pred ictions with ex perimenta l results in 13 locations aro und the wo rld . The
data provid ed were essentia lly the dail y ai r co nta mination and preci pi tati on and
some site-de pende nt pa ram et er s.

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza 52( 199 7J.



In the first case the c1assifi ca tio n cri te ria used are :
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Tabl e 1 shows the ranking of model s obtained.

groups re sult : St eady/conservative (St/c , 3
Dynamic/conservative (D y/c, 3 ca se s) and

As can be obse rved in these fig ures , the bias and variability of the P/O ratios
in int egrated var iables is not very differen t in stea dy sta te model s in re latio n to
best -estimate model s. Since for sorne purp oses, i.e. reg ulatory, an es ti matio n of the
integrated co nce ntration is enough, the use of goo d steady sta te models see ms to be
acceptab le .

Fig ure s 1 to 6 show the variability obt ained in the prediction/ ob ser vati on
ratios (P/O) of so rne int egr ated magnitudes [Kolh er 1991] . In the se fig ures, the
symbol "St/e ", "Dy/b" , etc, was added to identify the type of each model in our
c lassificatio n.

A steady sta te model appears in the ranking, showing thar sorne steady state
models are able to pred iet integrated quantities with roughly the sam e accuracy as
dynami c model s.

In orde r to quantify this performance in a way as objective ly as possibl e ,
the number of "hits " of eac h model was quantified as foll ows: a "hi t" was defined
as a pred iction/ob ser vat ion rat io in th e ra nge 0.5 to 2. -All the avail abl e
obse rva tions (50 data on 9 selected locat ions) of int egrated deposit ion , ve geta tio n .
co nce ntra tio n and milk co nce ntra tion of 13 7 e s and 131 I wer e used as ge ometric
mean s, as we re the geometric means of the tran sfer facto rs calcul ated for a ir to
deposit ion , air to mil k, depo siti on to vegeta tion and vegetation to milk for iodine
and caes ium. Th e bee f . concentration was not used du e to the sc arc ity of
ex perime nta l dat a available [K ülher 1991] .

In order to analyse the performance of the different models it is neeessary
to co mpa re their pred ict ion s with the ob served conee ntra tions in vegetation , and
milk/beef of catt le. When trying to compare the predi etions with the ob ser vations
it is possibl e to use the dail y values (prediete d and ob served ) or the time ­
integr at ed va lues .

2. Reliability of the models in the prediction of integrated
va l u es .

Usin g the two criteria four
cases), St eady/best (St/b, 7 cases),
Dyn ami c/b est (Dy/b, 12 cases).

In th e second case the criteria used are: (a) model s a tt empting a
c o n s er v a t i v e predi ction of the nuclides ' concentration , with radi olo gi cal
prot ecti on purposes, and (b) mcdels attempting a best es tima te predi ction.

( 1) Steady -rnodels: models usin g transfer ratios. A tra nsfe r ratio is defined as
the co nce ntra tion expec ted at the steady sta te, obta ined whe n t~ with a eo nsta nt
input of ac tivi ty, per unit of _input;

(2) D y n a m ie models: model s using transfer rates and fi rs t ord er differ ent ial
equations for the mass balanc e over the time.

Twent y five model s participated in the BIOMOVS A4 exerei se , two of them
inc1uded in a later stage . It is possible to e lassify these model s eithe r by their
meth od of predict ion or by means of their int end ed -accuracy.



The best models ac co rdin g to th e se c r iteria are : R A GTIM E , PRYM A ,
SCHRAADLO, ECOSYS, FARMLAND2, BILTH and CIRCLE.

Th e a utho rs a nd/o r users of th ese mod el s a re int roduce d in the fo llowi ng
lis t.

R A GTIME (P le as a nt et a l, 1980 ) (Kill oug h & Ho ffman , 1987 ). Use rs : ·G .G .
Killo ug h, F.O. Hoffm an, Hendecagon Corpor ati on ORN L, Oak Rid ge, T N, USA.

P R Y M A (Garc fa- O liva res 1992)(G arcía- O li vares et al , 19 93). ' Use rs : A . G arcía­
Oli vare s, E. Carras co, A . Su añ ez, CIEMAT-IMA, Madrid , Spa in.

S C H R A A D LO . U se rs : 1. H oryn a , Nu cl ear Re se arch l nst i t ut e , Rc z ,
Czec h o s lo v ak ia .

E COSYS. Users : H. Müller, G. P rohl , GSF, Neuherb er g, Ger ma ny.
F ARMLAND . Use rs: J . Bro wn , A. Iones,' NRPB , Chilton, U.K.
BILTH . Use rs : R. Bl aauboer, RI VM , Bi ltho ve n, T he Net he r land s .
C I RC L E . Users : T. Homma, O. Togawa, JAERI, T okai , Jap an .

Th e intended ac c u racy is be st es t i rna te a nd in five o f th em th e typ e o f
pred icti on is determini stic (R A GTI M E , ' E C O S Y S , PRYMA, F A R M LA ND a nd
SCHR AA DLO). In two of them the predi cti on is a di stribution (BILTH a nd C IRCLE).
Except fo r SCHRAADLO, th e remainin g rnod el s are dyn ami c .

The rnode ls ECOSYS and BILTH we re ca librated to Che rnoby l dat a a l th e ir ow n
site, and the model RAGTIME wa s calibrated afte r knowing th e A4 dat a .

Th e FARMLAND co de was used lo mak e two se ts of predi ct ion s for iod ine . In
FARMLAND2 the iod ine specia tion was taken into acc ount and in FARMLAN D I il
was not. FARMLAND2 corresponds to reality rnuch better th at FA RM L AN D I a nd it
will be ca lle d "FARMLAND" in the foll owing.

In the followin g pages the ci ted model s ex ce pt SC HRAADLO wi ll be co m pa red
with e ac h other in o rde r to detec t sorne patte rns in th e ir s t ruc tu re a nd th e
pa ramete rs th at th e y use .

3. Com pa r ison of the si x models.

The six mod el s analyse d are best- estirn ate dynami cal mod el s using fir sl o rde r
di ff erenti al e q ua t io ns for th e mass bal an ce in t im e . Two o f th em use tr an s fer
ratios also (BI LTH and ECOS YS ).

Fi gures 7 to 12 illu st rat e th e kind of pr ed ict ion s o bta ined fro m dy nami c
mod el s . In th ese fig ures th e predictions a re pl otted to gether w it h the o bse rve d
va lues in two out of 13 loc ations.

3.1 Deposition.

In three o f th e mod el s (E COSYS , PR YM A a nd BILTH) th e wet de po siti o n Fw

( B q / m 2d) is calc u la te d throu gh an e xp ression invo lvi ng th e c lo ud he igth H {m)

and a was ho ut consta nt CI. (h rnm! s - 1) :

F w = 36 00 CI. H 1 Cair (t )

whe re 1 is the daily precipi tat ion rat e (rnrn/d) and ca ir th e a ir conce ntra t io n

(Bq m-3).. FA RML AND uses a washo ut co ns ta n!" fo r a fixed H, in units of s- l .

In th e othe r two mod el s (RA GTI M E and CIRCL E) it is ca lc u la te d tr ou gh a n

ex p re s si o n i nvo lvi ng th e d i st r i b u t i o n c o effi c ie n l W [ ( B q / l ) / ( B q /m 3 ) I
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re prese nt in g th e nu cl id e conce ntrat io n in ra in dropl et s per un it air
concen t ration :

Fw = W 1 cair(t)

Bot h ex pressions can be re lated, however, since W = 3600 ex H.

Tab le 2 sum marizes the values of the effecti ve W used by the model s.

Th e ass umptio ns made abo ut the iodi ne speci atio n are d ifferent in differ ent
mode ls. Sorne mod els (FARMLAND2, ECOSYS and BILTH) ass ume a gaseous 1311
fra ctio n eq ua l to th at measured at Neuherberg (Germa ny), on e of th e two
locations where the iodi ne speciation wa s speci fie d.

Two model s . (RAGTI ME and CIRCLE) assume that the spec iation in Tokai
(J apan) was represen tati ve of all the other location s. PR YMA -assumes tw o
dif ferent speciatio n ki nds whi ch depend on the di st an ce from th e locati on to
Ch ernob y l: th e fract ion s me asured in Neu herberg are appli ed in european
locations and th e fract io s mea sured in Tokai are applied in the rem aining
loc a t io ns .

Th e dr y dep osition of contamination (B q/ m 2 d) onto soil and plants is
modeled th rou gh a dep osition veloci ty Vg (mis) by all the models (Table 3) .

Th e mode ls use a different depo sition veloci ty for different ph ysicoch erriical
fo rms of iodine (eleme nta l, or gan ic and particul ate), except CIRCLE whic h does
not co nsi de r iodi ne speciation.

Ta ble 3 shows that the dep osit ion velocity va lues used ran ges between a
min imum value of 4.E-4 mis and a maximum value of 3.E-3 mis for caes ium; and
between 1.E-6 mis and 1.5E-2 mis for iod ine.

Fo r io di ne the observed ran ge was 4 .3 E -3 (Lo viisa) to 9 .E-3 mi s
(Ne uherberg) wi th mean va lue 6.6E- 3 mis. For Caesium the obser ved range was
2.8E -3 (Anguillara) to 1.8E-2 mis (Neuhe rberg) with a mean value of 1.1E- 2 mi s
[Kohler et al 1991] .

Th erefore sorne of the best models have used a cent ral va lue for Yg whi ch is
out of th e obse rve d ra nge . However, th is had no vi sible effect on th e ir
performance due to the fac t that the wet deposit ion was dominant over th e dry
dep osit ion in mo st of the loc ations . "This may be rel ated to the depth of the
co nta minated cl oud of Chernobyl [Fulkner 1987] .

3 .2 Interception,

The dry inte rception fr action by the veg et at ion (R) is si mulate d by th e
Chamberla in express ion in ECOSYS, RAGTIME, FARMLAND and CIRCLE :

R = 1 - exp (-IlY)

whe re R is the frac tio n of dep os ition intercepte d "by the vegeta tion (forage
crops in this case), 11 is .. a coefficient typ icall y bet ween 2.3 and 3.3 m 21 K g
according to [Till 1983] and Y is the yie ld fact or in dry weight units CKg/m2 ) .

Th ree models (RAGTIME, CIRCLE and FARML AND) use a median 11 value of 2.8
m2/Kg . ECOSYS uses a median value of 1.0 m2/Kg.
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BILTH and oPRYMA use mass intercept ion approach with an R value of 0.25 in
BILTH and 0.2 for iodin e and 0.25 for caes ium in PRYMA.

Th e wet inte rce ptio n frac tio n was mod el ed as being equa l to th e dry
interception fract ion by three models (RAGTI ME, PRYMA and BILTH ). Th e 111 0del
ECOSYS uses a specific wet interception dep end ent on the rain rate 1 (mm/d):

Rwet = r¡ [I-exp (-I In 2/r2)] [ 1-ex p(-r3Y) ] 11

where r¡ is 0 .7 mm for iod ine and 1.4 mm for caesi urn: r2 is 0.3 mm for iodi ne

and 0.6 mm for caesium; r3 is I m2 / K g .

The model CIRCLE uses a wet inte rception value of 0. 15 for caesium and O. for
io di ne .

RAGTIME and PRYMA consider the rain eve ryday and th is approac h a llows
the stormy events to be simulated better. The R valu es used are listed in Table 4.

3.3 Reduction r ates,

The rnain rate of loss of contaminatio n out of the plant is show n In TABLE 5
for the six model s.

Three models consider only the losses due to weathering (BILTH , CIRCLE and
FARMLAND) and the other three co ns ider gr owth dilution in add it io n to
weatherin g. PRYMA and RAGTIME take into account ca tt le co nsumption.

As Table 5 shows, the fra ctio n of conta mi na tio n lost per day by th e
vegetation is between: 0.0 5 to 0.13 for iodine and 0.02 to 0.12 fo r caes ium. Th is is
equivalent to res idence times between 7 and 14 day s for iod ine, and 6 and 35 day s
for ca es ium.

3.4 Vegetation contamination.

Table 6 shows the processes of vege tation contamin ation and rem oval that
are con sid ered by the models studied.

A way to compare the perform anc e of the di fferen t model s inde pe ndently of
the part icul ar addressed processes is by means of the co nce ntration factor air to
vegetation ( m3 /kg d.w.) (Table 7).

Figure 13 shows the "effective " concentrati on factors as obta ined fro m the
model s' pr edictions in the 13 loc ati on s and it compares th em with the va lues
ex pe rimenta lly est imated for th is parameter.

If the whole set of participant mod el s is used [K ohler et al , 199 1], the
geometri c mean for the air to veg et ation rat ios of Iod ine co nce ntratio n ra nges
frorn 21 10m3Ikg to 34256 m3/kg with mean valu e in 7522 m3/kg. Th ere for e , the
range of the best models is in the lower extreme of thi s ran ge. Fo r caes ium, the
range is fro rn 339 2 m3/kg to 64323 m3/k g, with a mean of 2 1034 m3Ik g.

If the set of the non- sel ected mod els is used the geo met ric mean ranges frorn
2255 m3/kg te 34256 m3/kg with a mean 9 167 m3/ kg for iodin e , and for ocaes ium
the range is frorn 3392 m3/kg to 64323 m3/kg with a mean of 25723 m3Ik g.
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3 .5 Milk contamination .-
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RIWR Vg / 1.. Y
----- + CFdry + CF wet
(1.. d + I..w) Y (1.. d + I..w) Y

R Yg / AY + R 1 W
CFth =--- - - - - -

T abl e 8 shows the CFdry and CFwe t obta ined for th e six se lec ted models fo r a
ra in rat e eq ua l to 1.37 mm /d.

T he va lues o btai ne d in table 8 are in the ran ge of the effe ct ive
co ncent ra t io n fact or ob served in the locatiori s (fig . 13 a nd 14) for a lmost a ll a ll
th e mod e ls but th e y are not equaL Th e di fference must be related to : ( i) th e
diffe ren ces in th e input and output parameter _ values and to - differences in th e
numbe r of co mpa rt me nts; ( ii) the fac t th at th e Ch ernob yl c lo ud a nd deposit ion
was not statio na ry bu t sharp ly vary ing a nd intermitten t.

T he re la tive ly goo d co ncentra tion ra ti o emergi ng fr o m the se lected mo de ls
does not imply, ho we ve r, an id entica l c ho ice of co mpa rtme nts a nd param eters . 1n
fact, the effect ive co nce nt ra tion rat io fro m a ir to ve getati on is controlled by th e
va lues o f th e depo sition parameters , by the values of the los s-rates, and by th e
number of intermediate compartments del ayin g the loss-rates in rel ation to th e
dep osit ion fl o w.

wh ere R is the fracti on of depositi on intercepted by the c rop , vg isthe d ry
de posi tio n ve loc ity, 1.. is the radioact iv e decay co ns tant , Y -is th e yie ld factor of the
crop, 1 is the tim e precipit ation ra te, W is th e effec tive dist rib ution coe fficie nt, I..d
is the loss rate du e to dr y wheatherin g (w ind drag and subli matio n), I..w is th e loss
ra te due to we t weathe ring (rain drag), and CFdry and CFwet are the th eoreti cal dr y
a nd we t co nc e nt rat io n factors . -

If the air co ncentrat io n and the rai n ra te (1) we re steady, this la st fea ture
wou ld no t be rel e vant , and the effect ive co nc e rit ratio n ra tio wo uld co inci de with
th e th e oreti c a l co nce nt ra ti o n ratio C F t h obtain ed throu gh th e f ol lo win g
ex press io n:

The co nta m inat io n of a ni mal p roducts (mil k and be ef) were cal cu lat ed
through a time-d ep endent approach in three case s (ECOSYS, RAGTIME and CIRCLE)
and th e ot he r t hree cases (PR Y MA, FARMLAND an d B ILTH ) wi t h a
mu l t ico mpart me n ta l mode l approach . In t he t im e-dependent a p p roac h t he
eq ui li b r iu m tran s fer factor (F rn) wa s co nve rted - into a t im e-dependent fo rm,
calc u lat ing rad io nuc li de concentrations in milk and bee f on the tim e-dependance
of radi onuclide co ncent ra ti o n in fo rage .

Fi gures 13 a nd 14 sho w the predicted versus the ob served co nc entration
ratio for 13 11 and 137 C s for th e seve n se lec te d mod el s . Observed co nce n tra tio n
ratios we re defin ed as th e quoti ent of the integrated vegeta t io n co nce ntrat io n to
in te grat ed ai r con cen tr at ion , both ob se rved in th e w ho le pe ri odo Theo re t ical
conce ntratio ns ra t ios were defi ne d as a simi la r qu oti ent . but using th e va lues
predict ed by th e models . It can be observe d that the scatterp lo ts of th e six d yn ami c
best -estimat e model s are closer to the di agonal of th e fig ure, when compared with
the steady co nse rvative model se lected .

It ca n be ob served th at th e va riabi lity ge nerated by th e be st mod el s is lo we r
or simi la r to th e obs erved va riability fo r iodine as well as fo r caesi um. Ho we ve r,
th is is a feature observe d also in the non-sel ect ed mod el s.



Only on e of th e model s cons iders cow inh a lati on of air conturn i nutc d by

resu spended radionuclide s (F AR M L A N D , 130 ' m3 per d ay). In three . cases (PR YMA ,
FA RM LA N D and BILTH) soi l cons umptio n by th e cow was co nsidere d (4 % o f d ry
matt er inta ke in th e tw o firs t mod el s and 0 .75 kg pe r day in the third one),

T abl e 9 shows the tr an sfer facto r Fm (dll ) deri ved from the six mod el s. Fm is
the ra tio of co nce ntra tio n th at ap pears in the lon g te rm in th e mi lk (Bq/ l) per
un it of the radionuclide in gesti on (Bq/d) if a steady co nta mi natio n is g ive n lo thc
a n i m a l.

A s a reference to compare th ese valu es , lh e ' o bse rved va lues fo r iodin e in
ca tt le of d iff erent lo cati on s ran ged bet ween l. E-3 dll at Be lg iu m a nd 5 .E -3 d/ l in
Hungary , w ith a mean val ue of 2.6E-3 dI !. Th e mean valu é for caesiurn wa s 4 .3E~3

d/ l, a va lue ve ry si mi lar to tha t obse rved from weapons fa llou t s tudies [K o hler el
al 199 1].

The value most commonly used fo r iodine by th e wh ol e se t of puru ci pan ts
models was I .E-2 dll , Le . a factor 0 1' four over th e observed va lue . Th e si x
dyn am ic al model s we ' anal ys ed show a more accurate F m fo r iodine , with ce ntra l
va lues ran ging between I .E -3 dll and 9.9E-3 dll with a mean va lue 01' 3 .E-3 dll,
which is rou ghl y co mpati b le with the obse rved va riab i li ty . Fo r caesi um th e mean
value is 4.4E-3 dll , a lmost the sa me as the o bserved mean va lue .

F igure s 15 a nd 16 · show th e pred icted vers us th e o bse rved co ncenrrati on

rat io for 13 11 and 1 3 7 C s tr an sfer fro m vege ta t io n to milk in o ne s teady
co nse rvat ive model as wel1 as in th e s ix se lec te d dyn ami c best-estimate mod el s . As
ca n be o bserve d fr om · these figure s, for a ir to milk tr an sfer th e . performan ce 01'
so me co nservat ive mode ls is quite sim ila r to th e pe rfo rm an ce 0 1' th e s ix se lect ed
mod el s . Ho wever the a cc u mu la te d e rrors in th e : air-veget ati o n su bs yste m make
th ose model s to o ve rpred ic t syste matica lly .

4. C o n cl u s i o n s .

Th e fact th at a st e ad y s ta te m odel ranks in se co nd posiu on i n i ts
perform an c e in the prediction of in te g ra t e d c o nce n t ra t io ns s ho ws t hat
co mplexi ty is not a necessity for many assessm ent purposes .

H o we ver, w he n a go od fit of th e d ail y concentrat io ns is inte nded, d yn a m ic
mod el s s ho w a better performan ce th an qu asi s teady rnodel s do .

The model SPADE 2 is quite s imi la r in s tru c tu re to o ne o f th e 6 se lec ted
model s : th e PRYMA model. However, a di fferent ch oi ce of param et er va lue s ma de
the predictions of the latter model so me wha t more accurate .

Th e vo lu me tr ic di stribution param et e r W (rat io betwe en th e co nce n trut io n
of co nta m ina t io n in ra in droplets and th e co nce nt ra tio n in a ir) th at the 6 be s t
model s used is ro ugh ly compatible wi th the ran ge reported by C ou gh tr e y for

Euro pe [Coug ht rey 1990]: W from 200 to 800 (B qll )/( B q/ m 3).

A ge ne ra l fe ature observed in most of th e parti cipan t model s in th e A4
ex ercise whic h is a lso ob served in three of th e six se lec te d mod el s (C IRCLE .fo r
Iod ine and RAGTIME a nd PRYMA for Caesium ) is that th ey gi ve good predi c ti on s
for the tot al deposition and not so good for we t and dr y deposit ion se pa ra te ly .

T hi s feat ure i lus t ra tes the oc c urrence of co m pe nsatory errors in di f ferent
su bsyste ms of th e mode!.
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Sorne of the best model s used a ce ntral va lue for Vg which is out of the
obse rve d range. However, thi s had no visi ble effect on their performance . Thi s is
due to the fact that the wet deposition was dom inant over the dry deposit ion in
most of the locat ion s. Th is can be exp lained by the depth of the co ntamina ted
cloud of Chernobyl [Fulkner 1987] .

The se lected mode ls use the Chamb erl ain formula or sorne si mila r approach
tha t co rrelates the interc eption R and the yield factor Y.

Th e se lec ted mod els use cen tral va lues for the weathering dec ay time in the
interval of the experimenta l variability (Id < "texp < 35 d for caesium and 7 d < "texp <
14 d for iodine) .

The se lected model s use dynamical expressions for daily deposition and
wea ther washout and dynamical metabolic model s for ca esium and for iodine.

A good summary of the performance of the air to vegetation subsystem of
each model is the cornpara ison between the observed and obtained concentration
ratio s for the transfer from air to vegetation . The range of the air to veg et ation
transfer ratios obt ained by the best models for iodine is from 0.61 to 1.8 the
observed mean valu e. For caesium the range is from 0.4 to 1.1 the observed mean
va lue .

Howe ver thi s transfer rati o is obtained through very different mechan ism s
in different model s. For example, for 137Cs, sorne models are very sensi tive to
precipitat ion events, e.g . RAGTIME (see Table 2), and others are less sens itive (e.g.
CIRCLE). Howe ver , in practice these structura l differences only gen erate an
effec tive tran sfer ratio whic h presents a relat ivel y goo d covariat ion with the
obse rved one .

Th e pasture to milk transfe r factors (Fm) der ived from the six be st model s
are ro ughl y in the range of the obs er ved variability for caesium and for iodi ne .
Th is co ntras ts with the mean of the Fm used by the rest of model s, which tend s to
ove rpred ic t. For iodin e, thi s overprediction is as large as a factor of four.
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TABLE 1

Ranking of model reliability

Integrated Geometric Transfer
HODEL predictions means factors Type of model

"bits" "bits" "bits"

RAGTIHE 32 B 10 Dynamic/best

PRYHA 35 7 7 Dynamic/bes't

SCHRAADLO 32 6 6 Steady/best

ECOSYS 23 9 9 Dynamic/best

FARHLAND 22 B 6 Dynamic/best

BILTH 19 B 8 Dynamic/best

CIRCLE 18 6 6 Dynamic/best

TABLE 2

Effective Distribution Coefficient (V)
values used by tbe 6 selected models
for caesium and iodine [(Bq/l)/(Bq/nJ)]

KODELS V(Iele) V(Iorg) V(Ipar) V(Cs)

ECOSYS 475 4.75 475 475

RAGTIHE 80 0.4 600 600

CIRCLE 200 2.0 200 200 .

PRYHA 396 O 576 576

BILTa 396 O 576 576

FARHLAND 360 3.6 360 360

Iele, Iorg and Ipar designate tbe chemical forms
of tbe iodine: elemental, organic and particulate
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TABLE 3

Values of the deposition velocity (mIs)

HODEL ECOSYS RAGTIHE CIRCLE PRIMA FARHLAND BILTH

Iele 1.0E-2 1.5E-2 3.5E-3 1.0E-2 1.0E-2 5.0E-3

Iorg 2.0E-4 3.0E-6 - 1.0E-4 1.0E-6 O

Ipar 2.0E-3 4.0E-4 - 1.0E-3 1.0E-3 2.0E-3

Cs 2.0E-3 4.0E-4 7.5E-4 2.4E-3 1.0E-3 3.0E-3

TABLE 4

R (interception factor) values assuming
y = 0.2Kg d.y./m2 and I = 500 mm/year

HODEL R I VET R I DRY R Cs VET R Cs DRY

ECOSYS 0.09 1.00 0.08 1.00

PRIMA ' 0.20 0.20 0.25 0.25

RAGTIHE '0 . 43 0.43 0.43 0.43,.'
CIRCLE 0.00 0.43 0.15 0.43

FARHLAND '0 . 43 0.43 0.43 0.43

BILTH 0.25 0.25 0.25 0.25

TABLE 5

Hain rate of 10s5 Yithout radiactive decay (d-l)

HODEL ECOSYS RAGTlHE CIRCLE PRIMA BILTH FARHLAND

es 5.8E-2 7.53E-2 4. 95E-2 1.23E-l 2.3E-2 4.19E-2

I 8.7E-2 7.53E-2 1.26E-l 1.03E-l 1.0E-l 4 .95E-2
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TABLE 6

The models' first order differential equations take into
account the folloving pbenomena

PHENOKENA ECOSYS RAGT1KE PRYKA FARHLAND B1LTH CIRCLE

Daily deposition X X X X X X

Veathering vashout X X X X X X

Grovth dilution X X X

Cattle consumption X X

Resuspension X X X X

Leave absorption X

Radicular absorpt. X X X X X X

TABLE 7

Concentration ratio air to vegetation (m3/kg d.v.)
arising from the models studied and concentration
factor observed

G.Hean (1) G.STO (1) G.Hean(Cs) G.STD (Cs)

Observed Value 3448 1.7 14526 2.2

ECOSYS 4010 1.4 13082 1.4

PRYHA 3237 1.7 9331 ],..7

RAGT1KE 2282 1.5 10201 2.0

CIRCLE 2602 1.3 6847 2.4

B1LTH 2513 1.7 5886 1.9

FARHLAND 6292 1.7 15351 1.9

G.Hean : Geometric Hean. G.STD : Geometric Standard Deviation
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TABLE 8

Concentration ratio air to vegetation (m3/kg d.w.)
calculated for the models studied assuming steady
air concentration and a rain rate of 1.37 mm/d.

HODEL CFwet 1 CFdry 1 CFwet Cs CFdry Cs

ECOSYS 442 n 6752 n 4481 6405

2230 n 9015 n
PRYHA 7994 3410

2000 t 1331 t

RAGTlHE 254 t 206 t 636 987

CIRCLE O t 5160 nu 6227 2841

BILTH 4021 n 1901 n 42750 9391

FARHLAND * 99485 n 10662 n 443340 4433

n: Neuherberg iodine speciation, t: Tokai iodine speciation
nu: iodine speciation not used

* FARHLAND uses a precipitation rate of 24 mm/d

TABLE 9

Ingestion-milk concentration factor Fm (d/l)

HODEL ECOSYS RAGTlHE CIRCLE PRYHA BILTH* FARHLAND

Cs 3.0E-3 4.0E-3 7.1E-3 4.0E-3 1.0E-3 7.1E-3

1 3.0E-3 2.0E-3 1.0E-3 1.0E-3 1.lE-3 9.9E-3

* Values calculated with time-integrated results.
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ABSTRACT

The difference of Pco- values between spring waters and atmosphere involves the

desgasification of CO z and provides the origin of this carbonate deposits. Precipitates in the

Alhama de Aragón-Jaraba thermal system show covering character and laminar intemal

structure. The observed textures are strongly controlled by temperature, precipitation rates and

competitive growth of crystals, The study of different depositional environments defined

allow us to relate mainly aragonitic nature of sinters with water overheating, and calcitic

natures with waters not overheated or even, éooled.

lo INTRODUCCIÓN

El presente trabajo propone el estudio de los distintos factores que condicionan la

morfología y la mineralogía de los depósitos carbonatados asociados a las surgencias termales.

Nuestro estudio se centra en el sistema termal de Alhama de Aragón-Jaraba, caracterizado por

unas aguas de composición química bien definida que llevan asociadas unos depósitos de

carácter encostrante, cuyas mineralogías y morfologías son el resultado de unas condiciones

de depósito precisas, delimitadas por una serie de variables: temperatura, Pco¿ química del

agua, contexto hidrodinámico, que han sido elegidas como más representativas, y que son el

objeto de este análisis.
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2. SITUACIÓN GEOGRÁFICA Y GEOLÓGICA

La zona de estudio se sitúa próxima a las localidades de Alhama de Aragón y Jaraba,

en un sistema termal de reconocidas propiedades balneoterápicas.

Desde el punto de vista geológico, se encuentra en el sector suroccidental de la Rama

Castellana de la Cordillera Ibérica, en el contacto con la cuenca terciaria de Almazán . El claro

control estructural de dirección Ibérica (noroeste-sureste) condiciona la disposición de los

manantiales en dicha dirección, destacando como principales puntos de surgencia los

presentes en Alhama de Aragón, Jaraba , Mochales, Cimballa, Deza y Embid de Ariza .

El modelo de funcionamiento hidrogeológico propuesto considera como área de recarga

fundamental del sistema la definida por los materiales carbonatados liásicos predominantes en la

Sierra de Solorio. Existen tres direcciones de circulación preferente: a) dirección E-O

(Guadarrama) que funciona en el valle del río Mesa antes de Jaraba. b) dirección SO-NE: la del

río Mesa, que recoge e! flujo no drenado en Mochales y Cimballa y lo canaliza hacia los

manantiales de Jaraba. e) dirección SE-NO (ibérica) a favor de la cual se produce un flujo

convergente hasta la zona de menor cota en el valle del Jalón, a la altura de Alhama de Aragón,

y que juega un importante pape! en el termalismo de las aguas

3. METODOLOGÍA

a) metodología de campo: Se ha efectuado una recogida de muestras de agua representativa

del conjunto de surgencias termales de la zona o del complejo balneoterápico en concreto,

midiendo in situ parámetros tales como temperatura , pH y conductividad. Las muestras de

agua se han recogido estabiliz ando el contenido en cationes mediante la adición de un 1% de

HN03 suprapuro y otra submuestra no modificada para el análisis de aniones . En los casos en

que es posible se recogieron muestras del depósito encostrante procurando obtener aquellas

que no mostraban signos de presencia de materia orgánica (tapices, tonalidades verdosas,

etc.). Pese a que no en todos los casos se ha podido disponer de una muestra de agua con su

correspondiente depósito, al menos, sí se ha dispuesto de la muestra combinada para cada

sector o complejo balneoterápico"de la zona.
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b) metodología de laboratorio: En un periodo de tiempo no superior a 24 horas se procede a

medir temperatura, pH y alcalinidad , determ inando además las concentraciones de los

principales aniones y catione s mayores. Las metodo logías analític as utili zadas incluyen

absorción atóm ica para la determinación de cation es e ICP para los menore s y trazas . También

se han realizado .an álisis morfológicos y mineralógicos mediante microscopía electrónica con

EDAX, difracción de rayos X y microscopía petrográfica.

4. GEOQUÍMICA DE LAS AGUAS TERMALES

Las características hidroquímicas de los manantiales termales de la zona responden a

tipologías bicarbonatado-sulfatadas (Jaraba) y sulfatado-bicarbonatadas (Alhama de Aragón),

ambas con caracteres comunes cálc ico-magnésicos. Adicionalmente, en Alhama de Aragón se

aprecian tendencias clorurado-sódicas.

En los manantiales de · Jaraba se aprecian variaciones composicionales y de

temperatura entre las distintas surgencias que inducen a pensar en procesos secundarios que

modifican con intensidad variable el quimismo de la solución en profundidad. A priori puede

pensarse en un proceso de mezcla de aguas o en fenóme nos de disolución o precipitación. La

verificación y caracterización del proceso de mezcla fue efectuada por Auqué (1993) mediante

modelización en sistema cerrado con el código PHREQEE.

5. FACTORES INVOLUCRAD OS EN EL PROCESO DE PRECIPITACIÓN. REVISIÓN.

5.1. Punto de partida

La situaéión de desequilibrio de la presión parcial de CO2 en las aguas respectó al

valor atmosférico da lugar a una pérdida por desgasificación de CO2• Este proceso lleva

consigo un aumento del grado de sobresaturación del carbonato en solución, provocando así

su precipitación. La ecuación que describe este proceso es la siguiente:
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5.2. Factores que influyen en la tasa de precipitación y que afectan él la mineralogía de los

depósitos .

Además del índice de saturación hay otros factores que deben ser tenidos en cuenta.

Así, Burton (1993) hace notar la importancia de factores tales como temperatura, contenido en

S04=, relación AMgz.J Acaz+, salinidad del sistema o contenido en amonio como favorecedores

o inhibidores de la fase mineral específica que precipita, y considera la importancia de los

aspectos cinéticos en el desarrollo de los cristales planteando el efecto de los factores

La precipitación de calcita o aragonito depende de las variaciones temporales de la

presión de caz, tal como mostraron Jones y Renaut (1996) en sistemas de alta entalpía. Esta

idea se puede generalizar también para los sistemas de media-baja entalpía, como el que es

objeto de este estudio , y así Given y Wilkinson (1985) proponen como factor fundamental

para la precipitación de calcita o aragonito la tasa de aporte de C03= sobre la superficie

cristalina en crecimiento, de modo que altos índices de saturación favorecen la formación de

aragonito y valores menores producen precipitados de calcita.
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La premisa fundamental sobre la que se basa este estudio propone que durante la

recogida de las muestras (de agua y depósitos) , la composición del fluido es representativa de

aquella bajo la que tuvo lugar la precipitación. Se ha verificado la estabilidad en la

composición química de las aguas analizadas al contrastar los análisis con otros datos (Auqué,

1993). El intervalo de tiempo en el que se han formado los depósitos encostrantes, que

comprende desde meses a pocos años, se engloba en el periodo de tiempo comprendido entre

los primeros y los últimos análisis de las aguas, por lo que se confirma que éstas son

suficientemente representativas y reflejan la composición química de los precipitados .

cuanto mayor sea la pérdida de caz, más rápidamente se alcanzará la sobresaturación en

carbonato, hecho que tiene una importante incidencia en el hábito, la fábrica y mineralogía de

los precipitados resultantes.



hidrodinámicos sobre la mineralogía mediante el control del aporte de iones a la superficie

cristalina en crecimiento.

Todos estos aspectos permiten darnos cuenta de que la precipitación de una u otra

mineralogía carbonatada está controlada por numerosos factores que influyen en el control

cinético o termodinámico del proceso de precipitación, por lo que se plantea la imposibilidad

de separar un único paráme tro que haga referencia a un determinado aspecto de los

precipitados, como su hábito, fábrica o mineralogía.

De forma pormenorizada, los factores que influyen en la mineralogía de los depósitos

son:

* La temperatura: La tasa de 'precipitaci ón de aragonito respecto a calcita se íecrementa

fuertemente con el aumento de la temperatura, y no está afectado en gran medida por cambáos

en el estado de saturación (Burton y Walter, 1987). La temperatura influye en la lIlÍDet'2lJogí2I

de los precipitados de calcita, aumentando la concentración de gCÜ3 que se ÍOCOfpOfa 2!D

cristal conforme éstaaumenta, hecho que tiene una importante implicación lennodiJJámíca.

que el aumento de la concentración de MgCÜ3 (>4% molar) en calcita aumenta su soIubir

lo que incidiría en el control cinético de su precipitación respecto a aragonito.

'* Presencia de agentes inhibidores, como S04:, Mi "' )' r o,'. Los iones sulfato y magnesio

presentes en el medio funcionan como agentes inbibidores en la precipitación de calcita ya

que ali~ en la estructura anmemansignifieativamente su solubilidad. Esto provoca

que sean necesaries mayores valores de sobresamraci én para que comience la precipillación.

(He y tone. 1m). El ión fosfato también funciona como agente inhibidoT de la formación

deC2llIcitta al nocJean-e en lascaras de éstaimpjdiendo su crecimiento.

'* ViKosúfod del medios Influye en la lasa de precipitación del carbonato debido a que

IOO!M"llCa la tasa de difl:l$Íoo mica (Buczymkí y Cbafetz. 1991). En medios menos viscosos,

la tasa de díÍU$ÍÓO jóoíca C$ alta Y Jos jemes son trnnsportados rápidamente a 1011 puntos de

~ del ai~. &la rápida precipif2ci6n f:wortu la formaci6n de aragonito respecto a

~
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* Salinidad: Estudios realizados por Zhong y Mucci (1989) demue stran que la tasa de

precipitación de aragoni to aumenta con la salinidad para un amplio rango estudiado (5-40%0)

mientras que no hay cambios apreciables en la tasa correspondi ente a la calcita.

6. HÁBITO Y FÁBRICA DE LOS PRECIPITADOS.

El hábito de los precipitados depende en primer lugar del grado de saturación, así

como de factores inherentes a su estructura cristalina, aunque también hay que tener en cuenta

el efecto que produce la competencia cristalina sobre el mismo (Jones y Renaut, 1996) .

La fábrica de los depósitos espeleotémicos estudiados muestra un crecimiento

progresivo del tamaño de los cristales desde el sustrato, que indicaría un descenso del grado

de saturación, y en consecuencia un crecimiento más lento, y una clara direccionalidad

perpendicular al sustrato, marcado fundamentalmente por la competencia cristalina.

La tasa de aporte de reactan tes controla la velocidad de crec imiento cristalino, y puede

modificarse median te variaciones en el grado de sobresaturación o bien mediante cambios en

la velocidad de flujo (González et al., 1992). Esta última variable no había sido tenido en

cuenta y permite explicar un cambio en la fábrica de los espeleotemas para el caso hipotético

de que el grado de sobresaturación se mantuviese constante.

La velocidad de flujo también condiciona la rugosidad del sustrato y la mayor o menor

participación de nucleac ión heterogénea en el proceso de precipitación (Rodríguez-Clemente,

1982).

7. EL SISTEMA TERMAL DE ALHAMA DE ARAGÓN-JARABA. DELIMITACIÓN DE

VARIABLES .

Los factores que intervienen en el proceso de precipitación son, por tanto , mucho s, y

no hay motivo para pensar que no puedan interactuar todos juntos. Pero si nos centramos
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ahora en el sistema concreto que es objeto de este estudio, podemos realizar algunas

simplificaciones:

Partimos de unas aguas termales que están en desequilibrio con la atmósfera, y que

llevan asociados en los puntos de surgencia depósitos carbonatados encostrantes. De acuerdo

con Chafetz y Folk (1984), que proponen una distribución espacial del predominio del proceso

inorgánico y del orgánico , el estudio se centró en los puntos de surgencia, donde el proceso

inorgánico es dominante, y de esta forma, evitar de forma sistemática la presencia de actividad

orgánica que introduce un mayor número de variables al problema. De acuerdo con un medio

con poca influencia orgánica, la viscosidad del medio no constituye ·un factor significativo,

por lo que no se tendrá en cuenta .

Los análisis químico s realizados muestran un muy bajo contenido en fosfatos por lo

que la influencia·de este factor también puede obviarse.

Ya que se trata de aguas termales, el efecto de la temperatura es significativo y

favorece la precipitación, implicándose en el proceso de desgasificación, factor que se

considera como el desencadenante del proceso. Así mismo, el aumento de la temperatura de

las aguas, de manera artificial, ha condicionado el predominio de unas mineralogías

aragoníticas en los depósito s encostrantes encontrado s en el interior de las tuberías por las que

circula el agua sobrecalentada .

También se han considerado como relevantes las condiciones hidrodinámicas de cada

microambiente en particular; es decir, si en el proceso de precipitación del carbonato, el

mecanismo que favorece la sobresaturación así como el aporte del carbonato ha sido: goteo,

flujo continuo, evaporación, flujo confinado, ascenso de temperatura, mezcla de aguas,

agitación mecánica, etc.

Son estas dos últimas variables las que nos han permitido plantear los diferentes

ambientes genéticos y el tipo de morfologías y mineralogías de los depósitos a que dan lugar.
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8. LOS DEPÓSITOS ENCOSTRANTES DEL SISTEMA TERMAL DE ALHAMA DE

ARAGÓN-JARABA.

8.1. Medios de depósito. Ubicación y relación genética .

Existe una ·gran variedad de medios en los que se produce la precipitación de estos

depósitos encostrantes de carbonato: fuentes interiores, pequeñas cascadas naturales, acequias,

paredes de piscinas y lagos, fondo de bañeras de las galerías de baños, grifos y tuberías de

conducción del agua termal, etc.

De todos esos ambientes podemos extraer una sencilla clasificación de los diferentes

condiciones de precipitación y su relación con las morfologías y mineralogías encontradas :

a) Precipitación en la interfase agua-aire en condiciones de absoluto reposo. La

desgasificación de COz es lenta pero significativa, dando lugar a un entramado de pequeños

cristales de naturaleza caIcítica que generan laminaciones de espesor micrométrico, que se

mantienen en equilibrio en la superficie del agua.

En el contacto entre la interfase agua-aire y el sustrato (pared) también tiene lugar la

precipitación. Pequeñas variaciones del nivel del agua dan lugar a un precipitado de laminación

característica y naturaleza calcítica.

b) Desgasificación de COz a partir de una solución que fluye débilmente por mecanismo

de goteo, que da .lugar a una lenta precipitación y a la génesis de estructuras verticalizadas

condicionadas por efecto de la gravedad. Corresponden a los desarrollos estalactíticos, cónicos y

tubulares. Su mineralogía es predominantemente calcítica, aunque también está presente

aragonito así como yeso secundario.

e) Precipitación rápida en condiciones de importante agitación, favorecida por la caída

libre del agua y choque con el sustrato. Los precipitados generados presentan una gran dureza y

una estructura interna laminar compacta muy característica. Lanaturaleza de los precipitados es

caIcítica.
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La morfolog ía externa de los precipitados es muy variada. Se han observado formas

botroidales, arbustivas y mamelonares, desarrollos estalactíticos, laminaciones micrométricas,

bandeados fibrosos, etc. La naturaleza y tipo de sustrato sobre el que se generan estos

depósitos condicio na en gran medida esta amplia variedad de formas.

8.2. Rasgos morfoestructurales y texturales de los precipitados.

e) Condiciones de flujo libre de la corriente con importantes variaciones del nivel del

agua que permiten, de forma temporal, la exposición de los precipitados a condiciones

subaéreas. Se han encontrado formas mamelonares y agregados de aspecto arbustivo. La

naturaleza de estos depósitos es calcítica.
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Dentro de esta variedad de formas posibles, se pueden diferenciar una serie de rasgos

comunes en cuanto a la estructura interna de estos precipitados y los hábitos de los cristales

que los constituyen y su relación con el sustrato sobre el que se desarrollan.

d) Condiciones de flujo confinado al interior de una tubería y circulación a cierta

velocidad. La cinética del flujo y la improbabilidad de que la sección sea colmatada totalmente

favorecen la desgasificación de CO2 y la consiguiente precipitación de carbonato. Se generan así

láminas que tapizan el interior de la sección. La intermitencia del flujo en este ambiente permite

que se desarrollen laminaciones o zonaciones durante el crecimiento del precipitado, así como

superposición de éstos.

Se han encontrado mineralogías aragoníticas y calcíticas. Es posible que además del

control cinético del flujo de agua exista un control térmico que puede correlacionarse con unas u

otras mineralogías, ya que se ha verificado que en algunas tuberías, el agua que circulaba fue

previamente recalentada. Se ha establecido una relación entre los desarrollos de cristales

aciculares de naturaleza predominantemente aragonítica con un aumento de temperatura de las

aguas en circulación (conducción en el Balneario de Sicilia, laraba), así como los precipitados

de naturaleza calcítica con aguas no recalentadas, e incluso enfriadas (conducción de agua hacia

la localidad de Embid de Ariza).

La diferente naturaleza de las tuberías observadas (PVC, plomo, cobre, hierro) no

condiciona el que exista o no una precipitación, aunque influirá en la velocidad con que se

generan estos depósitos.



Se ha establecido una clasificación de las texturas observadas en los depósitos

mediante análisis con lupa binocular, microscopía petrográfica convencional y microscopía

electrónica:

- Textura laminar, constituida por desarrollos de pequeños cristales calcíticos de hábito

romboédrico, escalenoédrico a lenticular. El gran número de impurezas presentes en el medio

dificultan el normal crecimiento cristalino, dando lugar, en ocasiones, a una importante

porosidad intrapartícula.

- Textura fibrosa, presente en los recubrimientos internos de tuberías y conducciones,

constituida por agrupaciones de cristales aciculares de naturaleza predominantemente

aragonítica, aunque también están presentes cristales calcíticos. En ocasiones, estos últimos

presentan hábitos tabulares. Esta textura está asociada a un sobrecalentamiento de las aguas

por encima de su temperatura termal natural.

- Textura dendrítica o esferulítica, constituida por agrupaciones de cristales aciculares de

naturaleza predominantemente calcítica, que adoptan una disposición en abanico. Los cristales

aciculares que forman parte de esta textura presentan segmentaciones, hecho que ha

descartado la posibilidad de que sean cristales de aragonito, aunque es posible que coexistan

ambas mineralogías.

Según Jones y Renaut (1996) esta textura nos indicaría el desarrollo de cristales en

condiciones de fuerte desequilibrio. Se localiza en la envuelta externa de los desarrollos

estalactíticos, asociada a signo s de presencia de materia orgánica y en depósitos enconstrantes

asociados a aguas fuertemente recalentadas (65°C).

- Los desarrollos estalactíticos presentan una estructura interna que responde a dos etapas de

desarro llo diferenciadas (Mathews et al., 1991). El menor grado de sobresaturaci ón y un

consiguiente crecimiento cristalino más lento caracterizan la segunda etapa de crecimiento de

estas estructuras, dando lugar a una textura de tipo drúsico, constituida por cristales visibles a

simple vista, con caras cristalinas bien definidas, y que crecen con una orientación común

marcada por la competencia cristalina.
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La relación entre los valores de concentración de Mg y Sr en la muestras sólidas, así

como la relación entre éstos y la temperatura, nos permite establecer una conexión entre las

mineralogías encontradas y los medios de depósito correspondientes:

En Jaraba se ha aludido a un proceso de mezcla de las aguas termales con aguas

meteóricas más frías (Auqué, 1993). Esto implica una disminución de la temperatura en los

puntos de surgencia, así como un menor desequilibrio de la PC02 entre las aguas de mezcla y la

atmósfera, lo que conducirá a que la desgasificación sea menos enérgica. Según los datos

aportados por los autores mencionados anteriormente, esto favorecerá la precipitación de calcita

frente a la de aragonito, hecho que se comprueba con los datos de análisis de rayos X realizados

para algunos precipitados de carbonato de características tobáceas, en los que se observa el

predominio de una naturaleza calcítica en Jaraba y una existencia conjunta de calcita y aragonito

en Alhama de Aragón.

La precipitación preferente de aragonito sugiere la posibilidad de que la salinidad sea un

factor relevante en el proceso de précipitación para la zona de estudio. El aumento de la

concentración de sulfato y Mg2+ que conlleva este aumento progresivo de la salinidad a lo largo

de la pauta de flujo, podrían ser también factores relevantes, dado el carácter inhibidor de estos

agentes sobre la calcita, como ya se explicó en apartados anteriores.
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8.3. Mineralogía

Podemos establecer como conclusión, que todos los depósitos estudiados tienen un

carácter encostrante y presentan una estructura interna laminar más o menos definida, al

margen de las peculiaridades morfológicas y texturales de cada precipitado.

- Texturas masivas o ausencia de texturas cristalinas reconocibles, generadas por crecimientos

fuertemente competitivos o influencia de la materia orgánica sobre los carbonatos en

crecimiento, desarrollándose agregados amorfos sobre los filamentos algales.



- Los precipitados asociados a aguas fuertemente sobrecalentadas (70DC), incluyendo los medios

donde las aguas estaban confinadas al interior de una tubería, son de naturaleza

predominantemente aragonítica y presentan los valores más altos en Sr y más bajos en Mg.

- Los precipitados asociados directamente a puntos de surgencia son de naturaleza calcítica

(LMC) y presentan los valores más altos en Mg y más bajos en Sr.

- Los precipitados asociados a medios donde al agua presenta una fuerte agitación pero no un

sobrecalentamiento, presentan naturaleza calcítica (LMC), con valores intermedios para las

concentraciones de Mg y Sr.

9. CONCLUSIONES

Se han detectado precipitados carbonatados de carácter encostrante en todos los puntos

de muestreo asociados a aguas termales, dado el notable desequilibrio entre éstas y la atmósfera.

No podemos establecer ningún tipo de generalización entre las localidades de Alhama de

Aragón y Jaraba si intentamos englobar todos los microambientes estudiados correspondientes a

todos los puntos de muestreo, pues como se indicó al inicio, en algunos de ellos han sido

alterados algunos parámetros, como es la temperatura. Pese a que ello no nos permite establecer

generalizaciones, podemos interpretar que:

El incremento en la temperatura de las aguas, una mayor desgasificación condicionada

por la cinética del sistema, y la influencia de la salinidad, especialmente el contenido en Mg, son

los tres factores principales que favorecen el predominio de naturalezas aragoníticas en los

precipitados.

Variaciones en el grado de saturación por mezcla con aguas más frías propicia el

desarrollo de mineralogías calcíticas.

Finalmente, la naturaleza y características del sustrato condicionan la morfología externa

de estos precipitados.
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Abstra ct

Introducción

The genesis of nodu les and concretions IS a controversial point In the scientific

bibliography, wit hout a generic model accepted. This paper presents an intent of grouping the

existing mo dels over the theme to c1ear the existing controversies in the scientific literature.

We are made a ident ification of distinct models to group them in the principal genetic

types defined, according to the moment of forma tion of the nodule or concretion, and

according to the mechanism of gro wth, considering also a third gro up that would complete the

two prior ones.

NÓDULOS Y CONCREC IONES. MODEL OS GENÉTICOS.
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Los nódulos y concreciones son prácticamente omnipresentes en casi todas las rocas

sedimentarias del registro geológico y su identificación, estudio y valoración ha dado lugar a un

sinnúmero de contro versias científicas aún no resueltas, sin que pueda establecerse, por tanto, un

modelo universalmente admitido para cada tipo de nódulo o concreción .

El objetivo básico de los trabajos realizados sobre nódulos y concreciones es

fundamentalmente científico, por cuanto el estudio de estas estructuras facilita la reconstrucc ión de

la historia diagenética de las rocas en que aparecen. El conocimiento del mecanismo de movilización

.. Área de Petrología y Geoquímica. Departamento de Geología. Universidad de Zaragoza.

C/Pedro Cerbuna, 12. 50009-Z aragoza.

F. J. Torrijo Echarri, J . M anda do Collado, R. B. Joven Barcelona y F. J . Sa nz Mora les"

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 52 (1997)



de los materiales constituyentes del nódulo o concreción, momento de emplazamiento y factores

genéticos, son sumamente útiles para la reconstrucción del entorno y condicionantes diagenéticos

de una formación geológica, permitiendo su aplicación en temas tan diversos como

paleoclimatología (Yemane y Kelts, 1996), hidrogeologia (Wilkinson, 1993), explotación de gas e

hidrocarburos (Vysotskiy y Sidorenkov, 1987), explotación de uranio (Meschter, 1958), etc.

Modelos genéticos

Antes de comenzar a describir los distintos modelos genéticos que se han dado para explicar

el crecimiento de cuerposconcrecionales hay que remarcar que un modelo simple no sirve para

todos los tipos de crecimiento concrecionario, y que, seguramente, combinando dos o más modelos

conseguiremos obtener, con bastante seguridad, el modelo de crecimiento para cada tipo de nódulo

o concreción .

Vamos a sistematizar el estudio de los modelos recopilando en primer lugar los definidos

según el momento de formación, centrando después la atención en aquellos en los que el parámetro

fundamental considerado es el mecanismo de crecimiento; finalmente, consideramos en un tercer

grupo otros modelos complementarios de los anteriores, aunque no claramente inscritos en ninguno

de los dos tipos genéricos.

l. Modelos según el momento de formación: Son aquellos que consideran la relación del

cuerpo concrecional con la roca encajante.

1.1. Modelos de crecimiento parasedimentario: Consideran que el cuerpo concrecional se ha

generado fuera de la roca encajante, y por ello no tiene ninguna relación genética con ésta. Según

nuestro punto de vista estas estructuras no deben ser consideradas como auténticos nódulos O

concreciones al tener un mecanismo de formación previo a la sedimentación.

Este modelo encaja perfectamente para las denominadas por Pettijohn (1975) como

"pseudoconcreciones" : bolas armadas (armored mud bal/s), bolas lacustres (Iake balls), y oncoides .

1.2. Modelos de crecimiento sinsedimentario: Postulan que el crecimiento concrecionario se

ha producido durante el depósito del sedimento que dará lugar a la roca encajante. Presentan

claramente una marcada relación genética entre ambos procesos . Dentro de este modelo se

incluyen las concreciones calcáreas en ciertas arcillas glaciares (Imatra stones), algunos nódulos de

sílex en rocas carbonatadas y sulfatadas, algunos nódulos piríticos en lutitas, arcillas y rocas

carbonatadas, nódulos y concreciones yesíferas en arcillas y material evaporítico, algunas
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concreciones con fósiles, nódulos fosfatados en materiales detríticos y algunas concreciones

carbonatadas en lutitas.

1.3. Modelos de crecimiento precompactacional: Defienden que el cuerpo concrecional ha

crecido después del depósito del sedimento que dará lugar a la roca encajante, pero su crecimiento

ha finalizado antes de un grado de compactación perceptible. Dentro de ellos se describen:

concreciones carbon atadas en lutitas y arcillas, concreciones carbonatadas en arenas y limolitas

(Kugelsandtein y salid crystalsy; concreciones manganesíferas en arcillas, algunos nódulos de sílex

en rocas sulfatadas y carbonatadas, nódulos piríticos en lutitas, arcillas y rocas carbonatadas,

concreciones con fósiles, nódulos de yeso y/o anhidrita en material detrítico y concreciones

carbonatadas en material silíceo.

lA. Modelos de crecimiento sincompactacional: Consideran que, por lo menos, una parte

importante del crecimiento concrecionario es contemporáneo en relación con la compactación del

sedimento que dará lugar a la roca encajante. Ejemplos de este modelo son: nódulos carbonatados

en areniscas, concreciones carbonatadas en arcillas, nódulos y concreciones ferruginosas en rocas

detríticas, y nódulos de cuarzo en material detrítico (Navas y Tena; 1987 ).

1.5. Modelos de crecimiento postcompactacional: Son aquellos que consideran que el

crecimiento del cuerpo concrecional es posterior a la completa compactación del sedimento que

dará lugar a la roca encajante. No presentan, por tanto, relación gené tica. En este modelo se

incluyen nódulos de sílex en rocas carbonatadas, oolitos y peloides en calcretas de orígen

pedogé nico, y nódulos y concreciones ferruginosas en rocas detríticas.

2. Modelos según el mecanismo de crecimiento: Son aquellos que tratan el crecimiento

concrecionario desde el punto de vista del modo de emplazamiento .

2.1. Modelo de crecimiento por relleno de porosidad: El crecimiento concrec ionarío se

produce por la precipitación y el relleno de huecos del sedimento (Lipmann, 1955 ) (ver figu ra

1C). Dentro de este marco se pueden dar dos situaciones:

1) Los huecos están originados por la poros idad inicial de la roca encajan te.

2) Los huecos son debidos a la existencia de una porosidad secundaria, creada por la

disolución previa del mineral preexistente, y en la cual se produce la precipitación.

El primer autor que propuso este modelo fué Lippman en 1955. Este autor sugiere un

modelo de crecimiento para conc reciones carbonatadas en el cual la precipit ación de carbonato

ocurre en los espaci os de los poros del sedimento, sin sufrir cambios significat ivos de ta maño;

por tanto, defiende que la porosidad inicial del sedimento duran te el crecimiento
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concrecio nan o podría ser calculada a partir de la relación volumétrica entre minerales

carbonatados y no carbonatados dentro de la concreción. En 1970, Girin demuestra que existe

una distribución regu lar en el contenido de cierto s elementos, entre el centro y el margen de la

concrec ión. Posteriormente, Raiswell (1971 Y 1976) asentó definitivamente las bases de este

modelo:

- Las conc reciones crece n por cementació n en los huecos del sedimento produciéndo se

un relleno de porosidad.

- Las var iaciones en el contenido de cemento carbonatado entre el centro y el margen

de la concreción reflejan los cambios en la porosidad del sedimento durante el crecimiento de

la concreción .

- El crecimiento conc recionarío puede ocurrir tanto en sistem as abiertos como cerrados

al agua marina. Datos basados en la porosidad estimada, cont enido en Sr2
+ y mineralogí a

podrían indicar la naturaleza del sistema.

- La morfo logía de las concreciones depende de la difusión, mecanismo de flujo y

permeabilidad del sedimento .

El modelo se completa en 1982 con las apo rtaciones de Gaut ier. Este autor estudia los

posibles errores que puede n plantears e a la hora de estima r la porosidad del sedimento.

Propone que añadidos a los errores analíticos (generalme nte' menores al 2 %) hay cuatro

efectos que pueden complicar la relación entre el porcentaje volumétrico de carbonato y la

porosidad inicial del sedimento:

- Los cristales de carbonato pudiero n haber desp lazado al sed imento durante el

crecimiento concrecionario.

- La porosidad podría no haber sido completamente llenada por la precipitación de

carbonato.

- Los granos detrít icos pudieron haber sido reemplazado s por carbonato durante la

formación de la concreción.

- Los granos carbonatados detríticos o biogénicos originales del sed imento no pued en

diferenciarse analíticamente de los depósitos concrecionales e increment an, por lo tanto , el

porcentaje volumétrico apare nte de carbonato autigénico medido .

Más recientemente, Wilkinson (1991) obtie ne unos resultados que apoya n claramente la

hipótesis de que la permeabilidad controla la formación de horizontes concrecionaríos.

2.2. Modelo de crecimiento reemplazante: Los cuerpos concrecionales se emplazan por

reacciones químicas entre la solución madre y la roca encajante. Estos crecen reemplazando
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cementos tempranos o por corrosión y reemplazamiento del armazón de granos de la roca encajante

(Van Tuyl, 1918) y Hennessy y Knauth, 1985 entre otros muchos). En este modelo de crecimiento

toma gran relevancia la difusión en estado sólido. Básicamente es un modelo para situaciones en las

que tenemos en juego sílice y carbonato (ver figura ID) y tiene lugar como respuesta a variaciones

de pH en las aguas intersticiales (Correns, 1950).

Dentro de este modelo existe una variante denominada -de reemplazamiento reversible­

entre sílex y minerales carbonatados (Walker, 1962). Su causa no está clara, pero Walker (1962)

sugiere que este emplazamiento puede llegar a darse cuando las fluctuaciones de pH se prod ceo en

medios altamente alcalinos (por encima de pH 9), además de poder estar ínOuenci.ado por

variaciones en la temperatura de los fluidos intersticiales. Los efectos de la temperatura, 51n

embargo, deberían tener menor importancia en la explicación de este reemplazamiento rC\'CBl"bleen

rocas que no han sufiido un acusado enterramiento. El mismoautor. en 1960, comenta que ,,'aJores

de pH por encima de 9 no son comunes en la naturaleza, aunque en ese núsmo año. Garreís fJ1IIJe:ótra

que el agua pura en equilibrio con CaCOJ tiene un valor teórico de pH entre 9.9 y JO Yque '-es

del mismo orden de magnitud pueden oh enerse experirnenta1mee.

Un caso muy especifico de este tipo de modelos se ha deseó o en el Pcleozoico (C2mbriro)

de la Rama Aragonesa de la CordilleraIbérica Se trata de un modelo de fonnación de00l' !!ukJS

asociación de mosaicos cristalinos (Navas y Tena, 1981). El proceso de fonnaciónde e!toslJllÍllWllt¡

se explica por oodeación de sílice en omo a cIastos detriticos. reeemplazandoal nmemn '. mím'll

(matñz generalmente) (ver figura lE). Este proceso termina oondtrienOO a b f~ lI!'e

aparentes"cíastes" monominecilicos esféricosa sOOesíerícos.

2.3. ,folleto de crecimientodespIazmne: Los cuerposconcr~ crecen~

la roca eocajante. Esto es posñbIe cuando el crecímieao se cdlJIa: en 00~~

poroso y 00 remmttado;es decir, ron SlldiicúmlteJPI~ parn~ SlllI MoomIciOO (~

elal.; )972).

La defomrmción de lIas tC'21pa5 podm ser el! rerolltl«llo deII aoomii~ ooml.l'.l"~ .

~~ I!1'O..UIIlrido JPI'M11e del! poceroJ oomJl\Ill1l :aIItto~ de oom~oo. f..'"V"o <lIlIlÚ$ de ilJlnIIe

~~riPJo (~~ n9%) ("IeJr Jiignua IF).

La fufna~ pmi~ el!~ es~ p,!lf" JlOOlll:ro.w:i ' t$

al1IlOhnade~ (De1....'\f8Y~".2I,.n~),

3, OttIrm~ «!lea~o: $mm~~ m'052)~ a~ 105 zntt:riorC$,

pwellOOm\!ilm~~t1lll~II!'e~.
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Figura 1: (A) Modelo de crecimiento en equilibrio. (B) Mo delo de crecimiento concéntrico

convencional . (e) Modelo de crecimiento por relleno de porosidad. (D) Mo delo de crecimiento

reemplazante para concreciones silíceas y carbonatadas. (E) Modelo de crecimiento reemplazante

de Navas y Tena (1987) . (F) Modelo de crecimiento desplazante.



3.1. Modelo de crecimiento concéntrico convencional: El crecimiento se produce por

adición de material desde el centro al exterior del cuerpo concrecional (ver figura lB); por ello, las

zonas más tempranas se sitúan en el centro y las zonas más tardias cerca del límite exterior. Varías

evidencias sostienen este modelo:

- La desviación de las láminas dentro y alrededor de algunas concreciones sugiere que la

porción central de la concreción fué cementada antes que las porciones exteriores (ver figura 2A)

(Raiswell, 1971).

- El aumento sistemático en la cantidad de material detrítico desde el centro al exterior

sugiere que el grado de compactación experimentado previo a la cementación fué menor en el

centro que en los bordes (Criss el al., 1988).

- Los cambios en la composición química de carbonato desde el centro al exterior son

coherentes con el crecimiento concrecionario, éstos reflejan cambios en la química de las aguas

intersticiales durante la formación del cuerpo concrecionario (Mozley y Burns, 1993).

- En algunas concreciones pueden observarse evidencias macroscópicas de la estructura

concéntrica convencional, tales como zonación interna concéntrica o cambios bruscos en la

mineralogía, tamaño cristalino y habito (Scotchman, 1991).

3.2. Modelo de crecimiento concéntrico complejo: Es uno de los modelos más recientes y

propone que el crecimiento y la estructura de algunas concreciones carbonatadas, que a priori se

explicarían con el modelo anterior, podrian no deberse exclusivamente a éste, y que la adición de

material desde el centro al borde de la concreción sufriría pequeñas variaciones que dañan como

resultado la existencia de zonaciones internas complejas (Mozley, 1996). La zonación química

compleja observada ocurre solo a muy pequeña escala (comunmente 10 mm o menos entre zonas)

(ver figura 2B).

Este modelo sólo es valido para concreciones encontradas dentro de rocas carbonatadas, ya

que no se ha observado zonaciones internas complejas en las encontradas en areniscas. Esta

observación tiene dos posibles explicaciones: no existe zonación compleja en concreciones ubicadas

en areniscas, o existe pero no se ha observado porque hasta la fecha sólo hay unos pocos estudios

detallados de estas concreciones (McBride, 1988).

Este modelo surge por la observación en algunas concreciones carbonatadas de zonaciones

de pequeña escala, incompat ibles con el modelo anterior (Hennessy y Knauth, 1985), realizada con

fluorescencia azul / UV y petrografia de alta resolución, los cuales comienzan a ser actualmente

técnicas comunes (la zonación interna compleja es muy dificil o imposible de observar usando

microscopios de luz plana y polarizada estandar).
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3.3. Model o de crecimiento en equilibrio: En este modelo el aporte de material se produce

hacia el centro generándose de esta manera una zona empobrecida en estos materiales alrededor del

nódulo o la concreción (ver figura l A).

La zonación mineralógica radial es explicada comúnmente como un reflejo de la variación

temporal de la química de las aguas intersticiales durante el crecimiento concrecionario (Berner,

1969 YGautier, 1982, por ejemplo).

En el caso de nódulos y concrecio nes carbonatadas, su distribución regular podría explicarse

representando los caminos de migración de las aguas ' intergranulares , y observando donde se

produce el depósito aislado de carbonato, en forma de nódulo o concreción, ya que este depósito

reflejaría la supersaturación de las aguas intergranulares moviles (Raiswell, 1971).

3.4. Mod elo de crecimiento dinámico: Este modelo pretende explicar la zonación mineral

de algunas concrecione s carbonatadas, las cuales presentan solamente un control espacial. Según

este modelo, la precipitación de carbonato se produce en lugares extremadamente confinados,

mientras la disolución de carbonato se produciría en otros lugares.

Coleman y Raiswell (1995) definen este modelo en concreciones carbonatado-piríticas,

planteando para su génesis que las posiciones relativas de las zonas supersaturadas de calcita y pirita

vienen determinadas por los rangos relativos de reducción de sulfato, los ' rangos de adicción por

difusión y las pérdidas entre el microambiente y las aguas intersticiales que le rodean , y los rangos

de precipitación de calcita y pirita (ver figura 2C). Estos son contro les cinéticos y no necesitan

producir la coincidencia de zonas de precipitación de calcita y pirita.

Según estos autores existen unas observaciones que presentan dificultades para encajar con

el modelo, ya que éste necesita:

- Un ambiente intergranular muy específico. Este ambiente sólo se ha encontrado en un

rango muy estrecho dentro de ambientes modernos ricos en materia orgánica .

- Una considerable cantidad de sulfuro de estado de oxidación intermedio (So). El

mecanismo exacto para llegar a este estado de oxidación sigue sin esclarecerse .

- Una fuente de materia orgánica que sea realmente metabolizable para obtener reducción

de sulfatos en el lugar del crecimiento concrecionario. Las evidencias de este proceso no son

observables dentro de las concreciones.

- Una fuente de hierro continua y abundante. Las fases más reactivas del hierro debieron ser,

probablemente, utilizadas antes del crecimiento concrecionario.

3.5. Modelo de crecimiento concrecionario sincompactac ional (Que modelv. Es el más

reciente y se podría aplicar para los modelos de crecimiento de relleno de porosidades primarias

166



FIgUra 2: (A) Etapas en el crecimiento de un cuerpo concrec ional que presenta una estructura

laminar deformada (modificada de Raiswell, 1971). (B) Modelo de crecimiento concéntrico

complejo mostrando una hipotét ica zonaci ón química de pequeña escala en una concreción

~(modificada de Mozlcy, 1996). (C) Modelo de crecimiento dinámico.
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(porosidades íntrinsecas de los sedimentos). Fué propuesto por Sell és-M art ínez, en 1996, y se

caracteriza por la evolución temprana de un sello hidráulico que aísla una porción de cuenca

(denominada "celda") del resto. Este aislamiento inhibe la tendencia normal de compactación del

sedimento y permite que se acumulen unas presiones anormalmente altas en la celda. La cualidad de

incompresibilidad que presentan los fluidos sobrepresionados preserva la porosidad inicial del

sedimento durante un tiempo considerabledentro de la evolución diagenética.

Durante el proceso de aumento y disminución de la presión de fluidos pueden distinguirse

varias etapas que se encuentran asociadas con la precipitación de neominerales, cambios en el

empaquetamiento y migración de fluidos.
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ABSTRACT

Calatayud Tertiary Basin is constituted by a sedimentologic sequence with more or

less concentric disposition around a central lake, that present rapid lateral changes of facies.

In the SE zone of Range of Armantes, deterrnined points show pedogenetic features.

The presence of retraction crevices, preserved by calcareous filling with singular textures, no

described until the date, is one of pedogenic features most interesting and spectacular of the

zone. These structures generate by processes of desiccation and evaporation in the argiJIaceous

sediments of edge of lake and have a great utility as paleogeograph ic indicators of the

periphery ofthe same.

INTRODUCCIÓ

La Cuenca de Calatayud es una depresión alargada de dirección NO-SE que se extiende

desde Calatayud (Zaragoza) hasta Monta lban (Teruel) y cuyas dimensiones son

aproximadamente de 130 km de longitud y 20 km de anchura. El estudio que se va a realizar se

desarrollará en el margen Oriental de la Sierra de Armantes, situada al N de Calatayud.
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El objetivo fundamental de este trabajo consiste en la identificación y estudio de rasgos

edáficos desarro llados en los materiales lacustres de la cuenca . Los rasgos edáficos que se van

a estudiar son costras silíceas, sílex tobáceos y grietas de retracción, que se localizan en

materiales margosos del margen del lago. El interés del estudio de estos rasgos radica en su

utilidad como marcadores paleoambientales y la ausencia de referencias anteriores. El

antecedente más conocido sobre .silex tobáceos es el estudio presentado por Bustillo el al.

(1980) en el Mioceno inferior continental de la provincia de Cuenca, en el cual hace una

descripción textural de los diferentes tipos encontrados y plantea las etapas que han dado lugar

a su formación . En cuanto a las grietas de retracción rellenas por carbonato, no se ha

encontrado ninguna referencia previa de un fenómeno similar que pueda explicar su

formación, debido al gran tamaño que presentan y al relleno poco habitual.

GEOLOGÍA GENERAL DE LA CUENCA

La Cuenca de Calatayud es una fosa tectónica formada por un proceso de rifting en el

Mioceno medio mediante la reactivación de fracturas de zócalo. Así, Julivert (1954) señala que

la Depresión de Calatayud, en el área de Daroca, tiene un carácter de semigraben, con margen

activo al NE por la reactivación de cabalgamientos antiguos, como las fallas normales,

mientras que a la altura de Calatayud se puede considerar una verdadera fosa tectónica.

La Cuenca está limitada al SO por la llamada falla de Jiloca, la cual está constituida por

un sistema de fallas de dirección NO-SE escalonadas de forma levógira (Colomer el al., 1988),

y al NO por una discordancia, la cual pone .en contacto los conglomerados terciarios y los

materiales del Paleozoicos.

Sobre los materiales paleozoicos . se depositaron los materiales mesozoicos y

paleógenos en un ambiente continental endorréico, que continúa en el Mioceno con el depósito

de evaporitas en el centro de la cubeta completándose el relleno con depósitos

predominantemente calcáreos.

El relleno de la cuenca está representado por una gradación de sedimentos desde los

detríticos' groseros (brechas y conglomerados) hasta evaporitas (yesos y calizas), con los

términos intermedios de areniscas, lutitas y margas. La morfologia de la cuenca condiciona la

distribución espacial de los diferentes materiales, observándose una disposición en bandas casi
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concéntricas constituidas por materi ales progresivamente más groseros cuanto más próximos

están a los bordes.

En la vertica l se observa una gran variedad de facies, con una tendencia general a la

disminución en el tamaño de grano hacia el tec ho. También son caracteristicos los bruscos

cambios laterales que se aprecian, llegando a situar en el mismo plano los yesos y facies

groserame nte detríticas, en distanc ias relativamente cortas.

El aporte de mate riales y su depósito está condicionad o por la opografia de los bordes

y el progresivo hundimiento de la cuenca hacia el SE. La granoselecei ón se realiza en pocos

metros. lo que da idea de la rápida pérdida de energía de las corrientes que transportan el

material.

Los materiales de gran tamaño de grano se localizan cerca del borde de la cuenca.

las brechas se roan ienen prácticamente constan es en el borde SO, mientras que el bo de ffi

es variable. pudiendo estar sustituidas las brechas por un material detrítieo más gros:ero, como

p eden ser los derrubios de ladera. De la misma manera los conglomerados son típicos de

facies de borde. llegando en algún caso a facies más centrales debid o a a1gJJna5 tormmtas

gran energía,

El paso a facies in emas se produce con materíaJes de gJ3JllO más fino, Los

conglomerados que siguen apareci endo son de tamaño de grano menor que el de Jos boii

con cantos más redondeados de caliza, cuarcitas y pizarras, cementados p!lIlr c""..u00mw t!lI

matriz acenoso-lutítica

Los sedimentos detríticos y ftutñttiiro-caWonatados, que re locaJízan en el mm-Of" ~ ­
CUlIIl:OCa, son nos malterialles mis _nllIIfi¡mttes, OO~l(I)se un paoo brusco de 1lJlOO$ a Illlttros.. Se
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Según Collantes el al. (1982), la formación de estos depósitos tuvieron lugar en una

cuenca contiental endorréica mediante procesos de reemplazamiento y desplazamiento dentro

de materiales porosos, como lutitas y arenas de grano fino de borde de lago, o por la

precipitación por evaporación de agua hipersalinas .

La formación central evaporítica con yesos y algún nivel de halita y epsomita pasan

lateralmente a arcillas, margas rojas y conglomerados en la parte baja, y a niveles de calizas

lacustres en la parte alta, atribuyendoles una edad Aquitaniense-Vindoboniense. En la Sierra de

Armantes se situan sobre facies margo-arcillosas, y sobre ellos se situa una formación calcárea

de edad Aquitaniense-Pontiense, además de materiales margosos y limos.

Los sedimentos calcáreos están abundantemente representados, situándose en las planas

que ocupan el centro de la cuenca . Estos depósitos carbonatados se encuentran también

intercalados entre los materiales detríticos finos o interdigitándose con los yesos.

Los depósitos carbonatados de las planas tienen su origen en la precipitación dentro del

lago central en condiciones menos salobres, aunque también se considera la influencia de algas

para su depósito . Los materia les calcáreos que se encuentran digitados entre los materiales

detríticos se consideran debidos a la precipitación en zonas de llanura circundante al lago

sulfatado por procesos de concentración evaporativa.

Una de las caracerísticas de las calizas encontradas en la Sierra de Armante es la

presencia de silicificaciones en forma de nódulos y capas contínuas de sílex. Es importante

señalar la evolución lateral de nódulos de sílex a una capa contínua que desaparece cuando se

prod uce el tránsito de la facies carbonatada a las facies lutíticas . El proceso que se interpreta

para la formación de estas silicificaciones es la sustitución de los carbonatos preexistente por la

sílice, habiendose observado en lámina delgada el proceso señalado.

La cronoestratigrafia se interpreta gracias a la presencia de restos de mamíferos en

diferentes puntos de la cuenca. Crusafont el al. (1957) señala unidades que abarcan desde el

Vindoboniense medio hasta el Pontiense superior, para todo el paquete sedimentario de la

depresión. Señala que la fauna Vindoboniense, en la zona N, tiene un carácter centroespañol,

mientras que en la zona S no aparecen restos en los niveles rojos inferiores. Las asociaciones

pontienses que aparecen se diferencian tanto en las litofacies como en las biofacies, lo que

impide llegar a conclusiones definitivas

Trabajos mas actuales han establecido la cronoestratigrafia del Terciario para materiales

continentales. Freudenthal (1988) establece la cronoestratigrafia del Neógeno por el contenido

de restos de familias de roedores 'dentro de los materiales de la Cuenca de Calatayud-Terue\.
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La cronología que se utiliza para la cuenca, de más antiguo a más moderno, abarca los

subpisos Rambliense, Aragoniense, Vallesiense, Turoliense (Ponliense) y Rusciniense.

Tena y Mandado (1984) señalan la presencia en las calizas y margas del centro de la

cuenca con restos algáceos (en especial caráceas), ostrácodos y gasterópodos pulmonados.

También señalan la existencia de lechos lignitíferos de escaso espesor intercalados en los

tramos margosos.

COLUMNA LITOESTRATIGRÁFICA

Los materiales aflorantes en el NE de la So de Armantes se recogen de forma

esquemática en la columna litoestrat igráfica realizada entre la Ermita del Cristo de Ribota y la

Ermita de La Santa Cruz. La zona se localiza en el cuadrante 11 de la hoja 409 (Calatayud) del

Mapa Topográfico Nacional a escala 1:50.000. Una segunda columna, levantada a unos dos

km al SO (figura lB) permite evidenciar las marcadas variaciones de facies que se registran en

esta zona .

En la serie de la Ermita de Ribota se diferencian básicamente cuatro tramos (figura

l A):

- Tramo basal lutítico con intercalaciones margosas y areníticas.

- Calizas margosas con intercalaciones carbonatas y margosas .

- Tramo carbonatado con intercalaciones de calizas margosas .

- Tramo terminal carbonatado arenoso con intercalaciones de materiales más detríticos.

El tramo inferior, de potencia decámetrica, está const ituido por lutitas rojizas con

intercalaciones de capas de arenisca de color rojizo a verdoso y calizas margosas blanquecinas

en la base. El término lutítico contiene concreciones carbonatadas de color verdoso, con

tendencia a desapa recer hacia el techo del tramo. También se puede observar, dentro de lutitas

oscuras con alto conten ido en materia orgánica, la presencia de grietas de retracc ión, siendo

interesante el gran tamaño que presentan, así como el material carbonatado que las rellena

(estructura que será descrita e interpretada posteriormente) . Este tramo presenta un cambio

lateral significativo, ya que se observa un cambio a lutitas rojizas, sin presencia de capas

carbonatadas ni areniscosas, a pocos metros de distancia.
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Figura 1. Columnas litoestratigráficas levantadas en el margen oriental de la Sierra de

Armantes. A) Columna de la Ermita de Ribota. B) Columna a 1'5 km al SO de la anterior,

mostrando la rápida variación de facies en la zona.



La presencia progresivamente creciente de carbonatos, desarrollo de concreciones

carbonatadas, marmorizaciones, incremento en el contenido de materia orgánica y, finalmente,

las grietas de retracción marcan la transición de una llanura aluvial a un medio lacustre.

Estos materiales aparecen recubiertos por unos niveles de calizas margosas

blanquecinas con intercalaciones carbonatadas grisáceas y, a techo, lutitas de color rojizo.

Dentro del término margoso es interesante señalar la presencia de estructuras de escape de

fluidos y nódulos carbonatados, en la base, y la silicificación de capas concretas del tramo, en

la zona intermedia. Se puede observar un importante cambio lateral de estos materiales, que

pasan a otros de naturaleza lutítica, rojizos, hacia el NO, Ya margas blanquecinas, hacia el SO.

El paso progresivo de materiales carbonatados a materiales lutíticos indicarían la

transición de un medio lacustre, más o menos somero, a un medio de llanura aluvial.

El tercer tramo, carbonatado, tiene potencia decamétrica, contiene un material calcáreo

ocre-amarillento con intercalaciones de calizas margosas de color ocre a blanquecino . Los

carbonatos presentan importantes silicificaciones a lo largo del tramo, llegando incluso a

aparecer capas cont inuas de sílex. Las calizas margosas, a techo del tramo, presentan

concreciones carbonatadas de color ocre. Hacia el SO este tramo se relaciona con alternancias

de materiales carbonata dos y margosos en los cuales también se pueden observar

silicificaciones, aunque de tipo tobáceo.

La presencia de material carbonatado SIO estructuras internas apreciables ni

laminaciones, durante todo el tramo, indicaría que se formaron en la zona central de un lago

poco profundo.

El tramo supenor, de potencia decamétrica, corresponde a materiales carbo natados

arenosos de color oscuro con intercalaciones de areniscas y calcarenitas ocres oscuras, así

como algún nivel más calcáreo de color ocre. En el techo del tramo se puede observar los

restos de un paleosuelo, dentro de un material calcáreo .EI cambio lateral de este tramo hacía

NO muestra materiales detríticos y lutíticos de color rojizo, mientras que hacia el SO muestra

materiales carbonatados y margosos.

La presencia de material carbonatado y el aumento del conte nido en material detrít ico

indicaría un medio lacustre, más o menos profundo, donde existiría un transporte de mayor

energía.
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INDICADORES EDÁFICOS

Los suelos, por ser formaciones superficiales, suelen ser erosionados en el momento

que se produce un cambio dinámico en la corteza terrestre. No obstante, algunos suelos

presentan niveles duros resistentes a la erosión que hacen posible su conservación. También

existen niveles blandos que pueden conservarse, en el caso de la existencia de un proceso

rápido de sedimenta ción sobre los materiales del suelo. En general , se puede decir que la

conservación de rasgos edáficos en el registro estratigráfico está principalmente

condicionada a la existencia de procesos diagenéticos de reducida intensidad .

La representación en el registro estratigráfico de estructuras que indican paleosuelos

es variada en cuanto al tipo y proceso que las han generado. Los principales rasgos edáficos

que se pueden encontrar, como marcadores de paleosuelos, son las huellas de raíces, las

texturas moteadas y concreciones e, incluso, las estructuras características de suelos salinos .

Petrológicamente, los rasgos de suelos que se observan, se pueden agrupar en rasgos

pedológicos (cutanes, cristales intercalados y nódulos o concreciones) y rasgos en la matriz

del suelo (material coloidal, fragmentos detríticos y huecos generados en el proceso edáfico)

(Brewer, 1964).

Los principales fenómenos ed áficos, tanto fisicos como químicos, que se pueden dar en

carbonatos lacustres son la desecación y brechificación, la nodulización y recristalización de la

calcita, la neoformación de minerales y la presencia de revest imientos, cementos y sedimentos

internos Freytet (1984). Este autor señala también la acción de factores biológicos por la

ausencia de laminaciones, bioturbación en el fondo, y las modificaciones químicas que generan

con su actividad vital, y que favorecen la formación de determinados minerales.

En la Cuenca de Calatayud, y más concretamente en la Sierra de Armantes, se han

encontrado diversos marcadores edáficos, tanto a escala macro como microscópica. De

ellos, los que consideramos más interesantes y describimos a continuación son : grietas de

retracción y sílex tobáceos.

l . Los sílex con estructura tobáeea se encuentran dispuestos en superficies planas

irregulares de dimensiones decimétr icas a métricas y grosor escasamente centimétrico. Se

encuentran asociados a costras calcáreas y caliches desarrollados sobre lutitas con

intercalaciones de yesos. La estructura tobácea se evidencia por la existencia de conductos

subverticalizados rellenos por sílex microcristalino de gran pureza , encajados en un material
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también silexítico, de reemplazamiento de lutitas y yesos lenticulares. Un rasgo

complementario del carácter superficial de estos depósitos es la presencia en ellos de grietas

de retracción abiertas en la masa silexitica, generadas por un proceso de desecación en

superficies libres.

2. Las grietas de retracción estudiadas en la Sierra de Armantes se encuentran en el

interior de un material lutitico de color pardo, muy oscuro, debido al elevado contenido en

materia orgánica. En campo aparecen como tabiques centimétricos, muy compactos, que

dibujan una estructura poligonal de radio métrico . El material que los constituye es

carbonatado y debido a la mayor dureza que presenta respecto al encajante permite que se

visualicen facilmente , al aparecer como resaltes en la superficie de meteorización. Desde un

punto de vista mesoscópico el material del relleno de las grietas presenta texturas

diferenciables en dos zonas:

- La zona interna del relleno es un carbonato, de composición calcítica, color

anaranjado, con una textura esparítica drúsica y en el que se observan contactos netos entre

los cristales. Localmente aparecen restos de material lutítico, orientado paralelamente al

relleno de la grieta, apreciándose por lo general en sus inmediaciones una disminución en el

tamaño de los cristales.

- La zona externa está formada por dos bandas que rodean al relleno interno y que

están consituidas por un carbonato, también calcítico, de color oscuro y de aspecto masivo.

La observación microscópica permite apreciar una textura con morfología de abanicos, de

aproximadamente 1-2 mm, y esferulitos, de aproximadamente 0'5 mm, con crecimiento

prismático de los cristales . La orientación de estos abanicos es del interior del relleno hacia

el materiallutítico que contiene las grietas, siendo más marcada en el contacto entre las dos

zonas del relleno. También se observa, en cortes transversales al relleno, que en el interior

del mismo existen formas esferuliticas de carbonato donde localmente se puede observar un

núcleo de cristales carbonatados. En estos critales es importante destacar su caracter

reemplazante, evidenciado porque el carbonato engloba gran cantidad de material lutitico y

clastos de cuarzo, que en ocasiones dificulta el normal desarrollo de los mismos.

Lateralmente a estos afloramientos de grietas de retracción aparecen otros rellenos de

grietas en los cuales la zona interna se reduce a una fina capa, casi imperceptible. Esto hace

que todo el relleno tenga un aspecto de material carbonatado de color oscuro y masivo. En
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lámina delgada este material sigue presentando texturas en abanico y esferulitos que engloban

gran cantidad de mater ial lutítico y clastos de cuarzo.

El mecanismo de formación de los rellenos carbonatados de las grietas de retracción

encajadas en materiales lutíticos de la llanura aluvial cercana al lago se sintetiza en una serie de

pasos que se comentan a continuación:

FASE J. Inicialmente, el .mater ial lutítico correspondería a un depósito marginal del

lago, bajo lámina de agua, en la zona de desarrollo de vegetación. Po r retracción del lago , esta

superficie sufre una etapa de desecación, en la cual se produce el cuarteamiento del sedimento

y se forman las grieta s de retracción.

Este episodio supone para el sedimento la pérdida de fluido, en la superficie, y un

aumento de la porosidad, esto último debido a la disminución de volumen que sufre la materia

orgánica que contiene. El agua residual da lugar a una salmuera concentrada que se localiza en

la zona abierta de la grieta, el punto topográficamente más bajo . La zona superior del

sedimento se deseca totalmente quedando la escasa agua libre en las grietas, mientras que por

debajo de ella se localiza el nivel freático, que favorece al aporte de agua concentrada para la

posterior precipitación del materia l carbonatado por un mecanismo de ascenso capilar por

bombeo evaporítico (Fase 1 de la figura 2).

FASE 2. La concentac ión de la salmuera ll ~ga al punto de saturación de la calcita y se

produce la precipitación de un cemento esparitico en la supe rficie libre de la grieta. El

crecimiento competitivo de los cristales se da en todo el espacio nucleando sobre las superfices

del sedimento y aument ando progresivamente su tamaño hacia las superficies libres según el

clásico esquema de crecimiento en mosaico drúsico .

El mate rial carbonatado que precipit a en este proceso procede de la salmuera que ha

quedado estanc ada en el espacio libre de la grieta, pero también se produce un aporte por

ascenso capilar desde el nivel freático . Este ascenso se ve favorecido por la evaporación que

está teniendo lugar en la superficie del sedimento y en la zona abierta de la grieta (Fase 2 de la

figura 2).

FASE 3. En el momento en el que se ha formado el relleno central de la grieta se

produce una mayor diferenciación en la permeabilidad entre éste y el material poroso que lo

rodea. Esto hace que en el momento en el que se produ cen eventos de ascenso capilar, el agua

circula en el contacto entre los dos materiales, favoreciendo la nucleación y formación de

cristales de carbonato en esta zona. La dirección de crecimiento de los cristales se produce

hacia la zona más permeable, en este caso el sedimento poroso, y da lugar a una textura
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FASE 3: Crecimientos desplazantes a partir del agua
que asciende por capilaridad.

FASE 2: Concentración evaporítica y precipitación de
cemento en las grietas.

FASE 1: Desecación y desarrollo de grietas de retracción.

rgura 2. Modelo de formaci ón de los relleno s carbonatados de las grie tas de retracción

intercaladas en depósitos lutítícos de perífería del lago carbonatad o de la Cuenca terciaria de

Calatayud.



prismática en abanico, típica del crecimiento competitivo de los cristales desde una única

superficie de nucleación. El tipo de proceso que hace posible este desarrollo del carbonato es

el crecimiento por desplazamiento y por reemplazamiento , aunque en determinados casos,

como la presencia de clastos det ríticos de mayores dimensiones, los cristales ' al no poder

desplazarlos ni reemplazarlos los engloban.

Como se ha seña lado anteriormente, el proc eso de ascenso por capilaridad se produce

frecuentemente debido a evaporación superfi cial, lo que favorece que todo el material poroso

que rodea a la grieta pueda estar embebido de agua pero en condiciones vadosas, lo que

favorece la evaporación y concentración de la salmuera capilar. Esto facilita la precipitación en

el interior del sedimento, pudiendo darse la formación de esferulitos calcíticos al nuclear sobre

partículas carbonatadas dispersa s (Fase 3 de la figura 2) .

Dentro de las textu ras de las grietas es interesante señalar la presencia de otros frentes

de crecimiento en abanicos, no sólo en el contacto entre los dos rellenos, pudiendo deberse a

diferentes eventos de ascenso capilar de agu a concentrada en carbonatos y siguiendo la misma

dirección y tipo de crecimiento que los explicados anteriormente.

También es interesante la presencia de cristales esparí ticos, dentro del relleno central ,

con una orientación que indica el crecimiento desde el contacto con la zona de abanicos hacia

el interior. Estos cristales se formaron en etapas posterio res a la formación del relleno

esparítico central, y a los crecimientos desplazantes en abanico , y su formación podría

explicarse por la precipitación de aguas asce ndentes en el contacto entre los dos rellenos y en

una zona dond e se habría producido la disolución del material anterior, el cual dejaría el

espacio suficiente para el crecimiento de estos cristales esparíticos.

CONCLUSIONES

La identificación en la secuencia sedimentaria del relleno de la Cuenca de Calatayud de

rasgos edáficos en los depósitos químicos o de transi ción de las facies centrales de la misma

permite ampliar y mejorar el esquema sedimentológico de esta cuenca. Especialmente

adquieren una gran relevancia los rasgos indicativos de periferia del lago carbonatado central ,

como grietas de retracción y sílex tob áceos , especialmente los primeros, cuyas características

texturales permiten estab lecer un modelo genético claramente correlacionable con las etapas
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sedimentológicas de colmatación de la cuenca, siendo, por tanto, un valioso marcador

paleogeográfico.
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ABSTRACT

Hoek and Bray's char ts allow to realize simp le analys is of the stability co nditions for soil

and soft rockslopes when a circular failure can occur. This method enables the user to carry out

an easy and rapid check on the factor of safety of a slope as well as to study the changes 01' the

factor of safety depending on the groundwater conditions of slope . The utility 01' this method is

show n from three unstable slopes in Camarena de la Sierra (Teruel). We used the slope stability

charts for obtaining tables and diagrams showing the infi uence of changes in the slope

(cohesion and friction angle of the soil and gro udwater conditions) on the factor 01' safety. The

applied study shows the unstabili ty of slopes in fully satura ted co nditions and the different

stability conditions for possible value s of cohesion and friction angle.

l. lNTROD UCCION

La construcción de una carretera en una zo na montañosa constituida por materi ales bland os

(yesos y arci llas) presenta graves problemas geotécnicos. Cuando el estud io de estabilidad no

es ten ido en cuenta en el proyecto de realizaci ón de la obra pueden surgir graves prob lema s, que

acarrean importantes pérdidas económicas y daños, en ocasiones, irreparab les o de di fícil

sol ución. Un ejemplo de ob ra civ il ya realizada y que actualmente pre senta problemas de

inestabilidad es la carretera que une las localidades de La Puebla de Valverde y Camarena de la

Sierra (Teruel), en las proximidades de esta última localidad. Una primera aproximac ión a las

condiciones de estabilidad de estas laderas o taludes artificiales se puede realizar mediante los

ábacos de Hoek y Bray (1977).

En este trabajo se han realizado una serie de estudios geológicos y geotécnicos que han

permitido caracterizar los materiales que constituyen los talude s y laderas naturales que bordean

la carretera de Ca mare na de la Sierra. A part ir de los parámetros obtenidos en estos estudi os y

med iante la utilización de los ábacos de Hoek y Bray se han construido tablas y diagramas que

muestran las variaciones del factor de seguridad en función de las condiciones del talud:
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2. SITUACION GEOGRAFICA

cohesión y ángulo de fricció n interno del suelo , altura y pend iente del talud y grado de

saturación en agua.
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Figura l . Localización geográfica
de la zona de estudio

3. MARCO GEOLOGICO

...
N

El macizo del Javalambre está constituido fundamentalm ente por formaciones carbonatadas

de edad jurásica, aflorando el Triásico dolomítico (Fac ies MuscheIkalk) y arcilloso (Keuper) a

favor de los fuertes encajamientos de la red fluvial. En su conjunto presenta una estructura en

domo atravesada por numerosos sistemas de fracturas, cuyas orientaciones dominantes son

NW-SE y NE-SW (Fig. 2).

El área de estudio se encuentra localizada al Sur de la provincia de Teruel, concretamente en

las estribaciones septentrionales de la Sierra de Javalambre. Es una zona montañosa, con

desniveles que osci lan entre los 500 y 600 metros y pendi en tes medias entre 15' y 20 ' ,

destacando las cumbres de Peña Blanca (1.752 m) y El Cerro (1.543 m) inmediatamente al

Norte del macizo de Javalambre, que alcanza los 2.020 m en el pico del mismo nombre. La

localidad de Camarena de la Sierra, a 1.294 m de altitud, está situada junto al río Camarena y

tiene una población de apenas 200 habitantes (Fig. 1).



Figura 2. Mapa geológico esquemático de los alrededores de Camarena de la Sierra.

-Triásico medio (facies Muschelkalk): está forma do por dolomías grises que intercalan

niveles de limolitas, margas y dolomías arenosas. Presentan una potencia superior a 100 m, con

tramos masivos y tableados.
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-Triásico superior (facies Keuper): está formado fundamentalmente por arcillas y yesos que

intercalan niveles arenosos, margosos y margo-dolomíticos. Diversos autores han medido en

esta región potencias de más de 300 m para estos materiales. Con bastante frecuenci a afloran

rocas volcánicas o subvolcánicas grose ramente interestratificadas entre los materiales del

Keuper. Se trata de rocas granudas con textura diabásica que presentan un avanzado estado de

alteración.

3.1. Estratigrafía

Los materiales domin antes en la zona corresponden a sedimentos mesozoicos de edad

Triásico medio-superior y Jurásico . Por su importancia en el est udio que nos ocupa,

destacaremos las arcillas de las facies Keuper (Triásico superior) y las brechas dolomíticas y

carniolas de la base del Jurásico (Fig. 3), cuyas características describimos seguidamente.

El Triásico de esta región presenta materiales en "Facies Germánicas" (Virgili et al., 1977) y

se diferencia:
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Los depósitos del Jurásico inferior corresponden a carbonatos de origen marino . En la zona

de estudio se distinguen las siguientes unidades:

Sabarís, 1978; Peña et al., 1984; Simón , 1984).

Hacia el Noroeste, la Sierra de Camaren a presenta pliegues de orientación WNW -ESE que

afectan a mate riales triásicos y jurásicos. Al Norte , la cobertera mesozoic a presenta una

estructura comp leja, ya que los materiales carbonatados del tramo superior del Muschelkalk

aparecen despegados y cabalgan en ocasiones a los materiales del Keuper. En aquellas zonas

donde no llega a cabalgar, el Muschelkalk presenta pliegues con menor longitud de onda que

los que afectan al Jurásico, lo que provoca una disarmonía entre los pliegues existentes por

debajo y por encima del Keuper. Los materiales del Jurásico, suavemente plegados , muestran

una importan te fracturación a todas las escalas, con grande s fractu ras kilomé tricas y a escala

mesoestructural de direcciones NW-SE, NE-SW , N-S YE-W (Liesa, 1993).
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3.2. Estructura

El macizo de Javalambre con stituye un

gran domo estructural afectado por una serie

de fracturas de dimensiones kilométricas. Esta

estructura es el resultado de una tectónica de

componente vertical que deformó durante el

Plioceno superior la Sup erfi cie de Erosión

Fundamental de la Cordillera Ibérica (Solé

-Fm. Cuevas Labradas: constituida por

calizas y dolomías de color gris-beige que se

presentan en bancos decim étricos a métricos,

con una potencia total de unos 100 m. Con

frecuencia intercalan niveles de margas

verdosas. Abundan los resto s de bivalvos,

crinoides y braquiópodos.

-Fm . Cortes de Tajuña: con stituye un

conjunto masivo o mal estratificado en bancos

grue sos '/ di sc ontinu os de dol om ías

oquero sas (carniolas) de tonos beige a rosado

y brechas dolomíticas constituidas por cantos

angulo sos de rocas carbonatadas. El espesor

total de este unidad es difícil de establecer ya

que el contacto con el triásico infrayacente es

eros ivo o mec ánico , pero se pu ed e

considerar, en general, mayor de 100 m.

O
Ci
U.l
::EMI

M3

MU SC HELKA LK

Fm . Cuevas Labradas

Fm . Cones de Taj uña

¡<: O
O U

1------ --- - ---1 Q2 ,~
~ ¡<:

~ ~

o.lL--..Ll...-L- -L-...l..-.J

400

600 ,---rr--.--- - - - - - - - ---,---,---,

500

f igura 3. Columna estratigráfica general de la
zona estudiada

. 1

300
¡<:
O
Q2

KEUPER U.lo..
;:¡ O
en U

r;:;
'..:200 Q2
¡...



3.3. Geomorfologia

Según Cal vo- Cases et al. (1983) la morfología actual de l maci zo del Javalambre es

consecuencia de la hom ogeneidad de la lito logía, la co nfiguración de la Superficie de Erosión

Fundamental deform ada y la esc asa progresión de la eros ión rem ont ante hacia su núcleo, lo que

hace que el rel ieve dom inant e sea de ca rác ter alomado . Los pr incipales age nte s de l mod elado

posterior so n los procesos kársticos y periglaciares.

En contraste co n es ta morfología, las áre as periféricas en las que aflora el T riásico present an

pro fundos encajamientos de la red fluvi al. En el caso de la zona es tudiada, la aparició n de las

capas plásticas del Keuper , un ida a las fuertes pendientes de las laderas, permite la actuación de

procesos dife ren tes que traen como consecuencia la aparición de nuevas forma s en el reli eve,

co n vertientes de solifluxió n y deslizam ientos rotac ionales, traslacionales y gravitacionales.

3.4. Hidrogeología

La zona est udiada presenta numerosas surgencias de cie rta importanc ia aunque con carácter

dispe rso . En ge neral, los acuíferos de esta reg ión muestran un marcado co ntrol estructural. Las

for maciones carbo na tadas del Jurásico mari no sufren un a inten sa fracturac ión e intercalan

di ve rsos niveles de materi ales margoarcillosos qu e pu ed en ac tuar co mo horizon tes

impermeabl es co n re lación a los acuíferos . La alimentación de estos acuíferos se produce

genera lmente a través de las frac turas.

En el caso que nos oc upa, las carn io las y brech as dolom íticas de la base de l Jur ás ico

presentan un a e leva da permeabil idad , co n gra ndes pos ibilidades de almacena mie nto y

ci rculac ión de flu idos. Ade más, por deb ajo aparecen las arci llas de las fac ies Keuper, que

co ns ti tuyen un nivel im permeable de gran importancia. Por todo e llo , los materi a les

ca rbo natados del Jurásico basal co nsti tuye n un excelente ac uífero que, en ocasiones, queda

colgado aparec iendo las surgencias en el contacto entre estos materi ales y las arc illas del Keupe r

o dent ro de este último , a trav és de los niveles yesíferos y are nosos.

4. ESTUDIO GEOTECNICO

4.1. Observaciones de campo

La zona estudiada se si túa junto a la carretera que une las localidades de La Puebla de

Valverde y Camarena de la Sier ra (Fig. 4) . En los alrededores de esta última localidad, la

carretera atraviesa materi ales margoarcill osos y evaporíticos del T riásico superior sobre los que

se apoyan las dolom ías y ca lizas dolomíticas del Tr iásico termina l-Jurás ico inferior.

El trabajo en esta zona co nllevó un reconocimiento de l terreno, tratando de localizar distintos

rasgos geomorfológ icos que ayudasen a determinar las zonas inestables . De esta manera, se han

localizado deslizamientos de bloques del Jurásico inferior sobre las fac ies Keuper , formación de

grie tas en los arcenes de la carretera, num erosos fenómenos de reptaci ón (creep) en los sue los
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Figura 4. Esquema topográfico de la zona estudiada y situación de los taludes analizados .
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4.2. Caracterización geotécnica de los materiales

A partir de varias muestras recogidas en el campo se han realizado ensayos mecánicos

(compresión uniaxial, corte directo y ensayo brasileño) sobre diferentes rocas del Triásico y

Tabla 1. Características geotécnicas de los materiales estudiados. Y: yesos (facies Keuper);
Ma: margas (facies Keuper); Br: brechas (Fm. Cortes de Tajuña); Ar: areniscas (facies Keuper).

Muestra Y-Ca Ma-Ca Br-Ca Ar-Ca
Resistencia a la compresión uniaxial (t1m2) 105,40 207 ,66 158,88
Resistencia a la tracción (ensavo brasileño) (t1m2) 13,47 17,26 15,76
Cohesión (t1m2) (envolvente de Mohr) 26 36 32
Cohesió n (t1m2) en corte directo 46, 13 18,61 88,54
Angula de fricción (0) en compresión uniaxial 53178 82 48
Angula de fricción (0) (envolvente de Mohr) 14 50 37,6
Angula de fricción (0) entre supode discontinuidad 31 30 35
Densidad seca (g/cm3) 2,25 2,20 2,68 1,93
Densidad húmeda (g/cm3) 2,25 2,40 2,76 1,97
Límite de Atterberg Ilíquido 36%
Límite de Atterberg I plástico 27,96%
Indice de plasticidad 8,04

Se ha prestado especi al atención a la localización de surgencias de agua (procedentes del

acuífero carbonatado situado por encima de los yesos y arcillas del Triásico superior) que tienen

gran importancia en los fenómenos de deslizamiento de suelos.

herbáceos que cubren las laderas , antiguos deslizamientos, así como algunas cicatrices de

arranque. Tambié n se han reconocido morfologías lobuladas y/o abombadas en las laderas.
666.000 670.000

4448.000 +-__-:- ...,,-- -:=::------.;;_ ----r ----::_-;'_ 4448.000....
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4.3. Análisis de estabilidad de laderas

Jur ásico inferior que afloran en los alrededores de la carretera do nde se realizó el es tudio.

Asímismo, para los mater iales en facies Keuper , se ha realizado el cálculo de los límites de

Atterberg en las arcillas. En la tabla l se representan de forma sintética todas las características

geotécnicas obtenidas de los análisis realizados.

considerados como deslizamientos rotacion ales

altura
del talud

(H)

distancia entr e el pie
del taludy la intersecci ón del
nivel Irenico y la supcrñcie

de lcrreno (x)

Figura 5. Ejemplo de rotura circu lar con
los parámetros que intervienen en el cálculo
del factor de seguridad del talud .

En aquellos casos en que la superficie de deslizamiento se puede asimilar a una supe rficie

cilíndrica cuya sección transversal se asemeja a un arco de círculo, hablaremos de rotura circular

(Fig. 5). Este tipo de deslizamiento se suele produ cir en terrenos homogéneos, ya sea sue los o

rocas altamente fracturadas sin direcciones predomin antes de fracturac ión, en los que además ha

de darse la condición de que las partícul as de suelo o roca tengan tamaño muy pequeño en

comparación con las dimen siones del talud (Ayala et al., 1991).

Los desli zamient os que apa rece n en los

alrededo res de Camarena de la Sierra han sido

En la construcción de los ábacos de Hoek y Bray se considera el efec to de las presiones

intersticiales debidas a la presencia de un nivel freático en el terreno, que divide el talud en una

zona seca y otra saturada . Así, existen ábacos para casos de talud totalmente seco, totalmente

saturado y para tres casos intermedios con diferentes alturas del nivel freático (Figura 6).

Además, se asumen las siguientes simplificaciones:

. - El material constitutivo del talud se considera homogéneo en toda la extensión del mismo.

- El círculo de rotura se hace pasar siempre por el pie del talud .

- Se considera la existencia de una grieta de tracción que puede estar por encima o por debajo

de la cresta del talud.

con rotura circ ular. En este caso, se cumplen

las condicio nes descritas anteriormente, ya que

se trata de un ter reno hom ogén eo (a rcillas

masivas) y con un tamaño de partí culas muy

pequeño (arcilla-limo) en relación al talud.

Para este tipo de deslizami entos se utilizan

los ábacos de Hoek y Br ay ( 1977) , que.
proporcionan un límite inferior del factor de seguridad del talud , obtenido en la suposició n de

que las tensiones normales en la superficie de deslizamiento se concentran en un único punto.

El límite máximo se obtendría suponiendo que éstas se encuentran en los dos puntos extremos

d e la superficie. A pesar del carácter irreal de esta distr ibución de tensiones, se ha comprob ado

que el factor de seguridad real está razonablemente cerca del valor mínimo, quedando el error

cometido del lado de la seguridad.
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Se han estudiado tres taludes a lo largo de la carretera (Figura 4) con diferentes valores de

pendiente según la altura total de los mismos. Para cada uno de ellos se han considerado fijos

los siguientes parámetros:

-H (altura del talud en metros) , diferente

en cada uno de los casos .

-y (peso específico del terreno en t/m3),

se ha obte nido experimentalme nte el

valor 1,97 t/m3.

-\jf t (ángulo o pendient e del talud),

diferente en cada uno de los casos.

- ((l' (ángulo de rozamie nto inte rno

efectivo), se han escogido 20° (valor

típico de arcillas de alta plasticidad) y

32° (valor típico de arcillas de plasticidad

media-baja).

-c' (cohesión efectiva del terreno en

t/m2), se han tomado diferentes valores

entre 0,5 y 10 t/m2 correspondientes a

los valores mín imo y máximo de

cohesión para las arcillas depe ndie ndo

del grado de saturación de las mismas.

El cálc ulo de la estabi lidad se ha

Terrenoseco
(ábaco 1)

Terreno saturado
(ábaco 5)

Terreno saturado
pordebajode la

grieta de tracción:
x=4H

(ábaco3)

Terreno saturado
pordebajode la

grieta de tracció n:
x = 8H

(ábaco2)

.Terrenosaturado
afectando la

grieta de tracción:
x = 2H

(ábaco 4)

Angulo de rozam iento
TIPO DE SUELO Cohesión seca Cohesión saturada interno ('P') tan 'P'

limos inorgánicos - limos
6,83 0,93 32° 0,62arcillosos

arc illas inorgánicas baja-
8,79 1,32 28° 0 ,54media olasticidad

arcillas inor gánic as muy
10,5 1,12 19° 0,35olásticas

mezc l a d e l i m o s
6,59 2,24 32° 0,6 2inorgánicos v arcillas

Siruacién del nivel Ireático o de la linea de saturaci ón

Tabla 2. Valores de cohesión (t/m2) y ángulo de rozamiento interno efectivo para los distintos
tipos de suelos (rocas lutíticas) del sector de Camarena de la Sierra.

Los valores de cohesión y ángulo de rozamiento interno efectivo estimados para los distintos

tipos de lutitas observadas en el área estud iada han condic ionado el rango de estos parámetros

utilizado en la aplicación de los ábacos para el cálculo del factor de seguridad (Tabla 2). En

realizado para condiciones de terreno seco,

terreno saturado por debajo de la grieta de

tracción y terreno comp letamente saturado . Los pares de valores Cohesión (C) / Factor de

Seguridad (Fs), para cada uno de los taludes, pueden observarse en la figura 7.

Figura 6. Situaciones de la línea de saturación
consideradas en los ábacos de Hoek y Bray para
un talud con rotura circular.



Figura 7, Relaciones Cohesión / Factor de Seguridad para cada uno de los taludes estudiados.

---- talud completamente seco

- - - - talud saturado por debajo de la grieta de tracción
- - _ . talud complet amente saturado .

10

104 6
Cohesión (T /m2)

4 6
Cohesión (T /m2)

2

2

·r·················¡-·················¡···············

TAL Uq 1.2 j __ .~ - --

· ·· ·· · ·· ·· ·· ··r··· ·· · · · · · ·~;(· ·7 4··<·· · · · · · ..·,....··..·......
·············r ················t················r ···········.. · · ·t~..=-;~
3E··:=·I:.::.··;..········p "'···· .12·

- w:.. ! [ : ..

~A~~J,3 " i i " i " 1 "

·········r ·· ··········¡-·············¡- ···· ···.. ¡······ .
·· · · ·· ··· · · · · ·· + · ·· · · ······ ·· ·· ·· ~· · ·· ····· · · ·· ····· i· :J;:..~. --::

: ¡ : ---- ¡¡ . ¡

O L..J.-'-..l-l-L-l-..L...l--'----'--'--'-'--'-'--'--'-.J.......JL......J

O

O
O

2.5

2,5
-g
:g 2
::l
bO

~ 1,5
Q)

"O

Ci Ig
u. 0,5

10

10

4 6
Cohesió n (T/m2)

2

, I , i

: : :................; ~ j __ ¡- .

jz::.=.> ..~. : : =··~·~·· ·..·· ·T· · · · · · · · ··~
: : : :

TALUO!l.I ! ! - J- ~
................~ l ~..~j.~ 1 .

! 32°Y ; ,

TALUd i : : :__ _ .~.._ ¡ ~ + ;.:;.:.:.......:::
: : ¡ __ -r'"

........ ......·I .3.~F..~..1..=+· ..
-~;..=C" ~ ~

'1f!- _ ;_ - 2lf~
f- · j· ·¡..· · ·..·f < ..

¡ ¡ ¡
I ¡ I 1 ¡ 1 I I ¡ " i I 1

2 4 6 8
Cohesió n (T /m2)

O '---'--'-.L...L--'--..L...l----'--...L-l-L--'-.L...L-l-.L...L--'--..l-'
O

O
O

2,5

2,5
-g
:g 2
::l

~
UJ 1,5

Q)
"O

B
g
u. 0.5

-g
:g 2
::leo
~ 1.5

Q)
"O...s
g
u. 0.5 2l! _ __ _ .

I ! I , ! I i I , I i ' I

a) Talud 1 (Barranco de la Canaleja)

Se sitúa entre las cotas 1,525 (contacto con los niveles carbonatados) y 1.200 m.s.n.m.

(base del barranco), obteniendo una altura total del talud (H) de 325 m. En este caso, la

pendiente del talud (\1ft) es de 15,15°,

Para un valor de tan <p' =0,36 (rp' =20°) obtenemos los siguientes resultados:

-Con el terreno seco, Fs es siem pre mayor que 1 y por lo tanto el talud es estable

cinemáticamente.

-Con el terreno saturado por debajo de la grieta de tracción, Fs = I para un valor de e' =9

t/m2, siendo inestable para valores menores de la cohesión.

-Con el terreno completamente saturado el factor de seguridad (Fs) oscila entre 0,76 y 0,87,

por lo tanto el talud debe considerarse inestable en estas condiciones.

Para un valor de tan rp' =0,62 (<p' =32°) obtenemos que bajo cualquier condició n del talud

(saturado o seco) y para cualquier valor de la cohesión el facto r de seguridad es mayor que 1,

condiciones secas y sa turadas por debajo de la grieta de tracción se han tomado valores de

cohesión entre 4 y 10 t/m2. En condiciones complet amente'saturadas se han utilizado valores de

cohesión entre 0,5 y 3 t/m2.
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por lo tanto, el talud es estable para ese va lor de l ángulo de fricción (condiciones más

favorables ).

Se ha estudiado asimismo el talud hasta la carretera (H= 185 m), considerando la misma

como posible pie del desliz amiento (Figura 8a). El ángulo 'del talud en el segundo caso es de

i 5,88°.

Para un valor de tan tp' = 0,36 (rp' = 20°) obtenemos los siguientes resultados:

-Con el terreno seco, Fs es siempre mayor que I y por lo tanto el talud es esta ble.

-Con el terreno saturado por debajo de la grieta de tracc ión, el factor de seg uridad es igual a

I para un valor de e' = 9 tlm2, siendo inestable para valores menores de la cohes ión.

-Con el terreno completame nte saturado el factor de seguridad (Fs) oscila entre 0,76 y 0,90,

por lo tanto el talud es inestab le en estas condiciones.

Para un valor de tan <p' = 0,62 (<p ' = 32°) obtenemos que bajo cualquier cond ición del talud

(saturado o seco) y para cualquier valor de la cohesión el factor de seguridad es mayor que I

(entre 1,29 Y2,95 ), por lo tanto, el talud se puede cons iderar estable.

b) Talud 2 (bajo la Fuente de Masen José)

Ha sido estudiada la po rción de ladera situada entre las cotas 1480 y 1380 m.s.n.m .,

toman do la carretera como posible pie del deslizamiento (Figura 8b) . De esta manera, la altura

total del talud (H) es de 100 m y la pendiente media del talud ('lit) es de 20°.

Para un valor de tan <p' = 0,36 (rp' = 20°) obtenemos los siguientes resu ltados:

-Con el terreno seco, Fs es siempre mayor que I y por lo tanto el talud es estable

cinemáticamente.

-Con el terre no saturado por debajo de la grieta de tracci ón, el factor de seguridad es I para

un valor de e' = 8 tlm2, siendo inestab le para valores menó res de la cohesión.

-Con el terreno completamente saturado el factor de seguridad (Fs) osc ila entre 0,62 y 0,76,

por lo tanto el talud es inestable en estas condiciones.

Para un valor de tan <p ' = 0,62 (rp' = 32°), bajo cualquier condició n del talud (saturado o

seco) y para cualquier valor de la cohesió n el fac tor de seguridad es mayor que 1, por lo tanto,

el talud se puede considerar es table. No obstan te, los valores del fac to r de seguridad se

aproximan a I con el terre no tota lmente satura do, exis tiendo posi bilidad de des lizamiento si la

cohesión alcanza valores menores de 0,5 tlm2 (situación más desfavorable) .

c) Talud 3 (al Oeste de la Peña Blanca)

Ha sido estudi ada la porción de ladera situada entre las cotas 1460 y 1420 m.s.n.m.,

tomando la carre tera como posible pie del deslizamiento (Figura 8c). De esta manera, la altura

total del talud (H) es de 40 m y la pendiente del talud 'lit = 36,67°.

Para un valor de tan <p' = 0,36 (<p' = 20°) obtenemos los siguientes result ados:
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-Con el terreno seco. Fs es mayor que I para valores de cohesión iguale o uperiore a 9

tlm2, debiendo considerar el talud inestab le con valores menores de cohesión (Fs =0,75-0 ,94

para valores de e' = 4-8 tlm2).

-Con el terreno saturado por debajo de la grieta de tracción, Fs oscila entre 0,6 y O, - para

valores de cohesión entre 4 y 10 tlm2, siendo inestable para estas condicione .

-Con el terreno comp letamente aturado el factor de seguridad (Fs) oscila en tre 0.27 y 0,4 -.

por lo tanto el talud es inestable en estas condiciones.

Para un valor de tan <p' = 0,62 (<p' = 32°), cuando el talud se encuentra seco o saturado por

debajo de la grieta de tracción (ábacos 1 y 3 respectivamente) y para cua lquier valor de la

cohes ión el facto r de eguridad e mayor que 1, por lo tanto, el talud es estable. Por el

contrario, con el terreno comp letamente aturado el factor de seguridad (Fs) oscila entre O.- 1}'

0,75, por lo tanto el talud es inestable en estas condiciones.

5. RESULTADOS y CO TCLUSIONES

La metodología anteriormente c itada ha permitido determinar aproximadamente las

condiciones en que se generaron lo deslizamientos estudiados en este trabajo y las condiciones

de estabilidad que presentan actualmente los taludes y laderas que bordean la carretera. Los

resultados obtenidos por este método puede n ayudar a pronosti car la posibilidad de nuevos

deslizamientos en condic iones similares.

Según las clas ificaciones geo récnicas existentes. los mate riales que forman las laderas

estudiadas , fundamentalmente arc illas y yesos, para los que se han obtenido diferentes

parámetros mecánicos y físicos. presentan como principales características geotécnicas: un valor

regular a malo como cimiento de carretera en ausencia de heladas; una respuesta media a muj

alta ante la acción potencial de las heladas, frecuentes en la zona; prop iedades de retracción o

entumecimiento ligeras-medias; y unas características de drenaje regulares a malas.

La existencia de importantes acuíferos en los niveles basales del Jurásico favorece el alto

grado de humedad de los materiales infrayacentes y con éste, el aumento de la plasticidad de los

mismos, causante de numerosos fenómenos de inestabilidad en las laderas estudiadas. La

aparic ión de grietas transversales a la pendiente de la ladera, que afectan incluso al firme de la

carretera, demuestra que estos fenómenos se encuentran activos en la actualidad.

Mediante la utilización de los ábacos de Hoek y Bray se puede constatar (Tabla 3) que para

un valor del ángulo de rozamiento interno de las arcillas de 20" los tres taludes estudiados son

inestables, en condiciones saturadas, o en condiciones de saturación por debajo de la grieta de

tracción para cohesiones efect ivas menores de 8-9 tlm2. En condiciones secas, los taludes l y 2

son estables mientras que el talud 3 es inestable para cohesiones menores de 9 tlm2. Con un

ángulo de rozamiento interno de 32°, los taludes 1 y 2 son estables bajo cualquier condici ón del

terreno mientras que el talud 3 es inestable en condiciones de terreno completamente saturado.
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Condiciones Condiciones
geotécnicas de saturació

Saturado

<p' =20° Saturado debajo
grieta tracción

Seco Estable Estable

Saturado Estable Estable Estable

<p' =32° Saturado debajo
Estable Estable Estable Establegrieta tracción

Seco Estable Estable Estable Estable

Nota: *: e' < 9 tlm2
**: e' < 8 tlm2

Tabla 3. Resumen de las condiciones de estabi lidad obtenidas a partir de los ábaco s de Hoek y
Bray para los taludes estudiados en distinta s condiciones de saturación en agua .
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Summary

The peridotites and related rocks of southern Spain and northern Morocco were
formed through polyphasic processes by sialic matter than, at different P-T conditions,
transformed sedimentary-epimetamorphic materials.

The sialic matter is related to the origin of gneissic rocks that form the "basernent "
of the Gibraltar Are, Such gneissic rocks correspond to the greatest dynami c (P-T) and
chemical manifestations that partially outlined a great non outcropping domed granite mass
during its origin and growth ("emplacement") in the westernmost part of the Mediterranean
Sea.

These gneissic rocks represent active sialic chemical matter , wh ich, at moderate to
high P-T conditions, transformed sedimentary epimetamorphic materials of an arg illaceous
to carbonate nature during Alpine times.

The transformation of argillaceous an marly-argillaceous materials by silica-a lkaline
matter under moderate Ps-T conditions produced different gneissic rocks of ac id to
intermediate compositions(e.g. granitic gneisses , cordieritic gneiss es, kinzigites ,
amphibolites). Gabbroid and dioritic rocks were produced by the transformation of marl y
materials, whereas peridotites were produced from the marly-dolomite material s. Marbl es and
calc-silicate rocks correspond to the "impermeable fronts of transformation" of the upper
dolomite-limestone Triassic-lurassic sequence.

The geochemical balance between the sialic endogeneous matter and the nature of wall
sedimentary rocks were the main cause of the origin and diversity of the ultramafic rocks
(e.g . dunites, Iherzolites, harzburgites , pyroxenites , etc).

The physico-chemical behaviour of the Mesozoic wall rocks was also the main cause
of the differentiation of the igneous-metamorphic association . So, the granu lar-gra noblastic
peridotites resulted from the transformation of the marly-dolomite rocks, whereas the gneissic
rocks were produced by the transforrnation, under stress conditions , of the lutitic-greywackic
associated rocks. The lightl y schistose intermediate rocks (e.g . diorite-amphibol ite) resul ted
from the transformation of the intermed iate marly-greywackic sequence .
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1. INTRODUCTION

The ultramafics in southern Spain are mainly formed by three massifs: Ronda , Ojen
and Carratraca. In northern Morocco, Beni Bousera is the main outcrop . Together with these
four main massifs, are others of lesser importance (Sierra de las Aguas, Sierra de la Robla,
Sebta, Beni Malek). (Fig . 1).

The Iherzolites are the most important type of peridotites. Harzburgites, garnet ­
pyroxenites, olivine-gabbros are other associated ultramafic-mafic rocks (Hernández Pacheco,
1967; Kornprobst, 1969; Obata , 1980; Reuber et al., 1982). Within lherzolites, three types
can be differentiated: garnet-lherzolites , spinel-lherzolites and plagioclase-lherzolites. A
gradual transition exists between these lherzolites and other ultramafic to mafic rocks (e.g .
gabbros, mafic gneisses, amphibolites, etc).

All the current-petrogenetic models on the origin of the ultramafics rocks in southern
Spain and northern Morocco start from an indubitab le upper mantle provenance. But the
mechanisms concerning the emplacement of these "mantle" rocks in the upper crust are very
diverse . So, as a sumrnary we can cite :

- Mantle diapirism (Loomis, 1972, 1975; Frey et al., 1985).
- Unrooted mantle slab (Lundeen, 1978; Tubia & Cuevas, 1987).
- Subsolids unroofting and polyphasic emplacement (Reuber et al., 1982; Van der
Wall & Vissers, 1993).

- Subcontinental lithosphere delamination (Platt & Vissers, 1989).
- Allochthonous sheets detached from a diapir (Casas & Carbó, 1990) .
- Detatchment of a subducted slab together with mantle diapirism (Zeck et al. ,

1992).
- Unrooted peridotites slab under extension (Tornéet al. , 1992).
- Extensional detachment of mantle core complexes (Doblas & ,Oyarzun, 1989)

Contrary to mantle provenances Van Bemmelen (1933) and Termier & Termier (1956)
interpreted the Ronda peridotites as formed by metasomatic transformation processes of
sedimentary carbonate rocks . This theory was not taken into account because from a
petrogenetic point of view it was not sufficiently founded, and also because geologists always
identify the mafic to ultramafic rocks, without any doubt , as being rocks from the upper
mantle provenance.

2. SOME GEOLOGICAL DATA

The main data in proposing a new petrogenetic model for southern Spain ultramafics
were mainly deduced from field-geological data comp lemented with petrological and sorne
geochemical studies in those outcrops that we have defined to be the most suitab le. In these
outcrops an evident gradual transition exists between the ultramafics and the "wall rocks" .

Together with this important observation, other also important data are:
- The ultramafics only exist when a thick carbonate cover is or was present
- Such rocks only exist when together with the carbonate cover an active

gneissic basement is present
- Geophysical-geological data indicate that: a) these ultramafics do not exceed
2 km in thickness; b) In spite of their polyphasic character they form

authochthonous outcrops, "without roots".

The best places to study the petrogenesis of the ultramafic rocks are those where the
nearest original petrogenetic conditions are better conserved , that is, where they were hardly
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altered by the polyphasic tecto-petrogenetic Alpine processes as it occurs in Sierra Blanca .
Sierra Blanca is a domed structure covered by about 500 to 800 m of Jurassic carbonate
rocks , where the ultramafics and related rocks only crop out at the border of this dome and
at sorne faulted zones of the interior of this dome. The presence of perido tites beneath the
thick carbonate cover of Sierra Blanca was mainly deduced by the existence of marbl es and
gneiss ic rocks with very similar geological features to other zones with outcropping
peridotites . This presence was already deduced by: Blumenthal (1930); Loomis (1975);
Kornprobst (1974); Torres Roldán (1979); Sanz de Galdeano & Andreo (1995) .

In many places the contact-relationships between the different rocks are altered by
later tecto-petrogenetic episodes . A good examp le of this type of outcrop can be observed at
the north of Sierra Bermeja (southern Ronda village) .

In other outcrops the contact-relationship between the carbonate cover and ultramafic
rocks was obliterated by later tectonic processes. Only sorne ultrarnafic-gneissic relationships
are present. As an example we can cite the Beni Bousera massif. In Sierra de Alpujata the
ultramafic rocks are not covered by carbonate rocks, because they were thrusted aside by
later Alpine tectonic processes.

In all these types of outcrops the ultramafic and mafic associated rocks are always
found Iying on a gneissic basement with c1ear petro -structural relationships.

In many outcrops the ultramafic and associated rocks are thrusting younger partiall y
uprooted stratigraphic sequences from their orig inal basement rocks . This produces an
apparent allochthonous character of these ultramafics causing sorne geologists to consider such
ultramafics to be allochthonous of a provenance was related to a supposed "oceani c" zone not
present in the western Mediterranean.

In the best outcrops (e.g . Sierra Blanca) the following stratigraphic column can be
deduced from top to bottom (Fig. 2A) .

- A thick Jurassic carbonate cover, that can reach 650 m in thickness, formed by
dolomites and Mg-limestones differentially recrystallized and metamorphized (marbles and
calc-silicate rocks) . In sorne zones these rocks show calc-silicate minerals. These latter rocks,
that constitute the cover of the underlying ultramafic rocks , were very important in the
"petrogenetic efficiency" of the global igneous-rnetamorphic association in such suitable
domed outcrops .

- Below these , in a rapid transition , are the ultramafic rocks , which are very diverse
in structure and composition due to the "storage" of several petrogenetic episodes (Jurassic
to Miocene times). The spinel peridotites (harzb urgites -lherzo lites) are the most common
rocks in contact with calc-silicate and marble rocks . The garnet and plagioc1ase peridotites,
appear to be below the previous ones . AII these ultramafic rocks, in spite of the evidence of
later tecto-petrogenetic processes, exhibit low anysotropic structures-textures although the
blastic character can be important.

- In a gradual manner these ultramafic rocks trans it into various mafic rocks, formed
mainly by plagioclase-peridotites, and various gabbros. These intermediate rocks exhibit sorne
foliation features that define such rocks as "schistose gabbros ", "rnafic gneisses" and
"amphibolites" , These moderate foliated intermediate rocks , in isolated stud ies, cou ld be
c1assified either as igneous or metamorphic rocks and the latter , from or tho to paraderivate
originoThe structural and compositional differentiation is mainly contro lled by the original
nature of the wall-sedirnentary sequence.
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- These "igneous-metamorphic" intermediate rocks gradualIy transit, towards the base,
into more leucocratic and more foliated rocks, mainly various gneisses , and from top to
bottom we can differentiate the folIowing:

a) Cordierite-orthopyroxene gneisses
b) Cordierite-sill imanite-garnet-gneisses
c) SilIimanite-garnet-gneisses, and finalIy forming the basement
d) Gneisses s.l. having scarcely or no metamorphic minerals.

Between sedimentary, igneous and metamorphic rocks , not only is there a gradual
transition between the different petrographic types of rocks but also a gradual concordant
structuration between the gneissic basement and many mafic-ultramafic rocks of the cover.
Field geological data indicate that the weak foliation and folds of the peridotites is concordant
with the main foliation (schistosity) of the basal gneisses, generalIy arranged according to
oval structures . This structuration is concordant from macro to microscale. To a macroscale ,
both gneissic and mafic-ultramafic rocks, are arranged according to are morphologies (fig.
1). Within this general structuration the gneisses and their associated mafic-ultramafic rocks
show, together with concordant domed morphologies , a concordant regional oval foliation
associated with evident compressional features. So, many basement gneisses correspond to
blastomylonitic gneisses in gradual transition to other blastomylonitic rocks . Although sorne
blastomylonitic structures could be associated with later Alpine episodes. Other previous
structures (e.g. oval schistosity) , are recongnized as early structures developed during the
formation of the various gneisses and of their associated mafic-ultramafic rocks .

3. NEW PETROGENETIC MODEL

3.1. Necessary Conditions

Four main suitable conditions were necessary for the formation of ultramafics and
related rocks:

151
_ The existence of an active sialic basement which during Alpine sialic thickening ,

and during the formation of the blastomylonitic gneisses , released sialic matter
at moderate-high T conditions and under moderate stresses.

200
_ The presence, on this active sialic basement , of a thick sedimentary cover formed

by suitable materials to be transformed by the sialic matter and arranged in
suitable stratigraphic sequences (e.g . lutites-marls-Iimestones) .

3rd
_ The formation of oval-domed impermeable covers (carbonate to marble rocks)

that enhanced the physico-chemical conditions and therefore the transformation
processes in the underlying levels (marly dolomites).

4th
_ The permanence of alI the cited suitable conditions over a long period of time.

Many gneissic rocks, mainly the blastomylonitic types were formed through several
petrogenetic episodes by the transformation of argilIaceous-sedimentary-epimetamorphic
country rocks. These rocks were affected by silicification and to a minor degree
feldspathization processes at moderate-high P-T conditions induced by an active granitic­
gneissic basement. During these dynamic-petrogenetic processes the blastomylonitic granites
can release fluids which at moderate-high temperatures are efficient mechanisms of transport
of many chemical elements, mainly of silica and also alkalis (Etheridge et al., 1983; Sinha
et al. , 1986; O'Hara, 1988).

This "granitic" matter was released in relation to the formation of a polyphase gneissic
orogenic-arc that from North Africa (Beni Bousera) and through the Straits of Gibraltar
extend over southern Spain (Ronda-Ojén zone).

200



We relate the ongm of the sialic matter , mainly silica, released from the sialic
(granit ic-gneissic) basement, to the "prime" cause that governs many geologica l phenomena:
"sialic thickening ". We understand sialic thickening as the episodic perhaps cyclic, creation
of new sialic matter , mainly at the base of the crust, produced by the transformation of the
denser upper mantle matter into a lighter sialic one. This involves a new understanding for
the upper mantle (Sánchez Cela , 1990). This episodic juvenil contribution to the crust from
the upper mantle , mainly in solid state, took and is taking place according to domed to oval
morphologies. These structures are those that demand lesser energy for their formation and
emplacement.

At the border of these act ive sialic domes , mainly under high compressional stresses,
is where the most important energetic and chemical processes take place. Such places are
generally formed by dynamic gran itic rocks (gneisses) that are important endogenic sources.
At the top of these arc-orogenic structures important petrogenetic processes can take place
if such structures are covered by thick carbonate materials (limestones and dolomites).

These carbonate covers , with suitable properties (ductibility, impermeability ) , act as
impermeable barriers to the mobility of the endogenic sialic matter under moderate P-T
conditions . This produces an increase in volume that results in an increase in the pressure,
mainly in the nucleous of the domes.

Together with this evident increase in volume of the sialic crust a great accumulation
of fluids also takes place . These fluids , mainly CO2, were released during the formation of
the ultramafic-mafic rocks by the transformation of COrbearing rocks (dolomitic-limestone
rocks). If these fluids do not escape, local overpressures , that greatly overpass the lithostatic
conditions , can be formed mainly in the nucleous of the domes.

So, the total pressure in a nucleous of a dome can be aproximately deduced from : Pt
= PI + Ps + Pf , where Pt = total pressure; PI = lithostatic pressure ; Ps = stress
pressure; Pf = fluid pressure.

The lithostatic pressure is, in our opinion , the lesser importan t factor -pressure on such
point x, although this "static pressure" is, in many cases, the only pressure considered by
many authors .

The stress-pressure together with fluid-pressure are the most important factors in
increasing the pressure in such places. These P stress and P fluid "dynamic pressures"
together with the formation of new igneous-metamorphic rocks , below the carbonate domes,
can together raise the local pressure conditions at very shallow levels of the crust (e.g . 2 km
depth).

The formation of moderate and even high temperatures in such high levels of the crust
can be explained by the contribution of various thermal sources :

1st_ By the heat associated with the origin of the granitic-gneissic rocks that constitute
the basement of ultramafics .

200
_ By the heat released at shear frict ion zones during the dynamic emplaceme nt of

the gneissic rocks.
3'd_ By the differential thermal behaviour of the sedimentary cover in relation to the

gneissic basement and even between Triassic-Jurassic sedimentary materials.
4tb

_ By the storage of these thermal sources in suitable places, that is, in the marls
covered by the "imperm eable " dolom itic-limestone domes.

The most important thermal source in the or igin of per idotites is related to the
formation ofblastomylonitic gneissic rocks and shear friction processes, where the conve rsion
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of mechanical energy into heat can be very important (Graham & England, 1976; Brun &
Cobbold , 1980; Lockett & Kusznir, 1981; England & Thompson, 1984; Molnar & England,
1990; England & Molnar, 1993). This dynamic-thermal energy was considered by sorne
geologists in the petrogenesis of the metamorphic rocks, associated with peridotites
(Woodcock & Robertson, 1977) .

In order to be efficient the thermal energy must be stored in suitable petrological­
structural places , that is, in the nucleus of domed sedimentary rocks formed by Triassic marls
covered by thick lurassic carbonates. In such places, because of the low-conductivity­
diffusivity properties of the marls, they act as thermal accumulators. This , can produce high
temperatures if a more or less continuous thermal energy is released from the sialic basement.
So, from this manner together with moderate-high pressures, moderate-high temperatures can
also be achieved in relatively shallow levels of the crust.

The composition and structure of the sedimentary rocks together with the vertical
injection of sialic matter, under high compressional environments (orogenic ares) , is the main
cause of the petrological differentiation from thebottom (gneisses) to the top (ultramafics) .
So, at the base, where the argillaceous rocks are abundant, micaceous minerals are formed
(biotite, moscovite). Their anysotropic crystalline morphologies develop schistose-gneissic
foliations during the injection and deformation of the sialic endogenic matter under moderate­
high compression. On the contrary, at the top, the sedimentary material s mainly formed by
dolomite-marls , give origin to mafic minerals (pyroxenes, olivines) with lower crystalline
anisotropic properties .

The differential behaviour of the Triassic-lurassic sedimentary sequence (see Fig. 3)
could explain the formation of inverted metamorphic gradients that are generally present
below many peridotites and ophiolites in the world (Woodcock & Robertson, 1977; Reuber
et al. , 1982; Searle & Malpas, 1982; Burg et al., 1989; Waters, 1989; England & Molnar,
1993; Gnos & Kurz, 1994, etc) . These inverted metamorphic series are generally interpreted
as allochthonous processes associated with collisional (Jaupart & Provost, 1985; lain &
Manickavasagan, 1993), thrusting (Patrick et al. , 1994) and also subduction processes
(Peacock , 1987).

Vertical petrogenetic differentiation

In an initial Alpine petrogenetic episode and due to the active conditions created by
the sialic basement, a global and almost simultaneous transformation took place of a great
part of the Triassic-lurassic stratigraphic column. So, together with the formation of marbles
and sorne cale silicate rocks and various ultramafic-mafic rocks at the top , mafic to acid
gneisses and schists were formed below (Fig . 2B).

The petrogenetic interpretation of the cal-silicate rocks and gneissic rocks was very
important in deducing the thermal and chemical endogenic sources for the origin of the
ultramafics and associated rocks.

The formation of cal-silicate rocks , formed for example by carbonates, diopside,
wollastonite , and other associate minerals is easily explained by "contact metamorphism" of
carbonate rocks by "sialic matter " (granitic) at moderate temperature.

Within the petrogenetic transformation processes the calesilicate and associated marble
rocks were the first to be produced. This is important because these metamorphic rocks are
more chemically and thermally impermeable than their sedimentary protoliths. This produced
an increase in the efficiency of the petrogenetic processes at lower levels, that is, in the
formation of ultramafic-mafic rocks by the transformation of dolomite marls , and of basic to
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Fig 1 Geological sketch rnap of southern Spain and northern Morocco . 1= Cretaceous­
Tertiary flysch. 2 = Marly-carbonate rocks (Mesozoic). 3 = Carbonate rocks
(Mesozo ic). 4 = Metamorphic basement (Paleozoic) with a carbonate Mesozoic cover.
5 = Ultrarnafic rocks .

F ig 2 Lithological corre lations between the origina l sedimentary sequence, (A) (after
Azerna. 1961) and the present igneous and rnetarnorphic sequence (B). a= Carbonate
rocks (dolornites); b= Marly dolornites; c = Marls: d = Marly lutites: e = Lutite­
greywackes ; f= Greywackes with sorne carbonate rocks; g = Gran itic basernent. a ' =
Carbonate rocks (rernains) on rnarbles calc-silicate rocks; b' = Ultramafic rocks ; e ' =
Mafic rocks : d ' = Dioritoid-amphibolitic rocks (basic gneisses): c' = High P·T
gneisses; f = Orthogneisses; s' = Reactivated granite bascmcnt.
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The plagioclases of these rocks can be formed together with ortho and clinopyroxene
if the sedimentary wall rocks also contain argillaceous minerals of muscovite-illite type

CaMg(C03) 2 + MgsAI2Si30lO(OH)8 + 2KAIsSi7020(OH)4 + 4Si02 + 4Ca2+ + 2Na+ -->

The olivine gabbros associated with Iherzolites can be formed by:

4CaC03 + MgsAI2Si30lO(OH)s + KAIsSi7020(OH)4 + 4Si02 + Na+ ---- >
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This mineral paragenesis correspond to a Iherzolite, the most abundant ultramafic rock
in southern Spain.

The different composition of the sedimentary levels (carbonate to marls), together with
the differential mobility of chemical elements under rnoderate-high P-T conditions, could be
the main cause of the formation of layering structures in sorne ultramafic rocks . So, levels
were formed containing Iherzolites, harzburgites, dunites, etc , during the same petrogenetic
episode, and where the layering of these ultramafic-rnafic rocks was mainly controlled by the
sedimentary structuration.

The associated mafic rocks (gabbros) are produced by the transformation ofunderlying
dolomitic marls in the presence of a rich silica environment. In these mafic rocks the presence
is frequent of clino and orthopyroxenes. These minerals can be formed by:

CaMg(C03) 2 + MgsAI2Si30lO(OH)s + 4Si02 ------- >

acid gneisses by the transformation of marls to lutites.

The peridotites, mainly Iherzolites, that are present below the marbles and calc-silicate
rocks, were formed simultaneously together with the associated igneous-metamorphic rocks
during Alpine times.

The ultramafic rocks were produced by the transformation of the marly-dolomite
Upper Paleozoic-Jurassic materials, mainly formed by dolomite, Mg-lirnestone , chlorites , and
argillaceous minerals mainly of illitic nature .

These sedimentary materials, which are very suitable for transforming into a Si-rich
environment at moderate-high T, were transformed into igneous mafic minerals through the
following or a similar transformation:
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2Al4SiS01gMgz + AlzSiOs + 2KAISi30g + 2NaAISi30g-CaAIZSizOg +
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2KAlsSi70zo(OH)4 + 3Ca2+ + 4SiOz + 4Na+ + ----->
nu.r1

KMgAlSi30lO(OH)z + SiOz + 7HzO + 4H+
Mg-biotil e

------ > 4NaAISi30g - 3CaAlzSizOg + 8H+ + 2K+
ptagloclase
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Formation of gneissic rocks

A very common gneiss, associated to the ultramafics and related rocks, is one that
generally contains cordierite, sillimanite and garnet together with quartz, K-feldspar, Na­
plagioclase and biotite.

These cord-sill gneisses were produced during the transformation of pelitic sediments
by silica and alkaline elements released from the gneissic-granitic basement under high
compressional environments.

The associated plagioclases are formed by the transformation of marly materials and
the contribution of SiOz and Na.

These cord-sill-gneisses gradually transit into other deeper gneisses that contain few
or no metamorphic minerals. These "granitic-gneisses", of a generally polyphasic origin,
always form the basement of ultramafic-mafic Alpine rocks.

These typical gneisses contain abundant quartz, K-feldspar, Na-plagioclase, biotite and
some subordinate-accesory metamorphic minerals.

These gneisses were produced during the transformation of lutitic wall rocks (Upper
Paleozoic - Lower Mesozoic rocks), formed mainly by illitic-moscovitic minerals with
subordinate chlorites, and some detrital minerals, mainly quartzs, by silica and calcalkaline
elements under high compressional environements:

Below the ultramafic-mafic rocks, various intermediate rocks with igneous to
.metamorphic features are formed. So, the dioritic-amphibolitic rocks associated in a gradual
manner to the gabbroid rocks are interpretated as having been produced by the transformation
of "marls", composed mainly of argillaceous (muscovite-i11ite) and chloritic minerals together
with carbonates.

So, hornblende and biotite, of these intermediate rocks, can be produced by:



3KAIsSi70 Z0(OH)4 + lOSiOz + 4Na+ + 4Ca2+ ------ >
M,-Hllte

3KAISi30 g + 4(NaAISi30 g - CaAlzSizOg) + 2SiOz + 12H +
x-reíd. plagioclase quartz

In sorne outcrops , asso ciated with gabbros and cord-sill gneisses , there are mafic
gneisses co mposed mainly by Mg-orthopyroxene, cordierite , plagioclase, and minor contents
of K-feldspar and sillimanite.

By its "stratigraphic" position we deduce that these mafic gneisses were produced by
the transformation of sedimentary-epimetamorphic materials whose composition is
intermed iate between thos e that gave origin to the gabbros and to the cord-sill gneisses.

A schematized transformation could be :

chlorite + dolomite + illite + SiOz + Na" ----- > MgOpx + Cord + Plag + K-feld + Sill
+ HzO + H+

4. GEODYNAMIC AND PETROGENETIC CONSIDERATIONS

Somegeologist-geophysicists interpreted the structural and petrological features ofthe
Ronda-Beni Bousera are as one re lated to geodynamic processes indueed by the convergence
of the Eurasian and Africa plates in Alpine-Iater Alpine times (e .g . Andrieux et al. , 1971).

On the contrary , others consider these struetures to be authocthonous and formed by
dive rse causes , either by thermal anomalies (e .g. Van Bemmelen, 1969; We ijermars , 1985) ,
or gravitational collapse (Platt & Vissers , 1989) .

We believe that "sialic thickening" can easily explain the origin of the Ronda-Beni
Bousera are and its relationship with the Alboran Sea. We understand sialic thickening as an
irrevers ible process in the format ion of the sialie crust produeed by the transformation of the
denser upper mantl e into sia lic crust within a new understanding for the upper mantle
(Sánchez Cela, 1990) .

Depending on the temporal evolution, thickness , and mainly of the presence of thick
sialic crusts that delimitate the domes , a greater or lesser energetic-petrogenetic efficiency at
the border of these active domes will take place. So , the gneissic roeks that are always
present below the ultramafic roeks in the Ronda-Beni Bousera and many other zones in the
world , correspond to dynamic external man ifestations of the "underlying granitie domes ". In
the westernmost Med iterranean th is deduced granitic dome, the "Alboran dome", is in an
intermediate mantl e-erustal evolution stage and where the sialic crust is about 15-25 Km thick
(Banda et al. , 1993; Suriñaeh & Vegas , 1993) .

So , mantle-crustal domes, sialic thickening , the formation of ares and the formation
of metamorphic and igneous rocks are all interrelated processes within a new understanding
of the upper mant le and of the geological phenomena (Sánchez Cela, 1990) .

The format ion and conservation of the Gibraltar Are from early Alpine times
invali date geodynamic mod els where coll ision (and subduction) between the African and
Europe an plates , in later Alpine times , are involved (e.g. Biermann, 1995). The eonservation
of this arcuate strueture would be lesser probable if together with collision and subduction a
west to east displacement took also place (Andrieux et al. , 1971; Bouillin et al. , 1986).

The arcuate geometry in such a zone does not appear to be produced by differential
rotational processes (Platt et al. ", 1995) bu t by the origin and growth of a big domed granitic
mass from the upper mantl e (The Alboran Dome). The domed morphologies are the structures
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that demand less energy for their vertical displacements (Sánchez Cela, 1990). The presence
of an extensional zone (Alboran Sea) and compressional orogenic environments (Rif-Betics)
can easily be explained by the formation and growth of the Alboran domed granitic mass in
western Mediterranean.

The intr iguing circu lar shape of thrusting with the distribution of the associated
compressional and extensional environments (Seber et al. , 1996)" can be explained by our
model, that is, by an "in situ" growth of a domed-mushroom grani tic mass in such a zone.

Peridotites either alone or associated with other igneous rocks, mainly in Ophiolite
complexes , are widely present in many Alpine zones , as occurs in the Tethyan belt from
southern Spain to Indonesia: Alps (France-Italy); Dinarides (Yugoslavia); Greece-Aegean Sea,
Cyprus, Turkey , Oman , Pakistan , Himalaya until Indonesia. In these places the peridot ites
or ophiolites are always associated with the presence of orogenic ares formed by active
gneissic-migmatic-mylonitic rocks , and where thick Mesozoic carbonate covers are or were
present during the format ion of ultramafic and associated igneous rocks .

In al! these zones the basement gneissic rocks of the orogenic ares are possibly partial
dynamic manifestations of upper mantle-crustal granitic domes in different stages of growth.
So, for example the Hellenic-Aegean are , the Semail (Oman) arc ,the Ronda-Beni Bousera are
and the Western Alps are and Himalayas correspond to orogenic sialic ares with crusts from
thinner to thicker.

The association of peridotites-serpentinites with "oceanic" to continental orogenic ares,
whose basements are formed by high P-T schist-gneisses , had already been stated by several
geologists many years ago (e.g. Hess, 1955).

From the constant association between ultramafic rocks and arc-gneissic basements we
deduce that the "oceanic" peridotite-ophiolites are on thin arc-gneissic rocks, which are
partially outl ining thin domed granitic rocks in various stages of growth.

Similar petrogenetic environments are or were presen t in sorne Hercynian ultramafics.
So, our knowledge of the Cabo Ortegal (Spain) ultramafics have led us to deduce that such
igneous rocks were produced by the conjuction of two favourabl e conditons: an active
Hercynian gneissic basement and the presence of Paleozoic carbonate materials (Aparicio et
al. , 1987).

Geological -petrological data indicate the existence of a spatial and temporal
relationship between the forrnation of Barrovian and Contact metamorphi c rocks in relation
to compresional or extensional environments created during the origin and growth of the
deduced Alboran granite dome. These metamorphic types together with other intermediate
ones , were afected by later tecto-petrogenetic Alpine episodes which partially obliterated the
original metamorphic relationship .

An approach to this global relationship between the deduced "Alboran granite dome",
formation of the Ronda-Ben i Bousera orogenic ares , igneous and metamorphic rocks, is
schematized in the Fig. 3.

As a final consideration we think that the "immutable law" that the ultramafic-mafic
rocks are always from upper mantle provenance has impeded us geologists and petrologists
from seeing and describing "the true geological environment" of such igneous rocks in many
outcrops, mainly in those defined for us as lesser altered by later tecto-petrogenetic processes.
Among these more favorable outcrops are the southern Spain and northern Morocco
considered here , where many of the original suitable geolog ical cond itions for the formation
of these ultramafic to mafic rocks are conserved , that is, the presence of an active gneissic
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50"'"

Crustal geological interpretation through Ronda - Beni-Bousera cróss-section (see Fig
1). 1= Extensional granites; 2= Compressional gran ítes (gneisses); 3-4= Gneissic­
schist rocks (Regional metarnorphism): 5 = Sedirnentary-epirnetarnorphic rocks: 6=
Contact rnetamorph ic rocks: 7= Ultramafic-mafic rocks: 8= Jurassic carbonate
rocks: 9= Cretaceous-Tertiary flysch.

Fig 3
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