


Artículos publicados

Premios de la Academia a la investigación (1998-99)
Pilar Cea, M." Carm en López y Félix M. Royo. -Preparacián de sólidos bidimensionales y

su caracterización con microscopía de barrido electrónico. .............................................. 5
M." Teresa Muiño-Bl anco y José A. Cebrián-Pérez. -Un nuevo método de separación de

espermatozoides del plasma seminal. Obtención de espermatozoides ovinos de alta moti -
lidad, viabilidad y heterogeneidad superficial .................................................................... 31

Ana Algarate y Pilar Andreu. - Factores que afectan el aislamiento y cultivo de protoplastos
de Prunus armeniaca. ................................. ......................................................................... 47

'1

93
99

83

75

63

293

285

175
185

199

259

275

245

205

121
131
143;..... _
161
165
171

Págs.

MATERIASDEÍNDICE

Notas necrológicas .

José L. Viviente . -Notice historique de l'Academie de Sciences Exactes, Physiques,
Chimiques et Naturel les de Zaragoza .

Concepción Romo . -Enseñanzas de la Academia de Matemáticas de Madrid (Creada por
Felipe l/) .

Ioann is K. Argyros . -Accesibility of solutions of equations on Banacli spaces by a Newton-
like methods and applications .

Ioannis K. Argyros. -Accesibility of solutions of equations on Banacn spaces by a Stirling-
like method :.. -

Ioannis K. Argyros. - Error bounds for the Halley- Wemer method in Banach spaces .
Ioann is K. Argyros. - On a two-poimt Newton method in Banacn spaces and the Pták error

""és¡¡';iCiíes '; ..7:;"'~-~·I't'1"
María José Cantero. -Estudio comparativo defamilias de polinomios ortogonales relativas a

la circunferen cia unidad .
Pedro J. Miana . - C álculo Fraccionario y el Problema Abstracto de Cauchy .
Pedro 1. Miana. -Spectral Theory for Representations : , _
M. Ruiz Espejo . -Un estimador robusto con informaci ánauxiliar univariante .
M. Ruiz Espejo. - A review ofthe equilibrium concept .
Juan J. Prieto . -Una revisión en dos métodos eficientes Bootstrap .
M. Vázquez-Prad a y A. F. Pacheco. -Stochastic model ofgrowtlt witli an explicit mesoscopic

length : , .
C. Longás . - Res áluci án de problemas astronómicos por medio del entorno MATLAB .
G. Martín Martínez y R. C. Díaz Ara . -Comparaci án de métodos analíticos en la determina-

ción de parámetros de calidad de vinod. Parte l/: Determinación de aniones .
Perfecto Villanueva e Ignacio Canudo. -Los Discorbaceos y los Rotaliaceos (Faraminiferida¡

del margen septentrional del Golfo de Cádi: .
Acero , P., Mandado, J., Sanz, F. J. YTorr ija , F. J. - Anomalías geoquimicas de Pb y Cu en la

Cabecera del río Huerva: Implicaciones medioambientales :: .
Acero, P., Mandado, J., Sanz , F. J. YTorrija, F. J. Y Bona, M. E. -G énesis de nódulos carbo-

natados en la formación Turmiel, Riela (Zaragoza) :
Acero, P., Mandado, 1., Sanz, F. J. YTorrija, F. J. -Comroi de la calidad de datos geoquimico s.

Aplicación a la red de drenaje de la Cuenca Alta del río Huerva (Cordillera Ibérica) .
Acero, P., Mand ado , J., Sanz, F. J. YTorrija, F. J. - Establecimiento de los valores de fondo y

umbral de anomalía geoquimica: Aplicación al estudio de la Cuenca Alta del río Huerva
(Cordillera Ibérica) .



Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 54 (1999)

Preparación de sólidos bidimensionales y su

caracterización con microscopía de barrido electrónico

Pilar Cea , MB Carmen López y Félix M. Royo

Departamento de Química Orgánica y Química Física.
Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza

Premio de la Academia a la investigación (1998-99)

Resumen:

En este trabajo se presenta un estudio sobre la morfología de
películas de Langmuir-Blodgett (LB) de distintas moléculas
utilizando la microscopía de barrido electrónico ' (SEM) . Esta técni ca
nos ha permitido una observación directa de las películ as qu e
aporta una visión gráfica, sencilla e intuitiva de la morfología de las
mismas . Así este estudio ha posibilitado la determinación del grado
de homogeneidad de las películas , el carácter miscible o inmisci ble
de películas mixtas, la existencia de microdominios y el tam año de
los mismos, etc. En definitiva, se ha puesto de manifiesto que la
microscopía de barrido electrónico es una valiosa técnica dentro del
conjunto de métodos experimentales para la determin aci ón del
grado de orden y arquitectura de películas ultradelgadas.

Abstract:

In this paper we introduce a scanning electron microscopy
(SEM) study about the morphology of several molecules arranged in
Langrnuir-Blodgett films. The SEM technique has allow us a direct
observation of the films obtaining photographs that has made
possible the determination of the homogeneity degree , the mi sc ibl e
or inmiscible character of mixed films , the presence o f
microdomains as well as their size, and so forth. It is remarkable
that the scanning electron microscopy constitutes a valu able
technique in the set of experimental methods to determine the
order degree and the architecture of ultrathin films .

5



Introducción

Las propiedades de los iones, los átomos o las moléculas ensamblados en un

sólido perfectamente ordenado pueden ser (y de hecho generalmente lo son),

drásticamente distintas de las que presentan como especies individuales. Podríamos

comparar este hecho con el comportamiento de los seres humanos como "individuos" y

como miembros de una sociedad, formando parte de actividades tan distintas como una

fiesta en familia, un desfile militar, o una gala benéfica.

Si hay algo en lo que toda la comunidad científica está de acuerdo, es en que

para cualquier sistema físico, sus propiedades macroscópicas y su comportamiento

están determinados por su estructura y por sus interacciones a un nivel microscópico.

Por ello, si algún día somos capaces de controlar la estructura, arquitectura e

interacciones existentes a un nivel molecular también seremos capaces de diseñar y

construir materiales con las propiedades fisicoqu ímicas deseadas. Este concepto, el de

orden a nivel molecular, ha dado lugar al nacimiento de un nuevo término :

NANOTECNOLoafA.

Podríamos definir la nanoquímica como la técnica que nos permite la

construcción de edificios moleculares perfectamente ordenados donde los ladrillos son

átomos, moléculas, o iones . La preparación de materiales bajo unas estrictas

condiciones de manipulación "átomo a átomo" o "molécula a molécula" nos puede

permitir la obtención de sustancias con interesantísimas propiedades debidas al elevado

grado de ordenación a un nivel microscópico. Entre los potenciales campos de

aplicación de estos nuevos materiales podemos citar la óptica no lineal, obtención de

sistemas fotoconductores y semiconductores, dispositivos electrónicos, sensores

químicos, almacén y procesamiento de datos, imitación de membranas celulares, etc.

Con el objeto de construir dichos edificios moleculares se han diseñado diversos

procedimientos en función de la naturaleza y propiedades de la sustancia con que se

desea trabajar. Uno de ellos es la técnica de Langmuir-Blodgett (LB) para la obtención

de películas constituidas por moléculas orgánicas 1-7. Una de las principales ventajas de

esta técnica es la obtención de películas con un espesor perfectamente controlado, y del

orden de unos cuantos diámetros moleculares, es decir, películas ultradelgadas. El

control del espesor de las películas y del orden dentro de cada capa convierte a estos

materiales en nanoestructuras útiles en campos tan diversos como la óptica, la

electrónica, o la preparación de sensores químicos y bioquímicos.

En consecuencia, a los químicos se nos plantea un doble reto. En primer lugar, la

síntesis de nuevos materiales con interesantes propiedades fisicoquímicas, y en segundo

lugar la organización de dichos materiales en nanoestructuras correlacionando la

arquitectura de los mismos con sus propiedades. Solo con un detallado estudio de una
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amplísim a gama de materi ales, y usando diversas técnicas de carac terización de los

sólidos obtenidos, podrem os dirigimos de forma clara al diseño de estructuras de

interés tecnológico .

Objetivos

El primer objetivo que nos fijamos es la elección de materiales orgánicos que

exhiban interesantes propiedades ópticas, eléctricas o magnéticas en estado sólido, y

que puedan verse potenciadas mediante su organización en películas LB. En principio,

lo ideal es la utilización de moléculas anfipáticas o anfifflicas, es decir, moléculas que

contienen un grupo potar que permita el anclaje de estas sustancias sobre la superficie

acuosa , y una parte hidrofóbica que les confiera insolubilidad total en el agua. No

obstante también pueden utilizarse moléculas completamente hidrof óbicas, siempre que

se mezclen con moléculas anfifflicas de modo que la mezcla forme una monocapa

estable.

En este trabajo presentarn os el es tudio de varias moléculas (ver tabla 1) que

pueden ser clasificadas en dos grandes grupos en función de su naturaleza:

1) Derivados del tetratiafulvaleno (TIF).

2) Derivados del fósforo conteniendo uno o dos grupos amino.

El tetratiafulvaleno (TIF) y sus derivados constituyen una de las sustancias más

ampliamente estudiadas y utilizadas en la química de los materiales moderna g. l l. Entre

las propied ades más interesantes que presenta podernos destacar su accesi bilidad

sintética, su comportamiento corno donar electrónico, el efecto es tabiliza nte en

radicale s y especies cargad as así corno las fuertes interacciones intermoleculares en

estado sólido debidas al solapamiento 1t 12. Teniendo en cuenta estas propiedades nos

hemos propuesto el estudi o del TTFH con vistas a su posible utilización corno sensor

molecular, y conductor o semiconductor orgánico en películas ultradelgadas.

El segundo grupo de moléculas consideradas, compuest os orgánicos derivados

del fósforo conteniendo uno o dos grupos amino, son muy interesantes por sus posibles

aplicaciones corno cationes de sales de compuestos orgánicos conductores y

semiconductores (por ejemplo sales de TCNQ, tetracianoquin odimetano) 13-15, y

también pueden ser utilizados corno esponjas protónicas 16. Debido al comportamiento

de estas sustancias en la superficie acuosa corno monocapas ionizadas positivamente, es

posible incluir en la subfase algún anión, con determinadas propiedades objeto de

nuestro interés, y transferirlo corno contrai ón del derivado fosforado para mantener la

electroneutralidad del sistema. De ese modo podríamos incorporar un anión con
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determinadas propiedades de interés en la película LB, es decir, en una estructura

ordenada donde dichas propiedades se vean potenciadas.

El segundo objetivo es la obtención de sólidos bidimensionales empleando la

técnica LB. Para ello en primer lugar es necesario preparar una monocapa sobre la

superficie acuosa en las mejores condiciones experimentales para la obtención de

monocapas con un alto grado de organización molecular y de estabilidad. Dichas

condiciones (características del proceso de dispersión, volumen y concentración de la

disoluci ón a dispersar, tipo de disolvente, velocidad de barrido, pH de la subfase

acuosa, temperatura de la subfase, temperatura de la habitación, etc) deben

determinarse experimentalmente para cada molécula. Una vez preparadas las

monocapas en la superficie acuosa, se transfieren sobre sustratos sólidos obteniendo así

una multicapa con el número de capas y el espesor deseado. Dichas multicapas reciben

el nombre de películas de Langmuir-Blodgett.

Finalmente, el tercer objetivo será la caracterización de dichas películas con el

fin de determinar el grado de orden y estructura de las mismas, correlacionando los tres

puntos claves de nuestra investigación: condiciones de fabricación, arquitectura, y

propiedades fisicoquímicas de las películas obtenidas, para dirigirnos de forma

adecuada en la construcción de las multicapas y la búsqueda de sus posibles

aplicaciones. Existe una larga lista de técnicas de caracterización (espectroscopia

ultravioleta-visible, de fluorescencia, infrarrojos , RAMAN, espectroscopía Auger,

difracción de rayos X, resonancia de spin electrónico, voltametría cíclica , etc) que

deben emplearse simultáneamente para obtener una información completa y fiable

sobre la disposición de las moléculas en las películas LB. Entre dichas técnicas de

caracterización, se encuentra la microscopía de barrido electrónico (SEM), que nos

aporta una visión gráfica, sencilla e intuitiva de la morfología de las películas. En este

trabajo queremos subrayar como esta técnica de caracterización nos ha permitido

obtener una valiosa información sobre el grado de homogeneidad de las películas, que

en cambio ninguna otra técnica de caracterización nos proporciona y, asimismo, con la

interpretación de las imágenes obtenidas hemos completado y corroborado hipótesis

planteadas a partir del uso de otras técnicas.
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Molécul a Nombre Abreviatura

H37 ClS-S)eS SJ(S-Cl SH 37
Tetrakis(octadeciltio)I )=( I TIFH

H37 CIs -S S S S-ClSH 37
tetratiafulvaleno

9Br-

O- P+-NH- C18H37
Bromuro de trifenil TPOPBr(octadecilamino)fosfonio

6
Q Br -

Bromuro de difenildi+
H3,e¡~NH¿NH-C¡,H31 (octadecilamino)fosfonio DPOPBr

NC CN

NCX:>=<CN
Tetracianoquinodimetano TCNQ

TABLA 1.Moléculas empleadas en lapreparacián de laspelículas LBpresentadasen este trabajo.

Dispositivos experimentales

Cuba de Langmuir

La cuba de Langmuir y el software que la controla han sido diseñados y creados

por personal de nuestro grupo de investigación 17. La cuba se encuentra situada en un

sótano para minimizar las vibraciones. Asimismo el laboratori o dispone de doble

ventana y doble puerta para evitar la entrada de polvo, y la limpieza de este laboratorio

es realizada periódica, cuidadosa y escrupulosamente por el propio investigador. La

cuba está introducida en una vitrina con puertas correderas de cristales ahumados, que

la preservan, aún más si cabe dadas las condiciones del laboratorio, de la contaminació n

causada por el polvo y la .luz, Las dimensiones de la cubeta son 210x460 mm2 y está

formada por un bloqu e de teflón consolidado por una armadura metálica. La

profundidad es de 8mm, exce pto en elpozo de transferencias donde es de 25mm .
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Además de la cubeta dispone de otros accesorios como el medidor de la presión

superficial, que se basa en el método del platillo del Wilhelmy. La barrera móvil que

puede ser controlada desde el ordenador y cuya velocidad puede oscilar entre los 57

mm/min y 0.6 mm/m in. El brazo para la transferencia, donde se sujetan los substratos

sobre los que se depositarán las monocapas, cuya velocidad y número de ciclos pueden

ser fijados prev iamente, y modificados durante la trans ferencia si fuera necesario. La

velocidad puede oscilar entre 1 y 10 mm/mino Todo el dispositivo es controlado por un

ordenador que permite el registro de las isotermas presión-área, la obtención de ciclos

de histéresis, la determinación de la estabilidad de las monocapas preparadas sobre la

superficie acuosa, el control automático del proceso de deposición de las monocapas

sobre substratos sólidos y el cálculo de las relaciones de transferencia en cada

experiencia. En la figura 1 se muestran algunas fotografías de esta cuba que se acaba de

describir brevemente, y que se ha utilizado en la realización del trabajo experimental

que presentamos.

Microscopio de barrido electrónico

En este trabajo se ha utilizado un microscopio de barrido electrónico JEüL JSM

6400. Su resolución es de 3.5 nm para el máximo número de aumentos (300 .000) ,

utilizando un haz de electrones con una energía mayor a 35 keV y utilizando 8 mm

como distancia del foco de electrones a la muestra. En un microscopio de barrido, un

haz de electrones con una energía ente 1 y 50 keV y en un vacío de 10-7 bar se hace

incidir sobre una muestra gruesa, opaca a los electrones. Este haz electrónico se focaliza

sobre la superficie de la muestra, describiendo un conjunto de líneas paralelas. Como

resultado de la interacción de los electrones incidentes con la muestra, se producen una

serie de fenómenos , entre los que cabe destacar aquí, la emisión de electrones

secundarios con energías de unas pocas decenas de eV y la reflexión de los electrones

primarios que dan lugar a un haz de electrones retro dispersados de alta energía. Los

electrones secundarios penetran menos en la muestra, mostrándonos la morfología de su

superficie, mientras que los electrones retro dispersados tienen una mayor capacidad de

penetración, por lo cual la fotografía así obtenida present a distintos niveles de grises en

función de la composición química de la muestra.

Las películas se transfirieron sobre sustratos de vidrio y sobre ellos

posteriormente se vaporizó oro formando una capa de 25 nm. Con este recubrimiento se

consigue aumentar la conductividad de la superficie facilitando la circulación de los

electrones y minimizando los problemas asociados a la generación de carga.
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FIGURA l.b. Cuba de Langmuir-BlodgettFIGURA l.a. Visión general del laboratorio.

FIGURAS l .c y d. Detalle de la cuba de Langmuir-Blodgett donde pueden observarse las pinzas con los
substratos para la transferencia, la balanza de Wilhelmy y el sistema de termostatización.

Se ha empleado un espectrofotómetro Nicolet 550, Magna IR con transformada

de Fourier. Las películas se depositaron sobre sustratos de fluoruro de calcio,

transparente a la luz IR.

Se ha utilizado un espectrofotómetro Uvikon 941 de doble haz. Los espectros de

las películas LB depositadas sobre substratos de cuarzo se registraron con un ángulo de

incidencia normal de la luz.

Infrarrojos

Ultravioleta-visible



Procedimiento experimental

FIGURA 4. PelículaLB.
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FIGURA 3. Proceso de transferencia.

(a) substrato nidrcftlico; (b) sustratohidrofábico
Monocapa

FIGURA 2.a. Procesode dispersi án.

2.b. Procesodecompresi án.

(b)

El líquido utilizado como subfase fue siempre agua millipore-Q con una

resistividad de 18.2 mn cm. Todas las moléculas consideradas en este trabajo son

solubles en cloroformo y se emplearon disoluciones de concentración 10-4 M en este

disolvente (SigmalAldrich. 99.9%, HPLC) para la dispersión de las moléculas sobre la

superficie acuosa . Para la realización de las pesadas se utilizó una balanza METLER

ME30 (10-6 g). El proceso de dispersión se realizó lenta y cuidadosamente , depositando

cada gota de disolución muy cerca de la superficie acuosa y dejándola caer muy

lentamente (figura 2.a). Se permitió que la presión superficial retomara a OmN/m antes

de depositar la siguiente gota, para permitir así la evaporación del disolvente . Tras el

proceso de dispersión se esperó 15 minutos antes de comenzar el proceso de

compresión para conseguir la total evaporación del cloroformo, en caso de que quedase

algo a pesar del lento proceso de dispersión. Transcurrido este tiempo comienza el

movimiento de la barrera (figura 2.b), a una velocidad de 0.5A2/molécula minuto . El

ordenador obtendrá un registro de la presión superficial (n) versus el área por molécula

(A), es decir, una isoterma de compresión. A presiones altas (del orden de 30mN/m) es

de esperar (habrá que comprobarlo en cada caso) que las moléculas se encuentren

altamente ordenadas formando una monocapa estable. Es en ese momento cuando la

monocapa puede ser transferida sobre un sustrato sólido (figura 3), para' formar así una

película LB o multicapa (figura 4), es decir, un sólido bidimensional.



La naturaleza del substrato depende del tipo de caracterización fisicoquímica a

que va a ser sometida posteriormente la película LB. En el caso de estudios con el

microscopio electrónico el substrato empleado ha sido un vidrio desnudo de 15x8mm.

El proceso de limpieza del vidrio es de vital importancia, ya que cualquier impureza o

defecto del vidrio será transmitido a la multicapa, logrando así el efecto contrario al

buscado (multicapa perfectamente ordenada). Los substratos empleados fueron

limpiados con acetona (Lab-Scan, 99,8%, HPLC), etanol (Normasolv, 99,0%, HPLC),

posteriormente se introdujeron en un recipiente con agua (millipore-Q) y se colocaron

en un baño de ultrasonidos durante quince minutos. Esta operación se repitió cuatro

veces más y finalmente se secaron.

La velocidad de transferencia fue de 0.2 cm/min y el tiempo transcurrido entre

una deposición y la siguiente fue al menos de 11 minutos, para permitir un adecuado

secado del sustrato, favorecido además por la presencia de una atmósfera rica en

nitrógeno.

Re s'u ltad o s ex pe rim e n tale s

TTFH

Como puede observarse en la tabla 1 ésta es una molécula completamente

hidrof óbica que contiene el esqueleto del TIF y cuatro largas cadenas de 18 átomos de

carbono. Este carácter completamente hidrofóbico hace que sea absolutamente

imprescindible la mezcla de esta molécula con otra que tenga carácter anfifílico y

permita su estabilización en la superficie acuosa y por tanto la formación de verdaderas

películas de Langmuir, así como la posterior transferencia de dichas monocapas sobre

un sustrato sólido para la obtención de las películas LB.

Se ha procedido a la preparación de monocapas mixtas conteniendo el derivado

del TIF con ácido behénico (CHdCH2ho-COOH) en distintas proporciones. El ácido

behénico (BA) es una sustancia ampliamente estudiada desde los inicios del desarrollo

de esta técnica y se sabe que da lugar a la formación de monocapas estables que se

pueden transferir a un sustrato sólido con relaciones de transferencia muy próximas a la

unidad y dando lugar a películas de Langrnuir-Blodgett perfectamente homogéneas, con

una arquitectura constante y un alto grado de orden molecular en las cadenas

alquílicas".

Se ha comprobado que las monocapas mixtas son mucho más estables que las

películas de Langmuir obtenidas dispersando únicamente el derivado del TIF. Esta

estabilidad es tanto mayoral aumentar la proporción de ácido behénico. Las monocapas

mixtas pueden ser transferidas sobre sustratos sólidos obteniéndose una deposición de
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donde Al YA2 son las áreas por molécula a la presión 1t para los componentes puros.

Podremos entonces definir el área molecular de exceso como:

(2)

(1)

AE= A real - A ideal

En el caso de que obtengamos áreas de exceso iguales a cero, para averiguar si

se trata de monocapas totalmente miscibles o totalmente inmiscibles será necesario

determinar la presión de colapso de las monocapas mixtas . Si las moléculas son

perfectamente miscibles, la presión de colapso de la mezcla estará comprendida entre

las de las monocapas en el estado puro 18. En cambio, si se trata de monocapas

totalmente inmiscibles entre sí, la presión de colapso de la mezcla será igual a la de la

monocapa cuya presión de colapso en el estado puro sea menor.

Sin embargo en el caso de las monocapas mixtas de TTFH+BA no podemos

aplicar este criterio, ya que en primer lugar no podemos determinar con exactitud ni el

área por molécula ni la presión de"colapso para una isoterma de TTFH, puesto que al no

ser una molécula anfifílica no forma verdaderas películas de Langmuir sobre la

superficie acuosa. Por otra parte para las isotermas de estas monocapas mixtas no es

posible determinar la presión de colapso ya que a presiones altas e inferiores al colapso

la monocapa se vuelve muy rígida, desplaza el platillo de Wilhelmy y finalmente

desborda (parte de la monocapa y de la subfase se salen de la superficie física de la

cuba) antes de colapsar. Ninguna otra de las técnicas de caracterización empleadas (Uv­

vis, IR, difracción de rayos X y voltametiia cíclica) nos han aportado datos claros sobre

El área de exceso será igual a cero tanto si los componentes son totalmente'

miscibles como si son totalmente inmiscibles. Por lo tanto la medida de las áreas de

exceso sólo nos aportará información sobre si tenemos: i) monocapas totalmente

miscibles (mezcla ideal) o totalmente inmiscibles ; ii) monocapas parcialmente

miscibles.

Para el estudio termodinámico de películas mixtas podemos definir el área

molecular promedio ideal a una determinada presión, 1t, como:

tipo X con una relación de transferencia de 0.9 para (TTFH/BA 1:1) y 0.95 para

(TTFHlBA 1:4).

Las películas formadas por dos o más componentes pueden ser clasificadas en

tres tipos : (1) Componentes totalmente miscibles; (2) Componentes totalmente

inmiscibles ; (3) Componentes parcialmente miscibles.

Por lo tanto uno de los factores clave para determinar la arquitectura de las

películas TTFH+BA es conocer en cual de los tres casos nos encontramos.



la miscibilidad de las películas . Es aquí donde los estudios de microscopía electrónica

jugarán un papel fundamental en la determinación de la miscibilidad de estas sustancias

en las películas mixtas.

En primer lugar debemos realizar un estudio del sustrato desnudo con el

microscopio de barrido electrónico para comprobar la homogeneidad del mismo, y

poder proceder de forma adecuada a la interpretación de las imágenes obtenidas para el

sustrato cubierto de la película mixta TTFH+BA . En la figura 5 se muestra una

fotografia del vidrio desnudo, a 8000 aumentos con electrones retrodispersados.

Asimismo se obtuvieron fotografias de películas de ácido behénico puro, tal y

como se muestra en las figuras 6 a 8. El BA conduce a películas LB relativamente

homogénea s, y con una apariencia muy similar a la observada anteriormente por otros

autores 19. En las figuras 9 a 12 se muestran las fotografías de la superficie de películas

mixtas TTFH+BA en la proporción 1:l.

Como puede observarse en estas fotografías las películas mixtas muestran un

aspecto muy diferente al de las que contienen sólo ácido behénico, presentando una

matriz "uniforme sobre la que se asientan "granos" que podrían interpretarse como

agregados moleculares de TTFH que se situan sobre una superfice homogénea,

probablemente constituida por el ácido behénico. Por lo tanto, los estudios de

microscopía electrónica indican que el BA y el TTFH forman una mezcla heterogénea.

FIGURA 6. Fotografía SEM de una pellcula

de ácido behénico pur o, registrada a 8000

aumentos, con electrones retrodispersados
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FIGURA 5. Fotografía SEM de un vidrio

desnudo, a 8000 aumentos (retrodispersados) .



FIGURA 8. Fotografía SEM de una p elícula de

de ácido behénico puro, registrada a 30000

aumentos, con electrones retrodispersados.

FIGURA 10. Fotografía SEM de una p elícula de

TTFH + BA 1:1, registrada a 8000 aumentos

(electrones secundarios).

FIGURA 12. Fotografía de una película de

TTFH+BA 1:1, registrada a 5000 aum entos con

electrones secundarios en la zona límit e donde

acaba la película para dar paso al vidrio

desnudo.
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FIGURA 7. Fotografía SEM de una película de

ácido behénico puro, registrada a 8000 aumentos,

con electrones secundarios.

FIGURA 9. Fotografía SEM de una pe lícula

de TTFH+BA 1:1, registrada a 1400 aumentos

(electrones secundarios) .

FIGURA 11. Fotografía SEM de una p elícula

de TTFH+BA 1:1, registrada a 16000 aumentos

(electrones secundarios) donde podemos ver con

detalle una de las líneas brillantes observadas

en la fi gura 9.
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FIGURA 13. EspectroIR de unapelículaLB de TTFH+BA 1:1 con 20 capas.

(a) - - antesdel dopaje con iodo. (b) ....... inmediatamente después del dopaje con iodo.

FIGURA 14. Espectro UV-vis de unapelículade Langmuir-Blodgeu constituida por cinco monocapasde

TTFH+BA (1:1). (a) Sin dopar: (b) recién sacadadel recipiente dondese realizó el dopaje; (c) a (j)

espectrosregistrados cada15minutos.

Se ha procedido a un dopaje químico de estas películas con vapores de iodo,

comprobándose que dicho dopaje es reversible, es decir, en unos pocos minutos se

retoma a la situación original. No obstante durante el proceso de dopaje se producen

cambios en las propiedades ópticas y eléctricas de la película por lo que podrían ser

utilizadas como sensores de gases que presenten propiedades redox similares al iodo.

Así en las figuras 13 y 14 se muestran los espectros Uv-vis e IR que se han registrado

durante el proceso de dopaje. Pueden observarse cambios muy claros en la posición e

intensidad de las bandas, así como la aparición de otras nuevas.

17
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FIGURA 15. Isoterma de compresi án de

TPOPBr a 20·C empleando como sub/ase

aguapura.

La deposición de las monocapas de TPOPBr puro sobre sustratos sólidos

muestra una relación de transferencia muy baja, que sin embargo mejora notablemente

en el caso de monocapas mixtas.

La microscopía de barrido electrónico se muestra nuevamente como una técnica

clave para determinar la homogeneidad y calidad de las películas obtenidas. En la figura

16 se muestra la fotografía corresponde a una película de TPOPBr pura, sin ácido

behénico. En esta película se observó la existencia de zonas desnudas y zonas de

acumulación de materia, donde la alta imperfección indica que no estamos ante

verdaderas películas ordenadas de Langmuir-Blodgett. En la figura 17 podemos ver la

fotografía de una película con 14 capas de TPOPBr + BA (1:1); en ella puede

observarse una matriz bastante homogénea sobre la que destacan unas formas de

aspecto granular, cuya existencia es variable en las distintas zonas de la película,

especialmente en los extremos del vidrio. La fotografía 18 corresponde a esta misma

película en una zona de acumulación de estos defectos.

Esta es una sustancia a priori idónea para la preparación de monocapas y

películas de Langmuir-Blodgett, dado que es una molécula anfifflica, con una cabeza

polar, y una larga cadena hidrocarbonada. En la figura 15 se muestra una isoterma de

esta molécula. Las isotermas son reproducibles, no obstante las monocapas son bastante

inestables. Se han modificado las condiciones experimentales (velocidad de barrido,

temperatura de la subfase, características del proceso de dispersión, presencia de sales

en la subfase, etc) sin lograr mejorar apreciablemente dicha estabilidad. Finalmente se

ha mezclado esta molécula con ácido behénico, preparando así monocapas mixtas, cuya

estabilidad aumenta al aumentar la proporción del ácido graso.

TPOPBr
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FIGURA 16. Fotografíade IIna pellcula de

TPOPBr pura a 19000alimentos.

FIGURA 17.Fotografía de unapellcula de

TPOPBr + BA 1:1 a 7000 alimentos.

FIGURA 18. Fotograj/a de unapellcula de

acumulaci án de defectos.

En resumen, el TPOPBr no es una molécula adecuada para la preparación de

películas LB cuando se dispersa sola sobre la superficie acuosa, pero incluso cuando es

mezclada con ácido behénico puede observarse la existencia de un elevado número de

defectos e imperfecciones que nos hacen admitir que la molécula no es apta para

preparar películas LB.
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FIGURA 19. 1soterma presión

superficial vs área por molécula a

20·C de DPOPBr en agua pura

COI/lO subfaseefectuadaa una

velocidad de compresión de

1.89 A2/molécula minuto, y
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En la referencia 20 puede encontrarse una detall ada discusi ón sobre la

interpretación de esta isote rma. Nos interesa señalar aquí que el "plato" que aparece a

una presión de unos 30mN/m se ha interpretado como debido a la fo rmación de una

bicapa. Dicha hipótesis ha sido confirmada medi ante divers os estudios (Uv-vis,

experimentos de hist éresis, etc).

Un experimento más que puede aportarnos interesante info rmación sobre la

estructura y arquitectura de estas películas antes y después del plato es un estudio con el

microscopio de barrido electrónico de dichas mult icapas . En las figuras 20 a 26

podemos observar las fotografías tomadas con el SEM en películas transferidas a 30 y a

40 mN/m. El aspecto físico de éstas es diferente. Las películas depositadas a una

presión de 30 mN/m son bastante homogéneas, aunque aparecen algunos defectos en las

mismas. A 40 mN/m el número de defectos es mayor, mostrando ciert as " islas" que

pueden interpretarse como la existencia de cristales en 3D. En otras palabras, antes del

plato las películas son bastante homogéneas, indicando la existencia de monocapas bien

ordenadas que se transfieren con una arquitectura precisa y constante a lo largo de las

distintas capas, mientras que después del plato las películas presentan un mayor número

de defectos en su estructura, mostrando la apa rición de algunos núcleos de

cristalización. En defin itiva los estudios con el SEM, sin contradecir las conclusiones a

las que se ha llegado por otros caminos, que parecen indic~r la formación de una bicapa,

indica n además que en algunas zonas se ha producido una cristalizaci ón, que va más

allá de la formación de una bicapa , y que probablemente implica una cristalización en

3D.

Como en el caso anterior nos encontram os con una molécula anfifílica, que da

lugar a la formación de monocapas ionizadas positivamente en la superficie acuosa. Sus

isoterm as son reproducibl es y en la figur a 19 se muestra una isoterma del DPOPBr a

20°C y utilizando agua Millipore-Q pura en la subfase.



FIGURA 23: idem figura 22 con

electrones retrodi spersados.

FIGURA 21: idemfigura 20 con

electrones retrodispersados.

FIGURA 25: idem figura 24 pero a

20000 alimentos.

FIGURA 24: pellcula LB con 15 capas transf eridas

a 40 mN/m de DPOPBr a 8000 alimentos con

electrones secundarios
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FIGURA 20: pelícu la LB con 15 capas transferidas

a 30 mN/m de DPOPBr a 8000 aumentos con

electro nes secundar ios

FIGURA 22: pelicula LB con 15 capas transferidas

a 30 mN/m de DPOPBr a 20000 alimentos con

electrones secundarios



22

Durante e! estudio de esta molécula en monocapas y películas de Langmuir hay

un hecho que llamó poderosamente nuestra atención y para cuya interpretación los

estudios de microscopía electrónica han resultado muy útiles. En los siguientes

parágrafos pasamos a detallar este singular fenómeno.

La disolución de una película LB (transferida a 30 mN/m) en acetonitrilo

conduce a un espectro en el que el máximo de absorción está desplazado 5 nm hacia el

rojo, respecto al espectro obtenido a partir de la molécula directamente disuelta en

acetonitrilo (sin preparar la película LB). Este experimento ha sido repetido en cinco

ocasiones, obteniendo resultados idénticos. Para descartar la influencia de la

concentración se ha preparado una disolución que de un mismo valor de absorbancia

que el obtenido a partir de la película disuelta, observándose que la longitud de onda a

la que se produce el máximo de absorción aparece a un valor menor que el

correspondiente a una disolución de la molécula sometida a la técnica LB. Aunque esta

situación es un tanto sorprendente y no se ha localizado ninguna referencia

bibliográfica que describa algún hecho similar, propusimos las siguientes hipótesis:

i) Hidratación de! DPOP+ o de los contraiones del DPOP+, durante el proceso

de formación de la película LB. La redisolución posterior de esta película (con

moléculas de agua hidratando a los iones), podría conducir a un entorno más polar de la

molécula orgánica, formación de enlaces por puente de hidrógeno, o bien inducir la

formación de agregados en tomo a estas moléculas de agua (que estarían favorecidos

por e! carácter fuertemente hidrofilico del catión).

ii) Incorporación de moléculas de agua a la película, debido a un secado

defectuoso de la "misma. Este hecho podría ser evitado, o cuando menos, minimizado,

con una atmósfera muy rica en nitrógeno, que favorezca el secado, o con mayores

tiempos de permanencia del sustrato fuera del agua durante e! proceso de transferencia,

permitiendo así una mejor evaporación del agua entre dos deposiciones consecutivas.

No obstante ni tiempos muy largos de secado ni la utilización de nitrógeno parecen

tener efecto en el desplazamiento hacia el rojo de la película redisuelta. Aunque el

motivo de la incorporación del agua en la película sea diferente al propuesto en el

FIGURA 26: idem figura 24 pero a 37000

aumentos.



apartado anterio r, las consecuencias en el espectro serí an las mismas (al menos

cualitativamente).

Se ha realizó una serie consec utiva de espectros en triflu oroetanol como

disolvente, donde se han ido añadiendo trazas de agua. Al aumentar la cantidad de agua

en la disolución, se produce un claro desplazamiento del espectro hacia el rojo de

varios nanómetros. Debemos enfatizar además que se ha comprobado que la

disminución en la concentración efectiva de la molécula orgánica al añadir agua a la

disolución, no es la responsable del desplazamiento de las bandas, pues se hizo un

experimento paralelo donde se disminuía la concentración de la molécula en

trifluoroetanol, simplemente añadiendo este disolvente orgánico (pero no agua), sin

observar en esta zona ningún desplazamiento del máximo de absorción (es decir, se

cumple la ley de Larnbert-Beer).

Algunos autores 21 han observado la presencia de agua en las películas, que

además depende del tipo de iones presentes en la subfase acuosa (contraiones que se

incorporan a la película para mantener la electroneutralidad del sistema), lo cual parece

apoyar la hipótesis anterior.

Para aportar alguna luz a este fenómeno de incorporación de moléculas de agua

a las películas LB se realizó un estudio de las mismas mediante el SEM. Las muestras

una vez preparadas se almacenaron de dos formas distintas, unas se coloc aron en

pinzas expuestas al aire, mientras que otras se guardaron inmediatamente en pequeños

frascos herméticos hasta su estudio con el microscopio (el tiempo de permanencia en

dichos recipientes fue de unas doce horas). Se comprobó que en el primer caso las

películas presentaban una matriz de apariencia homogénea aunque con algunos

microdominios desorientados con respecto al plano del sustrato, cuyo tamaño es del

orden de lum. No obstante se observó que si las películas se guardaban en un

recipiente cerrado, las multicapas presentaban un aspecto completamente diferente, con

gotas (presumiblemente de agua) en la superficie que se podían observar a simple

vista. Las figuras 27 a 29 muestran las fotogra fías obtenidas con el microscopio

electrónico en películas guardadas en un recipiente hermético, que present an un

aspecto completamente distinto a las mostradas en las figuras 20-26 correspondientes a

películas guardadas al aire.
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27. SEM de una película LB de 15 capas de DPOPBr con 70 aumentos. Esta película fue guardada

en un recipiente cerrado. Puede observarse un número "infi nito" de def ectos en la estructura de la

película.

FIGURA 28. idemfigura 27pero a 1000 aumentos FIGURA 29 idemfigura 27pero a 2500 aumentos

DPOPBr + TCNQ

Hemos descartado el estudio del TPOPBr en películas LB, pero en cambio el

DPOPBr se ha mostrado como una molécula que da lugar a monocapas extremadamente

estables en la superficie acuosa, transferibles sobre un sustrato sólido, dando lugar a

películas LB muy homogéneas, especialmente si las transferimos antes del plato que

aparece en la isoterma. Como hemos dicho anteriormente el catión DPOP+ puede actuar
i

como contraión en sales de compuestos orgánicos conductores y semiconductores, por

ejemplo sales de tetracianoquinodimetano (TCNQ). Por ello nos ha parecido muy

interesante el estudio del DPOP+ incorporando TCNQ·- en la subfase para así preparar

películas LB que pudieran presentar propiedades conductoras o semiconductoras.

Se han preparado disoluciones de LiTCNQ, que se han empleado como subfase

acuosa y sobre estas se ha dispersado DPOPBr. Según nuestro conocimiento sobre el

tema esta es la primera vez que se intenta preparar una película LB conteniendo TCNQ

incorporándolo directamente de la subfase acuosa en lugar de dispersarlo sobre la
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misma. Este hecho presenta diversas ventaj as, entre las que podemos destacar un control

más exhaustivo de la estequiometr ía de la nueva sal formada, y la no necesidad de

aftadir al TCNQ largas cadenas hidrocarbonadas que a su vez pueden suponer un

importante impedimento para la conductividad.

Las monocapas obtenidas son muy estables y al transferir sobre sustratos sólidos

incorporan TCNQ'- para mantener la electroneutralidad del sistema. En las figuras 30­

35 se muestran fotografías de películas depositadas a distintas presiones de

transferencia.

Teniendo en cuenta la bibliografía publicada sobre el tema, parece ser que para

obtener películas LB conteniendo TCNQ que presenten una importante conductividad

eléctrica es necesario: i) Las películas estén constituidas por microcristales muy

delgados y con forma de agujas, de modo que la distancia entre estos microcristales a su

vez permita la conducción ; ii) El TCNQ se encuentre formando dímeros (TCNQ-h con

sus planos moleculares paralelos al sustrato; iii) El proceso de iodación induzca una

reorganización estructural de modo que los planos de TCNQ se dispongan

prácticamente perpendiculares a la superficie.

Para la determinación del primer punto la microscopía de barrido electrónico se

manifiesta probablemente como la única herramienta válida para confirmar este punto.

Como puede observarse en las fotografías la aparición de microcristales esta supeditada

tanto a la concentración de la subfase como a la presión de transferencia.

FIGURA 31: Fotografla de 20 capas de

DPOP+TCNg - transfer idas a 20 mN/m

a 9000 aumentos
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FIGURA 30: Fotografía de 20 capas de

DPOp+TCNg'úamf ermas a 30mN/m

a 9000 aumentos



FIGURA 33: idemfigura 32 a 500 aumentos

FIGURA 35: idemfigura 32 a 11000 aumentos

FIGURA 32:Fotografia de unapelícula colapsada

a 110 aumentos
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Las películas LB han sido tamb ién estudiadas mediante espectroscopia IR que

muestra la existencia de una banda correspondiente al TCNQ·· y otra de mucha menor

intensid ad correspondiente al TCNQo. Las películas fueron dopadas con iodo

obteniendose un estado de valencia mixta y la aparición de una banda de transferencia

de carga (ver figura 36). Estas películas pre sentan por lo tanto un comportamiento como

semiconductores orgánicos por lo que podrían ser utilizadas en dispositivos

electrónicos.

FIGURA 34: idemfigura 32 a 2200 aumentos
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FIGURA36: Espectro IR de unapelicula de DPOP+TCNQ" de 25 capas (--) sin dopar. (......) 24
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En este trabajo se han estudiado diversas moléculas orgánicas que pueden tener

importantes aplicaciones prácticas. Para potenciar sus propiedades deben organizadas

en sólidos bidimensionales formando edificios moleculares perfectamente ordenad os,

para lo cual se ha empleado la técnica de Langmuir-Blodgett.

Se han preparado las monocapas de estas sustancias sobre la superficie acuosa, y

se han transferido sobre sustratos sólidos en las mejores condiciones experimentales

encontradas para ello.

Si bien es necesaria una caracterización de dichas películas mediante muchas y

variadas técnicas para lograr un conocimiento exhaustivo de la disposición molecular en

las mismas, en este trabajo hemos querido plasmar los resultados obtenidos con la

microscopía de barrido electrónico para mostrar la bondad de est a técni ca en la

determinación de determinados aspectos estructurales en los que otros procedimientos

de caracterización se han mostrado insuficientes.
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Resumen

Premio de la Academia a la investigación (1998-99 )

de alta motilidad,
superficial

espermatozoides delUn nuevo método de separaci6n de
plasma seminal.

Obtenci6n de espermatozoides ovinos
viabilidad y heterogeneidad

M" Teresa Muiño-Blanco y José A. Cebrián-Pérez
Depto. de Bioquím ica y Biolog ía Molecular y Celular .

Facultad de Veterinaria. Univers idad de Zaragoza .

El objetivo de este trabajo ha sido la puesta a punto úe un nuevo
método , sin centrifugación , para la separación del plasma seminal que al
mismo tiempo permita obtener una población enriquecida en esper­
matozoides altamente mótiles y viables. Los resultados obten idos indican
que la aplicación de este método de "swim-up"/dextrano a muestras de
semen ovino de la raza Rasa aragonesa permite la obtención de pobl a­
ciones espermáticas altamente enriquecidas en células viables , incre­
mentando la motilidad e integridad de membrana inicialmente presentes
en una muestra de calidad media y baja. Por ello, y dada la dependencia
estacional de la calidad seminal en moruecos, esta técnica pérmitiría una
clara mejora de las dosis de inseminación artificial en períodos de calidad
baja. Si el incremento de la calidad "in vitro" se traduce en un aumen to
de la fertilidad, la aplicación de este método en período s
correspondientes a calidad baja incrementaría la productividad. Así
mismo, este método permitiría el uso de eyaculados que, aún teniendo un
alto valor genético, serían normalmente descar tados debido a su baja
motilidad inic ial , lo que supone un gran avance científico y tecno lógico
para la inseminación artificial en programas de biotecnología y mejora
ganadera .

Reducir el volumen de un eyaculado o separar los espermatozoides
del plasma seminal es con frecuenc ia necesario en el tr abajo
experimental y en la práctica de la inseminación artificial. La muestra
final debe de tener no sólo alta concentración sino también alta motilidad
y viabilidad espermática. Aunque la centrifugación es un métod o
frecuentemente utilizado para la separación del plasma seminal , resu lta
nociva para espermatozoides ovinos dado que produce daños en la
membrana celular que reducen la motilidad y la viabilidad celular.

Rev. Academia de Ciencias . Zaragoza. 54 (199 9)



Abstract

In experimental work and in the application of artificial inse­
mination it is often necessary to reduce the volume of an ejaculate or to
remove the seminal plasma entirely in order to ensure a high sperm
concentration and highly motile spermatozoa. Although washing of sperm
cells by centrifugation is a procedure in widespread use, there have been
indications that centrifugation may be harmful to the cells.

The objective of this .study was · to develop a modified swirn-up
technique, without centrifugation, to get a selection of highly motile and
viable ram spermatozoa free of seminal plasma. Our results indicate that,
by means of this swim-up rnethod, many ram semen samples which
would normally be discarded due to their low initial rnotility, can yield a
spermatozoa population not only with very high motility but also with
high membrane integrity and surface heterogeneity. Since the well­
known influence of photoperiod on the semen quality, the application of
this method during periods of low quality would allow to significantly
improve the quality of the ejaculates, allowing its use further in artificial
insemination. If the increase of "in vitro " semen quality accounts for
higher fertility rates, this method would increase the productivity and, at
the same time, allow the use of sorne ejaculates with high genetic value
which would normally be discarded due to their low quality. Its
application would lead to important scientific and technological beneficial
in biotechnology and livestock improvement programo

Introducción

La inseminación artificial (lA) usada en combinación con esquemas
rigurosos de testaje de la descendencia puede aumentar considera­
blemente la mejora genética (Eppleston y Maxwell , 1993 ). Sin embargo,
la lA en ganado ovino no es un método ampliamente extendido,
posiblemente debido a la baja fertilidad obtenida en inseminación
cervical tanto con semen fresco como congelado.

La presencia de plasma seminal y otros elementos del eyaculado
como células muertas y dañadas resultan nocivos para los esperma­
tozoides reduciendo así la fertilidad (Lindemann y col., 1982; Saacke y
col., 1994; Shanon y Curson, 1972). Por ello , en el trabajo experimental y
en la práctica de la inseminación artificial es con frecuencia necesario
separar los espermatozoides del plasma seminal o reducir el volumen de
un eyaculado para conseguir una concentración espermática adecuada.
Muchos métodos de separación de espermatozoides de mamíferos se
basan en técnicas de .centrifugación. Aunque la sensibilidad de los
espermatozoides a la centrifugación varía mucho con la especie, se han
descrito efectos nocivos de la centrifugación sobre espermatozoides de
ovino (Gavella, 1983; Graham, 1994) y humano (Aitken y Clarkson, 1988;

32



Mortimer, 1991). Además, estos procedimientos no incorporan ningún
elemento de selección de la calidad espermática.

Los espermatozoides tienen tendencia innata de migrar a un medio
depositado sobre la muestra de semen . Este hecho es la base de la técnica
de "swim-up" que permite separar poblaciones de espermatozoides con
diferente motilidad (Berger y col., 1985; Lopata y col ., 1976; Vazquez y
col., 1988). Dado que el método clásico de "swim-up" utiliza
centrifugación la cual reduce la motilidad de los espermatozoides, se ha
puesto a punto un método para la ' separación de espermatozoides
humanos sin centrifugación (Alvarez y col., 1993). Sin embargo, cuando
aplicamos este método a semen ovino no conseguimos recuperar
espermatozoides con alta viabidad y la mayoría de las células
presentaban el flagelo enroscado como si el medio fuera hipoosmótico
(Jeyendran y col., 1992). Además, esta pérdida de viabilidad también
podría deberse a la alta dilución de las células durante el proceso, ya que
se ha descrito que los espermatozoides libres de plasma seminal son muy
sensibles a la alta dilución en un medio salino simple (Ashworth y col .,
1994).

Aunque la motilidad es uno de los parámetros más importantes
para decisiones que afectan al posterior procesamiento del semen, no es
la única característica de interés en el control de la calidad seminal.
Algunos resultados han demostrado que espermatozoides con buena
motilidad tienen daños en su membrana (VaIcárcel y col ., 1994) . La
viabilidad celular (integridad y funcionalidad de la membrana plasmá­
tica) es necesaria para el correcto metabolismo celular (Januskauskas y
Rodriguez-Martinez, 1995; Rodriguez-Martinez y col., 1997), y es mejor
indicador de la capacidad fertilizante que la motilidad en semen humano
(Zaneveld y coi., 1990), bovino (Correa y Zavos, 1994) y ovino (Vazquez
y col., 1988). Así mismo, la heterogeneidad espermática de un ' eyaculado,
es decir, la variabilidad funcional de los espermatozoides, es una carac­
terística inherente a las células espermáticas (Ollero y col., 1994; Watson,
1995) que se plantea como una estrategia evolutiva para maximizar la
probabilidad de que la activación espermática se produzca en las
inmediaciones del ovocito (Amann y col., 1993). Es decir, cada esperma­
tozoide o grupo de espermatozoides alcanza la capacitación en un
momento diferente, asegurando así el éxito de la fecundación. Por tanto ,
al diseñar procedimientos de selección de espermatozoides se debe tener
en cuenta todos estos parámetros, no únicamente la motilidad.

Dado que las características funcionales de las células espermáticas
se deben reflejar en diferencias en sus propiedades superficiales
(Harrison , 1977), y que la heterogeneidad espermática se manifiesta ,
entre otras características, en la diferente composición y estructura de la
superficie celular, el reparto en sistemas bifásicos acuosos es una técnica
de gran utilidad para el estudio de las características de los
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espermatozoides . Esta técnica se basa en la difererite afinidad superficial
de las células por soluciones acuosas de polímeros como dextrano y
polietilenglicol (PEO) (Albertsson, 1986; Fisher y Sutherland (eds),1989).
En un sistema bifásico constituido por dichos polímeros las células
reparten preferentemente en la fase inferior (rica en dextrano) o en la
fase superior (rica en PEO), según sus características superficiales. La
resolución puede . aumentarse realizando · experimentos de múltiple
reparto o distribución en contracorriente (CCD) que combinados con la
centrifugación acelera la separación de las fases y . permite reducir
muchísimo la duración del proceso (CCCD) .

Nuestro grupo de investigación ha confirmado que la CCCD en
sistemas acuosos de bifase es una técnica capaz de revelar la hetero­
geneidad espermática asociada a diferentes ·estados de viabilidad celular.
La pérdida de viabilidad .conlleva una disminución de la hidrofobicidad
celular (Ollero y col., 1996b; Ollero y col., 1994; Pascual y col., 1993). Los
espermatozoides no viables presentan mayor afinidad por la fase inferior
rica en dextrano, es decir, se localizan preferentemente a la izquierda del
diagrama de CCCD. Así mismo, hemos comprobado recientemente que la
pérdida de viabilidad de espermatozoides ovinos asociada al proceso de
congelación se refleja en una disminución de la heterogeneidad super­
ficial (Ollero y col., 1997).

El objetivo de este trabajo ha sido la puesta a punto de un nuevo
método, sin centrifugación, para la separación del plasma seminal que al
mismo tiempo permita obtener una población enriquecida· en esperma­
tozoides altamente mótiles, viables y conservando una alta hetero­
geneidad superficial.

Material y Métodos

Medios y Reactivos

Se modificó el ' medio del fluido tubular humano (mHTF) descrito por
Quinn et al. (Quin y col., 1985) para . conseguir la viscosidad y osmolaridad
necesarias. Se sustituyó la mayor parte de CINa y CIK por sacarosa
resultando las siguientes concentraciones finales: 50 mM NaC!, 10 mM KCI
y 0,2M sucrose, pH 6,5 . La osmolaridad se determinó en un osmómetro de
presión de vapor (n = 350 mOsm) . La solución de dextrano contenía 30
mg/ml de dextrano (250,000 aver.mol.wt.; Sigma Chemical Co, St. Louis,
MO,USA) en el mHTF modificado.

Recogida de semen

Los experimentos se realizaron con semen ovino fresco procedente
de 3 moruecos de raza Rasa aragonesa de 2,5 a 3 años de edad, recogido
con vagina artificial. Los sementales se mantuvieron en el Servicio de
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Experimentación Animal de la Facultad de Veterinaria de Zaragoza, en
condiciones uniformes de nutrición y aislados entre sí. El estudio se
realizó en un período de 14 meses, de Septiembre a Noviembre. Se utilizó
una mezcla del segundo eyaculado de los 3 moruecos, con objeto de
eliminar diferencias individuales (Ollero y col., 1996a).

Evaluación de las muestras de semen

Las muestras de semen se evaluaron antes y después de su
procesado determinando la cocentraci ón espermática, motilidad, respues­
ta al choque hipotónico (HaS-test) y viabilidad. La concentración
espermática se determinó por recuento en cámara de Neubauer. La
motilidad individual progresiva diluyendo el semen 4-5 veces en
diluyente de citrato-fructosa, mediante estimación visual con un sistema
de microscopio de contraste de fases mantenido a 37°C acoplado a una
pantalla de televisión. El porcentaje de espermatozoides mótiles se estimó
en incrementos de 5-10%. Se definieron tres categorías « 60%, 60 a 75%,
>75%) para agrupar los datos de acuerdo con los cambios de la calidad
seminal a lo largo del año.

El test de resistencia hipoosmótico (HaS) se usó para evaluar la
actividad funcional de la membrana plasmática según el procedimiento
descrito por Jeyendran y colaboradores (Jeyendran y col., 1992), y
adaptado para semen ovino por García Artiga (García Artiga, 1994).

La viabilidad celular (integridad de la membrana) se valoró
mediante la doble tinción de fluorescencia con di acetato de carboxi­
fluoresceína y ioduro de propidio (Harrison y Vickers, 1990) . Se contaron,
como mínimo, 200 células en duplicado para cada muestra.

Los resultados obtenidos se expresan como valores medios ± SD
del número de muestras indicadas en cada caso. El test ANOV A se aplicó
para determinar diferencias significativas entre las muestras de semen
antes y después del "swirn-up".

Realización del "swim-up"

El esquema general se presenta en la Fig. l. Se realizó un proceso
de cuatro etapas. Se depositaron alícuotas de 0,5 mI de semen fresco en el
fondo de tubos redondeados de 15 mm de diámetro, sobre los que se
añadió 0,5 mI de la disolución de dextrano (30 mg/ml) y sobre ella 1,5 mI
de la solución modificada mHTF conteniendo 5 mg/ml de BSA (mHTFA).
Los tubos se mantuvieron a 37°C durante 15 minutos transcurridos los
cuales se recogieron cuidadosamente 0,75 mI de la capa superior
conteniendo las células. Se añadieron cuidadosamente 0,75 mI de medio
nuevo. La secuencia de incubación se repitió 3 veces obteniendo así 4
sobrenadantes . El primero se descartó ya que contenía restos de plasma
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seminal. Los 3 sobrenadantes obtenidos de los 3 últimos pasos se
mezclaron, resultando 2,25 ml con 1,84 ± 0,02 x 109 spermatozoides
(50% recuperación).

MHTFA
(1,5 ml)

Dextrano
(0.5 ml)

Semen
(0.5 ml)

Fig. 1.- Separación de espermatozoides ovi nos
mediante "swim-up" /dextrano.

La cantidad de plasma seminal remanente en la muestra final se
estimó determinando dos componentes de plasma seminal, ácido cítrico y
B-N-acetilg1ucosaminidasa (NAG) en la muestra inicial, en los 4
sobrenadantes y en la muestra final de "swim-up". El contenido en ácido
cítrico se analizó con un kit comercial (Mannheim Boehringer, Germany,
Cal. W 139 076 ) (Gavella, · 1983). B-N-acetylglucosaminidase (NAG) se
determinó como se describe previamente (Maruhn, 1976).

Análi sis mediante CCCD

Las experiencias de distribución en contracorriente con centri ­
fuga ción ("centrifugal counter-current distribution " o CCCD) se realizaron
en una unidad construida en nuestro laboratorio en colaboración con el
Departamento de Tecnología Mecánica de la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Industriales y el Servicio de Instrumentación Científica de la
Universidad de Zaragoza, tomando como modelo la unidad creada por
Akerlund (Akerlund, 1984) quien incorporó al método convencional un
campo cent rífugo con el fin de reducir el tiempo de separación. El aparato
consiste en un rotor constituido por dos platos concéntricos en los que se
disponen circularmente 60 cavidades, quedando dividida cada una en
parte superior e inferior, correspondiendo al plato interior y exterior res­
pect ivamente. El plato interior es móvil con respecto al exterior, de modo
que al girar el primero sobre el segundo se produce una transferencia de
las fases superiores sobre las correspondientes fases inferiores .

La unidad realiza de forma automática ciclos constituidos por tres
pasos: agi tación, centrifugación y transferencia . Al estar situados los
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platos horizontalmente, el plano de las transferencias es verti cal. Estas se
realizan durante los últimos segundos de la centri fugaci ón . La fuerza
centrífuga empleada fue de 1000 x g. El proc eso se controla por una
unidad computerizada construída en el Servicio de Instrumen tación
Científica de la Uni versidad de Zaragoza que permite seleccionar el
tiempo de agitado, de centrifugación, el número de grados de circ un­
ferencia que debe girar el plato interior en la trans feren cia y el número
de ciclos a realizar.

El sistema bifásico utilizado estaba formado por dextrano T500
5,5% (w/w), PEO 6000 2% (w/w), Ficoll 400 10,5% (w/w), sacarosa 0,25
M, EOTA 0,1 mM, fosfato sódico 4 mM pH 7,5 , 10% (v/v) de solución
Hepes 10x (glucosa 50 mM, Hepes 100 mM, KOH 20 mM). En cada
experimento se calculó la relación de volumen mediante muestras de 5
gramos del sistema. El. volumen de sistema cargado en todas las cámaras
fue la cantidad necesaria para mantener el volumen necesario de la fas e
inferior (0,7 mi) .

El medio del "swirn-up" se eliminó diluyendo dos veces con 5
volúmenes del medio de bifase y mediante filtración a trav és de filtros
Millipore de 5-11m de tamaño de poro . Las muestras con 1 x 108 célul as
se cargaron en las cámaras O y 30, .y se realizaron 29 transferencias, que
conlleva la ventaja · de poder analizar dos muestra s simultáneamente y en
idénticas condiciones. El tiempo de agitación y centrifugación fue de 60
segundos. Al terminar el proceso, se diluyó el contenido de las cámaras
añadiendo el mismo volumen de medio de bifase. Se recogieron las
fracciones y se realizó el recuento celulary la determinación de la
viabilidad .

Los resultados se expresan como el porcentaje de cé lulas en cada
cámara con respecto al valor obtenido en la cámara que contiene el n°
máximo de células. Como consecuencia del proceso de separación , las
células con mayor afinidad por la fase inferior rica en dextrano
(principalmente debido a menor hidrofobicidad) se concentrarán en las
primeras cámaras, es decir, a la izquierda del diagrama. Las células que
reparten por igual entre ambas fases se distribuyen en la parte central, y
las que tienen más afinidad por la fase superior rica en PEO
(principalmente debido a mayor hidrofobicidad) aparecerán a la derech a
del diagrama.

Resultados

Dado que la calidad inicial del semen ovino varía con la estaci ón del
año, las muestras se clasificaron de acuerdo con 3 categorías de motilidad
individual progresiva: menor de 60%, entre 60 y 75%, Y más de 75%.
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Figura 2.- Porcentaje de incremento de motilidad (.), viabilidad ( l2':J) y
r espuesta al HOS-test (l!]) después del "swim-up" en muestras de calidad
inicial baja (a, n=13 ), media (b , n=12) y alta (e, n = 10), Las diferencias a
vs b, a vs e, b vs e son signifi ca tivas (P < 0,0 1).
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Para las muestras de semen de calidad intermedia (motilidad entre
60 y 75%) los resultados obtenidos se reflejan en la Tabla 2. Aunque los
porcentajes de incremento de motilidad, respuesta al HOS y viabilidad
fueron menores que para las muestras de calidad inicial baja (Figura 2), '
los valores medios de la muestra final fueron muy altos (80 % motilidad ,
70% HOS+ y 72% viabilidad), La recuperación celular fue 70% (1,8 ± 0,24 x
109 células) ,

Tabla 1.- Porcentajes de motilidad (M ), viabilidad (V ) y res­
puesta al HOS (H) en la muestra inicial, en los 4 sobrenadantes
del proceso de"swim-up" , y en la muestra final del " swim -u p "
ob tenida a partir de ' muestras de semen de calidad baja (n =
13 ) .

La calidad inicial del semen aumentó tras el proceso de "swim-up"
ya que el procentaje de mot ilidad, respues ta al HOS-test y viabilidad fue
si gnifica tivamente ma yor en la muestra fin al de "s wirn-up", par a
cualquiera de las tres categorías definidas . La fig .2 muestra los
porcentajes de inc remento de estos parámetros en muestras de di ferente
calidad inic ial. A partir de las muestras con motilidad inicial menor del
60% se consigu ió un aumento del 52% en motilidad individual progresiva,
31% en respuesta al HOS y 54% en viabilidad. Se recuperaron 1,4 ± 0,02 x
109 espermatozoides, con 74,7% de motilidad, 63% HOS+ y 64% viabilidad
(Tabla 1).

La con tam inación de plasma seminal en la muestra obtenida
realizando el proceso de "swi m-up'' fue muy baja ya que se encontró un
2% de ci trato y un 5% de actividad de NAG . El primer sobranadante
obte nido se descartó dado que contenía un 13% de ci trato y un 17% de
activi dad de NAG.



Inicial Sobrenadantes Final

1 2 3 4 2+3+4

M 53,27± 0,53 54,80 ±2,53 d 74,50 ±2,41c 71,30 ±2,.74d 74,78±O,~68,30±2,55

V 39,34± 0,86 d d 74,14±O,70a 72,80 ±O,75a 64,20 ±O,62a53,79 ±l,59 59,09±1,59

H 43,03±1,78 65,33±4,ve 65,33±4,8¡i! d b b66,33±l,49 64,33±O,68 63,20±l,64

Diferentes superíndices en filas indican diferencias significativas. a:
P < 0,001; b: P < 0,005; e: P < 0,01; d: P < 0,05; e, f: P < 0,1.0

Tabla 2. Porcentajes de motilidad (M), viabilidad (V) y
respuesta al HOS (H) en la muestra inicial, en los 4
sobrenadantes del proceso de"swim-up", y en la muestra final
del "swim-up" obtenida a partir de muestras de semen de
calidad media (n=12).

Inicial Sobrenadantes Final

1 2 3 . 4 2+3+4

M 68,43± 0,27 63,25±O,3~ f b 74,25±O,8~ b68,25 ±0,37 78,25 ±O,37 79,92±0,84

V 59,35 ±0,30 60,75± 0,90e 67,4Ú:l,6Üd 73,62 ±1,20a 68,37± 1,32b 72,OO±O,sr

H 66,67± 0,00 74,50±0,06a 73,40±O,OOa 71,33 ±O,12a 70,30± 0,11a 70,97±0,1¡ra

Diferentes superíndices en filas indican diferencias significativas . a:
P< 0,001; b: P < 0,005; e: P < 0,01; d: P < 0,05; e, f: P < 0,1.

Los valores medios obtenidos para los 3 parámetros de calidad
seminal , antes y después del proceso de "swim-up" con muestras
seminales de motilidad individual progresiva mayor del 75 % se reflejan
en la Tabla 3. La recuperaci ón celular fue 69 % (2,3 ± 0,06 x 109

espermatozoides), siendo aproximadamente un 84% los valores de los tres
parámetros .

Tabla 3~ .Po r~en taj es ·'· de motilidad (M), viabilidad (V) y
respuesta al HOS (H) en la muestra inicial, en los 4
sobrenadantes del proceso de"swim-up", y en la muestra final
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Diferentes superíndices en filas indican diferencias significativas. a:
P < 0,001 ; b: P < 0,005 ; e: P < 0,01; d: P < 0,05; e, f: P < 0,1.

2+3+4

Pooled

432

Post-swím-up fractions
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n° tubo

1

Inicial

M 79,42 ±0,30 70,30±0,16d 74,67±O,6ge 86,33±O,55b 83,67±O,16e 84,5O±O,25a

V 75,67 ±0,66 76,00 ±2,23f 78,00 ±2,23f .87,33±2,18d 83,00±1,78d 82,83fD,SOd

H 79.0Q + :\.00 81.00 ±3,5of 81,00 ±4,oof 88,50 ±S,75f 83,50 ±4.75f 85,50 -J:5.25f

Figura 3.- Perfil de . CCCD de una muestra de semen ovino
seleccionada por "swím-up ". CD) % de células en cada cámara
respecto al máximo, °CÁ) % de células viables en cada cámara, •
distribución de las células viables totales.

Análisis por CCCD en un sistema acuoso de bifase de las
ca ract er ís ti cas superficiales de los espermatozoides de la muestra
ob ten ida po r "swim-up" revelan una gran heterogeneidad superficial así
como una alta viabilidad tras el proceso de CCCD (Fig. ·3) . El perfil de
distribución presentado en esta figura es representativo de tres
experimentos diferentes para una muestra de viabilidad inicial sobre 50%
que aumentó a 72% tras el proceso de "swim-up". Se observa un pico
pri ncipal, correspondiente a la subpoblación mayoritaria, en el centro­
derecha del diagrama, donde se localizan preferentemente las células
viables, y otros picos menores más a la izquierda del perfil. No se observa .
ningún pico enriquecido en células o no viables.

del "swim-up" obtenida a partir de muestras de semen de
calidad alta (n=10).



Discusión

La mayoría de los métodos de selección de espermatozoid es
aumentan la proporción de espermatozoides mótiles y reducen, aunque
no pueden eliminar, la proporción de espermatozoides dañados. El éxito
de un método preparativo de esperma suele medirse por su rendimient o
en células mótiles. Sin embargo, resultados de diferentes estudios
sugieren que la valoración de la integridad y funcionalid ad de la
membrana espermática puede predecir la fertilidad con más exactitud
que la motilidad (Check y Check, 1991; Check y col., 1991 ; Valcárcel y
col. , 1994). Así mismo, en los últimos años, la heterogeneidad de la
población espermática está siendo considerada una característica de gran
interés para la función espermática (Amann y col., 1993; Ollero y col. ,
1994; Watson, 1995). Por tanto, los protocolos de selección de
espermatozoides deben de estar dirigidos a mejorar ' tanto la calidad de la
membrana como la heterogeneidad espermática. Así mismo, y dado que
la centrifugación es nociva para espermatozoides ovinos (Aitken y
Clarkson, 1988; Graham, 1994; Mortimer, 1994) estas técnicas deberían
evitar el uso de la centrifugación. El método de "swim-up"/dextrano
descrito en este trabajo tiene como objetivo eliminar el plasma seminal
del semen sin centrifugación separando, al mismo tiempo, una sub­
población de espermatozoides con 'alta motilidad, vüibilidad y hetero­
geneidad.

Aplicando a semen ovino el método de "swim-up" descrito po r
Alvarez et al. para semen humano (Alv arez y col., 1993) la recuperación
de espermatozoides viables resultó muy baja. Este hecho podría ser
debido a la osmolaridad del medio empleado (280 mOsm/Kg) ya que los
espermatozoides presentaban el flagelo enrollado , o también al efecto
nocivo de la alta dilución en un medio salino simple sobre los
espermatozoides de ' ovino libres de plasma, como se ha descrito
anteriormente (Ashworth y col., 1994) . Nosotros sustituimos la mayor
parte de CINa y CIK del mHTF por sacarosa aumentando así la
osmolaridad del medio hasta 350 mOsm/Kg, y al mismo tiempo, la
densidad y viscosidad del medio depositado sobre los espermatozoides .
Sólo los espermatozoides más mótiles, capaces de atravesar ese medio,
podrán ser recogidos en la parte superior del sobrenadante. Combinando
los tres últimos sobrenadantes (2, 3 Y 4) se obtiene una población de
esper- matozoides de alta calidad que, además, no tiene plasma seminal ,
el cual resulta nocivo para la supervivencia espermática (Doot y col.,
1979; Schmehl y col., 1986) .

Los resultados obtenidos con muestras de motilidad individual baja
indican que el empleo , de este método de selección permite mejorar
sustancialmente la calidad de la muestra. La motilidad de la muestra final
es semejante a la obtenida para espermatozoides humanos (Bongso y col.,
1989), pero además, el uso del HOS-test y de la doble tinción de
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fluorescencia permite una valoración directa de la funcionalidad e
integridad de membrana (viabilidad) de cada espermatozoide de la
población, mientras que los trabajos anteriores se basaban únicamente en
la estimación visual de la motilidad. Es de gran importancia resaltar que
la aplicación de este método de "swim-up"/dextrano a muestras de
semen ovino que serían normalmente descartadas debido a su baja
motilidad inicial, permite seleccionar una población espermática no sólo
con alta motilidad sino también con alta integridad y funcionalidad de
membrana.

En el caso de muestras con motilidad inicial media o alta, aunque la
mejora relativa de los parámetros estudiados no es tan alta como en
muestras con motilidad baja, los valores finales ' obtenidos son muy
altos (72 y 82% viabilidad, respectivamente), lo que indica que esta
técnica es adecuada para la separación de una población espermática de
alta calidad.

El porcentaje medio de células mótiles recuperadas en la muestra
final, para todas las muestras de semen analizadas ; fue 75,3 ± 1,6, '
ligeramente superior al descrito por Alvarez et al .. para semen hurnario
por el método de "swim-up/dextrano" (Alvarez Y' col ., 1993) , y' muy
superior al conseguido con el método clásico ' de "swirn-up" Y el ' de
gradiente de Percollo El valor obtenido en este trabajo es suficientemente
alto para sugerir que las células seleccionadas corresponden a la mayoría
de las células mótiles de la muestra, más a que a un pequeño conjunto de
la población, obteniendo al mismo tiempo una población enriquecida ' en
espermatozoides altamente viables.

Los espermatozoides ' de un ejactilado constituyen una población
muy heterogénea, como han puesto de manifiesto estudios de CCCD '
(Ollero y col ., 1994). La pérdida de esta heterogeneidad es un efecto bien '
conocido del proceso de congelación (Ollero · y col ., 1997; Ollero Y col. ,
1996b; Watson, 1995), que reduce drásticamente la capacidad fertilizante
del semen. En este trabajo, el análisis por CCCD de las características
superficiales de los . espermatozoides de la muestra obtenida por "swim­
up' ' revela una gran heterogeneidad superficial así' como una alta
viabilidad celular. Estos resultados indican que la población seleccionada
por el método de "swim-up"/dextrano tiene, no sólo una gran viabilidad y
heterogeneidad en el momento de su obtención, sino también una gran
capacidad de resistencia ya que conserva una alta integridad de
membrana incluso después del proceso de distribución en contracorriente
con centrifugación.

Los resultados de . este estudio constituyen un importante aliciente
para la mejora de los métodos 'de selección de ' espermatozoides de alta
calidad: Si el incremento de la calidad "in vitro" se traduce en un aumento
de la fertilidad ; la aplicación de este método a muestras de calidad baja
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INTRODUCCION

La mejora de frutales persigue distintos objetivos , algunos
dirigidos a la obtención de patrones en los que se busca una alta
compatibilidad de injerto, buen anclaje, carencia de espinas en la zona
del injerto o de corte y recalce, tolerancia a distintos tipos de estrés tales
como la sequía, la salinidad, la deficiencia de nutrientes, buen
comportamiento frente a temperaturas extremas y ' otros que hacen
relación a la rentabilidad del árbol, como elevada producción, duración
del periodo juvenil, vigor, necesidades de frío invernal y época de
floración, calibre, color y sabor del fruto, época de maduración, máxima
eficiencia fotosintética, resistencia a enfermedades y parásitos .

En el género P run us, los programas convencionales de mejora
genética son muy largos debido a la lenta entrada en el ciclo productivo
de los árboles. Además la transmisión de genes entre especies es muy
restringida dada su elevada autoesterilidad ' e interincompatibilidad. La
utilización del cultivo in vitro permite acelerar , los programas de mejora
genética y superar los inconvenientes con que se encuentra el inves­
tigador con los métodos convencionales de mejora vegetal al poder
aplicar distintas técnicas como:

-La propagación masiva y clonal de plantas selectas o plantas
difíciles de propagar por medios convencionales, pudiendo disponer de
un número elevado de _plantas clonales que permiten establecer
ensayos en campo comparativos entre distintos clones obtenidos por
esta técnica.

-Los estudios de compatibilidad entre patrón y variedad in vitro
permiten obtener resultados en cuestión de meses, mientras que
realizados en campo podrían prolongarse durante varios años.
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-Selección sanitaria, regeneración de plantas a partir de yemas
tratadas con termoterapia o incluso aplicando la termoterapia in-vitro y
propagación posterior por micropropagación.

-Selección in vitro : El cultivo in vitro ofrece la posibilidad de
seleccionar distintos genotipos frente a diferentes factores " bióticos
(resistencia a enfermedades y plagas) y abióticos (resistencia a
salinidad, a metales pesados, a clorosis férrica , a sequía, etc ... ). Esta
técnica que se puede real izar en plantas enteras, en brotes , en raices, o
en diferentes tipos de tejidos, e incluso en cultivos de células aisladas,
implica disponer de métodos de regeneración de plantas seleccionadas in
vitro.

La variación somaclonal, que se puede obtener mediante la
utilización de suspensiones celulares y cultivo de protoplastos (células
vegetales sin pared celular), también permite seleccionar · material
vegetal con caracteres interesantes y presenta la ventaja de poder
disponer y estudiar enormes cantidades de individuos, aumentando la
probabilidad de aparición de mutaciones de interés , espontaneas o
inducidas por el mejorador.

Los protoplastos son células vegetales que han sido separadas de
sus paredes celulares mediante un procedimiento mecánico (fueron los
primeros desarrollados) o por digestión enzimática (método mucho más
fiable y usado en la actualidad). Carecen de pared pero conservan todos
los orgánulos celulares y el núcleo, contenidos sólo por la membrana
celular. De hecho, según la teoría de Schwann y Schleiden (1838) sobre
la totipotencia de las células de las plantas superiores , es decir, la
capacidad de producir un organismo - altamente diferenciado a partir de
una sóla célula somática, cualquier protoplasto (también llamados
células desnudas) tiene capacidad de regenerar una planta entera.

El primer aislamiento de protoplastos vivos fue descrito por De
Klerck (1892) , quién tuvo éxito al aislar protoplastos de cebolla usando
métodos mecánicos . El primer aislamiento por métodos enzimáticos lo
consiguió Giaja (1919) en células de levadura, utilizando jugo gástrico de
caracol (H elix pomatia); aunque en ese momento no se conocía el
mecanismo de degradación enzimática de la pared celular, las
observaciones de este trabajo fueron muy importantes ya que el método
permitió aislar grandes cantidades de protoplastos.

Cocking (1960) utilizó por primera vez sustancias que degradan la
pared celular para aislar protoplastos de plantas superiores; obteniendo
protoplastos de raices de tomate mediante una preparación de celulasa
cruda del hongo Myrothecium verrucaria (Ochatt y Power, 1992) .
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Los primeros trabajos con protoplastos de frutales de hueso no
es taban orie ntados al cultivo de éstos, sino a estudios básicos. Fue hacia
mediados de los años 80 cuando se desarrolló la investigaci ón aplicada a
la propagación (Ochatt,1993) . Para que las técnicas de mejora genética
basadas en la manipulación de protoplasto s sean fac tibles, es necesario
que los protoplastos, una vez aislados y puestos en cultivo, sea n capaces
de regenerar la pared celular y por succ esivas divisiones de las cé lulas
for mar callos, y a partir de éstos, regenerar plantas enteras .

Su cultivo ofrece además la posibilidad de obten er híbridos
somáticos mediante la fusión de protoplastos con técnicas de elec tro ­
foresis y aplicación de PEO 6000 (polietilenglicol) (Ochatt et al, 1988), ó
aplicar técnicas de transferencia de genes (Oliveira et al , 1996 ). En la
práctica nos encontramos con muchos inconvenientes, especi alment e con
especies leñosas, donde las técnicas son difíciles y el número de especies
en las que se logra el aislamiento de protoplastos o de células aisl adas y
la regeneración posterior de la planta es todavía escaso.

En frutales se ha conseguido la regeneración de plantas completas
a partir de protoplastos con Broussonetia kazln oki, Pyru s comunis va r
pyraster L, Pyrus comunis var Williams, Prunus avium x pseudocerasus,
Pru nus cerasus, Malus x domestica, Actinidia chin ensis (Ochatt y Power ,
1988, 1992; Patat-Och att et al, 1988 ; Huancaruna et al, 1993) Pru n u s
avium, Prunus cerasifera y Prunus spinosa (Ochatt, 1993 ; Revilla et al,
1987). Ya que el genotipo parece ser fundamental en la obtención y
posterior regeneración de protopl astos (Matsuta, 1992; Ochatt, 1991 ;
Hidano et al, 1988), en este trabajo se pretende poner a punto la técni ca
de obtención y cultivo de protoplastos de albaricoque, clon A-843 ,
sometido a diferentes condiciones de cultivo y con diferentes tejidos
vegeta les

MATERIAL Y METODOS

El material utilizado corresponde al clon "A 843 " de P runu s
armeniaca L. , albaricoquero franco de semilla, cultivado in vitro en el
Departamento de Pomología de la Estación Experimental de Aula Dei y
que no presenta incompa tibi lidades con las variedades comerciales de
al baricoquero .

El material de partida fueron brotes micropropagados que se
encontraban en medio de cultivo MS (Murashige-Skoog 1962), y para la
obtención de protoplastos se ha utilizado mesófilo de hoja, brotes
etiolados y suspensiones celulares .

Para ver la infl uencia que las condiciones de cultivo tie nen sobre
la viabilidad y regeneración de los protoplastos (Revilla et al 1987), se
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utilizaron dos combinaciones diferentes de reguladores de crecimiento,
IAA y BAP en uno y IBA Y Z en otro, con las mismas concentraciones, 0,1
mM para las auxinas y 6,8 mM para las citoquininas. Antes de establecer
los brotes en el medio IZ, estuvieron durante un mes en medio MS sin
reguladores de crecimiento (MSO). El material se cultivó en dos
condiciones de iluminación diferentes , fotoperiodo largo con 16 horas de
luz y 8 de oscuridad, y con fotoperiodo corto, 16 horas de oscuridad y 8
de luz . La luz es suministrada por tubos fluorescentes Cool White, cuya

irradiancia es de 35mM/rr?s. La temperatura de la cámara de cultivo es
de 24° C, sin oscilaciones significativas . También se obtuvo material
etiolado cultivándolo en condiciones de total oscuridad durante un
periodo de tres meses .

Para la obtención de callos se escogieron hojas procedentes de
cultivo in vitro de brotes establecidos en los medios MS y MZ, sometidos
a fotoperiodo corto y largo. Las hojas se cortaron transversalmente en
cuatro fragmentos y se colocaron ordenadamente sobre los diferentes
medios en placa. El medio utilizado fue el MS con los reguladores de
crecimiento BAP (3,5mM) y 2,4-D con diferentes concentraciones
(ll,2mM, 22,4mM, 33,6mM, 44,8mM) que se citan como MQ4, MQ3, MQ2
Y MQ1 respectivamente. La suspensión celular se obtuvo a partir de una
porción de callo, colocándola en un erlenmeyer con medio líquido, en
agitación a 80 rpm y en penumbra. La curva de crecimiento de la
suspensión celular se realizó determinando el Volumen de Células
Empaquetado ( PCV) cada 24 horas y la viabilidad de las células se
calculó con FDA, igual que para los protoplastos de mesófilo Una vez
establecida la suspensión, se subcultivó cada semana sustituyendo
parcialmente el medio de cultivo por medio fresco .

volumen que ocupa la masa celular
PCV =-------------x 100 (%)

volumen total

Para la obtención de protoplastos de mesófilo de hoja y de material
etiolado, el proceso pasa por una preplasmólisis, la digestión enzimática,
y posteriormente diferentes lavados para eliminar los restos vegetales
sin digerir y la purificación de los mismos para obtener protoplastos sin
células vegetales con pared o muertas. Ya que la preplasmólisis se ha
demostrado eficaz en la obtención de protoplastos, de acuerdo con lo
descrito por diferentes autores (Power et al., 1990; Frearson et al, 1973),
hemos utilizado la solución CPW (Tabla 1) con diferentes concentraciones
de manitol o sacarosa como osmótico en todo el proceso de obtención de
protoplastos. Así hemos llamado CPW13M a la solución con un 13% de
manitol, CPW9M ala que tiene un 9% de manitol y CPW21S a la que
tiene un 21% de sacatrosa. Todas ellas se esterilizan por filtración.
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Tabla 1: Composición de la solución CPW (mgll)

KH2P04 27,2
CaCI2·2H20 1480

MgS04·7H20 246
Kl 0,1 6

CuS04·5H20 0,025
PVP-I0 1% (peso/volumen)
pH 5,8

Para la obtención de protoplastos de mesófilo, las hoj as deben ser
de la parte superior del brote y han de estar totalment e exp andidas. Se
ha de pesar el material para poder de terminar el rendimiento del
proceso . Las hojas se cortan en secciones pequeñas trans versalmente al
nervio central para que la solució n enzimática penetre con facilid ad en
el interior del teji do y se dejan dos horas en la solución CPW 13M en
pre plas mólisis . La composición de las diferentes soluciones enzimáticas
(Ta bla 2) se escogieron de entre las descritas en la literatura (Ochatt
1993), o derivadas de res ul tados de experiencias anteriores (Andreu et
al, 1995) . La solución enzimática se dejó actuar dur ante 18-20 horas en
oscuridad y agitación suave a 40 rpm .

Para la obtención de protoplastos de suspensiones celulares, se
utilizaron de 8 ml de la misma y se centrifugaron durante 10 minutos a
50g . Se eliminó el sobrenadante y se añadieron 2m!. de la solución
enzimática elegida. No se hizo preplasmólisis y la digestión enzimática se
realizó durante 24 horas, en agitación a 40 rpm . y con luz difusa. A
partir del primer subcultivo, se seleccionaron las suspensiones ce lulares
de 2, 3, Y 4 dias de cultivo en combinaci ón con cinco so luc io nes
enzimáticas diferentes (Tabla 3). Hay que seña lar qu e la so lució n
enzimática denominada SEl es la descrita por Matsuta (1992) .

Tabla 2. Composición de las soluciones enzimáticas para mesófilo de hoj a
expresadas en tantos por ciento peso /volumen

A B C D

Celulasa R-lO 2

CelulasaFa 1

Hemicelulasa 1 1 I

Pectolyasa Y-23 0,1 0,1 0,1 0,1

Driselasa 0,5

MES 0,1 0,1 0,1 0,1

Glicina 0,04 0,04 0,04 0,04

PVP-lO 0,1 0,1 0,1 0,1
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Tabla 3. Composición de las soluciones enzimáticas utilizadas para la
obtención de protoplastos de suspensiones celulares expresadas en tanto por

ciento peso/volumen

SEl SE2 SE3 SE4 SES

2

0,5

O,l

O,l

0,04

1

1

0,5

O, l

0,1

0,04

0,1

1

O,l

0,1

0,1

0,04

0,1

0 ,1

0,04

2

l

0,1

0 ,1

0,1

0,04

2

l

0,1

Celulasa R-lO

Driselasa

Pectolyasa Y-23

Hemicelulasa

Macerozyrna

MES

PVP-lO

Glicina

El tiempo requerido en la división de los protoplastos varía en cada
cultivo, pero en general, la primera división de protoplastos aislados de
suspensiones celulares se produce a las 24-72 hor as de cultivo, mientras
que los obtenidos a partir de células del mesófilo se producen a los 2 a 7
días. Es necesario sustituir el medio líquido añadiendo medio fresco cada
se ma na .

Los protoplastos se cuantifican utilizando un hemocitómetro y se
calcula su viab ilidad utilizando FDA. El tamaño de los protoplastos se
mide con la ayuda de un micrómetro ocular, eligiendo varios campos al
aza r y midiendo al menos 100 protoplastos. Los protoplastos se
cultivaron en perlas de agarosa al 1,2% en medio de cultivo KM (Kao y
Michayluk, 1975), utilizando el mismo medio líquido para evitar la
desecación de la agarosa. La densidad de los protoplastos en el medio de

cultivo fue lxl05prot/ml y para evitar contaminaciones bacterianas se
utilizó cefotaxima en concentraciones de 25 o 50 mg/l. Los protoplastos
se culti varon en oscuridad a 24° C.

Una vez finalizada la digestión enzimática y para eliminar los
restos de mayor tamaño, se filtra el contenido de la placa a través de
una malla de 50 mm. de diámetro de poro. Los protoplastos sin
impurezas se obtienen en la interfase entre una solucion de CPW 2lS y
el CPW13M con los protoplastos, centrifugando durante 10 minutos a
100 g. Una vez eliminada parcialmente la solución enzimática por
centrifugación, se hacen sucesivos lavados por centrifugación, bajando
progresivamente el osmótico y finalmente los protoplastos se dejan
reposar durante una hora para que se estabilicen en la solución CPW9M.



En los experimentos se estudiaron los efectos de las combinaciones
de distintos factores que influyen en el proceso de obtención, aisla­
miento y cultivo de protoplastos.

De los factores que influyen durante el cultivo de los brotes, hemos
estudiado el efecto del medio de cultivo MS con IBA y BAP Y medio MS
con zeatina y con AlA (MZ) . Asimismo hemos utilizado brotes sometidos
a fotoperiodos diferentes, .el llamado fotoperiodo corto, con 8 horas de
luz y 16 horas de oscuridad, y el fotoperiodo largo, con 16 horas de luz y
8 horas de oscuridad.

De los factores que influyen durante el aislamiento de protoplastos,
hemos estudiado diferentes composiciones enzimáticas (Tablas 2 y 3) Y
por último, hemos utilizado diferentes concentraciones del antibiótico
cefotaxima (O, 0,05 Y 0,10 mg/ml) en el medio de cultivo para observar
si tenia alguna influencia tanto en la regeneración como en el control de
la contaminación.

Las combinaciones de factores que se estudiaron fueron las
siguientes:

Para la obtención de protoplastos de mesófilo, se utilizaron hojas
de brotes en medio de cultivo MS, en dos fotoperiodos de luz diferentes ,
y diferentes celulasas, la R-lO (l ó 2%) y la Fa y también sin
hemicelulasa.

En la obtención de protoplastos de tallos etiolados, se evaluaron los
mismos factores que en el caso del mesófilo de hoja, 10 que hace un total
de 32 combinaciones diferentes.

Con las suspensiones celulares, se estudió el efecto del fotoperiodo
y de la zeatina en la obtención de callo para el posterior establecimiento
de las suspensiones celulares, con las que se probaron 5 soluciones
enzimáticas diferentes, que llamaremos SEI, SE2, SE3, SE4 y SE5.

RESULTADOS

Mesófilo de hoja

En la tabla 4 quedan reflejados los resultados de la s
combinaciones realizadas en cada experimento. Se observa que se ha
obtenido un mayor rendimiento en las combinac iones que tenían como
medio de cultivo el MS respecto al MSO+lZ con bastante diferencia.
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Gráfica2: Rendimientos en protoplastos/gramo de mesófilo de hoja

Esto mismo se ve de forma más intuitiva en las gráficasl y 2, don­
de la serie nos indica el medio y fotoperiodo empleados durante el culti­
vo y los números 1,2,3 ,4 representan las cuatro soluciones enzimáti­
cas: 1 Cel Fa, 2 Cel R-lO, 3 Cel R-lü al 2% y 4 sin hemicelulosa (Tabla 2).



Aunque los factores que afectan al aislamiento y cultivo de
protoplastos estan interrelacionados, es interesante analizar indivi­
dualmente el efecto de cada uno de ellos . Y este análisis permite decidir
que condiciones resultaron más favorables para la obtención de
protoplastos.

Agrupando los distintos factores que se pueden modificar a lo
largo del proceso observamos que el medio de cultivo que dió mayor
rendimiento y viabilidad fue el MS y en cuanto a fotoperiodo, el largo
resultó mejor que el corto, las viabilidades difieren en más del doble
una respecto de la otra. La solución -enzim ática sin hemicelulosa dió los
mayores tantos por cientos de viabilidad y rendimiento . Existe una
mayor variabilidad de resultados si se utilizan soluciones enzimáticas
distintas que si se varía el fotoperiodo o el medio de cultivo.

En cuanto a los factores que influyen durante el crecimiento de los
brotes, se observa que hay diferencias más grandes en función de las
condiciones a las que sometamos el material durante el crecimiento que
las enzimas que se utilicen posteriormente. Por tanto se hace necesario
considerar conjuntamente el medio con el fotoperiodo.

Los protoplastos cultivados' en medio de agarosa dieron algunas
divisiones que no se mantuvieron. La concentración de cefotaxima de 25

mg/l de medio y una densidad de protoplastos delxl05protoplastos/ml.

Tallos etiolados

En ninguno de los experimentos realizados (ver anexo 1), se
obtuvieron protoplastos en número suficiente para cuantificar y medir
su viabilidad .

Suspensiones celulares

Las hojas cultivadas en el medio MQl no dieron callo en ninguna
porción de hoja y las cultivadas en el medio MQ2 no dieron callos
suficientes para establecer una suspensión. En la porción de hoja donde
más rápidamente se formaron callos fue en los trozos próximos al
peciolo durante los 45 primeros días y a partir del dia 50 fueron los
trozos mas alejados del peciolo los que formaron mas callos. En cuanto a
la influencia de las condiciones de cultivo de las hojas seleccionadas se
puede decir que las combinaciones medio MS y fotoperiodo largo resultó
la más favorable.

En las hojas ' cultivadas en medio MQ3 se observó una mayor
rapidez a la hora de formar callo en los trozos distales de la hoja. En
cuanto a las condiciones de cultivo de las hojas resultaron nuevamente
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las combinaciones MS y fotoperiodo largo o MSO+IZ con fotoperiodo largo
las más exitosas, pero esta vez la correspondiente al medio MS ocupaba
el segundo lugar.

Tño(m)

95,6-119,5
167,3-286,8
167,3-239

717-959 x 143,4

478-717de ~
717~959 de ~

239-358,5 de ~

15%
15%
10%

5%
20%
25%
10%

% del totalTipos de células
-Células aisladas:

Pequeñas con el citoplasma denso.
Largas con el citoplasma denso .
Largas sin citoplasma denso .
"Extralargas" sin citoplasma denso .

-Agrupaciones de células:
Largas con citoplasma denso.
Largas sin citoplasma denso.
Pequeñas con citoplasma denso .

El tamaño de las células está expresado en micras y se detalla
mediante un intervalo en el cual se encuentran las células encontradas
perte'iiecientes a cada subdivisión especificada.Las agrupaciones de
células se midieron imaginando un círculo de diámetro comprendido
entre los parámetros indicados en cada caso.

En la suspensión MQ4 se observó que la mayor parte de las células eran
pequeñas y redondeadas, estaban aisladas y tenian el citoplasma denso.
También se encontraron agrupaciones de células pequeñas con
citoplasma denso. Observando con fluorescencia se pudo comprobar una

La suspensión MQ3 presentaba la mayor parte de las células
alargadas, aunque existían también agrupaciones ya sea de células
pequeñas o de células alargadas y en menor cantidad alguna célula
pequeña aislada. Al mirar por el microscopio se obtuvieron los
siguientes tantos por cientos:

Una vez realizado este estudio todos los callos procedentes de las
placas con medio MQ3 se unieron en una única suspensión, y se hizo lo
mismo con las de las placas con medio MQ4. Para determinar " el
momento en que suspensión era la idónea para aislar protoplastos y se
visualizaron al microscopio. A los quince días de haber establecido las
suspensiónes se tomó una muestra de las mismas y se observaron al
microscopio. Los resultados se describen a continuación.

Las hojas cultivadas en medio MQ4 corresponden a los medios con
las concentraciones más bajas de reguladores de" crecimiento. Los
fragmentos de hojas más rápidos a la hora de formar callo fueron el
intermedio y el distal. Como en el caso anterior las mejores condiciones
de cultivo de las que podían proceder las hojas utilizadas eran por orden
en primer lugar el medio MSO+IZ con fotoperiodo largo, y en segundo el
MS con fotoperiodo largo.



Tabla 5. Resultados de los experimentos con suspens iones celu~ares

Los experimentos se reali zaron durante tres días consecutivos y los
resultados se presentan en la tabla 5;

Tño(m)

597,5 x 239
478-597,5 de t:.

95,6-119,5
239-358,5

358,5 -478

del volume n de cé lu las
cada tres días. La gráfica

1 %
5%

86%
5 %
3 %

% del total

En esta gráfica se puede obs ervar como la sus pen sión ce lular se
encontraba en el momento idóneo tan to en viabiliad como en la fase de
cre cimiento para realizar el primer subcultivo y a pa rt ir de ahí los
experimentos.

La curva se realizó midiendo el %
empaqu etado (%PCV) y la viabilidad con FDA
quedó de la siguiente forma :

mayor viabilidad de esta suspensión con respecto a la MQ3, por lo que se
continuaron los experimentos únicamente con la su spensión MQ4. Para
conocer cual era el mejor momento de realizar los ensayos se pro cedió a
la realización de una curva de crecimiento . En la suspen sión MQ4 se
diferenciaron los siguientes tipos de célul as:

Tipos de células
-C élulas aisladas:

Pequeñas con el citoplasma denso.
Grandes vacuoladas.
"Extralargas" sin citoplasma denso.

-Agrupaciones de células:
Grandes vacuoladas sin citoplasma denso
Pequeñas con citoplasma denso.

DÍA 1 Protop./ml Viabilidad Prot. Vivos I ml % células sin digo

S.E.l 3,8 x 105 9 1% 3,42 x 105 72%

S.E.2 6,2 x 105 98% 6,07 x 105 75%

S.E .3 2,3 x 105 98% 2,25 x 105 85%

57



58

S.E.5S.EA
2,04 X 105

S.E.3
2,22 X 105

S.E.2
5,92 X 105

Tabla 6: Valores medios del número de protoplastos obtenidos por ml en los
experimentos de suspensiones celulares

Teniendo en cuenta que se ha trabajado con material clonal, que
por tanto todas las células tienen el mismo genotipo, se han conseguido
resultados muy distintos. Incluso trabajando con hojas de un mismo
explanto, y sometidas por separado a idénticos tratamientos , han dado

DISCUSIÓN

La media de protoplastos vivos considerando las soluciones
enzimáticas se presentan en la tabla 6 y se puede observar que la de
mayor rendimiento es la S.E .5 que carecía de Celulasa R-10.

Considerando los valores medios se observa que la viabilidad va
disminuyendo a lo largo de los días . El porcentaje de células sin digerir
se incrementa desde el primer día hasta el tercer día. Se alcanza el día
dos un óptimo en cuanto a rendimiento de protoplastos vivos/mI.

DÍA 3 Protop. /ml Viabilidad Prot.Vivos/ mi ' % célulassin digo

S.E.I 4,1 x 105 85% 3,48 x 105 85%

S.E.2 6,3 x 105 87% 5,48 x 105 88%

S.E.3 2,9 x \05 65% 1,88 x 105 87%

S.EA 2,5 x \05 84% 2,10 x 105 89%

S.E.5 7,9 x \05 90% 7,llx105 74%

MEDIAS 82,2% 4,01 x 105 84,6%

DÍA 2 Protop. /ml Viabilidad Prot.Vivos/ mi % célulassin digo

S.E.I 4,6 x \05 87% 4,00 x 105 71%

S.E.2 6,9 x 105 90% 6,21 x 105 87%

S.E.3 5' 77% 2,54 x 105 78%3,3 x \O
S.EA 2,8 x \05 87% 2,43 x 105 73%

S.E.5 9,9 x 105 93% 9,20 x 105 60%
MEDIAS 96,8% 4,87 x 105 73,8%

S.EA 1,8 x 105 89% 1,60 x 105 70%

S.E.5 6,7 x 105 92% 6,16 x 105 62%

MEDIA 93,6% 3,90 x 105 72,8%



explanto, y sometidas por separado a idénticos tratamient os, han dado
resultados muy diferentes entre sí (ve r anexo 1). Auto res de trabajos
realizados con Prunus persica (Mills et al.,1994) y con Prun us sp. (Oc hatt
et al., 1992) coinciden en la importancia de este factor, y nosotros hemos
inte nta do , si n éxi to, determinar que ti po de hoj as dan mejores
result ados. Tan solo se ha observado que las hojas del tercio superior del
brote dan ma yores rendimientos (Far re et al, 1996 ). La presencia de
zeatina en el medio en lugar de BAP, provoca un aumento impor tante en
el tamaño de las hojas que influye en la obtención de protopl astos tanto
en el rendimiento como en la viabilidad. En los resultados obtenidos se
aprecia que la medi a de rend imiento obte nida para el med io de cultivo
MS es superior a la de MSO+IZ (Tabla 4), lo cuál nos indica que a pesar
de la apariencia inicial , la presencia de BAP como citoquinina en el
medi o de cultivo es más efic az que la zea ti na, co n la mism a
concentración . La viabilidad tambi én es mayor en experimentos en los
que se ha partido de material veget al cultivado en MS que en los que el
material veg etal había sido cultivado en MSO +IZ . Hay que ten er en
cuenta que la ze atina es una auxi na natural y es pos ible que se
metabolice en los brotes de una manera diferente que el BAP yeso
influya en el aislami ent o de protoplastos. En cuanto al régi men de luz, la
media de viabilidad obtenida con fotoperiodo largo fue de 57%, mien tras
que con fotoperiodo corto 27;68 % y en cuan to al re ndimie nto, co n
fotoperiodo lar go se consiguió una media de l2,4x 106prot/ml mientras

que con el corto fue de 11,94 x 106 prot/ml.

Aunque para alg unas es pecies del gé ne ro P r u n u s se ha
determinado una mezcl a de enzimas eficaz para el ais lamiento de
protoplasto s de mesófilo de hoja (Ochatt, 1990), se hace necesario defin ir
con mayor precisión la combinación de enzimas específica para cada
genotipo. Así para el clon HA 843" de Prunu s arm enia ca hemos obt enido
los mejores resultados tanto en viabilidad como en re ndimiento con la
solución enzimática que no lleva hemicelul asa.

Con las suspensiones celul ares se obtuvo menor rendimiento en la
obtención de protoplastos que con mesófilo de hoj a, aunque en la
suspens ión una gran parte de las células manten ían la pared ce lular
despues de la digestión enzimática, por lo que habría que opt imi zar el
proceso buscando incrementar el rendimiento . En las sus pe nsio nes
celulares es importante el proceso de es tablecimiento de la misma y el
tipo de callo utilizado (Teasdale et al, 1983; Karim et al, 1997). En cuanto
al callo, el que dió mejores resultados es el que se obt uvo con menor
concentrac ión de au xina, manteni endo la mism a concentració n de
citoqu inina, cultivados en oscuridad . El momento óptimo de la
suspensión fue el 'segundo día despu és del subcultivo, en el que el
porcentaje de células sin digerir fue de un 73%. La solución enzimát ica
est aba compuesta por drisela sa (2%) y pectoliasa (0,5%) en una solución
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modificar la solución CPW (Matsuta, 1986) y probar otras combinaciones
de enzimas que sean capaces de digerir la pared celular, mucho mas
gruesa que en el caso de las células del mesófilo de hoja .

Por lo que se refiere al cultivo de protoplastos, tan solo se
consiguió Iiegar a obtener crecimiento y divisiones mitóticas de
protoplastos en aquellos cultivos en los que la concentración de
cefotaxima fue de 25 mg/ Útro y la densidad l x 105 protoplastos/ml.
Concentraciones más altas de antibiótico resultaron tóxicas para los
protoplastos y a menor concentración fueron inefectivas. En este sentido,
se ha de determinar la composición de los medios de regeneración con
diferentes de reguladores de crecimiento y otros compuestos . que
permitan mejorar los resultados obtenidos.

La combinación ópt ima de los factores estudiados, incluyendo el
material donante, es a partir de hojas procedentes de brotes cultivados
en medio de propagación MS (0,025 mg/l de IBA, 1,5 mg/l de BAP), con
fotoperiodo largo (16 horas de luz y 8 horas de oscuridad) y utilizando
una solución enzimática sin hemicelulasa, con lo que se han obtenido
28,78 x 106 protoplastos/gr (peso inicial) y hasta un 80% de viabilidad.
En la actualidad, uno de los objetivos planteados es optimizar el
aislamiento de protoplastos a partir de callos y suspensiones celulares
que nos permita establecer un sistema eficaz de regeneración de
pa trones frutales .
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Notice historique de l'Académie de Sciences
Exactes, Physiques, Chimiques et Naturelles de Zaragoza.

. par
José L. Viviente Mateu I

Profesor Emérito
Universidad de Zaragoza

Con este título y por invitación, como Académico correspondiente de I'Aca­
démie des Sciences. Inscriptions y Belles Lettres de Toulouse, presentamos una
comunición a "La Conférence Nationale des Academies des Sciences, Lettres et Arts"
que tuvo lugar en Toulouse los días 14, 15 Y 16de octubre de 1999, días en que se
desarrollaron los actos que se especifican en el programa adjunto y que precede a la
transcripción que en esta nota efectuamos de nuestra comunicación.

Debemos recordar que "La Conférence Nationale des Sciences, Lettres et
A11S", surgió hace unos diez años en Francia como resultado de la agrupación de las
Academias más antiguas de este país . La Conferencia se reúne (dos representantes
por Acadérnie componente) cada año, alternativamente en Paris por iniciativa del
"Institut de France". y en provincias. La única ciudad de Francia que posee dos de
tales Academias es Toulouse. Diversas razones, entre otras los trabajos de
restauración del extraordinario edificio, Hotel d'Assézat, sede de l'Académie de
Sciences. Inscriptions et Belles Lettres, impidieron que se reuniera en ella la
"Conférence Nationale del Acedémies des Sciences, Lettres et Arts" hasta este año de
1999. Cumpliendo una tradición que hoyes norma, a las reuniones de la Conferencia
se suele invitar a las Academias de los países limítrofes. Al ser el autor el único
académico de ciencias de nuestra Academia de Ciencias E. F. Q. Y N. de Zaragoza,
que es correspondiente de la "Académie de Sciences, Inscriptions et Belles Lettres de
Toulouse", junto a nuestra amplia relación de intercambios culturales, docentes y de
investigación con la U.E.R. de Mathématiques de la Universidad Paul Sabatier de
Toulouse desde 1968 (Profs, Mascart, Crumeirolle, Pradines, etc.), aceptamos con gran
ilusión la invitación. Permítasenos recordar con sentimiento que en ésta nuestra
primera estancia en Toulouse nos acompañó el Prof. D. Antonio Plans Sanz de
Bremond. tristemente fallecido hace un año.

La reunión. rica en intercambios, propició interesantes encuentros entre
especialistas de campos muy diversos, con resultados muy satisfactorios. Creo que el
más mínimo deber ético nos exige dejar constancia en estas líneas del reconocimiento
de todos los asistentes a la labor de organización y desarrollo de la reunión por los
miembros de Toulouse, particularmente la que correspondió al Prof. Henri Mascart,
Secrétaire Perpétuel de I'Académie des Sciences, Inscriptions et Belles Lettres de
Toulouse.

1) Al final del texto se incluye el programa de actividades desarrolladas en la Conference
Nationale des Académies des Sciences, Lettres et Arts.
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Mesdames et Messieurs:

Académicien Numéraire de I'Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Químicas y
Naturales de Zaragoza et membre correspondant de l'Académie des Sciences
Inscriptions et Belles-Lettres de Toulouse depuis longtemps, il est pour moi un grand
honneur et plaisir d'avoir été invité a cette réunion de la "Conférence Nationale des
Académies de Sciences, Lettres et Arts" pour représenter I'Academia de Zaragoza,
particulierement, paree que cette année 1999 la réunion se tient a Toulouse dans ce
bel Hotel d'Assézat. Ceci nous permet, premierement, de jouir, une fois de plus, de
l'accueil humain de mon collegue Me. le Prof. Henri Mascart, Secrétaire Perp étuel de
votre Académie et membre correspondant de I'Acadérnie de Zaragoza depuis 1967, et,
en deuxieme lieu, d'avoir l'occasion de vous présenter un brief rapport des activités
les plus importantes de I'Académie des Sciences Exactes, F. Q. et N. de Zaragoza
depuis sa fondation institutionnelle le 27 Mars 1916, et un résumé des échanges avec
votre Academie de Toulouse.

L'Académie jusqu'en 1963.~

De l'activit é scientifique de "I'Acadernia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y
Naturales de Zaragoza" pouvons dire qu'elle commence vers 1886 avec les
propositions sur sa constitution de Mr. le Doyen de la Faculté des Sciences de
Zaragoza. Mr. le Prof. José Muñoz del Castillo, déclarations qui sont considérées
cornme la source d'assirnilatión et d'impulsion des idées scientifiques dans la societé
d'Arag ón, compte tenu de la collaboration des différents Professeurs et enrichi par des
échanses d'informations scientifiques avec diferents membres d'autres Académies
d'Europe. ti faut pourtant attendre le 17 Avril 1914, pour que la "Junta de la Facultad
de Ciencias de Zaragoza" sous la direction de son Doyen Paulino Saviron Caravantes
et a la demanda des professeurs García de Galdeano et Rius y Casas, accorde sa
fondation et constitue une Cornission chargée de son organisation sous la présidence
de García de Galdeano et formée par les professeurs Rius y Casas par la Section de
Sciences Exactes, Rocasolano par celle de Chimie, Martinez Risco par celle de
Phisique et Ferrando Mas par celle de Sciences naturelles.

Une fois realisée la redaction de son réglement (Hsemble influencé par celui de
la Rovale Acad érnie de Sciences de Barcelona) et nornmés 21 acad émiciens, ceux-ci
tous membres fondateurs, reunis le 27 de mars de 1916, discutent et aprouvent le
Reglernent. nornment le Bureau et les Bureaux des trois Sections initiales (Sciences
exactes. physico-chirniques et naturelles) et considerent constituée I'Académie dont la
siegeest fix é dans le bátiment de la Faculté des Sciences . La séance inaugurale eut
lieu le 28 mai 1916 et suposa le soutien des forces vives et de la societé d'Aragón . Son
Président Mr, le Prof, Zoel García de Galdeano considere I'Académie, dans son
discours. cornme le "le plus haut échelon des sociétés culturelles" et "avec un but
complémentaire de celui des Universités".

2) L'auteur Remercie Elena ' Ausejo Martinez pour les donées jusqu'a 1936, puisées dans son
travail: .. La Academia de Ciencias Exactas, Físico-Quimicas y Naturales de Zaragoza (1916-
1936)". Cuadernos de historia de la Ciencia. Zaragoza, 1987. .
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Les membres fondateurs étaient, a la Section Exactes: Z. Garcfa de Galdeano ,
M. Lorenzo Pardo, M. Mantecon, P. Mozota, J. Rius y Casas, A. Ruiz Tapiador et G.
Silvan González; a la Section de Physique-Chimie: G. Calamita, H. Gimeno, A. G.
Rocasolano, R. P. Marcolaín, M. Martinez Risco, J. M". Plans y Freire (le premier
espagnol abien comprendre le Calcul Différentiel Extérieur et a suivre les travaux
d'Einstein) et P. Saviron. Finalernent, la Section de Science.s Naturelles étai t, de
beaucoup, la plus active avec un plus grand nombre de publications. Furent membres
fondateurs les médecins Pedro Ramón y Cajal et Juan Bastero Lerga, Longinos
Navas, Jesús M8 Bellido Golferich, Pedro Ferrando Más (Catedrático especialiste du
microscope polarizante Fedoroff, de mineralogíe rnicroscopique et biologiste
enthousiste) et Cayetano Ubeda Saráchaga .

Les Bureaux des trois Sections initiales sont composés au maximun par dix
membres numéraires par section; en outre pouvaient etre nommés dix Académicien s
correspondants nationaux et dix autres Académiciens correspondants étrangers.
Dans le Reglernent est fixé le protocole de nomination, les droits et obligations des
membres, la periode d'exercice et le renouvellement des membres des diferents
Bureaux, et un Secrétaire Perpétuel (bien qu'aujourd'hui cette charge ait disparu), etc.
Le financement était irrégulier, tant par des subventions, les suscriptions ala revue de
I'Académie et la vente des publications extraordinaires, qu'a l'aide de subventions
annuelles d'un montant fixe de caractere budgetaire pendant certains périodes . En
dehors des activités, telles que la rédaction des mémoires des séances des assemblées,
conférences et articles de recherche des membres au siege de l'Académie, les
conférences a l'étranger et dans des centres culturels ou sociaux d'Aragón, ont doit
considérer une série de "Cursos de Conferencias" developpées entre 1920 et 1931, en
un certain sens, précurseurs des cours d'été de Jaca, et la rédaction ou la composition
de la revue.

Le commencement de la vie académique est profondement marquée par les
mathématiciens. Principalement par l'autorité scientifique du mathématic ien Mr. le
Prof. Zoel Garcia de Galdeano y Yanguas, premier Président en activité jusqu'en 1922,
date a laquelle il prend sa retraite. En 1922 le poste de Président est ocupé par le
chimiste Prof. Antonio de Gregorio Rocasolano qui resta jusqu'au 21 décembre 1932;
en 1933 il est remplacé, jusqu'en 1935 inclus , par le Prof. Gonzalo Calamita Alvarez
qui, a son tour, est remplacé par ·le Prof. Paulino Saviron Caravantes qui resta
Président jusqu'en 1940 date a laquelle est nommé le naturaliste Prof. Francisco
Pascual de Quinto (baron de Tamarit) jusqu'a 1967, date oü il est remplacé par le
Physicien Prof. Justiniano Casas Pelaez jusqu'en 1977, date a laquelle est nommé
Président le mathématicien Juan Sancho San Roman jusqu'en 1986; il est remplacé par
le chimiste Prof. Enrique Meléndez Andreu qui resta en poste jusqu'en 1996, date a
laquelle lui succedera le naturaliste Prof. Horacio Marco Moll, actuel Président de
l'Académie. De 1919 a 1935 Ruiz Tapiador sera le trésorier remplacant Mr. le Prof.
Juan Bastero Lerga qui fut le trésorier de 1916 a 1918.

Plus tard deviennent membres de la section des Sciences Exactes: Gonzalo
González Salázar, .Antonio Lasierra Purroy, Pedro Pineda, Teodoro Rius , José
Hernández Gasque , Francisco Cebrian et Fernández Villegas. Dans la période de
García de Galdeano, c'est-á-dire pendant les trois ou quatre prernieres années
d'existence de I'Académie, les seules publications sont des articles de mathématiques.
Depuis 1916 sont nommés académiciens correspondants les mathématiciens J. G.
Alvárez Ude, R. Benjumea, R. Gelabert, M. de la Hoz, J. Marvá, J. Rey Pastor , E.
Terradas, L. Torres Quevedo y J. M. de Zafra. Comme academiciens correspondants
étrangers sont nommés les mathématiciens: en 1923 le professeur Jaques Hadamard
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(dont nous avons eu l'honneur et grand plaissir de rencontrer dans les jardins de la
Cité Universitaire aParis en 1958), et en 1924 Albert Einstein.

Nornmé en 1919 Viceprésident le chimiste Mr. le Prof. Rocasolano, en 1922
devient Président de I'Acadérnie et restera ace poste jusqu'a la fin de 1932. IDans cet
intervalle, ou plut ót de 1920 a 1936 il est possible distinguer deux periodes. La
premiére de 1920 a 1927 OU l'Académie, sous le secrétariat de Lorenzo Pardo,
développe une importante acti vité sociale reconnue comme "le plus grand
mouvement régional de base scientifique" et qu'entre autres effets aboutit a la
construction du barrage de I'Ebre a Reinosa et a la création de la Conféderation
Syndicale Hydrographique del I'Ebre dont la Direction Technique est occupée en
1927 par Lorenzo Pardo qui dérnissionne de la charge de Sécretaire de I'Acadérnie. La
deuxiéme période, de 1927 a1936, OU l'Académie se maintient pratiquement gráce a la
Section de Sciences Naturelles. Précisément en 1922 est nornmé cornme Viceprésident
le distingué entomologue Mr. le Prof. Longinos Navas (membre de 24 acadérnies et
sociétés scientifiques, avec la publication de plus de six cents livres et brochures et de
plus d'un rnillier de rapports et notes, fruit de ses c1assifications des neuropteres bien
connu aParis, Londres, Viena, Berlin, Tokio, Changai et Hong-Kong).

De mérne la Section de Physique-Chimie, recoit de nouveaux membres: En
1917 deviennent membres le Prof. Jerónimo Vecino, spécialiste en Géophysique et
Métrologie. décedé en 1928; et l'Ingénieur Industriel Juan Usandizaga, Directeur
Technique des Societés Electriques de Saragosse et qui en 1916 forma la Cornmission
des "Etudes Electrosidérurgiques" pour la quitter en 1924. En 1923 rentre a
l'Académie Juan B. Bastero Beguiristain (éleve de Rocasoladno et plus tard
Professeur de Physique-Chimie), ainsi que le mathématicien Santiago Pí y Sunyer. En
1930 l'entrée de Juan Cabrera Felipe, Professeur d'Acoustique et d'optique, avec celle
du Prof. José M" Iñiguez Almech en 1933, Professeur de Mécanique Rationnelle et de
Mathématiques pour de Chimistes , et avec celles de José Pueyo y Luesrna, éléve de
Saviron , et de Mariano Velasco, Professeur d' optique et Radiations. En 1936 Juan
Martin Sauras. Professeur de Chimie, marque un certain renouvellement des
générations. qui sera arreté par la guerre civile et ne se poursuivra pas qu'aprés 1943
avec l'entrée de Julián Bernal Nievas et Mariano Torneo Lacrué, Ce dernier, en 1960,
organisse le "1

m
Congrés National d'Irrigation" dont l'inauguration a lieu le 28

octobre de 1963 et dont les séances auront lieu a Huesca, L érida, Ejea et Alcañiz
(cene derniere le 7 juin 1964).

L'activité acadérnique de la Section de Physique-Chirnie depuis 1920 est , en
g énéral, d'une participation supérieure que acelle de la Section de Sciences Exactes,
de plus c'est aussi pendant les années 20 que commencent les contacts et échanges
avec d'autres académies et universités européennes. Cornme membres correspondants
nationaux nous trouvons Bias Cabrera y Felipe , Rafael Luna y Nogueras, José A.
Perez del Pulgar. Felipe Lavilla (Professeur de Chírnie organique de L'Université de
Madrid), José M" Madariaga, électrotechnicien du Corps d'Ingenieurs des Mines,
Eduardo Victoria . Luis Bermejo Vida et Simon Benitez Padilla. Tandis que cornme
correspondants étrangers, fruit des contacts de Rocasolano, nous trouvons: les Profs.
Charles Henry (1920), de la Sorbonne, Jean Perrin (1922), Paul Sabatier (1923),
Doyen de la Fac. Sciences de Toulouse, et H. Bechhold (1927), Univ. de Darmstadt,

La Section de Sciences Naturelles était , de beaucoup, la plus active avec un
plus grand nombre de publications. Nous avons cité les membres fondateurs . En 1917
J'Ingénieur des Mines Angel Gimeno Cunchillos nornmé Acadérnicien développe une
grande activité jusqu'en 1926. En 1919 entrent les ingénieurs: Agricole José Cruz
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Lazaparan, et des Monts (Bois et Forets) Nicolas R. García Cañada, qui disparait en
1933. De 1921 a 1929 deviennent Académicien Mr. l'Abb é de San Miguel de los
Navarros, Vicente Bardavíu, amateur de l'archéologie, collaborateur de P. Paris et R.
Thouvenot de l'Ecole des Hautes Etudes de Bordeaux . Autres membres de l'Académie
sont: depuis 1924 Andrés Giménez Soler, 1930 Pascual de Quinto et Alfonso Osorio­
Rebellón, 1934 Emiliano Ladrero Ramón, et en 1936 Rafael Ibarra Méndez. Les
conférences sont nombreuses, principalement sur des questions en rapport avec les
Pyrenées, cornme celle du glacierologue francais Abate Gaurier ou celles de Gaussen
ou de José Miguel Barandiaran.

Pendant les trois années de la guerre civile et jusqu'en janvier 1963, l'activité
de l'Academie est relentie; faute de moyens les publications sont presque inexistantes
et la seule activité se réduit aux quelques réunions pour la nomination de nouveaux
académiciens et la publication de leurs discours d'entrée ainsi ~ue des discours de
début des cours . Mérne, on trouve des périodes comme celle du le décernbre 1957 au
15 janvier 1963 OU il n'existe rien de consigné. Pourtant la revue de l'Académie,
quoique de facón trés iréguliere, était publiée. Signalons que, dans la periode de 1940
a 1963, sont nomrn és membres: ala Section d'Exactes le Prof, Rafael Rodríguez Vidal
électif en 1954 et numéraire en 1959, le Prof. Antonio Plans Sanz de Bremond électif
en 1955 (numéraire en 1969), et le Prof. Rafael Cid Palacios nommé électif en 1957
(numéraire en 1979); a la Secction de Physiue-Chimie est nommé en 1943 Vicente
Gomez Aranda, Professeur de Chimie organique; et a la Section de Sciences
Naturelles en 1945 Agustin Alfaro Moreno, Ingénieur Agronome, spécialiste en
Fitopatologie et Entomologie, Directeur du Centre de Patologie Végétal de Zaragoza.

L'Académie de 1964 anos jours

Cette année 1964, avec le meme Président, marque un certain point d'inflexion
dans la vie de l'Académie a cause d'une relative renaissance de ses activit és,
dédoublernent effective de la Section de Physique-Chimie en deux Sections
autonomes: une de Physique et une autre de Chimie, ainsi qu'un progressif
rajeunissement des postes de responsabilité, particulierement de celui chargé des
éditions de l'Académie qui doit actualiser sa revue et renouveler les échanges avec
d'attres académies et universités malgré la manque de moyens financiers.

En 1966 l'Acadérnie de Sciences Exactes, Physiques, Chímiques et Naturelles
de Zaragoza fete le so" aniversaire de sa fondation avec de nombreuses
manifestations culturelles toutes presidées par son Président Excmo. Sr. D. Pascual de
Quinto, baron de Tamarit, qui prend sa retraite en 1975. En 1966 devient Academicien
Numéraire de la Section de Physique le Prof, Justiniano Casas Pelaez , Catedrático de
optica, qui en 1967, par élection, est nommé nouveau Président de l'Acadérnie. Le
Prof. Justiniano Casas Pelaez, bien consideré par le Ministere et le e.S.LC. aMadrid,
réussít aobtenir que l'Académie soit prise en charge par le budget annuel du e.S .Le.
et qu'ainsi l'Académie puisse couvrir les dépenses de la publicati6n de sa revue et de
ses monographies, efcherche arégulariser ses nombreux échanges.

L'Académie au début de cette période se renouvelle tres lentement malgré
l'existence de nombreuses vacances. En 1964 est nornmé Académicien Numéraire: par
la Section de Chimie Celso Gutiérrez Losa , Professeur de Physico-Chimie. En 1966 la
Section de Sciences Exactes nomme Acadérnicen Numéraire Juan Sancho San
Román, Professeur de Mathématiques et la Section de Chimie Rafael Uson Lacal,
Professeur de Chimie Inorganique; et la Section de Sciences Exactes, en 1969,
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Antonio Plans Sanz de Bremond Professeur de Mathématiques, mais il faut attendre
1979 pour trouver deux nouveaux académiciens numéraires, ala Section de Sciences
Exactes avec le Prof. d'Astronomie Rafael Cid Palacios, et a la Section de Physique
avec le Prof. de Radiologie de la Faculté de Médecine Francisco Marín Gorriz. Deux
ans plus tard, en 1981, devient Académicien Numéraire pour la Section de Chimie le
Prof. Luis Antonio oro Guiral, et dans la rnéme Section le Prof. Enrique Meléndez
Andreu, Professeur de Chimie organique, en 1982. La Section de Sciences Naturelles
nornrna, en 1983, Académicien Numéraire le Prof. Horacio Marco Moll, Professeur de
Biologie et en 1984 la Section de Sciences Exactes recoit cornme Académicien
Numéraire José L. Viviente Mateu, Professeur de Mathematiques et en 1988 devienne
Académicien Numéraire Mariano Gasea Gonzalez, qu'a l'époque, en 1967, ont été
designés correspondants étrangers le Prof. Claus Miller de la Tecnische Hochschule
de Aachen; Helmut H. Schefer du Mathematische Institut Univ. Tubingen; et Henri
Mascart de l'Universit é Paul Sabatier de Toulouse. De méme, depuis 1968, Alberto
Galindo, Clemente Saenz, Eusebio Bernabeu, Baltasar Rodriguez Salinas y Javier
Etayo Miqueo, sont académiciens correspondants nationaux.

En 1968, sur invitation du Prof. Plans,le ProfH. Mascart, nornmé Académicien
correspondant en 1967, visite le Département de Géometrie et Topologie de
l'Université de Saragosse et donne l'ocassion d'établir des rapports avec ]'Université
de Toulouse et son Académie de Sciences que se sont prolongé jusqu'en 1986, avec
le devellopegient d'une serie d'activités: cornrne differents cours de "CoUaboration a
niveau du 3eme Cycle" entre le U.E.R. de Maths. de Toulouse ID et le Département de
Geométrie et Topologie de l'Université de Saragosse sous la responsabilité des Profs.
A. Crurnevrolle et José L. Viviente. Patronné par l'Ambassade de France en Espagne
et l'Université de Saragosse a l'aide du prograrnme de recherches du Professeur José
L. Viviente Mateu jusqu'en 1982 OU nous avons participé aux Journées Fermat. La
collaboratión se prolongea jusqu'en 1989 avec les Professeurs H. Mascart et J.
Pradines, mais a un niveau personnel, on doit siaRaler notre cornmunication sur
l'enseignemenr de la Géometrie al'Université aux ..3 es Rencontres Européennes de
l'Enseignement Supérieur" a l'Université de Toulouse II, du 16 au 18 F évrier 1989.
Dans cene coUaboratión, en plus de quelques éleves du Prof. Plans, ont participé nos
éleves de l'époque. en particulier, les actuels Professeurs Mme. Maite Lozano Imizcoz.
Eladio Domínzuez Murillo et José F. Saenz Lorenzo. Nos conférences ont traité sur la
strucrure homotopique des variétés (homologie et cohomologie, suites spectrales,
théorie K et cobordisme, et applications a l' étude du structure quotient des
feuilletages).

Pourtant de 1983 a1996 il n'existe pas d'autre activité enregistrée que celle
de la nomination et réception des nouveaux académiciens avec la publicatión de la
revue et des monographies. Aucune autre activité de ses membres n'est enregistrée
par l'Acad érnie. du fait qu'il n'y a pas d'organisme qui la subventionne.

En 1977 le Prof. Casas démissionne de la Présidence de l'Académie et est
. nornrné Pr ésident le Prof. Juan Sancho San Roman qui le resta jusqu'en 1986. on
réussit a obtenir une mise ajour de la publication de la revue et des monographies
publiées par l'Acadérnie. 11 faut savoir qu'aujourd'hui les échanges avec d'autres
Acadérnies. Societés scientifiques, etc ., absorbe 44 exemplaires en Espagne et 127 a
l'Etranger. Les échanges culturels, d'enseignement ou de recherche de ses membres
sont couverts par d'autres moyens specifiques cornrne les programmes de recherche
ou d'enseignennent au niveau du troisieme Cvcle cités précédement. De ce type sont
principalement les échanges entre les Universités de Toulouse et Saragosse.
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De 1986 a 1996 le poste de Président est assuré par l'Académicien Prof.
Enrique Meléndez, qui en général suit une action analogue a celle du Prof. Sancho
bien qu'iI devra faire face a quelques problemes de caractere social. Les Académiciens
correspondants nationaux a cette époque étaient: En plus de ceux nornmés en 1968,
on trouve depuis 1989 José Barluenga, et depuis 1992 José Antonio Madariaga,
Oriol Riba Arderiu, José Ma Montesinos, et Nacere Hayeck Kalik.

En 1996 est nommé Président de I'Académie le Prof. Horacio Marco Moll,
Professeur de Biologie, qui a pris en charge I'actualisation du nombre d'académiciens
de chaque Section, et d'organiser différents cours ou cycles de conférences: un sur la
Paléontologie Aragonese en 1997; un autre en 1998 intitulé "Nuevas tendencias en
Paleobotánica" avec la participation de professeurs étrangers, qui a eté publié dans la
monographie n° 13 de I'Académie. on a restauré aussi la mise au concours des Prix de
Recherche pour des étudiants terrninant leur licence.

Pour finir signalons que, cornme fruit de I'actualisation du nombre de membres
de chacune .des sections de I'Académie, ont ét é recus Académiciens Numéraires
depuis 1989 les personnes suivantes: A la Section de Sciences Exactes, les
Professeurs de Mathématiques:

En 1988 Mariano Gasea González;
En 1998 José Garay de Pablo, Manuel Calvo Pinilla, et M". Teresa Lozano

Imizcoz;
En 1999 Eladio Domínguez Murillo.

Récernment ont été nornmés "Académiciens Électifs" le Professeur d'Ana1yse
Jesús Bastero Eleizalde et celui d'Astronomie Antonio Elipe Sánchez, on attend, done,
la lecture de leurs discours d'entrée a I'Académie pour devenir Numéraires et, a ce
moment-la, la Section de Sciences Exactes sera complete et tres rajeunie.

A la Section de Sciences Physiques, les Professeurs de Physique:

En 1996 Luis Boya Balet;
En 1997 Rafael Nuñez-Lagos Roglá ;
En 1999 Javier Sesma Bienzobas.

Restent encore cinq sieges a pourvoir, bien que soient deja électifs trois autre s
candidats.

A la Section de Sciences Chimiques, le Professeur de Chimie:

En 1997 José S. Urieta Navarro.

Restent encore six sieges a pourvoir, bien qu'i1 y ait deja deux autres électifs.

A la Section pe Sciences Naturelles, ont été nornmés Académiciens Numéraires:

En 1993 le Prof. Joaquín Villena Morales;
En 1997 le Chercheur Juan Marín Vázquez;
En 1998 le Prof. Eladio Liñan Guijarro et le Prof. Mateo Gutierrez Elorza;
En 1999 le Prof. Carlos Gomez - Moreno, (a rentrer le 21 octobre 1999).

Restent encore quatre sieges a pourvoir, bien qu'iI y ait deja deux autres
électifs.
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Voilá done, en bref, l'état actuel de notre Académie. En méme temps j'ai
l'honneur de vous transmettre le voeu de ses membres d'établir une plus étroite
collaboration entre nos deux Académies.

José L. Viviente Mateu
Profesor Emérito

Facultad de Ciencias
Universidad de Zaragoza

e-mail: viviente@posta.unizar.es
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L' Académle des Jeux Floraux
L'Acadérníe des Sciences, Inscrfptlons el Belles Lettres de Toulouse

14 h 30

18 h 30

lO h 30

Recoivent

La CONFERENCE NATIONALE
DES ACADEMIES DES SCIENCES, LETTRES ET ARTS

TOULOUSE : OCTOBRE 1999

JEUDI 14 OCTOBRE 1999
HOTEL D'ASSEZAT (Palais des Académies)

Accueil des congressisles.

16 h 1S Allocution de bienvenue
par Monsieur Lucien REMPLON,
membre d'honneur de l' Académie des Sciences,
lnscriptions el Belles Lellres,
président de l'Union des Académies et Sociétés Savantes.

16 h 30 « Les gral/des "el/res de Toulouse, vil/e des Lettres, Arts el
Sciences »

par Monsieur Guy LAZORTHES,
mcmbre de \'Institut « Académie des Sciences»,
censeur de l' Académie des Jeux Floraux,
présidcnt honoraire de l'Académie des Sciences,
Inscription et Belles Lettres.

17 h 1S Présentation de la Conférence Nationale
par Monsieur Palrice BONNEFOUS,
présidenl de la Conférence Nationale des Académies .

17 h 4S Adresses des membres étrangers au nom
des Académies représenlées

Monsieur José-Luis VIVIENTE MATEU
Académie des Sciences exactes, physico -chimiques
et naturelles de Saragosse .

S.E. Antonio SERRANO de HARO, Ambassadeur d'Espagne
Correspondant de l'Acadérnie de J'Histoire, Madrid,
Maitre es Jeux Floraux .

Monsieur Jean SCHOOS
Institut Grand-Ducal de Luxembourg,
Acad érniede Wiesbaden
Maitre es Jeux Floraux.

Réception Salle des lIIuslres de I'HÓTEL DE VILLE
par Monsieur Dominique BAUDlS, Député-Maire.

Diner dans la Salle des Colonnes
de \'HÓTEL-D1EU SAINT-JACQUES.
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20 h 45 Diner de Gala.

12 h Départ pour la CITÉ DE L'ESPACE.

13 h Déjeuner, puis visite de la Cité de l'Espuce,

.. DU PASTEL A L'ESPACE"
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HOTEL D' ASSEZAT (Puláis des Acad érnies)

VENDREDI 15 OCTOBRE 1999

10 h 15 ..Le siécle d'or toulousain : point de vue des Arts "
par Monsieur Guy AHLSELL de TOULZA,
membre correspondant de I' Académie des Scicnces,
lnscriptions et Belles Leures.

11 h ..Toulouse el la conqu éte de I 'Air el de I 'Espace ..
par Monsieur André TU RCAT,
rnainteneur de l' Acad émie des Jeux Floraux .

9 h ..Du pastel de la Renaissance ala renaissance du pastel ..
par Monsieur Paul REY,
président honoraire de l'Académie des Sciences,
Inscriptions et Belles Lettres.

9 h 30 ..Le siecle d'or toulousain : point de vue de 1'Histoire "
par Monsieur Bartolomé BENNASSAR,
mainleneur de l' Académie des Jeux Floruux.
membre correspondant de l' Académie des Scicnces,
Jnscri ptions el Belles Lettres.

11

CHAPELLE DES AUGUSTINS
(ancien couvent, actuellement Musée Municipal) .

20 h Concert d 'Orgues par Willem JANSEN

18 h 30 Réception aI'HOTEL DU CONSEIL GÉNÉRAL,
par Monsieur Pierre lZARD,
pr ésident.



PROGRAMME DES ACCOMPAGNANTS

VENDREDI 15 OCT08RE 1999
9 h 30 Réunioll, dcvant l'horloge de la Muirie, Place ~1I Capitule.

Premiere visite uccompagnée par les guidcs-conlércncicrs
de l'Associution Toulousaine d'llisloire de I'l\rt (1\'1'111\),

Les grunds 1IIOIlI/IIll'lIl.n/e 'loulouse
Le CII/Ji tole, Silint-Scm in, Les Jacobins.
J'J/fJll'I de /3eI"/II/Y. lHátcl d'Assc:«:

SAl\1EDI 16 OCTOBRE 1999
9 h 30 Réunion , dcvunt l'horloge de la Mairic, Place du Cupiiolc .

Deuxieme visite accompagn éc
par les guidcs-conféren cicrs de l' ATilA .

Les dcnieures du quartier SII;III-RollIl'.
Les quaisde la Garouuc el le BII:IIc!e.

Durée des visites, enviren deux heures.

REMEHCJEMENTS A :

M .... IHIE DE TOULO{/SE, CONSEJl. RÚi/UNAL, CONSEJL C¡':NJiUII/.,
AMIS AssÉz·n; FR.... M . EOF/G/lF. CAISSE DES DÉPÓTS 1:."7' C ONSIGNA1WNS
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13 h Su fre!.

I1 h Visite de l'exposition orgariisée par
l' Acud érnie des Sciences, lnscriptions et Selles Lettres,
.. Iniages des sciences ct science de l'image ..
présentée par Monsieur Paul REY.

ASSEMBLÉE GÉNÉRALE ANNUELLE

de la CONFÉRENCE NATIONALE
DES ACADÉIVIIES DES SCIENCES, LETTRES -ET ARTS

1) Rupport moral du Présidcnt .
2) Rupport du Secrétaire G énéral.
3) Rapport du Tr ésuricr :

Précédcnt exercice,
prochain exercice,

'cotisation annuellc.
4) La Conférence Nationale de l'un 20()().

5) La vie de l' Associaiion :
- la révision des statuts
- la liaison permanente-entre les Acad érnies
- le bulletin périodiqueAkademos
- les relution s avec l' Acadérnie de la ,Méditerranée
- les archives de la Conférence
- les subventions
- les trais postuux pour 1'erivoi des mémoires.
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9h-llh
14 h 30 - 16 h30

*****

SAMEDI 16 OCTOBRE 1999

ANCIENS MOULlNS DU BAZACLE

14 h JO Rcprise de l' Assernblée G énérule Armuelle.
16 h JO Fin des truvuux de la Conférence.

9 h Assernblée Générale Armuelle de la Conférence.
Les membres de la Conférence sont priés de faite connaitre
les questions qu' i ls souhaiteraicnt voir aborder,
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ENSEÑANZAS DE LA ACADEMLA DE MATEMATICAS DE

MADRID (CREADA PoR FELIPE 11)

Por
Concepción Romo Santos.
Catedrática de Algebra.

Universidad Complutense de Madrid.

Introducción.

Juan de Herrera nació en Mobellán, estudió en la Universid ad de
Valladolid y siguiendo a Carlos I recorrió Flandes e Italia. En 1.556 volvió a
Esp aña acompañando a Carlos I en su retiro de Yuste, hasta su muerte en
1.558. En este momento Juan de Herrera se incorpora a la corte de Felipe 11 y
es enviado a Alcalá de Henares para diseñ ar las figuras geométricas del Libro
de Saberes, de Alfonso X el Sabio. .

En 1.562 entra al servicio de Juan Bautista de Toledo, dir ector de la
construcción del Monasterio de El Escorial.

En 1.567 muere Juan Bautista de Toledo y en virtud de la fama adquirida
como hombre esmerado en la realización de figuras geométricas, se le encarga
la dir ección en la continuación de las obras de El Escori al. Los des­
cubrimientos de Ju an de Herrera de máquinas y gruas , suponen una ayuda
inestimable para la construcción de tan impresionante obra .

Otro de los grandes logros matemáti cos de Juan de Herrera fué la
creación de la Academia de Matemáticas en Madrid. Es de sobra conocido que
Felipe 11 fué un personaje abierto a todo el sabor científico y un gran defensor
del estudio de las Matemáticas. Convencido el rey de que la carencia de
artilleros (era necesario contratar artilleros italianos para los ejércitos del
imperio), y de que la profusión de errores en la confección de las car tas de
navegar, se debían a una falta de formación matemática, Felipe 11, a instancias
de Juan de Herrera, decidió instituir una Academia de Matemáticas en Mad rid.

La creación de la Academia se realiza en Lisboa, el 2S de diciembre de
1.S82, durante el viaje de Felipe 11, con mot ivo de la anexión de Portugal al
Imperio.

El objetivo de este trabajo es el conocimiento del plan de estudios de la
Academia de Matemáticas de Madrid creada por Felipe 11.

75



I

l·

1.- LOS PRoFESORES DE LA ACADEMIA DE MATEMÁTICAS

El once de febrero de 1.583 salieron de Lisboa Felipe II y sus
acompañantes rumbo a Madrid, donde Herrera se ocupó de poner en práctica
lo acordado, buscando primero una casa en las cercanías del Real Alcázar y
poniéndola en condiciones para que comenzasen en ella las clases el primero de
octubre, días después de llaber asistido en El Escorial a la colocación de la
última piedra del Monasterio.

Se ignora cuales fueron las enseñanzas impartidas en este primer
momento, pero si no hubo otros nombramientos posteriores a los conocidos de
Lisboa habría que suponer que sólo Labaña con el auxilio de onderiz comenzó
la enseñanza de las Matemáticas, lo que explicaría que Herrera al dar la noticia
en primero de enero de 1.584 hablase de una cátedra y no de una academia.

Más tarde se incorporarían más profesores y de los datos conocidos
podemos deducir que las materias explicadas y los profesores que las tuvieron a
su cargo fueron:

-Matemáticas: (Labaña, Onderiz, Andrés ' García de Céspedes, Juan Cedilla
Díaz, Julio César, Julián Firrufino y Luis Carduchi) .

-Naútica: (Labaña y Juan Cedilla Díaz).

-Arte Militar: (Pedro Rodriguez Muñiz, Julián Firrufino y Cristóbal de Rojas).

-Cosmografía o Esfera: (Rocamora y Torrano, Julián Firrufino).

-Astrología: (Labaña).

-Mecánica: (Juan Angel).

2.- LoS ALUMNOS DE LA ACADEMIA DE MATEMÁTICAS
11

Los alumnos eran cortesanos distinguidos debido a la influencia ejercida
en todos los tiempos por la conducta de los monarcas. Lo mismo que las damas
de la Reina Católica años antes estudiaban latín como ella, ahora las aficciones
de Felipe II y su evidente interés por esta Academia, instalada junto al Real
Alcázar, originaba esas aficiones desinteresadas.

No hay,en cambio, el menor indicio de que acudiesen hombres que
aspirasen a tener como medio 'de vida uno de los quince caminos señalados por
Herrera, y la presencia de Lope de Vega en las aulas no es achacable a ello, sino
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a la atracción que sobre su espíritu inquieto y fantástico provocaba en especial
la Astrología.

Lope de Vega habla de su profesor Labaña en su obra. Como ejemplo
veremos el siguiente párrafo de La Dorotea:

"Esto estudié en mi tierna edad del doctisimo portugués Juan Bautista
Labaña y sólo tal vez juzgo por curiosidad ".

3.- ENSEÑANZAS DE LA ACADEMIA DE MATEMÁTICAS

En la gran Bibliotheque Mazarine de París y con la signatura 30.383 , se
conserva un volumen que contiene dos obras de Juan de Herrera: "Sumario y
breve declaració de los diseños y estampas de la Fábrica de San Lorencio el
Real del Escurial", e "Institución de la Academia Real Mathematica, en
Castellano, que la Magestad del Rey Don Phelippe 11 N.S. mando fundar en su
Corte".

Juan de Herrera hace unas consideraciones previas sobre el pésimo estado
del conocimiento de las ciencias matemáticas en España, una disertación
doctrinal sobre la importancia de las mismas, una enumeración de las quince
especialidades que se cursarían y unas peticiones finales al Rey sobre la validez
de estos estudios .

Lo que podía considerarse plan de estudios pretende abarcar la formación
profesional de lo que hoy se consideraría quince carreras tan diferentes entre sí
que van desde arquitectos e ingenieros hasta músicos y pintores. Según se
afirma en el documento serían las siguientes:

Aritméticos teóricos y prácticos, para que puedan determinar las dubdas y
questiones escondidas que se offrecen en todas las sciencias y artes.

Geómetras diestros en el medir todo género de supefficies, cuerpos , campos y
tierras.

Músicos expertos en aritmética, sin la qual desconocerán las consonancias
,musicalesy la Rítmica .

Cosmógrafos encargados de situar las tierras y descrivir las provincias y
regiones.

Pilotos diestros y cursados en navegaciones que sepan guiar con seguridad las
flotas y poderosas armadas.
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Arquitectos y fortificadores para que con fábricas magníficas, y edificios
públicos y particulares ennoblezcan las ciudades, y las fortifiquen y defiendan
de los enemigos.

Ingenieros y maquinistas. entendidos en el arte de los pesos y en todo género de
Machinas.

Artilleros y maestros de instrumentos y aparatos bélicos.

Fontaneros y niveladores de las aguas para los aguaductos y regadíos.

Horologiógrafos que tratan de relojes solares .

Perspectivos que sean afamados y con fundamentos para doctrinar a pintores y
escultores.

Juan de Herrera estimó, como Sócrates, que los Mathem áticos son aptos
para todas las otras sciencias y artes.

Juan de Herrera estableció los libros que deberían conocerse o leerse paa
cada uno de los especialistas, libros que expondremos en el párrafo siguiente.

Además de las clases teóricas, en diversas ramas (Mecánica, Cosmografía,
etc .) se indica que habrían de manejarse diversos aparatos y máquinas y ello
concuerda con las actividades de Herrera, Labaña y otros como inventores de
instrumentos científicos. La descripción de los laboratorios y talleres de la
Academia, debido a Carduchi, acredita hasta qué punto se valoraron estas
enseñanzas prácticas. Por fortuna, lo único que ha llegado a nuestros días es
una serie de valiosos aparatos de esta colección, que pasaron a los Reales
Estudios y por las sucesivas transformaciones de sus locales llegaron a ser
propiedad del Instituto de San Isidro, que en fecha reciente ha tenido que
entregarlos al Ministerio de Educación para que se exhiban en el Museo de la
Ciencia.

4.- ESPECIALISTAS DE LA ACADEMIA

Aritméticos

Aconsejaba a los que quisieran saber esta disciplina conocer los primeros
nue ve libros de Euclides. También el estudio de Elementa Arithmética de
Jordano Memorario, la Aritmética de Boecio y la Aritmética de Frater Lucas.
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y para los que quieran estudiar Álgebra deben conocer el Décimo libro de
Euclides, el de Algebra en Arithmética del Doctor Pedro Núñez, la Aritmética
íntegra de Stifelio y el Algebram de Peletier.

Geómetras y mensuradores

El Geómetra ha de saber: "Los esféricos" de Teodosio, "Las Secciones
cónicas" de Apolonio Pergeo, la obra de "De sphaera et cilindro" de
Arquímedes. Para ejercitar su oficio deberá leer los seis primeros libros de
Euclides y para la estereotomía el undécimo y duodécimo.

Mecánicos

Según Juan de Herrera el que quiera estudiar Mecánica, madre y maestra
de la vida, por los muchos provechos que de ella resultan, debería saber los
siete primeros libros de Euclides y el séptimo, undécimo y duodécimo del
mismo autor. También los siguientes: Equiponderantes de Arquímedes, Centro
gravitatis de Comandino, Liber de Ponderibus de Jordano Nemorario y las
Mecánicas de Aristóteles.

Astrólogos

La inquietud intelectual de Juan de Herrera le condujo a concebir una
visión renacentista del mundo, en el que ésta era para él a la vez mágico y
científico. En aquel mundo la astrología y la astronomia todavía permanecían
unidas.

Herrera aconseja a los astrólogos las siguientes obras: los quince libros de
Euclides y su Perspectiva y Especularia, este último en la traducción, entonces
manuscrita, de onderiz, donde presenta la proyección cónica y la reflexión en
los espejos planos y esféricos; los Triángulos planos y esféricos de Monteregio
y los de Menelao traducidos por Maurolico; el Almagesto de Tolomeo, las
Tablas astronómicas del rey Alfonso el Sabio y también las de Abraham Zacuto,
contenidas en su Almanach perpetuum, y finalmente aconseja usar los
instrumentos astronómicos.

Horologiógrafos o Gnomónicos

Consideró Juan ' de Herrera que quien pretendiera saber la Gnomónica o
Horologiografia, deberá entender los seis primeros libros de Euclides y el
undécimo y duodécimo, además de los Esféricos de Teodosio, las Cónicas de
Apolonio, la Gnomónica de Cristobal Clavio, que es el más completo texto
publicado sobre la construcción de relojes astronómicos, la Analemmate de
Tolomeo comentado por Comandino, en cuyo segundo libro enseña la
construcción de relojes solares y la traducción por Maurolico de los Esféricos
de Teodosio, además de entender muy bien la perspectiva.
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Cosmógrafos

El Cosmógrafo, según Herrera, deberá entender de la Esfera, de la
Teórica de planetas y de Eclipses . Por eso manejará la Geografia de Tolomeo.

Juan de Herrera había inventado un instrumento para determinar las
longitudes en las navegaciones de Este a Oeste que mereció el privilegio
concedido por Felipe 11. Juan de Herrera escribió: "e! perfecto piloto deue
de saber la sphera, entender la carta de marear y saber en ella situar y
poner la tierra ''. En atención a ello dispuso que se estudiaran la Geografía de
Tolomeo.

Perspecti vistas

En opinión de Juan de Herrera los que qisieren ser perfectos en esta
facultad entenderán los seis primeros libros de Euclides además del undécimo y
duodécimo; la Perspectiva de Tolomeo y la Perspectiva práctica de Barbaro.

Músicos

Los estudiantes deberían conocer lo que hay escrito de música por los
autores y obras siguientes: de Aristoxeno, Harmonicas; de Euclides, Música; de
Tolomeo, Harmonicarum; de Boecio, De Musica; de Jordano, Elementa
Musicalia y de Zarlino, Institutione Harmoniche.

Por otra parte con el conocimiento de estos textos confixmaba Herrera la
importancia de las matemáticas en la composición musical , concepto importante
en su época. Así Boecio expone los fundamentos matemáticos de la música con
doctrinas pitagóricas y el cálculo matemático de los intervalos y las
proporciones.

Arquitectos

Especifica Juan de Herrera "el que quisiere merecer el nombre de
Architecto deberá entender el tratado De Architectura compuesto por Vitruvio,
y los Dieci libri de 1 I Architectura de Leon Battista Alberti"

Estima Herrera que el que quisiere gozar del nombre de Pintor" deberá
ser expertísimo en el Diseño y en el Colorido . En cuanto a sus conocimientos,
tanto teóricos como prácticos, ha menester de las Matemáticas, Anatomía y
Perspectiva.
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Fortificadores

Para Herrera la fortificación es un arte. Por eso dice que: el art e de
fortificar fue antiguamente profesión propia de los Alarifes, para quienes todo
su intento es defender y asegurar las fuerzas y ciudades deL Ímpetu deL enemigo

Los fortificadores estaban obligados a saber Arquitectura, además de
conocer todo lo referente a las máquinas bélicas y a la artillería.

Niveladores

Juan de Herrera considera oficio el de Nivelador que se ocupa de nivelar
las aguas, encañar las fuentes, construir acequias y conductos de aguas.

Los Niveladores deberán conocer los seis primeros libros de Euclides y el
séptimo, así como el tratado "De iis quae vehuntur in aqua", de Arquímedes, así
como el tratado "De iis quae vehuntur in aqua", de Arquímedes, los Hidraúlicos
de Herón Alejandrino y el octavo libro de Vitruvio .

Herrera dominaba este oficio, pues rectificó la nivelación de la famosa
acequia de Colmenar de oreja . .

Milleros

Piensa Herrera que los artilleros tienen que estudiar la misma teoría que
los mecánicos,mientras que para la práctica deben saber de fundiciones y
mezclas de metales, de medidas. También sabrán hacer pólvora , salitre y fuegos
artificiales.

Para leer en la Academia aconseja Herrera: el tratado Inventione de
Tartaglia, que desarrolla el movimiento y la caída de los cuerpos, el décimo
libro de Vitruvio, y algunas cosas de Ateneo que suponemos pudieran
encontrarse en Las Máquinas de guerra, tratado atribuido a él.

Ateneo, contemporáneo de Arquímedes, fue un tratadista militar y
matemático, griego de la escuela de Platón.
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Abstract

1. Introduction

(4)

(3)

(1)

{2)(n 2: O)(xo E D)

(n 2: O)(xo E D).

F(x ) = O

P(x) = x - A(xt l F(x),
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We·provide sufficient conditions for the convergence of Newton-like rnethods to

a Iocal1y unique soIution of an equati on on a Banach space. We use the concept

of the degree of Iogarithrnic eonvexity in connection with the fixed point theorern

to exte nd the region of convergence given so far for these rnethods. In the case of

quadratic equations we find a ring that contains accessibility points for Newton's

rnethod Iying outside the sphere of convergence given by the Newton-Kantorovich

Theorern. Our results extend the region of accessibility of soIutions by Newton's

rnethod for sorne quadratic integral equations appearing in radiative t ransfer [1],

[5], [9] .

Accessibility of solutions of equations on Banach spaces

by a Newton-like methods and applications

in which case (2) can also be written as

to generate an iter at ion {xn}(n 2: O) converging to z ". Here A(x) E L(E I , E2)(x E D)

which is t he space ofbounded linear operators from El into E2. For A(x) = F'(x)( x E D)

we obtain Newton's rnethod [3], [4], [8]. Several other choices for A are also possible [4],

[8]. We define the operator P : D ~ El -> E2 by

In this st udy we are concerned wit h the problern of approx imating a loca lly unique x ' of

the equation

where F is an operator defined on a dosed convex dornain D of a Banach space E l wit h

values in a Banach space E2• We use Newton-like methods of the form
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(7)

(6)

(5)

xE D;

(x E D ).

[or all

x* = lim Xn = lim p n(xo).
n-oo n -e-oc

2. Convergence Analysis

(e) for Xo E D , -: ~ IIxo ~P~xo}II, U(xo, rO) = {x E Ell llx- xo ll :::; rO } ~ D.

TheiJ Newton -like iteration {xn}(n ~ O) generates by (2) is well defined, rema ins in

U(xo, rO) for all n ~ Oand converges to a fixed point z" of P in U(xo , rO) whicll ís unique

Using contraction mapping techniques we obtain the semilocal convergence resul ts :

Theorem 1. Let F : D ~ El -> E2 be Fréchet-differentiable on a closed eonvex domain

D, A( x ) E L( El, E2 ) for all x E D . Assume:

'(a) linear operator r = A(X)- l exists and is differentiable for all x E D ;

(b) linear opera tor LF(x ) exists on D and

This operator is the degree of logarithmic convexity of F in x and is a measur e of

convexity of the function. It was used in [6], [7] in the special case when A( x) = F'( x)(x E

D). These convergence results were used to find starting points Xo lying outside previously

found convergence regions, for which (2) converges to z" in this case. However thi s was

done only for scalar as wel! as systems of equations when El = E2 = R. This is because

for convergence we need to show IILF (x)II :::; e < 1, and this is a very difficult problem in

general.

Here we provide sufficient convergent conditions for our method (2) to a local!y unique

solution x* of equation (1). Our results reduce to the corresponding ones in [6]. Moreover

we show how to compute e for quadratic equations on El . We also suggest how to compute

e for polyno mial equations on El of degree k E N.

Finally we show how to app ly our results to solve quadratic integral equations appear­

ing in radiative transfer [1], [3], [4], [5], [8], [9].

The region of accessibility of x' by method (2) is defined to be the set of al! Xo such

tha t (5) is true .

Let us define operator LF E L(El , L2 ) by .

8ufficient conditions for convergence of iteration {xn}(n ~ O) to x* have been given

by severa l authors (see, for example, [4], [8] and the references there).

A solut ion x* of equation (1) is said to be accessible from Xo by Newton-like method

(2) if



(8)

(9)

(10)

(11)

and
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and

and

Xn E U(xo,r')

Xn+J E U(xo, r')

cn

IIYn- x'll S; 1 - c"Y1 - Yoll

By hyp othesis (b) and (4) we get

Ilxn+1 - xnll = IIP(xn) - P(xn- ¡)II S; sUPzE [Xn_¡ ,xn) IIP'(z )lI l1 xn - xn-dl
S; cllxn- xn-III S; .... S; cnllxl - xoll = cn(l - c)r' ,

which completes the induction. Moreover by (10) we obtain, for n ,m E N

For n = 1 and hypothesis (c) we have II xI .- xoll S; (1 - c)r' < r ", which shows (9) in

this case. Assu me that (9) is t rue for al! positiva integers sma ller or equa l o n . T hen we

must show

Ilx' - yO'1= IIP(x' ) - P(y' )11S; sup IIP'( z) llI lx' - y' ll S; cllxo- yOIl
zE[x· ,yo)

which implies that z " = y' (since c E [0,1 )). Fina lly, letti ng n --> 00 in (11) we obtain

(8), that completes t he pro of of t he Theorem.

Fol!owing [4], [6], [7], the region of accessibility to x · is extended to a closed ball

aroun d Xo as the fol!owing result indicates:

Theorem 2. Consider the iteration Yn+J = P(Yn) for Yo E U(xo,r') under the uypotheses

of Theorem 1. Th en iteration {Yn}(n ;::: O) is well delined remains in U(xo, rO ) ilnd

converges to a uniq ue iixed point x' of P in U(xo, r") . Moreover the following erro r

bounds are true for all n ~ O:

and

in D . Moreover the following error bounds are true for ull n ;::: O

P roof. Newton-like iterat ion {xn}(n ;::: O) is wel! defined on D for al! Xo E D since linear

operator A(x) is invertible on D. Using induct ion on n ;::: O we can show

Estimate (11) shows that {xn}(n ;::: O) is a Cauchy sequence in a Banach space E2 and

as such it converges to a limit z" E U(xo,r') , since U(x=,r' ) is a closed seto By taking

the limit as n --> 00 is (4) and using the cont inuity of F and A(x) we dedu ce P(XO) = z".

·To show un iqueness, let Y' E D wit h P(y' ) = y' . T hen we can get



3. Applications to Quadratic Equations

IIxl - P(x )11= II P(xo) - P(x)1I s cllxo - z] S cr",

(15)

(14)

(13)

(12)F(x) = y + B(x, x) - x
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B(x) ] = B(xo)[I + 2B(xo)-1B(x - xo)],

LF(x) (z ) = 2B(x )BB(x)( z) [-x + y + B( x ,x) ]

11 2B(xot l B (x - xo)1I S 2l1B(xot l Bllllx - xoll S 2br < 1.

and

where B(x ) = (2B(x) - I) and B(xt l = [(2B (x ) - I)] - l

Let Xo E D be such that [F'(xo)tl = B(XO)-l exists and set b ~ IIB(xo) -iBII # o.
Let r E[O ,~) , and assume U(xo, r) <;; D. Then for x EU(xo, r) we have

that completes the proof of the Theorem.

Corollary. If IIvo - xoll S ro - t" under tlle hypotheses of Theorem 2, Newton-like

iteration {xn}(n ~ O) converges to x* for any start ing point in U(xo, r")

In terms of the degree of logarithmic convexity we have the following result concerning

the convergence of Newton-like method (2).

T heorem 3. Assume that hypothesis (b) of Theorem 1 holds on D = U(vo, ro). If

IIA (vot l F (vo)11S (1 - c)ro, Newton-like tnethod {xn}(n ~ O) generated by (2) converges

to the unique solution x* of equation F(x) = Oin D for any Xo E D.

Proof. We note th at a fixed point P is a solution of equation F(x) = O. Th e result now

follows immediately from the proofs of the previous Th eorems.

Remark. For A(x) = F' (x )(x in D) Th eorem 1, 2, Corollary, Th eorem 3 reduce respec­

tively to T heorems 2.1, 2.2, Corollary, Th eorem 2.4 in [6].

where B is a bounded symmet ric bilinear operator on D <;; El and y E El is fixed. Hence

in the case of F given by (12) we obtain from (6) for A(x ) = F'(x )(x E D )

Th e verificati on of condition (b) of Theorem 1 is a very hard problem in general. In [6],

[7] and the references there the authors verified this condition for scalar as well as syst ems

of real or complex equations. Here we suggest a possible extension of our results in the

case of quadrat ic equations of the form

Proof. T he result follows immediately by the contraction mapping principIe [4], [8],

provided we show that operator P maps U(xo,r*) into inself. Indeed let x E U(xo, r "),

then we obtain



(24)

(16)

(19)

(21)

(18)

(23)
3 - J7 + 2q

a = --'-2-b-"':'

6 2: Ilxo- P(xo)ll ·

where

CI = - 2b2
, C2 = 6br,C3 = 2M - 1.

and

where
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6
r> ---o

- 1 - c(r)

h(r ) < O

(22) and r E [O, a),q = 2M:::; q < 1,

2b ( 2)
c(r ) =(1_2br )2r +6 + br,

Define the scalar func tion h on [O, +00) by

By taking norms, using the triangle inequality and (4) we get

B(xot l F(x) B(XO)-I[(XO - x) + (y - xo) + B{ (x - xo) + Xo , (x - xo) + xo}]

B(XO)-IB(xo)(x - xo) + [B(XO) -l B](x - Xo, x - xo)

+ B(XO)-l [y - Xo + B(xo ,xo)]

Moreover we have by (12)

It can easily be seen that (21) is true if

It is simple algebra to show that c(r) E [0,1 ) if

Note that est íma te (22) is the Newton-Kantor ovich hypoth esis for equat ion (12) and

a is the smallest zero of the scalar equation h(r) = Owhere h is given by (20) [4], [8].

Hence we arr ive at:

Theorem 4. Let F : UO(xo, a) ~ El -+ E2 be given by (12), and A(x) = F'(x )(x E D) in

(2). Assume that the Newton-Kantorovich hypothesis (22) is true for some Xo E UO(xo,a')
at which F' (xo) is invertible. Th en (7) is true for al1 r E [O, a). Moreover if there exists a

minimum nonnegar íve number r" E [O, a) satisfying the inequality

It follows from (13), (16) and (17) that

where

IIB(xot l F (x ) 11 :::; Ilx- xoll + IIB(xot l Bllllx- xoI1 2+ Ilxo- P(xo)11 :::; r + br2 + Ilxo- P(xo)1l

(17)

It follows from the Ban ach Lemma on invert ible operators [4], [8] th at F'(x ) = B(x)

is invertible on U(xo,r ) .and
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(iii) g(rk) :::; Oand g(rk) = Oif q = O (rk = Oin this case).

(ii) if q E [O, 201-5
] then rk ~ a;

(25)g(r) = 2b2r3 - 2b(3 + q)r2+ (1+ q)r - Ó,

Remark 2. Descar te's rule of signs the equatio n g(r) = Ohas three positive zeros or one.

Let s denote the smallest such zero in either case. We note that equation (25) can have

zeros in [O,a) even if g(a) < O. However it is simple algebra to check that g(a) < O. Hence

we can set r* = s in this case.

Remark 3. Another approach will be to define the function gl on [O, + 00) by gl(r) =

- 2b(3 + q)r2 + (1 + q)r - Ó. We note that by (25) gl(r) ~ O for all r E [0 ,+00). Th e

discrimin ant of this quadra tic polynomial is nonnegative if q E [O, 2"I- 5] . Let ti :::; t2 be

the real zeros of th e equation gl(1' ) = O. Th en we easily deduce t i < a. Hence in th is case

set r" = t i in Theorem 4.

Te Newton-Kantorovich Theorem [4], [8J for equat ion (12) asserts that if hypoth esis

(22) is satisfied the n XO E U(xQ,rk) where rk = I-~ . We easily show:

(i) if q E [O, 201-5
) the n rk < a;

then the conc1usions oETheorem 1 Iot equation (12) and iteration (2) are true.

Proof. It follows immediately from the aboye discussion, the proof of Theorem 1 and the

observation that (24) is true if g(rO) ~ Owhere 9 is a function defined on [O, + 00) given

by

At the end of this study we provide an example where XO E U(xQ, rk) ~ U(xQ' td.
R emark 4. Theorem 4 is a crude applicat ion of Th eorem 1. In practice one hopes that

(7) will be satisfied in cases that do not imply the Newton-Kantorov ich hypothesis (22).

Exam ples where Newton 's metho d converges but (22) is violated were given in [6], [7] for

scalar or systems of real equatio ns and in [1], [3], [4] for quadratic integral equations un

various Banach spaces. See also the example that follows.

R emark 5. Concluding we note that both Newton-Kantorovich and Theorem 4 apply if

conditio n (22) id satisfied. However the balls centered at the same poin t XQ that contain

the solution X O are not of the same radius.

Let us consider the ring U = U(xQ, 1'0)- U(xQ, rk) # 0 then there exists a starting point

WQ f/; U(xQ,rk) such that Newton's method converges. However the Newton-Kantorovich

Theorem [4], [8] does not guarantee convergence in this case. Hence there exists a region

of accessibility for the convergence of Newton's method that is missed by the Newton­

Kantorovich Theorem [1], [3], [4], [5], [8], [9], [lOJ . We confront such a case in the example



q = .0735826, Tk = .1954752, tI = .242025 = r " and C(T') = .2074761.

IIP'( l) -111 ~ 1.3836213, a = .8513131, b = ó ::; .1918106,

in the space E2 = El = G[O,1J of all funct ions continuous on the interval [0,1] with norm

(27)

(26)

1
1 S

B (x , x )(s) = '\x (s ) - x (t )dt° s + t

Then B is a symmetric, bounded, bilinear operator on El with

and

IIBII = 1,\1 max I ( 1_ s_dtl = 1,\1In2. (28)
s,te lo,I) Jo s+ t

Note th at the choice of B given by (27) is indeed a special case of equation (12).

Th e values of b,s for various choices of xhave been given in [1], [3], [4], [5], [9J and the

references th ere .

Choose as an example xo(s) = y(s) = 1 for all s E [0, 1], ,.\ = 2, then from (22), (23),

Remark 3, (30), we obtain

°::; k(s , t ) ::; 1, k(O, O) = 1 and k(s, t) + k(t, s) = 1, s, t E (0,1 ].

1 [ fal S 11 S ]B (x , y) = - ,\ x(s) - y(t )dt + y(s) - x (t )dt .
2 os+t o s+ t

The function y(s ) is a given continuous function defined on [0,1], and x(s ) is t.he

unkn own function sought in [0,1].

Equations of this type are closely related with the works of S. Chandrasekhar [5], (No­

bel prize of Physics 1983), and arise in the theories of radiative tr ansfer, neutron transport

and in the kinetic theory of gases in connection with the problem of determination of the

angular distri bution of the radiant flux emerging from aplane radiation field [1], [3], [4],

[5], [9J .

To app ly Theorem 4 we need to compute band ó initially, For example choose K (s , t ) =
s

--, K(O, O) = 1, s , t E (0,1], and define
s+t

IIxll = max Ix(s)l·
selo ,I)

Here we assume that ,\ is a number called the "albedo" for scattering and the kernel

k(s, t ) is a cont inuous function of two variables s, tE [0, 1] satisfying

P (x )(s) = y(s) + '\x(s) l k(s , t )x(t)dt - x(s) = °

that follows.

Example. Special cases of (12) are quadratic integral equations of the form



Al! hypotheses of Th eorem 4 are satisfied for r ' = ti and U(xQ, rk) ~ U(xQ , ti) (also

see Remark 5).

Final!y the results of T heorem 4 can be extended to include polun omial operator

equat ionsof degree k E N given by

F(x ) = Mo + MI(x) + M2(x ,x ) + ... + Mk(x ,X, ...x) - X = O,

where Mi is a bounded, symmetri c i-linear operator (i = 1,2,...,k) and Mo E El is fixed

[1], [2], [4], [8], [9]. For the computational details in deriving th e crucial functions c(r )

and h(r) in th is case we refer the reader especial!y to [2].

Conclusion

We provide sufficient conditions for the convergence of Newton-like methods to a

locally uniqu e solut ion of an equation on a Banach space. We use the concept of the

degree of logarithmic convexity in connection with the fixed point t heorem to extend the

region of convergence given so far for these metho ds. In the case of quadratic equations

we find a ring that contains accessibility points foe Newton's method lying outside the

sphere of convergence given by the Newton-Kantorovich Theorem. Some applicat ions of

our results to the solution of quadratic integral equations app earing in radiative transfer

in connection with th e problem of determination of angular distribution of th e radi ant

flux emering from a plane radiation field are given. Relevant work can be found especially

in [1], D, [5], [9], [10].
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Abstraet

1. Introductión

(1)

(2)(n ~ O) .

v(x) = x - F(x),

93

F(x) = x

jl(x) = [I - F'{P(x)}¡-r,

Accessibility of solutions of equations on Banach spaces

by a Stirling-like method

Department of Mathematics, Cameron University. Lawton, OK. 73505, U.S.A.

Ioannis K. Argyros

In this study we Use a Stirling-likemethod to approximate a locally unique fixed

point of a nonlinear equation on a Banach space, We use the concept of logarithmic

convexity to find a ball containing the solution. We show that our ball includes

convergence ba1ls found in earlier results. Consequently, there exist infinitely many

new starting points from which the fixed point can be accessed.

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 54 (1999)

Here P : D e E -. E is a continuous operator and P(x) denotes the Fréchet­

derivative of operator F [3] , [5]. Special cases of (2), namely Newton's method {P(xn ) =
Xn (n ~ O)}, the modified form of Newton's method {P(x n ) = Xo (n ~ O)} the ordinary

Stirling method {P(xn ) = F(x n ) (n ~ O)},have been studied extensively [1]-[6]. Stirling's

method can be viewed as acombination of the method of successive substitutiones and

Newton's method. In terms of the computational effort, Stirl ing and Newton's method

require the same computational cost o

In thís study we are concerned with the problem of approximating a locally unique fixed

point x" of the nonlinear equation

where F is a nonlinear operator defined on a closed convex subset D of a Banach space

E with values on itself.

We define the functions

and we propose the Stirling-like method



(6)

(7)

(8)

(3)

(10) [or all x, y E D.
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1I F' (x)1I :5a < 1,(9)

G(x ) = x - ¡..t(x)v(x) .

1I F'( x ) - F' (y) 1I :5 bllx - yll.

(a) F is twice continuously Fréchet-differentiable on D, and

assume:

then equation g(T) = °has two nonnegative zeros denoted by TI , and TZ, with TI :5TZ.

Define also

Finally, set :
1

e = bllv(xo)1I (5)

We now state and prove the main semilocal convergence theorem for method (2).

Theorem 1. Let F ,P, be continuous opemtoTS defined on a closed convex subset D

of a Banacñ space E with values on itself POT a E [0,1 ), b 2: O, and xjJ E D be fixed,

g(T) = b(l + a)TZ - [(1 - a)Z - bllv(xo)]T + (1- a)lIv(xo)lI , (4)

Let a E [0,1), b 2: O, and Xo E D begiven. Define the real function 9 on [O, +00), by

2. Convergence AnaIysis

It can easily be seen, that if

and set

We then use the degree of logarithmic convexity of G which is defined to be Fréchet­

derivative G' of G, [3], [4], [5] .

Finally, we complete our study with an example where our results compareJavorably

with earlier ones.

In this study we provide sufficient conditions for the convergence of method (2) to

x' . Moreover we find a ball centered at a certain poiri.t Xo E D inc1uding same center

convergence balls found in earlier works (see 2], [3], [6], and the reference there) . Conse­

quently, we fins a ring containing infinitely many new starting points from which z" can

be accessed via method (2).

To achieve this goal we define the operator G : D -> E by



uihete

In particular for x E U(xo,1') , (19), th e choice of r E l , and the estirnate

(20)

(19)

(12)

(14)

r E l .

P(x ) E U(xo,1') ,

(13) fOT all x E U(xo,1' ).

(11)

95

Ilxo - G(xo)11
r ~ 1 _ h(T) ,

b
IIG'(x)1I ~ (1 _ aFllv(x) 1I ~ h(T) < 1,

IIx - P(x )1I ~ IIv(x)lI,

II P'(x)1I s a,

Then, the following hold:

we obtain (14).

(ii) It follows frorn (4) that

IIv(x)11 = 11 (x - xo) + v(xo) + [F(xo) - F(x)]11 ~ l' + II v(xo)1I + cr,

Proof:

(i) By differentiating (3), we obtain in turn for x E D

G'(x ) l -¡i(x )v(x ) - J1. (x )v' (x ) = l + J1. (x )F"{ P(x )}P'(x )J1.v(x ) - J1.( x)[l - F'(x)]

J1. (X)[J1.-I (X) + F"{P(x)}P'(x)J1.(x )v(x ) - l + F'(x )] (18)

J1.( x )[F'(x ) - F'{P(x)} + F"{P(x )}P' (x)J1.(x )v(x )]

IIxn - z" ] ~ hn(T)T, r E l (16)

IIxn+l - x'l l ~ - b-[lI xn- P(xn)II+ II P(xn)- x*llJ ll xn- x' lI ~ b;t+
2ajll

xn_ x*1I 2
(17)

l- a 1-a

Using (9)-(13) and the Banach lernrna on invertible operators [5] we obtain frorn (18)

. b
h(T) = [(1 + a)T+ II v(xo)11 ] (1 _ aF (15) f OT all l' E l .

(ii) Ii eraiioti {xn}(n ~ O) , generated by (2) is well defined, Temains in U(xo, 1')(1' E 1) [or

all n ~ O and cotnierqes to a fixed point x' of G in U(xo,TI) which is unique in U(xo,1'4) ,

uihere 1'4 E [1'1, 1'5) and 1'5 = rnin{T2,T3 }'

Moreouer, the following estimates hold fOT all n ~ O:

(i)

(b) U(XO,T) = {x E Elll lx - xoll ~ T} ~ D fOT any r E L, iohere l is given by (8).

(c) c < d, uihere e, ti are given by (5), and (6), respectiuebj.

(d) P is continuously Préchet-differentiable on D , and



(23)

(21)r E l

Xn - x· - J-l (xn)v(xn) = J-l(xn)[J-l-l (xn)(Xn - z") - v(xn)]

J-l(xn )[F(xn) - P(x' ) - F' {P(xn)}(xn - x")] (24)

Xk E U(xo, r )

Xn+l - z"

Using (2) and part (i), we obtain in turn

IIx" - y" 11 = IIG(x") - G(y")II:::; sup IIG'(y)lIl1x" - y" 11 :s h(r)lI x" - y" 11
ye [x· ,y· )

But we can also have by (11) and (23) that for alJ n ~ O

IIXn - P(xn)1I = IIxn - z" + P(x· ) - P(xn)1I :s (1+ a)lIxn - x· 1I (25)

II P(xn) - x· = II P(xn) - P(X' )11 :s allxn - x' lI (26)
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IIxn+1- xnll IIG(xn) - G(xn-d ll :s SUPye[xn_l'Xn] IIG'(y)lI l1 xn - xn- l ll

< h(r) lIxn-xn-dl, (22)

IIxn+l - xnll :s h(r) lIxn - xn-dl :s ... :s hn(r)lIxI - xoll = [1- h(r )]hn(r )r,

That is, we showed (16) for ail k E N. Moreover by (22), we have for n, m E N

Hence we can get

IIxI - xoll = [1 - h(r) ]r :s 1', r E I

Estima te (17) now follows frorn (24), (25), (26) and the approxirnation

F(xn) - F (x' ) - F' {P(xn)} (xn- XO ) = l [F' (txn+TXO)- F' { tP (Xn)+TP(Xn)}](xn - xO)dt

(27)

and for r E I

which shows z " = y".

Furthermore by Jetting m --+ 00 in (23) we-obtain (16). Finally by (2) we obtain for

all n ~ O

which shows Xl E U(xo,r ) and (16) for n = 1. Assurne that, for k = 1, 2..., n , we have

Estirnat e (23) shows that {xn}(n ~ O)-is a Cauchy sequence in a Banach space E , and

as such it converges to sorne z" E U(xo,r) (since U(xo, r ) is a closed set) . Because of the

continuity of F, F' ,P and (2), we obtain P(x" ) = z", G(x" ) = z" and F (x" ) = z",

To show uniqueness, Jet y" be a fixed point of G in U(xO,r4)' Then using (14) we get



0= x" E U(xo, ro) = [-0.1405329, 0.4197855J ~ (- 0.1470138,0.4262664) = UO(xo,r3)'

(31)

(30)

(28)

(29)

(33)

(x E D)

d _ 2(1- a).
0- 1+2a'
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where

(32)

P(x) = F(x) j

c < do

Then the following hold:

That is there are infinitely many new starting points in UO(xo,r3)- U(xo, ro) for which

iteration (2) converges to z " but T heorem 2 does not guarant ee that, whereas T heorem

1 does.

Proof. Estimates (32) and (33) follow immediately by the definit ion of r l, ro, r3 and (31) .

Remark 2. Let d2 = min{d l, d, do}, under the hypotheses of T heorems 1 and 2. Th en

the conclusions of the proposition hold. This observat ion just ifies the claim made at the

introduction.

We complete this study with an example.

Example. Let E = R, D = [7,¡], P(x) = F(x) = ~ sin x.

For Xo = 0.1396263 ~ 8°, we obtain d = 3-~V2 = 0.0428932 , do = ~ = 0.5, dl = ~ =

0.0357143, a = b = ~, v(xo) = IIxo - F(xo)11 = 0.0700397 , c = 0.0350199 , ro = 0.2801 592

and ra = 0.2866401. With the above values the hypotheses of Th eorem 1,2 and th e

Poposition are satisfied. Hence we get

2c
U(xo, ro) ~ D, where ro = b(! _ a)' for b i= O.

Then Stirling 's iteration {xn }(n ~ O) converges to the unique fixed point z" of F in

U(xo, ro) at the rate given by (17).

Remark 1. Favorabl e comparisons of Stirling's over Newton's method have been rnad e

in [2], [3], [6J and the references there.

Proposition. Under the hypotheses of Theorems 1 and 2, assume:

(1- a)3
c < 3 = dl'+ a

where T = 1 - t .

We now state the following theorem for comparison {see [2], [3], [6] and the references

there for a proof) .

Theorem 2. Let F be Frchet differentiable on D ~ E. Assume:

(al) Condition (a) holds;

(bl )
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Error bounds for the Halley-Werner method in Banach spaces

Ioannis K. Argyros

Department of Mathematics. Cameron University. Lawton, OK. 73505, U.S.A.

Abstract

We approximate zeros of nonlinear operator equations in a Banach space setting

using Newton-Kantorovich assumptions and the majorant theory for the Halley­

Werner method. Error bounds are improved ayer earlier ones under weaker as­

sumpt ions. :

1. Introductión

,
Let El. E2 , be Banach spaces and let U(xo, R) denote the closed ball with center Xo E El

and of radius R ;::: Oin El, Suppose that the nonlinear aperator F defined on sorne convex

subset D of El containing U(xo, R), with values in E2 , is twice Fréchet-differentiable at

every interior point of U(xo, R) and satisfies the canditions

II F' (x + h) - F'(x) 11 ~ A(r,lIhlD, (1) 11F"(x)1I ~ M, (2)

II F" (x + h) - F"(x)11 ~ B(r,lIhll), (3)

for all x E U(xo,R) , O~ r ~ R, O~ IIhll ~ R - r

Here A, B, are nonnegative and continuous functions such th at if one of the variables

is fixed, then they are nondecreasing funct ions of the other on th e interval [O,RJ.

Moreover we assurne that aA~~,t) is positive, continuous and nond ecreasing on [O, R-r],

with .4(0, O) = O.

Note that by setting for all r, Il hll,.4(r, Il hll ) = cllhll for sorne e > O, we obtain the

usual Lipschitz conditions on F' (see [4], [9]), whereas for .4(r, IIhll) = e(r)llhll we obta in

sorne generalized conditions considered also in [9], but for Newton 's rnethod. Condi tions

of the forrn (1) we also considered in [22], for Newton's rnethod.

We denote by F'(xn ) and F" (xn ) the first and second Fréchet-derivatives of F eva­

luated at x = xn . Note that F'(xn ) is a linear operator, whereas F"(xn ) is a bilinear

operator for aH n ;::: O, [2], [3].

Let Xo E El be arbitrary and define the Halley-Werner rnethod on E l for all n ;::: Oby
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(7)

(9)

(8)

(14)

(13)

(12)

(10)

(11)

> I _ (3Mr¡2
t l _ so - 2 _ {3M r¡ 'So ;::: r¡,

F (x ) = O
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1
C(r) = Mlal .

1- --D(r)r
2

Sn+I = tn+1+ D((tn+¡)P(tn,s.,},

tn+2 = Sn+1 + ~D((tn+¡)C((tn+¡)M(Sn+I - tn+I ) 2 ,

T (r ) = tI + D(r ) [J; A(r, t)dt + A(r, t )r + ~C(r)D(r)MrJ; A(r, t )dt

+ r;C(r) J; B (r, t)dt + lat C(r)M] ,

We can now prove the main result :

P(tn, sn) = J;:+I A(sn, t )dt + A(tn, Sn - tn)(tn+1- sn)

+~C(tn)D(tn )M (sn - tn)s: A(tn, t)dt

+ I ~I C(tn) Jt:"B (tn, t)dt(sn - tn)2.

Fur thermore, we define the function T on [O,RJ by

where

and

where

the scalar iterations for all n ;::: O

It is convenient to introduce the constants

2. Convergence Analysis

Using the majorant theory, we will show that under certain Newton-Kantorovich as­

sumptions on the part (F,xo) the Halley-Werner meth od converges to a locally unique

zero x· of the equation (7). Wew also provide upper bounds on the distances IIxn- x' lI
and IIYn- x'lI for all n ;::: O. Finally, we show that our results improve earlier ones [l1J-[22].

Xn+1 = Yn - ~J'(Xn)-1 [1- ~H(Xn'Yn)rl F"(xn)(Yn - Xn)2. (6)

Halley method has a very long history. One can refer to [5], [6], [9], [12], [14], [15],

[17], [20], [21], and the references there for some background.

In this study we are concerned with the problem of approximating a locally unique

zero x· of the equation
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T hen

(i) the scalar sequence {tn} (n 2: O) defined by (9)-(10) is rnonotonically increasing and

bounded aboye by its lirnit R¡ for all n 2: O.

(ii) the Halley-Werner method {Xn} (n 2: O) generated by (4)-(6) is well defined, rernains

in U(xo, R¡) for all n 2: O and converges to a unique zero z" of equation F (x ) = O in

U(xo, R ).

Moreover , for all n 2: O, the following estirnates are true:

(19)

IIYn- z"] :s R¡ - Sn, (21)

R¡ :s R. (16)

Mlal,BR¡
2[1 - ,BA(O, R¡)] < 1, (18)

,B iR-RR A(O, t)dt < 1.
- I R ,

T(R¡) :s R¡, (15)

. ,BA(O, R¡) < 1, (17)

(d) th e following estirnates are also true:

Proof.- (i) We will show that sequence {tn } (n 2: O) is rnonotonically increasing and

bounded aboye by R¡ and as such it converges to R¡ (by (e) and (15)). From (8)-(10)

and (16) to :s So :s t¡ :s S¡ :s t2. By assurning tk :s Sk :s tk+¡ , k = O, 1, 2,..., n, we obt ain

tk+¡ :s Sk+¡ :s tk+2 frorn (9), (10) and th e hypotheses on A and B. Hence, {tn} (n 2: O)

is rnonotonically increasing . Frorn (8) and (16) to :s t¡ :s R¡, and frorn (10) for n = O,

t2 :s T(R¡) :s R¡. Let us assurne th at tk :s R¡ for k = O, 1, 2,...,n+1. Th en frorn (9)-(10)

we get in turn

tn+2 tn+¡ + D(tn+l [P(tn, sn) + ~C(tn+lM((Sn+¡ - tn+¡)2] s

:s tn+¡ + D(R¡) [P(tn, sn) + ~C(R¡)M( (Sn+¡ - tn+¡)2] :s .. ..

:s t¡ + D(R¡) [~J.~i+1 A(Si, t)dt + A(R¡,R¡)~(ti+ ¡ - Si) + ~C(R¡)D(R¡)MR¡

1 n ,. . [e] n ]
+ 2D(R¡)Ri~ Jti•B (ti ,t)dt + 2 C(R¡)M~(Si+ ¡ - ti+¡)2 s T(R¡) s R¡

and if R =J R¡ is

Theorern' 1.-Let F : D e E¡ -+ E2 be a nonlinear operator defined on sorne convex

subset D of a Banach space E¡ with values in E2•

Assume:

(a) F is twice Fréchet-differentiable on U(xo, R) ~ D for sorne Xo E d, R 2: O, and

satisfies condit ions (1)-(3).

(b) th e inverse of the linear operator F'(xo) exists .

(c) there exists a minirnurn nonnegati ve nurnber R¡, with
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then, for al! n ~ O

(30)

(28)

We have also used the estimates

Ilxn+! - xo¡1::; Ilxn+! - Yo ll + lIyo- xo ll ::; Ilxn+l - Ynll+ II Yn - Yo ll+ Ilyo- xoll
::; .... ::; (tn+1- sn) + (sn - so) + So = tn+1 ::; R1,

Hence, (27) is true.

From (4), (22) and (27)

IIYn+1- xn+lll ::; IIF'(xn+d- 11l'II F(x n+I)IIP(tn, sn) = Sn+l - tn+1 ·

R(xn+d = ¡¿¡r(Yn + tJ1.n) - F' (Yn)]J1.ndt + (F'(Yn) - F'(xn))J1.n

+~ [1 - Hzn] - lF' (Xn)- 1F"(Xn)Zn ¡d[r(xn + tzn) - F'(xn)] zndt (29)

+11 - ~H(xn' Yn) - l] ¡d[F" (Xn + tzn) - F"(xn)](1 - t)z~dt.

II Yn - xnll ::; Sn - tn (n ~ O), (22) IIF(xn)11::; P(tn- 1, sn-d (n ~ 1), (23)

IIF'(xn+d-11l < D(tn+!Y (n ~ -1), (24)

[e] lal2 I1 H(xn,Yn)1I ::; 2 M D(tn)(sn - tn) < 1. (25)

From (2), (6), (23) and (24), we obtain

IIxn+l - Yn ll ::; ~ I I F'(Xntl ll l l l - ~H(xn' Yn)-I IIIIF"(xn)IIII F( xn) 11

{3 M
::; 2[1 _ (3 A(O, tn)] C(tn)P(t n- 1, Sn) = tn+1- Sn '

IIYn+l - xo ll ::; IIYn+1 - Yoll + lIyo- xoll ::; IIYn+1 - xn+dl + II xn+! - Ynll + IIYn - Yo ll
+lIyo- xoll ::; .. .. ::; (Sn+l - tn+¡) + (tn+l - sn) + (s, - so) ::; Sn+l ::; R1·

(31)

IIF(xn+dll ::; { "H A(sn, t ) + (tn, Sn - tn) + I ~I C(tn)D(tn)M( sn - tn)1:"A(tn,t)dt

+~C(tn) { " B (tn,t )dt(sn - tn)2 = P(tn, Sn )'

we obtain by using the t riangle inequality in turn

Hence, (21) is true.

Putting J1.n = Xn+l - Yn, Zn = Yn - Xn , from. (1)-(6), (8)-(12), (22)-(24) and the

approximat ion

Hence, {tn} (n ~ O) is bound ed aboye R1 • Moreover tk ::; Sk ::; tk+l ::; R1 for al! k ~ O.

That completes the proof of part (i) (ii) Wew will show that if



Hence, (28) is also true.

Moreover, fram (1), (8), (17), (30) and the estimate

it follows from th e Banach lemma on invertible operators [13] th at F'(Xn)-1 exists and

for aH n ~ 1

IIF'( )-111< IIF'(xo)-111 ( )
X

n
- 1 _ 11F'(xo)-III ·IIF'(xn ) _ F' (xo) 11 ~ D t.; ,

Furthermore, from (2), (18), (22), (24) and the estimate

it follows that 1 - ~H(x n , Yn) is invertibl e, and for all n ~ Owe obtain

Hence, th e iterates generated by (4)-(6) are well define~ for all n ~ O. Also, by (26),

(28) and for all n ~ O, we obtain

IIYn+1 - Ynll ~ Sn+l - Sn· (32)

It now follows from (32) and (i) that the sequence xn(n ~ O is Cauchy in a Banach

space , and as such it converges to sorne x* E U(xo,R¡), which by taking the limit as

n ----> 00 in (4) becomes a zero of P, since F(x*) = O. Moreover, by (30) and (31)

xn, Yn E U(xo,R¡) for all n ~ O. Th e est imates (20) and (21) now follow from (32).

Finally to show uniqueness, we assume there exists another zera Y* of equation (7) in

U(xo,R). Then fram (1) and (24), we obtain by (19)

IIF'(xotllllllF'(Y*+ t(x* - yO)) - F'(xo)ll dt

.~ fal A (O, (1 - t)llxo - y*JI + tllxo - x* 11) dt < 1.

It now follows from the aboye inequality that the linear operator

fal F' (y*+ t (x* - y*))dt

is invertible, and with the help of the appraximation

F(x*) .. F(y*) = l F' (y*+ t(x* - y*))(x* - y*)dt

it follows that x* = v' . that completes the proof of the theorem .
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Remarks.- (a) From the estimates

(33)

e= 1 - V1 - 2h
-1-+-y-'=1=-=2=h'

104

1 - vT=2h
rl = h 7) ,

Fl (x) = F (x) + Q(x) = O,

()
1 2 1 7)

9 t = - K t - - t + -
2 {J {J'

Moreover , we define

where E is a nonnegative and continuous function of two variables such that if one of the

variab les is fixed, then E is a non-decreasing function of the other on the inte rval [O,R].

Note that th e differentiability of Q is not assumed here. Replace F in (2) by Fl and leave

the Fréchet-derivatives as they are . Define the sequences {En} and {Sn } (n 2: O) as the

corresponding {tn } and {s- } (n 2: O) given (9) and (10) repectively. Th e chan ge wil! be

and extra term of the form E (tn, Sn - tn) add ed in the definition of P(tn, sn). Define TI

by T in (13) th e insert inside the bracket the term E(r,r) . Then fol!owing th e proof of

the aboye theorem step by step we can show a similar theorem with identical hypotheses

and conclusions, but holding for equation (33) . (See also [4], [9], [22]) (e) Fol!owing th e

proof of th e th eorem, we can show the result (see also [9]):

Theorem 2.- Let F.D e E l -> E2 , E l , E2 be real Banach spaces, and D be an open

convex domain. Assume that F has 2nd order continuous Fréchet derivatives ori D and

that, for x, y E D and U(Yo ,rl - 7)) e D, the following condit ions are satisfied:

IIQ(x + h) - Q(x)1I :::; E (r, IlhlJ) , x E U(xo, R) , O:::; r :::; R, O:::; Ilhll :::; R - r

IIF' (x) - F' (y)11:::; odlx - yll, IIF" (x) ll :::; M , II F" (x) - F" (y)11:::; N llx - yll,

[
(2 + a)M2 2N ]1/2

II F' (xo)- l ll :::; {J , lIyo - xo ll :::; 7), 2 _ a + 3(2 _ a{J) :::; K,

{
0.485... i] O:::; a :::; 1

h = K {J7) :::;
0.5 i j 1 < a:::; 2

IIYn+l - Yol l :::; IIYn+l - xn+lll + II xn + 1- Ynll + IIYn - Yoll

:::; (Sn+1 - tn+¡) + (tn+1 - Sn) + (Sn - so) :::; Sn+l - 7) :::; R l - 7)

with F as before and Q satisfying an estimate of the form

it fol!ows that xn,Yn E U(Yo , R l - 7)) for al! n 2: o. Note also tha t R l is the unique

nonnegative zero of T (r ) - r = O in [O,Rll by (15). (b) We can use the Hal!ey-Werner

method to approximate nonlinear equations with nondifferent iable operators. Indeed

consider the equat ion



g(r)
< - -­
- g'(r)

or

tó= O,

A(r, Il hl l) = sup II F' (x + h) - F'(x) ll ,

D(r ) [faTA(r, t)dt + A(r, t )r + I~I C(r)D(r )Mr lo' A(r,t)dt ] :S sl - t l , or

IIF'(x ) - F' (y)11 :S q(r)llx - yll·

for al! r E [O, rnin{rl ' R¡}], alt hough the details are left to the motivated reader.

(e) By Theorerns 1 and 2, we conclude that under the order of convergence for t he Hal!ey­

Werner rnethod is three, whereas for Newton's met hod is only two, [4], [13].

(f) Similar theorerns can be proved if Ilhll in (1) and (3) is replaced by a Hlder condit ion

of t he forrn IIhllP for sorne p E [0,1], [9].

(g) The function A, for x, y E U(xo,r ) and IIh ll :S R - r , can be chosen as

l
T+llhll

A(r, II hl l) = T q(t)dt

B (r, Ilhl l) = sup IIF"(x + h) - F"(x )lI ·

Other choises are to be equal to the usual Lipschitz or P ták-like condit ions usual!y

irnposed on F (see, e.g. [4], [9], [22]). Other choises are also possible.

One can refer to [9] for sorne possible app licat ions of these ideas to th e solution of

integral equa tions.
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where q, for x, y E U(xo,r) , is a nondecreasing funct ion on th e interval [O,R], satisfying

th e condit ion

Sirnilarly, the funct ion B , for x , y E U(xo,r) and IIhll :S R - r , can be given by

t i = S i _ ~ (SI _ tl)2 g'(t~tlg"(t~)
n+ ! n 2 n n a

g'(t~) - 2 h(t~ , sA)

(d) Several sufficient cond itions can be given to show that under the hypot heses of The­

orerns 1 and 2, is S n - t« :S s~ - t~ for al! n ~ o. One such condition can be

I I g(t~ )
s n = t n - g'(tA) '

and for al! n ~ O

where

where r l is the srnal!est zero of the equation g(t) = O. Then the Hal ley-Wer ner method

(4)-(6) is convergent . Also xn,Yn E U(Yo, r l - 1]), for al! n E No. The lirnit z " is the

unique zero of the equ ation F(x ) = Oin U(xo,r;) , rl :S r; < r2 if o: = J( ; or M = J( and

r; = r2 if o: < K , or M < K.

Moreover , we have t he fol!owing error est imates and optimal error constants for al!

n ~ O:
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3. A p plications

we see th at hypotheses (2) can be replaced by the weaker one, given by

(35)

(34)

II xll = max Ix(s)l·
0$ s9

P(x ) = B (x ,x) + L(x ) + z,

x (s) = y(s) + AX(S) f q(s, t)x(t)dt,

in the space E¡ = G[O, 1] of all continuous functions on the in'terval [0,1], with norm

where E, L, are bound ed quadr atic and linear operators respectively with z fixed in R¡.

We then have that P'(x ) = 2E(x) + L and P" (x ) = 2Q. Hence we get M = 211EII
and N = O. Int egral equations that can be formulated in th e form P(x) = O, have very

important applications in radiati ve transfer, [2], [3], [9], [10] ,

As a spedific example, let us consider the solut ion of quadratic integral equat ions of

the form

IIF"(x)1I ~ M ".

(i) O~ q(s, t ) ~ 1, 0< s.i ~ 1, q(O, O) = 1;

Here we assume that A is a real number called "albedo" for scattering and the kernel

q(s, t) is a cont inuous function of two variables, with O < s, t < 1, and satisfying the

condit ions:

IIF"(x)11~ II F"(x ) - F"(xo)11+ IIF"(xoll ~ B(R¡O)+ IIF"(xo)11= M" ,

In this section we will give an examp le for Theorem 2, when a = 1 (similarly we can work

for Theorem 1). We first note th at by eliminati ng Yn(n ~ O) from approximations (2)-(4)

we can obt ain the method of tangent hyperbolas (or Chebysheff-Halley) which has been

extensively st udied in [1], [5], [6], [9] , [12], [14], [15], [17], [18], [20], [21] . In all bu t our

references it is assumed that N > O, which means th at th eir results cannot apply to solve

quadratic operator equations of the form

(j) The Lipschitz condition (3) can be dropp ed, but the order of convergence will be slower

(see also [5], [9]).

(h) Finally, if the right hand sides of conditions (1) and (3) change to, and B (r, r + IIhll)
a new theorem similar to Theorem 1 can then follow immediat ely. Remarks similar to

(a)- (g) aboye for the new condit ion can then follow also.

(i) Using the est imate
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(ii) q(s, t) + q(t, s) = 1, O< s, t ~ 1.

a = M = 21>-1 max 1e_s_1= 21>-1 In 2 = 0.34657359,
O:,: s$l Jo s + tN =O,

s
q(s,t ) = s + t

Note that q(s, t ) so defined satisfies (i) and (ii) above.

Let us now choose >- = 0.25, y(s) = 1 for al! s E [0,1]; and define th e operator P on

El by

fa
l S

P(x ) = >-x(s) -" - x(t )dt - x(s) + 1.
o s + t

Note that every zero of the equation P(x ) = 1 sat isfies the equation (35).

Set xo(s) = 1, use the definition of th e first and second Frechet-deivativ es of the

operato P to obtain using and the theorern,

K = M-J3 = 0.600283066, (3 = IIP'( lt l ll = 1.53039421,

1J? II P' (lt l P (l )11? (3)-In 2 = 0.265197107, h = 0.243628554 < 0.5,

T I = 0.3090766, r2 = 1.867984353, B= 0.16549951.

(For detal!ed computations, see also [2], [8], and [10]).

Therefore accord ing to Theorem 2 equat ion (35) has a solut ion x ' and the two-point

method (4)-(6) converges to x '. Note that the results obtained in [1], [12], [14], [15], [17],

[18], [20], [21], cannot apply here, since N = O. For Th eorem 1 we can take A(T,t) = ca
and B (r , t ) = O for al! r E [O, R]. Th e computational details for this case are left Lo the

motivated reader.

The function y(s) is a given continuous funct ion defined on [0,1], and final!y x(s) is

the unknown funct ion sought in [0,1].

Equations of this type are closely related with the work of S. Chandrasekhar [lO]

(Nobel prize of physics 1983), and arise in the theories of radi ativc transfer, neutron

tr anspo rt and the kinetic theory of gasses, [2], [3], [9], [10] .

There exists an extensive literature on equations like (36) under various assumptions

on the kernel q(s, t ) and >- is a real or complex number. One can refer to the recent work

in [2], [3], [9], and the reference there. Here we demonstrate that te theorem via t he

iterative procedure (4)-(6) provides existence results for (35).

For simplicity (without loss of generality) we will assume that, for al! O < s, t ~ 1,

q(O, O) = 1,
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Abstract

(1)

(3)

111

F(x) = O.

(2)

for sorne arb it rary Xo E D and for all n ~ O. The linear operator F'(x n ) is the Fréchet­

derivati ve of F evaluated at x = X n .

Using the majorant method we will show that under eertain assumptions of the pair

(F,xo) th e point Newton method defined by (2)-(3) converges to a locally zero x " of

Pták error estimates are obtained for a two point Newton method of order four

in Banach spaces using the majorant method.

In this study we are concerned with the problem of approximating a locally unique zero

z" of the equation

Ioannis K. Argyros

Department of Mathematics. Cameron University. Lawton, OK. 73505, U.S.A.

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 54 (1999)

On a two-point Newton method in Banach spaces and the Pták

error estimates

in a Banach spaee E¡, where F is a nonlinear operator defined on sorne convex subse t D

of El with values in a Banach space E2 •

P ták, Potra [7], Zabrejko, Nguen [8], Argyros [1], [2] , [3], and others have used the

method of "cont inuous induct ion" to find error estimates for single-step Newton 's as

well as Newton-like methods under various Newton-Kantorovich-like assumptions. This

method is based on a special variant of Banach 's closed graph theorem.

The eonvergenee analysis for multistep meth ods is less developed, although the funda­

ment al theory was introdueed several years ago (see [5], [6], and the references there) . Th e

reason is that the expresion F( x ) cannot easily be dominated (in norm) by a real sealar

function. It is well known, from the efficieney index point of view [6], that multipoint

methods are faster than single-step methods.

In par t icular, in this study we consider a two-step Newton method of the form

1. Introduction



(4)

(9)

(11)

(10)B(w, tn, sn) = (Snw(t)dt - w(tn)(sn - t~),i:
and the function T on [O,RJ by

T(r) = So + D(r ) far w(t)dt.
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'vVe can now prove the main result:

Theorem l.-Let F : D e El ---+ E2 be a nonlinear operator defined on sorne convex

subset D of a Banach space El with values in a Banach space E2 • Assurne:

the scalar iterations

s~ = D(so)B(w, to,so), w(r) = lo' q(t)dt, si = D(tl)A(w, to, so, td (6)

where

where, for all n ~ O,

U(xo,R) ,= {X E Ellllx-xoll:S; R} ~ D.

Note that by setting q(r) = e for all r E [O, R], one can obtain the usual Lipschitz

conditions on F ' considered in [5], [6! .

It is convenient to introduce the function D(x) = : ( ) and the constans
. 1- w X

for all Xl , X2 E U(xo,r), O :s; r :s; R, and where q is a nondecreasing function on [O,R], for

sorne R> Owith

Let F : D ~ El ---+ E2, where D is a convex domain and Xo E D . We assume that the

Fréchet derivative of F satisfies the condition

2. Convergence Analysis

equation (1). We also provide Pták error estirnates on the distances Ilxn - z"] and for

all n ~ O, which are better than the ones obtained if standard Newton-Kantorovich

assumptions are required. The order of convergence is four in this case.

Finally, we study the problem when F is not Fréchet-differentiable.



(b) the inverse of the linear operator F' (xo) exists .

(a) F is Fréchet-differenti able on U(xo,R) ~ D , Xo E D , R 2: O, and satisfies (4).

(16)

(13)

(14)

IIYn - x'lI ~ R¡ - Sn'

W( x) = W(X)(tk+¡ - x )
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T (R¡) ~ R¡,

1
w(R) <~ .

(15)

(12)

rtk+l
.I (x ) = Jx w(t)dt,

. x

(c) the re exist s a minimum positive number R¡, with

from (7) we obtain in turn

Sk+¡ tk+l + O(tk+¡) [I( sk) - W (Sk) ] ~ tk+¡ + O(R¡) [I (sk) - W(Sk)] (17)

~ Sk + O(R¡)[I(tk) - W (Sk) - W(tk)(Sk - tk)] ~ Sk + O(R¡) [I(tk) - W(tk) ]

~ .... ~ So + O((R ¡)[I(to) - W(to)] ~ T (R¡) ~ R¡ by (13).

Hence, the sequences {tn}, {sn}(n 2: O) are bounded aboye by R¡, tha t completes the

proof of part (i).

Proof.

(i) It is enough to show that the sequence {sn}(n 2: O) is monotonically increasing

and bounded aboye by R¡ with R2 = R¡. From (5),-(8) to ~ So ~ t¡ ~ SI. Byassuming

tk ~ Sk ~ tk+¡ ~ S_k+l' (k = 0,1 , ..., n) we obtai n from (7) and (8) that th e sequences { tn }

and {sn} are monotonically increasing. Frorn (5), (7), (8), for n = O, (12) and (13) we

get to ~ So ~ t ¡ ~ S¡ ~ T(R¡) ~ R¡. Let us assume that Sk ~ R¡, (k = 0,1 , ...,n) .

Introdu cing the notations

(ii) The two-point step Newton method generat ed by (2)-(3) is well defined, remains

in U(xo, R¡) for all n 2: O, and converges to a unique zero x' of equat ion F (x) = O in

U(xo,R) .

Moreover, for all n 2:O, the following est imates are true:

(i) The sequences {tn } , {s-} (n 2: O) , defined by (7)-(8), respec tively are monotoni­

cally increasing and bounded aboye by their common limit R2 = R¡ for all n 2: O;

and R¡ also satisfies the condit ion

Then:



(19)

(24)(23)

(18)

IIF(Yk)1I s B(w ,tk, Sk), (20) IIF'(xk~dl s O(tk+d, (21)

IIF'(Ykt lll :::; O(Sk), for aH (O:::; k:::; n) (22)

Therefore by (3) and the aboye
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(H) . We will show that if

11 F(Yk)11 11 fai[F'(xk + t(Yk - Xk)) - F'(xd](Yk - xk)dtll

:::; t[W(Ttk + tSk) - W(tk)](Sk - tk)dt

l
sk

w(t)dt ~ W(tk)(Sk - tk) = B(w, tk, Sk) '
tk

IIxi - Yoll :::; IIF'(Yo)-lIlIlF(Yo)lI:::; IIF'(yo)-l IIIIF(yo) - F(xo) - F'(xo)(yo - xo)1I
:::; IIF'(yo)-llllllltlF' (xo + t(yo - xo)) - F'(xo)J(yO - xo)dtll

:::; O(so) t[W(TtO+ tso) -' w(to)](so - to)dt

< O(so) [f w(t)dt - w(to)(so - to)] = B(w, tO Iso) = ti - so·

which shows (23).

Similarly from the approxim ation

the condition (4) and the induction hypotheses we obtain

that (23) is true for k = O. Moreover from the identity

IIYk+i - xk+lll :::; Sk+l - tk+lfor all (k ~ O) (25)

From (3) (for n = O), (20), (2) (for n = O) and the result of the first Lemma in [9] we

obtain, with T = 1 - t

then

and



where we have also used the estima tes

(29)

(30)

1I
I( )-111 < IIF'(xot

1
1l ( )

F Xk+I - 1 -1IF'(xo)-IIIIIF'(xk+¡) _ F'(Xo)I1:::; n tk+ 1 .

Similarly, we can show IIF'(Yktlll :::; n(Sk)

Furthermore we can obtain the estimates

IIYk+I - xoll :::; :::; IIYk+I - xk+I11+ Ilxk+I - Ykll + I!Yk - Yoll + lIyo - xoll
< ... :::; (Sk+1 - tk+I) + (tk+I - Sk) + (Sk - so) + so:::; Sk+ l :::; R 1. (27)
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IIYn+I - Ynll :::; IIYn+I - xn+I1I + Ilxn+1 ...:. Ynll ·:::; Sn+1 - tn+1+ tn+1 - Sn = Sn+l - Sn, (31)

IIF(xk+¡) 11 11 f[F/(Yk + t(Xk+ 1 - Yk)) --" F' (Yk)](Xk+1 - Yk)dt ll

:::; f[W (TSk + ttk+I Y- W(Sk)](tk+I - sk)dt

t:w(t )dt - W(Sk)(tk+ 1- Sk) = A(w , tk,SkI tk+¡),
Sk

II Xk+I - xoll :::; II xk+I - Yoll + lIyo - xoll :::; II xk+1 - Ykll + IIYk- Yoll + Ilyo- xo ll
< ... :::; (tk+1 - Sk) + (Sk - so) + So:::; tk+I :::; R 1, (26)

It now follows from the aboye that the sequence {xn}(n 2: O) is a Cauchy sequence

in a Banach space and as such it converges to sorne z" E U(xo, R¡) , which by taking the

limit as n -+ 00 in (2) becomes a zero of F since F(x' ) = O.

Moreover by (26) and (27) Xn,Yn E U(xo, R¡). The estimates (15) and (16) now follow

easily fram (31) and (32).

Hence, (24) is true.

From (2), (21) and (24)

it follows fram the Banach lemma on invertible operato rs that F'(Xk+¡)- 1 exists, and

we get

from which (25) now follows.

Moreover, from (4), (5), (14) and the est imate
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(35)

(34)

(33)

for all Xl, X2 E U(xo, R),

F¡(x) = F(x) + Q(x) = O

and 'where q¡ is a nondecreasing function on [O,R]. Note that the differentiability of Q is

not assumed here. Let us define W¡, for all (O :s; r :s; R), by

W¡ = 1¡ q¡dt

with F as before and Q satis fying an estimate of the form

F(y' ) - F(x' ) = f F'[x' + t(y' - x') ](y' - x')dt,

Replace F in (2) and (3) by F¡ and leave the Fréchet derivatives as they are. Define

new sequences {tn}, {sn}(n 2: O) as the corresponding ones given by (7) and (8). The

only change will be an extra term of the form w¡(sn) - w¡(tn) inserted in the brackets

appearing in (7) and (8) (also added in (7)). Define also T¡ as T in (11) but add an extra

form {3w¡(r) at the numerator of the expression appearing at the right hand side of (11).

IIYn+1 - yo ll :s; IIYn+1 - xn+dl + IIxn+1 - Ynll + IIYn - yo ll
:s; (sn+1 - tn+1 + (tn+1 - sn) + (s, - so) :s; Sn+1 - 7J :s; R¡ - 7J,

it follows that xn,Yn E U(Yo, R¡ - 7J) for all n 2: O.

(b) We can use the two-point step Newton method generated b (2)-(3) to an appro­

ximate locally unique zero of nonlinear equat ions with nondifferentiab le operators.Indeed

consider the equation

it follows that x' = y' , that completes the proof of the theorem.

Remarks.

(a) From the estimates

by (14).

It now follows from the aboye inequality that the linear operator Ji F' [x'+t(y' - x' )]dt

is invertible. From this fact and the approximat ion

Finally to show uniqueness, we assume that there exists another zero Y' of the equation

(1) in U(xo,R). Then from (4), (29) and the estimate

IIF'(xo)-¡1I f II F' [x' + t(y' - x')]- F' (x~ ) lI dt :s; {3w(rllxo - y'll + IItllxo - x'ID
:s; {3w(rR+ tRi) :s; {3w(R) < 1



(44)

(39)

(37)

(48)

(43)

1
h = Kr¡{3 :S 2'

e= ~ for aH n 2: o.
r2'
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(42)

(47)

(36)

(38)

n(Sn) [{~ w(t)dt - w(tn)(sn - tn)]

n(sn) [w(dn) - w(tn)](Sn - tn) :S Cl:n(Sn - tn).

However, if we assume that

k 1 r¡
g(t) = '2 t2 - t +~ ,

with

where for all n 2:O and só = so, tó = to = O, we have

n(r) [{ w(t)dt + w(r)r] :S sl - tL (45) n (r ) [lo' w(t)dt + w(r)r] :S tl- s6, (46)

for all r E [O.R], then it can easily be seen by (7), (8), (42), (43), (45), (46), that

as in [3] we can show that

Similar ly, we show (37).

(d) Similar theorems can easily be proved if the term II x¡ - x211in (4) (or (39)) is

replaced by Holder estimate of the form 'lIx¡ - x211 P for sorne p E [0,1) The details are

omitted (see, also [1], [2]) .

(e) If assume that IIP(x) - P (y)1I :S kllx - yll and set

1 - JI=2h 1 + JI=2h
r¡ = h r¡, r2 = h r¡,

for aH n 2: Oand (tn :S dn :S Sn :S en :S tn+l)'

Indeed, from (8), for all n 2: O, and for sorne t« :S dn :S s.,

where

Then following the proof of th e aboye theorem step we can show a similar theorem with

identical hypotheses and conclusions, but holding for equat ion (33) (see, also [1], [2], [4],

[8], [9]).
(e) If in addition to the hypotheses of the theorem we assume that 2{3w(R ¡) :S 1, then

for (O:S Cl:n < 1) and (O:S (3n :S 1)



¡V,
w~ = Do(vl ) D(wo, t )dt ,

Wo
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¡WO

w~ = Do(wo) D(vo,t)dt ,
Vo

and for all n 2: O

vo = O, Wo 2: 7), VI 2: Wo +.w~, W I 2: VI +.w~,

(i) T he sequences .{Vk}, {wk}(k 2: O) given by

D(O , t) :.s .w(t) and D(r2, t ) :.s w(t) for all t E [O , R]

G(r ) = So+.Do(r) lo' D(r,t)dt on [O, R].

(d) The hypotheses of Theorem 1 are satisfied.

(e) The following conditions are true

hence

{3
Do(x) = 1 - {3D(O, x)

where the funct ion Do(x) is defined by th e equality

II F'(x +. h) - F'(x )1I :.s D(r, II hll) , x E Uix«,r), O:.s r :.s R, Il hll :.s R - r, (49)

where D is a nonnegative and continuous function of two vari ables such that if one of the

var iables is fixed then D is a nonde creasing function of the other on the int erval [O,RJ . We

will further assume that for a fixed r E [O, R], D can be extended such that II hll E [O,J.

Moreover the function aDJ~.t) is positive, cont inuous and nondecreasi ng on [O,R-rJ with

D(O,O) = O.

(b) The inverse of the linear operator F'(xo) exists .

(e) There exists a minimum positive number rl with r l :.s R, G(r¡) :.s r l which also

satisfies the condit ions {3D(O, r l) < 1, and

Do(rl) l R

D(rl ' t)dt < 1,
T,

The aboye est imates and (44) show that the order of convergence of our iterati ons is

at least four . Indeed, if we set w(r) = k for all r E [O, R] in (4), then our results can be

reduced to the ones given by (40) and (41). All the aboye show that our results are better

than the ones already in the literature for Newton and Newton-like methods [1]-[9J .

Fur therm ore, as in Theorem 1 we can show the following extension:

Theorem 2. Let F : D ~ El -+ E2 be a nonlinear operator defined on sorne convex

subset D of a Banach space El with values in a Banach space E2 . Assume:

(a) F is Fréchet differentiable OIl U(xo,R) ~ D for sorne Xo E D, (R < O) and satisfies

th e condition



for all n ~ O.IIYn+l - xn+111::; Wn+1 - Vn+l

(f) Another choice for D(r, IIhll) can be given by

. 1>r+llhll
Dir , IIhll) = r q(t)dt.

then all th e results for Theorem 2, will still follow by just dropping (J.

(h ) The condit ions (e) for Th eorem 2 can be replaced by the weaker

(g) If instead of conditi on (49) the following are sat isfied

IIF'(xot1[F'(x + h) - F'(x )]11::; D(r, IIhll)

,
D(r, Ilhll) = sup IW(x+ h) - F'(x)ll ·

x,y EU(xo,r )

Remarks 2.

(a ) Under the hypotheses ofTheorems 1 and 2 the error estimat es obtained in Th eorem

2 are better than the ones obt ained in Theorem 1.

(b ) By setting D(r, t) = w(r)ltl or D(r, t) = kltl , k> O, 1', t E [O, R] we can obtained

the results in Theorem 1 and the ones in Remark (e) aboye respectively (see, also [2]).

(e) Under condition (49) results similar to the ones obtained in Remark 1 (a)-(e) can

now easily follow.

(d) Note that 1'1 is the unique positive zero of Gtr ) - r = Oi ñ [O, rd . Hence, 1'1 = 1'2 '

(e) A choice for Dir, IIhll) can be given by
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no(r) far D(r, t)dt ::; n (r ) lo' w(t)dt

l
r+llhll

F'(x + h) - F'(x )1I ::; D ir, IIhll) ::; r q(t)dt for all x , y E U(xo,1') .

We will then have

are monotonically increasing and bounded aboye by their common limit 1'2 ::; 1'1 for all

n ~ O.

(ii) The two-point step Newton method generated by (2)-(3) is well defined, remains

in U(xo,rl) for all n ~ O, and converges to a unique zero x' of equation F(x ) = O in

U(xo, R).

Moreover the following est imates are true:
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1 r: . _
(p,q) = 27T Jo p(e'B)q(eiB )dp.(O)

María-José Cantero

A comparative study of severa! farnilies of orthogonal polynomials on the unit

circle is presented. We establish sorne relations between their corresponding or­

thogonality measures, between their Carathéodory functions and also between their

Szegó functions.

Departamento de Matemática Aplicada. Universidad de Zaragoza

Abstract

Estudio comparativo de familias de polinomios

ortogonales .relativas a la circunferencia unidad

Denotaremos mediante M la matriz de momentos relativa a u:

Para cada k E Z, 'definimos los momentos

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 54 (1999)

Sin pérdida de generalidad, podemos tomar Ca = 1, es decir , p. es una medida de

probabilidad en [O, 27T).

Consideremos una medida p. de Borel finita posit iva con soport e infinito en [O, 27T). In­

troducimos un producto escalar en el espacio vectorial P de los polinomios con coeficientes

complejos, en la forma:

1. Introducción



(2)

n = 1,2, ...

n

.6.n = .6.n- 1 I1 (1 - l<1>j(OW) y que II::n = (.6.n- 1/ .6.n)1/2.
j=1

Recíprocamente, dada una sucesión de números complejos, (an)~=1 con lanl < 1,

n = 1,2, ... , existe una única medida ¡J., de forma que an = <1>n(O), siendo (<1>n)~=o la

SPOM respecto de ¡J.. Con esto, cualquier sucesión (an)~=1 e 11) = {z E C; Izl < 1} es una

sucesión de parámetros de Schur.

Un sencillo cálculo (ver, por ejemplo, [5]) proporciona

Los valores de los polinomios en el origen <1>n(O) se denominan parámetros de Schur o

coeficientes de reflexión.

anYn+l(Z) = (anz + an+l)yn(z) - an+l (1-lanI2) ZYn-1(Z)

122

Es bien conocido (ver [7]) que los polinomios <1>n satisfacen la relación de recurrencia

y, como consecuencia, 1<1>n (O) 1 < 1. También se sigue de aquí que

Por otra parte, si se considera la ecuación en diferencias

con <1>o(z) = 1, donde <1>~(z) = zn~n(z-1) es el denominado polinomio recíproco de '1>n .

Además, si <1>n(O) f O, también se cumple la relación de recurrencia a tres términos

Si se designa por <1>n(z) = 1I::;;-1<pn(z) la correspondiente sucesión de polinomios mónicos,

se introduce así una sucesión de polinomios ortogonales mónicos (SPOM), (<1>n);:"=o asoci­

ada a la medida ¡J.. Es inmediato que 11::; =< <1>n, <1>n >-1

Indicaremos .6.n =det Mn , donde M¿ es la matriz menor principal de M de orden

n + 1. Corno la medida ¡J. es positiva, M es una matriz definida positiva y por tanto, se

tiene .6.n > Opara todo n.

Aplicando el procedimiento de ortonormalización de Gram-Schmidt sobre la sucesión

{zn} se obtiene una única sucesión de polinomios ortonormales (<Pn);:"=o con <Pn(z) = ~zn+

términos de grado menor.

Obsérvese que M es hermitiana y de Toeplitz.
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Puede comprobarse que

(3)

z E 1IJi.

F(z ) =~ r2
7< e~o + z dJ-L(8)

271' Jo e'o - z

. { 1 12
7< 1 + ze-

iO
}D(z; J-L) = exp -4 1 ·ologJ-L'(8)d8.71' o - ze- '

Además se tiene, uniformement e en lIJi

Finalmente, recordemos que asociado a una SPO M puede definirse el n-núcleo como

el polinomio en dos variables
n"'2 ­Kn(z, y) = L.. lI:j cI> j(z )cI> j (Y).

j=O

Asociada a la medida J-L puede definirse una función F, analít ica en lIJi con ReF(z) > O

para z E 1IJi, de modo que

Yo(z) 1

Yl(Z) Z - al

En la literatura , F es conocida como función de Carath éodory oC-función.

ex>

F(z ) = 1 + 2 :L c"zn , z E lIJi
n=l

Señalemos que se dice que la medida J-L pertenece a la clase de Szeg6 si su parte absolu­

tamente continua J-L' cumple que 10gJ-L' E Ll[O, 271') , lo que equivale a que (cI>n(O))~=o E l2.

(ver [5]). En este caso puede definirse la funci ón de Szeg6 como

Esto significa que nn (O) = -an y, como consecuencia, (nn)~=o es una SPOM respecto de

una cierta medida v. Tal sucesión se denomina SPOM de segunda especie respecto de J-L

y viene dada explícitamente en la forma (ver [2] y [6]).

1 102
7< eiO + z .

nn( z) -2 - 'o-[cI>n(e'O) - cI>n(z )]dJ-L(8)
71' o e' - z

no(z) 1

el conjunto de soluc iones es un espacio vectorial de dimensión dos. Una de las soluciones es

(cI>n)' Una segunda solución linealment e indep endiente (nn) aparece cuando se consideran

las condiciones iniciales:



El núcleo está relacionado con los polinomios ortogonales mediante: Kn(z, O) = K:~iI?~(z).

Estamos interesados en el estudio de relaciones entre familias de polinomios ortogo­

nales, obtenidas unas de otras mediante ciertas modificacionesde los parámetros de Schur.

Nos ocuparemos, así mismo de las relaciones existentes entre las correspondientes fun­

ciones de Carathéodory y de Szeg ó. Para ello, partiremos de una sucesión de parámetros

de Schur (iI?n(O))~=o Yconsideraremos las sucesiones (-<I>n(O))~=o, (ei'PiI?n(O))~=o y

(-ei'PiI?n(O))~=o, que también son sucesiones de parámetros de Schur. Denotaremos los

correspondientes polinomios ortogonales , sus núcleos y las medidas de ortogonalidad en

la forma

Parámetros Polinomios Núcleos Medidas

iI?n(O) <I>n(z) = iI?n(z, O) Kn(z,y) J.L
-iI?n(O) On(z) = iI?n(z, 71") Ln(z,y) v

ei'PiI?n(O) R,.(z) = iI?n(z, cp) Mn(z,y) J.L'P
-ei'P<I>n(O) Sn(z) = <I>n(z, cp + 71") Nn(z,y) v'P

y realizaremos un estudio comparativo entre las mencionadas familias de polinomios or­

togonales, extendiendo resultados obtenidos en [1] y [3] .

2. Relaciones entre las sucesiones de polinomios ortogonales

Como liI?n(O)1= I - <I>n(O)I = \ei'P<I>n(O)I = I - ei'P<I>n(O)j , por (2), los determinantes de

la matriz de momentos y los coeficientes conductores de los correspondientes polinomios

ortonormales son los mismos para las cuatro sucesiones de polinomios ortogonales.

En [4] se han obtenido relaciones entre las SPOM (<I>n) Y (On) (Proposición 4.2) y así

mismo entre las sucesiones (<I>n) Y (R,.) (Proposición 4.1). Siguiendo un procedimiento

análogo para (<I>n) Y (Sn) , aplicando las fórmulas (3) y (4) de [4], resulta fácilmente

K:~_¡ [Sn(z)iI?n_¡(z) - <I>n(z)Sn_¡(Z) ] = -<I>n(O) [ei 'P<I>n_¡(z)Nn_¡(z,O) + Sn_¡(z)Kn_¡(z,O)]

y

Además se verifica la siguiente proposición:
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2.2 Proposición

2.1 Proposición Los polinomios (<pn) Y (Sn) satisfacen las igualdades:
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Análoga a la demostración de la Proposición 4.1 en [4]. ooDemostración.

Como <Pn Y On son solución de una ecuación en diferencias de segundo orden y co­

eficientes no constantes y . los polinomios R¿ son solución de la misma ecuación, éstos

Así, las cuatro sucesiones de polinomios ortogonales verifican la misma fórmula de

recurrencia a tres términos (1), variando las condiciones iniciales.

Nota. Obsérvese que si para algún valor de n , se tiene <pn(O) = O, entonces la

ecuación en diferencias anterior se convierte en O= an+dYn (z) - ZYn-l (z)], lo que corre­

sponde a que en ese caso, <pn(z) = Z<Pn_l(Z) .

Las sucesiones de polinomios ortogonales (<pn)::"=o, (On)::"=o, (Rn)::"=o y (Sn)::"=o satis­

facen la ecuación en diferencias finitas

Nuestro propósito es, ahora, obtener relaciones entre las cuatro sucesiones de poli­

nomios ortogonales con vistas a deducir alguna información acerca de la medida de or­

togonalidad J.L'P relativa a (Rn)::"=o, a partir de la medida J.L asociada a la SPOM (<pn)::"=o'

Así quedan completadas las fórmulas que relacionan la SMOP (<pn)::"=o con las suce­

siones (On)::"=o, (Rn)::"=o y (Sn)::"=o'

. Demostración. Basta tener en cuenta que la ecuación anterior no varía si se mult iplican

los parámetros an, Vn E N por una constante de módulo uno y que la sucesión (<Pn)::"=o es

solución ya que verifica la fórmula de recurrencia (1). oo

(i) ei'P<Pn(z)Nn(z, O)+Sn(z)Kn(z, O) = ei'P<Pn(z)Nn_l(Z, 0)+Sn(z)Kn_1(z, O) = (ei'P+1)zn

(ii) Sn_l(Z)<Pn(z) - <Pn_l(Z)Sn(z) = K;':l<Pn(O)(ei'P + l)zn-l

(iii) ei'PSn_l(Z)Kn(z, O) + <pn_1(z)Nn(z, O) = K;':lK~(e-i\O + l)zn-l

(iv) Kn-1(z, O)Nn(z, O) - Nn-1(z,O)Kn(z, O) = K~<Pn(O)(e-i'P + l)zn



(9)

(6)

(7)

(4)

(5)

(8)

Nn(z, O) = e-i~ {i sen ~Kn(z , O) + cos ~Ln(z, O)} .
2 · 2

De (4) y (6), se tiene

y

al + bl 1
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Por otra parte, de (5) y (7) , se sigue

y

Podemos proceder aná logame nte con la sucesión Sn que también verifica:

a + b 1

Pasando a polinom ios recípro cos en la ecuación anterior, resulta para los núcl eos:

M n(z , O) = e-i~ {cos ~Kn(Z ' O) + isen ~Ln (Z' O)} .

Comparando, de nuevo , los coeficientes cond uctores y los términos independientes:

y

de donde

Comparando los coeficientes conductores y los términos independientes, se t iene

de esta forma

debe rán ser combinac ión linea l de aquéllos:



Demostración

2 "

= ;;IKn(ei8
, 0)1-21cos ~ + isen ~Fn(ei8)1-2= I cos~ + isen ~Fn(ei8)1-2J.L~((J),

de donde se sigue el enunciado. 00
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Según los resultados anteriores y (5), se verifica

La parte absolutamente continua de la medida (J.L",)~ está relacionada con la corre­

spondiente a J.Ln, mediante

3 .1 Proposición.

siendo válida la igualdad en casi todo punto de [O,27r).

Para cada n E N, se define la medida de probabilidad en [0,211-):

ReFn(e
i8

) = lim ReFn(rei8)
= 2 21; ( "8)12'

r-l- 7rK.n n e'

Así, se tiene que J.L~(B) = ReFn(ei8), en casi todo punto de 'Ir.

3. Medidas de Ortogonalidad. Funciones de Carathéodory y de Szegó.

Por otra parte, si denotamos con Fn, la función de Carathéodory asociada a J.Ln, resulta

que Fn(z) = ;~z, O~, z E D. Además, la sucesión (Fn) converge a F , uniformemente
n z,O

sobre compactos de [) y ReFn posee extensión radial a casi todo punto de 'Ir, que viene

dada por

Comenzaremos exponiendo algunos resultados que necesitaremos más adelante y que

pueden verse en [3] y [5].

Se demuestra que la sucesión de medidas J.Ln converge débilmente a J.L.

A partir de las relaciones anteriores, vamos a tratar de obtener información sobre la medida

de ortogonalidad J.L", asociada a la SPOM (Rn)::'=o a partir de la medida J.L, así como de

la correspondiente función F", en relación con F, donde mediante F y F", denotamos las

funciones de Carathéodory correspondientes a la medidas J.L y mu"" respectivamente.
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z E D.
cos ~F(z) + i sen ~

F. (z) = --=-c:--:=+-:--~
ep i sen ~F(z) + cos~

Si designamos por (Fep)n la función de'Carathéodory correspondiente a (J.LCP)n ' sabemos

que se verifica

Demostración

A partir de este resultado, se puede extender el obtenido en la Proposición 3.1. Para

ello, basta tener en cuenta que J.L'(B) = ReF(ei8 ) , en casi todo punto de [O, 27l"), por lo que

se cumple

3.2 Proposición

Las funciones Fep son transformaciones lineales de F, dependientes de ip, Más precisa­

mente,

1 1 1 1

(J.Lep)~ (B) + (vep)~ (B) = J.L~(B) + v~(B)

para casi todo BE [O, 27l").

La parte absolutamente continua de la medida J.L~ está relacionada con la correspon­

diente a J.L , mediante

3.3 Proposición

(F. ) ( ) = Nn(z, O)
ep n Z Mn(z, O)"

De donde, teniendo eil cuenta (5) y (7)

Nn(z, O) e-i~ {cos~Ln(z,O) + isen~Kn(z,O)} cos~Fn(z) + isen~
(Fep)n(z) = = .~ { . = . .

Mn(z,O) e-' , cos~Kn(z,O)+isen~Ln(z,O)} tsen~Fn(z)+cos~

Obsérvese que el denominador de esta expresión no se anula en D, ya que ReF(z) > Oen D.

..Ahora basta recordar que (Fep)n YE; convergen, respectivamente a Fep y F uniformemente

en compactos de D. 00

Además , si en (9) tomamos Z = pei8 y hacemos p -+ 1-, teniendo presente los resul­

tados antes citados, deducimos que las medidas de ortogonalidad (J1.ep)n, (vep)n, J1.n y Vn
están relacionadas mediante

Como (Sn)::'=o es la sucesión de polinomios ortogonales de segunda especie con respecto

a (R,.)::'=o, utilizando los resultados anteriores podemos establecer la siguiente relación

entre r; y F:



siendo válida la igualdad en casi todo punto de [O, 21T) .

Finalmente obtendremos relaciones entre las correspondientes funciones de Carathéodory

y de Szegó.

3.4 Proposición

Las funciones de Szegó asociadas a las medidas J-L , v , J-L'I' y v'I' verifican las expresiones:

En particular,

(... ) 1 1 1 1
111 + = --- +---o

D(z j J-L'I') D(z; v'I') D (zj J-L) D (z;v)

Demostración. (i) y (ii) son consecuencia inmediata de (3), (5) Y (7), mientr as que

(iii) se sigue de (i) y (ii). 00
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Abstract

In this paper we treate the deep conexion between fraetional calculus and integrated

semigroup. We expose sorne recent results in the theory for integrated semigroups and

its relaetionship with fraccional calculus, dilferential equations, funtional calculus, Smooth

Distribution Semigroup and Fraetional Powers of its Infinitesimal Generator.

1. Introducción: el Problema de la Isocrona y el Cálculo Fraccionario

1.1 El Problema de la Isoc rona

En 1823, el matemático Niels Henri k Abel aplicando técnicas de integración fraccionaria con­

siguió resolver de una forma sencilla y elegante el problema conocido como el problema de la curva

isocrona o tautocrona. Este problema ya había sido tratado y resuelto por varios matemáticos

ant eriores a Abel , entre ellos Huygens que cien años antes de Abel, usó la curva isocrona para

construir un péndulo cicloidal.

La formulación de este problema es la siguie nte : encontrar en el plano vert ical una trayectoria

de modo que toda partícula que se deslice por esta trayectoria sin rozamiento y bajo la acción de

la gravedad tarde un tiempo prefijado T independient ement e de la altura del punto de part ida.

Este problema no hay que confundirlo con el famoso problema de la braquistocron ea, que

ya fue planteado por Galileo en 1630. Este segundo probl ema tra ta de encont rar la curva o

trayectoria ent re dos puntos P y Q situados en un plano vertical tal que el tiempo de descenso

de una partícula bajo la acción de la gravedad ent re estos dos pun to s sea mínimo. Fue uno de los

Bernouilli, exactamente Johann Bernouilli, quien en 1696 formuló y resolvió el problema siendo

la solución una cicloide .

Pero volvamos al problema de la isocrona y busquemos su formulación matemática. Fijemos

el punto del origen O como punto final de la trayectoria. Consideremos dos puntos P(x ),Q(y)
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1 r oo
W-"F(u) = f(a)Ju (t-u)"-IF(t)dt

de alturas verticales x , y con x > y y que pertenezcan a la curva. Si la partícula es soltada en

P , al llegar a Q, su velocidad , al igualar energías, es v = ..j2g( x - y) . Si denotamos por s(x ) la

longitud de arco de la curva entre el punto P y O entonces

fax s'(y ) faxT = dy =(..;29)- 1 s' (y) (x _ y)-1/2dy.
o ..j2g(x - y) o

Así considerado, resolver el problema de la isocrona es resolver una ecuacion int egral . En el

siguiente punto desarrollaremos dos de las distintas integrales fraccionar ias .

1.2 Integración y Deri vación Fraccionaria de Weyl y de Riemann-Liouville

Denotaremos por 1J+ el conjunto de funciones de soporte compacto en [0,00) e indefinidamente

derivable, 1J+ == C.;"'([O, 00)).

D EFINICIÓN 1.1. Dada F E 1J+ se define la integral fraccionaria de Wey l de F de orden

a> Opor

con a > Oy u 2: O. Este operador W-" : 1J -+ 1J es inyectivo y suprayectivo. Su inversa , W",

es llamada la derivada fraccionari a de Weyl (de F) of order a, véase [8] , [18] .

Algunas propiedades del operador integral /derivación de Weyl se citan en la siguiente proposi ­

ción [8], [13].

PROPOSICIÓ N 1.2 . Dada F,G E 1J+

si a E N entonces W" f = (- 1)" f( ").

W ,,+,o =W "W,o con a,/3 E R Y si a =O entonces W O =Id , el operador identidad.

f(a )W"(F *G) (s ) = l'W "G(r) l~y+r - S)" -IW" F(t)dtdr

-100 W "G(r)100 (t +r - S)"-lW"F(t)dtdr.

Si denotamos por AC("l( eW !) con w > Ola clausura de1J+ en la norma

por la Proposición 1.2.(iii) AC(")( ewt ) es una álgebra de Banach cuyo producto es la convolución.

REMARK . W" con a E R se exti ende a S, W " : S -+ S , donde S es el conjunto de C(ooL

funciones en [0,00) que cumplen

Pm,n(f ):= sup It
m

:t: f (t )1 < 00
tE(O,oo)
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para todo m,n E N U {O}. Además {ez}!Rz>o e s donde ez(t) = e':", {Pm,n}m,neNu{o} es

una familia contable de seminormas y (S , {Pm ,n}) es un espaci o de Frechét. Su du al, S', es el

conjunto de las distributiciones temperadas en [0, (0 ).

DEFINICIÓN 1.3 . Dada F E 1J+ se define la integral fraccionaria de Riemman-Liouville de

orden a > O
1 t'

D-aF(t) := r (a ) Jo (t - s )a-1F(s )ds.

con t 2: O, [15], [18]. Si a = n la derivada de Riemann-Liou ville de ord en n , D"; es la derivada

clásica. Si a E R+\N se define la derivada fmccionaria de Riemman-Liouville de ord en a como

Algunas propiedades de la derivada/integral de Riemann-Liouvill e son enunciadas en la siguient e

proposición [5], [15].

PROPOSICIÓN 1.4. Sea F E 1J+ entonces

D-aD-{J F( t ) = D-(a+{J) F(t) para t 2: O Y a , (3 2: O.

lim D-aF(t) = F(t ), pam t 2: O.
a_O+

NOTA. En general , es falso DaD{J F(t ) = Da+{J F(t ) con a,{3 E R per o en particular si

F(j)(O) =Ocon j E {O,l, . . . [a]} entonces D-aDaF(t ) =F(t ) par a t 2: o.

Una relación interesante ent re la deri vada fraccionaria de Weyl de orden a y la integración

fraccionaria de Riemann-Liouville del mismo orden viene expresa da a través de la transformada

de Laplace: sea F E 1J+ entonces

.c(F)(z) i oo e-ztF(t)dt = rta) i oo e- ztl oo (s - t)a-1w aF(s)dsdt

= i oo w aF(S)rta) i' (s - W-1 e- Z!dtds = i oo w aF( s)D-aez(s)ds .

1.3 Resolución del Problema de la Isocrona

Volvamos al problema de la ecuación de la isocrona

{
T = (V2Y")- 1lo'" s'(y)( x - y)-1/ 2dy,

seO) = o.
para x 2: O. Planteada en términos de integral fraccionar ia de Riemann-Liouville se obtiene

T = (V29)- l r (1/ 2)D- 1/ 2 (s' )(x ) para todo z 2: OY por tanto
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y por tanto s(x) =2T¡r-l..j'[gX.

Además, se puede determinar las ecuaciones paramétricas de la curva isocrona (ver (15)):

{

X = a(O+sinO),

y = a(l - cosO),

con a = gT 2/ ¡r2 que geométricamente representa la trayectoria de un punto de una circunferen cia

de radio a y centro (O, a) y que gira sin deslizar sobre la recta horizontal y = a.

2. El P roblema A bstract o de Cauchy

Es bien conocido en Análisis Funcional ( ver, por ejemplo, [16],(19)) que una familia de acotados

operadores {T (t )h ;::o sobre un espacio de Banach X es un Co-semigrupo o un semigrupo de

operadores fuertemente continu os generado por (A, D(A)) si

- T(t + s)x .= T(t )T( s)x para todo x E X Y t, s ;::: o.

- T (O)x = x para todo x E X .

- t -+ T(t )x es continua para todo x E X y para todo t ;::: O.

_ D(A ) = {x E X existe lim T(t)x - x} y A(x) = lim T (t)x - x
t-o+ t t- o+ t

El operador (A , D(A)) se llama generador infintesimal del semigrupo {T(t)}t;::o. Algunas propie ­

dades de Co-semigrupos son enunciadas en la siguiente proposición [16] , [19]:

P ROPOSICIÓN 2.1. Sea {T(t)}t;::o e L:(X ) un Co-semigrupo y (A, D(A)) su generador in­

finitesimal entonces

(A, D(A)) es un operador cerrado y densamente definido.

existe M,w ;::: O tal que IIT(t)11~ M ewt para t ;::: O.

- p.- A)-lx = 1'>0 e->'tT(t)xdt . para todo x E e con R..\ > w.

La teoría de semigrupo de operadores se encuentra íntimamente ligada al Problema Abst racto

de Cauchy. Pasemos a enunciar este problema.

PROBLEMA ABSTRACTO DE CAUCHY. Sea X un espacio de Banach y (A, DCA)) un operador

cerrado y densamente definido. Hallar la solución del problema de valor inicial

{
U/(t) = A(u(t)), t;::: O,

u(O) = x,

con x E X
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3. Semigrupos Integrados

t;:: O,
{

u'(t) = A(u(t)),

u(O) = x.

Sea {To(t)h~o e .c(X) un Co semigrupos de operadores y para todo Q > Ose definen la familia

de operadores acotados {Tc:r(t)h~o mediante

Los semigrupos integrados definidos en el siguiente párrafo darán solución a este punto.

A pesar de que el operador A en el espacio de Banach X no sea el generador infinitesimal

de un Co-semigrupo de operadores, podemos interesarmos para qué elementos z E X existe

solución al problema de valor inicial

Incluso en el sencillo Problema Abstracto de Cauchy, operadores clásicos no definen Co­

semigrupos en los espacios de Banach considerados . Así, Hórmander [11] en 1960, probó que

i~ es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo de operadores en LP(R) si y solamente si

p = 2, donde ~ representa al Laplaciano de R.

Es natural preguntarse por la solución de otras ecuaciones diferenciales abstractas y si la

teoría de semigrupos puede ser aplicada para obtener esta solución; solución que tal vez se

pueda expresar en una serie de potencias.

{
u'(t) = A(u(t)), t;:: O,

u(O) = x,

TEOREMA DE HILLE-YOSIDA. El Problema Abstracto de Cauchy

Este resultado muestra que T(t)x == etAx. De hecho, esta expresión tiene sentido si A es

un número o si A es un operador acotado entendiendo por etAx = 2::::"=0 tnAn~(.r). Para un

operador no acotado A densamente definido esta serie converge en X para todo x E D(AOO
) =

n::"=l D(A n
) .

está bien planteado si y solamente si A genera un Co-semigrupo {T(t)h~o e L.:(X) y además la

única solución está dada por u(t) = T(t)x para todo x E X.

El Teorema de Hille-Yosida (1948) caracteriza a aquellos Problemas Abstractos de Cauchy

(claro está, en términos del operador (A, D(A))) para los cuales el problema está "bien plantea­

do", esto es, existe solución [16],[19].

Por solución en el Problema Abstracto de Cauchy se entiende una función u : [0,00) -+ X

continua para t ;:: OY diferenciable para t > o.



R>' >w

{T,,(t)}I~O verifica las siguientes propiedades

(Il) T,,(O) = O.

(12)T,,(t)T,,(s) = f(l
a

)([+. (t +s - r)"-lT,,(r )dr - f Ct +s - r)"-lT,,(r)dr) con t , s ~ O.

(13) t -> T,,(t)x es continua para todo x E X Y t ~ O.

(14) IIT,,(t)1I ~ M ewl para todo t ~ O.

Estas cuatro propiedades son las que se utiliz~n para definir un semigrupo de opemdores a­

veces integmdo. Así, {S,,(t)h~o e L:(X) es un semigrupo a-veces integrado de tipo exponencial

w si satisface (Il), (12), (13), e (14) (ver por ejemplo [9], [14]). La condición (12) es equivalente

(utilizando transformada de Laplace) a que

R(>.) = >''' fooo e->'IS,,(t)dt,

es una pseudoresolvent, es decir, R(>.) - R(JL) = (JL - >.)R(>.)R(JL) con R>' ,RJL > w, [9], [14]. El

operador A definido a través de la anterior pseudoresolvente se llama el genemdor infinitesimal

del semigrupo {S,,(t)}I~O '

Una comprobación inmediat a es probar que si {S,,(t)h~o es un semigrupo a -veces integrado

entonces

Sv(t ):= D-(v - "l(S,,)(t ) = rev~ a ) lCt -st- "-lS,, (s)ds

es un semigrupo v-veces integrado con v ~ a. Algunas propiedades ya conocidas de un semigrupo

a- veces integrado son enunciadas en la siguiente proposición [14].

PROPOSICIÓN 3.1. Sea A el generador de un semigrupo a -veces integrado {S,,(t)h~o en­

tonces

- para todo x E X Y t ~ O, rS,,(s)xds E D(A) Y A rS,,(s)xds = S,,(t)x _ (t" )x .Jo Jo fa +1

S,,( . )x es derivable con t ~ Osi y solamente si S(t)x E D(A) Y en este caso

d t,,-l
diS,,(t)x = AS,,(t)x + f(a)x .

Utilizando los dos apartados de la proposición anterior se puede probar que u(t) = S,,(t)x

con x E D(A2 ) satisface la ecuación abstracta, ver por ejemplo [20] ,

tuf/ (t ) - (a - 1 + tA)u'(t ) + (a - l )Au(t) = O.

Si A es un número , la ecuaci ón ante rior se reduce a tuf/(t ) + (e - tb)u'(t ) +au(t) = Oecuación

hypergeométrica confluyente cuya solución es expresable mediante las series hypergeométricas

confluyentes.
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De vuelta al 'Problema Abstracto de Cauchy, Arent [1] probó que si A genera un k-veces

semigrupo integrado {S(t)t~o} para algún k E N U {O} , entonces el Problema Abst racto de

Cauchy admite solución para todo x E D(Ak+1
) . Para a -veces semigrupos integrados Hieber [9]

obtuvo el siguiente resultado.

TEOREMA 3.2 . Sea a 2': O, e > O y supongamos que el operador A genera un semigrupo

{S( t ) t~o} a-veces integrado en un espacio de Banach cumpliendo IIS(t)1I ::; Mt O/ ewt para algún

M,w 2': OYpara todo t 2': O. Entonces existe una única solución clásica del Problema Abst racto

de Cauchy para todo x E D(AO/+<H) .

En [14] se prueba que el operador de Schr órdinger, i t:. genera un semigrupo a -veces integrado

con a E (1/2, 1],en LP(R) con 1 < P < oo.

4. Cá lculo Funcio nal para Semigrupos a -ve ces Integrad os

Anteriormente ya hemos comentado que dada F E 7) Y .c(F) su transformad a de Laplace,

entonces es inmedi at a la siguiente igualdad

.c(F) (z) = f.o WO/ F(t)D-O/(ez)(t )dt

donde ez(t) = e- zt with lRz > O. Un semigrupo a -veces integrado es una familia de operadores

acotados y fuertemente continuos sobre un espacio de Banach y que tiene un comportamiento

similar a D- O/ (ez)(t ). La igualdad anterior es la llave para definir un cálculo funcional basado en

{SO/ ( t )} t~O [12], [13]. Denotaremos por (-A) el generador infinitesimal del semigrupo integrado

{SO/(t)h~o donde el signo menos es introducido al tr abajar más adelante con las potencias

fraccionarias del generador.

TEOREMA 4.1. Sea {SO/(t)h~o un semigrupo a -veces integmdo de tipo exponencial w con

w > O de opemdores acotados sobre un espacio de Banach X y su generador infintesimal

((-A), D( -A» entonces existe un homomorfismo algebmico continuo 0 ,: AC(O/ )(ewt) - B(X)

such that

0 (F )x = 10'''' WO/ F(t)SO/(t)xdt

pam todo x E X y pam todo F E 7) . Además,

si v 2': a then 10'''' WO/ F(t)SO/ (t)xdt = fooo W V F(t)Sv(t)xdt pam todo F E 7) Y Sv(t )x =

D-(v-O/)(SO/)(t)x.

- para todo F E 7) , 0(F)x E D(A) con x E X y A0 (F )x = 0(P)x + F(O)x.

si SOte . )x derivable pam todo t 2': O (por ejemplo, si x E D(A») , y F E 7) entonces

rOO d rooJo WO/ F(t)diSO/(t)xdt = - Jo W O/ F'(t)SO/(t)dt .
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NOTA 4.2. El cálculo funcional anterior tiene propiedades comunes con la Transformada de

Laplace. Si {S(t)h~o es un Co-semigrupo, (esto es un semigrupo O-veces integrado) el Cálculo

Funcional anterior es llamado el cálculo funcional de Hille-Phillips [10].

Dos aplicaciones de este cálculo funcional son comentadas en las siguientes subsecciones.

4.1 Semigrupo de Distribuciones Suaves y Semigrupos a-veces Integrados Temperados

El concepto de Semigrupo de Distribuciones Suaves, S.D.S., fue introducido por Peetre [17].

Balabane y Emamirad [2] definieron su análogo, Grupo de Distribuciones Suaves, y lo aplicaron

a la ecuación de Schródinger en LP(Rn ) con 1 < p < oo. Más tarde, Balabane, Emamirad

y Jazar [3] probaron un teorema de equivalencia entre grupos k-veces integrados y grupos de

distribuciones suaves of grado k con k E N. En [13] se extiende este resultado (en el caso de

semigrupos) a cualquier orden a E R+ .

Variantes de estas definiciones, proposiciones y teoremas pueden ser encontradas en las re­

ferencias citadas, no obstante, se incluyen aquí para dar una idea completa del contexto de

trabajo.

DEFINICiÓN 4.1.1. Sea S el espacio de Schwartz en [0,00) considerado ya anteriormente en

el párrafo 1, un Semigrupo de DistribucionesSuaves , S.D.S., 9 : S -+ B(X), es un homomorfimo

continuo de S a B(X) que cumple

9(</>* <p) = 9(</>)9(<p).

existe un subconjunto denso, D e x, tal que para todo x E D, existe una única aplicación

continua 9 ® x = /x( . ) : [0,00) -+ X tal que /x(O) = x y

9(</»x = fooo </>(t)/x(t)dt

con x E D y </> E 1).

Un S.D.S. puede ser extendido al conjunto de las distribuciones de soporte compacto, t:, de

' la siguiente forma: sea </> E 1)+ por f: </>(t)dt =1. Se define </>. E 1)+ con </>.(t) =S-l</>(s-lt) y

s > O. Para todo T E t: , (9(T), D(9(T)) es un operador acotado definido por

D(9(T)) := {x E X tal que 9(T *</>.)x converge en X cuando s -+ O}.

para x E D(9(T)), 9(T)x := lim._o 9(T *</>.)x.

Es fácil probar que la definición anterior es independiente de la función </>, (9(T), D(9(T))

es un operador cerrable y densamente definido con 9(<p)x E D(9(T)) para todo <p E 1)+ Y

x E X. La primera consecuencia de esta extensión es poder definir el generador infinitesimal de

un S.D.S.
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DEFINICIÓN 4.1.2. Sea 50 la distribución delta de Dirac entonces 9( _5~1)) es el generador

infinitesimal de 9.

Si para todo 4> E S+ y 9 : S ..... B(X) un S.D.S. cumple

119(4))11 ~ 100 talwa( 4))(t )ldt = 11 4>lI a

con a E R+ entonces se dice que 9 es un S .D .S. de grado a. La complección de S en esta norma

se denota por Ac(a)(ta). Además Ac(a)(ta) ..... AC(¡3)(t¡3) para O~ (3 ~ a .

TEOREMA 4.1.3. Sea «-A), D( -A)) un operador densamente definido y cerrado ya > O.

Entonces lo siguiente es equivalente

«-A), De-A)) es el generador infinitesimal de un semigrupo a- veces integrado, {Sa(t)h~o ,

tal que IISa(t)1I s cr with t 2: O (semigrupo temperado) .

- «-A),D(-A)) es el generador infintesimal de un S .D .S. de grado a.

Si IISa(t)1I ~ Ct" para todo t 2: Oentonces 0"(-A) e (-00, O]. Para v,e > O, consideramos

la función
tv-1e-·t

!.,v(t) := ---r(v)X(O,oo)(t).

Entonces !.,v E Ac(n)(tn) para todo n E N U {O} Y por tanto !.,v E Ac(a)(t o) para todo a 2: O

Y 9U.,v) = (e +A)-V E B(X).

4.2 Potencias Fraccionarias del Generador Infin itesimal

En esta última sub sección seguiremos considerando {Sa(t)h~o un sernigrupo a-veces integrado

y temperado. Denotaremos 0 el homomorfismo considerado en la sección ant erior y asociado a

{Sa(t)}t~O entonces

0(4)) E B(X) para todo 4> E S Y

0(T) es un operador cerrado y densamente definido con T E E.

Ahora estamos interesado en definir 0(T) con T perteneciendo a un conjunto de distribuciones

más amplio que el conjunto de las distribuciones de soporte compacto pero usando el mismo

método. Queremos que este conjun to incluya a la distribución temperada 5~v) con v E R ya que

su transformada de Laplace es Z V y formalmente [12]

Notar que en general si se convoluciona un distribución temperada con una función de soporte

compacto no se obtiene una función de la clase de Schwartz. Por ello se hace necesaria la

siguiente definición.

139



t .q. existe lim(e +A)"x },
<-o
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{x E nD«e +A)") I
<>0

lim (e +A)"x,
<-o

AVx :

D(A V
) :

- (AV,D(A V)) con v > Opor

D EFINICIÓN 4.2.4. Sea « -A), D(-A)) el generado r infinitesimal de un semigrupo a-veces

integrado, {So(t)h~o tem perado se define

En este punto se nos ofrece dos posibilidades para definir AV con v E R. La .primera es

utilizar 0 (ó~v) ) para v> Oy la segunda, más clásica, utilizar (e +A) -V también v > O. Sigamos

este segundo camino y probemos después la equivalencia con el primer planteamiento.

La siguiente proposición enuncia algunas propiedades de esta distribución [7] .

(ii) dkó~v) = ó~v-k) con k E N , donde "d" es la derivación en el sentido de distribuciones .

Ó~V) == -r(v + l)sin(1rv)F.F.X[0'C:)1(t ) para v E R+\N .
1r tI'

ó~n) para n E N U {O}.

Recordar, f<,v E AC(o)(tO
) con

tv-1e -<t
f< ,v(t) = ~X(O'OO)(t)

con v, e > O, a ~ OY9(/<,1') = 0 (/<,1' ) = (e +A)-V E B(X). Es fácil probar Ker(e +A)-V = {O}
para todo e, v > O.

. (v) t1vl- 1

(I) - Óo == r(lvI)X[O,oo)(t) para v < O.

P ROPOSICIÓN 4.2 .3. Sea ó~v) con u E R la distribución temperada definida anteriormente

entonces

En [13]es probado que ó~v) con v > Oes AC(O) (tO)-sumable con a ~ O. Para toda distribución

T que sea AC(o)(tO)-sumable se puede decir 0 (T ) utilizando la construción que se realizaba en

la subsección anterior para las distribuciones de soporte compacto.

DEFINICIÓN 4.2.1. Sea T E S~, se dice T es AC(a)(ta)-sumable si T • if¡ E Ac(a)(tO) para

todo if¡ E 'Di en el caso a = O, se llama R+-sumable [12].

DEFINICIÓN 4.2 .2. Se denota por ó~v) la distribución temperada cuya tansformada de Laplace

eszvconvER.



con x E D(A"), además D((e + A)V) = D(AV) con v,e > O.

{x E X I t . q. existe lim(e +A)-Vx },
<-o

= lim(t:+ A)-Vx ,
<-o

TEOREMA 4.2.5. Sea {So(t)h~o un semigrupo a- veces integrado tal que IISo(t)1I ~ GtO

con t ~ O ya> O, ((-A), D(-A) ) su generador infinitesimal y ó~v) la distribución temperada

definida anteriormente, entonces

0(e-<t ó¿v)) = (e +AY con e.v > O.

0(ó¿v)) = AV con v > O.

Si A es inyectivo entonces A-v = (Av )-l con v > O.

Debido a la parte terce ra de este último teorema y recordando que ó¿v) * fFvT = Óo con u > O

entonces puede ser definido Q(~) = : A" ", Algunas propiedades de AVson ahora consecuencias

inmediatas de propied ades de ·ó¿v), como por ejemplo , AVAl' = AV+I' con u, ¡.t E R.

Si OE peA), esta definicón de potencias fraccionarias de un operador cerrado coincide con la

definición de Balak rishnan [4]:

A-v = sin V 11' roo >.-V(>. +A)-l d>' .
11' Jo

con O< v < 1. Para ver más detalles, [13] .
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Abstract

In this paper we are concerned with certain concepts related with representations rP :

A - .c(X), i.e., algebra homomorphisms from a regular semisimple Banach algebra to

continuous linear operators over a Banachspace X . A particular case of these representations

is considered by Colojoara and Foias in [5] where A is an admissible algebra of functions

over an open set n e e and the mapping rP is called as an A-spectral function. Another

example was treated by Maeda in [18] where A is a basic algebra and rP is a continuous

homomorphism called A-spectral representation.

1. Introduction

In this paper we are concerned with certain concepts related with representations rP : A - L: (X ),

i.e., algebra homomorphisms from a regular semisimple Banach algebra to cont inuous linear

operators over a Banach space X. A particular case of these representations is considered by

Colojoara and Foias in [5] where A is an admissible algebra (see Definition 3.1.2.) of functions

over an open set n e e and the mapping rP is called as an A-spectral function. Another example

was treated by Maeda in [18] where A is a basic algebra, Definition 1.1, and rP is a continuous

homomorphism called A-spectral representation.

In general terms, almost every functional calculi can be consider as examples of this situation.

Functional calculi for hermitian elements [K] and for elements with growth of degree a [4] are

direct applications. But the more important example is the Banach algebra Ll(G) [3], where G is

a locally compact abelian group (see last section). If U is a suitably continuous repr esentation of

G by means of isometries on a Banach space X, it can be defined U(¡.¡) E L:(X) with ¡.¡ E M(G).

In this case, Arvenson [3] defined the concepts of spectrum of U, local spectra and rnaxirnal

spectral subspaces. For certain ¡.¡ E M(G) [6] showed that a(U(¡.¡ )) = ¡i.(sp(U)). This fact is

similar to a well-known result of basic theory of Banach algebras [1] for any Ban ach algebra A

without identity: a(a) = a(Sp(A)) U {O} = a(Sp(A)) with a E A. Now in the general context ,

143



an interesting open question is the following: which conditions a multiplier T E M(A) satisfies

T(Sp(A)) = O'M(.il)(T ), i. e., T has natural spectrum under [6], [8] ?

Properties of </J(a) are related with the "good quality" of Ü. over Sp(A). This quality may

depend on A. Ir A is regular and semisimple then </J(a) is always a decomposable operator

over X in the sense of Foias [LN]. Ir </J admits an extension <I> : M (A) -t .c(X), it is natural

to ask ourselves about the properties that <I>(T) satisfies as operator on X, for example if it is

decomposable or if it depends on T as operator over A [12]. This knowledge about the properties

of <I>(T) can be applied to harmonic analysis [19], automatic continuity theory [LN], or spectral

independence [1].

In the first section , sorne basic definitions and propositions about representations for Banach

algebras are introduced and it is proved an Abstract Wiener Tauberian Theorem. In the second

section , the local spectrum of the representation is treated. Sorne of these results were proved

by Neumann [19] under other conditions.

Another concept used in spectral theory [2], spectral capacity, is defined in a general frame­

work and its relationship with spectrum and local spectrum of the representation are studied in

the third section. The representations are extended to the algebra of multipliers of A and <I>(T)

is a closed operator in the forth section.

2. Spectrum of Representations

Let : A -t .A e Co(Sp(A)) be the Gelfand transformatio n. It is known (see [13]) tha t

- if A has an ident ity, t hen Sp(A ) is a compact Hausdorff topological space with the Gelfand

topology .

if A is withou t identity, then Sp(A) is a locally compact Hausdorff topological space with

the Gelfand topology and Sp(A EIl Ce) = Sp(A) U {Too} where A EIl Ce is the unititation of

A.

Ir E e Sp(A) then th e kernel of E, k(E), is defined as k(E) = nTEEker(T) if E -¡. 0 and

k(0) =A. Ir J e A is an ideal the hull of J, h(!), is defined as h(!) ={T E Sp(A) I J e ker(T)} .

Given E e Sp(A), it is defined the Kuratowski closure by the operation cl(E) = h(k(E)). This

family {cl(E) lE e Sp(A)} defines a topology in Sp(A) as closed sets of this topology. It is

known as the huI/-kernel topology and in general is cloaser than the Gelfand topology ¡ but in

our case, as A is regular, bot h topologies coincide .

PROPOSITIO N 2. 1 ([13]). Let A be a semisimple regular commutative Ban ach algebra and

J e A a closed ideal, then

j (h(I)) e J e k(h( !))
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where j(h(I)) = {a E A I ti E Cc(Sp(A)), ti == a in a neighbourhood 01h(I)} .

DEFINITION 2.2 . Let X be a Banach space and A a semisimple regular commutative Ban ach

algebra. A representation of A on X is an álgebra homomorphism <f¡ from A into L:( X) . Note <f¡

is not necessarily continuous.

A representation is called non degenerate if {x E X I <f¡(a)x = a for all a E A} = {a} and

strongly non degenerate if {x E X I <f¡(a)x = a for all a E A with ti E Cc(Sp(A))} = {a}. If A

is a Tauberian algebra, i.e., {a Ia E A, ti E Cc(Sp(A))} is norm dense in A , an d <f¡ is conti nuous,

both concepts are equivalent,

It is defined the spectrum of the representation as the hull of the kernel of <f¡ , which is t he

closed ideal: SjJ(<f¡) := h(ker(<f¡)) = {T E Sp(A) I ti(T) =a for any a E ker (<f¡)}.

By the Proposition 2.1 it fol1ows immediately the following corollary.

COROLLARY 2.3. Let X be a Banach space, A a semisimple regular commutative Banach

algebra and <f¡ : A -+ L:(X) a representat ion. JI ti == a in a neighbourhood 01 Sp(<f¡) and ti is

compactly supported then a E ker(<f¡).

If Sp(A) is noncompact and A satisfies the Ditkin's condition at infinity, i.e., for any a E A

there exists a sequence (an) e A such that aan -+ a and ~ E Cc(Sp(A)) with n = 1,2,3 , ... , th e

last corollary can be improved:

COROLLARY 2.4 . Let X be a Banach space, A a semisimple regular commutative Banach

algebra which satisfies the Ditkin's condition at infinity , and <f¡ : A -+ L:(X) a continuous repre­

sentation 01A on X . JI supp(ti) n Sp(<f¡) = 0, then a E ker(<f¡) .

If <f¡ is a strongly non degenerate representat ion, it can be shown the following Corollary,

COROLLARY 2.5. Let X be a Banach space, A a semisimple regular commutative Banach

algebra and <f¡ : A -+ L:(X) a strongly non degenerate representation 01A on X. JI supp(ti) n
Sp(<f¡) = 0, then a E ker(<f¡) .

Proo]: Take a E A such that supp(ti) n Sp(<f¡) = 0, then for b E A with ¡; compactly supported ,

supp(;¡j) n Sp(<f¡) = 0 holds. ;¡j is compactly supported and by the Corollary 2.3, it get s

<f¡(ab)x = <f¡(b)<f¡(a)x = afor all x E X. Then <f¡(a)x = afor all z E X and a E ker (<f¡). I

If Sp( <f¡) is a set of spectral synthesis, Le, ker(<f¡)=k(h (ker(<f¡))) , th en if ti == a in Sp(<f¡) then

a E ker(<f¡).

COROLLARY 2.6. Let X be a Banach space, A a Tauberian semisimple regular commutative

Banach algebra and <f¡ : A -+ L:(X) a representation 01A on X such that <f¡(A )X is norm dense
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in X . Then, Sp(t/J) = 0 if and only if X = {O}.

Proo]: A is Tauberian if and only if 0 is a set of spectr al synthesis , i.e., k(0) = A. Then

ker(t/J)= k(Spt/J) = k(0) = A ¡ as t/J(A)X is dense in X , then X = {O} . The converse implication

is immedlate.•

COROLLARY 2.7. Let X be a Banach space, A a semisimple regular commutative Banach

algebra and t/J : A -+ .c(X) a representation of A on X. Then,

(i) if A is a Tauberian algebra and t/J is non degenerate, Sp(t/J) = 0 if and only if X = {O} .

(ii) if t/J is strongly non degenerate, Sp(t/J) = 0 if and only if X = {O}.

Proof: (i) is proved just as Corollary 2.6. (H) is immediate by Corollary 2.5. •

Let Y be a closed subspace of X, and t/J : A -+ .c(X) a representation of A on X. It is

said that Y is invariant for t/J if t/J(a)Y e y for any a E A. For any Y invariant subspace two

associated representations can be defined: t/Jy : A -+ .c(y) a restrictive representation¡ and

# Y : A -+ .c(X/Y) a quotient represent ation of t/J. It is easy to show that Sp( t/Jy )USp( t/J/ Y ) =

Sp(t/J). Using these repr esentat ions, it can be preved the following Abstract Wiener Tauberian

Theorem.

T HEOREM 2.8. Let X be a Banach space, A a semisimple regular commutative Banach

algebra and 4> : A -+ .c(X ) a representation of A on X . Take a E A such that á has no zeros

on Sp(4)).

- (i) Jf A is a Tauberian algebra and t/J is non degenerate¡ or if 4> is strongly non degenerate,

then t/J(a) has trivial kernel.

(ii) Jf A is a Tauberian algebra and 4>(A )X is dense in X, then 4>(a)X is dense in X .

Proo]: First take Y = ker(4)(a)) and consider t/Jy the non-degenerate subrepresentation of A on

y. It is clear that 4>y (a) = O and that á has no zeros on Sp(4>y ). Th en by the Corollary 2.7

Y ={O}.

Now take Y = t/J(a)X and consider 4>/ Y the quotient representation . (t/J/Y)(a) = O and á

has no zeros on Sp(4)/Y), so Sp(4)/Y) = 0. (4)/Y)(A)X/Y is dense in X/Y and by Corollary

2.6, X / Y = {O} and X = 4>(a)X .•

REMARK . One of the versions of classical Wiener Tauberian Theorem can be found in [17

p.148]: let G be a locally compact Abelian group. Ir t e Ll (G) is such that j never vanishes,

then the translates of f generate L1(G).
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3. Local Spectrum oí Representations

Let X be a Banach space, A a semis irnple regular commutative Banach algebra and 4> : A -+

L:(X ) a rep resentation of A on X . Given x E X it is defined the closed ideal I", as

I", := {a E A I 4>(a)x = O}.

4> is non-degenerat e an d I", is a prope r ideal for all x f; O are equivalent .

DEFINITIO N 3.1. Given x E X an d 4> : A -+ L:(X ) a representation , the hull of th e ideal I",

is called th e local spectrum of x wit h regard to 4>, i.e.,

sp.¡, (x ) := h(I", ) = {r E Sp(A ) I ii(r) =Ofor all a E I",}.

Sorne properties of sp.¡, (x ) are joined in the following proposition .

PROPOSITION 3.2. Let X be a Banach space, x, Y E X, A a semisimple regular commutative

Banach algebra and 4> : A -+ L:(X) a representation of A on X . Then

- (i) sp.¡,(x) is a closed set in Sp(A) and sp.¡,(x ) e Sp(4) ).

- (ii) If » = O then sp.¡,(x) = 0.

- (iii) sp.¡, (x ) = sp.¡,(>.x) with >. E C\O .

- (iv) sp.¡,(x + y) = sp.¡,(x) U sp.¡,(y).

- (v) sp.¡,(4)(a)x) e sp.¡,(x) n supp(ii) with a E A .

Proo]: (i), (ii) an d (iii) are immediate by the defin ition of sP.¡,(x). For (iv ), let r If. sp.¡, (x )Usp .¡,(y),

then th ere exist a,b E A such that 4>(a)x = 4>(b)y = O and ii(r) f; O f; b(r) . If we consider ab

then

4>(ab)(x +y) = 4>(a)4>(b)(x + y) = 4>(a)(4>(b)x) = 4>(b)(4>(a)x ) = O

and ¡;f;(r) = ii(r)b(r) f; O, then r If. sp.¡,(x+ y). For (v) it is easy to prove that sp.¡,(4)(a)x) e
sp.¡,(x ). Take r If. supp(ii) , th en there exis ts an open set U wit h r E U an d U e Sp(A ) such that

un supp(ii) = 0. As Sp(A) is a locally cornpact space there exists a compact set J( such that

rE J( , J( e U. As A is a regular Banach algebra, it is normal and there exists b E A such th at

b(<p) = 1 if <p E J( and b(<p) =Oif <p E supp(b). So ¡;f;=Oand as A is semis imple, ab = O. T hen

4>(b)4>(a)x =O and r If. sp .¡, (4)(a)x) because b(r) =1. I

DEFINITION 3.3. Let X be a Ban ach space , x E X , A a semisirnple regu lar cornmutative

Banach algebra and 4> : A -+ L:(X ) a non degenerate representat ion of A on X . T hen we define

the closed subspace Y( x) by

Y(x):= {4>(a)x I a E A} .

Y(x) is an invariant subspace by 4> and Y (x) = {O} if and only if x = o.
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PROPOSITION 3.4. In the same conditions 01 Definition 3.3, it holds sp(</>Y(x) e sPqI(x) .

Proo]: Take TE sp(</>Y(x) and a E A such that if¡(a)x = O. We prove first that if¡(a)y(x) == o: Jet

y E Y(x), then there exists (an) e A such that if¡(an)x -+ Yi now if¡(a)y = limn _ co if¡(a )if¡(an)x =

o, and so if¡(a)y (x) == oand a(T) = o. I

THEOREM 3.5. Lei X be a Banach space, x E X, A a semisimple, regular, commutative

Banach algebm, if¡ : A -+ .c(X) a strongly non degenemte representation 01 A on X and a E A

such that supp(a) n sPql(x) =0. Then if¡(a)x =O• .

Proo]: Take Y = Y(x) as in the Definition 3.3 By Proposition 3.4 a == o in a neighbourhood oí

sp(if¡y). By Corollary 2.5 it is got that if¡(a)y = O. In particular if¡(a)if¡(b)x = if¡(b)(if¡(a)x) =O

for all b E A and x E X. As if¡ is strongly non-degenerate, if¡(a)x = O.•

COROLLARY 3.6 . In the same conditions 01 Theorem 3.5 consider x E X and a, b E A such

that a == b in a neighbourhood01 sPql(x). Then if¡(a)x = if¡(b)x.

PROPOSITION 3.7. Let X be a Banach space, x EX, A semisimple regular commutative

Banach algebm, K e Sp(A) a compact set, .a E A such that a == 1 in a neighbourhood 01 K

and if¡: A -+ .c(X) a strongly non degenemte representation 01A on X. Then if¡(a)x = x [or all

x E X such that sPql(x) e K.

Proo]: Take Y (x) the subspace defined above. For any b E A it holds that ab and b are equal

in a neighbourhood oí sPql(x) and by Corollary 3.6 if¡(ab)x = if¡(b)x. Then if¡(b)(if¡(a)x - x) = O.

Using if¡ is strongly non-degenerate it is got that if¡(a)x = x . I

COROLLARY 3.8. Let X be a Banach space, x E X , A semisimple regular commutative

Banach algebm and if¡ : A -+ .c(X) a representation 01A on X.

- (i) II A is a Tauberian algebm and if¡ is a non degenemte representation, then sPql(x) = O

il and only il x = o.

- (ii) II if¡ is a strongly non degenemte representation, then sPql(x) =O il and only il x =o.

Proo]: (i) 0 is a set oí spectral synthesis. Then 0=sp,¡,(x) =h(Ix) =h(A) and A = Ix. As if¡ is

non degenerate, x = O. (H) can be found in [19]. I

THEOREM 3.9. Let X be a Banach space, A a semisimple, regular, commutative Banach

algebm and if¡ : A -+ .c(X) a non degenemte representation 01A on X . Then

Sp(if¡) = U sPql(x).
xEX
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Proo]: It is clear that U:<EX sPcf>(x) e sp(q'J). For the other embbending, take r !/. U:<EXsPcf>(x ),

then there exist u,V open sets such that r E U, U:<EXsPcf>(x) e v and U n v = 0. Now it

can be taken K e u with r E K. Now, in addition now there exists an open set W such th at

r E W e W e K . As Sp(A) is localIy compact, it can be found a compact set k such that

r E k e W. Using that A is a normal Banach algebra and k n wc = 0, we have that there

exists a E A with ti(c,o) = 1 for alI c,o E k and ti(c,o) = O for alI c,o E WC. Then supp(ti) e W

and ti is compactly supported. By the Theorem 3.5, q'J(a)x = Ofor all x E X, then q'J(a) = Oand

ti(r) = 1. It is shown r !/. Sp(q'J).•

REMARK. In [19], it is proved the Theorem 3.9 under the condition of q'J being a strongly

non degenerate representation.

4. Maximal Spectral Subspaces for Representations

All along this paragraph, we will consider q'J : A ..... L:(X) a strongly non degenerate representa­

tion, where again A is a regular semisimple Banach algebra

DEFINITION 4.1. Let Y be a closed subspace of X, Y is said to be a maximal spectral

subspace of q'J if

(i) Y is invariant by q'J, i.e., q'J(a)y E Y for alI a E A and y E Y,

- (H) for any closed subspace Z invariant by <P, such that sp(q'Jz) e sp(q'Jy) it happens that

ZcY.

Given Fe Sp(A) a closed subset in the hull-kernel topology, it is defined

Xcf>(F) := {x E X I sPcf>(x) e F}.

We are interested on proving that Xcf>(F) is a maximal spectral subspace of q'J. For this, we have

to show the following lemnia.

LEMMA 4.2. Let F be a closed set in the hull-kernel topology of Sp(A), q'J : A ..... L:(X) a

strongly non degeneraterepresentation and Jc(F) := {a E A I supp(a) == O in a neighbourhood of F} .

Then Xcf>(F) = n ker(q'J(a)).
aEJe(F)

Proo]: It is clear, by Theorem 3.5 that if x E Xcf>(F) then q'J(a)x = Ofor alI a E Jc(F).

Take x E naEJe(F) ker(q'J(a)) and suppose sPcf>(x) rt. F. Then there exists r E sPcf>(x) with

r!/. F. Take U, V open sets in hull-kernel topology such that U n V = 0, r E U and Fe V. A

compact neighbourhood of r , K, and an open set W such that r E W e W e K e U can be

found. Now let L be a compact neighbourhood of T such that L e W and E = Sp(A)\W. As E
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is a closed set and L a compact set such that L n E =0, there exists a E A such that ci(r) =1

for all r E L and ci(r) = Ofor all r E E. Besides, supp(ci) e Ec = W and F e v e E. Then

a E Jc(F) and r,6(a)x = O. As r E sP.p(x), ci(r) = O, but this is not possibIe . •

THEOREM 4.3 . Given a closed set F e Sp(A), X .p(F) is a maximal spectml subspace 01 r,6.

Moreover il M is a maximal spectml subspace 01 r,6, then M = X .p(Sp(r,6M))'

Prooj: Let us denote Y = X.p(F). By the Lernma 4.2, Y is a closed subspace of X and invariant

by r,6 (Proposition3.2 (v)). Besides, as sP.py(x) = sP.p(x) for all x E Y, it is clear by the Theorem

3.9, Sp(r,by)e F.

Let Z be a closed subspace invariant by r,6 and Sp(r,6z) e Sp( r,6y). Given x E Z then, again

by Theorem 3.9 applied to Z, sP.p(x) = sP.pz(x) e Sp(r,6z) e Sp(r,6y) e F and this proves that

Z e y and so Y is a maximal spectral subspace of r,6.

Now Iet M be a maximal spectral subspace of r,6 and denote by Y = X.p(Sp(r,6M))' We know

that Sp(r,6y) e Sp(r,6M), and as M is a maximal spectral subspace, Y e M . Take x E M. Then

sp.p(x) =SP.pM(X) e Sp(r,6M) and x E Y, i.e., M e Y and so Y =M.•

REMARK . Given a closed set Fe Sp(A), it is clear that X.p(F) = X.p(F n Sp( r,6)).

In the context of Banach algebras, we use the fol1owing concepts, which were introduced by

ApostoI in [2].

DEFINITION 4.4 . Given (n, r) a topoIogical space and X a Banach space, a spectml capadty,

E, is a map from closed sets of n, CIos(n), to the set of closed subspaces of X, Lat(X), such

that,

- (1) t:(0) ={O} and t:(n) =X.

The support of the spectral capacity t: is the set supp( t:) := nE(Fl=x F. Besides, given x EX,

the set O"E(X) = nxeE(F)F is called the spectrum oj z with regard to E,

THEOREM 4.5. Let A be a semisimple, regular Banach algebm and r,6 : A -+ L(X) a strongly

non degenemte representation 01A in a Banach space X. Then E : F ...... X.p(F n Sp(A)), lar

every closed set F e Sp(A E9 Ce), is a spectml capacity [rotti Sp(A E9 Ce) to X such that

- (a) supp(t:)\{roo } = Sp(r,6).
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- (b) O'e(x)\{roo} = sp",(x).

Proof: If F is a closed set in Sp(A ffi Ce), F n Sp(A) is a closed set Sp(A). Now we are going to

check the three conditions of a spectral capacity.

(i) Take F = 0 and z E X",(0). If sp",(x) = 0, X = O (by Corollary 3.8.). It is clear that

X",(Sp(A)) = X because sp",(x) e Sp(A ).

(H) It is direct to show that x",((n~=lFn)n Sp(A)) = n~=lX",(Fn n Sp(A)).

(iii) Let us consider the canonical extension ~ : A ffi Ce -; .c(X). A ffi C is a semisimple,

regular Banach algebra whose spectrum is compact and Sp(A ffiCe) = Sp(A)u{roo } . In addition,

we are goingto show that sp",(x) e sp~(x) e sp",(x) U {roo}.

Take r s sp",(x) and ii E AffiC such that ~(ii)(x) = O. We consider b E A such that b(r)::p O.

Then áb E A and ,p(áb)x = ,p(b)~(á)x =O. As r E sp",(x), O=ab(r) =a(r)b(r) and so O=a(r)

and r E sp~(x). Finally it is direct to prove sp~(x) e sp",(x) U {roo} .

Now, let {Fi}l=l be a farnily of closed sets of Sp(A ffi Ce) which satisfies U1=l int Fi =

Sp(A ffi Ce). As Sp(A ffi Ce) is a compact set, there exist {íij}l=l which verify supp (iij) e Fi

with j E {l, ... , n} and L:l=l iij(r) = 1 for ·all r E Sp(A ffi Ce). As A ffi Ce is a semisimple

algebra, e = L:l=l ai and for all x E X it can be written

n

X =~(e)x =¿ ~(íij)x
i=l

and sp",( ~(ai)x) e sp~(~(íij)x) e supp(~) e Fi with 1 :$ j :$ n. So it holds that sp", (~(ai)x) e
Fi n Sp(A), ~(ai)x E &(Fi) and X = &(Fl) +&(F2 ) +...&(Fn ) .

To prove (a), it is clear supp(&)\{roo } e Sp(,p). Take a closed set Fe Sp(A ffi Ce) such that

&(F) = X",(F n Sp(A)) = X . Then, for all x E X

sp",(x) e sP(<!>x~(FnSp(.A)) e F n Sp(A)

holds. By Corollary 3.9, Sp(<!» e F n Sp(A) and Sp(<!» e supp(&)\{roo } .

To check (b) it is direct to show that o"e(x)\{roo} e sp",(x). Take a closed set F e Sp(A ffiCe)

such that x E &(F) = x",(F n Sp(A)). Then, it holds that

sp",(x) e sP(<!>x~(Fnsp(.A)) e F n Sp(A)

and sp",(x) e O'e(x)\{roo}.•

5. Extension oí Representations to M(A)

Let A be a Banach algebra. A mapping T : A -; A is called a multiplier on A if the identity

aT( b) = T(a)b holds for all a,b E A. riA is an algebra without order (Le. if ab = Ofor all b E A
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then a = O), then A may be regarded as a subset of M(A) and M(A) is an unítary, closed,

commutative subalgebra of .c(A) [14]. If A is a semisimple algebra, M(A) is also semisimple

(see Larsen), but in the general case the regularity of A does not make M(A) to be regular [14].

The spectrum, Sp(M(A», of the multiplier álgebra can be represented [14] as the disjoint

union of Sp(A) and H(A), where Sp(A) is canonically embedded in Sp(M(A», and H(A) is the

hull of A in Sp(M(A». The hull-kernel topology and the Gelfand topology of Sp(A) coincide

with the relative hull-kernel topology and the Gelfand topology induced by Sp(M(A», and

Sp(A) is hull-kernel and Gelfand open in Sp(M(A» . Besides it is defined

Mo(A) := {T E M(A) I Tsp(.A) == Oat infinity in the Gelfand topology of Sp(A)}.

Given 4>: A .... .c(X) a strongly continuous representation and T E M(A), we are interested

on studying the action of T over X . We will denote this new operator by <I>(T) and will say

x E D(<I>(T» if there exists y E X such that

4>(T(a»x = 4>(a)y

for all a E A and <I>(x) = y [9]. <I>(T) : D(<I>(T» .... X is a closed linear operator and it is direct

to show the fol1owing properties.

PROPOSITION 5.1. Given 4> : A .... .c(X) a strongly continuous representation, T, S E M(A)

and(D(<I>(T», <I>(T», (D(<I>(S», <I>(S» defined as above, then

- (i) 4>(A)X e D(<I>(T», <I>(T)4>(a)x = 4>(T(a»x [or all a E A andx E X, and4>(T(a»x =

4>(a)<I>(T)x = [or all a E A andx E D(<I>(T».

- (ii) D(<I>(S» n D(<I>(T» e D(<I>(S +T» and <I>(S)x + <I>(T)x = <I>(S +T)x [or all x E

D(<I>(S» n D(<I>(T».

- (iii) D(<I>(ST» = D(<I>(TS» and<I>(ST)x = <I>(TS)x [or all x E D(<I>(ST».

- (iv) D(<I>(T)<I>(S» e D(<I>(ST» and <I>(T)<I>(S)x = <I>(TS)x [or all x E D(<I>(T)<I>(S».

Then, if 4> : A .... .c(X) is a strongly continuous representation, 4> induces a new representation

<I> : M(A) .... C(X) . If A has a bounded approximate identity (e>')>'EA for which 4>(e>.)x .... x for

each x E X, by the Cohen factorization theorem we get that <I> : M(A) .... .c(X) (see [12]). But

all along, we will not suppose that A has a bounded approximate identity.

DEFINITION 5.2 . Let A be a semisimple, regular Banach algebra and 4> : A .... .c(X) a

strongly continuous representation, <I> : M(A) .... C(X) defined as aboye and x EX. Then

(a) Sp(<I»:= h(ker(<I>)) = {ep E Sp(M(A» I T(ep) = Ofor any T E ker(<I>)} .

(b) sp~(x):= h(ker(~» = {ep E Sp(M(A» I T(ep) = Owith x E D(<I>(T» and <I>(T)x = O}.
\
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Proof: (a) It is direct to prove it from 'Theorem 5.4.(a) and Corollary 3.8.

An immediate question is to know whieh is the relationship hetween sPo¡l(x) and sp~(x) with

X EX. For doing this, we will use the following lemma.

•Sp(lj» = UsPo¡l(x) e U sp~(x) e Sp(Cli).
",eX ",eX

(e) It is clear that Sp(Cli) n Sp(A) e Sp(Ij». Now, the Corollary 3.9 and (h) we have that

- (a)spc»(x) = 0 ifand only if x =O.

- (b)spo¡l(Cli(T)x) e sPo¡l(x) n supp(T) for all x E D(Cli(T)).

- (e) if x E D(Cli(T)), and T == O in a neighbourhood of sPo¡l(x) , then Cli(T)x = O.

- (d) ifT == O in a neighbourhood of Sp(Cli) , then Cli(T) = O.

PROPOSITION 5.5 . Let A, Ij>:A --+ .c(X) and Cli : M(A) --+ C(X) be definedas above, x E X,

and T E M(A). Then

Using this theorem, some properties whieh are well-known in the ease we take A with a

hounded approximate identity ean he proved [19].

- (a) sp~(x) = sp~(x) n Sp(A).

- (b) sPc»(X) e SP(Cli).

- (e) Sp(lj» = Sp(Cli) n Sp(A).

(h) Take r E sPc»(x) and T E M(A) such that Cli(T) =O. Then for all a E A Ij>(T (a))x =O.

By Lemma 5.3, x E D(Cli(T)) and Cli(T)x = O. As r E sp~(x), T(r) = Oand r E Sp(Cli).

THEOREM 5.4. Let A be a semisimple, regular Banach algebra, Ij> : A --+ .c(X) a strongly

continuous representation, Cli : M(A) --+ C(X) defined as above and x EX. Then

Proof: (a) It is direet to prove that sPc»(x) n Sp(A) e sPo¡l(x). Now take r E SPo¡l(X) and

T E M(A) sueh that x E D(Cli(T)) and Cli(T)x = O. Then Ij>(T(a))x = O for all a E A , and as

rE sPo¡l(x) we have that 0= T(a)(r) = T(r)a(r) for all a E A . So T(r) = O and r E sPc»(x).

LEMMA 5.3. 1f x E X, T E M(A) and Ij>(T(a))x = O[or all a E A (where A and Ij> are

defined above), then x E D(Cli(T)) and Cli(T)x = O.

Proof: Take the definition of Cli(T)x with y = O. As Ij>(T(a))x = Ij>(a)y = O the lemma is

proved .•



(b) It is easy to show that sp.p({>(T)x) e sP.p(x). Now take r E Sp(A)\supp(T). supp(T) is

a closed set of Sp(M(A)) and supp(T) n Sp(A) is a closed in Sp(A). As A is a regular Banach

algebra, there exists a E A such that a(r) = 1 and a == o in supp(T) n Sp(A). Now we eonsider

T(a). For any ep E Sp(A), it holds that

ep(T(a)) = T(a)(ep) = T(ep)a(ep) = o.

Then (A is a semisirnple algebra), T(a) = Oand t/J(a)<I1(T)x = t/J(T(a))x = Owith a(r) = 1 and

then r ~ sP.p({>(T)x).

(e) It is direetly got frorn (b) and Corollary 3.8.

(d) It is a eonsequenee of Theorern 5.4.(e), sP.p(x) e Sp(t/J) and (e) . I

The rernainder of this section will be devoted to sorne properties of the operator {>(T) . These

questions have been studied in several papers before, see for instanee [10], [12] . Now we will

remind sorne basie definitions and facts in speetral theory of operators.

A linear operator (S, D(S)) over a eornplex Banaeh spaee X has the single valued extension

property, SVEP, if for any open set U e e the only funetion / : U -; D(S) sueh that

(S - >.)/(>.) = Ofor all >. E U is the eonstant funetion / == o.

For an operator (S, D(S)) whieh satisfies the property SVEP, it is defined the local resolvent

of S at x E X, ps(x), as the set of all >. E e u {oc} := C for which there exits an analytie

function [ : U -; X on sorne open neighbourhood U of >',50 that (S - ¡.¡)f(¡.¡) = X holds for all

¡.¡ E U. The eornplernent us(x) := C\Ps(x) is ealled the local spectrumof S at x EX.

An operator S E C(X) is said to have Dunjord's property (e) if the subspaee Xs(F) :=

{x E XI us(x) e F} is closed for every closed Fe C . Moreover S is ealled quasi-decomposable

if Xs(F) is closed for eaeh closed F e C and for every finite open eovering {Ull ... Un} of C,

the surn Xs( Ul) +" .+XS(Un) is dense in X . S is eal1ed decomposable if for every finite open

eovering {U1 , ,, . Un} of C, there exits S-invariant closed linear subspaees Y1 , ,, . , Yn sueh that

Y1 +...+Yn =X and u(TYj) e Uj for j =1, ... ,n [10].

' S E C(X) is deeornposable if and only if there exists a spectral capacity for S, í : Clos(C) -;

Inv(S) such that u(Te(F)) e F for all closed set F e C. Besides, it can be shown that if S is

decornposable, then í(F) = Xs(F) for all FE Clos(C) [20].

The particular case X = A has been deeply studied. In this situation t/J : A -; .c(A) and

t/J(a) = La, where La(b) = ab for al1 b E A, sp,¡,(a)= supp(ñ], for all a E A and Sp(t/J) = Sp(A).

It is irnrnediate to prove that <I1 : M(A) -; .c(A) is the eanonieal eontinuous inclusion. For

T E M(A) it is said that

- (a) T has natural local spectra ifsPT(a) = T(supp(u)) for all a E A.
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(b) T has natural specirutn if O"M(A)(T ) = T (Sp(A ».

It is known that every multiplier with natural local spectra has natural spectrum. For T E

Mo(A), some equivalent statements to having natural local spectra have been preved [10]. We

remark the folIowing one.

THEOREM 5.6 ([10]). Lei A be a regular semisimple Banach algebra and T E Mo(A) . Then

T has natural local spectra il and only il T is decomposable.

In the general case, </J : A -+ .c(X) is a strongly non degenerat e representation with A a

regular, seruisimple Banach álgebra. Two definitions have been introduced [19] to replace the

properties ofhaving natural local spectra and natural spectrum. It is said that a multiplier

T E M(A) with <p(T) E SVEP

(a) has the property (L) if SP~(T)(X) = T(sp ,¡, (x» for all x E X.

- (b) has the property (G) if O".C(x)(T) = T(Sp (</J».

If <P : M(A) -+ .c(X) then for any multiplier T E M( A) verifying property (L) verifyes

property (G). Even more Neumman has proved the folIowing theorem.

THEOREM 5.7 ([Ne]). Suppose A is a regular semisimple Tauberian Banach algebra with a

bounded approximate ident ity (e>.) and </J: A -+ .c(X ) a continuous algebra homomorphism with

the property that </J(e>.)x -+ x. Then

(i) </J is strongly non degenerate and has an unique extension to a continuous unital algebra

homomorphism <P : M(A) -+ .c(X).

(ii) il the multiplier T E M(A) is decomposable on A then <p(T) is decomposable and

verífies properties (L) and (G).

We are ready to show the last two theorems of this section. The first one is an extension of

one part of the Theorem 5.7.

THEOREM 5.8 . Suppose A is a regularsemisimple Banach algebra, </J : A -+ .c(X ) a strongly

non deqenerate representation and T E Mo(A) such that has the property (L), and <p(T ) has

SVEP. Then <p(T) is descomposable.

Proo]: If T has the prop erty (L), then we claim X~(T) (F) = X ,¡,(T- 1(F» for all FE Clos(e).

Take x E X~(T)(F). Then sp,¡,(x) e T - 1(T(sp,¡,(x))) e T -1(F) . Conversely, if x E X ,¡,(T-1(F» ,

then SP~ (T)(X) =T (sp,¡, (x» =T(t-1(F» e F as we want ,
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Therefore we have to prove that Clos(e) .... Inv(T), and that F>-> X.¡,(t-1(F)) is a spectral

capacity for T. Conditions (1), (2) of Definition 4.4 are easy to check. We have that

O'(cp(Th~(t-l(F)))= U SP~(T) (X ) = U T(sp.¡,(x)) e F
"EX~(t-l(F)) "EX~(t-l(F))

by Proposition 3.7 of [7]. The Proposition 5.5.(H) that implies X.¡,(t-1(F)) is invariant by cp(T).

So, we just have to prove condition (3) of the Definition 4.4. It is enough to prove it with {U, V}

an open covering ofC. Suppose oE U. As TE Mo(A) and t is hull-kernel continuous on Sp(A),

t-1(U) is an open neighbourhood of 00, t-1(C\U) is a compact set on Sp(A) and t-1CC\V)

is a closed set whích is disjont with t-1(C\U). Then (A is regular) there exists a E A such that

á == 1 on t-1(C\U) and á == Oon t-1(C\V). This implies that supp(á) e t-1(iJ) and that

supp(l - á) e t-1(V) and for all x E X we have the decomposition x = ef¡(a)x +x - ef¡(a)x =

ef¡(a)x +cp(I - a)x with ef¡(a)x e supp(á) e t-1(iJ) and x - ef¡(a)x e supp(l - á) e t-1(V) as

we claimed. I

THEOREM 5.9. Suppose A is a regular, semisimple, Banach algebra, ef¡ : A .... .c(X) a repre­

sentation strongly non-degenerate such that ef¡(A)X is dense in X , T E M(A) a decomposable

multiplier with natural local spectra and the property (L). Then <I>(T) is quasi-descomposable.

Proof: As T has the property (L) fol1owing the proof of Theorem 5.8, it can be also proved that

X~(T)(F) = Xq,(t-1(F)) and that X~(T)(F) is closed,

Let {U¡, U2 , • • • , Un} be an open covering of C . As T is a decomposable multiplier on A

there exists maximal spectral subspaces for T, {AT(U1),AT(U2 ) , • •• AT(Un)} and A = AT(U1)+

AT(U2)+...+AT(Un) where AT(Uj) = {a E A I sPT(aj) e Uj} with j E {1, 2, ... n}. Then

ef¡(A)X ef¡(AT(U¡))X +ef¡(AT(U2))X +...+ef¡(AT(Un))X

e XT(Ul) +XT(U2)+...+XT(Un)

due to SP~(T)(ef¡(aj)x) = t(sp.¡,(ef¡(aj)x) e t(supp(iíj)) = sPT(aj) e Uj, because T has natural

local spectra. As ef¡(A)X is dense in X, XT(Vi') +XT(U2)+...+XT(Un) is dense in X. I

6. Two Classical Examples

In this section we will comment two examples which have been considered in several papers. The

first one is related with functional calculus defined for hermitian elemEmts on a Banach álgebra

[4], [11]. The second one is the most important case of representation of the Banach algebra,

A = Ll(G) where G is a locally compact abeli~ group [6], [9].
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6.1 Hennitian e1ements and e1ements with growth of degree a

Let A be a complex Banach algebra with unit element e. An element a E A is said to be

hennitian if lIé1all = 1 for all tER. We will say that a is an element with growth of degree a

with a 2: Oif lIe i1all ::; c(1+ItDa for all tER. The spectrum of hermitian elements and elements

with growth of degree a is a subset of R.

For these classes of elements Baillet proved the folIowing theorem.

THEOREM 6.1. Let A be a Banach algebm with unity e, a E A an element with growth of

degree a and n eRan open neighbourhood of u(a). Then there exits an unique homomorphism

cP : f ..... cpU), from c(k)(n) (with k = [a + 3\2]) to A which satisfies the following properties:

(i) cP is continuous.

(ii) cp(t -+ 1) = e and cp(t -+ t) = a.

(iii) if f is null over a neighbourhood of u(a) then CPU) = O.

- (iv) u(cpU)) = f(u(a)).

If a = T E .c(X), then cP : c(k)(n) --+ .c(X) and CPU) is decomposable for all f E c(k)(n),

and in particular T is decomposable.

6.2 The Banach algebm L1(G)

Let G be a locally compact abelian group, Ll(G) the space of complex valued functions on

G with regard to the Haar measure and M(G) the Banach álgebra of regular complex Borel

measures on G. A strongly continuous representation of G by means of isometries on a Banach

space X, is a map U: G -+ .c(X) which satisfies

(i) U(s + t) =U(s)U(t) for all s, tE G, U(O) =J.

(ii) IIU(s)xll = IIxll for s E G and x E X.

- (iii) G -+ X , S ..... U(s)x is continuous for each x E X.

It is known that under these conditions (G a locally compact abelian group, and U a strongly

continuous representation of G), there exists a continuous algebra homomorphism

U : M(G) --+ .c(X)

J-l ..... U(J-l):= fa U(s)dJ-l(s)
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with IIUII = 1. In particular, if fE L1(G), then U(f) = Jaf(s)U(s)ds. For the representation

U, Arvenson (3) introduced the concepts of spectrum, local spectra, and spectral subspaces

which are equal to the analogous concepts of U taken in L1(G).

As application for all this, take X = LP(G) with 1 ~ P ~ oo. Then for all f E L1(G),

Up(f) E .c(LP(G)) and Up(f )(g) = f *9 for all 9 E LP(G). Then Up(f) is a decomposable

operator for f E L1(G) and 1 ~ P ~ oo. Besides Up(f)(g) = Uq(f)(g) for all 9 E LP(G)n Lq(G)

( Up(f) and Uq(f) are consistent) and by a result of Albrecht [1, Corollary 2.6.]

with 1 ~ p,q < oo.

Acknowle dgements

This research has been partially supported by the Spanish DGES, Proyecto PB97-0094 and by

a FPI Grant DGESIC.

Referencias

(1) E. ALBRECHT, Spectral interpolation, Opero Theory Adv. Appl., vol. 14, Birkháuser, Basel,

1984, pp. 13-37.

(2) C. APOSTOL, Spectral decompositions and functional calculus, Rev. Roum. Math. Pures

et Appli. Tome XIII 10 (1968), 1481-1528 (1968)

[3] W. ARVESON, The harmonic analysis of automorphism groups , Proc. oi Symposia in Pure

Maths. Amer. Math. Soco vo1.38, Providence 1982, pp. 199-269.

(4) M. BAILLET, Analyse spectral des opérateurs hermitiens d'un espace de Banach, J. London

Math. Soco 19 (1979), 497-508.

(5) 1. COLOJOARA and C. FOIAS, Theory of generalized spectral operators, Mathematics and

, its application, V.9 Gordon and Breach, New York, 1968.

[6) C. D'ANTONI, R. LONGO and L. ZSlDO, A spectral mapping theorem for locally compact

groups of operators, Pacific Journal oi Mathematics 103, (1981) 17-24.

(7) 1.ERDELYI and W. SHENGWANG A Local Spectral Theory Iot Closed Operators, London

Math. Soc., Lecture Notes Series 105, Cambridge U.P., Cambridge 1985.

[8) J. ESCHMEIER, Operator decomposability and weakly continuous representations oflocally

compact abelian groups , J. Operator Theory 7, (1982), 201-208.

(9) J. ESCHMEIER, Spectral decompositions and decomposable multipliers , Manuscripta Math.

51, (1985), 201-240.

158



[10] J . ESCHMEIER, K.B. LAURSEN and M.M. NEUMANN, Multipliers with Natu ral Local

Spectra on Commutative Banaeh Algebras, J. Funet. Anal. 138 , (1996), 273-294.

[11] H. KONIG, A Funetional Caleulus for Hermitian Elements of Complex Banaeh Algebras,

Arch. Math. XXVIII, (1977), 422-430.

[12] R. KANTROWITZ and M.M. NEUMANN, On eertain Banaeh algebras of veetor-valued

funetions in:Function Spaces, the Second Conference (ed. by K.Jarosz), 223-242, Mareel­

Dekker, New York 1995.

[13] R. LARSEN, Banach Algebras, An Introduction, Mareel Dekker, New York, 1973.

[14] R. LARSEN, An Introduction to the Theory of Multipli ers, Springer-Verlag, Berlin, 1971.

[15] K.B. LAURSEN and M.M. NEUMANN, Deeomposable operators and automatie eontinuity,

J. Operator Theory 15 (1986), 33-51.

[16] K.B. LAURSEN and M.M. NEUMANN, Deeomposable multipliers and applieations to

harmonie analysis, Studia Mathem atica 101 (1992), 193-213.

[17] L.H. LOOMIS, An Introduc tion to A bstract Harmonic An alysis, D. Van Nostrand Compa­

ny, Ine. New York, 1953.

[18] F-Y. MAEDA, Generalized speetral operators on loeally eonvex spaees, Pacific J. Math .

13, (1963), 177-192.

[19] M.M. NEUMANN, Natural speetrum, natural local speetra, and spectral mapping theo­

rems for multipliers on Banaeh algebras in: Banach Algebras'97 (ed. by E.Albreeht and M.

Mathieu), 377-395, Walter de Gruyter, New York 1998.

[20] F.H. VASILESCU, Analytie Functional Calculus, Mathematics and its Applications D.

Reidel Publishing Company, London, 1982.

159



Abstract

1. Introducción

Universidad Complutense. 28223 Madrid.

(1)tRP = ktR+ (1- k)tp = fj [k; + (1- k)~]
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Facultad de Ciencias Económicas y Empresariales.

Departamento de Estadistica.

Rev. Academia 'de Ciencias. Zaragoza. 54 (1999 )

U n estimador robusto con información auxiliar

univariante

M. Ruiz Espejo

We introduce a class of estimators linear combination of the classic ratio and

product estimators , and calculare its bias and mean square error. With .an adecuate

choice of parameter k, the proposed estimator is approximately of minimum mean

square error in the class, and is more precise than the classic estimators-:~n which

it is based. In practice, it is useful for its administrative simplicity, additional ease

use and robustness for interest and auxiliary variates very positive or negatlvely

correlated.

donde k es un parámetro de la recta real por determinar.

El tipo de estimadores (1) fueron originados a partir de trabajos pioneros como el

de Olkin (1958) , recientemente sumarizados por Rao (1988); su propósito es estimar la

función paramétrica media poblacional Y. La ventaja de los estimadores propuestos se

Consideremos una población finita de tamaño N, con unidades numeradas de 1 a N para

su identificación. Disponemos de una variable auxiliar x , conocida para todas las unidades

de la población. Sea y la variable de int erés, observable en las n (O < n < N) unidades de

la muestra obtenida por muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento de la población.

Sean X e Y las medias poblacionales de las variables x e y, respectivamente, así como x
e fj las respectivas medias muestrales.

La clase de estimadores propuesta será la familia de combinaciones lineales de los

estimadores ususales de razón tn, y producto tp. Así tenemos



(6)

(5)

(2)( ) ~ N - n [k (?S2 _ 2~xy ) S~y ]
B tRP N n X2 x X + X

E[(tR - Y)(tp - Y) = E(tRt p) - Y[E(tR) + E(tp)] + y 2

en cuenta que

E(tRP - y)2 = E[k(tR - Y) + (1 - k)(tp - Y)j2 .

k2ECM(tR) + (1 - k)2ECM(tp ) + 2k(1 - k)E [(tR - Y )(t p - Y) ]
(4)

Sustituyendo ECM(tR) y ECM (tp) dados aproximadamente en Grosbras y teniendo

Denotando por ECM(.) el error cuadrático medio, tenemos

como los sesgos son conocidos aproximadamente (Grosbras, 1987) y además tRtp = Ji ,
obt enemos de (5) que

siendo R = t la razón poblacional.

Con (3), el valor de k proporciona estimadores con sesgo aproximadamente nulo, pero

en cualqu ier caso y para k arbitrario, el sesgo de tRP dado en (2) es asintóticamente nulo

cuando el tamaño muestral n crece.

162

3. E rror cuadrático m edio de tRP

donde S~ es la cuasivarianza poblacional de la variable x y Sxy la cuasicovarianza de las

variables x e y.

Igualando B (tRP) a O, el estimador tRP es aproximadamente insesgado si

«; ( )
k = 2S _ RS2' 3

xy x

y sustituyendo los sesgos B(tR) y B(t p) dados por Grosbras (1987, pags. 132 y 149) bajo

muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, tenemos

Denotando por B( .) al sesgo,

2. Sesgo de tRP

basa en su simplicidad ya que sólo requiere una variable auxiliar x, con su consecuente

simplicidad administrativa en la práctica, como opuesto al caso multivariante. La ventaj a

común es su eficiencia con respecto a los est imadores clásicos elementales con los cuales

se construye.
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(8)

(7)

lineal usual tRe

d[ECM(tRP)] = N - n[-4RS + 4(2k _ 1)R2S 2] = O
dk Nn xy x'

k = k' = ~ Sxy
2+ 2RS2 '

x

Obviamente, k' es el mínimo de (7), ya que

La fórmula (7) se minimiza eligiendo un valor adecuado de k en la recta real,

Usando (6), la fórmula (4) es aproxim adamente

ECM(tRP) == NN~n [S; + (1 - 2k)2RSxy + (2k - 1)2R2S;].

( ' ) . N-n [S2 S;y (S2 1)]ECM tRP = N'Ii y - S~ 2 x - R2

Comparando la precisión de t~p frente al estimador de regresión

(Cochran, 1977), tendremos

si y sólo si S;R2 2: 1. Est a última condición nos indica en que casos el est imado r t~p es

más deseable que el estimador de regresión tna .

Tambi én se deduce que tRP, con k' dada en (8), mejora uniformement e los estimadores

básicos tR y tp (obtenidos respectivamente para k = 1 Y k = O) . Así, tRP con k' es un

estimador eficiente cuando las variables de interés y auxiliar están muy correlacionadas .

Estimando adecuadamente k mediante una muestra piloto o con da tos de la muestra

(ver Ruiz , 1988) y considerando k como una constante fijada en la recta real, tRP es un

est imador aproximadamente de error cuadrá t ico medio mínimo uniformemente en la clase,

por lo que resulta más preciso que los estimadores de razón y produc to, en los que está

basado.

El estimador propuesto tRP con k' se manifiesta muy robusto bajo la hipótesis general

de que las variables x e y están fuert emente correlacionadas, obteniéndose estimadores

tRP más eficientes que tR y te , respectivamente, en los casos en que éstos son deseables. Si

ambas variables están positivamente correlacionadas, el est imador t R es muy aprop iado;

si estuvieran negativamente correlacionadas, el estimador tp es más deseable (Murthy,

y

Sustituyendo k' en (2) y (7), obtenemos el sesgo y el error cuadrático medio aproxi­

mados

de donde



1964). Para una u otra posibilidad, tRP es mejor que ambos estimadores con una ade­

cuada elección del parámetro k (según el criterio del error cuadrático medio mínimo

uniformemente aproximado) . De este modo queda garantizada la robustez que no poseían

individualmente los estimadores de razón y producto, frente a posibles cambios en el signo

del coeficiente de correlación entre las variables de interés y auxiliar muy correlacionadas.

Conviene añadir que el estimador tRP puede tener una precisión similar a la media

muestral y, cuando p == O, pues sustituyendo el valor de k' dado en (8), en la fórmula (7),

si s,z:y == O (y por tanto k' ==~) entonces ECM(tRP) == V(y), aun en el caso en que las

variables x e y sean aproximadamente incorrelacionadas, que es el caso más desfavorable

para usar una variable auxiliar en la estimación de una función paramétrica que depende

exclusivamente de la variable de interés y, como en nuestro caso es la media poblacional

Y.
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Abstract

1. Introduction

2. Usual random variables

(2)E[X(x, y)] = u;(1)Pr(x < X < y) = 1 - p,

165
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Definition 2. Let X be a contínuous random variable on the interval (a, b) wirh distribu­

tion function F. We say that X is a usual random variable iEand only ifF is differentiable

in (a, b) with f(z) = dF(z)/dz > O Eor z E (a, b).
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A review of the equilibrium concept

The concept of equilibrium Iot random variables is reviewedas developedin Ruiz

Espejo (1990, 1992a, 1992b, 1993, 1995, 1997). In particular, its role in the estima­

tion of population mean and population variance, and two of its characterisations,

one algebraic and other geometric, are described.
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where X(x, y) denotes the random variable X truncated to the interval (x, y). We shall

reEer to equations (1)-(2) as the system DE equilibrium equations oEorder pEor X .

For the following spacial class of random variables , we can establish interesting results

on existence and uniqueness of (z, y) that aré equilibrated of order p. Throughout the

paper we givemo proofs of results which can be found in the respective article(s) .

The concept of equilibrium for a random variable was introduced by Ruiz Espejo (1990,

p. 56) in the following terms:

Definition 1. Let X be a random variable with E(X) = u. For given p E [0,1) we say

that (x , y) E R 2 is equilibrated olorder pEor X iEand only iE

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 54 (1999)



Theorem 1. Let X be a usual rand om variable on (a, b) with E(X) = u, For every

p E [0,1 ) there exists a unique pair (x, y) that is equilibrated of order p for X .

Theorem 2. Tlie system of equilibrium equations (1)-(2) has linearly invariant solutions,

i.e. if (x¡ , X2) is equilibrated of order p for X and (y¡,Y2) is equilibrated of order p far

y = AX + B, A> O, then Yi = AXi + B , i = 1,2 .

This means tha t the equilibrat ed pair associated with populat ion X is also valid for al!

location-scale transforma tions of the population. One consequence of t his is that est imates

of the pop ulat ion mean ¡.¡, derived from (1)-(2) are linearly invari ant ; Ruiz Espejo (1990,

p. 63) derives a modification of th e ususal sample mean that sat isfies this property.

Applications to robus t est imation, according Andr ews et al. (1972) are also shown.

In the rest of this pap er we shall consider only the usual random variables.

3. Optimality criteria

We discuss optimality of the solut ion (1)-(2) for usual rand om variables. We use two

criteria : t he minimal mean absolute error criterion and the minim al mean square erro r

crite rion.

3 .1 Minimal mean absolute error criterion (Ruiz Espejo, 1992a)

Definition 3. Let F be a distribution function . Let A, B E B be Borel sets with B denoting

the Borel a-algebra. We say that A = B a.e. with respect to F if and only if

.j dF(s) = O,
At.B

where A.0.B = (A U B ) - (A n B) is the symmetric difference of A and B .

Theorem 3. Let X be a usual random variable with distribution function F , E( X ) = ¡.¡,

and let

F = { A E B : LdF(s) = 1 - p and LsdF(s) = (1- p)¡.¡, }

, be a family of Borel sets, p E [0,1 ). Th en (x, y), the solution of (1)- (2), is an element of

F and i t satis fies

{ [s - ¡.¡,l dF(s) :S L is - ¡.¡,ldF(s)

for all A E F with equality holding if and only if (x, y) = A a.e. with respect to F .

Hence we say that the (x, y) solut ion of equilibrium equations of order p is optima l

among all Borel sets with the same relative weight 1 - p in the sense of minimal mean

absolute error .

3.2 Minimal mean square error criterion (Ruiz Espejo, 19992a)
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4. Extension of invariance

167

5. Equilibrated stratification

(3)x + y = 2p..t f(s)ds = 1 - p,

Corollary 1. In Tlieotetn 4: (a) p. = E (X ) is an inflexion point of <I>; (b ) If <I> (x ) =

Ax + B , A f= O tlJen E{ <I> (X )} = <I>{E(X)}; (c) If <I> (x ) = Ax + B , A > O, we Iiave

Tbeorem 2.

Ruiz Espejo (1995) gives a construction where <I> {E(X )} = E {<I>(X)} holds for a non­

linear transformation <I> ans usual random variable X . In brief he shows that <I>{E(X)} =

E{ <I> (X)} = 0, when <I> = arctanx and E (X ) = Owith a bounded symmetri c density f .
Non-linear invariance may be a desirab le property under special circumstances, but

the fol1owing theorem shows th at its applicability could be limited.

Theorem 5. Let X be a usual random variable and suppose tlJat p. = E(X) is unknown.

If <I> (p.) = E {<I>(X)} for p. E (a, b), tlJen p. is an inflexion point of <I> and, for all x E (a, b),

<I>(x) = Ax + B , A f= O.

<I> {E(X)} = E {<I>(X)} .

Ruiz Espejo et al. (1992b) introduce the concept of equilibrated stratification for estima­

tion of population variance .

Consider the system of equations

In Theorem 2 we showed th at the equilibrium equations for usual random variab les have

linearly invaria nt solutions. Here we seek conditio ns for invariance under a wider class of

transformations (Ruiz Espejo, 1995).

Theorem 4. Let y = rjJ(x) , x E (a, b) be a strictly monotone and differentiable (with

non-zero derivative) transformation. For a usual random variable X, tlJe solution of tlJe

system of equilibrium equations (l) -(2) is invariant under <I> if and only if

We say that (x, y) is optimal in the sense of optim al mean squared error if it is the

solutio n of (3). The solut ion (x,y) is opt imal in the sense of both minimal mean absolute

error and minimal mean squared error if f is symmetric.

T he solutions of (x,y) based on bot h Th eorem 3 and equation (3) are linearly invariant .

Hence subsequent est imates of, say, the mean of the populat ion X, are both optimal (in

the sense of minimal mean absolute error 01' minimal mean square error criter ion) and

linearly invariant .



Definition 4. Let (Xh, Zh), h = 1, 2, ...L - 1 be the pai r of real values equilibrated of order

Ph for the population X where O< PI < ... < PL-I < 1. For h = 1, 2, ...L - 1 we define

"equilibrated stratum h" to be the set (Xh-I' Xh) U (Zh, Zh-¡) , which is a union of two

disjoint intervals, and "equilibrated stratum L" is defined to be the set (XL-I , ZL-I) . SO

we have the pop ulation valiJ.es c1assified into L strata.

Under equilibrated st ratification the unbiased estimator for the population variance is

L

U;t = L WhS~
h=f

where Wh is the relat ive weight of st ratum h and S~ is the samp le variance for stratum

h. Under optimal allocatio n the sample size of st ratum h is

where Th,4 and u~ are respectively the fourth and the second central moments for stratum

h and n = n I + n2 + oo . + nL ·

Let S2, T4 and u be the analogues of S~ . Th,4 and Uh for simple random sampling (srs)

of size n. We have the following theorem .

Theorem 6. Consider a equilibrated strazíficatíon with optimum allocation . Take n

sufficiently large that

Then we have Vopt(u;t) ::; v,rs(S2).

Hence the precision of the unbiased estimator U;t, for sufficiently large sample size

is at least as small as that of the classical minimum variance unbiased est imator for

distribution-free setting. For furt her details including a discussion on optimality of equi­

librated stratification see Ruiz Espejo et al. (1992b) .

6. Two cha racter isat ions

We provide two characterisations: t hw first one charactwrises equilibrium for usual ra n­

dom variables in terms of a system of non-linear differential equations. This algebraic

characterisation allows one to compute the equilibrated pair (z ,y) by app lication of nu­

merical analysis techniques as Henrici (1964) indicates (see Ruiz Espejo (1995) for a

discussion of th is); the second characterisation provides a visual inte rpretation of usual

random variables by means of a three-dimensional curve with certain properties. It is a

geometric characterisation of usual random variables ."
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(1 - p)J.L = s f (s )ds

x (p)

dy(p) x(p) - J.L
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x(P)
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Resumen

1. Método de los desarrollos lineales

(1)
p p p

U· = L b"X(j)gj(X) +L L b"X(j) b"X(k)9jk(X) + .. ..
j=1 j=1 k=1

donde

Var(U' jX) = Var {t b"X(j)gj(X)jX} +O(n-2
) = n-1a-2 + O(n-2

) , (2)
)=1

donde el superíndice (j) indica el j-ésimo elemento del vector p-dimensional al que se aplica

gj(x) = dg(x)jdx(j) y git...jr(x) = d"g(x)jdx(j¡) ...dx(ir) .

Además
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Juan J. Prieto Martínez

Dpto. de Estadística e Investigación Opertiva

Facultad de Ciencias Matemáticas. Universidad Complutense.

El bootstrap es un método de remuestreo en estadística que t iene' una amplia gama de

aplicaciones, especialmente en situaciones en que el tama no muestral es peque no y no se

pueden emplear, con confianza, resultados asintóticos. Destaca también su gran simplicidad

conceptual y la sencillez de programación en ordenadores. El tiempo de computción es ele­

vado, especialmente en métodos de tipo bootstrap iterado que, con el fin de reducir sesgos,

emplean varios niveles de muestreo. En este trabajo se revisan dos métodos eficientes boot­

strap (método centrado y de aproximación lineal), donde se indica como tomar una muestra

aleatoria bootstrap por simulación para realizar el menor número de cálculos posibles, sin

perder precisión. En general, se trata de reducir el tamaño muestral, a cambio de modificar

el esquema de muestreo de forma que los estimadores sean tan fiables como si el tamaño

muestral bootstrap fuera mayor.

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 54 (1999)

Una Revisión en dos métodos eficientes Bootstrap

La idea es hacer un desarrollo de Taylor de un funcional cuya esperanza se desea estimar. Para

dar una idea del método, supongamos que estamos estimando el sesgo, es decir, U = {j - () y

que el estimador del parámetro () es {j = g(X), que es una función que depende de la medi a de

'las variables p-dimensionales Xi . Será U· = {j' - () = g(X') - g(X), siendo X· la media de

las remuestras. Con objeto de abreviar la formulación, en ocasiones utilizaremos las notaciones

b"X = (X' - X) y b"Xo = (X~ - X). Podremos pues realizar un desarrollo en serie de Taylor

de esta expresión y quedará:
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(5)

(4)

(3)

B
. , - B-1 '" v.'vB - L. b,

b= l

B -1Var (V' IX) = B-1Var { ~~É.6.X {j).6.X (k)9jk(X)1X } + O(n-3
)

B - 1n-2/3 +O(n-3 ) , (7)

Var (v'B/X)

donde
p P

Vb' = U; - :L .6.X~)gj(X) = g(X; ) - g(X ) - :L .6.X~j)gj(X). (6)
j =l j =l

para b = 1, ... , B , siendo X; la media de la remuestra xg, remuestr a idéntica a la que em­

plearíamos por remuestreo uniforme. Es decir, remuestreamos como siempre de U' , calculando

por (6) las remuestras de V' . La expresión (5) nos da la aproximación bootstrap por remuestr eo

de aproximac ión lineal a (L y converge a dicho valor con probabilidad 1, condicionada a X cuando

B --t oo. Se sabe por (3) que:

es decir que v'B es aproximadamente insesgada de J1. . Por otra parte, tendremos:

donde /3 es una expresión que no depende de B ni de n y comprobando así que se ha redu cido

en un orden de n la var ianza del remuestr eo. Es importante seña lar que métodos de este tipo

se han aplicado en Oldford (1985) y Davidson et al (1986).

Lo que haremos será remuestrear de V' , utili zando remuest reo uniforme, en vez de hacerlo

de U' . Con esto, la aproximación bootstrap que se define par a V' seguirá siendo insesgad a, de

manera que no se elimina la parte de la varianza de U' asociada al término lineal que se rest a

en (4). La aproximación bootstrap a V' , será

E(V' / X) = E(U ' I X ) = (L ,

de manera que la componente lineal del desarrollo (1) no influye en E (U' IX), pues to que tiene

esperanza nula . De acuerdo con (3), la idea centr al del método de remues tr eo por desarr o­

llos lineales consiste en quitar la parte lineal de (1), pasándol a al término del lado izquierd o,

remuestreando de la expresión así resultante. Al hacer esto, la varianza de la expresión que

remuestreamos tiene un orden de magnitud B- 1n- 2 , con lo que habremos mejorado en un ord en

de magnitud. En concreto , se define el funcional V en la forma

p

V' = U' - :L .6.X(j)gj (X).
j=l

cuando n --t 00, siendo J1. = E( X) la media poblacional. Hemos visto en (2) que la varianza de

U' está determinada, asintóticame nte , por la varianza del primer término de la derecha de (1).

Por otra parte, se tiene



2. Método Centrado

173

y se cumple que i'tB -t i't cuando B -t 00 (con probabilidad 1 condicionada a X) .

(9)

(12)

(10)

(11)

B

i't'B = B-1 ¿ g(X; ) - g(X*),
b=l

p

¿ b.XUlgj (X ) ~ g(X*) - g(X ).
j=l

B

X* = B-1 ¿Xb
b= l

B

B-1 ¿ ga(X;) - g(X*) = I É,
b=l

B

VB ~ i'tÉ - g(X* ) - g(X) = B-1 ¿ g(Xb) - g(X)[g(X*) - g(X)]
b= l

Ahora, por (8) y (10), se tiene

B

i'tB = B-1 ¿ g(Xb)
b=l

con lo cua l, según (11) y (12), queda claro que la diferencia entre el método de aproximación

lineal y de cent rado consis te en que, est e últ imo, g(X[¡ ) tiene su media centrada en torno a

g(X*) en lugar de en torno a g(X) como en el método de aproximación lineal.

En los casos que hemos desarrollado sobre ambos métodos, consistentes en la estimación de

un sesgo, está demostrad o (Hall, 1989) que los dos méto dos son asintóticamente equivalentes .

Cabe pues esperar que en la estimación de un sesgo para n y B grandes, los experimentos de

simulación proporcionen resultados parecid os.

Notemos que se tr ab aj a con un funcional de la media de las remuestras, t ratando de obligar

a que, al realizar el muestreo bootstr ap, coincidan la media de las remuestras y la media de

la muestra original , es decir , X* = X. La forma de conseguir ésto en la práctica consist e en

obtener las B remuestras de forma que, en su unión, cada X¡ aparezca exactame nte B veces.

En el caso i't = E[g(X*) IXl , se tiene

siendo esta expresión la aproximación a i't por el método cent rado. En (11) se ha empleado la

definición de uÉ. Debe not arse que i't'B puede escribirse también como:

Este método es original de Efron (1990). Recordemos que el método de aproximación lineal

nos daba las aproximaciones (5) y (6):

vÉ = B - 1~ Vb* = B-1~ {g(X;) - g(X ) - ~ b.X~)gj(X) } = i'tb- ~ b.X~j)gj(X), (8)

la media de las B remuestras. Desarrollando por Taylor g(x), se tiene:

siendo fiÉ la aproxim ación de remuestr eo uniforme a i't y



Además ,

y

Es necesar io subrayar que esta última técnica se puede aplicar a problemas de est imación

bootstrap cualesquiera , mientras que con los métodos de aproximación lineal y cent rado no

es fácil, ya que es necesario ada ptarlos a cada prob lema particular, relizando muchos cálcu los

teór icos.

3. R eferencias

Davison, A.C., Hinkley, D.V. y Schechtman, E. (1986): Efficient Bootstrap Simulation. Biometrika,

3, 417-431.

Efron , B. (1990): More efficient Bootstrap Computations. Journ al of th e American Stat ist ical

Associat ion, 85, 79-89.

Hall, P. (1989): Gn Efficient Bootstrap Simulation. Biometrika, 76, 613-617.

Oldford, R.W . (1985): Bootsatrapping by Monte-Cario versus approximating the estimator and

bootstrapping exactly: Cost and performance. Comm. Statis. Ser B, 14, 395-424.

174



Stochastic model of growth with an explicit mesoscopic length

M.Vázquez-Prada and A. F. Pacheco.

Departam ento de Físi ca Teórica.

Universidad de Zaragoza, 50009 Zaragoza, Spain.

Abstract

A simple stochastic model inspired by the spatial spreading of a plant community

is presented. Each number of the group is able to generate new individuals around

it within a given finite distance. As the local density of individuals is considered

constant, only those individuals near the border are able to actually produce a

growth of the group and therefore to modify the form of the boundaries. The bulk

size is studi ed as a function of time. Likewise the self-affine fractal propert ies of the

external border are analysed and the critical exponents calculated.

1. Introduetion

In past decades, due to it s importance in many natural and techn ological fields, th c

invest igation of the properties of rough surfaces or int erfaces has drawn much attention

and considerable pro gress has been made in its und erstanding (see Ref. [1] and references

therein). Despi te th e diversity of phenomena leadin g to rough surfaces or interfaces, these

can usually be described in terms of the simple concepts of fractal geometry and most of

them appear to exhibit self-affine scaling over a wide range of length sca les [2], [3] . In th is

pap er where we study a stochastic mod el which is inspired by th e spa tial spread ing of a

plant community, an interesting rough border will emerge, which will also be characte rized

in terms of fract al geometry.

Here the plant community, trees to be specific, is represented as a compact set of

occupied sites on a regular two-dim ensionallattice. Th at is, we assume th at the spa t ial

densi ty in the population is constant . In order to describ e the growth process, the event

in which one of the trees produces seeds, wich are dispersed around t he parent- t ree in a

circle of a maximum radius lo, will be referred to as a "shot" . Expressed in units of the

elementary lat t ice length, this maxirnum radius, lo, is an integer. Thus, lo plays the role

of a mesoscopic length scale. In each specific shot, the act ual radius of seed-disp ersion

1, is chosen at random among any int eger from 1 to lo. Shots occur one at a time (th is
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assumption can be modified), and each member of the population has equal probability of

shooting. Whenever a shot is such that a part of the sites reached are beyond the border

of the population, this implies the growth of the cluster by the addition of the newly

touched sites and, in consequence, the borderline of the population is modified . Seeds

falling onto already occupied sites are wasted. As in other schemes devised to simulate

various phenomena, we can start by nucleating around a single individual or by filling a

strip geometry [4J . In the analysis of the surface properties, we will choose this second

option because it is more convenient to draw the critical exponents of the model and

hence to find out the universality class to which it belongs.

In Section 2., we will give sorne technical details of the model and will analyse the

dependence of the bulk size of the systems with time. In Section 3., we will concentrate on

the study of the surface properties, and the critical exponents will be calculated. Finally,

in Section 4. we state our conclusions .

2. The rnodel

As stated in Section 1., any tree belonging to the community can be a source of growth.

The algorithm to follow is expressed in four rules:

1. One chooses, with equal probability one point (tree) belonging to the already formed

group (community).

2. One chooses, with equal probability, a length 1, 1 ~ I ~ lo. Thus lo is a prescribed

length which will be called the maximum shooting length. In terms of the basic

lattice unit (or microscopic scale), 1 and lo are integer numbers.

3. One draws a circle of radius I around the point chosen in step (1).

-
4. In the case that the circle formed in (3) has points Iying outside the already existing

cluster, these points are added to the cluster, leading to an increase of the volume

and a modification of the border. Thus, a growth pulse occurs . If the location of

the point chosen in (1) and the I chosen in (2) are such that all the points in the

circle belong to the pre-existing group, then in this shot there is no increase in the

volume of the community, and the border is not modified.

Let us analyse the bulk properties of a cluster.

The total mean-volume reached by a community (number of points of the lattice belonging

to the cluster, N) is easily related to the total number of shots n. Let us start with the

growth nucleated around a point. For maximum simplicity, we consider first the rate of
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

x

Fig. lb .

y

I.. .... ..
t!,.

/1
I

Fig. l a.

x

" 1

o

lo e
111 ~ - · 1 =-1 o 1

At the asymptotic limit oí n --+ 00 , Eq. 3 can be cast in the differential Iorrn

di =~ dn
6 1

1~ e (n)1 /2

runs along the possible shooting lengt h, 1~ , and (y + x - 1¡) represents the length added

by a successful shot. The Heaviside step function assures that this is something positive.

Thus one has to compute the shaded area oí Fig. lb which is

11 = ~~
61¡

See Fig. l a.

The x coordinate runs along the existing length, 1¡, (source of shots)¡ the y coordin at e

growth oí a straight segment oí length 1¡, if any point oí it , chosen at random, can shoot

rightwards at a maximum distance lo. The mean length incorporated to 1¡ aft er 1 shot is:

1/;dx l/o dy
11= - - . (y + x - 1¡) . 0(y + x - 1¡)

o 1¡ o lo

and afte r integrating, we obtain

Thus in the shot n, the segment grows according to

[2 1
In - ln- 1 = -6

0
-1­

n-l

[2 [2
- = ..E.n +c
2 6

, (henceíort h, c will always represent a constant ), i. e.

This result can be understood intuitively. The probability oí choosing a point on 1 which

can act ually be a source ofgrowth is ~ 10 / 1¡ and as in these cases the average increase is

oí the order oí lo, hence



(8)

(7)

(6)

Th e behaviours obtained in Sectio n 2. refer to the bulk properties of the clusters, whose

fractal dimension is the Euclidean dimension of th e underlying lattice. In Fig. 2, we show

an example of a cluster grown in a 2-dimensional square lat tice, lo = 10 and n = 105 .

Here, one can appreciate the roughness of the border, which behaves as a self-affine fract al.

To study the perip heric propert ies of the clusters, we wil! choose a stri p of length L , and

mean height h.

To obtain the exponents of the surface, one has to go to simu lations of very big clusters,

i.e. very high values of L and h. In addition , this mode l is seen as highly fiuctuating which

Final!y, if the growth proceeds by filling a 2-dimensional strip which has already attained

a mean height h(h ~ lo), departing from a segme nt of fixed length L, the probabili ty of

choosing a useful shooting site is :::::: cjh: T he increase of surface produced in a shot is

again :::::: e/h, so that ds = e h dn, s ds = e L dn, S2 = e L n, Le.

The asymptot ic relat ions (5) , (6), (7) and (8) are easily checked by numerical simula­

t ions.

3. Surface Properties

Analogously, if we grow a 3-dime nsional cluster fol!owing th e 4 ru les mention ed earlier ,

we find that th e probabili ty of choosing a good shoot ing emp lacement is e/ R, R being

the mean radius of the already exist ing cluster (R ~ lo). T he average growth produced

by 1 shot is again a constant and hence th e integra t ion, for large values of n, leads to

Hence, in any shot , the ty pical increase of area will be

lo " 2 e
!:::.s :::::: - 47l' 1 ex ­R o R
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T hat is R ds = e dn, or, Sl /2 ds = e dn, and integrat ing we have s3/2 = en, i.e.

which leads to the behaviour expressed in Eq, 5; 1ex n1
/

2
• Using th is qualit at ive argument

we obtain similar exp ressions for the growth of clusters in 2 or 3 dimensional systems.

In 2 dimensions , having a cluster of radius R, the probability of choosing a point apt to

"make successful shots is of the orde r of

" 47l'R2 - 47l'(R - 10)2 R>lo lo
--- -=-=-- ----'- ---+ -

47l'R2 R



Figure 2.-Cluster grown in a 2·dimensional square lattice with lo = 10 and n = 105

implies that obtaining safe means requires the averaging over large numb ers of simulations.

Applying the aboye mentio ned four rules, in general, overhangs appea r on the growing

surface profiles. This faet, which breaks the one to one correspondence between the i

(1 S; i S; L ) discrete coordinate on th e basis of t he strip and it s correspo nding height Z¡,

induces a considerable complication in the handling of dat a, and hence considerab le CPU

time spent. This faet can also be appreciated in Fig . 2, where, sometimes, for a fixed

polar angle, several values of r at the border will correspondo Thus the acquisit ion of

good statist ics, when overhangs are considered , is almost prohibi tive because of the great

deal of information one has to store and handle at any step of the calculat ion. T herefore ,

in praetice, we will modify rule (4) in orde r to avoid the overha ngs. This mod ification

does not alter th e conceptual core of the model but allows us to obtain reliable results

much more easily. Focusing our attention on the growth of t he surface only and in orde r

to speed up the process of building the stri p, one observes th at th e posit ion of the site for

a new shot (rule (1) ) can be fixed by considering only th e occupied point s lying under

the exist ing surface and aboye Z¡ (minimum) - lo, because th e point s lying und er thi s

level have no chance of shoot ing and modifying the surface. Now we pass to th e trick for

avoiding overhangs. Having fixed the coordinates (io, zo) for a new shot , and having fixed

1, we consider only the upper half external border of the circle formed in tha t shot . Th c

new shot can affect the surface, in principIe, from io - 1 to io +1 j whenever one of these

i coordinates has a z value lower than that of the corresponding one in the semicircle,

it is updated and adopts the new higher value; if, on th e contr ary, the z value of one

of the i coordinates affeeted is equal to or higher than that of t he semici rcle, its z value

remains the same. Working with the se new simple rules the mode l continues to be highly
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(9)

(10)

h
100

h = Er=l Z¡

L

10

x

where

100

o 10

,F igure 3.-Log-log plot of a vs h. The dashed straight lines correspond to a slope of 0.33 .

have been calculated with high precision: each point is the result of averaging one thou ­

sand simulations. Th e qualitati ve behaviour observed in this figure is the standard one

expected in th ese models [5] and puts in evidence the so cal!ed growth exponent, {J , which

is near 0.33 independent of L and of lo.

Fig. 4 shows a log-log plot of (J vs L for sufficiently high h, in order for (J to have

reached saturation [5] . Curves for lo = 5 and lo = 50 are drawn. Here there are only two

behaviours: the initial one, for smal! L , and the asymptotic one in which the slope, a,

is the mean height reached in the strip. From this point on, we will no longer refer to n

(or time), but simply to (J as a function of L and h, for a given value of lo.

Al! the results commented below have been calculated by performing numerical simu­

lat ions of the mod el without overhangs as explained aboye. To reduce boundary effects,

we have imposed periodic conditions to the simulations. Fig. 3 is a log-log plot of (J vs

h, for lo = 5 (L = 1000) and lo = 50 (L = 5000). We can observe the three stag es of

the curves: an initial tr ansient, the zone of rectification (with slope ss 0.33) and final!y

the stage of saturation in which, for sufficiently high h, (J is a constant. Thes e curves

fiuctuating, but as the information one has to handle at each step is merely the set of L Z¡

values, excel!ent averages can be obtained for the surface roughness width. This is given

by
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4. Conclusions

1=ten
L

100

x

10

Figure 4.-Log-Iog plot oí a vs L. The dashed straight lines correspond to a slope oí 0.5

cr 10

100

We have present ed a simpl e sto chastic model of growth, with an explicit mesoscopic length,

inspired by the way a plant community spreads . The bulk and the surface properties have

been analysed. From the results of Fig. 3 and Fig. 4, we deduce that the values of the
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is constant and has a value of 0.5 in good approximation . To obt ain these results it is

necessary to build up strips of very high h, and averaging a only when one is certai n that

saturation has been reached : we have taken simulations with h from 10 X L to 15 X L and

averaged at least the results of 10 strips for each point of the graph .

Note that with the method used to obtain th e graphics of Fig. 4; i.e. to average a values

over many simulations with L and lo fixed, makes no sense to explore L values equal to or

less than lo. In an extreme example of say lo = 10, L = 2, the result of a successful shot

could indu ce, due to the periodic boundary conditions, the superposition of the new added

points on to themselves in five successive sweeps. We avoid this pathology by considering

L > lo.

As is well known, however, th e roughn ess exponent a can alternatively be obtained

by the so called windows method [6] . One grows a strip of large length , Lo, up to a very

large h, in order to reach saturation for the full length of the strip. Th en, one analyses

and averages th e beh aviour of th e border, looking at it at progressively longer window

lengths, L. This method produces graphics identical to those of Fig. 4, and therefore

a = 0.5, but in this case it is possible to explore lengths L < lo without pathologies,

because now the strip size, Lo, is much bigger than lo'
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Figure 5.-Surface profile obtained with lo = 50, L = 1000 an d h = 800 .

exponents, a ~ 0.5 and f3 ~ 0.33, are independent of the value chosen for lo. In ot her

words, the mesoscopic length scale existi ng in the model plays no role when one deals

with big strips, L , h ~ lo. T his is intuitively clear; for big clust ers, the system forgets the

mesoscopic det ails.

The expo nents a and f3 obtained are in agreement with the predicti on of the Kardar­

Parisi-Zhang theory (KPZ) [7]. KP Z is an equation to describe the dynamics of growing

surfaces ; in addition to the linear term and the noise term considered in the Edward­

Wilkinson linear equation, in KPZ, a non-linear te rm is added. T his non lineari ty breaks

the up-down sym metry by select ing a par ti cular growt h direct ion for the int erface. Th e

crit ical exponent s in the KPZ theory can be obtained exactly for st rips like ours , T hese

exponent s are a = 1/2 and f3 = 1/3.

Perh aps th e simplest cluster growth model was th at introduced by Eden [8] to simulate

the growth of tumors or bact erial colonies. When growing an Eden particle clust er , on

a lattice, th e only rule to follow is to choose at rand om one of the empt y sites next to

the cluster, and fill it wit h a par ticl e. Th is is reiterated and the cluster grows by the

successive addi tion of part icles. Thus it is clear tha t our model converts int o Eden 's,

assum ing lo = 1 because in this case the only appropriate sites for shooting are those in

the same border. In ot her words Eden's is a part icular case of our model when lo = 1, Le.

when the mesoscopic length disappears. In fact Eden's model also belongs to the KPZ

universality class [9] .

Let us conclude by pointing out that there can be a prob lem when one analyses the

experimental profile of a phenomenon in which there exists an underlying lo length and

the samples analysed are too small. Suppose that such a profile has been digitized as in

Fig. 5 and analysed by means of the windows method.
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dashed straight Une corresponds to a slope oí 0.81 .

The result obtained is graphed in Fig. 6. From, say, L = 30 to L = 100 the figure

looks straight and one would be tempted.to draw a value oí a equal to that slope :::::: 0.8.

In fact these data have been obtained with our model from a strip with Lo = 1000, and

lo = 50. Al! the way up to L ~ 100 is saturated (h = 800), and the final plateau is

due to the limited height of the strip compared to Lo. But this result overestimat es a

because this rectification is only a mirage. Th e study of strips with higher values of h

would dissipate the plateau and would put in evidence that the tru e zone of scaling had

not yet been reached . The existence of lo provokes a crossover and is responsi ble for the

great delay in the appearance of the real scaling.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS ASTRONOMICOS
POR MEDIO DEL ENTORNOMATLAB.

Concepción Longás Monguilod

Depart" de Matematicas. Univ. Complutense. Madrid

Resumen
En este artículo se expone la resolución de dos problemas astronómicos

utilizando ·el entorno MATLAB (Laboratorio de Matrices). Dicho s problemas son los
siguientes :

(a) Cálculo de órbitas de estrellas dobles por el método de R. Cid.
(b) Integración de la ecuación diferencial que aparece en la formul ación

regularizada y universal del movimiento kepleriano.

1.- Introducción

En consonancia con el gran avance de la informática en velocidad de
cálculo , capacidad de almacenaje, utilidades disponibles, potenci a de
aplicación, etc. la empresa Math . Inc. ha creado el entorno MATHLAB ,
que en principio ha sido utilizado en problemas de Algebra lineal , Teoría
de Matrices y Análisis numérico y que nosotros aplicaremos a la
resolución de problemas de Astronomía.

En la actualidad su campo de aplicaciones es muy diverso, pudi endo
citar, entre otras, además de las citadas, las siguientes:

a) Procesamiento de Señales Digitales
b) Teoría de Control
e) Señales y Sistemas

Como era de esperar, a lo largo del tiempo se han ido utili zando
diferentes versiones de MATHLAB, que mejoraban las anteriores, si bien
la última versión existente es la 5. 3.0, del año 1999.

MATLAB dispone de TOOLBOX, que son colecciones especializadas
que sirven para trabajar en la actualidad en problemas de: l. Sistemas
de Control , 2. Análisis de Espectros de Alto Orden, 3. Procesamiento de
Imágenes, 4. Optimización, 5. Splines, 6. Estadísticos e 7. Identificación
de Sistemas.

Cada uno de ellos, escrito en código Matlab, está diseñado co n
Métodos Numéricos potentes y se pueden utilizar como plantillas cuando
se crean nuevas funciones.
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2.- Método de R. Cid.

(2)

Si = Si (a, P, T, e, ro, n, 1, p

186

'JI = <l>(VU) - (l-N)<l> (WU) + (l-Q)<l>(WV) = O

F(V-U) - pF(V ) +qF(U) = O

hF(W-V ) - kF(W-U) + F(W) =0

Pi =Pi (a, P, T, e, ro, n, 1, p

resultantes , obtenemos un sistema de tres ecuaciones

donde E representa una anomalía exc éntrica, n = 2I1¡P el movimiento

medio, K = a
2 ffi cos 1, y finalmente, L\k =8 Pk sen (Sk - Si)'

En el método de R. Cid son utilizados tres lugares normales (Pi ' Si . t.)

(t2-t4), (~-t4)' Y eliminando las incognitas n, K, PI' entre las ecuaciones

para determinar los elementos orbitales.

(i = 2,3 ,4) Y una obs ervación incompleta (SI ' t. ) para la determinación

de los elementos orb it ales por med io de las ecuac iones de Thiele

~i k
n (t - t ) - - = (H - E ) - sen(P - E ) (l )

le I K K I K I

Por tanto, son necesarias siete ecuaciones del tipo

Ent re sus posibilidades figura un apartado de Cálculo Simbólico, que
es un conj unto de herramientas basadas en Maple V, para cál culo
simb óli co y aritmético, con precisión variable , que hemos utilizado en el
diseño de nuestros programas.

En e l cá lc ulo de órbita s de estrellas dobles son ut ilizad as las
observaciones (p ,S), de la órbita aparente, que representan las di stan cias
y los angulas de posición medidos en cada época t. Utilizando estas
ob servaciones deben calcularse los elementos orbitales (a = semiej e
mayor, P = periodo, T = época de paso por el periastro, e = excentricidad,
Q = ángulo del nodo, ro = anomalía o ángulo medido desde el nodo al
periastro e 1 = inclinación) de la órbita relativa.
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k= - - - ­
Q~ 2 - Nt' 3

P.J se n (S3- S2) P2S e n (S3- S2)
R= , S=--- - -

P4sen (S4- S, ) P4sen (S4- S3)

h= - --­
Q~ 2 - Nt' 3

<I> (XY) = - sen X + sen Y + sen(X-Y)F(X) = X - sen X,

RS3-RS~4

p=---- , q=
RS4 - SS4 RS4 - SS4

Pz sen (S2-SI) P.J sen (S3-SI )
N= Q-----

P4sen (S4-SI) ' - P4sen(S4- S,)

K =~4 / [nS4 - F(V)]

Una vez obtenida la posible solución (U,V,W), se pueden calcular los

valores de N, Q, R, S, por ejemplo N = L\ 2 /"1 4' De es ta for ma, la anomalía-

n = [F(W-V) - NF(W)]/[~ 2 - N~ 4]

Las igualdades .

con fk = k - \ .

Asimismo, el valor de K puede ser calculado por la ecu aci ón de
Thiele par a las combinaciones de tiempos 23, 24 Y 34 . Por ejemplo:

media n resulta por cualquiera de las ecuaciones de Thiele, por ejemplo

y las cantidades N, Q, R, S, p, q, h, k, se calculan por las expresiones

En general suele hacerse un promedio de los cálculos obtenidos para
n por medio de las cantidades N, Q, R, S. Conocido el valor de n,
obtenemos facilmente el Periodo P = 2TI/n

La resolución del sistema (2) se efectúa dando valores a V y
obteniendo los correspondientes de U por medio de la primera ec uac ión.
Para cada par de valores (U,V) , la segunda ec ua ció n proporci on a dos
valores de W, con los cuales se obtiene el valor corres pondiente de 'Ji e n
la tercera ecuación. Las soluciones del sistem a se encuentra n entre los
posibles valores de V para los cuales 'Ji ca mbia de signo .

con las incógnitas U = E4 - ~ , V = E4 - ~ , W = E4 - E, . donde las

funciones F(X), <I> (XY) , es tán definid as por las iguald ades
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y dichas constantes por medio de cuatro ecuaciones del tipo

sirven para calcular la excentricidad e y la anomalía excéntrica E¡ , así

p = -0.6596646314503
q = -2.3787346866380
h = 2.14709277338732
k = 2.635779864535

tg 8

N = -1.2138366225938
Q = -0,6093907393617
R = -0.5570047896713
S =-12.9063769323435

t 8 P
1 1842.29 87°.0
2 1897,30 56°,6 2,52
3 1939 ,26 337°.3 0.68
4 1979 ,77 148°,1 1.20

que nos han permitido obtener los valores

B + G tg f
A + F tg f

3.- Aplicación del método al par ADS 8148.

con ayuda de los cuales, para valores de 15 en 15 grados , comprobamos
que existe una solución entre 211° Y 226°, lle vada más tarde, de grado
en grado al intervalo (21T" - 218°).

De acuerdo con la lista de observaciones, hemos elegido para (t, 8,
p), los siguientes lugares normales

F R sen (V-U) - RS sen U F RS cos U + R cos(V-U) - S
e sen j = RS + R _ S ' ecos j = RS + R _ S

~
1+etg(f /2) = -1- tg(E; /2)

I -e 1

( + Q) = B-F t (ro _ Q) = _B+F t 2 (1) = _ (B+F)sen(ro+Q)
tg ro A+G' g A-G ' g 2 (B-F)sen(ro-Q)

Para ello, podemos derminar previamente las anomalías verdaderas
f

i
(i = 1,2,3,4) con ayuda de la ecuación

En estas condiciones, la época de paso por el periastro T, viene
determinada por la ecuación de Kepler n(t-T) = E - e sen E para cual­

quiera de los tiempos ~ (i = 1,2,3,4).

Para la determinación de los elementos Q, ro, 1, se pueden utilizar las
constantes de Innes A, B, F, G, mediante las fórmulas

como las anomalías q = S - (W-U), S = S - (V-U) , I;¡ = S + U.
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con residuos finales para las tres ecuaciones fundamentales

217°8943063925845
128°.5100750822306
291 °.2998396 1066

P = 182a .84002831407

e = 0.5348113049649
n = 233°.14810497555

v =
U =
W =

218 °
128°.557352817650
291°.358185902107

217°
128°.1092830713732
29 JO.8054197767604

a = 1".926986176845

T = 1948.4753629338
ro = 322°.78052864066
1 = 127°.48640234415

v = 21r8943063925845
U = 128°.509947097925
W = 291° .2997620562626

v
U
W

segundo 1 = (t-p) * U + P * sin(U)
syms U
f = (l-q) * U + q * sin(U) -stntü-ul - segundos
U = solue (t.u)
u = numeric (U)
segundo 2 = N * slníul - () * sin(U) + sin(U-U)
syms W
g = (N-()) * sin(W) + (l-N) * sin(W-U) - (l-())*sin(W-U) - segundo 2
W = solue (g,W)
w = numeric (W)

~ = 0.1488492337 10-5

Con estos elementos orbitales, hemos pasado al cálculo de
diferencias observación-cálculo ~ S , ~ p , para las observ aci on e s
disponibles, dadas en el orden usual t, S, p, que incluimos a continu ación
en la siguiente secuencia (t, S, p, ~S , ~p)

Los elementos orbitales que han resultado después de haber efec ­
tuado el cálculo simbólico, son los siguientes:

Finalmente, por interpolación lineal y resolución simbólica se han
obtenido, respectivamente, los resultados siguientes :

obteniendo los valores

El cálculo de la solución del sistema fund ament al , se ha reali zado de
forma directa por medio de las órdenes de MatIab



8 0 p" ó.8° ó.p"

1827 .82 97 .2 2. 30 - 1. 29 0 0.296
1829 .37 94 .0 1. 89 -3.06 8 -0.155
183 1,88 92 .4 2.10 -2.480 -0 .009

183 3 .51 9 1.1 2.24 -2 .4 2 8 0.091
1835 .85 90 .5 2 .4 1 -1.172 0.205
1841.06 88 .1 2. 41 0.252 0.088
1842. 29 87 .0 2 .38 0.000 0.033
1844.05 85 .2 2.47 -0 .617 0.087
1847 .20 82.3 2.46 -1.483 0.018
1850 .60 81.2 2.47 -0 .4 9 1 -0 .031
185 3 .22 80 .5 2.56 0.358 0.018
185 4.53 79.4 2 .54 0.014 -0 .021
1857 .00 76 .9 2.51 -1.088 -0 .084
1861.37 75 .6 2.63 0.006 -0 .013
1863 .99 76 .3 2.53 2.103 -0 .137
1865 .89 73 .2 2 .79 0.002 0.108
1867 .50 74 .5 2.69 2.140 -0 .002
1872 .60 71.0 2 .59 1.262 -0. 123
1875.64 68.2 2.73 0.013 0.013
1877 .33 67 .5 2 .67 0.174 - 0 .04 6
1878 .70 67.9 2 .59 1.273 -0.046
188 1.77 65.4 2 .77 0.346 0.06 8
1883 .82 64.2 2. 74 0.206 0.050
188 7.4 5 62 .9 2 .6 1 0811 -0 .0 5 1
189 1. 28 6 1. 9 2 .5 4 1.877 - 0 .07 7
189 3 .21 59 .2 2 .58 0.247 -0.010
189 4 .97 58 .7 2 .57 0.744 0.008
1899 .30 56.6 2.52 0.000 0.000
1900.42 54 .4 2 .45 -0 .305 -0 .005
1902 .84 54 .0 2 .39 0.840 -0.007
1905 .81 54 .1 2 .19 2.950 -0.126
1907.74 49.3 2 .29 -0.463 0.032
1909 .50 48 .1 2 .25 -0 .33 3 0.049
1911. 86 45.8 2 .12 -0 .731 · 0.002
1913 .67 43 .7 2 .05 - 1. 265 0.000
1914 .24 46 .0 2 .06 1.551 0.033
1915 .53 44 .4 1. 98 1.162 0.006
1916.91 4 2. 0 2 .05 0.134 0.135
1918 .26 39.8 1.87 -0 .63 8 0.015
1919 .31 39.0 1.83 -0. 259 0.025
1920.36 37.9 1. 82 -0.113 0.065
1921.35 35 .0 1 .76 -1.770 0.055
192 2 .28 34. 6 1.69 -0 .933 0.032
1923 .2 7 33.0 1. 73 - 1. 135 0.125



1924 .28 32.8 1.58 0.191 0.030
1925 .29 30.5 1.52 -0.470 0.026
1926.41 29.4 1.45 0.400 0.020
1927.46 25.9 1.29 -1.082 -0 .078
1929.97 20.7 1.22 -0.610 0.005
1931.26 17.7 1.10 -0.092 -0 .034
1932 .38 13 .5 1.02 -0.801 -0 .044
1933 .24 11.6 1.03 0.311 0.021
19 34. 74 6.0 0.94 0.811 0.024
1936 .37 355.5 0 .81 -1.521 -0.010
1937.32 349.3 0 .74 -2.048 -0.028
1938 .36 343.2 0 .67 -1.046 -0.04 8
1939.26 337.3 0.68 0.000 0.000
1940 .33 330.5 0.64 2.395 -0.005
1941.23 318.2 0.60 - 1. 50 8 -0.026
1942 .35 305.7 0 .62 -3 .051 0.004
1943.26 298.8 0 .60 -0.985 -0 .02 1
1944 .97 284.0 0 .62 0:165 -0 .035
1946 .38 271.4 0 .61 -0.860 -0.091
1947.27 268.4 0 .67 2.618 -0.067
1948.48 258.1 0 .76 0.171 -0 .027
1949 .21 256.1 0.73 2.442 -0 .0 87
1950 .34 248.7 0 .79 1.077 -0.072
1951.34 243.3 0 .91 0.533 0.012
1952.36 238.8 0.91 0.616 -0.021
1953.34 235.9 0 .94 1.838 -0 .0 19
1955 .03 229.6 1.02 2.166 0.023
1956 .31 224.3 1.00 1.595 -0 .019
1957.43 221.8 1.03 3.091 -0 .003
1958,3 7 217.9 1.04 2.470 -0.002
1959.98 212.0 1.05 2.078 -0 .003
1961.16 208.6 1.05 2.657 -0.008
1962.16 205.6 1.03 3.003 -0 .031
1963.21 199.5 1.07 0.399 0.006
1964.41 195.3 0 .99 0.177 -0.076
1965 .30 193.3 1.08 1.118 0.012
1966.33 188.9 1.06 0.108 -0.010
1967.65 184.4 1.08 - 0 .07 0 0.007
1970 .21 175.7 1. 11 -0 .4 9 8 0.025
1973 .35 167.1 1.17 0728 0.061
1974.48 162.0 1.22 -0 .9 56 0.099
1977 .14 156.9 1.17 1.666 0.014
1979 .77 148.1 1.20 0.000 0.000
1982 .24 140.6 1.35 -1.295 0.102
19 84 .61 133.1 1.39 -3 .301 0.090
1985 .31 131.2 1.36 -3.666 0.044



con los residuo s finales
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-0.086-0.736

P = l28 a .707269854584

e = 0.5348113049649
n = 130° .9560629580809

p = -0.01276651179404
q = -0.98658046544215
h = 2.64996637066096
k = 2.85137194076961

1.28129.9

t 8 P
1 1918.6 155°.3
2 1944 . 248°.2 0.294
3 1969 . 294°.4 0.450
4 1995 326°.6 0 .410

N 4.7345694341517
Q = 4.750853294994
R = 0.8086932172204
S = 0.97124777084622

a = 0" .38103020470012

T = 1905 .5 13475886528
00= 33 6°.708954 2818111
1 = 49°.96084241957239

1987.33

que hemos util izado para la obtención de las diferencias obs ervación­
cá lculo en ángulos . y dis tancias, cuyos resultados se incluyen en el
siguiente cuadro de valores:

v = 118°.3276387856569
U = 60°.197156572921
W = 191°.30 3094062322

H\S( ;1) = -8.3266728 10\S(-17; ) H\S( ;2) = 0.85681457 10\S(-4; ) H\S(
;3) = -1.7763568 10-15

Con esto s resultados, los elementos orbitales obtenidos fueron los
siguientes :

que nos han permitido obtener los valores

La res olu ción del sistem a fundamental , aplicando la interpolación
lineal y el cálculo simbólico , ha dad o, finalmente , los sig uie ntes
result ados :

4.- Aplicación del método al par ADS 13169.

Siguiendo el mismo esquema del caso anterior, hemos elegido los
sig uientes lugares normales



eo p" !leo !lp"

1903.51 105.9 0 .28 -2.497 0 .018
1915.15 146.1 0 .31 1.268 0.018
1918.60 153.6 0.30 -1.706 0.016
1921.08 167.0 0 .29 3.702 0.016
1923 .64 171.7 0 .26 -0.399 -0.007
1924.67 176.1 0 .25 0.287 '-0.013
1939 .94 233.8 0 .28 -1.422 0.010
1943 .77 246.3 0.29 -1.223 -0.003
1944.36 250.5 0 .33 1.254 0 .034
1948 .66 261.0 0 .26 0.490 -0.067
1948.71 261.2 0.29 0.572 -0.037
1950 .64 257.0 0.24 -8.010 -0.101
1951.76 265.3 0 .35 -2 .089 0 .000
1952.66 264.5 0.30 -4.722 -0.056
1953 .70 267.4 0.38 -3 .857 0.017
1956.78 273.7 0.39 -3 .126 0.005
1957.48 276.7 0.39 -1.307 0.000
1961.57 285.8 0 .38 1.397 -0.035
1962.49 288.5 0 .38 2.769 -0.035
1962 .62 280.1 0 .37 -5.812 -0.051
1972 .71 281.8 0 .38 -4.240 -0.042
1962.80 285.5 0.43 -0 .674 0 .008
1965 .75 290.9 0.40 0.679 -0.037
1966.72 291.1 0.50 -0 .392 0.059
19 6 9 .7 3 296.4 0.44 1.089 -0.012
19 69 .7 5 294.4 0.45 -0.933 -0.003
1974 .53 298.9 0.45 -2.177 -0.014
1974.72 304.6 0.43 3.305 -0.034
1975.66 299.3 0.48 -3 .101 0.015
1978 .61 305.7 0.41 -0.133 -0.057
1978 .62 303.7 0.43 -2.142 -0.037
1980.73 306.6 0 .34 -1.694 -0.126
1981.63 311.0 0 .54 1.655 0.075
1982 .72 316.4 0.45 5.777 -0.013
1984 .58 314.9 0 .39 2.064 -0.069
19 84 .63 309.9 0 .38 -2.997 -0.079
1986 .80 316.2 0 .53 0.663 0 .077
1987.75 315.9 0.40 -0.820 -0.049
1988 .74 318.6 0.44 0.631 -0.005
1988 .74 318.8 0.48 0.831 0.035
1989.63 317.7 0.47 -1.514 0.029
1989 .63 317.6 0.49 -1.414 0.049
1989.65 318.9 0 .37 -0.246 -0.071
1990 .55 317.7 0.50 -2 .633 0 .063



r" - 2hr = /l ,

1990.55 316.2 0 .51 -4 .133 0.073
19 94 .77 325.2 0 .46 -1.057 0 .049
1997 .62 324.8 0.50 -5 .9 83 0.109
1999 .50 3'31.2 0.45 -2 .7 93 0.075
1999 .50 330.9 0.45 -3.091 0 .075

5.- Integración de la ecuación diferencial en una formulación
regularizada y universal del movimiento kepleriano.

La ecuación diferencial que rige el movimiento kepleriano de una
masa puntual r = r (t), con respecto a un centro de fuerzas O, viene
dado, con /l constante, por la igualdad

2
dr /l
-=--r
dt2 r

3

La solución general de esta ecu ación contiene seis constantes de
integrac i ón, de las cuales son cono cidas, tres del momento angular e y
una de la energia h . En estas condiciones , la búsqueda de las dos
integrales que se necesitan para resolver el problema en un a
formulac ió n regularizada y uni versal , ha sido desarrollado por ] .M.
Correas en su artículoSistematización del cá lculo de órbitas ( 19 74),
introduciendo los cambios de variables dt = rds y ds = rdo, En lo
sucesivo, las deriv ad as primera y segunda de r con re specto a la
var iable s, serán escritas en la forma r' y r".

En todo caso, designando por u el vestor unitario que define la
dire cci ón de r, la resolución queda reducida a las ecuaciones

du- =C u ,
dq>

A continuación vamos a calcular la integral de la primera ecuacion
diferencial, que es de segundo orden, utilizando el cálculo simbólico . Así,
aplicando la instrucción

r = dsolue ('n - 2 *h*r = O' 's')""2r 1

obtenemos la solución general de la ecuación homogénea

r = S *eHp(s-{Th) + S *eHp(-s--/2h)
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como combinación lineal de las dos soluciones, aunque por ser igual a 1
el valor de ambas soluciones , para h =0 , no forman, por tant o, un
sistema fundamental.

No obstante, si tenemos dos soluciones de una ecuacion diferencial,
cualquier combinación lineal de ell as es tambi én solució n. En part icul ar,
tomando

x(s,h) =~[exp(s12h) + exp(-s.,f2h)]

y( s,h) = _1_ [exp(s12h) + exp(-s .,f2h)]

2{2h

las funciones x ís.h), y(s,h), son soluciones de la ecuación diferencial, para
h :;/; 0, en tanto que, para h = 0, por no estar bien definida la función
y( s,h), podemos tomar (para h -7 O)

y(s,h) = lim y(s,h) = s

puesto que el wronskiano W de estas soluciones verifi ca la condición

Wf s.h) = det[x y; diff(x,'s') diff (y,'s')] = 1

Esta elección de las soluciones particulares permite obtener la
solución general de la ecuación homogénea

para h -7 0, como un caso par ticular de la ecuación

r = e; * x(s,h) + C; * y(s,h)

Para integrar la ecuación r" - 2hr = 1, utilizamos el comando

r l ;" dsolue ('~r - 2 * h * r - 1 = 9', 's']

que proporciona la solución

singular para h =0. Por tanto , si tomamos la igualdad

1 eHp(s-{2h) + eHp(-s-{2h)
z-n + 4h
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verificando, para h ~ 0, la condición

l· l' x(s,h) - 1 =(s'72)im r = un 2h

obtenemos como solución general de la ecuación, la expresión

- x(s,h) - 1
r(s ,h,C¡ ,e;) = C;. x(s,h) + e; . y(s,h) + J-l 2h

que es válido para cualquier valor de h.

Cuando es h=O, tenemos

r(s,o,e; ,e;) =c; + e; . s + (S72)

y si en la expresión general sustituimos la variable s por 0, resulta

ro'" sub s (r.s.O) = C;

Analogamente, haciendo lo mism o con la derivada respecto a s, es

r'o '" subs (r',s,O) = e;

siendo r' = diff (r,'s').

De esta forma la solución gener al de la ecuación diferencial, será

x(s,h) - 1
r (s ,h) = JO x(s,h) + r~ y(s,h) + J-l 2h
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COMPAAACION DE METODOS ANALlTlCOS
EN LA DETERMINACION DE PARAMETROS DE CALIDAD DE UINOS

PARTE 11: DETERMINACION DE ANIONES.

G. Martín Martínez *, R.C. Díaz Ara **
* Ingeniero Técnico en Química Industrial

** Opto. de Química Analítica.

Escuela unluersítarta Politécnica de Huesca.

Crtra. Zaragoza, s/n. 22971 Huesca.

Rbstract:

A study of analytical comparison methods for the determination of
sorne anions (fluoride and chloride) in wine samples has been realized.
The results with the alternative analytical method proposed are com ­
parable to the , obtained by the reference official method, for 50 samples
of Spanish wines.

b
1.- I ntraducción.

En un reciente trabajo se han determinado la acidez y varios
cationes que son mayoritarios en las uvas (sodio, potasio y calcio) o
influyen en la estabilidad de los vinos (hierro y cobre), en 50 muestras
de vinos españoles (1). De ellas, 27 son de denominación de origen y 23
son vinos de mesa. Predominan los tintos (25) sobre los rosados (16) Y
blancos (9). Entre las denominaciones de origen aparecen vinos de la
Ribera del Duero, Ribera del Arlanza, Rioja, La Mancha, Valencia,
Lanzarote, Penedés, Rueda, Somontano, Cariñena y Jumilla. Para com­
pletar el estudio se han determinado posteriormente fluoruro y cloruro
en estas mismas muestras por dos métodos analíticos diferentes, com­
parando los resultados obtenidos con los que señala la legislación de
calidad de vinos. El fluoruro se incorpora al vino a . través de la adición
de compuestos fluorados como insecticidas o antifermentos. El límite
máximo permitido por la Organización Internacional del Vino es de 1
mg.l -l . Con respecto al cloruro, se presenta en el vino en forma de
cloruro sódico. A elevadas concentraciones indica la existencia de prác­
ticas fraudulentas no autorizadas (2,3) . Comparando los resultados
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obtenidos en las determinaciones de sodio y cloruro se ha observado que
las muestras con mayor contenido en sodio son las que presentan los
valores más elevados par a el cloruro.

2.- Parte eapertmentat.

2.1. Hparatos.

Para la determinación por elec trodos .selectivos· se ha utilizado un
medidor de pHlmV Orion 920 A. Los electrodos selectivos son Orion 94­
09 (fluoruro) y 94-17 B (cloruro). Como electrodos de referencia se han
usado el de Ag/ AgCl, KCl sat., de unión simple, Orion 90-01 , para el
fluoruro y de Ag/AgCl, KCl sat., de doble unión, Orion 90-02, con KNa3 al
10 % (m/v) como disolució~ de relleno de la cámara exterior, para el
cloruro (4) .

2.2. Heactiuos.

Los reactivos son de calidad analítica Merck y Orion,

2.3. Procedimientos.

2.3.1 Tomarle muestra.

Las muestras se han guardado en frascos de vidrio, pres erv ado
de la luz solar y mantenidos a temperatura ambiente . La referencia
completa de cada muestra aparece en la publicación del ya citado
anterior trabajo sobre determinación de algunos . cationes relacion ado s
con la calidad de los vinos (1) .

3.- Hesultados y discusión.

3.1. Determinación de f1uoruro.

Los valores que se han obtenido se mue stran en la Tabla 1 y se
1 . Iexpresan . en . mg.m

TABLA 1

Muestra a) Concentración b) Concentración e) Concentración d) Concentración
de f1uoruro de f1uoruro de cloruro de cloruro .

1 0,18 0,18 50,9 516
2 0,23 0,20 32.8 34,3
3 0,22 0,20 629 679
4 0,15 0,15 36,7 37,3
5 0,12 0,11 82,9 83,9
6 0,23 0,23 56,0 50,7
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7 0,19 0,18 229 23 3
8 0,16 0,16 321 30,3
9 0,24 022 761 70,4
10 0,15 0,13 66,0 64,2
11 0,17 0,16 522 48 1
12 028 0,26 501 48 6
13 027 0,25 862 79 4
14 013 0,12 323 30 8
15 0,29 0,27 34° 296
16 017 016 501 493
17 015 013 322 285
18 0,16 0,14 46,9 51,3
19 0,17 0,14 34;8 35,9
20 0,46 ·0,43 136,1 130,7
21 0,53 0,49 52,7 51,4
22 0,17 0,15 549 557
23 0,20 0,18 526 519
24 , 019 017 508 551
25 0,19 0,17 70,9 73,8
26 0,11 0,09 346 35,6
27 0,27 0,25 828 848
28 019 0,19 75,0 724
29 0,18 0,16 1308 1320
30 017 015 989 103,0
31 0,18 0,17 745 79,7
32 0,36 0,33 907 94 3
33 0,20 0,19 90,4 94,3
34 0,16 0,14 36° 36,8
35 019 0,17 51.9 548
36 0,21 0 19 41 O 405
37 029 0,27 489 50 4
38 0,27 0,24 588 617
39 0,23 0,20 50,1 49 8
40 018 0,18 54 5 54,6
41 0,19 0,17 34,7 38,9
42 024 0,23 681 664
43 0,32 030 72,8 759
44 0,21 0,21 60,8 67,5
45 0,19 0,18 38 9 40 1
46 029 0,27 72 1 703
47 021 0,20 50,9 543
48 024 0,21 66,0 646
49 0,17 0,17 72,2 71,5
50 0,31 0,28 90,9 98,0

Tabla 1.- Valores de fluo ruro y cloruro obtenidos en las muestras de
vi no ana liza das . a) ·Valores ob tenidos por adición estandar simple con
elec trodo de fluo ruro (5,6). b) Val ores obtenidos por adición estandar
múl tip le co n electrodo de fluoruro (5,6). e) Valores obtenidos por
valoración potenciométrica (6) . d) Valores obtenidos por el método de
Volhard (7,8)
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3.2. Determinación de cloruro.

Como mé todo al ternativo al de referencia se propone la valoración
potenciométrica con ni trato de plata, usando un electrodo selectivo de
cloruro pa ra seguir la valoración. Se sumerge el electrodo y se valora
agit ando, hast a la obtención del potencial del punto de equi valencia. Con
los datos , como los obtenidos en la Tabla Il , se representan las curvas
de valoración potenciométr icas que aparecen en las Figu ras 1-3 (v es el
volumen, en mi , de nitrato de plata añad ido ).

Fig. 1.- Varia­

ción del poten­

cial con el volu­

men de nitrato

de plata añadi­
do.

104.6
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TABLA II

Volumen Potencial la 2 a

AgN0 3 E (mV) Derivada Derivada
(ml) (DElDv) (D2ElD v2

)

O 191,4
1 193,8 2,4
2 196,9 3,7 1,3
3 200,9 4,0 0,3
4 205 ,4 4 ,5 0,5
4, 2 211 ,5 6,1 1,6 Tabla rr.. Datos ob-
4 ,4 219,9 8,4 2,3

tenidos la valora-4,6 243,3 23,4 5 ,0 en
4,8 275 ,8 32,5 9,1 ción potenciómetrica
5 329 ,2 53,4 20,9 de cloruro con nitrato
5,2 357,2 28,0 -25 ,4

de plata.5,4 374 ,3 17,1 -10 ,9
5,6 384,3 10.0 -7,1
5,8 389,7 5, 4 -4,6
6 396,1 6,4 -1,0
7 399 ,8 3,7 -2,7
8 402,2 2,4 -1,3
9 4 06, 1 3,9 . -1,5

10 409 ,4 3.3 -0;6
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Fig. 2. - ~E / ~ y frente al volumen de nitr ato de plata añadido .

Fig. 3.- ~ 2E / ~ y 2 frente al volumen de nitrato de plata añadido.

Por consideraciones de tipo es tadís tico se co nc luye que los resu l­
tados obt enidos so n similares para la determi nació n de flu oruro y

4.- Conclusiones.

Tras las determin acione s por valo ració n pot en ci om étri ca, los
resultados obtenidos en la determinación de cloruro se mue str an en la
Tabla 1.



cloruro en vinos por dos métodos diferentes (9,10) , para un niv el de
confianza del 95 %. Con respecto al fluoruro, el mayor valor se encuentra
en un a muestra de vino dulce de Zuera y, en relación al cloruro, en un
vino casero de Albelda. Los vinos dulces y caseros suelen ser los que
presentan mayores contenidos en estos aniones. Respecto a la relación
de los valores encontrados con la calidad de los vinos, prácticamente
tod as las denominaciones de origen cumplen con los permitidos por la
legislación.
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LOS DISCORBACEOS y LOS ROTALIACEOS (FORAMINIFERIDA)
DEL MARGEN SEPTENTRIONALDEL GOLFODE CADIZ.

Perfecto Villanu eva Guimerans(1) e Ignacio Canudo Sanagustín(2) .
(1) Dpto. Biolog. Animal. Fac. CC. del Mar. Apto. 40. Puerto Real. 115 10 CADIZ. Spain.
(2) Museo Paleontológico. Universidad de Zaragoza . 50009 . ZARAGOZA.

Resumen.

En este trab ajo se han decr ito , determinado el área de distribución y
realizado Análisis Factorial en Modo-Q de los foramin ífero s bentóni cos
recientes de las Superfamilias Discorbacea y Rotaliacea exis tentes en los
sedimentos superficiales de la costa y plat aforma continen tal del margen
septentrional del Golfo de Cádiz.

De la Superfamilia Discorbacea, que presenta un a taxon om ía
compleja, se han obtenido 6 especies di stintas, mostrand o las tana­
tofaci es una distribu ción irregul ar, en co ntraposición co n la Sup erfamilia
Rot al iacea de la que se han obt enido 7 especies con la tanatofacies
claramente relacionada con la cuña sedimenta ria progr adante proce­
dente de la desembocadura del río Guadalquivir.

Abstract.

A descriptive study, distribution area and Factor A nalisys of the
re ce nt benthic foramin ifera of the Sup er famil ies Di sc orb aceae and
Rot ali acea e from surfac e sed iments of the NE Gulf of Cadi z have been
accomplis hed .

The taxonomy of the Superfamil y Discorbacea is comp lex and six
different species have been obt ained out of it, it s thanatofacies present
an irregular distribution in contras t with the Sup erfamily Rot ali acea
from which seven species have bee n obtained, being its thanatofacies
rela ted to the mud prodeltaic deposits that are prograding to sand
transgres sive preceding .

Introducción.

Debido fund amentalm ente a su ext raordinaria var ia bili dad y plas­
ticidad morfológica, son quizás los foraminíferos, los orga nismos marinos
qu e pr esentan mayor di ficu lt ad taxonómica es tando las diversas
clasif icaci ones ex istentes sujetas a modificacio nes constantes, bien por
apar ición de nuevos taxon es o por reubicación de algunos ya exi stentes
conforme se va incrementando el co noci miento de los mismos . Se han
cons iderado tradicionalm ente co mo el pr in cip al Ord en de la Clase
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Granuloreticu losa de l Subfilo Sarcod ina orde nac ió n mantenida en la
clas ificación de Loeblich y Tapp an (1988) , aunque otras cl asifi caciones
los consideran dentro del Reino Procto tis ta como Cl ase Fora minifera,
elevando las categorías de numerosos taxo nes (Lee, 1989).Se encue ntran
en casi todos los medios marinos y son de los pocos protozoos que
biomineralizan la superficie ce lular con una permanente concha, lo que
ha permi tido su conservación como fósi les desde el Cámbrico. En la
actualidad se conocen más de cuat ro mil especies que viven en los
dis tintos mares y océa nos , su distribuci ón geográfica y batimétrica es
muy amp lia y desde el punto de vis ta eco lógico co nsti tuyen series
diná micas de poblaciones que están en adap tació n cons tante sie ndo de
gra n int eré s su estudio, fundamentalmente en temas (pa leo)ecológicos y
oceanog rá ficos. Aunque existen muchas especies planctónicas, desde el
punto de vista cuanti tativo la mayor parte son bentónicas, en uno de
cuyos grandes Su bo rdenes (Rotalii na) se enc ue ntran integrad os los
Discorb aceos y los Rot ali aceos, moderadame nte abunda ntes en medi os
litoral es y de co nsti tución mor fol ógica muy compleja . La pr imera
refe rencia de ellos se encuentra ya en los pioneros trabajos de Lamarck
(1804) que en la des cripción de un importante número de especies
fós iles de las proximidades de París crea los géneros predecesores
Discorbis y Rotal ia, algunas clasificaciones rea lizadas el sig lo pasado
incluyen a la Fami lia Rot ali idae aparecien do poste riorm en te la
Discorbidae. Loebli ch y Tapp an (1988) los descr iben en base a los
siguientes carac teres co n la catego ría taxonómica de Sup erfamilias:

Superfamilia DISCORBACEA Ehrenberg, 1838 : "Concha multi locu lar
trocospira lada baja, pared calcárea rad ial e hialina, perforada, abertura
interiomarginal en la car a umbilical , rodeada por un área no perforada o
por un labio".

Superfamilia ROTALIACE A Ehr enberg, 1839: "Concha multil ocul ar
trocosp ira la da o planispiralada, involuta o evoluta , pared ca lcárea,
hia lina , perforada, abertura primaria simple o múlti ple a lo largo de las
suturas , las placas septales pueden cerrar las aberturas, los canales
radia les y las cavidades umbil ica les"

En es te tr ab aj o, que forma parte de un estud io más amplio
(V illanuev a Guimeran s, 1994 ), se pretend e pr ofundizar en el co no ­
cimiento de las especies rec ie ntes, pertenecientes a es tas Superfamilias,
exis tentes en los sedimentos superficia les de una amp lia zona Atlántica
Ibérica localizada entre la desembocadura del río Guadalquivir y el Cabo
Trafalgar (Fig. 1) en cuanto a la taxonomía y la relación de cada una de
ell as con las características ba timétricas y granu lométricas (a utoeco­
logía) del med io . En el litoral ibérico , como antecedentes existen varios
trabajos fora minifero lógicos marin os, tales como los de: Galhano, 1963;
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Mateu , 1970; Colom, 1974 ; Ubald o y Palm eiro, 1978; Sánchez Ari za,
1979; Pascual, 1984 ; Cearreta, 1989; Lévy et al., 1995 y Schonfeld , 1997.

Not a : Las figuras, lámin as y tablas se incluyen al final del texto.

Características oceanográficas y granulom étricas.

El intercambio de agua entre el Atlántico y el Medi terráneo es el
pro ce so determinante en la hidrodinámica del Golfo de Cád iz, en
superfic ie la corriente circula ant iciclonicamente por el margen con ti­
nental ibérico entre el Cabo de San Vicente y Tarifa con dirección O-E,
en el margen africano la circul aci ón se efec túa en sentido N-S para
reunir se posteriormente con la corri ent e general atlántica hacia el SSO.
Las corri entes litorales siguen la orientación de la costa afec tadas por el
régimen de ' mareas. En la plataforma continental próxima a Cádiz, se ha
encontrado Agua Superficial Atl ánti ca hast a uno s 140 met ros, a may or
profundidad se detecta Agua Central Noratl ántica , solamente a profun ­
didades superiores a los 200 metro s se nota una leve influ encia del flujo
mediterráneo de salida, siendo más nítido a partir de 500 metros
(Villanueva Guimerans y Guti érre z, 1994).

Los materi ales se dimentad os qu e oc upa n esta parte de la
plataforma continental y Bahía de Cádiz , son de natural eza detrít ica, con
predomi nio de las fác ies arenos o-c uarcí ticas y fangosas (Segado et al.,
1984). Su distribución , bajo un punto de vista gra nulométrico, pres enta
una orientación general paralela a la línea de cos ta ya ' la dire cció n de las
isó ba tas, sobre todo en el sec tor Nor te de la zona alternándos e forma­
ciones arenosas con otr as de predominio limoso y arcilloso, es ta distribu­
ció n parece indicar la exis tencia, de una din ámica sedimentaria
progradante (Gutiérrez et al. , 1993) (Fig. 2).

Material y métodos.

Se han analizado un tot al de 50 muest ras superf ic ia les (F ig. 1)
obtenidas con cuchara tipo Shipek . La extracción de los orga nismos de
cada mue stra se realizó a partir del cuarteado de la frac ció n mayor a
125 micras obteniéndose en cada caso un mínimo de 300 ejemp lares
(Buz as , 1990). La determinación taxonómica se hizo con lupa binocul ar y
con el Microscopio Electrónico de Barrido , en la cla sificaci ón supra­
especifica se siguió fielm ente el Tratado de Loeblich y Tappan (1988),
para la especie se utilizó un amplio catálogo de libros, revistas, guías, etc,
aunque en las sinonímias, con el objetivo de aco rtar y simplificar el
trabajo , só lo aparecen la cita original y la últ ima consultada. Los valores
corre spo ndientes a la fr ecuenci a en la distribuci ón de las dist intas
especies se refieren al total de los fora miníferos bentónicos encon trados
en la zona (Villanueva Guimerans, 1994) Y en cada género las distintas

207



Resultados.

208

Se han obtenido un total de 14 especies distintas cuya clasificación,
descripción y distribuci ón resultó ser la siguiente:

Gavelinopsis praegeri

Sphaeroidina bu lloides

Criboelphidiurn vades­
eens

Criboelphidiurn cu ­
villieri

Elphidiurn advenurn
Elphidiurn rnaeellurn
Elphidiurn erispurn
Elphidiurn eop lanaturn

Rosalina globularis

Arnrnonia beearii in­
nata

Eponides eonearneratus

Valvulineria bradyana

Arnrnonia beearii

Especie

Caneris aurieulatus

Sphaeroidin

Criboelphi­
diurn

Rosali

Elphidiurn

Arnrnonia

Genero

Caneris

Va lvulineri

ROSALINIDAE Gavelinopsis

SPHAEROIDIN­
IDAE

EPONINIDAE Eponides

ELPHIDIIDAE

ROTALIIDAEROTALIACIA

DISCORBACEA BAGGINIDAE

Superfamilia DISCORBACEA Ehrenberg, 1838. Famili a BAGGINIDAE
Cushman, 1927. Gén ero Cancris de Monfort, 1808 . Cancris auri­
culus (Fichtel y Moll ). Lámina 1, Figs . la-lb-le.
1798 Nautilus auricula Fichtel y Moll :108, lám. 20, fíg. a-c.
1996 Cancris auriculus (Fichtel y Moll) -Revets: 76, lám. 10, fígs. S-S.

Superfamilia Familia

especies se encuentran ordenadas en orden decreciente según la
frecuencia relativa de cada una de ellas . El Análisis Multivariante se
realizó medi ante el programa B.M.D.P. utilizando en este caso la
frecuencia relativa de cada un a de las especies dentro de las
Superfamilias . Los análisis granulométricos se hicieron por tamización
siguiendo la escala de intervalos de tamaño propuesta por Whentworth
(1922) , la determinación de los carbonatos con el calcímetro de Bernard
y la materi a orgánica por el métod o de Gaudette et al., (1974) .



Des cripción : Con cha de co ntorno ovalado-auriculado, lenticular en
secció n trans ve rsal, más co nvexa en la cara umb ili cal , periferia
re dondeada y ca re na da. Cám ar as lobul adas que se incrementan
rápidame nte de tamaño, de 8 a 10, la últ ima ocupa casi la mitad de la
concha. Suturas hundid as y curvadas, casi radial es al rededor de la
abertura umbilical , poco marcadas en la cara opuesta, abertura en forma
semic ircular , con una pl aca abertura l gruesa que se proyecta desde la
base de la última cámara sobre el ombligo . Pared con poros circ ulares de
unas 1,5 micras , con un áre a no perforada cercana a la abertura,
superficie lisa. Tamaño.- Largo : Sobre ' l mm; Ancho: 0,60 mm.

Distribución: Esp ecie de temperaturas templadas y cá lidas (M urray ,
1973 ), en el lit oral ibérico ha sido hall ada en las cos tas cantábricas y
gallegas (Colom, 1974 ), en las de Motril-Nerj a (Sánchez-Ari za, 1979) y
en la plataforma continental intern a portu guesa (Lévy et al. , 1995). En la
zona de estudio (Fig . 3) se encuentra en el sector Sur entre los 20 y los
500 metros de profundidad en substratos principalment e arenosos co n
bajo s contenidos de materia orgán ica.

Género Valv ulineria Cu shm an ,19 26 . Vul v ul in e r ia b r a d y a n a
(Fornas ini). Lámina 1, Figs. 2a-2b..
1900 Dis corb ina bradyana Forn asini : 393, fíg. 43.
1991 Yalv uline ria br adyan a (Fornasini, Cimerman y Langer: 64 , lám .
67, fígs. 8- 10.

Descripción: Concha lig erame nte más larga qu e ancha , con torno
redondeado. Cám ar as pseudotri angul ares, incrementan reg ularmente de
tamaño desde el prolóculo hasta la más extern a, en tota l de l O a 12,
lobuladas. Cara espiral co n aspecto de apla nado a mo deradamente
convexo, cara umbilical muy convexa co n el ombligo central hundido.
Suturas intercamerales rec tas, gruesas, radiales y deprimidas en la cara
umbilical y ligeramente curvadas en la espiral. Pared perforada con
gruesos poros (2-4 micras) que se disponen por toda la concha . Abertura
en forma de arco umbilical -extraumbilical co n plac a abertura l que se
proyecta sobre el ombli go lle gando a cubrir las primeras cám ar as.
Tamaño .- Largo : De 0,40 a 0,50 mm; Ancho : De 0,35 a 0,45 mm.

Dis tri b ución: Especie frecuente en los fondos fan gosos ca ta la nes
(Mateu, 1970), en las costas galle gas y cantábricas (Colom, 1974 ) Y en el
litoral Motr il-Nerja (Sánchez-Ariza, 1979). En la zona de es tudio muy
abundante (Fig. 4), se encuentra fundamentalme nte en los subs tra tos
fangosos de alto contenido en materia orgánica exis tentes en una amp lia
área que comprende pr ácti camente tod o el sector Nor te , desde el
paralel o de Chipiona .hasta el de San Fern ando, entre los 20 y los 200
met ro s de profundidad . También se han obte nido ejemplares hacia el
Sur , entre los 100 y 200 metro s en fondos fango-arenosos.
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Familia EPONIDIDAE Hofker, 1951. Género Eponides de Montfort,
1808. Ep onides concameratus (Williamson). Lámina 1, Figs . 3a -3b.
1858 Rota lina concamerata Will iamson : 52 , lám. 67, fig s. 101-102.
1991 Eponides concameratus (Williams on) -Cimerrnan y Langer: 64 ,
1ám. 67 , fígs. 11-14 .

Descri pció n : Concha robusta, de planoconvexa a ligeramente biconvexa,
pe r iferia provista de una gruesa carena, cara dorsal evoluta, alg o
redo ndeada. Cámaras que incrementan en tamaño dando unas 2,5 a 3
vue ltas, las dos últimas visibles en la ca ra dors al y con un as se is
vis ibles en la ca ra umbilical invo luta y co nvex a. Suturas intercam erales
en la cara dorsal curv adas y gruesas, en la umbilical alg o deprimid as y
rad ia les . Pared ornamentada en la cara dor sal con gruesas pú stulas, más
suaves en la cara um bil ica l perforad a con poros redondos de un as 2
micras. Abertura de un as 200 micr as en la base interiomarginal de la
última cámara, arqueada, extendiéndose desde el ombligo hasta la
perife ria bordeada por un estrecho labio. Tamaño.-L argo: De 0,8 a 1 mm;
Anc ho: Sobre 0,6 5 mm .

Dis tribución : En el lit or al ibérico, rara en las cos tas del Algarve
(Galhano, 1963), común en los fondos fan gosos ca ta lanes (Ma teu, 1970)
y en la cos ta S-SO de Portugal (Uba ldo y Otero, 197 8). En la zo na de
es tudio (Fig. 5) se ha loc alizado en dos áreas , una situada en la Bahía
ex terna y la plataforma continental próxima, a partir de los 18 metros
en substratos areno-fango sos y la otra situada en el sector Sureste , en
su bstra tos arenosos .

Familia ROSA LIN IDA E Reis s, 1963. Género Gavelinopsis Hofker, 1951
Gavelinop sis praegeri (Heron-Alle n y Earland ). Lámina 1, Figs . 4a-4b.
1913 Di scorbina pra egeri Heron-Allen y Earl and : 122, lám.l0, figs. 8- 10.
1993 Ga ve li no psis pra egeri (H eron-Allen y Earland) -Sgarre ll a y
Monchermont-Zei: 2 18, lám. 17, figs 1-2.

Des cripció n: Con ch a có nica o planoconvexa ligeramente lobulada, peri ­
feria aguda provist a de una pequeña care na. Cám aras en 2 o 3 vue ltas,
de 6 a 7 en la vuelta final. Suturas intercamerales hundidas, de cu rvad as

. a rad ia les, bordead as por peque ños gránulos, se alargan hasta e l
ombligo . Desde el margen umbilical de cad a cámara se extiende sobre la
regió n umbilical un a pr oyección ca lcá rea fo rmando una pequeña quilla,
las proyecciones de todas las cámaras umb ilicales se pued en fusio na r en
la región ce nt ral. Pared perforada co n poros grue sos en los márgen es
suturales y fi nos e n el res to, superfi cie algo rugosa. Abertura baja,
internomarginal en forma de arco ex traumbilical re cubierta por un a
expa nsión de la úl tima cámara. Tamaño: De 0,25 a 0,35 mm de diámetro .
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Distribución: En las costas ibéri cas ha sido encon trada a lo largo de
tod a la plataforma con ti nenta l po r tug uesa , especial me nte bien
repre sentada en la reg ió n Sur-Suroeste y en el AIgarve (Lévy et al.,
1995): En la zon a de estudio (Fig. 6) se ha locali zado en tres áreas
distintas, una ocupa toda la Bahía ex terna y la pla taforma co ntinental
próxima desde los 8 a los 75 metr os de profundid ad , en substra tos
detríticos constituidos mayoritariament e por arenas de tam año medio a
grues o y localmente gra va, ot ra, en la pla tafor ma co ntine nta l media,
entre los paralelos de Rot a y San Fernand o, de los 100 a los 200 met ros
de pr ofundidad , en sedimentos de · naturaleza areno-fangosa y la
tercera, en el sector Sureste , entre los 280 y los 600 met ro s de
profundidad, en substratos arenosos .

Género Rosalina d "Orbigny, 1826. Rosalina globularis d ' O r b ig ny
Lámina 1, Figs. 5a-5b.
1826 Rosalina globularis dOrbigny : 27 1, lám. 13, figs. 1-4.
1993 Rosalina globularis dOrbigny -Sgarre lla y Monchermont-Zei: 2 18,
lám 17, figs. 7-8.

Descripción: .Concha pl ano con vexa de forma irreg ular, cara dor sal
convexa evoluta y umbilical involuta. Cámaras que increm en tan rápi­
damente de tam año, 10 visibles en la cara dors al do nde presentan
suturas hundidas y obli cuas que se curvan hacia la perifer ia, en la cara
umbilical son subtrian gulares, 5 visi bles ocupa ndo la últ im a ap roxi­
madamente 113 de la concha. Ombligo abierto. Pared perfora da por
gruesos poros. Abertura en la cara umbilical en for ma de un arco bajo
inter iomarginal con un estrecho labio que la bordea. Tamaño: De 0,60 a
0,70 mm.

Distribución: En las costas ibéri cas, frec uente en el litoral Motril-Nerj a
(Sá nche z-Ariza, 1979), y rara en la plat aform a continenta l portu guesa
(Lévy et al. , 1995). En la zon a de estudio: (Fig. 7) se hall a distribuida
por tod a la Bahía Externa y la plataform a continental próxima, desde los
8 a los 50 metros de pro fundidad en sedimentos det rí ticos co ns tituidos
mayoritariamente por arenas de tamaño medi o a grueso.

Familia SPHAEROIDINIDAE Cushm an, 1927. Género Sp h a ero i di n a
dOrbigny, 1826. Sphaeroidina bulloides dOrbigny. Lámina 1, Fig . 6.
1826 Spha eroidina bulloides dOrbi gn y: 267 .
1988 Sphaeraid ina bulloides dOrbi gny -Loebli ch y Tappan: 564, lám.
617, fígs 1-6.

Descr ipci ón : Concha subglobular hialina y transparente de peque ño
tamaño con la s cámaras hemisféricas que se di sponen en un enro­
llamiento vari able de tal modo que la peri feria la ocupan tres cubr iendo
la última a las dos precedentes, dand o el aspec to de tres esferas unidas,
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suturas intercamerales nítidamente marcadas. Abertura en forma de
arco abierto situada en la base de la última cámara, encima de la
intersección de las suturas correspondientes a las últimas tres cámaras,
bordeada por un grueso labio y con una placa arqueada en el margen
inferior. Pared lisa y finamente perforada. Tamaño: De 0,35 a 0,45 mm.

Distri bución: En el litoral ibérico ha sido hallada en las costas de Galicia
(Colom, 1974), en los fondos fangosos catalanes (Mateu, 1970) y a lo
largo de las costas portuguesas, en la plataforma media y externa (Lévy
et al. , 1995), en la zona de estudio (Fig. 8) se ha localizado en el sector
Oeste a profundidades superiores a 100 metros en substratos
mayoritariamente areno-fangosos con tendencia a incrementar su
frecuencia con la batimetría.

Superfamilia RüT ALIACEA Ehrenberg, 1839. Familia RüTALIIDAE
Ehrenberg , 1839. Género Ammonia Brünnich, 177 Ammonia beccarii
Linneo. Lámina Il, Figs. la-lb .
1758 Ammonia beccarii Linneo: 710 .
1996 Ammonia beccarii Linneo -Villanueva-Guimerans y Sánchez­
Ariza:23, fig . 6 (la-lb) .

Descripción: Concha ligeramente biconvexa, circular y perifericamente
redondeada. Cámaras en trocospira baja, unas 3,5 a 4 vueltas visibles en
la cara espiral evoluta, la cara umbilical involuta. De lOa 12 cámaras
cuadrangulares en la última vuelta espiral de crecimiento regular con las
suturas intercamerales gruesas e imperforadas, algo curvadas y a veces
más o menos limbadas. En la cara umbilical las cámaras, de 7 a 10, se
presentan ligeramente infladas, terminan en una expansión umbilical a
modo de placa, en el centro presenta un botón calizo y las suturas llegan
a abrirse formando profundas hendiduras. Abertura, larga y estrecha, en
la porción inferior frontal de la última cámara dirigida hacia la región
umbilical. Tamaño. Muy variable, desde 0,35 a 1mm,

Distribución: Especie cosmopolita, de amplia distribución (Villanueva­
Guimerans y Sánchez-Ariza, 1996) . Se encuentra distribuida por casi
toda la zona de estudio (Fig. 9) con tendencia de situarse principalmente
en fácies fangosas, únicamente en las estaciones más distales situadas en

' el sector central no se han encontrado ningún ejemplar, la frecuencia es
muy variable situándose las mayores concentraciones en el dominio
infralitoral y en el interior de la Bahía, disminuyendo con la profundidad
y distancia a la costa, los contenidos más altos se han encontrado en el
Sector NE entre los 20 y 40 metros y los más bajos a nivel de la
plataforma externa del sector Norte.

Ammonia beccarii inflata (Seguenza) Lámina Il, Fig. 2.
1862 Rosalina inflata Seguenza: 106, lám. 1, fíg . 6.
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1996 Ammonia beccarii inflata (Seg ue nza) -Villanue va-Guimerans y
Sánchez-Ariza:23, fig . 6 (2a-b) .

DescripCión: Concha más globosa que la forma típ ica, las cá maras más
estrechas y enrolladas en trocospir a alta, un as 4, 5-5 vue ltas visib les en
la cara espiral, también presenta una serie de su turas pustulosas , cortas ,
irregulare s que cubren casi toda la porci ón ce ntra l de la cara umbil ical.
Tam año: de 0,6 a 1,5 mm .

Di s tri b u ció n: En la zona de estudio se localiza e n un área más
restringida y en menor concentración qu e A. beccarii s.s situándose
preferentemente en la Bahía y en el dominio infrali toral y pl at aforma
interna del sector Norte , también se han encontra do ejemplares a 360
metros de profundidad mostrando una cl ara tendencia a disminui r el
contenido con la distancia a la costa.

17- 18, lám.
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(Lévy). Lám ina Il , Fig. 4a-4b.
Lévy: 5, lám . 1, fíg. 6.

Lévy -Haynes: 197, lám . 24, fígs.

Criboelphidium cuvillieri
1966 Elphidium cuvillieri
1973 Elphidium cuvill ieri
26 , fíg . 12.

Distribución: Especie propia de aguas poco pr ofundas, en el li toral
Motril-Nerja es de las más abundantes (Sá nchez-Ariz a, 1979). En la zo na
de estudio (Fig . 10) ocupa principalmente una área desde el dom in io
infralitoral hasta los 100 metros de profundidad, encontrándose las
mayores concentraciones en el interior de la Bahía disminuyendo co n la
profundidad, también se han encontrado algunos ejemplares en áreas
aisladas de la plataforma externa.

Descripción: Conch a con enroll amiento planispiral ad o in vol u to de
contorno circular y periferia redondeada . De 8 a 12 cá maras ligeram en te
infladas en la vuelta fi nal. Suturas inter camer ales radiales algo hundidas
co n gra n ca ntida d de fosas circulares que se ex tie nde n desde la per iferia
has ta el om bligo li geramente hun dido. Pared per forad a por gruesos
poros en toda la superficie. Abe rtura inte rio ma rg inal en la base de la
última cámara, pu ed en aparecer aberturas sec unda rias . Tam año : De 0,35
a 0,45 de radio .

Familia ELPHIDIIDAE Galloway, 1933 . Genero Cr ib o e lp h id iu m
Cushman y Bronnimann, 1948. Criboelphidium vadescens ( C us h ma n
y Bronnimann). Lámina n, Fig . 3.
1948 Cr ibononion vad escens Cushman y Bronnirnann :18.
1988 Cribo elphidium vadesc en s (Cushrnan y Bronnimann ) -Loebl ich y
Tappan:673 , lám. 784, fig s. 1-14.



Descripción: Concha planispiralada involuta, de contorno circular con la
periferia redondeada en las primeras cámaras de la última vuelta y
lobulada en las últimas . Unas 10 cámaras ligeramente infladas en la
vuelta final, suturas intercamerales radiales . . Pared perforada por
gruesos poros de hasta 2 micras de diámetro en toda la superficie
excepto en el área umbilical y en la cara apertural que es lisa . Abertura
interiomarginal en la base de la última cámara.-Tamaño:Diámetro. De
0,35 a 0,45 mm.

Distribución: En el litoral ibérico ha sido localizada en la plataforma
continental portuguesa (L évy et al. , 1995), en la zona de estudio (Fig . 11)
al igual que Criboelphidium vadescens ocupa principalmente un área
adyacente a la Bahía externa y el dominio infralitoral próximo, hasta los
75 metros de profundidad, también se han encontrado algunos
ejemplares en áreas aisladas de la plataforma media y externa.

Género Elphidium de Monfort, 1808. Elphidium advenum (Cushman)
Lámina u, Fig . 5.
1922 Polystomellaadvena Cushman: 56, lám. 9, fígs. 11-12.
1980 Elphidium advenum (Cushman) -Boltovskoy et al.,: 29, lám . 12,
figs . 16- 18.

Descripción: Concha p1anispiralada involuta y lenticular con el margen
periférico redondeado. Cámaras ligeramente infladas, de lOa 12 en la
vuelta final que incrementan de tamaño. Suturas hundidas, marcadas
por los procesos rectales que en esta especie son cortos . Abertura
formada por una serie de pequeños poros redondos en la base de la cara
abertural. Pared lisa, translúcida, finamente perforada con la zona
umbilical algo deprimida con 1-5 pequeñas fosetas .-Tamaño: De 0,35 a
0,45 mm.

Distribución: En el litoral ibérico ha sido hallada en las costas catalanas
(Mateu, 1970) y en la plataforma continental portuguesa (Lévy et al.,
1995 ), en la zona de estudio (Fig . 12) se encuentra localizada en una
amplia área que comprende prácticamente todo el sector Norte, desde el
paralelo de Chipiona hasta el paralelo de Cabo Rache, entre los 20 a los
200 metros de profundidad, también se han obtenido ejemplares en el
SO en el talud, los substratos en que se encuentra son mayoritariamente
fangosos.

E1phidium macellum (Fichtel y. Moll) . Lámina Il, Fig. 6.
1798 Nautilus macellus var, beta Fichtel y Moll: 66, lám. 10, fígs. h-k,
1991 Elphidium macellum (Fichte1 y Moll) -Cimerman y Langer: 78,
lám. 89, fíg. 9.
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Descripción : Concha lenticular-bicon vexa planispiralad a in voluta co n el
margen pe riférico subagudo con una grue sa qu ill a , e n a lgunos
ejemplares el borde de las primeras cámaras espinoso. Posee de 15 a 18
cámaras alargadas y estrechas en la vuelta final que present an procesos
de rectación del tamaño del ancho de la cámara y ocupan las 2/3 partes
de cada una . Suturas intercamerale s muy cur vadas so bresalie ndo los
puentes rectales entre ellas . Regi ón umbilical con un saliente um bonal
irregular formado por pequeñas pústulas y nódul os. Abertura situada a
lo largo de la base de la última cámara con aberturas supleme ntarias
interiomarginales . Tamaño . De 0,45 a 1,70 mm. Se difer en ci a de
Elp hidium crispum por su menor tamaño y por la di stinta configuración
de la región umbona1 existiendo formas de tran sición entre ambas.

Distrib ución: En el litoral ibérico se ha loca lizado en la plata forma
con tinental portuguesa (L évy et al., 1995) , en la zona de estudio (Fig . 13)
se localiza en tres áreas, una ocupa la Bahía externa y la plataf orma
in terna y me dia próxima, hasta los 75 metros, o tra a l SO en
profundi dades superiores a los 500 metros , ambas en subs tratos
arenosos y la tercera en la plataforma media entre los 100 Y 200 met ros
en substratos fangosos y are no-fangosos.

Elphidium crispum (Linneo). Lámina Il, Fig. 7a-7b.
1758 Nautilus crispum Linneo: 709 .
1991 Elphidium crispum (Linneo) -Cimerman y Lan ger : 77, lám. 90 ,
fígs. 1-4 .

Descripción : Concha grande para su gé nero, lenti cul ar-bi con vexa,
pl anispiralada involuta y biumbonada, con el margen peri féri co de
angular a subagudo y con una gruesa quill a. De 22-25 cá ma ras
alargadas y estrechas en la vuelta final que presentan pro cesos de
rectaci ón hasta las 213 partes de cada cámara. Suturas int ercamerales
curvadas , conectadas por gruesos puentes dándole a la co nc ha un
aspecto de roseta . Pared finamente granular excepto en la regi ón central
circular, umbonada, prominente, con la superficie lis a provista de l O a
12 pequeños hoy uelos . Abertura a lo largo de la base de la última
cámara, también poseen aberturas que form an serie s de poros
interiomarginales. -Tamaño: De 0,8 a 1,8 mm.

Dis tr ib ución: En el li toral ibérico abunda en áreas litorales de las
costas gallegas (Co lom, 1974), entre Motril y Nerja (Sánchez-Ariza, 1979)
y en la plataforma continental interna portu guesa (Lévy et al , 1995 ). En
la zona de estudio (Fig. 14) se ha loc alizado en vari as áreas situadas
preferentemente en el sector Sur, una ocup a casi toda la Bahía extern a y
la plataforma interna pró xim a hasta los 30 metro s, otra al SE desde los
20 a los 100 metros , la tercera en el centro, sobre el veril de los 100
metros. El área de mayor concentración se encue nt ra al SO en
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profundidades superiores a los 500 metros , en todos los ca so s en
substra tos fu nd amentalmente are nosos.

Elphidium coplanatum (dOrbigny) . Lámina I1, Fig. 8a- 8b.
1839 Polystomella coplanata dOrbigny: 129, lám. 2, fígs . 35-36.
1993 Elphidium coplanatum (dOrbigny) -Sgarrella y Montcharmont-
Zei: 228 , lám. 20, figs. 9-10.

Descripción: Concha plana con las cámaras dispuestas en una espiral
muy desenvuelta y el margen periférico con una estrecha quilla. De 13 a
15 cámaras alargadas y estrechas en la vuelta final que incrementan
regularme nte de tamaño, presentan procesos de rectación del tamaño
del ancho de la cámara que ocupan la totalidad de cada una. Suturas
intercamerales muy curvadas con puentes retrales entre ellas. Tamaño :
De 0,30 a 0,85 mm.

Distr ibuci ón: En el litoral ibérico ha sido citada en las costas gall egas
(Colom, 1974) Y en el litoral Motril-Nerja (Sánchez-Ariza, 1979) , en la
zona de estudio (Fig . 15) se halla distribuida principalmente por un
amplia área que se ex tiende por todo el sector Sur y por el dominio
infralitoral hasta el Norte aunque también se han encontrado ejemplares
sobre el veril de los 100 metros en el centro y en el interior de la Bahía
en subs tratos de distinta naturaleza.

Aná li sis y discusión.

De las 170 espec ies de for aminí feros bentónicos recientes enco n­
trados en la zon a de es tudio (Villa nueva Guimerans, 1994) solamente 6
corresponde n a la Sup erfamilia Discorb acea y 7 a Rotaliacea. En la
S up e r f a m i li a Di sco rb acea es tas 6 es pe c i e s repr e sent an
cuantitativamente el 6,4% de la tot alidad de los for aminíferos bentónicos
de la zona. Cancris auriculatus al igual que en otr as zonas atlánticas, es
una especie de plataforma asociada a sedimentos de tamaño de grano
medio , Valvulineri a brad yana es de las más abundante s en
profundidades menores a 200 metros y se asociada a sedimentos de
tamaño fino coincidiendo con distribuciones de otras zonas simil ares,
tanto atlánticas como mediterráneas, Eponides concameratus es aquí
esencialmente infralitoral y de plataforma interna asociada a substratos
finos en profundidades ligeramente inferiores a otras zonas atl ánticas ,
Gave linopsis praegeri se asocia a sedimentos de tamaño de grano medio
alto con el óptimo en el dominio infr alitoral, Rosalina globularis presenta
una distribución similar a la encontrada en -Ias costas portuguesas , de
aguas someras en substratos arenosos y Sphaeroidina bulloides se
encuentra preferentemente en áre as pr ofund as en sedimentos de
tamaño de grano medio-fino al igual que en otra s zon as tanto atl ánti cas
co mo medi terrá nea s.
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En la Superfamili a Rot ali acea, las 7 espec ies enco ntra das repre­
se ntan cua nti tativ amente el 2 1,5 % del to ta l de los fo ra miníferos
bentónicos de la zon a, Ammonia beccarii y en menor med ida la var.
infl ata, son abundantes fundamentalm ent e en el domi nio infra litora l y
plataforma interna en substratos fa ngosos ricos en materi a orgánica ,
Criboelphidium vadescens y Crib oelphidium cuvilleri se enc ue nt ra n
también preferentemente en el dominio infra lito ra l y de pl atafor ma
interna, Elphidium cri spum y Elphid ium macellum presentan amp lios
márg en es batimétricos fundamentalmente en subst ra tos de ta maño de
grano medio , Elphidium coplanatum en áreas fangosas y Elphidium
advenum en sedimentos de pequeño tam año de grano del domini o
infralitor al y plataforma interna.

Como se indicó ant eriorment e, se ha seg uido de forma es tricta la
clas ific ació n genérica de Loeblich y Tapp an (1988), uti lizada de for ma
generalizada en la ma yoría de los estudios de foraminíferos , debe
res altarse sin embargo , que los criterios adoptados en es ta obra para la
separación de algunos taxones son de dud osa fiabilidad , sobre todo los
referentes a aquellos grupos que prese ntan gran similitud mor fológica y
por lo tanto difícil caracte rizació n taxon ómi ca entre las que se
encue ntran es tas dos Superfamili as.

En la citada cla sificación, los Discorbaceos aparecen como un grupo
excesivamente heterogéneo a los que se asignan entre otras, las Fami lias
Rosalinidae que posee el ombligo abierto y Eponidae co n el omb ligo
cerr ado ya qu e en los criterios segui dos para la simi litud y
discriminación de caracteres, la disposició n umbilical tienen menor peso
que la porosidad de la pared. En una interpretación más amplia Hanse n
y Revets (1992) elevan a esta última a la categoría de Sup erfamili a
(Eponidacea) en ba se a la ausencia de es truc turas int ern as, inclu yend o
en ella no solo l a Famili a Epon idae sino tambi én la Rosalinidae, aunque
en el mismo trab ajo ponen de manifies to la posibil idad de que la
determinación de esta Superfamil ia sea incorrecta debido al descu­
brimiento posterior por parte de Hottinger et al (1991 ) de est ructuras
internas en las especies del genero Eponides. El crit erio de la porosidad
de la pared se sigue también para separa r a la Famil ia Baggin idae ,
considerarl a sinónima de Can cri sidae y Valvulinidae y reunir en ella a
los gé neros Val vulinari a, Baggina y Cancris que presentan sin embargo
diferentes características umbilical es , aunque en es te trab ajo no se
encontró ningún ejemplar del gé nero Baggina, parecería más lógico
as igna r al gé nero Cancris a la Famili a Cancr isid ae ind epend iente de
Baggin idae ya que el ombligo de Cancris es primariamente abier to pero
se ob stru ye se cunda ria me nte por el desarroll o de las expansiones
umbilicale s que se extienden sobre el ombli-go sin cierre umb ilical ya
que se puede acceder a la s pr im er as cá ma ras por las aberturas
umbilical es relicticas .

Hopker (1956) en la creación de la Famil ia Gavellini dae incluye
entre sus gé neros a Gavelinopsi s, segú n Hensen y Revets (op . cit ) un
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Rosalinido sin relación con los Gavellinidos, y los re lac ionada con el
gé nero Valvulineria au nque siguiendo a Bro tzen (1942) lo clasifica
dentro de la Familia Valvulineriidae, sin emba rgo recientemente Reve ts
(1996) rec lasifica más coherentemen te a Valvulineria seg ún la presencia
de placa s y abertu ras umbili cales relícticas como un Cancris ido .

Lév y et al. , (1984) en un est udio morfoes truc tura l de los gén eros
Discor bi s, Ammonia, Rotalia y Pse udoeponides considerando co mo
caracteres morfológicos los pares próximos , el folium y la longitud foliar
los agrupan en la Familia Rotaliidae cues tionando la existencia de la
Superfam ilia Discorbacea, posteriormente Lévy et al., (1986) devuelve n
al género Rotalia a los Discorbaceos puesto que en la Familia Rotaliidae
los lóbul os umbilica les coalescen con una placa umbi lical que los cubren
similar que en el géne ro Discorbis, aunque en el adulto esta cubierta se
rompe por el crecimie nto y se abren canales suturales por reabsorción lo
que no ocurre en Disc orbis. El género Ammo nia es más comp lejo en
or gani zaci ón que Rot ali a y Discorbis es des de el punto de vis ta
estructural intermedio entre ambos, Hansen y Revets (op . cit) proponen
una ter minología nueva para estos grupos según la cual la especie tipo
de Discorbis es transferida de nue vo a Rotaliidae causando sinonimias
entre Discorbi dae y Rotaliidae.

Ot ro gé nero muy pro blemático , asignado en la mayorí a de las
clas ificaciones a la Superfamilia Buliminacea, pero que en la clas ificación
de Loeblich y Tappan (op. cit. ) aparece en la Discorb aceae es
Sphaeriod ina, originario del Eoceno probablemente por evolucuón del
género planctónico Pulleina, al añadirse las últimas cámaras en principio
con enrollamie nto planispiralado y que pos terio rmente por ca mbio de
los ejes se hace más irregular y se comprime, la situación de la apertura
en relaci ón co n las primeras cámaras y las suturas so n var iables y
aunque pueden cambiar la apariencia del individuo , no tienen realmente
importanc ia taxonómica, el hecho de que solo en algunos caso s la
abertura se encuentre cerca de las primeras cámaras los ha si tua do
cerca de los Rotaliformes y de los Baggin idos, no obs tante, la gran
va riabilidad que presenta , hace necesari a una revis ió n profunda de
holotipos y paratipos para enc uadrarlo convenientemente .

También se incluye en la Superfamilia Rotaliacea a Elphidae, un
gru po primariamente planispiralado , quizás habría que · contemplar la
posibi lidad de · situarlo de forma más aprop ia da en No nio nacea,
concretamente como formas gradac ionales hacia Noni onid ae teni endo en
cuenta la estructura y morfología de la pared y los canales rectales.

En general, aunque entre otros, con los matices. anteriormente
expuestos, puede dec irse que la taxo nomía de los Rotaliaceos es ta bien
definida y la mayoría de los géne ros que la componen bien situado s a
diferencia de lo que ocurre con los Discorbaceos que se present an co mo
excesivamente heterogeneos en el : que no están bien representados por
la espe cie tipo algunos taxones y algunos de sus géneros probablemente
erróneamente asignados, sin embargo aunque su fili ación no esta muy
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clara, para la es ta bi lidad taxonómica parece justificado retener entre
otros en su seno a la problemática Familia Rotaliidae porque una nueva
reubicación podrí a causar incl uso la desaparición de l Suborden Rotaliina
en favor de Disc orb in a.

En el co nce pto filoge né tico de "especie" en foraminíferos se util izan
como cr iterios difer enciales, la adap tac ión selectiva a unas condiciones
ambientales en es te caso funda lmentalmente las características ocea no­
gráficas y físico -químicas de l sedimento, la co nstitución morfológic a de
los ejemplares .y la re lación espacio- temporal de los mismos, consi­
derá ndose qu e el co lectivo polimórfi co que produ cir á un a adap taci ón
se lec tiva co ns tituye un "spec trum" (Mateu, 1981) co n co nno tacio nes en
las biofácies y tanatofácies. A pesar de las implicaciones ecológicas de
estos critérios, en muchos casos la información obtenida a partir de la
si mple distri bución de especies es muy limitada, siendo necesari a la
aplicación de métod os de Anális is Multivaria nte al tratamiento de dato s
que pro duz ca un a descripci ón cuanti ta tiva de la fa una, resu el va
pro blemas como la clasificación y agrupamiento de las mues tra s y ayude
a co nocer la es tructura in terna de los grupos (Ujiie y Kusukawa, 1969;
J óreskog et al., 1976) este tipo de análisis es sensible a las condicio nes
me dioam bienta les y se utiliza asid uamente en trabajos foraminife­
ro lógicos pa ra la det ermin ación de las tana tofacies y ta na tocenocis
(Buzas, 1969).

A partir de la frecuencia relativa de cada especie en cad a un a de
estas dos Su perfamili as se procedi ó por separado al análi si s por
Co mponentes Principales en Modo-Q (Factorial inverso) con rotaci ón
Var imax para delimitar las tanatofacies de cada un a de ellas con los
Fac tors Loadings superiores a 0.7 5 (Wi lliamso n et al., 1984).

Para la determin ación de las tana tofacies de los Discorbaceos se han
seleccionado los Factor Loadings que justificasen en total sobre el 70 %
de la varianza ex plicada, concretamente en este caso FI + F2 justi fican e l
74 % de la misma (Tabla l A), En la figura 16 se obse rva la distr ibuci ón
irregul ar de es ta tana tofacies, enco ntrándose disper sa en tres áreas , do s
situadas en la pl ataform a in tern a en substratos de distinta naturaleza y
la tercera en la plat aforma externa y talud en substratos arenosos y
fangoso s, las especies determinantes de las asociaciones F1 y F2 so n
Va1vulinaria br ad yana y Gavelinopsis praegeri (Tabla l B). Aunque el
re sulta do de es tos aná lis is no es directame nte extrapolab le, se ob serva
en es te caso un a cierta heterogen idad en el grupo en co nsonancia con la
taxonomía de los mismos.

A diferencia de la anterior, la tanatofácies correspondiente a los
Rotal iaceos presen ta una distribución reg ular y homogénea (Fig. 17) en
co nso na nc ia en cierto mod o co n su integridad taxo nómica . La FI
determina la prin cip al asociac ió n (Tab la 2 A) que ju st ifica por si misma
más de l 70 % de la va rianza explicada (73 %) siendo la espe cie
determinante de esta asociación Ammoni a beccarii as oci ad a positi­
vamente Elphidium advenum y negativamente las dem ás (Ta bla 2 B),
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que se co nsidera tí pica de áreas litorales, generalizada tanto en el
Atlá ntico como en el Mediterráneo (Murray, 1991), la distribución de los
Factor Loadin gs de la Fl (Fig. 17) muestra la relación de esta asociación
con subs tr atos fang osos claramente coincidentes con la cuña sedimen­
taria pr ogradante de mater iales fino s proveniente fund amentalmente de
la de sembocadura del Guadalquivir, des viados debido a la acción de la
corrie nte de Agua Centra l Noratlántica que cubre los depósitos arenosos
de l inter valo transgresivo previo (Fig. 2) .
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LAMINA 1: Fig. la-b-c.Cancris auriculus (Fitchtel y Moll) 2
ejemplares y abertura . Fig. 2a-b .Valvulineria bradyana (Forna­
sini) cara umbilical y dorsal. Fig. 3a-b . Eponides con cameratus
(Williamson), cara umbilical y dorsal. Fig. 4 a-b. Gavelinopsis
praegeri (Heron-Allen y Earland)cara dorsal y umbilical. Fig. Sa­
b. Rosalina globularis (dOrbigny) cara dorsal y umbilical. Fig. 6.
Sphaeroidina . bulloides dOrbigny.
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LAMINA 11: Fig . l a-b . Ammonia beccarii Linneo, cara umbilical
y dorsal. Fig . 2. Ammonia beccarii inflata (Seguenza) . Fig . 3.
Criboelphidium vadescnes (Cushman y Bronnirnann). Fig . 4a-b .
Criboelphidium cuvillieri (Lévy) 2 ejemplares . Fig. 5. Elphidium
adve num (Cushman). Fig . 6. Elphidium macellum (Fitchel y Moll ).
Fig. 7a-b. Elphidiu m crispum (Linneo) ejemplar y abertura. Fig.
Sa-b . Elphi dium coplanatum (dOrbigny), 2 ejemplares.
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Tabla lB. Valores de los Factor Scores en cada Factor
Loading (F1 y F2) de las distintas especies (ESP) y la
frecuencia relativa de cada una (%) en su grupo.

Cancris auriculus 3,5 -0,831 -0,03 7
Valvulineria bradyana 69 ,0 1,975 -0, 161
Eponides concameratus 4,6 -0,316 -0, 737
Gavel inopsis praegeri 13 ,7 -0,107 1,925
Ros alin a globularis 5,1 -0,220 -0 ,83 6
Sph aero idina bulloides 4,2 -0,500 -0 ,155

F2F1%ESPECIE

EST. F'f F2 EST. Fl F2

2 0,949 -0,092 3 0 0, 543 0,821
4 0,965 -0 ,082 3 1 0,961 0,238
7 0,978 0,057 33 -0,098 0,763
15 0,977 0,015 34 0,919 0,156
16 0,910 0,220 1 9 0,969 -0,069
24 0,969 -0 ,078 38 0,309 0,866
28 -0 ,053 0,943 4 4 -0,197 0,837

Tabla lA. Matriz Varimax de los Factor Loading s (F1y F2)
obtenida en la Superfamilia Discorbacea con valores supe-
riores a 0,75 en las distintas estaciones (EST.).



EST. F.1 F.2 EST. F.1 F.2

1 0,934 0,308 19 0,92 5 -0,012
2 0,946 0,264 20 0,878 0,418
3 0,965 0,199 21 0,895 0,255
4 0,968 0,172 23 0,435 0,871
6 0,939 0,232 24 0,896 0,340
7 0,971 0,150 25 0,956 0,226
8 0,919 0,192 31 0,934 0,258
9 0,893 0,226 32 0,944 0,037
10 0,592 0,784 33 0,841 0,439
11 0,534 0,834 34 0,892 0,426
12 0,905 0,021 35 0,872 0,236
13 0,995 0,015 36 0,957 0,179
14 0,955 0,186 37 0,919 0,377
15 0,904 0,064 38 0,929 0,177
16 0,957 0,217 41 0,799 0,212
17 0,961 0,217 43 0,820 0,153
18 0,971 0,099

Tabla 2A. Matriz Varimax de los Factor Loadings (F.1
y F.2 ) obtenida en la Superfamilia Rotaliacea con valo -
res superiores a 0,75 en las distintas estaciones (EST.).

ESPECIE % F1 F2

Ammonia beccarii 56 2,91 0,673

Ammonia beccarii inflata 9,4 -0,796 2,058

Criboelphidium vadescens 13 ,1 -0,068 -0, 00 5

Cri boel phidium cuvillieri 3,1 -0,422 -0,060

Elphidium advenum 7,3 0,340 - 1, 17 3

Elphidium macellum 4,4 -0,070 -0,854

Elphidium crispum 4,0 -0,624 -0,308

E1phidium coplanatum 2,1 -0,651 - 0 ,33 2

Tabla 2B. Valores de los Factor Scores en cada Fac-

tor Loadin g (F1 y F2) de las distintas especies (ESP.)

y la frec uencia relativa de cada una (% ) en su grupo.
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ANOMALÍAS GEOQUÍMICAS DE Pb Y Cu EN LA CABECERA DEL RÍo

HUERVA: IMPLICACIONES MEDIOAMBIENTALES

P. Acero Salazar, J. Mandado Collado, F. J. Sanz Morales y F. J. Torrijo Echarri."

* Área de Petrología y Geoquímica. Departamento de Geología. Universidad de Zaragoza.

CI Pedro Cerbuna 12, 50009 ZARAGOZA.

Abstract

Basic concepts and methodology ofgeochemica/ prospecting were app/ied to the study of

the degradation ofHuerva river (Iberian Range, Zaragoza, Spain).

In this work, 77 samp/es offine river sediments were co//ected a/ong the river and its

tributaire channe/s, and its contents in Lead and Copper were analyzed and statistica/y

interpreted to se/ect the "probably anoma/ous samples " and to provide basic information

about the impact of these heavy meta/s on the environment.

l . INTRODUCCIÓN

En los últimos años, el interés por la problemática medioambiental ha experimentado un

extraordinario auge y, con ello, todas las ramas científicas han ampliado sus aplicaciones al

estudio, caracterización y gestión del patrimonio natural.

La prospección geoquírnica no es ajena a este crecimiento; aunque tradicionalmente su uso

se ha reducido a la localización de acumulaciones metálicas y de hidrocarburos de interés

económico, sus principios generales constituyen una poderosísima herramienta para los
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estudios de tipo medioambiental. Este estudio pretende aplicar estos principios generales al

estudio del nivel de degradación de un curso fluvial, caracterizando la extensión y causas de

esta degradación .

2. CARACTERÍSTICAS GEOLÓGICO -GEOGRÁFICAS DE LA ZONA DE ESTUDIO

Este trabajo se ha realizado en la cuenca del río Huerva (Zaragoza, España). El río Huerva

constituye una fuente hidr?lógica de primer orden en Aragón, ya que abastece directa o

indirectamente a un gran número de poblaciones para su consumo y regadío . La cuenca ha sido

escasamente estudiada desde el punto de vista hidrológico y geoquírnico. Tan solo cabe

reseñar los trabajos de Sánchez-Navarro (1985), que realiza una aproximación hidroeconórnica

a la zona de estudio, Garcia (1986) y los trabajos dell.T.G.E., tanto en informes propios como

en la Memoria del Mapa Hidrológico n" 40 "Daroca" a escala 1:200.000.

El río Huerva en la zona de estudio presenta una longitud total de unos 40 Km y, junto con

su red de tributarios, drena una superficie total de casi 500 Km2
. Atraviesa las poblaciones de

Fonfría, Bea, Lagueruela, Ferreruela de Huerva, Badules, Villadoz, Villahermosa del Campo,

Mainar, Villarreal de Huerva, Cerveruela y Vistabella. Se trata de poblaciones de pequeño

tamaño (menos de 200 habitantes) cuyas actividades fundamentales son la agricultura y la

ganadería, sin que apenas exista desarrollo industrial.

El clima de la zona es de tipo montañoso interior de carácter mediterráneo . Los veranos son

cortos y frescos, y los inviernos largos y fríos, con frecuentes heladas. La temperatura media

no sobrepasa los l2°C. Las precipitaciones varian entre 20-30 mm en Julio y Agosto y 480-550

mm en primavera, aunque siempre con importantes variaciones interanuales, lo que provoca

una elevada variabilidad en la escorrentía eficaz, que ronda los 100-125 'mm/año (Ascaso y
,
Cuadrat, 1981).

La vía de acceso más sencilla es por la N-330 hasta Mainar, núcleo de comunicaciones a

partir del cual se accede a la red de carreteras locales y comarcales, así como a caminos

vecinales, en general bien conservados, que permiten un buen acceso al cauce en todo el tramo

estudiado.
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La zona se integra parcialmente dentro de la Rama Aragonesa o Externa de la Cordillera

Ibérica, que forma una alineación montañosa en dirección NO-SE (Ibérica) . Esta unidad

estructural presenta un núcleo de materiales paleozoicos rodeados de materiales mesozoicos y

cenozoicos. Está constitu ida en el área de estudio por las sierras de Oriche, Cucalón, del Peco,

de Herrera, de Vicort y de Aigairen, que delimitan la cuenca del Huerva. jy a las que

pertenecen la mayor parte de los materiales drenados por el río y su red de canales tributarios .

En los afloramientos paleozo icos de la zona existe un gran número de mineralizaciones de

caracter disperso y escasa entidad. En su mayoría se trata eje sulfuros de Cu, Fe; Pb, Zn y Ba,

dispuestos en filones de carácter masivo o diseminado.

La serie estratigráfic a aflorante abarca desqr el Cámbrico hasta el Cuaternario. E~ la zona

.concurren dos unidades estructurales paleozoicas separadas, según Carls (1983) , por la falla de

Datos ; se trata de las unidades de Badules y de Herrera. Sobre este basamento hercínico

aparece un tegumento del Buntsandstein, al que puede asociarse localmente el nivel inferior del

Muschelkallc, dotado generalmente de una tectónica de revestimiento.

En cuanto a los caracteres hidrológicos de la cuenca, se pueden distinguir dos familias de

afluentes:

- Afluentes circulantes por materiales paleozoicos, cuyo caudal es muy irregular, de forma

que su actividad es casi exclusivamente primavera!.

- Afluentes circulantes por los materiales mesozoicos y cenozoicos de la cuenca de

Calatayud-Montalban , cuyo caudal es bastante constante, y que constituyen los aportes

fundamentales en los meses estivales.

3. METODOLOGÍA

La campaña de campo se llevó a cabo entre los meses de Octubre de 1998 y Febrero de

1999. Durante la misma se tomaron 77 muestras de sedimentos finos en el lecho del cauce

principal y sus tributarios, manteniendo un espaciado entre muestras en torno a 1 Km, como

muestra la figura l . Estos materiales son ampliamente utilizados en estudios geoquimicos, y su

empleo ha resultado ser especialmente eficaz en el estudio de la dispersión de elementos
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inmóviles y semimóviles (Rose el al., 1979), aunque se ha utilizado también para el estudio de

algunos elementos móviles (por ejemplo, el Mo) .

Para este estudió se optó por realizar análisis de la fracción fina separada por tamizado. El

empleo de esta fracción para campañas geoquímicas es un procedimiento muy contrastado y

avalado por numerosos casos bibliográficos. Los estudios realizados por Gibbs (1977) sobre

diferentes fracciones de sedimentos aluviales señalan un aumento considerable en la proporción

de iones metálicos en aquellas de granulometría más fina. Beeson (1984) señala la enorme

utilidad de los materiales finos para realzar las anomalías en la concentración de elementos

metálicos y disminuir los límites de detección efectivos. Según este autor , este hecho debe

fundamentalmente a la mayor presencia en esta fracción de partículas arcillosas capaces de

adsorber gran número de iones. Por otra parte, el menor tamaño de grano proporciona

muestras más representativas y una mayor homogeneidad en la distribución de valores. Los

estudios realizados por Withney (1975) sobre diferentes fracciones granulométricas arrojan

resultados similares.

Para el caso que nos ocupa, las determinaciones analíticas se han realizado sobre la fracción

inferior a 0.16 mm, separada por tamizado.

La recogida de las muestras se realizó con la ayuda de palas de acero inoxidable. En cada

estación de muestreo se tomaron aproximadamente 2 Kg de sedimento húmedo, aunque este

peso varió en función del grado de humedad y tamaño de grano estimado.

4. TRATAMIENTO DE LAS MUESTRAS

En primer lugar se procedió al secado a 50°C de las muestras de campo en estufa.

Posteriormente se realizó un tamizado para obtener la fracción inferior a 1mm, desechándose el

resto . Seguidamente, se realizó un nuevo secado en estufa a 100° e durante 24 horas de la

fracción seleccionada, y se aplicó a las muestras un tamizado posterior para obtener la fracción

inferior a 0.16 mm, a la que se realizaron los análisis.
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Las muestras fueron sometidas a una extracción total con HN03 IN, a SO°C, durante I

hora. La disolución resultante fué posteriormente filtrada, retirando el residuo sólido. Sobre el

extracto ácido se realizaron determinaciones analíticas de los contenidos en Fe, Mn Cu y Pb.

La elección del Cu se just ifica por ser el más móvil de los metales existentes en las

mineralizaciones del área, y el que más probabilidades tiene de hallarse en elevada

concentración en los sedimentos fluviales. El Pb se ha escogido por su elevada toxicidad y su



5. TRATAMIENTO DE LOS RESULTAD OS
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La realización de los análisis generó 'un elevado número de datos (ver tabla 1) a los que se

aplicó un tratamiento informático y estadístico.

Mu • • h. o. .. w. ..
G.3 7 60

1
23 31 7 35,42

G" 9,80 458,3 4 27 ,68
G-' 7,80 259, 9 7 25,3 8
G -6 8.8 2 188 ,1 8 40 .24
G. l 13,40 244 ,57 37,92
G-. 14,20 353 ,60 38,10
G· . 10 ,21 25Ui3 30 ,52
H-O 8,20 1816 ,07 192,41 24.64
H·' 5,80 1206,00 13 8,0 0 15 ,30
H· 2 7,80 150 5 ,79 344 ,7 5 23 ,06
H·3 7,20 1243,88 262 ,9 7 22.54
H" 4,20 1138.07 164 ,61 20 ,16
H.' 6 40 167600 132 4 0 15,28
H·e 11 .20 29 8 1,40 126 .77 35 , 19
H.7 7,7 9 152 5 .83 219 ,09 23,45
H•• 7,6 0 1541.5 4 134,3€ 26 .75
H-. 5,60 1257,72 230,3 5 27 . 19
,-<> 11.20 3428 ,00 135 .40 21,64,., 9.00 268 4,82 159, 13 16 ,33
' -2 11,80 2473 .46 116,77 27,9 9
1-3 12 ,40 2492 ,00 225 ,20 11,96,.. 11,57 2978 ,14 157 ,58 21,7 6,-. 12, 60 2484 ,00 215,8 0 24.80,.. 11,39 3722 ,73 53 ,58 19.37
' . 7 14 60 3024 60 130,03 32 ,8 1
,-8 4,9 9 165405 163.61 13,38
1-8 10,40 23 42 , 14 186,8 1 2600
J- O 9.5 9 2977 .97 129 .91 29 ,58
J . , 8.79 1344 .31 149.41 34 ,76
J ·2 9,40 2135,79 205.38 23,6 0
J-3 9.00 1936 ,00 163 .8 0 18, 84
J " 9,39 191 2,36 195 ,0 3 12,43
J -' 6,20 1423 072 242, 15 8.52
K-O 15 ,99 29 12,83 297, 0 8 24 ,19
K·' 14,98 2379 ,38 242 ,53 12 ,39
K· ' 13. 59 3448 ,48 13 8.0 6 19 ,38
K·3 8,00 302 5 ,70 96 ,39 9,40.. 7, 6 , 99. 8 0 8,40

SE NSIBILIDAD 1,4 n .2n° , 0 34 3,.

111. .. ... . C . .. w. ..
A-' 7 20 1104 .00 140 .80 2792
A-2 3,00 411,89 86 ,78 11 .94
A-3 3 ,SO 10 6 9.8 114,78 20 ,80

A" , o 1 1,' 14 6, 9 23,36
A-' 2880 114 7,U 148 9 8 20 ,82
A.e 37. 15316 21 73
A·7 7 20 153 72 2637
A·. 6 40 117,00 36 90
A·. ".40 11 104 ,2 1 26 0 0
S-<> 7 . 0 , O 14344 3 1 43
S,, 10 58 ,27 207 ,29 27 16
S -2 1100 ' 3 119 20 38 ,82
S -3 8.19 64 223 .43 37 .7 1
s-o 9,80 62 150,35 35 .99
S" .00

I
7. ,56 3079

s -7 .60 123.59 22 ,..
C-4 760 " 2 74 2992
C-l s .0 13961 29 SO
C_2 760 21 0 9 2 3085
C-3 1 1 40 10200 4 1 0 4
C.. 19 58 14007 4786
C-O ••• 1817 20709 3285
e .e 67. 53 0 1 13209 29 89
C-7 7.00 7~ 84 14 1 .5 9 3 130
C-8 6 "

94 42 160 79 30 72
0-<> 8,9 9 12,19 163 ,08 11,99

D·' • 40
3065 45 164,3 7 14 ,40

F.O ••• 54 2279 1180 8 7 36 0 1
F·' 720 292 588 23 8 19 2598
F·' 73. vare 52 213,17 34 , 12
F·3 12 .75 2076 43 246 .50 34 55
F" e .2 168& 40 13864 3430
F-' 11 40 2410 48 26025 32 31
F.e 760 172952 170 35 2097
F. 7 76 0 223 475 225 .27 35. 14
F. ' 1335 386 4153 28043 77 27
G-<> 78 4 2!:i88 ,5 7 401 71 15 ,1 1
G.' . 20 172 0.55 253,88 3121
G-' 9.20 36 15,93 18 1,40 25 ,16

SfN StBJLlDAD , 4 11 ,2120 1,34 3 .s

Tabla 1: Siglado de las muestras recogidas en la campaña global estratégica. acompañadas de su

localización y resultados analíticos (en ppm de muestra sólida) obtenidos por espectrometria de

absorción atómica para los elementos estudiados.

Los análisis fueron realizados mediante espectró metro de absorción atómica con un equipo

PERKIN-ELMER 2380, con llama de acetileno, en atmósfera de aire. Para minimizar la

variabilidad analitica, los análisis de contenidos de cada elemento fueron realizados se

determinaron para la totalidad de las muestras en una única sesión de trabajo .

carácter de indicador medioambiental. El Fe y el Mn han sido analizados por su capacidad para

formar óxidos e hidróxidos responsables de la captación de elementos metálicos (Forstner y

Müller, 1973; Chao y Theobald, 1976); su presencia es útil para explicar el comportamiento de

Cu y Pb.
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Figura 2: Indices de correlación entre parejas de resultados anal/ricos, y gráfic os de dispersión

correspondientes.
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El análisis de estos cálculos y representaciones permite extraer dos conclusiones

fundamentales:

1°· Se representaron gráficamente las relaciones entre los contenidos hallados para cada

elemento frente a todos los demás, y se calcularon los índices de correlación lineal

correspond ientes a cada pareja de resultados analíticos, considerados independientes del resto.

Esta operación permite un acercamiento inicial a la caracterización de las muestras y aumenta

la fiabilidad de las pruebas estadísticas realizadas posteriormente, al permitir adaptarlas a

nuestro caso concreto . Los resultados de estos cálculos y representaciones aparecen en la

figura 2



- Los contenidos hallados para Cu presentan una notable correlación positiva con los

contenidos de Fe, lo que puede estar relacionado , al menos en parte, con la presencia de

oxihidróxidos de hierro, con elevada capacidad de adsorción de este elemento .

- Los contenidos en Pb no presentan correlac ión lineal con los datos analíticos de hierro y

manganeso . No es descabellado suponer que la presencia de Pb en las muestras está más

relacionada con la adsorción a minerales arcillosos y a la materia orgánica.

Tras esta primera interpretación de los resultados analíticos, se puede realizar una primera

estandarización de los mismos. Chao y Theobald (1976) , Tessier et al (1982) y otros autores

recomiendan aplicar a los resultados analíticos de sedimentos de suelos y arroyos la

transformación

MelFe+Mn

donde Me es la concentración determinada analíticamente para cada elemento y Fe y Mn son

las concentraciones halladas de hierro y manganeso , respectivamente, para la misma muestra.

El empleo de esta transformación para la estandarización de medidas analiticas en amplias

tandas de muestras minimiza el efe cto atrapador de metales por parte de los oxihidróxidos de

hierro y manganeso, y evita el realce de "falsas anomalías" que produce la presencia en

sedimentos de elevadas cantidades de estos compuestos.

Como ya se ha discutido anteriormente, en nuestro problema concreto esta estándarización

se puede aplicar únicamente (y con matices) a la transformación de los resultados analíticos

obtenidos para el Cu. La transformación más efectiva a aplicar debe ser

MelFe

ya que los contenidos en Mn no presentan correlación lineal con los resultados analíticos de

Cu.
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Para el caso del Pb, no es conveniente aplicar ninguna correlación que implique a hierro y

manganeso, por lo que, en lo sucesivo y a efectos estadísticos, se considerarán únicamente sus

resultados analíticos directos.

2°_Se calcularon los parámetros estadísticos básicos para cada elemento (tabla 2), con el fin

de realizar una aproximación general a la caracterización de las poblaciones tratadas .

Tabla 2: Parámetros estadlsticos considerados en la interpretación de los datos.

VARIAB LE Cu I Pb I Fe I Mn
N' OBSERVACIONES 77

MEDIA 9,3 26,8 2107,6 197,1
VARIANZA 5,3 107,1 982265,8 18066,6

DESV.T(PICA 3,9 10,4 991,1 134,4
VALORMAX. 28,8 77,3 5422,8 1180,9
VAL OR MIN. 3,0 8,4 411,9 53,6

RANGO 31,8 85,7 5834,7 1234,5
COEF. VARIACiÓN 0,4 0,1 0,5 0,7

CUARTIL INF. 7,2 1,2 1217,0 134,9
CUARTILSUP. 10,5 1,6 2685 ,0 224,7

RANGO INTERCUARTILES 3,3 0,6 1468,0 89,8
MEDIANA 8,4 1,3 1781,0 159,9

3°_ Los resultados analíticos fueron estandarizados y en las poblaciones resultantes se

ensayó el test Chi2 para conocer la bondad de ajuste de la muestra a la normalidad y

lognormalidad. Este ajuste debe ser teóricamente perfecto en muestras estadísticas

seleccionadas de forma aleatoria si el número de individuos que componen la muestra es

suficientemente amplio (mayor de 30), como ocurre en nuestro caso (Davis, 1986).

Aunque existen variaciones y desviaciones de esta tendencia a la (log)normalidad, esta

distribución parece ser una buena aproximación a los valores de fondo en la mayoria de

estudios geoquírnicos (Rose, 1972). Cuando dicho ajuste se produce, es usual en este tipo de

estudios establecer un umbral de anomalías a 2 desviaciones típicas de la media. (Hawkes y

Webb, 1962; Lepeltier, 1969). En este estudio se ha optado por considerar posiblemente

anómalas las muestras cuyos contenidos en Cu o Pb superen el valor de la media poblacional

más 1.5 desviaciones típicas. Este umbral, menos restrictivo, es tambien más adecuado para

campañas de aproximación. . en las que se desconoce el sistema a estudiar y garantiza la

detección de todas las anomalías presentes en el área de estudio.
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6. DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS

cu Lo Cu CulFe Lo Cul Fe
Result ados del test CHI-2

2131 14 56 3871 9,98

Tabla 3: Resultados del test ChFEn negri ta

se muestra el mejor aj uste obtenido.

Tabla 4: Resultados del test e hi1• En negrita se

muestra el mej or ajuste obtenido

Distribuc ión de dato s de Pb
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- Pb : El mejor ajuste corresponde a los resultados analiticos directos, sin transformaciones

(tabla 4). La curva estandarizada correspodiente, aunque presenta sesgo negativo (figura 4),

presenta una gradación bastante continua entre los valores superiores a la media (a los que

corresponde una forma normal estándar de signo positivo), que es en los que se centra este

estudio de anomalías.

- Cu: Se han obtenido buenos resultados para la distribución lognormal de los datos Cu/Fe

(ver tabla 3). La curva estandarizada para estos datos (figura 3) presenta sesgo negativo. Para

el resto de las distribuciones, los valores de ajuste a la (log)normalidad son excesivamente

altos, y no deben ser considerados en la interpretación.

Los resultados obtenidos aparecen detallados a continuación. Las curvas estandarizadas

corresponden a las distribuciones de datos con mejores valores de ajuste.



7. CONCLUSIONES

Los contenidos hallados de Cu, por el contrario, pueden ser explicados, al menos en parte,

por la adsorción a compuestos de hierro, principalmente óxidos y oxihidróxidos, pero no de

Tabla 5: Resultados analiticos obtenidos para Cu y Pb Y los correspondientes valores estandarizados

(F.N.STD) para la distribución de resultados onaliticos de Pb y para la transf ormación

10g(CuIFe).Las muestras "posiblemente anómalas" deducidas por la aplicación de umbral 1.5

desviaciones tlpicas a partir de la media aparecen marcadas en negrita.

MUES1RA ppm cu ppmPll FNSlO CU FNSlOPIl MUE:5TRA ppmCu ppmPb FNSlOCU FNSlO Pb
A-1 7 20 2792 095 0 11 G-'l 760 3542 -027 083
A-2 3 00 11 94 1 24 -144 G-4 960 2768 -1 38 008
A-3 380 2080 -066 -058 e-s 7 00 2538 -0 89 -O14
A-4 3 40 2336 -126 -033 G6 882 4024 -044 1:xl
A·5 2800 2082 4.52 -058 G-7 13 40 3792 0 25 1 07
M 3 3 79 21 73 0 53 -049 G-8 14 20 38 10 008 109
A-7 7 20 26 37 038 -004 G-9 10 21 oo 52 012 036
A-B 64 0 36 00 09 1 0 97 H-O 8 20 2464 -002 -021
A-9 440 2600 067 -0 08 1-1-1 500 1530 015 -1 11
B.O 7 00 3143 0 95 0 45 1-1-2 780 2306 0 34 -036
8-1 10 58 2716 -02 1 003 1-1-3 7 20 2254 0 64 -0 41
8-2 11 00 3882 -085 11 6 H-4 420 20 16 -055 -064
8-3 819 3771 0 08 105 1-1-5 640 15 28 -046 -1 12
8-5 980 3599 1,88 089 H-6 1120 35 19 -051 081
B-6 900 30 79 1.39 0 38 1-1-7 779 2345 O:xl -033
8-7 5 80 2214 0 61 -0 45 H-8 760 26 75 021 ·0 01
CO 760 29 92 0 00 030 1-1-9 560 2719 -008 004
Cl 5 80 2980 0 63 029

1-0 11 20 2164 -0 88 -080
C2 7 60 3085 1 22 03 9

1-1 900 1633 -081 -1 01
C3 11 40 41 04 070 1 37
C4 1958 4786 07 5 203 1·2 11 80 2799 013 0 11

C5 8 59 3285 1 16 058 1-3 12 40 1796 0 24 ·0 86

C6 679 29 89 0 68 030 1-4 11 57 2176 -042 ·049

C 7 7 00 31 eo -0 06 0 43 1-5 12 60 2480 029 -O19

C8 6 19 30 72 0 35 038 1-8 17 39 19 37 007 -072

0-0 899 11 99 -2 46 -1 43 1-7 14 60 328 1 01 6 058

0-1 9 40 14 40 ·1 04 -1 20 1-8 499 13 38 -1 08 -t.so
F-O 999 36 01 -2 39 089 1-9 1040 2600 -0 08 -008

F·1 7,20 25,96 -1,63 -0,08 J-O 959 2958 -091 027

F-2 7,39 34,12 0,45 0,71 .!-1 8,79 34,76 0,96 o,n
F-3 1275 3455 0 79 07 5 .!-2 9 40 2360 -009 -031

F-4 8 82 34 :xl 037 0 72 .!-3 900 1864 005 -On
F·5 11 40 3231 01 0 0 53 J.4 939 12 43 0 20 ·1 39
F-6 760 20 97 -009 -0 56 .!-5 620 852 -012 -vrt
F-7 7 80 35 14 -070 0 80 K-O 15 99 24 19 0 50 -025
F-B 13 35 n 27 -073 488 K-1 14 98 12 39 086 ·1 39
G-O 7 64 151 1 -1 08 -1 13 K-2 13 59 1938 -038 -072
G-1 9 20 31 21 043 042 K-3 8 00 940 -1 44 .1 68
G-2 9,20 25,16 -1,54 -0,16 K-4 7,00 8,40 -1,82 -1,78

1 - En los sedimentos estudiados parece existir un bajo grado de correlación entre los

contenidos de Pb y la presencia de Fe y Mn, lo que sugiere que la acumulación del Pb en los

materiales finos debe estar más relacionada con la adsorción a minerales arcillosos y con la

presencia de materia orgánica. La elevada capacidad de ésta última para formar complejos de

Pb es bien conocida, y señalada por muchos autores (Rose et al., 1979).



Mn, del que parecen ser estadísticamente independientes.

2 - Las poblaciones estandarizadas para ambos elementos presentan sesgo negativo, es

decir, una desviación hacia los valores altos . Esta tendencia puede expresar la presencia

dispersa en la zona de diversos focos contaminantes, ya que la gradación de clases es bastante

continua, especialmente en el caso del Cu.

3 - En la población de contenidos de Pb, aunque sólo dos muestras superan el umbral de

anomalía propuesto (1.5 desviaciones típicas a partir de la media) el contenido medio en Pb

hallado para los sedimentos del río Huerva supera ampliamente el contenido medio estimado

para sedimentos fluviales (17 ppm, según Rose et al ., 1979) y se aproxima al contenido medio

estimado para cenizas de plantas (30 ppm), lo que da una idea del notable nivel de degradación

existente en el cauce .

4 - En el caso del Cu únicamente 2 muestras superan el umbral propuesto de anomalía. Los

contenidos analizados para este metal se encuentran en rangos normales estimados para

sedimentos fluviales, que se sitúan en 15 ppm de Cu en promedio, según Rose et al .(1979) .
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Abstraet

Carbonate nodu/es 01 the Turmiel Formation (Rie/a-Zaragoza) were studied. 17/e

nodules are ine/uded in limestones and mudstones, and contain ca/cite, detrita/ partie/es 01

host, organic matter, and mould offossils. The cement is microsparitic ca/cite.

Content in authigenic cement decreases outwards the nodules re/ated to the ground

waters and the organic matter descomposition for bacterian action. A sincompactacional

mode/, and a disp/acive growth are proposed.

l. INTRODUCCIÓN

Son numerosos los autores que a lo largo de la historia han estudiado díferentes aspectos de

los materiales toarcienses del área comprendida entre las localidades de Ricia y La Almunia de

Doña Godina, aunque es destacable que ninguno haga referencia a la existencia de nódulos

carbonatados. Incluso Martínez (1986), que realiza un estudio muy detallado de los

arnmonoideos en este área, no indicasu existencia.
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Este trabajo se centra en el estudio petrográfico, geoquírnico y mineralógico de los mismos,

que aportan datos que permiten discernir el origen de los nódulos, proporcionando un modelo

genético para ellos,que se basa en el modelo de clasificación propuesta por Torrijo el al. (1997).

2. LOCALIZACIÓN GEOGRÁFICA Y MARCO GEOLÓGICO

2.1. Localización geográfica

La situación del punto de estudio se localiza al este de Zaragoza, en el extremo NO

de la Rama Aragonesa de la Cordillera Ibérica. La Región se sitúa en la zona NO de la hoja

de La Almunia de Doña Godina (410) del Mapa Topográfico Nacional a escala 1:50.000.

El perfil se sitúa en una trinchera, en el p.k. 266+500, del ferrocarril Madrid­

Zaragoza, al oeste del rio Jalón y al SO de Ricia. Este perfil fué publicado por Goy et al.

(1988), aunque fue realizado anteriormente por Martinez (1986) en su Tesis de

Licenciatura.

2.2.Marco Geológico

El punto de estudio está limitado por dos conjuntos claramente diferenciables; el

primero (al NO, O Y S) está compuesto por los materiales paleozoicos de la Sierra del

Moncayo y sus prolongaciones de la Sierra de la Virgen y de Vicort; estos macizos están

rodeados por materiales triásicos y jurásicos y algunos afloramientos puntuales cretácicos.

En general los afloramientos mesozoicos tienen carácter discontinuo y están bastante

tectonizados (figura 1).

El segundo conjunto (al N Y E) corresponde a los materiales terciarios y

cuaternarios de la Depresión del Ebro.

Los materiales en los que se ha centrado el estudio pertenecen al Jurásico inferior

(Lias).
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Los afloramientos jurásicos referentes a este sector de la Rama Aragonesa

comprenden los alrededores de la Sierra del Tablado, Tabuenca, Morata, Herrera y Riela.

Los materiales donde se ubican los nódulos pertenecen al Piso Toarciense, el cual

está constituido por calizas y margas con un acusado carácter rítmico y se podrían incluir,

más concretamente, en la Formación Alternancia de margas y calizas de Turmiel (Goy el

al., 1976).

Entre las calizas que constituyen los rítmos, dominan en general de forma muy neta

los calcimudstones grumelares con muy escaso contenido en fragmentos de conchas;

ocasionalmente, sobre todo en la parte inferíor, se encuentran wackestones de bioclastos

con lamelibranquios, gasterópodos, braquiópodos y foraminíferos fundamentalmente. De

forma excepcional, se observan packstones en algunos niveles muy concretos , relacionados

con pequeñas discontinuidades. Entre los macrofósiles dominan los arnmonites y belemnites,

siendo escasos, menos en las primeras capas, los organismos de vida bentónica como

lamelibranquios, braquiópodos, equinodermos, briozoos, esponjas, corales, etc.

Estos materiales corresponden a una plataforma carbonatada externa, relativamente

bien oxigenada durante parte del Toarciense inferior, lo que permite el desarrollo de fauna

bentónica abundante y diversificada. Posteriormente, y casi durante todo el resto del

Toarciense, se produce un empobrecimiento de la oxigenación del fondo, lo que dificulta el

desarrollo de organismos bentónicos (Goy el al., 1988).

Martínez (1986), basándose en faunas de arnmonites, argumenta que, durante el

Toarciense, este sector de la Cordillera Ibérica estaría situado dentro de un dominio

subboreal, con algunos momentos de marcada influencia mediterránea dentro del dominio

del Tethys.

3. METODOLOGÍA

Se muestrearon nueve nódulos separandolos de la roca encajante de manera manual y

retirando posteriormente del mismo modo las superficies de alteración. A continuación se

subseccionaron cada uno de los nódulos, seleccionando de cada subsección una muestra

para su estudio en lámina delgada y otra para su trituración y posterior análisis químico, tal

y como propone Raiswel1 (1971).
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CUATERNARIO MESOZOICO

O TerrB21lS (1) E;¡;j Dogger y Malm .. - - _. Contacto concordante..
!1IJ Glacis IT1il Toarciense -- Contacto discordante

[2IIJ Coluvión ~ Pliensbacbíen se ~- Escarpe de falla

1/1\ 1 Cono aluvial Ehd Hettangiense-
- - FallaSinemuriense

EJ t -=-j Triásico
Re

Aluvión 1 Columna eslrllligráfica

B- - Llanurade inundación

Figur a 1. Situación geológica de la columna levantada en el Toarciense al SO de Ricia

(Torrija, 1999).

La trituración se realizó mediante trituradora de mandíbulas y molienda de la fracción

extraída con molino de aros, hasta un tamaño de grano inferior a 60 um. Para ello se usaron

los equipos del Servicio de Preparación de Rocas y Materiales Duros de los Servicios de

Apoyo a la Investigación de la Universidad de Zaragoza .

El análisis químico de las muestras se realizaron en el Laboratorio "Juan Tena" del Área

de Petrología y Geoquímica del Departamento de Ciencias de la Tierra de la Universidad de

Zaragoza, y en el Laboratorio de Análisis Químico de la empresa Laboratorios Proyex, S.A.

262



3.1. Disgregación de las muestras

La disgregación de las muestras carbonatadas es un problema analítico sencillo que

requiere pocas modificaciones en función de las caracteristicas de la misma. El principal

problema radica en la presencia de fases no carbonatadas que puedan ser afectadas por el

tratamiento químico y que, al liberar sus elementos a la solución, dificultarian el análisis

geoquímico de los resultados. Por ello, se ha seleccionado una sistemática de extracción

estándar, de acuerdo con la metodología de Brand y Veizer (1980), que consiste en realizar

un ataque de 250 mg de muestra con HCl al 3% (aproximadamente 0.8N) durante dos

horas, con agitación intermitente y calentamiento a unos 50°C. Mediante este tipo de

extracción, se disuelven, además de los carbonatos, otros componentes tales como

oxihidróxidos de hierro y manganeso, sulfuros ferrosos y otros minerales solubles que

pudieran estar presentes en la muestra; pero no se destruye la red de los filosilicatos, aunque

sí afecta a la capa de cambio de los mismos. Un tratamiento químico menos agresivo no

llegaria a solubilizar totalmente a la dolomita que pudiera estar presente en la muestra.

3.2. Residuo insoluble

La valoración gravimétrica del residuo insoluble al ataque ácido, expresada en %

respecto al peso inicial de muestra, se expresa como R.I.; que corresponde al contenido de

la fracción de minerales arcillosos, cuarzo y otros silicatos detriticos de la roca, no disueltos

durante el ataque.

3.3. Contenido en carbonato

La determinación del contenido en carbonato se ha realizado mediante el cálculo de la

pérdida el peso por ignición (Dean, 1974) . Se basa en la interpretación de que las pérdidas

de peso tras calentamientos escalonados a 200, 500 Y900°C corresponden a los contenidos

de agua, materia orgánica y CO2 respectivamente.
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3.4. Elementosmayores

El análisis de cationes, excepto el estroncio, se efectuó por espeetrometria de absorción

atómica, con un equipo PERKIN-ELMER 2380 con llama de acetileno en atmósfera de

aire, en las siguientes condiciones:

- El Ca y el Mg por absorción y en presencia de 0.1% de La3
+. En base a las

condiciones analíticas, proporción muestra-soluto en el analito y grados de dilución, los

límites de detección en roca se establecen en 1000 ppm para el Ca y 20 ppm para el Mg.

- El Fe y Mn por medida directa de la absorción, con un límite de detección de

100 ppm para el Fe y de 6.5 ppm para el Mn .

- Na y K por emisión, el primero en presencia de 0.15% de KCI. El límite de

detección es de 10 ppm para el sodio y 50 ppm para el potasio.

Tan sólo se realizaron diluciones al 10% para la determinación de Ca2
+ y Mg2

+, ya que el

resto de los cationes se presentan en baja concentración.

El estroncio se determinó también por espectrometría de absorción atómica, con un

equipo PERKIN-ELMER 3030 con llama de óxido nitroso en atmósfera de aire. Los límites

de detección se establecen en 5 ppm.

3.5. Nfineral0!5Ú4

A partir de las muestras se realizaron secciones pulidas y láminas delgadas en el Servicio

de Preparación de Rocas y Materiales Duros de la Universidad de Zaragoza. Antes del

recubrimiento de estas últimas, se hizo la observación de las propiedades luminiscentes de

los cristales que componen las muestras carbonatadas. Mediante esta técnica se intentó

identificar si la incorporación de elementos tales como Fe y Mn en la red del carbonato era

o no significativa. Para ello se utilizó el equipo de catodoluminiscencia del Departamento de

Geología, modelo 8200 MK II de TECHNOSYN . Los resultados de esta técnica
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En los nódulos se observan fracturas con continuidad dentro de la roca que los

rodea . Estas fracturas se presentan perpendiculares a la estratificación y parecen estar

asociadas a una etapa distensiva que afectó a estos materiales después de la finalízación del

crecimiento de los nódulos, ya que cortan por igual a éstos y a la roca encajante.

La larninación alrededor de los nódulos está deformada y envolviendo a éstos; sin

observarse láminas que los corten . Esto representa una clara evidencia de desplazamiento de

la roca encajante durante el crecimiento del nódulo.

4.1. Distribución y geometría

Los nódulos se disponen paralelos a la estratificación existente en la roca encajante.

Se ubican en niveles bien definidos, presentando una correlación a gran escala dentro del

afloramiento.

El límite entre éstos y la roca encajante es muy nítido, ya que los materiales

encajantes presentan una laminación bastante marcada. Además presentan una fina coraza

de naturaleza carbonatada enriquecida con respecto a la roca encajante, excepto en la

muestra Rn-Ol, aunque empobrecida respecto a los nódulos.

El estudio petrográfico convencional permite identificar la distribución textural y

estructural de los componentes, así como una semicuantificación de los mismos, facilitando

la identificación de subestructuras y variaciones composicionales en el interior de los

nódulos.

demostraron el carácter no luminiscente de prácticamente la totalidad de las muestras

analizadas.



* Los diametros estan establecidos en cm.

Muest ra Forma Diámetro Diámetro Diáme tro Ma terial Localización
ma yor" intermedio" menor" encaiante

nn-oi Esferoide 24.3 19.7 4.5 Marga Ricia (capa
oblato- 253)
ovoide

Rn-02 Esferoide 14.7 8.6 3.3 Marga Ricia (capa
oblato- 253)
ovoide

Rn-03 Ovoide 9.1 7.8 3.2 Marga Ricia (capa
253)

Rn-04 Ovoide- 17 10 6.2 Marga Ricia (capa
cacahuete 253)

Rn-05 Esferoide 16 9.7 5.5 Lutita RicIa (capa
oblato- margosa 255)
ovoide

Rn-06 Ovoide 10.8 8.4 5.4 Lutita Ricia (capa
margosa 255)

Rn-07 Ovoide 15.7 15.4 5.6 Lutita Ricia (capa
margosa 255)

Rn-08 Ovoide 11.2 7.9 5.7 Marga RicIa (capa
295)

Rn-09 Esferoide 12 3.7 9 Marga Ricia (capa
oblato- 295)
ovoide

. ,
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TABLA 1. Parámetros morfológicosy características de situación de los nódulos estudiados.

Su superficie viene caracterizada por la presencia de una fina coraza carbonatada

que los separa de la roca encajante.

Algunos nódulos presentan formas más esferoidales, lo que podría deberse a la

coalescencia de dos o más nódulos carbonatados .

In situ, los nódulos son de color gris oscuro, presentan una forma ovoide y se

presentan paralelos al plano de estratificación. Sus diámetros mayores varían de 9,1 a 24,3

cm (tabla 1).

Tanto en la roca encajante como en los nódulos se ha constatado la presencia de

restos fósiles (arnmonoideos, gasterópodos, crinoides,...).
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4.2. Características microscópicas

La pirita se presenta como pequeños agregados subesféricos (pirita framboidal). En

muchas ocasiones se presenta reemplazando a la calcita esparitica que constituye los moldes

fósiles, llegando, en algunos casos, a reemplazarla por completo.

El contenido fosilífero dentro de los nódulos es bastante inferior al encontrado en la

roca encajante y se compone de numerosos moldes de moluscos (gasteró podos,

bivalvos,...), braquiópodos, ammonoideos y restos de equinodermos. Los moldes están

constituidos por un cemento de calcita esparitica, que puntualmente se encuentra

reemplazado por pirita framboidal. Los restos de equinodermos son fundamentalmente

placas de crinoide, compuestas de un monocristal de calcita con abundante contenido en

óxidos de hierro, aunque también se encuentra algún fragmento de tallo.

Por último, es importante destacar que no se observa ningún indicio de laminación

dentro de los nódulos, lo que podria ser coherente con un emplazamiento del nódulo

desplazando a la roca encajante.

Presentan una red de fracturas perpendiculares a la dirección de estratificación de la

roca encajante, rellenas de calcita esparitica en mosaico drúsico y, puntualmente, cemento

ferruginoso . Estas fracturas son posteriores a la formación de los nódulos y están

relacionadas con una etapa distensiva que actuó sobre los materiales en los que se

encuentran englobados.

La roca encajante englobada se caracteriza por poseer un color marrón anaranjado,

es de naturaleza margosa, y presenta berthierina, fragmentos de micas, cuarzos

monocristalinos y abundantes óxidos de hierro . La mayor parte de estos restos de roca se

sitúan en la parte exterior de los nódulos, aunque puntualmente se observan pequeños

restos berthierinizados en el interior de algún nódulo.

Los nódulos están constituidos por calcita microesparitica « 25 11m), con abundante

contenido en materia orgánica, restos de la roca encajante, numerosos restos fósiles y pirita.



4.3. Características mineralógicasy geoquímicas

Figura 2. Variabilidad
composicional de las
muestras. estudiadas,
expresada en forma de
diagrama triangular,
utilizando como polos del
mismo los datos
analíticos del Ca, Mg Y
Fe+Mn.
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Los nódulos están constituidos casi exclusivamente por calcita de textura

microesparitica, y por pirita de tipo framboidal . La tendencia general en el interior de los

nódulos es de una paulatina disminución del contenido en calcita de centro a borde y en el

contenido de residuo insoluble hacia el exterior (figura 3).

Las tendencias de evolución geoquímica se pueden explicar mineralógicarnente. Si

expresamos los contenidos de los elementos diagenéticos más significativos en un diagrama

triangular en el que se representen los contenidos de Ca - Mg - Fe+Mn (figura 2) podemos

observar que todas las muestras se sitúan en el dominio de los carbonatos puros y, además, las

muestras de las distintas partes de los nódulos son de calcita con bajo contenido en magnesio

(menor del 4% de MgC03en solución sólida en la calcita); así pues, la única fase responsable del

desarrollo de los nódulos parece ser calcita con bajo contenido en magnesio (tipo LMC) .
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Por último, el parámetro Mn/Fe (figura 5), presenta una tendencia negativa desde el

interior de los nódulos hasta la roca encajante.

Figura 4. Gráfico de
correlación entre el
parámetro Ca+Mg y el
parámetro carbonato para
cada una de las muestras
estudiadas.

Figura S. Variación media del
parámetro geoquímico MnlFe en las
diferentes zonas de los nódulos y en la
roca encaiante.
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5. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

La distribución de nódulos carbonatados en las calizas y margas de la Formación Tunniel

en la zona de Ricia está controlada por dos factores : las aguas intergranulares atrapadas en

los sedimentos, que poseían un alto contenido en carbonato, y el producto de la

descomposición de la materia orgánica por la acción bacteriana.

La gráfica que permite visualizar de una forma rápida el proceso de crecimiento de los

nódulos es la relación existente entre el parámetro Ca+Mg y el parámetro carbonato (figura

4). Estos parámetros geoquímicos presentan una relación inversa, de tal modo que se

observa cómo el nódulo se va empobreciendo en carbonato, calcio y magnesio hacia la

periferia.



Este último aporte se adecúa a la utilización por parte de las bacterias del azufre

existente en el medio, ya que el azufre, que forma parte de la cisteína, adenosinas, ácido

lipóico, varias enzimas y otros componentes orgánicos vitales, suministra a las bacterias

energía y oxigeno a partir de sus compuestos oxidados. La reducción de sulfatos a sulfuros

está estrechamente ligada con la descomposición de la materia orgánica, que actúa como

agente reductor real, produciendo CO2 o HC03-. El principal tipo de bacterias canalizadoras

del proceso son las Desu/fovibrio, cuyas condiciones de desarrollo más favorables, en

cuanto a Eh y pH, se corresponden con las del campo de la pirita (existente en las muestras

estudiadas). Las reacciones que se producen pueden asimilarse, de forma generalizada con:

2CH20+S04=aq -+ 2HC03-aq+H2Saq

2CH20 +S04=aq-+ HC03-aq+ns; +C02aq+H20aq

Los aspectos más relevantes a tener en cuenta a la hora de establecer un modelo genético

son:

- La desviación de las láminas alrededor de los nódulos, envolviéndolos, sin

observarse láminas que los corten. Esto representa una clara evidencia de desplazamiento de

la roca encajante durante el crecimiento de los nódulos. Esta deformación de la laminación

podría haber ocurrido, en parte, con un alto grado de compactación del sedimento

englobante, pero antes de que quedara completamente rígido (Sélles-Martínez, 1996); es

decir, con suficiente plasticidad para permitir su deformación.

- El aumento sistemático en la cantidad de material detrítico desde el centro al

, exterior sugiere que el grado de compactación experimentado previo a la cementación fué

menor en el centro que en los bordes (Raiswell, 1971; Criss el al., 1988; entre otros).

- La idea de un aumento en el enterramiento durante el crecimiento de los nódulos

está apoyada por la tendencia negativa de la relación MnlFe (figura 5), la cual decrece con

el enterramiento (Curtis el al., 1986a y b).
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- Los nódulos presentan un contenido en carbonato y en calcio más elevado en el

centro y va disminuyendo progresivamente hacia la periferia. Esta tendencia negativa hacia

el exterior de las concreciones refleja una reducción progresiva de la porosidad (Gautier ,

1982a y b; Mozley y Burns, 1993a y b; entre otros).

- Los nódulos no presentan ningún tipo de zonación interna, como es característico

en este tipo de estructuras diagenéticas. Lo único que se observa es el aumento sistemático

de la cantidad de material detrítico hacia la periferia de los nódulos, como resultado del

desplazamiento de la roca encajante durante su crecimiento.

A la vista de estas evidencias podemos concluir diciendo que el génesis de los nódulos se

adapta claramente a un modelo sincompactacional, con un crecimiento desplazante y

caracterizado por un crecimiento concéntrico convencional (Torrijo el a/., 1997; Torrijo,

1999).
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CONTROL DE LA CALIDAD DE DATOS GEOQUÍMICOS.

APLICACIÓN A LA RED DE DRENAJE DE LA CUENCA ALTA DEL RÍO

HUERVA (CORDILLERA mÉRICA).
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Abstraet:

Analysis ofvariance is a rapid and simple method in the quality control of large ammounts

ofgeochemical data.

In this paper we explain and apply the methodology of a three-level analysis of variance

and some re/ated statistical parameters to the quality control ofgeochemical data ofCd, CIl,

Pb and Zn in the fine river sediments ofHuerva river (Iberian Range, Spain) .

l. INTRODUCCIÓN

El análisis de toda muestra geológica proporciona unos datos numéricos sobre el contenido

de determinados elementos en las muestras. La precisión y exactitud de los análisis son

parámetros imprescindibles a conocer para poder valorar la fiabilidad de los resultados. Sólo

un buen ajuste a la realidad de los datos obtenidos analíticamente puede proporcionar claves

válidas para la elaboración de conclusiones.

En geoquirnica ambiental el control de calidad es especialmente necesario por dos razones.

En primer lugar, el método analítico empleado es elegido y llevado a cabo en virtud de una
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relación coste/efectividad, lo que implica generalmente el empleo de "atajos" y aproximaciones

que restan gran parte de sus refinamientos potenciales, acercandose a un limite inferior de

tolerabilidad sin arriesgar los resultados (Thomson, 1983) . En segundo lugar, se requiere

disponer de unos limites -de confianza en los que enmarcar los resultados, valorándolos en su

justa medida como criterio para extraer y evaluar las conclusiones pertinentes:

En este trabajo se aplicará el control de calidad a los datos analíticos de Cd, Cu, Pb y Zn en

los sedimentos fluviales finos en la cabecera de la red de drenaje del río Huerva (Cordillera

Ibérica, España).

2.-ANÁLISIS DE VARlANZA

Desde'un punto de vista práctico, para conocer la precisión de un sistema analitico se debe

evaluar la varianza global de los datos obtenidos en el laboratorio. El análisis de varianza

ocupa un lugar destacado en los estudios geoquímicos, ya que permite diferenciar diversas

fuentes de error según el programa de muestreo Uevado a cabo . Para cubrir los objetivos de

este estudio, hemos enfocado este tipo de análisis en la distinción entre variabilidad analítica y

de muestreo (Michie, 1973; Garret, 1969, 1973, 1983; Miesch, 1976; Dijkstra, 1976) .

Para pequeños conjuntos de datos, el control de la calidad de los datos se realiza mediante

duplicación de las observaciones. En grupos de observaciones de gran tamaño, en los cuales un

replicado total de las observaciones suele ser inviable por razones presupuestarias, la

metodología habitual consiste en extraer de forma aleatoria un subconjunto de observaciones

de la muestra a analizar y trabajar sobre el mismo .

Para diseños sencillos con duplicados de observaciones, Garret (1983)' propone un análisis

de varianza jerárquico con 3 niveles, en el cual se asume un modelo del tipo

Xi=J.l+ai+ E
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siendo Xi el resultado analitico obtenido para una observación i dada, a i representa la

variabilidad regional, J.1 la media regional y E el conjunto de errores introducidos en el

tratamiento y recogida de observaciones.

Este modelo (sintetizado en la tabla 1) supone que la concentración de un constituyente

quimico en la muestra es función de la concentración media en toda el área, más una

desviación determinada por el punto donde la observación fu é tomada, más un error aleatorio

introducido por el sistema analítico. Los componentes de varianza se denotan entonces como

S/ = So? + Se2

donde S,,2 es la componente de varianza debida a variabilidad regional y Se2 la componente

debida a diversas fuentes de error. Puesto que este último término representa la imprecisión

analítica, su magnitud con respecto a la variabilidad regional, S,,2, constituye un indicador

sencillo de la calidad de los datos .

El principal requisito de aplicabilidad de este modelo es la homogeneidad de las varianzas

(Miesch, 1976; Garret , 1983). Cuando dicha homogeneidad no se produce, se puede recurrir a

transformaciones de los datos que proporcionen distribuciones simétricas con respecto a la

media (no sesgadas), como las transformaciones logaritmicas o el empleo de factores

correctores.

3. DISEÑO DEL SISTEMA DE CONTROL DE CALIDAD

Para este estudio se dispone de resultados analíticos de Cu, Cd, Zn y Pb en los sedimentos

fluviales finos del cauce alto del río Huerva (Cordillera Ibérica, España). La muestra estadística

está constituida por 134 observaciones (o sucesos), consistente cada uno de ellos en unos 2 Kg

de sedimento húmedo por cada punto de muestreo .
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T' = (Xij)2/ 2N

GRADOS

FUENTE SUMA DE CUADRADOS DE

LmERTAD

Total SS) - LX/-T' 2N -1

Regional SS, = L (LX¡/12 - T' N -1

i j

Analítica y de SS2= LX¡/ - L CfX ¡/ 12 N

muestreo i j

N = nade observaciones replicadas

Xij son los resultados de andlisis individuales (o sus valores

transformados).

i varia entre J y N, j varía entre J y 2 (nade análisis realizados) .

2

o

NIVEL

NIVEL SUMA DE GRADOS DE VARIANZA COMPONENTE DE

CUADRADOS LmERTAD VARIANZA

SS, N - 1 MS, = SS¡/(N-I) S,,2= (MSI - MS2)12

2 SS2 N MS2= SSi N S/=MS2

Tabla 1: Análisis de varianza j erárquico en tres niveles para diseños sencillos de replicados (tomado de

En el caso de Cu, Pb y Zn los mejores niveles de ajuste a la normalidad en el test Ch? se

producen para las poblaciones resultantes de la transformación logarítmica de los resultados

analíticos. Para el Cd, se obtiene un buen nivel de ajuste para la población de resultados

,analíticos directos, por lo que, para este elemento, no se empleará ninguna transformación de

los datos (ver tabla 2, donde además se muestran los parámetros estadísticos básícos para cada

elemento).



Los resultados analíticos para ambos subconjuntos y para las muestras correspondientes de

la población original, una vez convertidos a ppm de muestra sólida, aparecen detallados en la

tabla 3.

Tabla 3: Resultados analiticos (en ppm de muestra sólida) para la población original y los subconjuntos de

control empleados en el análisis de varianza.

MUESTRA Zn Cd CU Pb MUESTRA Zn Cd Cu Pb MUESTRA Zn Cd Cu Pb

1 10.61 3,00 5.60 14.39 RE01 19,42 2.60 10.99 19,38 DUP01 26.24 2.40 9.40 16.60

2 15.24 3.40 9,20 22.20 RE02 16.07 3,40 9.00 21.99 DUP02 11.28 3.20 10.60 22,80

3 19.92 3.00 11.00 24.60 RE03 20.92 3.60 11.00 24.00 DUP03 25.75 3,20 13,60 25,39

4 45.39 2,99 11.38 30.94 RE04 38,75 3.00 10.80 28.39 DUl'04 37,95 3.00 10.40 27.80

5 52.93 2,80 14.60 31,40 REOS 45,85 2.80 14.60 27,79 DUPOS 55.10 2.80 13,20 29.60

6 30.69 2,60 9.80 29.79 REIl6 24,11 2.80 9.60 24.39 DUPlMl 44.86 2,80 10.79 22,98

7 28 ,46 3,00 9,20 20,00 RE07 30,52 2,80 9.20 20,60 DUP07 17,58 2,60 7,40 21,59

8 16,19 3,19 10,58 16,97 REOS 16,85 3,20 10,40 18,99 DUPOS 12,46 3,00 11,40 18,59

9 16,72 4,00 8,80 22,00 RE09 16,24 4,00 7,60 19,60 DUP09 15,71 3,59 7,59 23,96

10 16,22 3,20 9,00 21,60 RE10 16,02 3,00 8,00 18,60 DUP10 12,94 2,80 6,80 22,79

11 13,02 2,20 6,20 19,20 RE11 12,44 3,20 6,60 18,80 0UP11 11,81 2,60 5,60 22,38

12 27,00 2,80 10,59 19,19 RE12 24,58 2,60 9,80 20,00 DUP12 19.80 2,40 11,80 20,40

13 21,16 1,20 14,80 20,60 RE13 17,84 1,60 13,17 18.96 0UP13 11,80 1,40 15,97 19,76

4. PARÁMETROS INDICATIVOS DE LA CALIDAD DE LOS DATOS

Para estimar la calidad de los datos se han calculado los siguientes parámetros, a partir de

las poblaciones con mejores ajustes a la normalidad o lognormalidad:

- Componentes de varianza, según se expone en la tabla l .

- Relaciones Fisher entre la varianza de la muestra y la del subconjunto A de replicados

para cada elemento analizado. La relación F de Fisher constituye un buen indicador de la

representatividad del subconjunto de replicados, mayor cuanto más próximo a I es el cociente

entre varianzas.

- Coeficiente de variación (C = S / X) en el que S es la desviación estándar del

subconjunto B de replicados y X su media aritmética, como indicador de la precisión analítica,

que es mayor cuanto más próximo a cero sea el valor de C,
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_ Relación ''v'' de Miesch (1976), que permite evaluar la veracidad de cualquier tipo de

representación gráfica derivada de un conjunto de datos numéricos. Dicha relación viene dada

por

Según Miesch (1976), dicha relación debe superar la unidad para que las relaciones

indiquen, al menos de forma aproximada, el modelo de tendencias regionales y considera que

valores superiores a 6 conducen a mapas muy satisfactorios, con alta resolución de

variabilidades regionales.

5. RESULTADOS

Los resultados obtenidos para Cu, Cd, Zny Pb (tablas 4 y 5) son bastante satisfactorios; el

error total introducido en los datos se encuentra en tomo al 15% (algo mayor para el Pb) con

coeficientes de variación asociados siempre inferiores al 11%, que indican una buena precisión

analítica. Las altas relaciones Fisher halladas para Cu y Pb son consecuencia de una escasa

representatividad de las poblaciones de duplicados escogidas, cuyos contenidos para estos

elementos son, en general, sensiblemente mayores que en el conjunto original, hecho que

introduce un sesgo en los subconjuntos de control.

Tabla 4: Relaciones estadístícas para la evaluación de la calidad de los datos log(Cu), Cd, log(Zn) y

log(pb).

Elemento Cu Cd Zn Pb
v de Miesch 5,359 5,483 4,474 3,768

Relación Fisher 2,4 1,16 1,314 1,66
Coef.de variación 0,022 0,108 0,001 0,026

Por otra parte, una baja representatividad causada por contenidos más altos en las muestras

de control para estos elementos no invalida los resultados obtenidos en el análisis de error.

Miesch (1976) señala que el error tiende a ser aritméticamente proporcional a la cantidad de

constituyente presente en las muestras, .cuando éstas se analizan mediante métodos
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espectrométricos. No es descabellado suponer que un subconjunto de control no sesgado y con

contenidos menores pero más representativos arrojaría en todo caso menores porcentajes de

error que los obtenidos.

En cuanto a la veracidad de las representaciones gráficas que se realicen para Cu, Zn, Cd, y

Pb, los coeficientes v de Miesch son lo suficientemente altos como para asegurar una buena

resolución en los mapas de variabilidad regional que se deríven de los resultados analíticos para

estos elementos .

6. CONCLUSIONES

1- El análisis de varianza constituye una herramienta rápida y sencilla para el control de

calidad de datos geoquimicos en amplias tandas de muestras, en las que el empleo de una

duplicación total de las muestras suele ser inviable, bien por razones presupuestarias, bien por

la propia naturaleza de las muestras.

2- El empleo de un análisis de varianza de tipo jerárquico presenta la ventaja adicional de

permitir localizar las fuentes de error o, al menos, identificar la etapa del proceso de

preparación y análisis de las muestras en la que los errores se dan en mayor medida. Esta

autoobservaci án crítica resulta imprescindible en campañas geoquimicas por tres razones

fundamentales :

- La necesidad de disponer de unos rangos de fiabilidad que permitan evaluar los datos

geoqu ímicos en su justa medida antes de realizar cualquier otra operación estadística que

pueda enmascarar la presencia de errores sistemáticos y, por supuesto, antes de la

interpretación de los resultados.

- Los procedimientos de muestreo y preparación de las muestras de campo deben ser

diferentes en función de la naturaleza del medio estudiado, los materíales empleados para el

estudio y el tipo de elementos analizados, por lo que cualquier diseño metodológico requiere

una puesta a punto para optimizar los resultados .
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Tabla 5: Resultados del análisis de varianza para los datos log(Cu). log(Cd), log(Zn) y log(Pb).

log(Cu) VARIANZA grados libertad campan.varlanza %

REGIONAL 0,024519494 12 0,011213517 84,274284

ANAL+MUE5TREO 0,00209246 13 0,00209246 16,726716

log(Cu) VARIANZA grados libertad %v.anal,+mueslreo %var. total

ANALITICA 0,000467439 13 22,3392182 3,513002093

MUE5TREO(deduclda) 0,0016250 21 13 77,6607818 12,21271427

ERROR TOTAL 16,726716

log(Cdl VARIANZA grados libertad campan.varianza %

REGIONAL 0,681572137 12 0,312305386 84,67446668

ANAL+MUE5TREO 0,056961366 13 0.056961366 16,42663332

Iog(Cd) VARIANZA grados libertad %v.anal.+mueslreo %var. total

ANALlncA 0,10281846 13 69,15626491 10,66772269

MUE5TREO(deduclda) 0,045857094 13 30,84373509 4,757810635

ERROR TOTAL 16,42663332_

Iog(Zn) VARIANZA grados libertad campon.varianza %

REGIONAL 0,08346988 1 12 0,03753986 1 81,732736

ANAL+MUE5TREO 0,008390159 13 0,008390159 18,287266

Iog(Zn) VARIANZA grados libertad %v.anal.+muestreo %var. total

ANALlnCA 0,00132676 1 13 15,81330099 2,888657673

MUE5TREO(deduclda) 0,007063398 13 84,18669901 15,37860781

ERROR TOTAL 18,287266

log(Pb) VARIANZA grados libertad compon.varlanza %

REGIONAL 0,010650707 12 0,004701407 79,024639

ANAL+MUE5TREO 0,00124789 3 13 0,001247893 20,976481

Iog(Pb) VARIANZA grados libertad %v.anal.+muestreo %var. total

ANALIncA 0,000887009 13 71,08050431 14,9094632

MUE5TREO(deduclda) 0,000360884 13 28,91949569 6,065997434

ERROR TOTAL 20,976481
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- El análisis de varianza jerárquico proporciona datos sobre la magnitud de las distintas

componentes de varianza, imprescindibles para el cálculo de otros índices y parámetros

indicativos de la calidad de los resultados . Como se ha mostrado en este trabajo, en la mayoria

de los casos el cálculo de únicamente tres de estos parámetros (coeficiente de variación,

relación Fisher y v de Miesch) es suficiente para caracterizar amplias tandas de datos

geoquírnicos
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Abstract:

This study presents a basic revision of two of the most common methods of selection of
background and threshold values in exploration geochemistry; by means of "two standard

deviation method" and by using logaritmic-probability graphs.

The second of these methods has been succesfully applied to the determination of

background and threshold for the populations of Cd, Cu, Pb and Zn in the fine river

sediments ofHuerva river (lberian Range, Spain).

l. INTRODUCCIÓN

Una cuestión clave en la interpretac ión de datos geoquímicos es la elección de umbrales

para discernir entre fondo geoquímico, entendido como el contenido medio de un elemento en

un material geológico, y anomalía geoquímica positiva, como un valor anormalmente alto para

ese elemento en ese contexto regional.

La principal dificultad que se plantea en la elección de este tipo de umbrales es la notable

variabilidad de fondos geoquímicos existente entre áreas incluso petrológicamente próximas,
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por lo que, en términosestadísticos, es más adecuado establecer un rango de fluctuación para

los valores de fondo y establecer como umbral su límite superior.

En este estudio se reseñaran dos de los métodos más usuales para el establecimiento de los

valores de fondo y umbral de anomalía en campañas geoquímicas y se aplicará uno de ellos al

estudio de un área concreta.

2. MÉTODOS DE SELECCIÓN DE VALORES DE FONDO Y UMBRAL

2.1. Método del umbral 20

Una forma habitual de proceder en estudios geoquímicos es tomar como umbral de

anomalía geoquímica positiva el contenido medio en un elemento dado más dos desviaciones

estándar. Este método, rápido y sencillo, tiene la ventaja de que su único requisito de

aplicabilidad es la existencia de poblaciones de datos distribuidas normalmente o que, al

menos, no presenten sesgo. No obstante, como ya apuntó Sinclair (1973), la elección de este

umbral de anomalía es totalmente arbitraría, ya que no existe ninguna razón natural que indique

que el conjunto de valores anómalos de una muestra geoquímica cualquiera represente el 2,3%

de los valores altos.

2.2. Gráficos logarítmico-probabilísticos

Desde otro enfoque, la elección de umbrales puede llevarse a cabo con ayuda de gráficos

logarítmico-probabilísticos (Tennant y White, 1959; Sinclair, 1973; Parslow, 1974). Este

método se basa en la premisa de que las distribuciones sesgadas representan el solapamiento de

dos o más poblaciones normales, que pueden ser discriminadas en función de algún tipo de

medida de dispersión o centralización que las describa. La construcción del gráfico sigue los

siguientes pasos:

1°_ Transformación logarítmica de los datos y representación frente a una escala

probabilistica de frecuencia acumulada. Enestas condiciones toda población (Iog)normal

genera una recta sobre la que se puede leer directamente en el gráfico la media geométrica
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(valor en el percentil 50). Las desviaciones de una linea recta indican la mezcla de dos o más

poblaciones en función de los puntos de inflexión observados.

2°_ Examen de la distribución de los datos : En este punto se puede considerar a las regiones

rectas del gráfico como poblaciones (Iog)normales independientes, mientras que las regiones

curvas representan las zonas de mezcla entre poblaciones solapadas o, en otras palabras, el

rango de fluctuación del umbral que separa ambas poblaciones.

Este método únicamente es fiable para poblaciones constituidas por más de 100

observaciones . En los casos en que estas condiciones no se cumplen resulta preferible el

empleo de otro tipo de métodos de sellección de anomalías, como el método del umbral 20­

explicado anteriormente.

3. APLICACIÓN AL ESTUDIO DE LA CUENCA ALTA DEL RÍo lillERVA

Para este trabajo sedispone de resultados analíticos de Cu, Cd, Pb y Zn procedentes de la

extracción con HN03 en 134 muestras de sedimentos fluviales finos de la red de drenaje del río

Huerva (Cordillera Ibérica, España).

En este caso se dispone de un elevado número de muestras (mayor que 100), por lo cual,

como ya se explicó anteriormente, es preferible realizar la selección de los valores de fondo y

umbral de anomalía mediante la interpretación de gráficos logarítmico-probabilísticos .

Las representaciones realizadas para cada elemento estudiado, así como las interpretaciones

derivadas de las mismas aparecen detallados a continuación:

- Para el cadmio (figura 1), el grado de solapamiento entre poblaciones es tan elevado que

la representación de Sinclair para este elemento forma una curva prácticamente continua entre

los valores extremos, por lo que resulta muy dificil diferenciar puntos de inflexión. Únicamente

se diferencia un tramo recto (valores superiores a 3.2 ppm), en lo que interpretamos como

población posiblemente anómala.

287



% Frecuencia acumulada

POBLACION LIMITES %
A I FONDO REGIONAL < 1,8 ppm 7,46
B I MEZCLAA+C entre 1,8 y 3,2 ppm 73 ,14
C I POSIBLE ANOMAllA > 3,2 ppm 17,16
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Tabla 1: Definici6n y nomene/atura de las poblaciones diferenciadas para el cadmio.

Figura 1: Representac t én de Sine/air para la distribuci6n de valores de cadmio. Los puntos de inflexi6n ,

correspondientes a los límites entre poblaciones distintas aparecen marcados con flechas.

- Para el cobre y el zinc, las representaciones de Sinclair forman lineas muy complejas, que

indican la existencia de un alto grado de mezcla entre poblaciones, posiblemente como

consecuencia de un gran número de fuentes de aporte diferenciadas.

Hemos situado dos puntos de inflexión, que marcan los límites entre tres poblaciones, a las

que llamaremos A, B Y e, cuyos límites, porcentajes del total y denominaciones aparecen

expresados en la tabla l . La diferenciación y límites entre las poblaciones A y B no es clara,

por lo que el valor escogido como umbral entre ambas no debe ser tomado como un valor

estricto.
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POBLACION L MilES %
A FONDO REGIONAL < 8 eom 43 ,93
A' ALTO FON DO REGIONA L entre 8 y 12 ppm 47 ,02
B MEZCLA A'+C entre 12 y 16 ppm 5.22
C POSI BLE ANOMALlA >16 ppm 3.73
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Tabla 2: Definición y nomenclatura de las poblaciones dift renciadas para el cobre.
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Figura 2: Representación de Sinclair para la distribución de valores de cobre. Los puntos de infl exión,

correspondientes a los /lmiles entre poblaciones distintas aparecen marcados con flechas.

En el caso del zinc (figura 3) únicamente hemos diferenciado tres poblaciones (tabla 3) que,

al igual que ocurría con el cobre, están formadas por subpoblaciones indiferenciables, con alto

grado de solapamiento. El límite inferior de la población e, que marca el umbral de posible

anomalia, se sitúa en S9 ppm.

Para el cobre, las características de la curva (figura 2) nos obligan a diferenciar al menos

cuatro poblaciones complejas (tabla 2), constituidas a su vez por varías subpoblaciones

indiferenciables a esta escala, y muy solapadas entre sí. El umbral de posible anomalia positiva

queda situado en 16 ppm.



Tabla 3: Definición y nomenclatura de las poblaciones diferenciadas para el zinc.

POBLACION UMITES %
A I FONDO REGIONAL <20 ppm 64,93
B I MEZCLAA+C entre 20 y 59 ppm 32,07
C I POSIBLE ANOMAUA > 59 ppm 3

100.00

,G '
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•

% Frecuencia acumulada

Figura 3: Representación de Sinclair para la distribución de valores de zinc. Los puntos de inflexión.

correspondientes a los /Imites entre poblaciones distintas aparecen marcados con fl echas.

- Para el plomo (figura 4), al contrario que para el resto de los elementos tratados, la

representación obtenida muestra dos truncaduras bastante netas, que permiten situar con

bastante precisión los límites entre tres poblaciones bien diferenciadas; población A de fondo

regional, población e de muestras posiblemente anómalas y población B de mezcla o
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% Frecuencia acumulada

8..

POBLACION LIMITES %
A I FONDO REGIONAL < 14 ppm 36,57
B I MEZCLAA+C entre 14 y 29 ppm 54,47
C l POSIBLE ANO MAllA > 29 ppm 8,96

Tabla 4: Definición y nomenclatura de las poblaciones diferenciadas para el plomo.
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Figura 4: Representación de Sinclair para la distribución de valores de plomo. Los puntos de inflexión,

correspondientes a los /lmiles entre poblaciones distintas aparecen marcados con flechas.

solapamiento entre las dos anteriores. El umbral de posible anomalía positiva (ver tabla 4),

marcado por el límite inferior de la población e, queda situado en 29 ppm.



3. CONCLUSIONES

El establecimiento de los valores de fondo y umbral de anomalia en campañas geoquímicas

se puede llevar a cabo, al menos, por dos métodos sencillos:

- Método de umbral 2cr, cuando se dispone de pequeñas tandas de datos distribuido según

pautas (log)normales o ligeramente sesgadas.

- Gráficos logarítmico-probabilísticos, preferibles al método anterior siempre que se

disponga de poblaciones de más de 100 datos, ya que, con este método, se obtienen valores de

fondo y umbral de anomalía geoquímica derivados de la distribución real de los datos y, por

tanto, independientes del observador.

- El empleo de gráficos logarítmico-probabilísticos para el estudio de las poblaciones de

datos de Cd, Cu, Pb y Zn en los sedimentos fluviales de la red de drenaje del río Huerva arroja

excelentes resultados, no sólo en la diferenciación entre valores de fondo regional y valores

anómalos, sino que también permite una aproximación inicial a la caracterización de las

distribuciones de datos, su complejidad, el grado de solapamiento entre poblaciones distintas y

el origen mono o poligenético de los diferentes metales en los materiales estudiados .
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Notas necrológicas

El día 28 de agos to de 1998 fallecía en Zaragoza nues tro querido
compañero D. Antonio Plans Sanz de Brem on a los 76 años de edad . D.
Antonio había nacido en Madrid el 12 de enero de 1922. Su padre D.
Antonio Plans y Freyre , catedrático de Mecánica, que fue de esta
Uni ver sidad, era uno de los Académicos fundadores de es ta -Acadernia en
el año 1916.

En esta bre ve nota necrológica pro curaremos exponer dos face tas
que adornaron al Dr. Plans a lo largo de su vida : la hum ana y la
científica.

La humana puede ser apreciada en la lectura de su discurso de
ingreso en esta Academia el año 1969 , donde hac e menci ón a la
memoria de su padre, afirmando lo mucho que a él le debe por su
ejemplo , sobre todo en lo que concierne a laboriosidad y servicio por los
demás, y que recuerda con emoción en aquella ses ión de ingreso a sus
47 años .

Digno ejemplo de amor y respeto a su prog enitor , bas ado en sus
profundas creencias cristianas, que le acomp añaron a lo largo de toda su
vida, determinando un lem a de conducta, que pod emo s resumir co n las
siguientes palabras: humildad, sencillez y bond ad.

Como pr ofesor era un ej emplo de co mpe tencia y hu mil dad,
supri miendo distancias, aunque manteni endo el debido respeto y
consider ación mutuos. Tal fue su conducta moral , procurand o pasar
di scretamente, sin molestar a nadi e en lo posible, y que podemos
recordar en una cono cida frase de San Agustin: La fe no es virtud de los
soberbios, sino de los humildes.

Con respecto a su queh acer científico, pr ocuraremos ex po ner
brevemente su evolución: '

Cuando ingresó en la Facultad de Ciencias de Zaragoza, en el año
1957, como catedrático de Geometría Analíti ca y Topología, la rama de
Topología era relativamente nueva, por lo que se dedic ó intensamente a
su desarrollo, manteniendo numerosos contactos con las Uni versidades
de Heidelberg y Maguncia en Alemani a.

Más tarde orient ó sus investigacion es al campo de los espacios de
Hilber g, donde la autorid ad alca nza da por el Dr. Pl ans en esta
es pe cialida d, quedó no solame nte confirmada por sus numerosos
trabajos, sino por las muchas invitaciones recibidas desde Alemania para
ex poner los resul tado s de sus investigaciones, que tuvieron gran
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difusión en otros paises europeos . A este respecto recordemos que su
discurso de ingreso en nuestra Academia se titulaba: El espacio de
Hilberg.

A partir del año 1980 orientó sus investigaciones hacia el campo de
los espacios de Banach, en los cuales trabajaba al producirse su
fallecimiento .

Son incontables los trabajos publicados en revistas nacionales y
extranjeras, así como el número de tesis doctorales dirigidas, de cuyos
discípulos han surgido Catedráticos y Profesores Titulares de
Universidad .

Deseamos que con esta exposición recordatoria, hayamos podido
plasmar sus virtudes humanas y su dedicación científica, que cumplían,
repetimos, las directrices santificantes, rectoras en su vida de
apostolado. Descanse en la paz del Señor nuestro bien querido
compañero .

El día 14 de diciembre de 1998, fallecía en Zaragoza nuestro querido
compañero D. Justiniano Casas Pelaez, a los 83 años de edad.

D. Justiniano había nacido en el pueblo de Granucillo de Vidriales ,
de la provincia de Zamora, el día 25 de febrero de 1915. "

En principio fue Maestro Nacional, ejerciendo en diversos pueblos
de Palencia, al tiempo que simultaneaba sus estudios de Licenciatura en
Ciencias Exactas, que terminó el año 1946. Más tarde se incorporó a la
Facultad de Ciencias de Madrid como Profesor Ayudante, doctorándose
posteriormente en la Sección de Físicas el año 1951.

Sus primeras investigaciones se efectuaron en el Consejo Superior
de Investigaciones Científicas, como Investigador del Instituto de Optica
Daza Valdes, donde se formó en esta rama, por lo que más tarde gana en
'1954 la plaza de Catedrático de Optica, vacante en la Fac ultad de
Ciencias de Zaragoza.

Su inco rporación dió como resultado, un resurgir de la Sección de
Físicas de nuestra Universidad, que por diversas causas se encontraba
en un estado inoperante.

Su gran vitalidad determinó la construcción de un Espectrómetro de
Masas y la creación" de un grupo de Separación de isótopos, así como el
gran impulso que dió a los estudios de óptica, con la dirección de
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numerosas tesis doctorales y la publicación de más de un centenar de
trabajos científicos.

Ingresó en la Academia de Ciencias el 6 de febr ero de 1966, siendo
su discurso de ingreso : Formación y valoración de la imagen opti ca, que
fue contestado por el Excmo. Sr. D. Juan Cabrera y Felipe.

Era de carácter abierto , en el que se mezclaba la tierra zamorana de
su nacimiento, a la que acudía todos los años, con el carácter que le
inculcó Aragón durante su dilatada estancia en Zaragoza. Esta afabilidad
no estaba reñida con la energía que mostró a lo largo de los años, por lo
que fue elegido Decano y Rector de nuestra Universidad entre los años
1968-72. Durante 'su mandato tuvo que afrontar con energía los
problemas escolares que por entonces reinaban en las universidades
españolas . Por su gestión logró de Madrid que se construyera el edificio
Interfacultades, el del Rectorado y el del Colegio Mayor Santa Isabel ,
consiguiendo el dinero necesario para la construcción de la Facultad de
Medicina y la del nuevo Hospital clínico.

Más tarde fue nombrado Presidente del Consejo Superior de
Investigaciones Científicas y, finalmente , desde los años de 1975 a i984
ostentó la Presidencia de nuestra Academia , logrando , con su
intervención y sus conocimientos en Madrid, una potenciación económic a
de esta Institución.

Tras su jubilación fue nombrado Profesor Emérito, desarrollando
una gran actividad, en la redacción de su Tratado de Optica, dirección de
Tesis doctorales, conferencias, etc.

Son muchos los nombramientos y las distinciones recibidas, pero
quizás la más emotiva, recibida días antes de su fallecimiento , en un
impresionante acto claustral, en el que aun tuvo fuerzas para leer un
discurso de agradecimiento, fue la concesión de la Medalla de Oro de la
Universidad de Zaragoza.

En este breve resumen hemos querido exponer la fuerte vitalidad
humana y científica de D. Justiniano Casas, al que deseamos descanse en
la paz del Señor.
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