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Anexos 

9 Anexo I: Calibración de Parámetros Geométricos mediante el Análisis 

de Circle-Point 
 

9.1 Notación cinemática 
 

Antes de comenzar el desarrollo de cualquier algoritmo de calibración, se requiere una definición 

precisa y formal de los parámetros cinemáticos necesarios. Estos parámetros que incluyen los términos 

fijos y los dependientes de los actuadores deben únicamente especificar la posición y orientación de 

cada articulación o cuerpo del sistema. La notación y las definiciones de los parámetros cinemáticos 

precisos se determinan aquí, basados en el trabajo de Duffy y Lipkin. Aunque la notación es ligeramente 

diferente, y las definiciones matemáticas son más rigurosas, éste en esencia sigue la conocida 

convención de Denavit-Hartenberg. La Ilustración 25 ilustra todos los parámetros cinemáticos para un 

brazo manipulador de n-grados de libertad (DOF = Degrees of Freedom) completamente arbitrario. 

 Cada par de ejes adyacentes está conectado por una línea común y mutuamente perpendicular 

formando una articulación fija. Cada una de las uniones o ejes de movimiento se denotan por el vector 

  
     para cada eje i. Las perpendiculares comunes o vectores de la articulación se denotan por el vector 

           para cada par de ejes i y j. Estos vectores direccionales, unidos a cada articulación, son 

rigurosamente definidos debajo: 

  
      Vector dirección del eje de la unión, siempre en la dirección de ahí a          . Donde los subíndices hijk 

representan la secuencia de ejes ordenada. 

           Vector dirección de la línea perpendicular mutua que une los ejes definidos por   
     y   

    , y siempre 

en la dirección del eje i al eje j. 

 

 Es importante hacer notar que esto no es necesariamente una representación física de las 

articulaciones reales. Las líneas perpendiculares comunes pueden no coincidir con la estructura de 

miembros real de la articulación. Así, con esta definición geométrica, los parámetros calibrados o sus 

correcciones pueden no tener relación con ninguna dimensión de diseño. Por tanto, el proceso de 

calibración no se puede usar como una herramienta de realimentación del proceso y control de 

producción. Los modelos cinemáticos modificados que se asientan en más de 4 parámetros (el número 

mínimo requerido para relacionar líneas en el espacio) han sido introducidos así para acomodarse a 

estos y otros problemas. 

 Los cuatro parámetros usados para especificar completamente una única articulación son: la 

longitud de la articulación (a), al ángulo de giro (α), la dimensión del desplazamiento de la articulación 

(d) y el ángulo de la articulación (θ). Cada uno de estos parámetros del modelo se define a continuación: 

1. Longitud de la articulación          : Es la distancia perpendicular entre el eje adyacente i y j. Esta es 

la magnitud del vector de la articulación mutuamente perpendicular. 
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2. Ángulo de giro    : Es el ángulo formado por los ejes adyacentes i,j, y medido como la rotación 

dextrógira desde   
     hasta   

     alrededor del vector          . La siguiente definición garantiza esta 

restricción direccional: 

             
       

     Ecuación 4 

 

               
       

                Ecuación 5 

3. Dimensión desplazamiento dj: Es la distancia de desplazamiento entre dos articulaciones dada 

como la distancia entre           y           a lo largo del eje   
    . 

4. Ángulo de la articulación   : Este es el parámetro cinemático que define la relación entre 

articulaciones adyacentes. Es el ángulo entre las articulaciones adyacentes ij y jk, y se mide 

como la rotación dextrógira desde           a           alrededor del vector   
    . La siguiente definición 

garantiza esta restricción direccional: 

                              Ecuación 6 

 

                                  
     Ecuación 7 

 

 

Ilustración 25 – Descripción cinemática de un manipulador general de n-grados de libertad 

 

En esta sección los manipuladores que contienen sólo un único grado de libertad, o actuadores 

prismáticos, se consideran igualmente. Por tanto, para cualquier articulación dada en el sistema sólo 3 
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de los 4 parámetros modelados son constantes fijas. O bien la dimensión de desplazamiento (en el caso 

de las uniones prismáticas) o bien el ángulo de la articulación (en el caso de las uniones en revolución) 

es variable. Esta dimensión variable constituye la variable actuada. Todos estos parámetros se deben 

conocer de forma precisa para predecir la posición de la articulación final y controlar el manipulador con 

precisión. Los procedimientos de calibración deben identificar los parámetros fijos y predecir o modelar 

errores en los transductores que determinan las variables actuadas. 

 Además de los parámetros de cada articulación, los parámetros que identifican un sistema de 

coordenadas mundial o global, y la ubicación de la herramienta del actuador final dentro de la última 

articulación, también se deben identificar. Como se ve en la figura, la articulación base es la 01. Los 

parámetros que localizan el sistema de coordenadas de referencia son a01 y α01. El primer ángulo de la 

unión es el ángulo entre la primera dirección de la articulación a12, y el eje global X. Una herramienta del 

actuador final representada por los vectores ortogonales   
      y                     se localiza en la última articulación, 

mediante los parámetros dn, an,n+1 y αn,n+1. Nótese que los vectores ortogonales forma los ejes Z y X de la 

herramienta. Así, considerando todos los parámetros geométricos fijos requeridos, un total de 3N+2 

constantes se deben calibrar. Si un único término de error constante se usa para modelar los errores de 

los transductores entonces un total de 4N+2 parámetros se deben modelar. 

Un cierto número de investigadores ha mostrado que el modelo de 4 parámetros de Denavit – 

Hartenberg arriba mostrado es inadecuado para sistemas con ejes adyacentes nominalmente paralelos. 

Esta condición será más adelante ilustrada. Para tratar con este caso más que común (ocurre en 

virtualmente todos los robots industriales usados hoy en día) se requiere el uso de un parámetro 

adicional para cada articulación. La técnica del Análisis del Círculo de Puntos es capaz de determinar 

estos parámetros adicionales. Normalmente el quinto parámetro constituye un término de rotación 

adicional entre las estructuras adyacentes. Si una estructura local o un sistema de coordenadas se 

adjunta a cada articulación que contiene un eje Z y X formado por los vectores    y   , entonces el 

parámetro adicional beta representa una desplazamiento de rotación o error alrededor del eje local y. 

La naturaleza física de este parámetro, y la razón por la que resuelve el problema de los ejes 

nominalmente paralelos, se ilustra en el siguiente apartado. Con este modelo de 5-parámetros la 

transformación total o desplazamiento entre las articulaciones adyacentes ij y jk viene dada por la 

siguiente transformación compuesta: 

                                              
                 

               
         Ecuación 8 

 

 

Donde trans(v,d) representa la traslación lineal a lo largo del eje v, y rot(v,th) representa la rotación 

alrededor del eje v en una cantidad θ. 
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9.2 Calibración de Parámetros Geométricos mediante el Análisis de Círculo 

de Puntos 
 

La precisión de un brazo robot industrial típico puede ser mejorada mediante la calibración precisa 

o determinando los parámetros geométricos del sistema. La técnica de Círculo de Puntos es un modo de 

aproximación fácil y sencilla, la cual da una determinación precisa de los parámetros geométricos 

exactos en un sentido absoluto. Esta aproximación (en la que los términos reales se computan) se 

encuentra en contraposición con que los errores se tienen con respecto a un conjunto de valores 

nominales. Así, el conocimiento de los datos nominales del fabricante no se necesita. Esta técnica es un 

método de ejes independiente. Básicamente, cada uno de las articulaciones de los ejes del sistema se 

localiza en el espacio para una única configuración. Cada par de líneas adyacentes en el espacio formado 

por los ejes es entonces analizado para determinar completamente los parámetros para ese enlace. Las 

primeras ventajas de esta técnica son que se da un indicio geométrico real de cada enlace y quela 

medición 3D de un punto objetivo único se puede hacer en un sistema de coordenadas arbitrario. Los 

parámetros fijados relativos a dos líneas en el espacio son independientes del sistema de coordenadas 

usado para definir las líneas. 

El conjunto completo de parámetros geométricos y notación cinemática requerido para calcular de 

forma precisa la ubicación de un elemento final en un sistema de referencia de coordenadas bien 

definido, dados los desplazamientos de las articulaciones variables, es bien conocido. Los parámetros 

cinemáticos que pueden ser determinados por el análisis del Círculo de Puntos incluyen los siguientes: 

 Ángulos de giro :   α12 … αN-1,N 

 Longitudes de los enlaces: a12 … aN-1,N 

 Desplazamientos:  d1 … dN-1 

 Ángulos de articulaciones: θ1 … θN-1 

 A notar que los parámetros relativos al sistema de coordenadas de referencia a la primera 

articulación, a01 y alfa01, y aquellos relativos a la localización de una herramienta (tool frame) en la 

última articulación, dN, aN,N+1, y alfaN,N+1, no pueden ser fácilmente determinados mediante esta técnica. 

Esto es debido al hecho de que sólo los ejes de los sistemas en los que el movimiento ocurre pueden ser 

ubicados en el espacio. Así, sólo aquellos parámetros entre la primera y última articulación del eje 

pueden ser determinados. Aunque no se hace aquí, esta técnica puede ser mejorada de forma 

inteligente suministrando medios de localizar en el espacio la referencia del eje-Z y del eje-Z de la 

herramienta local,     
          . Una sugerencia para localizar el eje-Z de la herramienta es montar un objetivo 

en una fijación unida al conjunto del eje, el cual esté obligado a deslizarse a lo largo o rotar alrededor 

del eje-Z. 

 Los parámetros arriba representan los términos cinemáticos puros. Para todos los ejes, 

dependiendo del tipo de articulación, bien el ángulo θi o el valor de desplazamiento di, es un parámetro 

fijo, y los otros representan las variables en movimiento. La técnica del Círculo de Puntos normalmente 

determina los parámetros geométricos fijos. Sin embargo, es posible determinar también las variables 

de la articulación para una configuración final o para una serie de movimientos de articulaciones. Esto se 

explica más adelante en la siguiente sección. Para el caso de una articulación de revolución, la 

dimensión de desplazamiento dj es el parámetro fijo y el ángulo cinemático θj representa la variable, 

movimiento de revolución. Lo opuesto es cierto para uniones prismáticas (desplazadores). En este 

capítulo, las figuras representan todos los sistemas en revolución  y el análisis se apoya primeramente 
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en este hecho. Sin embargo, la técnica se modifica fácilmente para manejar sistemas los cuales 

contienen ejes prismáticos. Las modificaciones se definirán en breve. 

 Las técnicas de ejes independientes, basadas en la geometría, no son tan comunes entre los 

investigadores. Sin embargo, unos pocos investigadores han desarrollado técnicas similares a las del 

Círculo de Puntos, aquí presentada. El trabajo de Judd y Knasinski en particular es casi una técnica 

idéntica. La técnica desarrollada aquí se desarrolló completamente independiente de cualquier 

literatura de calibración, y originalmente fue concebida in 1984. 

 

9.3 Explicación de la Técnica del Círculo de Puntos 
 

 El primer objetivo del método de medida mediante el análisis de Círculo de Puntos es ubicar 

cada uno de los ejes de articulación en el espacio. Hay que notar que la localización de una línea en el 

espacio requiere tanto la dirección de la línea como las coordenadas de un punto arbitrario en la línea. 

Un único punto objetivo capaz de ser colocado en cualquier lugar de un brazo y un sistema de medición 

3D se necesitan para este experimento. Una vez cada línea es localizada en el espacio para la 

configuración final del robot, el análisis geométrico de las coordenadas de la línea da los parámetros 

calibrados geométricos requeridos. Las técnicas analíticas se muestran en las siguientes secciones. El 

procedimiento experimental básico consiste en los siguientes pasos: 

1. El robot se coloca en la configuración inicial, que se graba (como un conjunto de ángulos de las 

articulaciones). Un único punto objetivo P se adhiere al brazo, después del primer eje (no en la 

base), a una distancia perpendicular del eje igual a un radio de valor definido R1. 

2. El robot entonces se comanda para moverse alrededor de la primera articulación únicamente, 

parándose en un número de localizaciones discretas. La localización del objetivo, el cual traza un 

camino aproximadamente circular, se mide en cada posición en cualquier sistema de 

coordenadas elegido convenientemente. Esto crea un círculo de puntos de datos, lo que le da el 

nombre a esta técnica de Círculo de Puntos. Los valores de desplazamiento de la articulación 

para el primer eje se graban para cada posición. La Ilustración 26 ilustra los puntos en el círculo 

de la articulación 1, para todo un sistema en completa revolución. Nótese que todas las 

articulaciones  excepto la primera permanecen fijas. Obviamente, cualquier robot calibrado 

mediante esta técnica deben ser capaces de un control de movimiento por articulación 

individual. 

3. Los datos de puntos del círculo son entonces analizados para definir la ubicación del eje. 

Primero, los puntos del círculo se encajan en un plano que es el que mejor se aproxima, 

mediante una aproximación por mínimos cuadrados, que consigue definir la ecuación del plano. 

La normal del plano resultante define la dirección del eje de la articulación, definida como   
    . 

Los puntos entonces se proyectan sobre el plano, en dirección perpendicular al mismo. Los 

puntos proyectados se encajan, otra vez usando la solución de mínimos cuadrados, en la 

ecuación de un círculo en el plano. El centro de este círculo, que se denota como       , representa 

un punto en el eje o línea definido por el eje de la articulación. 

4. El punto objetivo P se adhiere entonces al brazo en una posición después del segundo eje (es 

decir, en un punto afectado por el movimiento del eje 2), a una distancia perpendicular al eje 

aproximadamente igual al radio de valor R2. 
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5. El robot se controla entonces para moverse alrededor del eje 2 solamente. Otra vez, el punto P 

traza un camino aproximadamente circular y se miden y graban los valores individuales de 

desplazamiento de las articulaciones. Nótese que la articulación 1 no se debe mover, ya que 

esto causaría el movimiento del eje 2. El objeto de este paso es localizar el eje 2 el cual por 

consiguiente permanece fijo. Los puntos del círculo son entonces analizados usando la misma 

técnica analítica que en el paso 3, que permite obtener la dirección   
     del eje y un punto        en 

el eje o línea. Los puntos del círculo para el eje 2 se muestran también en la figura. 

6. Un proceso idéntico se debe repetir para cada eje en el sistema. Hay que prestar un cuidado 

extremo en evitar mover cualquier eje que esté ubicado en la cadena de enlaces cinemática 

antes del eje que se está moviendo en cada momento. 

 

 

Ilustración 26 – Movimiento del Círculo de Puntos para ejes individuales 

 

El procedimiento antes mostrado no da un indicio de la configuración inicial o final que se debe 

usar. El rango de movimiento y valores iniciales de cada desplazamiento de la articulación tampoco está 

definido.  Actualmente, el experimentador debe usar su mejor juicio para dar esta información. Las 

directrices generales son: 
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1. Cada unión debería moverse a través de un rango tan grande como sea posible para generar su 

círculo de puntos. 

2. La configuración inicial debería resultar en pares de torsión tan bajos como sea posible debido a 

la gravedad sobre los primeros ejes. 

3. La configuración final debería estar cerca de la región que se pretenda que sea para la mayoría 

de aplicaciones. 

 

Obviamente, para aplicaciones en general, la última directriz no es posible. No está claro 

actualmente si varias configuraciones causan una diferencia en los parámetros calibrados o no. Se 

requieren futuras investigaciones para mejorar las configuraciones seleccionadas y los rangos de 

movimiento para este procedimiento. La razón fundamental por la que el experimento debe ser 

dependiente de la configuración es que las deformaciones del sistema son causadas por cargas de la 

gravedad. Un interesante resultado de la técnica del Círculo de Puntos es que las deformaciones debido 

a la gravedad en realidad deben ser tenidas en cuenta y compensadas usando los parámetros calibrados 

así determinados. Los parámetros calibrados determinados representan en realidad el sistema en un 

estado deformado “medio”, debido a la carga de la gravedad. 

El método de Círculo de Puntos es la técnica más útil para los fabricantes porque provee una 

indicación directa de los errores de fabricación y ensamblado en la geometría del sistema y un indicio de 

la integridad mecánica global de cada articulación. Cuando se encaja el Círculo de Puntos en un plano, el 

valor medio de los errores residuales o distancias de cada punto al plano que “mejor encaja” da un 

indicio de la dirección del movimiento del eje de la articulación o “cabeceo” (“wobble”). Cuando se 

encaja los puntos proyectados en el plano en un círculo, el valor medio de los errores residuales o 

distancia radial entre cada punto y el círculo da una indicación de las traslaciones del eje de la 

articulación o espacio entre rodamientos, comúnmente llamada como “juego” (“slop”). 

Los datos resultantes del procedimiento experimental (  
              

                
            ) pueden ser usadas 

para especificar completamente cada eje como una línea en el espacio para la configuración final 

alcanzada. Cada par de líneas adyacentes es entonces analizado para determinar los valores de α, a, d y 

θ para cada enlace en el sistema. Nótese, que para cada configuración final alcanzada, tanto los 

parámetros d (desplazamientos del enlace) y θ (ángulo cinemático) se pueden determinar para cada 

articulación, sin importar qué valor se fije. Así, para un eje en revolución, el parámetro variable θ se 

puede comparar al valor del ángulo del encoder del sistema grabado para el último punto del círculo. 

Este par de datos únicos de ángulos reales versus ángulo del sensor se pueden usar como un parámetro 

de corrección para los sensores de las articulaciones. Judd and Knasinski incluso dan una mejora que va 

más allá en su técnica. Para cada eje, la cantidad de movimiento angular desplazado entre cada par de 

puntos discretos en el círculo se puede calcular. Entonces estos valores se pueden comparar a las 

diferencias en los valores de los ángulos de sensores grabados, los cuales dan un número de datos par 

para calcular los parámetros de corrección. 

Los ejes prismáticos no dan dificultades inherentes en este análisis. Todas las técnicas y datos 

mencionados anteriormente se pueden determinar para ejes prismáticos, ya que el análisis está basado 

únicamente en la localización de líneas o ejes en el espacio. La ubicación de un eje prismático se 

determina por un punto objetivo, el cual describe una trayectoria aproximadamente a lo largo de una 

línea recta. Los puntos medidos se pueden encajar de forma simple, a través del método de mínimos 

cuadrados, en la ecuación de una línea un único paso analítico. Nótese que el método explícito para 
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encajar puntos en la línea o círculo no se describe en este documento. La mayoría de los sistemas de 

medición 3D basados en ordenador suministran esta capacidad automáticamente. Los únicos datos 

presentados al análisis metrológico por ordenador han sido las direcciones de los ejes de las 

articulaciones (  ) y los puntos en los ejes (  ). Cada par de líneas o ejes 1-2, 2-3, …, (N-1)-N se debe 

analizar individualmente para dar los parámetros requeridos de la unión o articulación. Los análisis de 

dos líneas arbitrarias en el espacio se presentan en las siguientes secciones. 

 

9.4 Revisión de la definición de líneas y planos en el espacio 
 

Una definición clara, sea tanto matemática como geométrica, de tanto líneas como de planos en un 

espacio tridimensional es lo que se necesita para analizar completamente las líneas adyacentes 

formadas por los ejes de un manipulador. Estas definiciones se revisan aquí brevemente. Una línea 

general en el espacio es la que se muestra en la Ilustración 27. Los únicos parámetros requeridos para 

especificar completamente una línea que tiene una dirección y ubicación fijas son: 

  
     (L, M, N)  Dirección del vector correspondiente a la línea. 

      (xi, yi, zi)  Un punto cualquiera dado en la línea. 

 

Ilustración 27 - Definición de una Línea en el espacio 

Nótese que el vector dirección puede ser considerado como un vector libre que se puede 

colocar en cualquier lugar a lo largo de la línea. Considerando un punto general en la línea, sea   (x,y,z), 

la siguiente ecuación de producto cruzado es obviamente válida: 

               
       

 

Ecuación 9 

 

 Reescribiendo esta ecuación se obtiene la ecuación de una línea: 

       
             

        
       Ecuación 10 
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Donde    
       representa los momentos de cada componente del vector dirección sobre los ejes. El 

vector momento    
       (P,Q,R) está definido directamente de los datos dados anteriormente, como sigue: 

 
 

           
           
           

  

Ecuación 11 

 

 Así, una línea está completamente especificada por las coordenadas 

    
         

                       Ecuación 12 

las cuales se refieren a las coordenadas Plücker. Nótese que el vector    siempre debe ser especificado 

como un vector unidad. 

 Un plano general en el espacio se ilustra en la Ilustración 28. Los parámetros requeridos para 

especificar completamente un plano ubicado en una ubicación y orientación fijas en el espacio son los 

siguientes: 

  
     (L, M, N)  Dirección del vector normal al plano. 

      (xi, yi, zi)  Un punto cualquiera dado sobre el plano. 

 

Ilustración 28 - Definición de un Plano en el espacio 

 

 Considerando un punto cualquiera sobre el plano,   (x,y,z), la siguiente ecuación de 

producto escalar es obviamente válida: 

               
       Ecuación 13 

 Reescribiendo esta ecuación se obtiene la ecuación de un plano: 
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Ecuación 14 

Donde     es una cantidad escalar definida por los datos dados.  Ésta es una ecuación escalar  

que se puede reescribir en una forma algebraica más familiar, que es la siguiente: 

                 Ecuación 15 

 Los cuatro parámetros que especifican un plano en el espacio son    
          , donde   

     está 

siempre escrito como un vector unidad. 

 

9.5 Análisis de Línea adyacente 
 

 Las coordenadas Plucker de una línea    
         

        para cada eje se calculan fácilmente de los datos 

de las líneas           
      obtenidos mediante la técnica experimental del Círculo de Puntos. Cada par de 

líneas adyacentes j y k (por ejemplo, los ejes 1-2, 2-3,…, (n-1)n) se deben analizar para dar los 

parámetros geométricos requeridos (αjk, ajk, dj, dk, θj, θk), para cada articulación. Esta sección presenta 

una solución analítica completa para el problema de líneas adyacentes para todos los casos posibles. 

Como repaso, la definición matemática precisa del ángulo de giro α, requerido para este análisis, se 

repite debajo: 

          
       

      Ecuación 16 

                    
       

      Ecuación 17 

La Ilustración 29 muestra el caso general de dos líneas o ejes adyacentes en el espacio. Todos los 

datos requeridos se pueden determinar a partir de las coordenadas de las líneas      
         

        y 

     
          

         y los puntos de intersección       y   
      de la línea que es mutuamente perpendicular. Nótese 

que una par de líneas no paralelas sólo tienen una única línea que las intercepta y es perpendicular a 

ambas. Recapitulando, las ecuaciones de cada línea son: 

          
             

        
       Ecuación 18 

           
        

        
         

        Ecuación 19 

Los puntos de intersección obviamente dan de inmediato la longitud de la articulación     y el 

vector dirección de la articulación          . Los valores de desplazamiento se proveen también. Por ejemplo, 

en el eje j, el valor de desplazamiento dj es la distancia entre el punto de intersección   
                

, el cual se 

determina analizando la articulación ij, y   
            , determinado analizando la articulación j-k. Así el punto 

principal de este análisis es el cálculo de los puntos de intersección dado que estos proveen casi todos 

los parámetros requeridos. 
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Ilustración 29 - Casos generales de Líneas Adyacentes 

 

Antes de continuar, los siguientes dos vectores identidad (usados extensamente en este análisis) se 

definen con el propósito de su revisión. Considerando tres vectores generales          , el triple producto 

escalar es: 

                                     

 

Ecuación 20 

 

Y el triple producto vector identidad es: 
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Ecuación 21 

 

 La ecuación principal usada para determinar las condiciones iniciales de las dos líneas (paralelas, 

con intersección, u oblicuas) es llamada como la ecuación del Momento Mutuo (MM). Esta se deriva de 

expandir las expresiones del momento mutuo de cada línea sobre la otra, las cuales vienen dadas por: 

     
               

         
                         

              
      

 

Ecuación 22 

 

           
         

        
                          

             
       

 

Ecuación 23 

 

Expandiendo sólo la primera expresión y substituyendo la ecuación de la línea j se tiene: 

     
               

         
       

        
        

             
        

        
          

       
              

     

 

Ecuación 24 

 

 

Substituyendo el triple producto escalar identidad en el segundo término del lado derecho, la 

ecuación de la línea k queda así: 

     
               

         
       

        
        

             
        

        
          

       
              

     

 

Ecuación 25 

 

 

 

      
          

       
         

        

 

Ecuación 26 

 

Esta ecuación final (Ecuación 26) da el momento mutuo en términos de las coordenadas de la 

línea únicamente. Expandiendo la expresión del segundo momento mutuo arriba quedaría el mismo 

resultado. Por tanto, el momento de cada línea sobre la otra es idéntico, como el término momento 

mutuo. El vector formado por los puntos de intersección es en realidad el vector dirección de la 

articulación: 

   
                                       

 

Ecuación 27 

 

Substituyendo esta expresión en la expresión del primer momento mutuo se tiene lo siguiente: 

                 
        

                    
        

                     
       

      

 

Ecuación 28 
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La cual es también equivalente al momento mutuo. Substituyendo la definición del ángulo de giro, ver 

Ecuación 17, e igualando con la expresión del momento mutuo queda la ecuación esperada del 

momento mutuo: 

   
        

          
         

                     Ecuación 29 

 

Nótese que el momento mutuo indica si el ángulo de giro es menor o mayor que 180. Dado que ajk es 

una longitud real que es positiva siempre, la anterior Ecuación 29 nos da las siguientes indicaciones: 

                     

                     

La ecuación del momento mutuo (Ecuación 29) indica la condición de las dos líneas. Cuando 

MM≠0, entonces se tiene que ajk≠0 y αjk≠0, y hay una distancia finita y un ángulo entre las líneas y ejes. 

Por tanto, las líneas deben ser oblicuas entre sí. Cuando MM=0, las líneas se cruzan una con otra si ajk=0, 

o bien son paralelas si αjk=0. Los puntos de intersección       y   
      se determinan usando una única 

derivación para cada condición.  

Los puntos de intersección para ciertas condiciones se deben escribir en términos del vector 

unidad          . Por tanto, una expresión para este vector únicamente en términos de las coordenadas de la 

línea se debe derivar primero. Como se ve en la Ilustración 29, los puntos           están en la misma 

dirección que   
       

     , si αjk<180°, y en la dirección opuesta cuando αjk>180°. Por consiguiente, el vector 

          se puede escribir como sigue: 

 
           

  
       

     

   
       

      
 

Ecuación 30 

 

De la ecuación del Momento Mutuo, se puede ver que si αjk<180°, entonces MM<0, y viceversa. 

Por tanto, el signo en la anterior ecuación es simplemente el opuesto del signo algebraico de MM. Así, el 

vector           en la ecuación anterior se puede reescribir así: 

 
                 

        
          

         
        

  
       

     

   
       

      
 

 

Ecuación 31 

 

Donde la función sgn representa el signo algebraico. Nótese que a lo largo de este capítulo la 

siguiente notación que se sigue: 

                          

                                            

 

La derivación de los puntos de intersección para cada una de los pares de condiciones se da a 

continuación. 
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9.5.1 Condición 1: Líneas oblicuas (MM≠0) 

 

 Los puntos de intersección       y   
      para las líneas oblicuas se derivan a través de una técnica 

directa, por considerar las observaciones geométricas que se ven a continuación. El vector           y su línea 

perpendicular mutuamente asociada están en el plano conteniendo           y   
     . La línea formada por el eje 

j se cruza con la línea perpendicular mutua y así como al plano en el punto de intersección      . Asimismo 

el punto de intersección   
      es la intersección de la línea k y el plano formado por   

     y por          . El plano 

formado por           y   
      se usa para determinar      . La normal a este plano es: 

                     
      

 

Ecuación 32 

 

 La ecuación del plano viene dada por: 

                   

 

Ecuación 33 

 

Donde        es un punto arbitrario en la línea k y obviamente está sobre el plano. Substituyendo en 

la Ecuación 32 y calculando se obtiene lo siguiente: 

                     
          

 

Ecuación 34 

 

            
                    

 

Ecuación 35 

 

 

Substituyendo el producto escalar identidad y la ecuación de la línea k queda: 

            
                    

 

Ecuación 36 

 

     
                     

 

Ecuación 37 

 

En general, el punto de intersección       del plano              y la línea    
        

        vienen dados como: 

 
  
      

           
           

    

          
    

 
Ecuación 38 

 

Este resultado general se obtiene mediante la manipulación de la ecuación de la línea y 

substituyendo la ecuación del plano. Este análisis no se mostrará aquí. Substituyendo la expresión para 

        y    dada anteriormente en la Ecuación 29 y en la  Ecuación 37, dentro de la Ecuación 38, se tiene: 
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Ecuación 39 

 

La cual es la expresión final para el punto de intersección. El punto de intersección   
       se deriva de 

manera análoga, calculando la intersección del plano formado por           y   
       y la línea k. La expresión 

resultante es: 

 
  
      

             
          

            
                   

     

             
        

     
 

Ecuación 40 

   

9.5.2 Condición 2: Líneas que se cruzan (MM=0, ajk=0) 

 

 Las ecuaciones para la derivada de los puntos de la intersección para la condición arriba 

indicada, que son la Ecuación 39 y la Ecuación 40, no están en una forma simplificada ni conveniente 

para esta condición. Se necesita una ecuación alternativa, la cual conduzca a una expresión altamente 

simplificada. La única ecuación de vector disponible es: 

                
            Ecuación 41 

La cual se puede reescribir como: 

   
                         Ecuación 42 

Esta ecuación se manipula tomando el producto cruzado de cada lado con el vector   
     , el cual 

nos da lo siguiente: 

   
        

                     
              

      Ecuación 43 

Y substituyendo de la ecuación de la línea k nos da: 

    
                       

              
      Ecuación 44 

Tomando el producto cruzado de cada lado de la ecuación con un vector el cual es perpendicular a      , 

que lo es a    
      , nos conduce a una solución       que es como sigue: 

    
          

           
          

  
           

          
                

       Ecuación 45 

Substituyendo el triple producto identidad nos da la siguiente expresión para el lado derecho de la 

ecuación: 

    
                

           
         

                
               

          
         

            Ecuación 46 

Dado que    
              . Substituyendo esta expresión en la Ecuación 45, y resolviendo para       nos da la 

expresión final: 
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Ecuación 47 

 

Para esta condición las líneas se cruzan y               , obteniéndose una expresión simplificada para el 

punto de cruce. El proceso completo se puede repetir tomando el producto cruzado de la ecuación 

original (véase la Ecuación 42), con   
     y después con    

       , el cual conducirá a una expresión idéntica para 

  
     , que es lo que se esperaba. El punto de intersección común viene dado por la ecuación: 

 
            

      
   
          

       

   
         

     
 

   
           

      

  
        

       
 

Ecuación 48 

Los denominadores en la ecuación antes mostrada son iguales y opuestos, dado que MM=0, y por tanto 

las expresiones son equivalentes. 

 Hay un problema con la definición del vector dirección           de la articulación, para esta 

condición. La definición expone los puntos           en la dirección del eje j al eje k, cuyo enrevesamiento no 

tiene sentido en el caso de líneas cruzadas. Por tanto la convención estándar que se seguirá para esta 

condición será que           está en la dirección de   
       

     , y así α < 180°, siempre. 

 Uno podría inmediatamente preguntarse por qué esta derivación no se usó para la condición de 

líneas oblicuas. La razón es que la presenta una indeterminación, o tiende a infinito cuando    
         

       . 

La ecuación para   
      que tenga la misma forma, presenta problemas idénticos cuando   

        
         . 

Ninguno de estos casos representa una condición especial o particular. Estos suceden para muchas 

combinaciones de líneas estándar oblicuas, y así las ecuaciones no se pueden usar para el caso de líneas 

oblicuas. 

 

 

9.5.3 Condición 3: Líneas paralelas (MM=0, sin αjk=0) 

 

 Para el caso de líneas paralelas únicas, los puntos de cruce mutuamente perpendiculares no 

existen. Hay un número infinito de líneas perpendiculares mutuas conectando dos líneas paralelas. Sin 

embargo, el vector           se debe determinar para calcular la longitud de la articulación          . En esta 

condición,          , y los vectores dirección son paralelos pero deben estar en direcciones 

opuestas. Por tanto se tiene: 

   
             

      Ecuación 49 

O bien 

   
              

     Ecuación 50 

La ecuación que relaciona cualquier par de puntos que se cruzan se escribe como en la condición 

anteriormente vista, que sería la  Ecuación 42 (  
                        ). 

Tomando el producto cruzado con el vector   
     queda: 
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     Ecuación 51 

 

Substituyendo las ecuaciones de las líneas y en la Ecuación 49 queda la siguiente ecuación: 

    
                      

              
        Ecuación 52 

Donde los puntos de intersección no-únicos han quedado eliminados. La solución para   
  

         se consigue 

tomando el producto cruzado de la ecuación con un vector perpendicular a   
  

        , el cual   
    , quedando 

como sigue: 

   
        

         
        

  
           

        
              

        Ecuación 53 

 

El término del triple producto escalar se expande como sigue: 

   
        

  
           

         
       

       
  

            
       

  
           

       
  

         Ecuación 54 

 

Dado que   
     es un vector unidad perpendicular a   

  
        . Substituyendo dentro de la Ecuación 53 queda el 

resultado explícito para   
  

        . 

   
  

                 
        

          
        

       

  
  

           
               

           
        

Ecuación 55 

 

   

La magnitud de este vector nos da la longitud de la articulación jjk. 

 Calcular los desplazamientos en este caso presenta un problema. Dado que no hay unos puntos 

de intersección únicos que conecten las líneas  j y k, los desplazamientos dj y dk no se pueden calcular. 

Sin embargo, en el eje j, realmente existe un punto de intersección de la línea perpendicular común al 

eje previo i, que será  
                . En el eje k, existe un punto de intersección de la línea perpendicular común 

al siguiente eje l,   
                 (los puntos   

                 y   
                 son los puntos que no existen). La distancia entre 

estos puntos medida a lo largo de la dirección común   
     o   

      representa la suma de los desplazamientos 

individuales dj+dk. Así, para el caso de líneas paralelas, esta suma se calcula en lugar de los 

desplazamientos individuales. La posición de la articulación final está completamente determinada 

usando la suma de los desplazamientos. 

 Las tres soluciones anteriores representan una base teórica completa para analizar líneas 

adyacentes en el espacio, para cualquier condición posible. Desafortunadamente, esta es una 

aproximación puramente teórica, la cual muestra fuertes limitaciones in la práctica real para el caso de 

líneas oblicuas que son casi paralelas. Este es exactamente el caso los brazos robot que tienen ejes 

adyacentes nominalmente paralelos, lo que sucede en la gran mayoría de los sistemas disponibles 

actualmente. La próxima sección muestra tres aproximaciones diferentes para manejar este problema. 

 



Identificación de Parámetros cinemáticos de un brazo robot mediante el método “Circle Point” Máster Sistemas Mecánicos 2010-2011  

61 

9.6 Análisis de ejes nominalmente paralelos 
 

 Los ejes adyacentes nominalmente paralelos, situación que ocurre en muchos robots, no serán 

exactamente paralelos debido a errores de producción y ensamblado. Como se mencionó 

anteriormente, esto causa problemas numéricos difíciles en ciertos casos, que algunos investigadores 

han solucionado añadiendo un parámetro cinemático extra. La técnica del Círculo de Puntos, a través 

del uso del análisis de geometría de líneas, se ha extendido para manejar esta dificultad. Se han 

desarrollado tres métodos alternativos. La desventaja de añadir un parámetro cinemático extra al 

modelo de geometría del robot es que requiere grandes modificaciones al programa controlador, 

haciéndolo difícil de implementar en sistemas actuales. Dos de los métodos presentados aquí evitan 

esta dificultad, y no requieren un parámetro extra en el modelo. 

 El problema numérico con ejes casi paralelos se muestra en las figuras siguientes. El vector   
               

representa exactamente la condición nominal o paralela, y   
                es la orientación actual de la línea k. 

Todo el error es modelado como una traslación y orientación de la línea k con respecto a la línea j, y por 

tanto j sólo tiene una posición nominal y exacta. En la Ilustración 30 el error, dα, representa un giro 

solamente sobre la línea nominal perpendicular. Esto no provoca ninguna dificultad. Tanto el           como 

los puntos de intersección (      y   
      no mostrados) permanecen sin cambios del caso nominal. El único 

error en los parámetros de la articulación sucede en el ángulo de giro α. Esto se identifica fácilmente en 

casi todas las técnicas. Desafortunadamente, no hay garantías de que los ejes estarán descolocados en 

esta forma ideal. 

 

Ilustración 30 - Ejes adyacentes paralelos - Caso Ideal 

 En lugar del error, dα, puede ser debido a un giro del eje k alrededor de la dirección normal al 

plano original que contiene los ejes nominalmente paralelos. Esto se muestra en la Ilustración 31. El 
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desplazamiento del eje k sucede en el plano original. Esto es que los 3 vectores   
    ,   

                y   
               están 

sobre el plano. El efecto de esto es que las líneas reales se cruzan y          va desde una longitud finita hasta 

0. El vector dirección de la articulación real,    
                (perpendicular a los vectores   ) se convierte en 

perpendicular a la dirección nominal original    
              . Un problema añadido es que el error dα es 

normalmente pequeño (menor que unos pocos grados) y así las líneas se cruzan casi en el infinito, 

provocando que los valores de desplazamiento dj y dk vayan desde un valor finito hasta el infinito. Así 

todos los parámetros de las articulaciones cambian drásticamente debido a unos errores muy pequeños 

en el radio de giro. La extrema sensibilidad numérica hace difícil determinar de forma preciso los 

parámetros. En la práctica, normalmente se da una combinación del caso ideal y del peor caso. Esto es, 

que el error es debido a tanto un giro alrededor de    
               como a otro giro alrededor de la dirección 

normal al plano original. Los métodos para manejar esta dificultad se presentan a continuación.  

 

Ilustración 31 - Ejes adyacentes paralelos - Peor Caso 

9.6.1 Solución 1: Análisis exacto 

 

 El método más directo es tener confianza en la medición y en la precisión del cálculo numérico, 

y asumir que los parámetros exactos para las líneas adyacentes, sin importar los problemas de 

sensibilidad numérica, se pueden calcular. Esto significa simplemente tratar las líneas como líneas 

oblicuas o que se cruzan en caso extremo. Los métodos desarrollados en la sección previa se usan para 

este análisis. Si esto se puede conseguir de forma precisa, todavía queda el problema con la 

determinación de los ángulos de la articulación medidos por el transductor. El transductor mide los 

ángulos de la articulación (ángulos entre los vectores de la articulación   ) con respecto al vector 

nominal    
              . Sin embargo, los parámetros de la articulación calibrada determinados representan un 

modelo en el cual la dirección de la articulación real                  está desplazada de                 por una cantidad 

significativa. Por tanto, los valores del transductor medidos se deben corregir. 

 Los ángulos de corrección que se deben añadir a los valores del transductor, cuando se usa el 

modelo exacto, se determinan fácilmente. Nótese, que dado que            se usa para calcular tanto    como 

  , ambos ángulos se deben corregir. El ángulo final para el eje j requerido para calcular la posición del 

robot es el ángulo cinemático real   
    , que es el ángulo entre            y                 . Dado que el ángulo nominal 

  
   , que es el ángulo entre           y    

              , se conoce, la corrección es el ángulo entre    
               y    

               . Estos 
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ángulos se ilustran en la Ilustración 32. La definición matemática del ángulo de corrección es la 

siguiente: 

      
     

                  
                  

     
Ecuación 56 

 

El problema aquí es que sólo    
                se determina de la localización real de los ejes y vectores   

     y   
               . 

La dirección nominal    
              ,  que no tiene existencia física debe ser aproximada. Las soluciones 2 y 3 

también hacen uso del vector    
              . Una vez los ángulos de corrección están calculados, el ángulo 

cinemático real viene dado por la siguiente fórmula: 

   
       

      
  Ecuación 57 

 

 

Ilustración 32 - Modelo exacto de corrección del ángulo del transductor para eje j 

El ángulo nominal sin calibrar   
    depende del ángulo del transductor medido   , y un ángulo dado de 

desplazamiento de la referencia fija   
 , el cual se calcula como: 

   
         

  Ecuación 58 

 

El concepto de valores de desplazamiento del transductor, introducido por primera vez aquí, debería ser 

bien entendido. Los errores en la medida del transductor se pueden modelar como variaciones o 

correcciones de estos valores. El ángulo cinemático real final es simplemente el siguiente: 
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  Ecuación 59 

En la práctica, dado que ambos son en esencia constantes de calibración,   
  y   

  simplemente se 

combinan en un desplazamiento general para el modelo exacto. 

 El ángulo para el eje k se corrige de una forma similar usando la misma constante de corrección. 

Esta corrección se ilustra en la Ilustración 33. El ángulo cinemático real viene dado por la fórmula: 

   
       

      
  Ecuación 60 

 

 

Ilustración 33 - Modelo exacto para corrección del ángulo del transductor para eje k 

Otra vez, el ángulo nominal sin calibrar   
    depende del ángulo del transductor y un desplazamiento 

de la referencia fijo, y viene dado por: 

   
         

  Ecuación 61 

 

Y así el ángulo cinemático real final es: 

   
          

    
  Ecuación 62 

 Así, un modelo exacto se debe usar mientras los ángulos del transductor son correctos. 

Obviamente, para el caso ideal de errores en el ángulo de giro sólo,                     
              , y así el ángulo de 

corrección es 0. 
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9.6.2 Solución 2: Análisis aproximado 

 

 El segundo método de manejar ejes nominalmente paralelos evita el problema de la sensibilidad 

numérica, mediante la aproximación del ángulo de giro a cero, y calcular un error o valor calibrado sólo 

para la longitud de la articulación          . Esto es que     se modela o fuerza a ser 0 o π, y que se calcula la 

longitud real de la articulación            para este modelo. Dado que se asume que las líneas son paralelas, 

los desplazamientos dj y dk no se pueden calcular mediante esta técnica. La longitud de la articulación 

         , que es el único parámetro calculado, se determina mediante el siguiente análisis. El único vector 

dirección usado para representar tanto a   
     como a   

      se calcula como una dirección media de los 

valores exactos de las direcciones de los ejes determinados en el experimento del Círculo de Puntos. 

Ambas líneas se modelan como apuntando en la dirección media, pero giradas sobre los puntos de 

intersección originales para el caso nominal,       y   
     . El punto       se calcula del desplazamiento nominal 

(ya conocido) para los ejes j, dj, y por tanto viene dado por: 

         
                     

     
Ecuación 63 

 

Donde   
                 es el punto de intersección de la línea perpendicular común entre los ejes i y j. El punto   

     , 

el cual representa el punto de intersección cuando j y k son exactamente paralelos, se calcula como la 

intersección de la línea real (        ,   
               .) para el eje k, y un plano que es perpendicular a la línea real (     , 

  
               .) para el eje j. Los ejes aproximados o modelados se denotan por los vectores                , que se 

muestran en la Ilustración 34(9).  

                                                           
9
 En la figura se denota como              , del inglés average (promedio). 
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Ilustración 34 - Aproximación de ejes adyacentes mediante vector promedio 

Nótese que   
                es paralelo a   

      como se ve en la figura. Esto es debido al hecho de que todos 

los errores están en la ubicación del eje k con respecto a j, como se explica en la solución 1. La dirección 

media de los dos vectores   
                y   

      (o   
              ), es simplemente la bisectriz de los vectores en el plano 

que forman, como viene dado por: 

 
                

   
       

      

   
       

      
 

Ecuación 64 

 

 

Este vector hace bisectriz ya que las magnitudes de los vectores unidad,   
      y   

     , son equivalentes. 

Nótese que esta operación de promediar no tiene sentido si el ángulo de giro nominal es 180° y los 

vectores están en direcciones casi opuestas. En este caso, uno de los vectores debe apuntar en la 

dirección opuesta antes de promediar. Por convenio, el eje k se cambiará si es necesario para este 

análisis. Por tanto, la expresión correcta para el vector promedio es: 

 
                

  
               

     

   
               

      
 

Ecuación 65 
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Donde     es el valor nominal de 0° o de 180°. Nótese, a través de esta solución, todos los ajustes 

hechos a los ejes actuales son temporales y se hacen únicamente con el propósito de calcular la longitud 

de la articulación calibrada          . 

 El punto de intersección nominal se determina desde el plano perpendicular a   
    , el cual pasa a 

través del punto      . El plano viene dado por: 

      
             

     Ecuación 66 

 

 

El punto de intersección es la intersección de este plano y el real (medido) eje k (  
      ;    

       ). El resultado 

se determina mediante la intersección general de una línea y un plano dados en la Ecuación 38, 

teniéndose que: 

 
  
      

  
        

                 
       

     

           
     

 
Ecuación 67 

 

 

Este es el punto de intersección nominal, que representaría la intersección perpendicular común si 

ambos ejes j y k fueran exactamente paralelos sin ningún error. Las dos líneas modificadas para los ejes j 

y k respectivamente usadas para esta solución vienen dadas por: 

                                            
 

         
  

          

 

Ecuación 68 

 

                    
                          

 
          

  
           Ecuación 69 

El vector perpendicular común entre estas líneas paralelas modificadas,    
               , se puede determinar de 

la solución de la condición de líneas paralelas (dadas en la sección 9.5.3 Condición 3: Líneas paralelas 

(MM=0, sin αjk=0) ). El resultado después de sustituir las coordenadas de la línea modificada, dadas en 

Ecuación 68 y en la Ecuación 69, en la Ecuación 55, es el siguiente: 

     
                    

        
                                   

  
            

  
          

Ecuación 70 

 

Donde precisamente la convención establecida,          , se ha sustituido aquí. Sustituyendo los 

momentos para las líneas modificadas como se ve en la Ecuación 68 y en la Ecuación 69, conduce a la 

siguiente ecuación: 

                                  
                                               

                     
                              

Ecuación 71 

 

Sustituyendo el triple producto escalar identidad, y con el hecho de que                 es un vector unidad, 

queda el siguiente resultado final: 
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Ecuación 72 

 

La única constante deseada para esta técnica es la longitud de la articulación, la cual es simplemente la 

magnitud siguiente: 

    
          

                  
Ecuación 73 

 Nótese que el ángulo ϒ en la Ilustración 34, que representa el ángulo entre los planos de 

rotación o error de desplazamiento entre los casos de errores ideal y real, en el ángulo girado. Como se 

ve en la vista de planta del dibujo, el error en la longitud           para esta técnica de modelado es una 

función directa de este ángulo. Esta función se puede determinar a partir de la figura, y viene dada por 

la ecuación siguiente: 

    
        

         

 

Ecuación 74 

 

 Esta técnica de aproximación no está limitada  por problemas de sensibilidad extrema. La 

precisión será razonablemente buena en casos en los que el error del ángulo de giro sea leve y la 

longitud de la articulación sea grande. Esta será una solución especialmente precisa para errores de 

ángulo de giro muy pequeños, lo cual sucede en el caso del peor escenario donde los ejes j y k se 

acercan a una condición en la que se cruzan. 

 

9.6.3 Solución 3: Modelo cinemático de parámetro adicional 

 

 Un cierto número de investigadores han considerado usar un modelo cinemático con un 5º 

parámetro, para cada articulación, con la técnica de calibración de datos de la posición del robot. La 

técnica del Círculo de Puntos es también capaza de calibrar un sistema usando el modelo modificado. El 

parámetro adicional representa una rotación adicional entre los sistemas de coordenadas de las 

articulaciones adyacentes. Esto alivia el problema de la sensibilidad numérica  para ejes adyacentes. El 

parámetro extra dado como ángulo β, representa una rotación de un sistema de coordenadas de la 

articulación adyacente sobre un eje y local. Así, la transformación total entre los sistemas de 

coordenadas o ejes adyacentes contiene dos traslaciones (ajk, dj) y tres rotaciones (θ, β, α). Para el caso 

de ejes j y k casi paralelos, la rotación del eje y llamada βjk tiene el efecto de colocar los ejes en planos 

paralelos. Así, el término αjk representa el caso ideal de ejes nominalmente paralelos, descrito al 

principio de esta sección y que se ve en la Ilustración 30 - Ejes adyacentes paralelos - Caso Ideal. 

 Usando un modelo de 5 parámetros, la transformación total desde el sistema de coordenadas 

en la articulación k,                   
           

      , hasta el sistema en la articulación j,                  
          

     , vendrá dada 

por: 

    
                                                            

 

Ecuación 75 
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Donde las traslaciones y rotaciones genéricas son transformaciones homogéneas. Para mayor claridad, 

los subíndices jk o k se han dejado sin poner. El ángulo de giro α’jk representa el ángulo modificado para 

este modelo y no es el ángulo total entre las direcciones   
     y   

     , como en el modelo normal de 4 

parámetros. Expandiendo esta transformación queda la única transformación completa para    
   

usando el modelo modificado: 

 

 
 
 
 

                                          

                                                                                      

                                                                                    

     
 
 
 
 

Ecuación 
76 

 

 

Donde se puede usar también la siguiente notación abreviada, para reducir la longitud de la matriz: 

                              

                             
 

Ecuación 77 

 

 

Nótese que el parámetro extra sólo se calcula y usa para ejes nominalmente paralelos. Para 

articulaciones estándar, el parámetro β es igual a cero. 

 

 El análisis para esta solución es similar a la técnica aproximada enseñada en la Solución 2. Los 

parámetros cinemáticos y la localización de los ejes nominales y reales se ilustra en la Ilustración 35. Los 

parámetros ajk, α’jk, βjk y los puntos de intersección       y   
      deben ser determinados. De nuevo, los 

errores en el eje k se modelan asumiendo que los ejes giran alrededor del punto de intersección 

nominal original   
     . Esto es idéntico a la asunción hecha en la Solución 2 y así el punto de intersección 

  
      previamente derivado en la Ecuación 67 es válido. Nótese que para este caso           tiene una dirección 

equivalente para tanto el caso nominal como para el caso real. Por tanto la longitud de la articulación es 

simplemente la siguiente: 

        
             

Ecuación 78 
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Ilustración 35 - Descripción del modelo cinemático de 5 parámetros 

El punto       es el punto de intersección nominal el cual también se dio en la Solución 2. El ángulo βjk es el 

ángulo entre el eje real   
                y el plano que es perpendicular a          . Este ángulo se determina por 

proyección. La proyección de   
                en el plano,   

            , viene dada por: 

   
         

               
         

         
                  

               
Ecuación 79 

 

 

Donde la notación abreviada   
       ha sido introducida. El ángulo βjk representa un giro dextrógiro 

alrededor del vector bjk y, por tanto, la definición matemática queda así: 

 
       

  
      

   
       

   
      

Ecuación 80 

 

 

 

 

 
       

  
      

   
       

   
         

       

Ecuación 81 
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Substituyendo la Ecuación 79 en la Ecuación 80 queda el siguiente resultado más simplificado: 

 
              

         
                  

Ecuación 82 

 

 

La expresión para seno(β) no se puede simplificar. El nuevo ángulo de giro α’jk es el ángulo entre   
     y 

  
             alrededor del eje           y viene dado por las siguientes definiciones: 

 
        

  
      

   
       

   
     

Ecuación 83 

 

 

 

 
          

     
  

      

   
       

    
               

Ecuación 84 

 

 

Todos los parámetros requeridos por este modelo se pueden calcular mediante las ecuaciones 

anteriores. El análisis del Círculo de Puntos, como se ha visto en las anteriores 3 soluciones especiales 

para ejes nominalmente paralelos, es capaz de entregar los mismos parámetros dados por las técnicas 

de los Datos de Postura (Pose Data techniques). 

 

9.7 Resumen de la técnica analítica del Círculo de Puntos 
 

 La técnica analítica y experimental del Círculo de Puntos precisamente aquí descrita suministra 

en un sentido absoluto todos los parámetros geométricos fijos requeridos para calcular la posición y 

orientación de la articulación final con un grado mayor de precisión que el que fuera posible con los 

parámetros nominales. Los únicos datos no suministrados por esta técnica son las constantes de errores 

del transductor de las uniones. Sin embargo, se han sugerido mejoras para incluir las constantes de 

error, basadas en pares de datos de errores múltiples o únicos. Un resumen completo del 

procedimiento se da a continuación. 

 El experimento entrega datos de puntos en un círculo que representan los movimientos 

individuales de cada eje. Para cada eje, los puntos primeramente se encajan en un plano. La dirección 

normal al plano es el vector dirección al plano. El usuario debe tener cuidado  en este paso para 

asegurar que los puntos vectores en la dirección asumida por el modelo cinemático nominal, están en 

contraposición a la dirección opuesta. Dentro del plano obtenido, los puntos son entonces encajados en 

un círculo cuyo centro representa un punto arbitrario en el eje, el cual está representado por una línea 

en el espacio. Así, el experimento da las líneas de dirección y puntos arbitrarios    
            para cada i = 1 

hasta N. Las coordenadas de líneas Plucker para cada línea    
              

      se calculan entonces. Cada par 

de ejes adyacentes j-k, para j = 1 hasta N-1, se analiza entonces para determinar los parámetros 
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cinemáticos para cada articulación. El análisis se basa en las derivadas mostradas en las secciones 

anteriores, dependiendo de si las líneas son paralelas, casi paralelas, se cruzan o son oblicuas. El análisis 

para un par dado de ejes o líneas adyacentes en el espacio se revisa a continuación. 

 Las coordenadas de las líneas son    
         

        y    
          

         : 

1. Se calcula       , y si es igual a ±1, dentro de una tolerancia especificada las líneas son 

exactamente paralelas y la longitud de la articulación     se determina por la ecuación: 

                              
               

           
        

 

Ecuación 85 

 

El ángulo de giro es simplemente: 

             
       

       

 

Ecuación 86 

 

Los puntos de intersección únicos no existen y dj, dk no se pueden calcular explícitamente. 

2. Si        es aproximadamente ±1 dentro de una tolerancia dada, las líneas se tratan como casi 

paralelas y una de las 3 soluciones especiales (solución exacta con correcciones de ángulo, 

técnica de media aproximada, o modelo de parámetro adicional) se usa para analizar las líneas 

(ver apartado 9.6 Análisis de ejes nominalmente paralelos). 

3. Se calcula el Momento Mutuo (MM), el cual viene dado por la siguiente fórmula: 

      
        

          
         

       

 

Ecuación 87 

 

Si MM=0, entonces las líneas se cruzan y      . El punto de intersección común vendrá dado 

por la Ecuación 48, que es, como ya se ha visto: 

  
                   

                 
   
          

       

   
         

     
 

Por convención,         , y por tanto se tiene que: 

           
       

       Ecuación 88 

 

 
          

      

      
  

 

Ecuación 89 

 

4. Si MM≠0, y          , lo cual sucede en la mayoría de los casos, las líneas son oblicuas. El 

vector dirección de la articulación viene dado por la Ecuación 31, que es como se ha visto 

anteriormente: 
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Los puntos de intersección  se calculan a partir de las ecuaciones. La longitud     es la distancia 

entre estos puntos. El ángulo girado se calcula en base a la Ecuación 29, que, como se ha visto 

anteriormente, es la siguiente ecuación: 

  
        

          
         

                     

Y despejando el ángulo se tiene la siguiente ecuación: 

 
          

      

      
  

 

Ecuación 90 

 

5. Para todos los casos, el valor de desplazamiento dj, si está disponible, se calcula a partir de los 

puntos de intersección comunes a lo largo del eje j determinados mediante el análisis de los 

pares de líneas i-j y j-k: 

       
                   

                  

 

Ecuación 91 

 

 El procedimiento arriba expuesto permite obtener los parámetros disponibles para todas las 

condiciones físicas posibles. Sin embargo, las ecuaciones presentadas antes se obtuvieron para 

suministrar una comprensión clara del análisis, y no deben ser el conjunto más eficiente. Se deben 

buscar mejoras en la eficiencia, aunque el problema de la calibración no es normalmente un 

procedimiento sensible al tiempo. Esta técnica provee unos parámetros geométricos reales, y es el único 

que da un indicio exacto de la naturaleza y fuente de los errores en una manipulador manufacturado. 

Por consiguiente, será el método más útil para calibraciones del fabricante dentro de sus instalaciones. 
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10 Anexo II: Formulación de los errores de rotación y traslación de un 

sistema  

10.1 Errores de rotación de un eje 
 

Se considera  el cuerpo en rotación mostrado en la ¡Error! No se encuentra el origen de la 

referencia.. Idealmente, el cuerpo gira sobre su eje de rotación sin ningún error. Sin embargo, en 

realidad los ejes de rotación giran alrededor de un eje del marco de coordenadas de referencia con 

errores radiales δX y δY, un error axial 

δZ, y errores que se podrían llamar de 

“cabeceo” de los ejes, llamados εX y εY. 

Todos estos errores pueden también 

ser una función del ángulo de rotación 

θZ. Para un punto en el marco de 

coordenadas del eje Xn Yn Zn, uno 

usaría primero el ángulo de rotación θZ 

para transformar el punto dentro del 

marco de referencia. 

Entonces, dado que los otros errores de movimiento son pequeños, el orden de multiplicación de 

las matrices de transformación homogéneas no sería crítico. La multiplicación en secuencia de las 

matrices de transformación homogénea, que da la matriz resultante de los errores RTerr, tendría así la 

siguiente forma: 

                       
     

     
 Ecuación 92 

Teniendo en cuenta la siguiente convención en cuanto a la notación: 

 MTn es la matriz de traslación en una cantidad n a lo largo del eje n, para n=x, y ó z. 

 MGθn es la matriz de giro en un ángulo θ alrededor del eje n, para n=x, y ó z. 

El resultado general de desarrollar la matriz en la ecuación anterior sería el siguiente: 

 
       

                            

                                                                 

                                                                 

    

  
Ecuación 93 

 

Nótese que este resultado general también puede usarse para el caso general de un movimiento lineal si 

εZ se substituye por θZ. Más a menudo ocurre que los términos de segundo orden, como el caso de εX·εY 

se pueden despreciar, y se pueden asumir aproximaciones para los ángulos muy pequeños (por ejemplo, 

cos ε=1, sen ε = ε), con lo que esto lleva a convertir la ecuación anterior de la forma siguiente: 

 

       

               

               

                                 

    

  

Ecuación 94 

 

 Para los cálculos que se han empleado en este trabajo, se ha usado la ecuación sin aplicar 

aproximaciones, esto es, la Ecuación 93. 

Ilustración 36 - Movimientos y errores sobre un eje de rotación 
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11 Anexo III: Cálculo de proyección de un punto en un plano 
 

11.1 Proyección de un punto en un plano 
Se incluye aquí los cálculos necesarios para realizar la proyección de un punto sobre un plano.

 

 El cálculo de la intersección de una recta sobre un plano se ve en el siguiente apartado. 

 

11.2 Punto de intersección de recta y plano 
 

 

El cálculo de la pareja de planos que contiene a R se ve en el siguiente apartado. 

 



Identificación de Parámetros cinemáticos de un brazo robot mediante el método “Circle Point” Máster Sistemas Mecánicos 2010-2011  

76 

11.3 Pareja de planos disponibles conteniendo a una recta 
 

 

 

 

 Con estas ecuaciones de los planos P1, P2, R y P se calcula el punto de intersección. 
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11.4 Punto intersección de tres planos 
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12 Anexo IV: Cálculo de la Matriz de Transferencia del sistema de 

referencia del robot al Láser Tracker 
 

Se han tomado varios puntos, medidos tanto en el sistema de coordenadas del robot como del 

Láser Tracker. 

Tabla 8 - Puntos en SR Robot y SR LT 

 

 

 Con estos puntos se ha usado la función de MatLab Matriz_LT_Robot, que a su vez llama a la 

función AbsoluteOrientationQuaternion, que permite calcular la matriz de transformación de un sistema 

de referencia a otro. La matriz así obtenida es la siguiente: 

Tabla 9 - Matriz de transformación del LT al Robot 

 

 Pero esta es la matriz de cambio del Sistema de referencia del LT al robot, y la matriz que se 

busca es la que convierte del sistema de referencia del robot al LT, es decir, se tiene que calcular la 

inversa de esta matriz. Por tanto, la matriz que se obtiene de cambio del sistema de referencia del robot 

al Láser Tracker es la siguiente: 

Tabla 10 - Matriz de transformación del Robot al LT 
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13 Anexo V: Cálculo de los parámetros cinemáticos del robot Kuka KR 5 

sixx empleado 
 

Se ha realizado el modelado cinemático del robot empleado en el trabajo, que es un robot Kuka, y 

para ello se ha empleado el modelo cinemático de Denavit-Hartenberg, modificado según el modelo de 

Hayati-Mirmirani. 

 El robot Kuka es el que se ve en las figuras siguientes. 

 

Ilustración 37- Dimensiones robot Kuka KR 5 sixx 

 

 Aplicando el modelo anteriormente citado, se obtiene la tabla de parámetros cinemáticos, que 

permite conocer la relación entre las articulaciones del robot. 

Tabla 11 - Parámetros del modelo cinemático del robot Kuka 

 d θ a α β 
1 335 0 75 90 0 
2 0 0 270 0 0 
3 0 90 90 90 0 
4 295 0 0 90 0 
5 0 180 0 90 0 
6 80 0 0 0 0 
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14 Anexo VI: Robot KUKA KR 5 sixx R650 
 

 

 

Ilustración 38 - Datos robot Kuka KR 5 sixx 
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15 Anexo VII: Datos de entrada para las simulaciones 

15.1 Valor de Variables iniciales para las simulaciones 
 

Teniendo en cuenta que la llamada a la función de simulación por Montecarlo es: 

>> [Pmed,uPmed,I_inf,I_sup, maximos, minimos, DifP, CP_Param,tiempo] = Montecarlo_Circle_Point 

(500000, Ruidomed, Initpos, SRLT, Preflector, Angcir, Nptos, Err, Param5, r0, IntCov) 

A continuación se ve una tabla en la que se muestran las variables iniciales con las que se han 

llevado a cabo las simulaciones. 

Tabla 12 - Datos variables iniciales para realizar las simulaciones 

 

 

 

15.2 Cálculo de las diferentes matrices de transformación para la simulación 
 

Para realizar las simulaciones propuestas en el capítulo 5, apartado 5 (Para el mismo caso de 

equipo de medición, se ha cambiado la matriz de cambio del robot al Láser Tracker, considerando 

3 valores diferentes (ver los desplazamientos tomados y las matrices calculadas en el apartado 

15.2 Cálculo de las diferentes matrices de transformación para la simulación, página 82).), se 

tienen las siguientes matrices de transformación: 

1. Matriz de transformación inicial  ver anexo anterior, tabla Tabla 10 - Matriz de transformación 

del Robot al LT. 
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2. Matriz segunda  se le aplica un desplazamiento de -400mm. La matriz de desplazamiento es la 

siguiente: 

 

    

       
    
    
    

  

 

Ecuación 95 

 

Por tanto, la matriz de cambio del sistema de referencia del robot al sistema de 

referencia del equipo de medición será la siguiente: 

               Ecuación 96 

 

 

       

                                           
                                          
                                         

    

  

 

Ecuación 97 

 

 

3. Matriz tercera  se le aplica un desplazamiento de -2500mm, y se levanta +200mm en Z. La 

matriz de este desplazamiento es: 

 

    

        
    
      
    

  

 

Ecuación 98 

 

Por tanto, la matriz de cambio del sistema de referencia del robot al sistema de referencia del 

equipo de medición será la siguiente: 

               Ecuación 99 

 

 

       

                                            
                                           
                                          

    

  

 

Ecuación 100 
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16 Anexo VIII: Resultados en detalle de las simulaciones 
 

A continuación se pueden ver los resultados de las simulaciones, mostrados en detalle. 

16.1 Análisis de la influencia del uso de diferentes equipos de medición 
 

Se considera en este análisis el uso de diferentes equipos de medición (ver los 5 equipos de 

medición mostrados en la Tabla 13 - Incertidumbre de equipos de medición, en página 153). 
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16.1.1 Simulación 11 – 100.000 iteraciones – CPS 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional 64 Edition, v2003, SP2, con una CPU 

Intel Core 2 6300, 1.86GHz, 3.93Gb Ram. 
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16.1.2 Simulación 12 – 100.000 iteraciones - CPS 

 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional, versión 2002, SP2, con una CPU 

Pentium 4, 2.40GHz, 1.00Gb Ram. 

 

   

  



Identificación de Parámetros cinemáticos de un brazo robot mediante el método “Circle Point” Máster Sistemas Mecánicos 2010-2011  

87 

16.1.3 Simulación 13 – 100.000 iteraciones - CPS 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional x64 Edition, versión 2003, SP2, con 

una CPU Intel Core 2 6300, 1.86GHz,3.93Gb Ram. 
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16.1.4 Simulación 14 – 100.000 iteraciones – Simulación en CPS 

 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional x64 Edition, versión 2003, SP2, con 

una CPU Intel Core 2 6300, 1.86GHz,3.93Gb Ram. 
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16.1.5 Simulación 14 – 100.000 iteraciones – Simulación con Laptop 
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16.1.6 Simulación 15 – 100.000 iteraciones - CPS 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional, versión 2002, SP3, con una CPU Intel 

Celeron E1400, 2.00GHz, 0.99Gb RAM. 
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16.3 Análisis de la influencia de la variación del ángulo cubierto en la 

incertidumbre 
Tomando un equipo de medición, que será el Láser Tracker, se elige la articulación 4, y se lanzan 

simulaciones, tomándose los siguientes ángulos: 15°, 40°, 90° y 180°. 

16.3.1 Simulación 21 – 100.000 iteraciones – PC  i7 
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16.3.2 Simulación 22 – 100.000 iteraciones – Laptop 
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16.3.3 Simulación 23 – 100.000 iteraciones – Laptop 
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16.3.4 Simulación 24 – 100.000 iteraciones – Laptop 
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16.4 Análisis de la influencia de la variación del ángulo cubierto en la 

incertidumbre 
Con el mismo equipo de medición tomado anteriormente, se modifica la posición del reflector 

(variable Preflector), en una articulación (articulación 3), fijando 3 valores diferentes, y comprobando su 

influencia en la incertidumbre obtenida. Se fijan los valores (0,50,0), (0,70,20) y (20,100,50), en 

coordenadas (X,Y,Z). 

16.4.1 Simulación 31 – 100.000 iteraciones – Laptop 
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16.4.2 Simulación 32 – 100.000 iteraciones – PC i7 
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16.4.3 Simulación 33 – 100.000 iteraciones – Laptop 
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16.5 Análisis de la influencia de la variación del número de puntos 

considerado que se miden para cada articulación 
 

Para el mismo caso considerado anteriormente, se varía el número de puntos considerados (10, 

40, 100). 

16.5.1 Simulación 41 – 100.000 iteraciones - CPS 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional, versión 2002, SP3, con una CPU Intel 

Pentium 4, 2.40GHz, 1.00Gb RAM. 
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16.5.2 Simulación 42 – 100.000 iteraciones - CPS 

 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional, versión 2002, SP3, con una CPU Intel 

Pentium 4, 2.40GHz, 1.00Gb RAM. 
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16.5.3 Simulación 43 – 100.000 iteraciones - CPS 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional, versión 2002, SP3, con una CPU Intel 

Pentium 4, 2.40GHz, 0.99Gb RAM.  
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16.6 Análisis de la influencia de la variación de la matriz de transformación 

del SR del robot al equipo de medición 
Para el mismo caso de equipo de medición, se cambia la matriz de cambio del robot al Láser 

Tracker, considerando 3 valores diferentes (ver los desplazamientos tomados y las matrices calculadas 

en el apartado 15.2 Cálculo de las diferentes matrices de transformación para la simulación, página 82). 

16.6.1 Simulación 51 – 100.000 iteraciones – CPS 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional, versión 2002, SP3, con una CPU Intel 

Pentium 4, 2.40GHz, 1.00Gb RAM. 
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16.6.2 Simulación 52 – 100.000 iteraciones – CPS 

 

 

 

 

Ejecutada en ordenador con S.O. Windows XP Professional, versión 2002, SP3, con una CPU Intel 

Pentium 4, 2.40GHz, 1.00Gb RAM. 
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16.6.3 Simulación 53 – 100.000 iteraciones – Laptop 
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16.7 Análisis de la influencia de la variación del número de iteraciones 

ejecutado en los cálculos 
 

Se consideran dos equipos, un PC i7 64 bits, y un ordenador portátil. 

16.7.1 Simulación 21 – 100 iteraciones – PC i7 
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16.7.2 Simulación 21 – 1.000 iteraciones – PC i7 
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16.7.3 Simulación 21 – 10.000 iteraciones – PC i7 
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16.7.4 Simulación 21 – 100.000 iteraciones – PC i7 
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16.7.5 Simulación 21 – 500.000 iteraciones – PC i7 
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16.7.6 Simulación 22 – 100 iteraciones – Laptop 
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16.7.7 Simulación 22 – 1.000 iteraciones – Laptop 
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16.7.8 Simulación 22 – 10.000 Iteraciones – Laptop 
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16.7.9 Simulación 22 – 100.000 iteraciones – Laptop 
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17 Anexo IX – Funciones MatLab desarrolladas 
Se incluyen aquí el listado de las funciones que se han desarrollado para la realización de este 

proyecto. 

17.1 Genera Puntos Circle-Point 
function [Ptos_Circle_Point, 

Ptos_Original,randomnoise]=Genera_puntos_circle_point(Initpos, SRLT, 

Preflector, Angcir, Nptos, Ruidomed, Err, Param5, ShowFigure) 

  
%PARÁMETROS 
%-Initpos: Posición inicial del robot a partir de la cual se generarán los 
%círculos. Vector 1x6 con los ángulos de las articulaciones. 

  
%- SRLT: Matriz de transformación que pasa puntos del SR global del robot 
%al SR de medición del LT. Los puntos generados estarán expresados en el SR 
%del LT. 

  
%-Preflector: Matriz 6x3 con las coordenadas X Y Z de la posición del 
%reflector del LT (en posición  inicial) expresadas en el SR de la 

articulación que gira (fijo) para 
%todas las articulaciones: 
% [X1 Y1 Z1; X2 Y2 Z2;...;X6 Y6 Z6] 

  
%-Angcir: Vector 1x6 con el ángulo de giro que cubrirá cada articulación en 
%el ensayo. 

  
%-Nptos: Vector 1x6 con el número de puntos que se generarán en cada círculo 

  
%-Ruidomed: Desviación estándar de la distribución normal con la que se 
%generará aleatoriamente ruido normal DEBIDO AL INSTRUMENTO DE MEDIDA 

centrado en el valor nominal en cada 
%coordenada. Consideraremos con carácter general un valor de desviación tal 
%que 2sigma sea aprox el 95% del error máximo del instrumento de medida 
%(LT, Estación total, indoor gps,...). Cero si no se desea ruido. EXPRESADA 
%EN MICRÓMETROS. Vector 1x2, que significa: Ruido= A + B*L 
%siendo A el primer valor, en microm, y B en microm/m. 

  
%-Err: Matriz 6x20 con los errores de giro a inducir en cada una de las 
%articulaciones. Cada fila tiene estas componentes: 
%[dx dy dz Ex Ey T1 T2 T3 T4 T5 fi1 fi2 fi3 fi4 fi5 R1 R2 R3 R4 R5] 
%Son los términos habituales correspondientes al modelado de errores en ejes 
%giratorios (matriz Slocum).dx, dy, dz son los deltas en cada uno de los 
%ejes para la traslación respecto al sistema de referencia fijo y Ex, Ey 
%son giros entorno a X e Y del sistema fijo. Ez no se considera porque la 
%rotación es entorno a Z. Todos los errores se van a generar dependientes del 

valor del 
%ángulo de giro de la articulación en cada momento, por lo que lo que se 
%introducirá en esta matriz serán las amplitudes máximas de estos errores. 
%Su valor final se modelará como: 
%   A sen((2pi/T)tita + fi) 
%por tanto dependiente del valor de giro en cada momento. Siendo: 
%-A: el valor introducido en los términos de error (amplitud). En la matriz 

milímetros 
%para desplazamietos y grados para giros. Si no se desean errores los 5 
%primeros términos igual a 0. 
%-T: Periodo de la oscilación EN RADIANES (normalmente consideraremos 2pi). 
%En la matriz se especifica uno para cada error. 
%- tita: Será el valor de giro de la articulación en cada momento 
%- fi: fase EN RADIANES, una para cada error en la matriz. (normalmente 

consideraremos 0) 
%Modelando este error en función de tita, en cada posición de giro de una 
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%articulación, su SR estará en una posición distinta para cada tita. Se 
%obtendrá la matriz de este sistema al SR nominal de la articulación para 
%cada ángulo. Los parámetros R1 a R5 son desviaciones estándar de la 

distribución normal con la que se 
%generará aleatoriamente ruido normal al valor de cada error.0 si no se 
%desea generar ruido. 

  
%- Param5: Vector con los parámetros DH del robot 
%- ShowFigure: Muestra o no la figura. Variable booleana (true o false) 

  
%SALIDA 
%Ptos_Circle_Point, Ptos_Original: EL primero contiene los puntos generados 
%contemplando defectos y ruido, mientras que el segundo contiene la 
%trayectoria nominal sin considerar defectos ni ruido. Vector 9 elementos 
%por fila, de los que son 3 XYZ y los otros 6 los ángulos de las 
%articulaciones en ese punto 

  
%-randomnoise: vector 6x3xn con valores aleatorios sumados a cada coordenada 
%dentro del intervalo especificado en Ruidomed 

  
%% ************ INICIALIZA VARIABLES ***********  
max_nptos=max(Nptos); 
Ptos=zeros(max_nptos,9); 
Ptos_Orig=zeros(max_nptos,9); 
randomnoise=zeros(6,3,max_nptos); 
Incang=zeros(1,6); 
Ptos_Circle_Point=zeros(6,max_nptos,9); 
Ptos_Original=zeros(6,max_nptos,9); 
Posact=Initpos; 
%cont=0; 

  
%% ******* PARA CADA ARTICULACION de 1 a 6 ************ 
for i=1:6 
    %Incremento de giro para la generación en la articulación actual 
    %i es un valor 1..6 que corresponde a la articulación que se está girando 
    Incang(i)=Angcir(i)/(Nptos(i)-1);  
    k=0; 
    %% **** Para cada punto j espaciado un ángulo Incang ****** 
    for j=Initpos(i):Incang(i):(Initpos(i)+Angcir(i))% COMPROBAR NUMERO DE 

PUNTOS 
      %Obtener coordenadas del reflector del LT en SR global robot 
      %j cotiene el valor del ángulo, para la articulación actual, y 
      % va girando en cada punto 
      Angi=Posact; 
      Angi(i)=j;  
      jrad=deg2rad(j);  %jrad contiene el valor del ángulo en radianes 
      %Preflector contiene las coordenadas del reflector para la posición 
      %inicial de la articulación expresadas en sistema referencia fijo de la 
      %articulación que gira. Se aplica un giro entorno al eje Z de ese 

sistema 
      %de referencia para ir obteniendo la posición del reflector en ese 
      %sistema fijo, y posteriorente en el robot 

  
      %% Calcula la matriz GZs de giro para ese punto SIN errores 
      %La matriz de giro sobre Z, sin errores, para hacer esto sería: 
      %GZs=[cos(jrad) -sin(jrad) 0 0; sin(jrad) cos(jrad) 0 0; 0 0 1 0;0 0 0 

1]; 
      %No se usa esta matriz - solo como información 

  
      %% Calcula los errores, y calcula la matriz de giro GZ con errores 
      %Construimos la matriz de giro con errores  
      %[dx dy dz Ex Ey T1 T2 T3 T4 T5 fi1 fi2 fi3 fi4 fi5 R1 R2 R3 R4 R5] 
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      %A*sen((2pi/T)tita + fi) 
      dx=Err(i,1)*sin((2*pi/Err(i,6))*jrad+Err(i,11)); 
      dy=Err(i,2)*sin((2*pi/Err(i,7))*jrad+Err(i,12)); 
      dz=Err(i,3)*sin((2*pi/Err(i,8))*jrad+Err(i,13)); 
      Ex=deg2rad(Err(i,4))*sin((2*pi/Err(i,9))*jrad+Err(i,14)); 
      Ey=deg2rad(Err(i,5))*sin((2*pi/Err(i,10))*jrad+Err(i,15)); 
      %Ruido aleatorio a cada error. 
      dx=dx+Err(i,16)*randn(1,1); 
      dy=dy+Err(i,17)*randn(1,1); 
      dz=dz+Err(i,18)*randn(1,1); 
      Ex=Ex+Err(i,19)*randn(1,1); 
      Ey=Ey+Err(i,20)*randn(1,1); 

   
      %Matriz de giro sobre Z, considerando los errores 
      GZ=[cos(Ey)*cos(jrad) -(cos(Ey)*sin(jrad)) sin(Ey) dx;... 
          (sin(Ex)*sin(Ey)*cos(jrad))+(cos(Ex)*sin(jrad)) 

(cos(Ex)*cos(jrad))-(sin(Ex)*sin(Ey)*sin(jrad)) -(sin(Ex)*cos(Ey)) dy;... 
          -(cos(Ex)*sin(Ey)*cos(jrad))+(sin(Ex)*sin(jrad)) 

(sin(Ex)*cos(jrad))+(cos(Ex)*sin(Ey)*sin(jrad)) cos(Ex)*cos(Ey) dz;... 
          0 0 0 1]; 

       
      %% ** Calcula el punto del círculo con errores y sin errores **** 
      Ptocirloc=GZ*[Preflector(i,:) 1]';%Punto con errores 
      %Ptocirlocs=GZs*[Preflector(i,:) 1]';%Punto sin errores - no se usa 
      %Solo toma los 3 primeros valores, que son XYZ 
      Ptocirloc=Ptocirloc(1:3);     %Punto con errores 
      %Ptocirlocs=Ptocirlocs(1:3);   %Punto sin errores- no se usa ya 

       

       
      %Ptocir en SR global del robot 
      %ATENCION: 
      %MOTIVADO POR COHERENCIA EN LA DEFINICIÓN DE SRs y  
      %porque el método del circle point se basa en esta coherencia.  
      %Respecto al modelo del robot original, se cambia el SR4 original por 
      %un SR4 con el ejeZ al revés. Este cambio afecta a los parámetros 
      %alfa34 y alfa45. ahora alfa34=90 y alfa45=-90. Esto tiene como 
      %consecuencia que se deben cambiar de signo todas las lecturas de 
      %ángulo del robot EXCEPTO LA DEL EJE 5. Dentro del modelo 
      %PBETAfRobotMKR5sixxDHHpar no se cambia de signo la lectura del 5 
      %para que esto funcione. como alfa45=-90, también se cambia el SR5 
      %para que alfa45 sea 90, por lo que tita45 pasa a ser 0 y tita56 pasa 
      %a 180. 

             
      %El modelado de la excentricidad se va a basar en considerar que el 
      %SR ligado a una articulación determinada permanece fijo y hay otro 

sistema 
      %de referencia en esa articulación, que inicialmente es igual que ese, 

pero 
      %que gira con el giro de la articulación y tiene los efectos de la 

excentricidad 
      %(de la matriz de errores). La matriz de cambio entre ese SR y el fijo 

tiene 
      %en cuenta la excentricidad Y YA EL GIRO, por lo que la relación entre 

el sistema 
      %con excentricidad y el siguiente "fijo" será la relación inicial de 

los 
      %parámetros nominales. POR ESO SE OBTIENEN LAS MATRICES NOMINALES CON 
      %ÁNGULO DE GIRO 0, porque el ángulo lo considera GZ. 

       
      %% Calcula la matriz de cambio del origen a la articulación actual 
      %Calcula las matrices de cambio de una articulación a la anterior 
      %según D/H-H 
      if i>1       %sólo realiza el cálculo si es articulacion 2..6 
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           [M0A6 M0A1 M1A2 M2A3 M3A4 M4A5 M5A6] = 

PBETAfRobotMKR5sixxDHHpar([0 0 0 0 0 0], Param5); 
      end 
      %Selecciona el valor adecuado de matriz M según en qué articulación 
      %se encuentra 
      switch i 
          case 1 
              M=[1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1]; 
          case 2 
              M=GZ1*M0A1; 
          case 3 
              M=GZ1*M0A1*GZ2*M1A2; 
          case 4 
              M=GZ1*M0A1*GZ2*M1A2*GZ3*M2A3; 
          case 5 
              M=GZ1*M0A1*GZ2*M1A2*GZ3*M2A3*GZ4*M3A4;     
          case 6 
              M=GZ1*M0A1*GZ2*M1A2*GZ3*M2A3*GZ4*M3A4*GZ5*M4A5;     
      end 

  
      %% Cambia la referencia del punto de la articulación actual, al 
      % origen del robot y después al Sistema de Referencia del Láser 
      % Tracker 
      PtocirRobot=M*[Ptocirloc; 1]; 
      %Expresar el punto en SR LT de medición 
      PtocirLT=SRLT*PtocirRobot; 
      PtocirLT=PtocirLT(1:3);     
      PtocirLTr=PtocirLT; 

       

  
      %% Añade ruido aleatorio debido al instrumento de medida 
      %Añadir defectos del robot antes del ruido de medida     
      %El ruido vendra dado por: Ruido= A + B*L 
      %Una vez generado el punto nominal añadir ruido a las 3 coordenadas. 
      %Será un ruido aleatorio correspondiente a una distribución normal de 
      %media el valor de la coordenada y desviación estándar la indicada en 
      %el parámetro. 

       
      %r=(ub-lb)*rand(n,1)+lb; 
      k=k+1; 
      intervalo=Ruidomed(1)+Ruidomed(2)*(PtocirLTr/1000);%int en microm 
      randomnoise(i,:,k)=2*intervalo(1:3).*rand(3,1)-intervalo(1:3);%um 
      randomnoise(i,:,k)=randomnoise(i,:,k)/1000;%Pasar de microm a mm 

       
      PtocirLTr(1)=PtocirLTr(1)+randomnoise(i,1,k); 
      PtocirLTr(2)=PtocirLTr(2)+randomnoise(i,2,k); 
      PtocirLTr(3)=PtocirLTr(3)+randomnoise(i,3,k); 

           
      %% Guardar el punto con/sin ruido debido al instrumento de medida 
      Ptos_Orig(k,:)=[PtocirLT(1:3)' -Angi];%Negativo porque el robot Kuka da 

los ángulos negativos 
      Ptos(k,:)=[PtocirLTr(1:3)' -Angi]; 
    end 
    %% *** Guarda puntos del circulo de la articulación actual en las 
    % variables de salida y pasa a la siguiente articulación 
    Ptos_Circle_Point(i,:,:)=Ptos(:,:); 
    Ptos_Original(i,:,:)=Ptos_Orig(:,:); 
    Ptos=zeros(max_nptos,9); 
    Posact=Angi; 

     
    %% Guardar la matriz de error de la articulación i en la última posición 
    %de giro de esta articulación ya que es necesaria para generar puntos 
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    %en el resto de articulaciones. todas las que vengan detrás estarán 
    %afectadas por este error. 
    eval(['GZ' num2str(i) '=GZ;']); 

     
end 

  
%% Muestra los puntos generados 
if ShowFigure 
    figure; 
    col=['r' 'g' 'b' 'c' 'm' 'k']; 
    for i=1:6 
      Ptos(:,:)=Ptos_Circle_Point(i,:,:); 
      plot3(Ptos(1:Nptos(i),1),Ptos(1:Nptos(i),2),Ptos(1:Nptos(i),3),['.' 

col(i)]); 
      axis equal; 
      hold on; 
    end 
    grid on; 
    xlabel('X'), ylabel('Y'), zlabel('Z') 
end 
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17.2 Coordenadas Plücker Ejes 
 

function [Plucker, P_Circulos, SR0, Distcirculo, Distplano, Distcilindro, 

sigmaPlano, sigmaCirculo, sigmaCilindro, Angfin]=... 
    Coordenadas_Plucker_Ejes(Ptos_Circle_Point, Nptos, r0, Param5, ShPoints, 

ShBestfitCircles, ShNormals, ShrefS, ShEx, SRLT) 
%Calcula las coordenadas Plucker correspondientes a los 6 ejes del robot 
%con los datos de entrada obtenidos, bien sea de una GENERACION DE PUNTOS 
%completa del robot según el método del Circle-Point, o de las lecturas 
%tomadas con un instrumento de medición (p.ej., Láser Tracker) de la posición 
%de cada articulación del robot. En la simulación se utilizará esta 
%función, que permite detectar automáticamente si las normales obtenidas 
%están o no en la misma dirección que los ejes Z del robot. Si no lo están 
%se cambia su sentido automáticamente. Con datos reales, se necesitará 
%disponer y suministrar a esta función con la matriz que pasa de SRLT al 
%SR robot. 

  
%PARAMETROS: 
%- Ptos_Circle_Point. Matriz 6x1000x9 con los puntos de los círculos 
%medidos en SRLT. 

  
%-Nptos: Vector 1x6 con el número de puntos de cada 
%círculo. 

  
%-r0: Vector 1x6 con los estimadores de los radios de los círculos 
%descritos por el reflector en cada articulación 

  
%-Param5: Parámetros del robot 

  
%-ShPoints, ShBestfitCircles, ShNormals, ShrefS, ShEx: Indican si se 
%representarán en el resultado gráfico los puntos, círculos aproximados, 
%normales a los planos, sistemas de referencia del robot y gráficas de 
%excentricidad. Variables booleanas: Pueden ser TRUE o FALSE.  

  
%- SRLT: Matriz de transformación que pasa puntos del SR global del robot 
%al SR de medición del LT utilizada en la generación de puntos. Los puntos 

generados estarán expresados en el SR 
%del LT. 

  
%SALIDA 
%-Plucker: Matriz 6x6 que contiene por filas las coordenadas Pücler de los 
%ejes del robot obtenidas por circle-point 

  
%-P_Circulos: Matrix 6x7 que contiene por filas Centro, radio y normal del 
%círculo ajustado en cada eje. 

  
%-SR0: Devuelve la matriz de cambio del Sistema de Referencia 0, es decir, 
%del origen de coordenadas del robot. Contiene los vectores de cambio del 
%eje X,Y,Z, por columnas. (eje X=columna 1, etc). Matriz 4x4. 

  
%-Distcirculo: Vector 6x1000 que contiene por filas las distancias de los 

puntos al 
%círculo de ajuste en cada eje 

  
%-Distplano: Vector 6x1000 que contiene por filas las distancias de los 

puntos al 
%plano de ajuste en cada eje 

  
%-Distcilindro: Vector 6x1000 que contiene por filas las distancias de los 

puntos al 
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%cilindro que contiene al círculo de ajuste en cada eje 

  
%-sigmaPlano: Vector 1x6 con las desviaciones estándar de la distribucion de 

distancias al 
%plano para los 6 ejes. 

  
%-sigmaCirculo: Vector 1x6 con las desviaciones estándar de la distribucion 

de distancias al 
%círculo para los 6 ejes. 

  
%-sigmaCilindro: Vector 1x6 con las desviaciones estándar de la distribucion 

de distancias al 
%cilindro para los 6 ejes. 

  
%% ****** INICIALIZA VARIABLES ******** 
%Se alojan las variables para mayor velocidad de la función 
max_nptos=max(Nptos); 
Distplano=zeros(6,max_nptos); 
Distcirculo=zeros(6,max_nptos); 
Distcilindro=zeros(6,max_nptos); 
dplane=zeros(6,max_nptos); 
dcircle=zeros(6,max_nptos); 
Si=zeros(3,6); 
S0i=zeros(3,6); 
x0i=zeros(3,6); 
ri=zeros(3,6); 
rni=[0 0 0 0 0 0]; 
Plucker=zeros(6,6); 
P_Circulos=zeros(6,7); 
sigmaPlano=rni;%Vector 1x6 con todo ceros 
sigmaCirculo=rni; 
sigmaCilindro=rni; 
Proy=zeros(6,3);%Guarda un valor por articulacion para colocar el nº 
Pproy=zeros(max_nptos,3); 
cp=zeros(max_nptos,3); 

  
%Representar círculos de puntos, círculos ajustados y normales con 
%dirección 
col=['r' 'g' 'b' 'c' 'm' 'k']; 
longflecha=[150 150 150 150 150 150]; 
longSR=[50 50 50 50 50 50]; 
incnum=10;%Separación del texto Nº articulación al primer punto 

  
%Asigna valores de PuntoInicial y AnguloFinal 
PtoIni(:,:)=Ptos_Circle_Point(1,1,:); 
PtoIni=PtoIni'; 
Angfin(:,:)=Ptos_Circle_Point(6,Nptos(6),4:9); 
Angfin=Angfin';%Se transpone para que de una matriz de 1 fila 

  
%% ***** PARA CADA ARTICULACION ****** 
for i=1:6 
  Ptos(:,:)=Ptos_Circle_Point(i,:,:); 
  PtosEje(:,:)=Ptos(1:Nptos(i),:); 

  
  %% Obtiene el plano y circulo que mejor se ajusta a los puntos 
  %Obtener el plano que mejor ajusta a los puntos del círculo 
  [x0, Eje, dist, normd] = lsplane(PtosEje(:,1:3)); 
  Si(:,i)=Eje;%Dirección normal - cosenos directores 
  x0i(:,i)=x0;%Centroide de los datos 
  %S cosenos directores de la normal al plano 
  %d distancias de los puntos al plano ajustado 
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  %Debe asegurarse que el sentido de la normal coincida con el eje Z de la 
  %articulación segun el modelo. Esto se hará visualmente dado que los 
  %puntos están expresados en SRLT y a priori no es posible asegurar su 
  %orientación. Función Cambia_sentido_ejes 

     
  %Proyección ortogonal de los puntos del círculo en el plano 
  %1. Pareja de planos que contienen a la normal al plano 
  %calcular la pareja de planos en función de los valores de los cosenos 
  %directores de la normal  

  
  %Ajustar círculo con los puntos. Esta función obtiene el plano de ajuste, 
  %el círculo y los vectores de distancias al plano, al círculo y al 
  %cilíndro 
  %El centro círculo estimado ya está calculado por lsplane en x0 
  % y la normal al plano es la variable Eje obtenida antes por lsplane 
  %[x0n1, an1, rn1, dc1, e1, f1, sigmah, conv, Vx0n, Van, urn, GNlog, a, R0, 

R] = ls3dcircle(PtosEje(:,1:3), mean(PtosEje(:,1:3))', Si(:,i), r0(i), 1e-6, 

1e-6); 
  [x0n, an, rn, dc, e, f, sigmah, conv, Vx0n, Van, urn, GNlog, a, R0, R] = 

ls3dcircle(PtosEje(:,1:3), x0, Eje, r0(i), 1e-6, 1e-6); 

  
  %% Guarda los valores de Si, ri, P_Circulos y otros 
  Si(:,i)=an; %normal 
  ri(:,i)=x0n; %punto del eje (centro del círculo) 
  rni(i)=rn; %radio del círculo. 

  
  P_Circulos(i,:)=[x0n' rn an']; %Centro, radio y normal 
  Distcirculo(i,1:Nptos(i))=dc'; 
  Distplano(i,1:Nptos(i))=e'; 
  Distcilindro(i,1:Nptos(i))=f'; 
  %Desviaciones estándar de la distribucion de distancias al plano 
  sigmaPlano(i)=std(dc); 
  sigmaCirculo(i)=std(e); 
  sigmaCilindro(i)=std(f); 

  
  PtosEje=[]; 
end 

  
%% Comprueba si la normal eje Z calculado del robot coincide con normal SRLT 
% y si es diferente, cambia la dirección de Si(:,i) 
%Reconocer si las normales obtenidas tienen la misma dirección o dirección 
%contraria a los ejes Z del modelo del robot.  
[M0A6 M0A1 M1A2 M2A3 M3A4 M4A5 M5A6] = PBETAfRobotMKR5sixxDHHpar(Angfin, 

Param5); 

  
%Para cada articulación se realiza el producto escalar (cos fi) entre el 
%eje Z del SRLT y el eje Z de la articulación, definido por Si(:,i) 
%Si es < 0 ==> Si(:,i) tiene que cambiarse de signo para que vaya en la 
%misma dirección que el SRLT 
%cos_ang no es realmente el cos_ang. Sería cos_ang si: 
%cos_ang=dot(norm(x1),norm(x2)); 

  
%SR0_1 
cos_ang=dot(SRLT(1:3,3),Si(:,1)); 
if (cos_ang<0)  
Si(:,1)=-Si(:,1); 
end 
%Eje Z nominal articulación 1 expresado en SRLT 
EZn(1:3,1)=SRLT(1:3,3); 

  
%SR2 
M=SRLT*M0A1; 
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cos_ang=dot(M(1:3,3),Si(:,2)); 
if (cos_ang<0)  
Si(:,2)=-Si(:,2); 
end 
%Eje Z nominal articulación 2 expresado en SRLT 
EZn(1:3,2)=M(1:3,3); 

  
%SR3 
M=M*M1A2; 
cos_ang=dot(M(1:3,3),Si(:,3)); 
if (cos_ang<0)  
Si(:,3)=-Si(:,3); 
end 
%Eje Z nominal articulación 3 expresado en SRLT 
EZn(1:3,3)=M(1:3,3); 

  
%SR4 
M=M*M2A3; 
cos_ang=dot(M(1:3,3),Si(:,4)); 
if (cos_ang<0)  
Si(:,4)=-Si(:,4); 
end 
%Eje Z nominal articulación 4 expresado en SRLT 
EZn(1:3,4)=M(1:3,3); 

  
%SR5 
M=M*M3A4; 
cos_ang=dot(M(1:3,3),Si(:,5)); 
if (cos_ang<0)  
Si(:,5)=-Si(:,5); 
end 
%Eje Z nominal articulación 5 expresado en SRLT 
EZn(1:3,5)=M(1:3,3); 

  
%SR5 
M=M*M4A5; 
cos_ang=dot(M(1:3,3),Si(:,6)); 
if (cos_ang<0)  
Si(:,6)=-Si(:,6); 
end 
%Eje Z nominal articulación 6 expresado en SRLT 
EZn(1:3,6)=M(1:3,3); 

  
%% ****** Guarda coordenadas Plücker ******** 
for i=1:6 
 S0i(:,i)=cross(ri(:,i), Si(:,i)); 
 Plucker(i,:)=[Si(:,i)' S0i(:,i)']; 
end 

  
%% Si tiene que mostrar alguna gráfica ==> PARA CADA ARTICULACION i=1..6 
%ShowSth=show something = tiene que mostrar algo 
ShowSth=(ShPoints || ShEx || (ShBestfitCircles) || (ShrefS) || ShNormals); 

  
if ShowSth 
 for i=1:6 
  %Puntos 
  Ptos(:,:)=Ptos_Circle_Point(i,:,:); 
  %% Si se permite, muestra los puntos del circulo, y el nºarticulación 
  if (ShPoints) 
    if (i==1) 
      h3=figure('Color','w','Name','Circle Point Method: Joints circles and 

normal direction','NumberTitle','off'); 
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    end  
    figure(h3); 
    plot3(Ptos(1:Nptos(i),1),Ptos(1:Nptos(i),2),Ptos(1:Nptos(i),3),['.' 

col(i)]); 
    axis equal; 
    hold on; 
    %Representar el número de articulación junto al primer punto capturado en 
    %cada una 
    

text(Ptos(1,1)+incnum,Ptos(1,2)+incnum,Ptos(1,3)+incnum,num2str(i),'Color',co

l(i),'FontSize',16,'FontWeight','bold'); 
  end 

   
  %% Proyectar un punto del círculo en el plano XY de la articulación 
  %Punto p=Ptos(i,1:3) ---- Plano XY = [0 0 1] 
  %Se define la recta R que pasa por el punto P y es ortogonal al plano XY 
  % es decir, que pasa por Si(1:3,i) 
  %Se calculan los planos P1 y P2 que contienen a R 
  %Se calcula el punto intersección de los 3 planos, P1, P2 y XY 
  p=Ptos(1,1:3); 
  if (abs(Si(3,i))> 1e-6) 
    P1=[1 1 -(Si(1,i)+Si(2,i))/Si(3,i) ((p(3)*(Si(1,i)+Si(2,i)))/Si(3,i))-

p(1)-p(2)]; 
    P2=[1 2 -(Si(1,i)+2*Si(2,i))/Si(3,i) 

((p(3)*(Si(1,i)+2*Si(2,i)))/Si(3,i))-p(1)-2*p(2)]; 
  elseif (abs(Si(2,i))> 1e-6) 
    P1=[1 -(Si(1,i)+Si(3,i))/Si(2,i) 1 ((p(2)*(Si(1,i)+Si(3,i)))/Si(2,i))-

p(3)-p(1)]; 
    P2=[1 -(Si(1,i)+2*Si(3,i))/Si(2,i) 2 

((p(2)*(Si(1,i)+2*Si(3,i)))/Si(2,i))-2*p(3)-p(1)]; 
  elseif (abs(Si(1,i))> 1e-6) 
    P1=[-(Si(2,i)+Si(3,i))/Si(1,i) 1 1 ((p(1)*(Si(2,i)+Si(3,i)))/Si(1,i))-

p(2)-p(3)]; 
    P2=[-(Si(2,i)+2*Si(3,i))/Si(1,i) 1 2 

((p(1)*(Si(2,i)+2*Si(3,i)))/Si(1,i))-p(2)-2*p(3)];   
  else 
      %ERROR - No puede ser: sólo llega aquí si Si=[0 0 0] 
  end 
  U=[Si(:,i)'; P1(1:3);P2(1:3)]; 
  T=[-(-(Si(1,i)*x0i(1,i)+Si(2,i)*x0i(2,i)+Si(3,i)*x0i(3,i))) -(P1(4)) -

(P2(4))]'; 
  Proy(i,:)=(U\T)';%Punto referenciado al centroide del círculo (usa x0i) 
  %Se usa para calcular después la matriz de giro MG del SRplano al SRLT 

   
  %Proyectar todos los puntos en el plano y obtener las distancias con 
  %signo. Para ver la excentricidad que tiene la articulación hay que 
  %hacerlo respecto al plano nominal. si se hace respecto a los datos con 
  %error, no se verá excentricidad. Los datos con error, por ejemplo, 
  %pueden estar en un plano perfecto girado respecto al nominal (con una 
  %excentricidad senoidal de periodo 2pi en z). En ese caso las distancias 
  %al plano calculado serían cero y sin embargo habría excentricidad 
  %respecto al nominal. 
  %Realmente deberán obtenerse las distancias respecto a un plano paralelo 
  %al nominal por el centro del círculo identificado en el circle point. 

   
  %% Dentro de la articulación - Para cada punto del círculo 
  for m=1:Nptos(i) 

  
      p=Ptos(m,1:3); 
      %% Obtiene PProy=proyección del punto sobre el plano normal 
      % al vector Si(,i) 
      if (abs(Si(3,i))> 1e-6) 
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        P1=[1 1 -(Si(1,i)+Si(2,i))/Si(3,i) 

((p(3)*(Si(1,i)+Si(2,i)))/Si(3,i))-p(1)-p(2)]; 
        P2=[1 2 -(Si(1,i)+2*Si(2,i))/Si(3,i) 

((p(3)*(Si(1,i)+2*Si(2,i)))/Si(3,i))-p(1)-2*p(2)]; 
      elseif (abs(Si(2,i))> 1e-6) 
        P1=[1 -(Si(1,i)+Si(3,i))/Si(2,i) 1 

((p(2)*(Si(1,i)+Si(3,i)))/Si(2,i))-p(3)-p(1)]; 
        P2=[1 -(Si(1,i)+2*Si(3,i))/Si(2,i) 2 

((p(2)*(Si(1,i)+2*Si(3,i)))/Si(2,i))-2*p(3)-p(1)]; 
      elseif (abs(Si(1,i))> 1e-6) 
        P1=[-(Si(2,i)+Si(3,i))/Si(1,i) 1 1 

((p(1)*(Si(2,i)+Si(3,i)))/Si(1,i))-p(2)-p(3)]; 
        P2=[-(Si(2,i)+2*Si(3,i))/Si(1,i) 1 2 

((p(1)*(Si(2,i)+2*Si(3,i)))/Si(1,i))-p(2)-2*p(3)];   
      else 
          %ERROR - No puede ser: sólo llega aquí si Si=[0 0 0] 
      end 
      U=[Si(:,i)'; P1(1:3);P2(1:3)]; 
  %Proyectar los puntos en un plano paralelo al XY del SR nominal que pasa 
  %por el centro del círculo. Esta es la forma de obtener la excentricidad 
  %respecto al SRnominal sin desfase de excentricidad, dado que se obtendrá 
  %la misma situación que produce el movimiento que hace el SR con 

excentricidad alrededor del fijo de 
  %cada articulación. Dado que este es el generador, se debe tener en 
  %cuenta que todas las articulaciones que van detrás de la actual sufrirán 
  %esta excentricidad, de modo que, excepto en la primera, la excentricidad 
  %que se obtiene es acumulada. Para obtener la excentricidad real de cada 
  %articulación a partir de medidas del circle-point habrá que hacer un 
  %offset al plano nominal de acuerdo a la posición que ocupe el SR con 
  %excentricidad anterior(No creo que haga falta porque no hay giro del 

anterior y el centro  
  %del círculo por el que pasará el plano ya estará en la pos 

correspondoiente a la excentricidad). En principio, los datos que se van a 

obtener de 
  %la excentricidad son puramente axiales o radiales, de modo que en 
  %identificación de los términos de la matriz de excentricidad no será 
  %posible a partir de estos datos determianr giros. Es como si únicamente 
  %el SR se trasladase,porque solo hay información de la trayectoria que 
  %sigue un punto (CON 2 MEDIDAS A DIFERENTES DISTANCIAS PODEMOS SABER ALGO 

DEL GIRO!!!) 
  %De ese modo, en la posición de la articuaión anterior, el SR con 
  %excentricidad tendrá la misma orientación que el nominal pero con el 
  %offset que le corresponda. OJO, porque en caso de que existan 
  %errores de giro, el efecto de un giro en las excentricidades dependerá 
  %de a qué diámetro esté colocado el reflector, cuanto más lejos mayores 
  %distancias al plano o círculo tendremos dado un giro. Si esto lo 
  %traducimos directamente solo en desplazamientos a partir de datos de 
  %excentricidad no iría bien. Por el momento solo representar las 
  %excentricidades, después ya veremos las correcciones. OJO también con 
  %las correcciones. Una cosa es intentar conocer la excentricidad real (uqe 

mediríamos con un comparador) 
  %En ese caso efectivamente hay que sacarlo respecto al plano teórico y no 
  %al de mínimos cuadrados. Otra cosa es que mteméticamente el modelo va a 
  %ir perfectamente si en lugar de los parámetros nominales se consideran 
  %los del circle point, que no verían excentricidad por ejemplo axial en 
  %el caso de que fuera, por ejemplo una con un periodo de 2pi en dirección 
  %axial. El modelo iría bien, aunque no sería la situación real de 
  %excentricidad. 

   
  %Habría que proyectar en el plano de circle-point en ese caso, de modo 
  %que, aunque realmente tenemos una excentricidad el modelo de 
  %circle-point únicamente debe considerar la excentricidad "ficticia" que 
  %ve desde su propio modelo que en el ejemplo del plano inclinado sería 
  %nula. Así que todo esto depende de cómo se quiera afrontar una posterior 
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  %corrección de la excentricidad. Parece que tiene sentido llevarse los 
  %sistemas de referencia nominales a los orígenes del circle point y ahí 
  %caracterizar la excentricidad REAL. Esto afectaría a los parámetros 
  %nominales y daría otro conjunto de parámetros "nominales" con cambios en a 

y d, pero 
  %no en los ángulos. En ese caso, parece lógico si solo se consideran 
  %desplazamientos en la excentricidad proyectar los puntos en el plano 
  %nominal (eliminar la excentricidad axial) y ahí caracterizar la 
  %excentricidad radial respecto al círculo teórico, no respecto al de 
  %mínimos cuadrados. El problema es que el círculo teórico depende de las 
  %coordenadas del reflector (p. ej. en la primera posición) respecto a la 
  %posición del modelo, dato que no tenemos a partir de las medidas del 
  %circle-point. CONCLUSIÓN: Hay que caracterizar la excentricidad en el 
  %plano de circle point y respecto al círculo de mínimos cuadrados. Con 
  %respecto a la excentricidad radial, de momento se va a representar el 
  %valor de excentricidad radial respecto al círculo de mínimos cuadrados en 

el plano de mínimos cuadrados. 
  %Para una posterior corrección de esta excentricidad habrá que ver la 
  %relación de cada lectura con el SR final, de modo que se pueda 
  %distribuir adecuadamente la excentricidad entre x e y. La distancia de 
  %el centro obtenido al primer punto del reflector debería ser constante. 
  %Las variaciones de esa distancia se deben al movimiento del centro, y pr 
  %tanto a excentricidad. Además, esto hy ue relacionarlo con el giro 
  %medido. aplicando el giro al vector que une el centro y la primera 
  %posición del reflector tendríamos dónde debería estar en la segunda y 
  %por la medida dónde está realmente. ese incremento en X e Y es el que se 
  %debe corregir en cada posición de giro. 
      T=[-(-(Si(1,i)*ri(1,i)+Si(2,i)*ri(2,i)+Si(3,i)*ri(3,i))) -(P1(4)) -

(P2(4))]'; 
      %Punto junto a la circunferencia del círculo (usa ri(1:3,i) ) 
      Pproy(m,1:3)=(U\T)';%Pproy=inv(U)*T; 

       
      %% Calcula la distancia AXIAL del punto al punto proyectado 
      cp(m,:)=p-Pproy(m,:);%Diferencia con 1º punto p, en valor XYZ 
      dplane(i,m)=norm(cp(m,:));%Distancia (valor escalar) al plano 
      if(abs(dplane(i,m))<1e-6) 
          dplane(i,m)=0;%Si se hace 0, cp debe hacerse 0.Si no,se hace NaN o 

Inf 
          %cp(m,:)=0; 
      else 
          cp(m,:)=cp(m,:)/dplane(i,m);%cp queda como vector direccion de la 

distancia 
      end 

       
      %signo de la distancia (positivo en dirección de la normal, negativo al 

otro lado del plano) 
      %cos_ang=dot(cp(m,:),Si(:,3)); 
      cos_ang=dot(cp(m,:),Si(:,i)); 
      if (cos_ang<0)  
        dplane(i,m)=-dplane(i,m); 
      end 

       
      %% Calcula la distancia RADIAL del punto proyectado a la 
      % circunferencia 
      %Distancia de los puntos proyectados al círculo. Positiva punto por 
      %fuera del círculo, negativa punto por dentro. 
      Rm=sqrt((Pproy(m,1)-ri(1,i))^2+(Pproy(m,2)-ri(2,i))^2+(Pproy(m,3)-

ri(3,i))^2); 
      dcircle(i,m)=Rm-rni(i); 
      if(abs(dcircle(i,m))<1e-6) 
          dcircle(i,m)=0; 
      end 
  end 
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  %% Si ShEx-> Muestra el gráfico y las distancias de excentricidad axial y 
  % radial calculadas para la articulación 
  if (ShEx) 
      %plano 
      if (i==1) 
          h1=figure('Color','w','Name','AXIAL Circle-Point 

Eccentricity','NumberTitle','off'); 
          h2=figure('Color','w','Name','RADIAL Circle-Point 

Eccentricity','NumberTitle','off'); 
      end 
      %Ángulos cambiados de signo!! 
      hs1=subplot(2,3,i,'Parent',h1);plot(hs1,-

Ptos(1:Nptos(i),i+3),dplane(i,1:Nptos(i)),'-r','LineWidth',0.7); 
      title(hs1,['Joint ' num2str(i)],'fontSize',16,'fontweight','b'); 
      xlabel(hs1,['\it\theta' num2str(i) ' 

(\circ)'],'fontSize',12,'fontweight','b'); 
      ylabel(hs1,'Eccentricity d (mm)','fontSize',12,'fontweight','b'); 
      set(hs1,'YGrid','on'); 
      if (i==6) 
          figure(h1); 
          th = subplot_title('AXIAL CIRCLE-POINT ECCENTRICITY'); 
      end 
      %círculo 
      hs2=subplot(2,3,i,'Parent',h2);plot(hs2,-

Ptos(1:Nptos(i),i+3),dcircle(i,1:Nptos(i)),'-b','LineWidth',0.7); 
      title(hs2,['Joint ' num2str(i)],'fontSize',16,'fontweight','b'); 
      xlabel(hs2,['\it\theta' num2str(i) ' 

(\circ)'],'fontSize',12,'fontweight','b'); 
      ylabel(hs2,'Eccentricity d (mm)','fontSize',12,'fontweight','b'); 
      set(hs2,'YGrid','on'); 
      if (i==6) 
          figure(h2); 
          th = subplot_title('RADIAL CIRCLE-POINT ECCENTRICITY'); 
      end 
  end 

   
  %% Si ShBestfitCircles OR ShrefS -> calcula los puntos del circulo 
  % ajustado XYZ con el radio obtenido, y calcula la matriz de transformación 
  % del SR del plano al SRLT. 
  % Gira los puntos XYZ que forman el circulo con esta matriz 
  if ((ShBestfitCircles) || (ShrefS)) 
      % Cálculo del círculo ajustado XYZ con el radio obtenido 
      NOP=100; 
      %Genera un vector de NOP puntos, entre 0 y 2*pi, linealm. espaciados 
      THETA=linspace(0,2*pi,NOP);%Son los ángulos 
      RHO=ones(1,NOP)*P_Circulos(i,4);%P_Circulos(i,4) es el radio 
      %Ahora convierte a coordenadas cartesianas, las coor.polares de 
      %valor longitud RHO y ángulo THETA 
      [X,Y] = pol2cart(THETA,RHO); 
      Z=0*ones(1,length(X)); 

       
      %V2 es el Vector del centro estimado al punto proyectado. 
      % Será perpendicular al vector normal del plano 
      V2=[Proy(i,1)-ri(1,i) Proy(i,2)-ri(2,i) Proy(i,3)-ri(3,i)]; 
      norma= sqrt(V2(1)^2+V2(2)^2+V2(3)^2); 
      V2=V2/norma; 
      %tercer eje del SR del plano, que debe estar a 90º del eje V2 
      V3=cross(Si(:,i)',V2); 
      %MG=Matriz que pasa del SR plano al SRLT, en el que se ha generado el 
      %círculo ajustado para representación 
      MG=[V2; V3; Si(:,i)']'; 
      MG=cat(2,MG, [ P_Circulos(i,1) P_Circulos(i,2) P_Circulos(i,3)]'); 
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      MG=cat(1,MG, [0 0 0 1]); 
      %Girar/trasladar los puntos con la matriz obtenida para representación 
      for k=1:NOP 
          pcir=[X(k) Y(k) Z(k) 1]'; 
          res=MG*pcir; 
          X(k)=res(1); 
          Y(k)=res(2); 
          Z(k)=res(3); 
      end 
  end 

   
  %% Si ShBestfitCircles -> representa el círculo 
  if (ShBestfitCircles) 
    figure(h3); 
    hold on; 
    plot3(X,Y,Z,[col(i) '-']); 
    hold on; 
  end 
  %% Si ShNormals -> Representa las normales con dirección 
  %Representar las normales con dirección 
  if(ShNormals) 
      arrow3D(ri(:,i),longflecha(i)*Plucker(i,1:3)',col(i)); 
      hold on; 
  end 

   
  %% Si ShrefS y es la articulacion 1 --> Pinta los sistema de referencia 
  % y los números de cada articulación 
  %Representar SR's del robot. Para esta representación se asume que la 

normal 
  %al plano de giro de la primera articulación es la correcta. Esto servirá 
  %para determinar si el sentido de las normales que se han obtenido es el 
  %correcto o es necesario cambiar alguna de sentido para hacerla coincidir 
  %con el sentido de los ejes de giro en el modelo del robot 
  if(ShrefS && i==1) 
     %La matriz MG se ha generado con el eje Z del SR de cada plano siendo 
     %su normal y el eje X apuntando del centro aproximado al primer punto. 
     %Localizar el SR global del robot en el plano en la posición 
     %correspondiente a un giro de 0 grados, es decir, en posición del 
     %SRGlobal. Hay que tener en cuenta que los puntos corresponden a la 
     %posición del reflector, por lo que el centro del círculo no 
     %coincidirá con la posición del SR global y por tanto el resto de 

sistemas tampoco coincidirán en posición con los círculos. 
     %Lo que se pretende con esta representación es solo comprobar el 
     %sentido de las normales obtenidas, cuya dirección sí coincidirá con 
     %los ejes Z de las articulaciones. 

      
     %Esto pinta los SRs NOMINALES. Como el SR base no está localizado, el 
     %SR0 representado se pone de modo que el eje Z0 coincide con la normal 
     %al plano y con origen en el centro del primer círculo. 
     %PtoIni(1,4) es el ángulo inicial de la articulación 1 
     angcero=-PtoIni(1,4);%El ángulo viene cambiado de signo por el sentido 

de las lecturas del robot 
     GZ=[cos(deg2rad(angcero)) -sin(deg2rad(angcero)) 0 0; 

sin(deg2rad(angcero)) cos(deg2rad(angcero)) 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1]; 
     SR0=MG/GZ; 
     %Pintar SR0 
     M=SR0; 
     Pinta_SR (1,ri,longSR,incnum,M,col) 
     % Obtener las matrices en la última posición del robot 
     %Para ello el ángulo del eje 5 debe ir en sentido contrario 
     Angfin(5)=-Angfin(5); 
     [M0A6 M0A1 M1A2 M2A3 M3A4 M4A5 M5A6] = PBETAfRobotMKR5sixxDHHpar(Angfin, 

Param5); 



Identificación de Parámetros cinemáticos de un brazo robot mediante el método “Circle Point” Máster Sistemas Mecánicos 2010-2011  

127 

     Angfin(5)=-Angfin(5); 

  
     M=M*M0A1; 
     Pinta_SR (2,ri,longSR,incnum,M,col); 
     M=M*M1A2; 
     Pinta_SR (3,ri,longSR,incnum,M,col); 
     M=M*M2A3; 
     Pinta_SR (4,ri,longSR,incnum,M,col); 
     M=M*M3A4; 
     Pinta_SR (5,ri,longSR,incnum,M,col); 
     M=M*M4A5; 
     Pinta_SR (6,ri,longSR,incnum,M,col); 
  end 
 end 

  
else 
    %% Si no muestra nada => Calcula SR0 
    %El cálculo de SR0 es para la articulación 1 
    i=1; 

     
    % Proyectar el primer punto del círculo en el plano XY de la articulación 
    %Punto p=Ptos(i,1:3) ---- Plano XY = [0 0 1] 
    %Se define la recta R que pasa por el punto P y es ortogonal al plano XY 
    % es decir, que pasa por Si(1:3,i) 
    %Se calculan los planos P1 y P2 que contienen a R 
    %Se calcula el punto intersección de los 3 planos, P1, P2 y XY 
    Ptos(1,:)=Ptos_Circle_Point(i,1,:); 
    p=Ptos(1,1:3); 
    if (abs(Si(3,i))> 1e-6) 
      P1=[1 1 -(Si(1,i)+Si(2,i))/Si(3,i) ((p(3)*(Si(1,i)+Si(2,i)))/Si(3,i))-

p(1)-p(2)]; 
      P2=[1 2 -(Si(1,i)+2*Si(2,i))/Si(3,i) 

((p(3)*(Si(1,i)+2*Si(2,i)))/Si(3,i))-p(1)-2*p(2)]; 
    elseif (abs(Si(2,i))> 1e-6) 
      P1=[1 -(Si(1,i)+Si(3,i))/Si(2,i) 1 ((p(2)*(Si(1,i)+Si(3,i)))/Si(2,i))-

p(3)-p(1)]; 
      P2=[1 -(Si(1,i)+2*Si(3,i))/Si(2,i) 2 

((p(2)*(Si(1,i)+2*Si(3,i)))/Si(2,i))-2*p(3)-p(1)]; 
    elseif (abs(Si(1,i))> 1e-6) 
      P1=[-(Si(2,i)+Si(3,i))/Si(1,i) 1 1 ((p(1)*(Si(2,i)+Si(3,i)))/Si(1,i))-

p(2)-p(3)]; 
      P2=[-(Si(2,i)+2*Si(3,i))/Si(1,i) 1 2 

((p(1)*(Si(2,i)+2*Si(3,i)))/Si(1,i))-p(2)-2*p(3)];   
    else 
        %ERROR - No puede ser: sólo llega aquí si Si=[0 0 0] 
    end 
    U=[Si(:,i)'; P1(1:3);P2(1:3)]; 
    T=[-(-(Si(1,i)*x0i(1,i)+Si(2,i)*x0i(2,i)+Si(3,i)*x0i(3,i))) -(P1(4)) -

(P2(4))]'; 
    Proy(i,:)=(U\T)';%Punto referenciado al centroide del círculo (usa x0i) 
    %Se usa para calcular después la matriz de giro MG del SRplano al SRLT 

     
    %Calcula MG, que es la matriz de cambio 
    %V2 es el Vector del centro estimado al punto proyectado. 
    % Será perpendicular al vector normal del plano 
    V2=[Proy(i,1)-ri(1,i) Proy(i,2)-ri(2,i) Proy(i,3)-ri(3,i)]; 
    norma= sqrt(V2(1)^2+V2(2)^2+V2(3)^2); 
    V2=V2/norma; 
    %tercer eje del SR del plano, que debe estar a 90º del eje V2 
    V3=cross(Si(:,i)',V2); 
    %MG=Matriz que pasa del SR plano al SRLT, en el que se ha generado el 
    %círculo ajustado para representación 
    MG=[V2; V3; Si(:,i)']'; 
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    MG=cat(2,MG, [ P_Circulos(i,1) P_Circulos(i,2) P_Circulos(i,3)]'); 
    MG=cat(1,MG, [0 0 0 1]); 

     
    angcero=-PtoIni(1,4);%El ángulo viene cambiado de signo por el sentido de 

las lecturas del robot 
    GZ=[cos(deg2rad(angcero)) -sin(deg2rad(angcero)) 0 0; 

sin(deg2rad(angcero)) cos(deg2rad(angcero)) 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1]; 
    SR0=MG/GZ; 

  
end 

  
%% Si ShRefs --> Muestra la imagen de los ejes del robot 
if (ShrefS) 
    grid on; 
    xlabel('X'), ylabel('Y'), zlabel('Z') 
    figure; 
    I=imread('EjesRobot.bmp'); 
    image(I); 
    axis off; 
    axis image; 
end 
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17.3 Calcula Parámetros KM 
 

function P=Calcula_Parametros_KM(Plucker, P_Circulos, Param5, Angfin, CheckX, 

SRLT, SR0, ShowFigure) 
%Obtiene los parámetros cinemáticos del modelo del robot a partir de las 
%coordenadas Plücker de los ejes obtenidas de los ensayos del método Circle 
%Point 

  
%PARÁMETROS 
%-Plucker: Matriz 6x6 que contiene por filas las coordenadas Pücler de los 
%ejes del robot obtenidas por circle-point 

  
%-P_Circulos: Resultado del ajuste de los círculos tal y como lo da la 
%función Coordenadas_Plucker_Ejes. 

  
%- Params: Parámetros nominales del modelo del robot 

  
%-Angfin: Vector 1x6 con el ángulo de giro que indica el robot en la 
%última posición de captura 

  
%- CheckX: Comprueba que la dirección de los vectores ajk coincide con el 
%eje X nominal de la siguiente articulación. Variable booleana (true o 
%false) 

  
%- SRLT: Matriz de transformación que pasa puntos del SR global del robot 
%al SR de medición del LT utilizada en la generación de puntos. Los puntos 
%generados estarán expresados en el SR del LT. 

  
%-SR0: Matriz de cambio del Sistema de Referencia 0, es decir, 
%del origen de coordenadas del robot. Contiene los vectores de cambio del 
%eje X,Y,Z, por columnas. (eje X=columna 1, etc). Matriz 4x4. 

  
%- ShowFigure: Variable booleana - indica si se deben mostrar los gráficos. 

  
%Parámetros iniciales 
%d = [ 335 0 0 295 0 80]; 
%tita0 = [ 0 0 90 0 180 0 ];CON EL CAMBIO EN EL SR4 y SR5 
%a = [ 75 270 90 0 0 0 ]; 
%alfa = [ 90 0 90 90 90 0 ];CON EL CAMBIO EN EL SR4 y SR5 
%beta=[0 0 0 0 0 0]; 

  
%% ****** INICIALIZA VARIABLES ******** 
%Se preubican las variables para darle mayor velocidad 
beta_jk=zeros(1,6); 
ajk_v=zeros(6,3); 
alfajk=zeros(1,6); 
Pn=zeros(6,3); 
Pp=zeros(6,3); 
ajk=zeros(1,6); 
dj=zeros(1,6); 
titaj=zeros(1,6); 
M=SRLT; 
%Tolerancia para considerar que dos ejes son paralelos 
TOLPAR_EXACTO=0; 
TOLPAR_APROX=0.02; 
TOL_CERO=1e-10; %Tolerancia para hacer cero un valor. Valores negativos muy 

pequeños cambian el sentido de los ángulos en los cálculos 

  
%% **** PARA CADA ARTICULACION j = 1 a 5 
for j=1:5 
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    %% Toma valores Sj, S0j, Sk, S0k, cos (alfajk), calcula matriz M 
    Sj=Plucker(j,1:3)'; 
    S0j=Plucker(j,4:6)'; 
    Sk=Plucker(j+1,1:3)'; 
    S0k=Plucker(j+1,4:6)'; 
    %Calcular cos(alfajk) 
    cos_alfa_jk=dot(Sj,Sk); 
    beta_jk(j)=0; 
    %Calcula la matriz de cambio a la articulación actual j 
    [M0A6 M0A1 M1A2 M2A3 M3A4 M4A5 M5A6] = PBETAfRobotMKR5sixxDHHpar(Angfin, 

Param5); 
    Mant=M;%Matriz de cambio de la articulación anterior j-1 
    switch j 
        case 1 
            M=SRLT*M0A1; 
        case 2 
            M=M*M1A2; 
        case 3 
            M=M*M2A3; 
        case 4 
            M=M*M3A4; 
        case 5 
            M=M*M4A5; 
    end 

  
    %por el momento por sensibilidad numérica 
    if ((cos_alfa_jk<(0+TOL_CERO)) && (cos_alfa_jk>(0-TOL_CERO))) 
       cos_alfa_jk=0; 
    end 
    %% Si cos(alfajk)=-1 ó +1 --> EJES PARALELOS 
    if ((cos_alfa_jk<(-1+TOLPAR_EXACTO)) || (cos_alfa_jk>(1-TOLPAR_EXACTO))) 
        %**************DEBERÍA SER <= Y EN EL OTRO LADO >= 
        %Los ejes son exáctamente paralelos. Determinar ajk y alfajk 
        ajk_v(j,:)=cross(Sj,(cos_alfa_jk*S0k-S0j)); 
        alfajk(j)=rad2deg(acos(dot(Sj,Sk))); 
        %En este caso, dj y dk no pueden calcularse porque los puntos de 
        %intersección no son únicos 
    end 

     
    %% Si cos(alfajk) es casi -1 ó +1 --> EJES CASI PARALELOS 
    if ((cos_alfa_jk<(-1+TOLPAR_APROX)) || (cos_alfa_jk>(1-TOLPAR_APROX))) 
        %Los ejes son casi paralelos. 3 posibles soluciones para determinar 
        %los parámetros. Sección 5.4 Tesis Sklar. Por el momento se utiliza 
        %la Solución 3 (5 parámetros). 
        %Obtener los puntos de intersección. Se obtienen los nominales, al 
        %igual que en la solución 2. 
        Pn(j,:)=(Pp(j-1,:)'+Param5(j)*Sj)'; 
        %Esto es PARAM5(j)=dj 
        Pp(j,:)=(cross(Sj,S0k)+(dot(Pn(j,:)',Sj)*Sk))/dot(Sj,Sk); 
        %d será cero y a es d redifinir el modelo en ejes paralelos porque 
        %no es realmente un modelo de 5 parámetros 
        ajk_v(j,:)=Pp(j,:)-Pn(j,:); 
        ajk(j)=norm(ajk_v(j,:)); 
        ajk_v(j,:)=ajk_v(j,:)/ajk(j); 
        %Skp es la proyección de Sk_real sobre el plano normal a ajk 
        %Sk_dif es el vector diferencia entre Sk-real y Skp(proyectada). 
        %cos_skajk es el coseno del ángulo que forman Sk y ajk_v 
        %se forma un triángulo, en el que hipotenusa es Sk_real, coseno es 
        %Skproy y el seno sería el Sk_dif, de forma que Skr=Skp+Skdif 
        cos_skajk=dot(Sk,ajk_v(j,:)'); 
        Sk_dif=(cos_skajk)*ajk_v(j,:)'; 
        Skp=Sk-(Sk_dif); 
        %Forma 1 de calcular cos_beta-> 
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        cos_beta_jk=dot((Skp/norm(Skp)),Sk); 
        beta_jk(j)=rad2deg(atan2(cos_skajk,cos_beta_jk));%**** 
        %Forma 2 de calcularlo: Esta forma es sen=sqrt(h^2 - cos^2), con 
        %h=1 
        %cos_beta_jk=sqrt(1-((dot(Sk,ajk_v(j,:)))^2)); 
        %Se usa la forma 1 ya que con la raiz cuadrada siempre da positivo 

         
        %ATENCIÓN: EL CÁLCULO DE ESTE SE HACE SOLO CON 
        %EL ACOS EN VEZ DE CON ATAN2 PORQUE EL SENO DE BETA DEPENDE DE UN 
        %VECTOR B CUYO CÁLCULO NO SE ESPECIFICA. 
        %Metodo anterior 
        %beta_jk(j)=rad2deg(acos(cos_beta_jk)); 

         
        cos_alfa_p_jk=dot(Skp/norm(Skp),Sj); 
        sin_alfa_p_jk=dot(cross(Sj,Skp/norm(Skp)),ajk_v(j,:)); 
        %Para calcular alfajk, con atan2 -> da un valor entre -pi y +pi 
        %si atan2>3pi/4 o atan2<-3pi/4 (cerca de +-180º) 
        %  entonces se cambia atan2 entre 0 y 2pi 
        alfajk(j)=atan2(sin_alfa_p_jk,cos_alfa_p_jk);%da valor entre -pi y 

+pi 
        if (alfajk(j)>(3*pi/4)) || (alfajk(j)<(-3*pi/4)) 
            alfajk(j)=rad2deg(mod(alfajk(j),2*pi));%Cambia entre 0 y 2pi 
        else 
            alfajk(j)=rad2deg(alfajk(j)); 
        end 
    else    
        %% No son ejes casi parelelos - Calcula MM 
        %Calcular el momento mútuo de los dos ejes 
        MM=dot(Sj,S0k)+dot(Sk,S0j); 
        if ((MM<(0+TOL_CERO)) && (MM>(0-TOL_CERO))) 
           MM=0; 
        end 

         
        if (MM==0) 
          %% Si MM=0 --> las líneas se cortan 
          %Las líneas se cortan 
          ajk(j)=0;%Distancia ajk es 0, ya que se cortan, y Pn=Pp 
          ajk_v(j,:)=(cross(Sj,Sk)/norm(cross(Sj,Sk))); 
          

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%% 
          %Por el momento, por sensibilidad numérica del cero alfa4 es 90 
          %y alfa5 -90. ajk_v identifica el eje x correspondiente en sentido 
          %contrario. Hasta ver si con las pruebas reales o con valores que 
          %no sean perfectos se obtiene correctamente. 
          %Ocurre lo mismo con el MM de las dos últimas, por sensibilidad 
          %numérica obtiene el vector al revés 
          

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% 
          Pn(j,:)=cross(S0j,S0k)/dot(Sk,S0j); 
          Pp(j,:)=Pn(j,:); 

           
          %alfajk por convenio es menor de 180º 
          sin_alfa_jk=norm(cross(Sj,Sk)); 
          %Para calcular alfajk, con atan2 -> da un valor entre -pi y +pi 
          %si atan2>3pi/4 o atan2<-3pi/4 (cerca de +-180º) 
          %  entonces se cambia atan2 entre 0 y 2pi 
          alfajk(j)=atan2(sin_alfa_jk,cos_alfa_jk);%da valor entre -pi y +pi 
          if (alfajk(j)>(3*pi/4)) || (alfajk(j)<(-3*pi/4)) 
              alfajk(j)=rad2deg(mod(alfajk(j),2*pi));%Cambia entre 0 y 2pi 
          else 
              alfajk(j)=rad2deg(alfajk(j)); 
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          end 
          %alfajk(j)=rad2deg(mod(atan2(sin_alfa_jk,cos_alfa_jk),2*pi)); 

  
        else 
          %% Si MM<>0 --> las líneas son oblicuas 
          %implícito que cosalfajk sea distinto de 1 ó -1 
          %ya que ya se ha comprobado antes 
          ajk_v(j,:)=-sign(MM)*(cross(Sj,Sk)/norm(cross(Sj,Sk))); 

  
          %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
          %Comprobar que la dirección de ajk_v coincide con la dirección 
          %del siguiente eje x nominal del modelo. 
          ajk_sign=+1; 
          if (CheckX) 
              cos_ang=dot(M(1:3,1),ajk_v(j,:)); 
              if (cos_ang<0)  
                  ajk_sign=-1; 
                  ajk_v(j,:)=-ajk_v(j,:); 
                  MM=-MM; 
              end 
          end 

  
          

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%% 
          %Por el momento, por sensibilidad numérica del cero alfa4 es 90 
          %y alfa5 -90. ajk_v identifica el eje x correspondiente en sentido 
          %contrario. Hasta ver si con las pruebas reales o con valores que 
          %no sean perfectos se obtiene correctamente. 
          %Ocurre lo mismo con el MM de las dos últimas, por sensibilidad 
          %numérica obtiene el vector al revés 
          

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% 

           
          Pn(j,:)=(cross(cross(ajk_v(j,:)',Sk),S0j)-... 
              (dot(S0k,ajk_v(j,:)')*Sj))/dot(cross(ajk_v(j,:)',Sk),Sj); 
          Pp(j,:)=(cross(cross(ajk_v(j,:)',Sj),S0k)-... 
              (dot(S0j,ajk_v(j,:)')*Sk))/dot(cross(ajk_v(j,:)',Sj),Sk); 
          ajk(j)=sqrt((Pp(j,1)-Pn(j,1))^2+(Pp(j,2)-Pn(j,2))^2+... 
              (Pp(j,3)-Pn(j,3))^2); 
          %Se le aplica signo a ajk para obtener valores entre`+0.1 y -0.1 
          ajk(j)=ajk(j)*ajk_sign;%Se le aplica signo, si ha cambiado ajk_v 

           
          %La fórmula que se aplica antes es: sin_alfa_jk=-(MM)/ajk(j); 
          %No se puede usar, ya que se ha cambiado el signo de ajk 
          %Se aplica otra fórmula, ver ecuación 14 
          sin_alfa_jk=dot(ajk_v(j,:),cross(Sj,Sk)'); 

           
          %Para calcular alfajk, con atan2 -> da un valor entre -pi y +pi 
          %si atan2>3pi/4 o atan2<-3pi/4 (cerca de +-180º) 
          %  entonces se cambia atan2 entre 0 y 2pi 
          alfajk(j)=atan2(sin_alfa_jk,cos_alfa_jk);%da valor entre -pi y +pi 
          if (alfajk(j)>(3*pi/4)) || (alfajk(j)<(-3*pi/4)) 
              alfajk(j)=rad2deg(mod(alfajk(j),2*pi));%Cambia entre 0 y 2pi 
          else 
              alfajk(j)=rad2deg(alfajk(j)); 
          end 
          %alfajk(j)=rad2deg(mod(atan2(sin_alfa_jk,cos_alfa_jk),2*pi)); 

  
        end 
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    end 

         
    if (j==1) 
        %% Calcula dj y thitaj para la articulación 1 
        %No tengo punto de intersección anterior, por lo que no es posible 
        %calcular d según el método del circle point. Se podría calcular 
        %una d respecto al centro del círculo ajustado, que no coincidirá 
        %con el origen del robot.  
        %Como se tiene la matriz de cambio del SR del robot al SR LT, 
        %se puede calcular de forma precisa el punto origen del robot 
        %Punto origen del robot, en SR del robot 
        OrigRob=[0;0;0;1]; 
        %Se calcula el punto origen del robot, en SRLT 
        OrigRob=SRLT*OrigRob; 
        OrigRob=OrigRob(1:3); 

        
        %d1 es Pn - punto origen del robot, en SRLT 
        dj(j)=norm(Pn(j,:)-OrigRob'); 

         
        %Ocurre lo mismo con tita. No tenemos a01, por lo que no es posible 
        %calcular tita 1 según Circle-Point. Se podría hacer respecto al 
        %SR global del LT, convirtiéndolo así en SR global del robot. 
        %Lo que se hace es tomar el SR0, que es el sistema de referencia 
        % del origen 0, tal y como se ha calculado en la anterior función 
        % "Coordenadas_Plucker", y que ya incluye el desfase dado en 
        % Angfin, y que se ha usado para la representación de los ejes. 
        % Los vectores "a" van en dirección del eje X siguiente en los ejes 
        % de los que podemos tener datos y por eso tita se obtiene como 
        %producto escalar de dos vectores "a" consecutivos. Para ser 
        %coherentes con los parámetros D-H, se supone que el a01 va en la 
        %misma dirección que el a12 (definimos el SR0 igual que el 1 de 
        %circle point). De este modo estamos poniendo el eje X del SR  
        %en el eje X correspondiente al vector S1 
        %Calculamos el ángulo con atan2 y mod para obtenerlo entre 0 y 2pi 

  
        ajk_ejex=SR0(1:3)';%Toma el eje X para la articulación 0 del SR0 

     
        sen_th=cross(ajk_ejex,ajk_v(j,:)');%resultado en fila 
        sen_th=dot(sen_th,Sj');%cos del ángulo entre el vector ant. y Sj 
        if sen_th<0 
            %No está alineado con Sj => lo cambia 
            ajk_ejex=-ajk_ejex; 
        end 

         
        %% Si ShowFigure --> muestra la figura con los circulos, ajk_v, Sj 
        if (ShowFigure) 
            longflecha=1; 
            longflecha=100; 
            scnsize = get(0,'ScreenSize');%Tamaño de la ventana 
            pos=[scnsize(3)/10 scnsize(4)/10 8*scnsize(3)/10 

8*scnsize(4)/10]; 
            h1=figure('Color','w','Name','Vectores ajk - Sj - thita',... 
                'NumberTitle','off','Position',pos,'Resize','off'); 
            %hsp=subplot(2,3,1,'Parent',h1); 

  
            plot3(Pn(j,1),Pn(j,2),Pn(j,3),'ko','MarkerSize',20); 
            hold on; 
            plot3(Pp(j,1),Pp(j,2),Pp(j,3),'ko','MarkerSize',20); 
            r=[Pn(j,1),Pn(j,2),Pn(j,3)]'; 
            hold on; 

  
            ptoini=[0 0 0]; 
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            ptoini=r; 
            arrow3D(ptoini,longflecha*ajk_ejex,'r'); 
            hold on; 
            arrow3D(ptoini,longflecha*ajk_v(j,:),'g'); 
            hold on; 
            arrow3D(ptoini,longflecha*Sj','b'); 
            hold on; 
            arrow3D(ptoini,longflecha*(cross(ajk_ejex,ajk_v(j,:))),'m'); 
            hold on; 
            axis equal; 
        end 
        %% Calcula tita_jk 
        %Para calcular titajk, con atan2 -> da un valor entre -pi y +pi 
        %si atan2>3pi/4 o atan2<-3pi/4 (cerca de +-180º) 
        %  entonces se cambia atan2 entre 0 y 2pi 
        titaj(j) = atan2(dot(cross(ajk_ejex,ajk_v(j,:)),Sj),... 
            dot(ajk_ejex,ajk_v(j,:)));%da valor entre -pi y +pi 
        if (titaj(j)>(3*pi/4)) || (titaj(j)<(-3*pi/4)) 
            titaj(j)=rad2deg(mod(titaj(j),2*pi));%Cambia entre 0 y 2pi 
        else 
            titaj(j)=rad2deg(titaj(j)); 
        end 
        %titaj(j) = rad2deg(mod(atan2(dot(cross(ajk_ejeX,ajk_v(j,:)),Sj),... 
        %    dot(ajk_ejeX,ajk_v(j,:))),2*pi)); 
    else 
        %% Calcula dj y thitaj para el resto de articulaciones 
        dj_v=(Pn(j,:)-Pp(j-1,:)); 
        dj(j)=norm(dj_v); 
        %Según Denavit-Hartenberg, dj es la distancia desde el origen de la 
        %articulación j-1, a lo largo del eje Z(j-1), hasta el eje Xj 
        %(siguiente articulación). Por tanto, para obtener el signo de dj, 
        %a partir del vector anterior dj_v, se calculo el ángulo que forma 
        %éste con el eje Z de la articulación j-1, que es ahora Mant. 
        %Si cos_ang es negativo, hay que cambiar el signo. 
        %dj_v=(Pn(j,:)-Pp(j-1,:)); 
        cos_ang=dot(Mant(1:3,3),dj_v); 
        if (cos_ang<0) 
            dj(j)=-dj(j); 
        end 

         
        %% Si ShowFigure --> muestra la figura con los circulos, ajk_v, Sj 
        if (ShowFigure) 
            %lflec=1; 
            lflec=100; 
            if j>3  %Reserva el espacio 4 para la tabla 
                k=j+1; 
            else 
                k=j; 
            end 

             
            plot3(Pn(j,1),Pn(j,2),Pn(j,3),'ko','MarkerSize',20); 
            hold on; 
            plot3(Pp(j,1),Pp(j,2),Pp(j,3),'ko','MarkerSize',20); 
            r=[Pn(j,1),Pn(j,2),Pn(j,3)]'; 
            hold on; 

  
            %hsp=subplot(2,3,k,'Parent',h1); 
            ptoini=[0 0 0]; 
            ptoini=r; 
            arrow3D(ptoini,lflec*ajk_v(j-1,:),'r'); 
            hold on; 
            arrow3D(ptoini,lflec*ajk_v(j,:),'g'); 
            hold on; 
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            arrow3D(ptoini,lflec*Sj','b'); 
            hold on; 
            arrow3D(ptoini,lflec*(cross(ajk_v(j-1,:),ajk_v(j,:))),'m'); 
            hold on; 

             
            if (j==5) 
                axis equal; 
                %En la ultima articulación coloca la "leyenda" 
                %Define colores: red, green, blue, magenta 
                colrow=[1 0 0;0 1 0;0 0 1;1 0 1]; 
                nomfil={'    ajk(previo)   ',... 
                        '    ajk(actual)   ',... 
                        '        Sj        ',... 
                        'ajk(pr) X ajk(act)'}; 
                 dd={'   '}; 

                
                figt1=uitable('Position',[60 200 270 20]); 
                set(figt1,'data', dd,'RowName',nomfil(1),'ColumnName',[]); 
                set(figt1,'ColumnWidth',{60},'BackgroundColor',colrow(1,:)); 
                figt2=uitable('Position',[60 180 270 20]); 
                set(figt2,'data', dd,'RowName',nomfil(2),'ColumnName',[]); 
                set(figt2,'ColumnWidth',{60},'BackgroundColor',colrow(2,:)); 
                figt3=uitable('Position',[60 160 270 20]); 
                set(figt3,'data', dd,'RowName',nomfil(3),'ColumnName',[]); 
                set(figt3,'ColumnWidth',{60},'BackgroundColor',colrow(3,:)); 
                figt4=uitable('Position',[60 140 270 20]); 
                set(figt4,'data', dd,'RowName',nomfil(4),'ColumnName',[]); 
                set(figt4,'ColumnWidth',{60},'BackgroundColor',colrow(4,:)); 

                 
            end 
        end 
        %% Calcula tita_jk 
        %Para calcular titajk, con atan2 -> da un valor entre -pi y +pi 
        %si atan2>3pi/4 o atan2<-3pi/4 (cerca de +-180º) 
        %  entonces se cambia atan2 entre 0 y 2pi 
        titaj(j) = atan2(dot(cross(ajk_v(j-1,:),ajk_v(j,:)),Sj),... 
            dot(ajk_v(j-1,:),ajk_v(j,:)));%da valor entre -pi y +pi 
        if (titaj(j)>(3*pi/4)) || (titaj(j)<(-3*pi/4)) 
            titaj(j)=rad2deg(mod(titaj(j),2*pi));%Cambia entre 0 y 2pi 
        else 
            titaj(j)=rad2deg(titaj(j)); 
        end 
        %titaj(j) = rad2deg(mod(atan2(dot(cross(ajk_v(j-

1,:),ajk_v(j,:)),Sj),... 
        %    dot(ajk_v(j-1,:),ajk_v(j,:))),2*pi)); 

         
    end 

     
    %% Calculo del sentido del ajk 
    %Calculo de ajk: Segun el metodo de Denavit-Hartenberg, ai Es la 
    % distancia que hay desde la intersección del eje zi-1 con el eje xi 
    % hasta el origen del sistema i-ésimo, a lo largo del eje xi 
    % Esto es la matriz de transformación M, columna 1, para el eje Xi 
    % Si cos_ang es negativo, hay que cambiar el signo. 
    cos_ang=dot(M(1:3,1),ajk_v(j,:)); 
    if (cos_ang<0) 
        ajk(j)=-ajk(j); 
    end 

  

    
end 
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%% Ajusta el ángulo Thita según los ángulos finales obtenidos 
%Tita es el ángulo entre los vectores a en la posición final del robot, que 
%es en la que se obtienen los vectores S. Este ángulo será pues 
%directamente el giro de la articulación respecto a su eje X 
%correspondiente. De este modo, es posible obtener el offset que debe 
%incluirse en el tita0 nominal para hacer coincidir la lectura del robot 
%con el resultado de giro de circle point. De este modo corregimos la 
%posición del eje X y por tanto el parámetro tita0 (offset de cero). El 
%resultado de este método dará el ángulo TOTAL entre 2 ejes X consecutivos, 
%por lo tanto teniendo en cuenta la lectura del encoder (ángulo que ha 
%girado la articulación), así como el tita0, es decir, el giro entre ejes X 
%antes de hacer el giro.  

  
%OJO AL SIGNO DE ANGFIN 
Angfin=-Angfin; 
%Cambio de signo a la lectura del 5 por cambio en SRs 
%Angfin(5)=-Angfin(5); 
for j=1:5 
   if (j==5) 
       titaj(j)=Angfin(j)-titaj(j);%Esto no debe estar bien******* 
       %deberia ser: titaj(j)=titaj(j)+Angfin(j); 
   else 
       titaj(j)=titaj(j)-Angfin(j); 
   end 
   %Este tita obtenido será el parámetro nominal más un cierto offset. Este 
   %offset será la corrección directa a aplicar al parámetro. Como con 
   %atan2 se obtiene el ángulo en el cuadrante correcto, no es necesario 
   %hacer correcciones según singnos de senos y cosenos. Con las fórmulas 
   %del método original basadas en la tangente los ángulos son una 
   %pesadilla. Esto explicarlo bien. 
   if (titaj(j)>360) 
       titaj(j)=titaj(j)-360;%no se contempla más de 2 vueltas. 
   end 
end 

  
%% Asigna parámetros al último sistema de referencia 
%Faltan los parámetros del último sistema de ref, que en notación de circle 
%point sería el 7. Se supondrá que este sistema es igual que el 6 con los 
%parámetros del modelo nominal, es decir d=80, a=0, tita= 0(cambio en SR5), 

alfa=0. 
%También se podría hacer como con el primero, poniendo el origen en el 
%centro del círculo 
ajk(6)=0; 
alfajk(6)=0; 
titaj(6)=0; 
dj(6)=80; 
beta_jk(6)=0; 

  
%% Devuelve dato de salida P 
%Nota: si angulo>180 o <-180, se podría ajustar 
%tita5 no da bien - da aprox -220 
P=[dj titaj ajk alfajk beta_jk]; 
%*****LO SIGUIENTE ES LO QUE PROVOCA ALFA2=POSITIVO SIEMPRE 
%if (P(20)>270) 
%    %Puede dar 360 por cero 
%    P(20)=360-P(20); 
%end 

  

 

  



Identificación de Parámetros cinemáticos de un brazo robot mediante el método “Circle Point” Máster Sistemas Mecánicos 2010-2011  

137 

17.4 Montecarlo Circle Point 
 

function [Pmed,uPmed,I_inf,I_sup,maxmed, minmed, DifP, CP_Param, 

timefunc]=Montecarlo_Circle_Point(n, Measunc, Initpos, SRLT, Preflector, 

Angcir, Nptos, Err, Param5, r0, IntCov) 

  
%Realiza n simulaciones numéricas de cálculo 
%de parámetros mediante el método del CIRCLE_POINT. En salida obtiene la 
%media y la desviación estándar de los valores de cada parámetro, 
%obteniendo por tanto el valor medido y la incertidumbre en la obtención de 
%cada parámetro cinemático del modelo. 

  
%PARÁMETROS 
%-n: Número de iteraciones 

  
%-MeasUnc: vector 1x2 con la Incertidumbre de medida nominal del equipo con 
%el que se han capturado los puntos (en mm). Por ejemplo: 
%Láser tracker 5+0.3L micrometros por metro con L en m --> Measunc=[5 0.0003] 

  
%-IntCov: Porcentaje de datos para el intervalo de cobertura (ej. 95) 

  
%Salida 
%-Pmed: valor medio del vector de parámetros 1x30 

  
%uPmed: Desviación estandar (Incertidumbre típica) de cada parámetro 1x30 

  
%-I_inf, I_sup: Vectores con los intervalos de confianza de cada parámetro 
%1x30 

  
%maxmed, minmed: Máximos y minimos de los parámetros obtenidos 

  
%-DifP: Error en la determinación de cada parámetro (medio-nominal) 1x30 

  
%-CP_Param: Matriz de parámetros obtenida nx30 

  
%-timefunc: Tiempo que ha necesitado la función en ejecutarse 

  
%% Inicializa variables 
%Inicio del contador del tiempo 
tic; 
CP_Param=[]; 
tabladat=[]; 
CP_Param=zeros(n,30); 
tabladat=zeros(6,30); 
showfig=false; 
CheckX=true;%Para chequear que el vector ajk coincide con la direccion X 

  
%% Realiza iteraciones por Montecarlo 
for i=1:n 
  [Ptos_Circle_Point, Ptos_Original, 

randomnoise]=Genera_puntos_circle_point(Initpos, SRLT, Preflector, Angcir, 

Nptos, Measunc, Err, Param5, showfig); 
  [Plucker, P_Circulos, SR0, Distcirculo, Distplano, Distcilindro, 

sigmaPlano, sigmaCirculo, sigmaCilindro, Angfin]=... 
    Coordenadas_Plucker_Ejes(Ptos_Circle_Point, Nptos, r0, Param5, showfig, 

showfig, showfig, showfig, showfig, SRLT); 
  P=Calcula_Parametros_KM(Plucker, P_Circulos, Param5, Angfin, CheckX, SRLT, 

SR0, showfig); 
  CP_Param(i,:)=P; 
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  if ((mod(i,1000))==0);fprintf('Iteracion Numero = %d\n',i);end 
end 

  
%% Obtener valor medio, incertidumbre,  intervalos de confianza para cada 
%   parámetro 
%Media 
Pmed=mean(CP_Param); 
tabladat(1,:)=Pmed; 
DifP=Pmed-Param5; 

  
%desviación estándar 
uPmed=std(CP_Param); 
tabladat(2,:)=uPmed; 

  
%intervalo de cobertura 
CP_Param=sort(CP_Param,1); 
I_inf=CP_Param(round((((100-IntCov)/2)/100)*n),:); 
I_sup=CP_Param(round((1-(((100-IntCov)/2)/100))*n),:);  
tabladat(3,:)=I_sup; 
tabladat(4,:)=I_inf; 

  
%Maximos y minimos 
maxmed=max(CP_Param); 
minmed=min(CP_Param); 
tabladat(5,:)=maxmed; 
tabladat(6,:)=minmed; 

  
%Fin contaje del tiempo 
timefunc=toc; 

  
%% Muestra gráficas distribución normal de cada parámetro 
h1=figure('Color','w','Name','Gráficas de Distribución normal por 

Parámetro','NumberTitle','off'); 
for i=1:26 
    if i==25; i=i+1; end;%Si es el 25(beta1), pasa a beta2 

     
    hsp=subplot(5,6,i,'Parent',h1); 
    histfit(CP_Param(:,i),100); 
    hold on; 

   
    %Ajusta el ancho del eje X 
    %Se guarda el intervalo, que es un cierto valor a añadir=1/3 media-minimo 
    dif=max(abs(Pmed(i)-minmed(i)),abs(maxmed(i)-Pmed(i))); 
    xsup=Pmed(i)+(6*dif/5); xinf=Pmed(i)-(6*dif/5); 
    xx=[xinf, xsup]; 
    %Si hay diferencia 
    if dif>0 
        set(hsp,'Xlim',xx);%Ajusta eje X de la gráfica 

         
        %Coloca las líneas del intervalo de confianza: I_sup - I_inf 
        ylim=get(hsp,'Ylim'); 
        xsup=[];xinf=[]; 
        yi=[0 ylim(2)]; 
        xsup=I_sup(i)*ones(1,size(yi,2)); 
        xinf=I_inf(i)*ones(1,size(yi,2)); 
        plot(xsup,yi,'-b','LineWidth',2); 
        hold on; 
        plot(xinf,yi,'-b','LineWidth',2); 
        hold on; 
    end 

     
    %Ajusta al título del subplot 
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    if ((i>=1) && (i<=6)) 
        title(['d ' num2str(i)],'fontSize',14,'fontweight','b'); 
    elseif ((i>=7) && (i<=12)) 
        title(['\it\theta ' num2str(i-6)],'fontSize',14,'fontweight','b'); 
    elseif ((i>=13) && (i<=18)) 
        title(['a ' num2str(i-12)],'fontSize',14,'fontweight','b'); 
    elseif ((i>=19) && (i<=24)) 
        title(['\it\alpha ' num2str(i-18)],'fontSize',14,'fontweight','b'); 
    else      %(i==26) 
        title(['\it\beta' '2'],'fontSize',14,'fontweight','b'); 
    end 

  
end 

  

  
%% Muestra tabla de datos resumen 
h2=figure('Position',[50 280 1054 440],'Name','Tabla de datos de 

Parámetros','NumberTitle','off'); 

  
figt1=uitable('Position',[5 300 1045 130]); 
nomfil={'Media','Incertidumbre','Lim.Sup','Lim.Inf','Maximo','Minimo'}; 
nomcol={'d1','d2','d3','d4','d5','d6','thita 1','thita 2','thita 3','thita 

4','thita 5','thita 6'}; 
set(figt1,'data', tabladat(:,1:12),'ColumnName',nomcol,'RowName',nomfil); 

  
figt2=uitable('Position',[5 160 1045 130]); 
nomcol={'a1','a2','a3','a4','a5','a6','alfa 1','alfa 2','alfa3','alfa 

4','alfa 5','alfa 6'}; 
set(figt2,'data', tabladat(:,13:24),'ColumnName',nomcol,'RowName',nomfil); 

  
figt3=uitable('Position',[5 20 595 130]); 
nomcol={'beta 1','beta 2','beta 3','beta 4','beta 5','beta 6'}; 
set(figt3,'data', tabladat(:,25:30),'ColumnName',nomcol,'RowName',nomfil); 

  
axis off; 
hold on; 

  
%% Muestra el tiempo empleado 
 %Muestra el tiempo 
h3=figure('Color','w','Position',[40 500 440 80],'Name','Duración de la 

Simulación','NumberTitle','off'); 
figt31=uitable('Position',[20 20 400 40]); 
nomfil={'Tiempo empleado'}; 
nomcol={'Horas','Minutos','Segundos'}; 
tiempohms(1)=fix(timefunc/3600);%Horas 
trest=timefunc-tiempohms(1)*3600; 
tiempohms(2)=fix(trest/60);%minutos 
tiempohms(3)=trest-tiempohms(2)*60;%segundos 
set(figt31,'data', tiempohms,'ColumnName',nomcol,'RowName',nomfil); 
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17.5 Simulacion_MCP 
 

function tabladat=Simulacion_MCP(simul, n) 

  
%Selecciona la simulación elegida y realiza la llamada a la misma 

  
%PARÁMETROS 
%-simul: Selecciona la simulación a realizar 

  
%-n: Número de iteraciones 

  

  
%% Inicializa variables 
tabladat=[]; 
tabladat=zeros(6,30); 
%Faro Laser Tracker ION 
Ruidomed=[10 2.5];%Ruido del equipo medición 
%Ruidomed=[5 0.3];%Ruido del equipo medición 
Initpos=[15 0 0 0 0 0];%Posición inicial 
SRLT1=[1 0 0 0;... 
    0 1 0 0;... 
    0 0 1 0;... 
    0 0 0 1];%Matriz de cambio del SR robot al SR Laser Tracker- identidad 
SRLT=[0.00660053 -0.999926909 -0.010130127 -0.968178687;... 
0.999956924 0.006666069 -0.006452643 -1862.865839;... 
0.006519756 -0.010087073 0.999927839 -637.5778528;... 
0 0 0 1];%Matriz de cambio del SR robot al SR Laser Tracker 
SRLT1=[0.0066005 0.999957 0.0065197 1866.94894;... 
    -0.9999269 0.0066661 -0.0100871 5.0186305;... 
    -0.0101301 -0.0064527 0.9999279 625.501561;... 
    0 0 0 1];%Matriz de cambio 3 - del LT al robot 

  
Preflector=[100 0 0; 200 0 0; 0 50 0;... 
    20 0 0; 0 80 0; 0 60 0];%Posiciones iniciales del reflector 
Angcir=[45 80 100 50 200 300];%Angulos a describir por el reflector 
Nptos=[15 20 30 15 25 30];%Número de puntos por articulación 
Err=[0 0 0 0 0 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;... 
    0 0 0 0 0 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;... 
    0 0 0 0 0 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;... 
    0 0 0 0 0 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;... 
    0 0 0 0 0 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;... 
    0 0 0 0 0 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 2*pi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0];%Errores 
%Parámetros iniciales según D-H 
Param5=[335 0 0 295 0 80 0 0 90 0 180 0 75 270 90 0 0 0 90 0 90 90 90 0 0 0 0 

0 0 0]; 
r0=[35 35 35 35 35 35];%Radio que describe el reflector 
IntCov=95; 

  
%% Selecciona la simulación a realizar, modificando el parámetro 
switch simul 
    %Simulaciones 10's: diferentes equipos de medición 
    case 11 
        %Faro Laser Tracker ION 
        Ruidomed=[10 2.5];%Ruido del equipo medición 
    case 12 
        %Leica Laser Tracker Absoluto AT-901MR 
        Ruidomed=[15 6];%Ruido del equipo medición 
    case 13 
        %Leica Estación Láser TDRA6000 
        Ruidomed=[300 13]; 
    case 14 
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        %Leica Estación Total TCA 
        Ruidomed=[1000 1]; 
    case 15 
        %Nikon Indoor GPS 
        Ruidomed=[200 0]; 

         
    %Simulaciones 20's: Variar el ángulo cubierto para la 
    % articulación 4 (15,40,90,180) 
    case 21 
        Angcir(4)=15; 
    case 22 
        Angcir(4)=40; 
    case 23 
        Angcir(4)=90; 
    case 24 
        Angcir(4)=180; 

     
    %Simulaciones 30's: modificando la posición del reflector 
    case 31 
        %Preflector posición nominal 
        Preflector(3,:)=[0 50 0]; 
    case 32 
        %Reflector en posición 2 
        Preflector(3,:)=[0 70 20]; 
    case 33 
        %Reflector en posición 3 
        Preflector(3,:)=[20 100 50]; 

         
    %Simulaciones 40's: modificando el número de puntos 
    case 41 
        %Número de puntos = 10 
        Nptos=[10 10 10 10 10 10];%Número de puntos por articulación 
    case 42 
        %Número de puntos = 40 
        Nptos=[40 40 40 40 40 40];%Número de puntos por articulación 
    case 43 
        %Número de puntos = 100 
        Nptos=[100 100 100 100 100 100];%Número de puntos por articulación 

         
    %Simulaciones 50's: modificando la matriz de transformación 
    case 51 
        %Matriz original 
        SRLT=SRLT; 
    case 52 
        %Matriz segunda, con un primer desplazamiento para alejarla 400mm 
        SRLT=[0.006618494 -0.999928439 -0.009965562 -2.298104298;... 
            0.999955407 0.006685151 -0.006670312 -2062.847829;... 
            0.006736456 -0.00992097 0.999928095 -638.9524073;... 
            0 0 0 1]; 
    case 53 
        %Matriz tercera, con un desplazamiento de 2500mm, y +200mm en Z 
        SRLT=[0.006618494 -0.999928439 -0.009965562 -19.51375337;... 
            0.999955407 0.006685151 -0.006670312 -4364.079327;... 
            0.006736456 -0.00992097 0.999928095 -454.4606377;... 
            0 0 0 1]; 
    otherwise 
        fprintf('No es una simulacion definida'); 

         
end 

  
%% Llama al simulador 
[Pmed,uPmed,I_inf,I_sup, maximos, minimos, DifP, CP_Param,tiempo]=... 
            Montecarlo_Circle_Point(n, Ruidomed, Initpos, SRLT,... 
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            Preflector, Angcir, Nptos, Err, Param5, r0, IntCov); 

         
%% Salva datos 
tabladat(1,:)=Pmed; 
tabladat(2,:)=uPmed; 
tabladat(3,:)=I_sup; 
tabladat(4,:)=I_inf; 
tabladat(5,:)=maximos; 
tabladat(6,:)=minimos; 

         

 

 

 

 

17.6 Matriz LT Robot 
 

function [LTRB,RB, M]=Matriz_LT_Robot(LT, AngRobot, Param5) 

  
%Obtiene la matriz de transformación homogénea que transforma coordenadas 
%en SR LT a coordenadas Robot. 

  
%PARAMETROS 
%-LT: matriz nx3 con las coordenadas de los puntos del LT 
%-AngRobot: matriz nx6 con los ángulos de las articulaciones del robot 
%correspondientes a cada punto 
%-Param5: Vector de parámetros del robot 

  
%SALIDA 
%-M: matriz de transformación 
%-LTRB: Puntos del LT expresados en sist. de ref Robot 

  
n=size(AngRobot,1); 

  
for i=1:n 
  [M0A6 M0A1 M1A2 M2A3 M3A4 M4A5 M5A6] = 

PBETAfRobotMKR5sixxDHHpar(AngRobot(i,:), Param5); 
  RB(:,i)=M0A6(1:3,4); 
end 

  

  
B=RB; 
A=LT'; 
[s R T err] = absoluteOrientationQuaternion(A,B,1); 
%R=inv(R); 
M=[R(1,:) T(1,1); R(2,:) T(2,1); R(3,:) T(3,1); 0 0 0 1]; 

  

  
for i = 1:n 
  p4=[LT(i,:)'; 1]; 
  p41=M*p4; 
  LTRB(i, :)=p41(1:3)'; 
end  
RB=RB'; 
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18 Anexo X – Funciones MatLab usadas de apoyo 
 A continuación se incluyen aquellas funciones que se han utilizado, como apoyo al desarrollo del 

proyecto, y que se han tomado de diversas fuentes. 

18.1 Arrow 3D 
 

function arrowHandle = arrow3D(pos, deltaValues, colorCode, stemRatio) 

  
% arrowHandle = arrow3D(pos, deltaValues, colorCode, stemRatio) 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%% 
%  
%     Used to plot a single 3D arrow with a cylindrical stem and cone 

arrowhead 
%     pos = [X,Y,Z] - spatial location of the starting point of the arrow 

(end of stem) 
%     deltaValues = [QX,QY,QZ] - delta parameters denoting the magnitude of 

the arrow along the x,y,z-axes (relative to 'pos') 
%     colorCode - Color parameters as per the 'surf' command.  For example, 

'r', 'red', [1 0 0] are all examples of a red-colored arrow 
%     stemRatio - The ratio of the length of the stem in proportion to the 

arrowhead.  For example, a call of: 
%                 arrow3D([0,0,0], [100,0,0] , 'r', 0.82) will produce a red 

arrow of magnitude 100, with the arrowstem spanning a distance 
%                 of 82 (note 0.82 ratio of length 100) while the arrowhead 

(cone) spans 18.   
%  
%     Example: 
%       arrow3D([0,0,0], [4,3,7]);  %---- arrow with default parameters 
%       axis equal; 
%  
%    Author: Shawn Arseneau 
%    Created: September 14, 2006 
%    Updated: September 18, 2006 
%  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
    if nargin<2 || nargin>4      
        error('Incorrect number of inputs to arrow3D');      
    end 
    if numel(pos)~=3 || numel(deltaValues)~=3 
        error('pos and/or deltaValues is incorrect dimensions (should be 

three)'); 
    end 
    if nargin<3                  
        colorCode = 'interp';                                
    end 
    if nargin<4                  
        stemRatio = 0.75;                                    
    end     

  
    X = pos(1); %---- with this notation, there is no need to transpose if 

the user has chosen a row vs col vector 
    Y = pos(2); 
    Z = pos(3); 

     
    [sphi, stheta, srho] = cart2sph(deltaValues(1), deltaValues(2), 

deltaValues(3));   
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    %******************************************* CYLINDER == STEM 

********************************************* 
    %cylinderRadius = 0.05*srho; 
    cylinderRadius = 0.03*srho; 
    cylinderLength = srho*stemRatio; 
    [CX,CY,CZ] = cylinder(cylinderRadius);       
    CZ = CZ.*cylinderLength;    %---- lengthen 

     
    %----- ROTATE CYLINDER 
    [row, col] = size(CX);      %---- initial rotation to coincide with X-

axis 

     
    newEll = rotatePoints([0 0 -1], [CX(:), CY(:), CZ(:)]); 
    CX = reshape(newEll(:,1), row, col); 
    CY = reshape(newEll(:,2), row, col); 
    CZ = reshape(newEll(:,3), row, col); 

     
    [row, col] = size(CX);     
    newEll = rotatePoints(deltaValues, [CX(:), CY(:), CZ(:)]); 
    stemX = reshape(newEll(:,1), row, col); 
    stemY = reshape(newEll(:,2), row, col); 
    stemZ = reshape(newEll(:,3), row, col); 

  
    %----- TRANSLATE CYLINDER 
    stemX = stemX + X; 
    stemY = stemY + Y; 
    stemZ = stemZ + Z; 

     
    %******************************************* CONE == ARROWHEAD 

********************************************* 
    coneLength = srho*(1-stemRatio); 
    coneRadius = cylinderRadius*1.5; 
    incr = 4;  %---- Steps of cone increments 
    coneincr = coneRadius/incr;     
    [coneX, coneY, coneZ] = cylinder(cylinderRadius*2:-coneincr:0);  %-------

--- CONE  
    coneZ = coneZ.*coneLength; 

     
    %----- ROTATE CONE  
    [row, col] = size(coneX);     
    newEll = rotatePoints([0 0 -1], [coneX(:), coneY(:), coneZ(:)]); 
    coneX = reshape(newEll(:,1), row, col); 
    coneY = reshape(newEll(:,2), row, col); 
    coneZ = reshape(newEll(:,3), row, col); 

     
    newEll = rotatePoints(deltaValues, [coneX(:), coneY(:), coneZ(:)]); 
    headX = reshape(newEll(:,1), row, col); 
    headY = reshape(newEll(:,2), row, col); 
    headZ = reshape(newEll(:,3), row, col); 

     
    %---- TRANSLATE CONE 
    V = [0, 0, srho*stemRatio];    %---- centerline for cylinder: the 

multiplier is to set the cone 'on the rim' of the cylinder 
    Vp = rotatePoints([0 0 -1], V); 
    Vp = rotatePoints(deltaValues, Vp); 
    headX = headX + Vp(1) + X; 
    headY = headY + Vp(2) + Y; 
    headZ = headZ + Vp(3) + Z; 
    

%****************************************************************************

********************************     
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    hStem = surf(stemX, stemY, stemZ, 'FaceColor', colorCode, 'EdgeColor', 

'none');  
    hold on;   
    hHead = surf(headX, headY, headZ, 'FaceColor', colorCode, 'EdgeColor', 

'none'); 

     
    if nargout==1    
        arrowHandle = [hStem, hHead];  
    end 

 

 

18.2 Lsplane 
 

  function [x0, a, d, normd] = lsplane(X) 
% --------------------------------------------------------------------- 
% LSPLANE.M   Least-squares plane (orthogonal distance 
%             regression). 
% 
% Version 1.0     
% Last amended   I M Smith 27 May 2002.  
% Created        I M Smith 08 Mar 2002 
% --------------------------------------------------------------------- 
% Input     
% X        Array [x y z] where x = vector of x-coordinates,  
%          y = vector of y-coordinates and z = vector of  
%          z-coordinates.  
%          Dimension: m x 3.  
%  
% Output    
% x0       Centroid of the data = point on the best-fit plane. 
%          Dimension: 3 x 1.  
%  
% a        Direction cosines of the normal to the best-fit  
%          plane.  
%          Dimension: 3 x 1. 
%  
% <Optional...  
% d        Residuals.  
%          Dimension: m x 1.  
%  
% normd    Norm of residual errors.  
%          Dimension: 1 x 1.  
% ...> 
% 
% [x0, a <, d, normd >] = lsplane(X) 
% --------------------------------------------------------------------- 

  
% check number of data points  
  m = size(X, 1); 
  if m < 3 
    error('At least 3 data points required: ' ) 
  end 
% 
% calculate centroid 
  x0 = mean(X)'; 
% 
% form matrix A of translated points 
  A = [(X(:, 1) - x0(1)) (X(:, 2) - x0(2)) (X(:, 3) - x0(3))]; 
% 
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% calculate the SVD of A 
  [U, S, V] = svd(A, 0); 
% 
% find the smallest singular value in S and extract from V the 
% corresponding right singular vector 
  [s, i] = min(diag(S)); 
  a = V(:, i); 
% 
% calculate residual distances, if required   
  if nargout > 2 
    d = U(:, i)*s; 
    normd = norm(d); 
  end 
% --------------------------------------------------------------------- 
% End of LSPLANE.M. 

 

 

18.3 Ls3dcircle 
 

  function [x0n, an, rn, d, e, f, sigmah, conv, Vx0n, Van, urn, ...  
            GNlog, a, R0, R] = ls3dcircle(X, x0, a0, r0, tolp, tolg, w) 
% --------------------------------------------------------------------- 
% LS3DCIRCLE.M   Least-squares circle in three dimensions using 
%                Gauss-Newton. 
% 
% Version 1.0     
% Last amended   I M Smith 27 May 2002.  
% Created        I M Smith 08 Mar 2002 
% --------------------------------------------------------------------- 
% Input     
% X        Array [x y z] where x = vector of x-coordinates,  
%          y = vector of y-coordinates and z = vector of z-coordinates.  
%          Dimension: m x 3.  
%  
% x0       Estimate of the circle centre.  
%          Dimension: 3 x 1.  
% 
% a0       Estimate of the normal to the plane containing the circle.  
%          Dimension: 3 x 1.  
%  
% r0       Estimate of the circle radius.  
%          Dimension: 1 x 1.  
%  
% tolp     Tolerance for test on step length.  
%          Dimension: 1 x 1.  
% 
% tolg     Tolerance for test on gradient. 
%          Dimension: 1 x 1.  
%  
% <Optional...   
% w        Weights.  
%          Dimension: m x 1.  
% ...>  
%  
% Output   
% x0n      Estimate of the circle centre.  
%          Dimension: 3 x 1.  
%  
% an       Estimate of the normal direction  
%          Dimension: 3 x 1.  
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%  
% rn       Estimate of the circle radius  
%          Dimension: 1 x 1. 
%  
% d        Vector of distances from the points to the circle  
%          Dimension: m x 1.  
%  
% e        Vector of distances from the points to the plane  
%          containing the circle 
%          Dimension: m x 1.  
%  
% f        Vector of distances from the points to the cylinder  
%          containing the circle 
%          Dimension: m x 1.  
%  
% sigmah   Estimate of the standard deviation of the weighted  
%          residual errors.  
%          Dimension: 1 x 1.  
%  
% conv     If conv = 1 the algorithm has converged,  
%          if conv = 0 the algorithm has not converged 
%          and x0n, rn, d, e, f and sigmah are current estimates.  
%          Dimension: 1 x 1.  
%  
% Vx0n     Covariance matrix of circle centre.  
%          Dimension: 3 x 3.  
% 
% Van      Covariance matrix of normal direction.  
%          Dimension: 3 x 3.  
% 
% urn      Uncertainty in circle radius.  
%          Dimension: 1 x 1.  
%  
% GNlog    Log of the Gauss-Newton iterations.  
%          Rows 1 to niter contain  
%          [iter, norm(f_iter), |step_iter|, |gradient_iter|].  
%          Row (niter + 1) contains  
%          [conv, norm(d), 0, 0].  
%          Dimension: (niter + 1) x 4.  
%  
% a        Optimisation parameters at the solution. 
%          Dimension: 6 x 1.  
%  
% R0       Fixed rotation matrix.  
%          Dimension: 3 x 3.  
%  
% R        Upper-triangular factor of the Jacobian matrix 
%          at the solution.  
%          Dimension: 6 x 6.  
% 
% Modular structure: NLSS11.M, GNCC2.M, FG3DCIRCLE.M, ROT3Z.M, GR.M,  
%                    FGRROT3.M, FRROT3.M, DRROT3.M.  
% 
% [x0n, an, rn, d, e, f, sigmah, conv, Vx0n, Van, urn, GNlog, a, ...  
%   R0, R] = ls3dcircle(X, x0, a0, r0, tolp, tolg <, w >) 
% --------------------------------------------------------------------- 

  
% check number of data points  
  m = size(X, 1); 
  if m < 6 
    error('At least 6 data points required: ' ) 
  end 
%  
% if no weights are specified, use unit weights  
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  if nargin == 6  
    w = ones(m, 1);  
  end % if nargin  
%  
% find the centroid of the data  
  xb = mean(X)';  
%  
% transform the data to close to standard position via a rotation  
% followed by a translation  
  R0 = rot3z(a0); % R0 * a0 = [0 0 1]'  
  xb1 = R0 * xb;  
  x1 = R0 * x0;  
  X1 = (X * R0');  
% find xp, the point on axis nearest the centroid of the rotated data  
  xp = x1 + (xb1(3) - x1(3)) * [0 0 1]';  
% translate data, mapping xp to the origin  
  X2 = X1 - ones(m, 1) * xp';  
  x2 = x1 - xp;  
%  
  ai = [0 0 0 0 0 r0]';  
  tol = [tolp; tolg]';  
%  
% Gauss-Newton algorithm to find estimate of roto-translation  
% parameters that transform the data so that the best-fit circle  
% is one in standard position 
  [a, ef, R, GNlog] = nlss11(ai, tol, 'fg3dcircle', X2, w);   
  e = ef(1:m);  
  f = ef(m+1:2*m);  
  d = sqrt(e .* e + f .* f);  
%  
% inverse transformation to find circle centre and normal  
% corresponding to original data  
  rn = a(6); % radius  
  [R3, DR1, DR2, DR3] = fgrrot3([a(4:5); 0]);  
  an = R0' * R3' * [0 0 1]'; % axis  
  x0n = R0' * (xp + [a(1) a(2) a(3)]'); % centre  
%  
  nGN = size(GNlog, 1);  
  conv = GNlog(nGN, 1);  
  if conv == 0  
    beep;  
    warning('*** Gauss-Newton algorithm has not converged ***');  
  end % if conv  
%  
% calculate statistics  
  dof = 2 * m - 6;  
  sigmah = norm(d)/sqrt(dof);  
  G = zeros(7, 6);  
  G(1:3, 1) = R0' * [1 0 0]';  
  G(1:3, 2) = R0' * [0 1 0]';  
  G(1:3, 3) = R0' * [0 0 1]';  
  G(4:6, 4) = R0' * DR1' * [0 0 1]';  
  G(4:6, 5) = R0' * DR2' * [0 0 1]';  
  G(7, 6)   = 1;  
  Gt = R'\(sigmah * G'); % R' * Gt = sigmah * G'  
  Va = Gt' * Gt;  
  Vx0n = Va(1:3, 1:3); % covariance matrix for x0n  
  Van = Va(4:6, 4:6); % covariance matrix for an  
  urn = sqrt(Va(7, 7)); % uncertainty in rn  
% --------------------------------------------------------------------- 
% End of LS3DCIRCLE.M  
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18.4 Subplot_title 
 

function title_handle = subplot_title(title_string) 
% subplot_title - displays a title for a subplot, across all subplots 
% 
% Usage: title_handle = subplot_title(title_string) 
% 
% Displays a title for a set of subplots at the top of the current figure. 
% Said title goes across all of the subplots.  Returns the handle to the 
% subplot. 
% 
% subplot_title is a modified version of code by Keith Rogers and posted 
% on comp.soft-sys.matlab on 1995/05/14 in the thread entitled 
% "Global title for subplot". 
% 
% This function is part of froi, available from http://froi.sourceforge.net, 
% and is governed under the terms of the Artistic License. 
 % 
% $Id$ 

  
ax = gca; 
fig = gcf; 

  
title_handle = axes('position',[.1 .9 .8 .05],'Box','off','Visible','off'); 

  
title(title_string); 
set(get(gca,'Title'),'Visible','On'); 
set(get(gca,'Title'),'FontSize',24); 
set(get(gca,'Title'),'FontWeight','bold'); 
axes(ax); 
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18.5 AbsoluteOrientationQuaternion 
 

% [s R T error] = absoluteOrientationQuaternion( A, B, doScale) 
% 
% Computes the orientation and position (and optionally the uniform scale  
% factor) for the transformation between two corresponding 3D point sets Ai  
% and Bi such as they are related by: 
% 
%     Bi = sR*Ai+T 
% 
% Implementation is based on the paper by Berthold K.P. Horn: 
% "Closed-from solution of absolute orientation using unit quaternions"  
% The paper can be downloaded here: 
% http://people.csail.mit.edu/bkph/papers/Absolute_Orientation.pdf 
% 
% Authors:      Dr. Christian Wengert, Dr. Gerald Bianchi 
% Copyright:    ETH Zurich, Computer Vision Laboratory, Switzerland 
% 
% Parameters:   A           3xN matrix representing the N 3D points 
%               B           3xN matrix representing the N 3D points 
%               doScale     Flag indicating whether to estimate the  
%                           uniform scale factor as well [default=0] 
% 
% Return:       s           The scale factor 
%               R           The 3x3 rotation matrix 
%               T           The 3x1 translation vector 
%               err         Residual error     
% 
% Notes: Minimum 3D point number is N > 4 
function [s R T err] = absoluteOrientationQuaternion( A, B, doScale) 

  

  
%Argument check 
if(nargin<3) 
    doScale=1; 
end 
%Return argument check 
if(nargout<1) 
    usage() 
    error('Specify at least 1 return arguments.'); 
end 
%Test size of point sets 
[c1 r1] = size(A); 
[c2 r2] = size(B); 
if(r1~=r2) 
    usage() 
    error('Point sets need to have same size.'); 
end 
if(c1~=3 | c2~=3) 
    usage() 
    error('Need points of dimension 3'); 
end 
if(r1<4) 
    usage() 
    error('Need at least 4 point pairs'); 
end 

  
%Number of points 
Na = r1;     

     
%Compute the centroid of each point set 
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Ca = mean(A,2); 
Cb = mean(B,2); 

  
%Remove the centroid 
An = A - repmat(Ca,1,Na); 
Bn = B - repmat(Cb,1,Na); 

  
%Compute the quaternions 
M = zeros(4,4); 
for i=1:Na  
    %Shortcuts 
    a = [0;An(:,i)]; 
    b = [0;Bn(:,i)];     
    %Crossproducts 
    Ma = [  a(1) -a(2) -a(3) -a(4) ;  
            a(2)  a(1)  a(4) -a(3) ;  
            a(3) -a(4)  a(1)  a(2) ;  
            a(4)  a(3) -a(2)  a(1)  ]; 
    Mb = [  b(1) -b(2) -b(3) -b(4) ;  
            b(2)  b(1) -b(4)  b(3) ;  
            b(3)  b(4)  b(1) -b(2) ;  
            b(4) -b(3)  b(2)  b(1)  ]; 
    %Add up 
    M = M + Ma'*Mb; 
end 

  
%Compute eigenvalues 
[E D] = eig(M); 

  
%Compute the rotation matrix 
e = E(:,4); 
M1 = [  e(1) -e(2) -e(3) -e(4) ;  
        e(2)  e(1)  e(4) -e(3) ;  
        e(3) -e(4)  e(1)  e(2) ;  
        e(4)  e(3) -e(2)  e(1)  ]; 
M2 = [  e(1) -e(2) -e(3) -e(4) ;  
        e(2)  e(1) -e(4)  e(3) ;  
        e(3)  e(4)  e(1) -e(2) ;  
        e(4) -e(3)  e(2)  e(1)  ]; 

  

  
R = M1'*M2; 

  
%Retrieve the 3x3 rotation matrix 
R = R(2:4,2:4); 
%Compute the scale factor if necessary 
if(doScale)     
    a =0; b=0; 
    for i=1:Na 
        a = a + Bn(:,i)'*R*An(:,i); 
        b = b + Bn(:,i)'*Bn(:,i); 
    end  
    s = b/a;     
else 
    s = 1; 
end 

  
%Compute the final translation 
T = Cb - s*R*Ca; 

  
%Compute the residual error 
if(nargout>3)     
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    err =0; 
    for i=1:Na 
        d = (B(:,i) - (s*R*A(:,i) + T)); 
        err = err + d'*d; 
    end       
    err = sqrt(err)/Na; 
end 

  

  
%Displayed if an error occurs 
function usage() 
disp('Usage:') 
disp('[s R T error] = absoluteOrientationQuaternion( A, B, doScale)') 
disp(' ') 
disp('Return values:') 
disp('s         The scale factor') 
disp('R         The 3x3 rotation matrix') 
disp('T         The 3x1 translation vector') 
disp('err       Residual error (optional)') 
disp(' ') 
disp('Input arguments:') 
disp('A         3xN matrix representing the N 3D points') 
disp('B         3xN matrix representing the N 3D points') 
disp('doScale   Optional flag indicating whether to estimate the uniform 

scale factor as well [default=0]') 
disp(' ') 
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19 Anexo XI: Equipos de Medición considerados 
 

19.1 Resumen de equipos de medición 
 

Se incluye aquí a continuación una tabla resumen con todos los equipos de medición que se han 

considerado en el cálculo. 

Tabla 13 - Incertidumbre de equipos de medición 

Equipo de medición Rango de 
trabajo 

Resolución 
(mínima) 

Incertidumbre 
máxima en medición 

longitudinal 

Incertidumbre 
máxima en medición 

angular 

FARO Láser Tracker ION 110m 
(diámetro) 

0.5 μm 
±2” 

±2μm + 
0.4μm/m 

±10μm + 
2.5μm/m 

LEICA Láser Tracker absoluto 
AT901-MR 

50m 0.32 μm 
0.14” 

±0.5μm ±15μm + 6μm/m 

LEICA Estación Láser TDRA6000 100m10 0.5mm 0.3mm + 
13μm/m 

No aplicable 

LEICA Estación Total TCA2003 Hasta 
2500m11 

0.5 arc sec 
1mm 

1mm + 1ppm No aplicable 

NIKON Indoor GPS Sin límite 0.2mm 0.2mm No aplicable 

 

Como otros equipos de medición se pueden considerar los siguientes: 

Tabla 14 - Otros equipos de medición 

Equipo de medición Rango de trabajo Resolución 
(mínima) 

Precisión mínima 
(Incertidumbre 

máx) 

LEICA T-Probe AT901-MR 18m --- 100μm 
LEICA T-Mac 18m --- ±15μm + 6μm/m 

 

  

                                                           
10

 Distancia mínima de trabajo: 2 metros. 
11

 Distancia mínima de trabajo: 5 metros. 
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19.2 FARO Láser Tracker ION 
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Identificación de Parámetros cinemáticos de un brazo robot mediante el método “Circle Point” Máster Sistemas Mecánicos 2010-2011  

156 

19.3 Láser Tracker LEICA 
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19.4  LEICA T-Probe 
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19.5 LEICA T-Mac system 
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19.6 LEICA Estación Láser TDRA6000 
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19.7 LEICA TCA2003 Total Station 
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19.8 NIKON Indoor GPS 
 

 

 

 

  


