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Prologo

La convexidad es una nocion situada entre la geometria, el andlisis y la matematica discreta. Aunque
algunos de los conocimientos de la geometria convexa ya eran conocidos por los filésofos griegos, se
convirtié en una rama independiente en matematicas al final del siglo XIX, fundamentalmente, debido
al trabajo de Hermann Minkowski. A mediados del siglo XX aparecieron numerosas relaciones con
diferentes areas de las matemadticas asi como con otras disciplinas, por ejemplo, en andlisis funcional,
teoria de la probabilidad, investigacion operativa, teoria de control, teoria de cédigos, cristalografia, etc.
En particular, la convexidad aparece de forma natural en el andlisis funcional ya que, como veremos,
hay una relacién biyectiva entre cuerpos convexos simétricos y normas en espacios de dimension finita.

El objetivo principal del trabajo es estudiar la desigualdad de Brunn-Minkowski para conjuntos con-
vexos no vacios en R". Se trata de una desigualdad que relaciona medidas de Lebesgue de conjuntos
convexos con la medida de su suma en el espacio euclideo, cuya version original fue dada a finales del
siglo XIX. En las tdltimas décadas, la teoria de cuerpos convexos ha evolucionado considerablemente
y la desigualdad de Brunn-Minkowski ha mantenido su interés debido a sus aplicaciones y conexiones
con otros campos.

La historia de la desigualdad de Brunn-Minkowski comienza con los estudios de Brunn, quien la
formulé para 2 y 3 dimensiones en 1887. A finales del siglo XIX y principios del XX la geometria se
centraba en s6lo 2 y 3 dimensiones. Pocos afios mds tarde, Minkowski la extendi6 al caso n-dimensional,
manteniéndose vdlida la demostracion dada por Brunn, y proporciond las condiciones necesarias para
las cuales se cumplia igualdad. Se han dado muchas otras demostraciones de la desigualdad, aqui se
presentaran tres de ellas. Primero se estudiard la demostracion original, basada en el principio de con-
cavidad de Brunn y que se obtiene como consecuencia de un proceso de simetrizaciones de Steiner. La
siguiente es por induccidn en la dimensién del espacio y es debida a Kneser y Siiss. La tltima serd una
consecuencia de la desigualdad de Prékopa-Leindler, una desigualdad funcional.

Una de las consecuencias mas populares de la desigualdad de Brunn-Minkowski es la desigualdad
isoperimétrica. El problema isoperimétrico cldsico data de la antigiiedad, aqui lo enunciaremos como:
‘Entre todos los cuerpos de un volumen dado la bola euclidea es el de minima superficie’. También
introduciremos, como otra aplicacion, la desigualdad de Blaschke-Santald, que sostiene que para todos
los cuerpos convexos simétricos en R” el volumen producto, cantidad que definiremos mds adelante, se
maximiza cuando el cuerpo convexo considerado es la bola euclidea. Vemos asi que la bola euclidea es
extremal en distintos sentidos, por un lado es el cuerpo con minima superficie de un volumen prefijado
y por otro lado es el que maximiza el volumen producto entre todos los cuerpos convexos.
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Abstract

The aim of this paper is to introduce the Brunn-Minkowski inequality for convex sets, in its different
ways. We will focus our study in R” and the euclidean metric. Three proofs will be shown, two for
convex bodies and the other one, in general, for any pair of non-empty Borel sets. To do that, we will
need to define some ideas like the support function for convex bodies, the Prékopa-Leindler’s inequality
or the Steiner symmetrization.

First, we are going to introduce some basic notions in convexity like convex sets, Minkowski func-
tional, convex bodies, the support function or convex functions, and some intresting results. We will
study under which conditions a convex set defines a norm in R” and the other way around, the existence
of a minimal distance point in a convex set for every element in R" and the existence of a support hiper-
plane through each boundary point of a convex body.

Once we have defined this items, we will introduce the Brunn-Minkowski inequality as follows:
Theorem. Brunn-Minkowski inequality. The following are equivalent:

L JA'*B* <|(1-1)A+AB

, VA, B non-empty convex sets in R" and 0 < A < 1.
2. \A|% + |B|% <A —|—B|%, VA, B non-empty convex sets in R".
%, VA, B non-empty convex sets in R" and 0 < A < 1.

3. (1=A)A|» +A|B]s <|(1—A)A+AB

Notice that the first expression does not depend on the dimension of the space.

After proving that the three expressions of Brunn-Minkowski inequality are equivalent we will show
that they are true. The first proof given is the original one, which makes use of Brunn’s concavity
principle and it is proved by using sucesive Steiner symmetrizations. So, we introduce what a Steiner
symmetrization is before.

Definition. Let K be a convex body in R" and e, the last vector of the canonical basis of R". The Steiner
symmetrization of K in the direction of e, is defined as:

Se,(K) = {(x,t) ER":xe P, (K),t| < ;]Kﬂ(x+(en>)]}

In general, the Steiner symmetrization is defined for every u € §"~! from the above as S,(K) =
UL(S,,(UK)) with U € O(n) such that U (u) = e,. Notice that S, (K) does not depend on U € O(n).

We will make use of two previous results, which we will not prove, to give this proof of Brunn-
Minkowski inequality, the fact that applying succesive symmetrizations we approache the Euclidean
ball and Brunn’s concavity principle.

Theorem. Let K C R" be a convex body such that |K| = |B,|. Then, there exists a sequence of vectors
{uj};f’zl € 5" such that, setting K;=8y,(Kj-1) = K; — B, in the Hausdorff metric. Where B, =
: e

{x € R": ||x||2 < 1} is the Euclidean ball of radius one centered at zero.
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Theorem. Brunn’s concavity principle. Let K C R" be a convex body and F be a k-dimensional
subspace. Then, the function
f: Ft —R
1
x > f(x)=|KN(F+x)|*

is concave on its SUpport.

The theorem above helps us to prove Brunn’s concavity principle and we use it to build an appropiate
f, that brings us to
1 1 1
(I=A) K| +A|T|» <|(1—A)K+AT|»

for every K,T € R” convex bodies and 0 < A < 1.

The next proof we will study is obtained by induction on the dimension of the space and is only
valid for convex bodies. Moreover, we are going to characterize the equality case.

For the last one, we introduce the Prékopa-Leindler inequality. In this case, the inequality holds for
two arbitrary non-empty compact Borel sets in R”.

Theorem. Prékopa-Leindler’s inequality Let f,g,h: R" — R be three non-negative measurable func-
tions and let 0 < A < 1 such that f(x)'~*g(y)* < h(z) whenever z = (1 — A)x+ Ay. Then,

</,1f(x)dx>l_/l (/Rng(y)dy)/l < /nh(z)dz.

Applying this inequality for f = ¥4, § = Xp and h = ¥(1_2)a+1p, the characterictic functions of the
non-empty Borel sets A, B, (1 — 1)A+ AB € R", we obtain

IA|'"*|B|* <|(1—A)A+AB|.

To sum up, it is possible to apply the Brunn-Minkowski inequality to obtain other important geo-
metric inequalities. We will study the isoperimetric and the Blaschke-Santal6 inequalities. The fist one,
shows that among all convex bodies of a given volume the Euclidean ball is the one with minimal sur-
face area. Blaschke-Santal6 proves that the volume product, s(K), of a symmetric convex body K € R”,
defined as follows:

s(K) = |K|IK’|

is maximized considering the Euclidean ball.
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Capitulo 1

Introduccion a la convexidad

Vamos a centrar nuestro estudio en R”. Denotaremos por B, a la bola euclidea centrada en el cero y de
radio unidad, es decir, {x € R" : ||x|| < 1}, y por §"~! a la esfera centrada en el cero y de radio unidad,
{x € R": ||x||2 = 1}. Habitualmente utilizaremos | - | para referirnos a la norma euclidea en R", en lugar
de |- [f2-

Presentamos en este capitulo los conceptos basicos necesarios para abordar la desigualdad de Brunn-
Minkowski en conjuntos convexos, que serd el objetivo principal. Introducimos los conjuntos, funciones
y cuerpos convexos y normas y funciones definidas a partir de estos que nos seran ttiles después.

1.1 Conjuntos convexos

Definicién. Un conjunto A en R” es convexo si Vx,y € Ay 0 < A < 1, se tiene que (1 —A)x+ Ay € A.

Observacion 1.1.1. Las intersecciones de conjuntos convexos son convexas. Esto se debe a que si
tomamos A, B convexos con x,y € ANB, 0 < A <1, en particular, x,y € A y como A es convexo se tiene
que (1 —A)x+ Ay € A. Del mismo modo (1 —A)x+ Ay € B. Por tanto, (1 —A)x+Ay € ANB.

Definicion. La suma de Minkowski de dos conjuntos A,B en R” se define como A+B={a+b:ac
A, b € B} y el producto por un escalar 4t € R como uA = {ua:acA}.

Observacion 1.1.2. Si A, B son dos conjuntos convexos, entonces A+ By LA son convexos.

Demostracion. Sean x,y €c A+By0<A <1.Existena,d €A,b,b' e Btalquex=a+b, y=d +0b'.
Entonces,(1—A)x+Ay=(1—-A)(a+b)+A(d+D')=(1—A)a+Ad +(1—A)b+Ab € A+B. Ya
que, como A y B son convexos (1 —A)a+Ad € Ay (1—A1)b+ Ab € B.

Sean ahora x,y € 4A y 0 < A < 1. Entonces, x = {la, y = pd’ para algunos a,a’ € A, asi (1 —A)x+
Ay=(1—2A)pa+Apd = u[(1—2A)a+ Ad'] y como A es convexo, (I —A)a+ Ad' € A por lo que
(1 —A)a+Ad] € pA. O

Observacion 1.1.3. Sea A € R" un conjunto cualquieray A, > 0. Entonces, (A + 1)A C AA+ UA. Ya
que six € (A + 1)A, entonces existe a € A tal que x = (A + W)a = Aa+ a € AA+ UA.

La siguiente proposiciéon muestra que la convexidad es una propiedad que garantiza la igualdad en
la relacién anterior.

Proposicion 1.1.4. Sea A un conjunto convexo en R" y A, > 0. Entonces, AA+ UA = (A + w)A.

Demostracion. Un contenido es trivial por la observacion anterior. Para el otro contenido, sea A conve-
X0, x € AA + UA, entonces existen a,b € A tal que x = Aa+uby

1
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_ A H
x=(A+n) </l+,ua+l+,ub>
A

Como?L,,u>0:>llTu>Oy7L<7L+,u:>ﬁ<l,l—m:ﬁ.Entonces (ﬁa—i—ib) €A

por ser A convexo y asi x € (A + 1)A. O
A continuacién vamos a relacionar las normas con los conjuntos convexos.
Definicién. Una norma en R” es una aplicacion || - || : R" — R cumpliendo :
L« =0y x| =0 <= x=0.
2. |lax|| = |ol||x]] , Yo € R.
3o [yl < lell + vl

Definicién. Toda norma en R” define una distancia como d(x,y) = ||x—y||. De la estructura de la norma
se deduce:

1. d(x,y) >0yd(x,y) =0 < x=y.
2. d es simétrica, es decir, d(x,y) = d(y,x).
3. d(x,z) <d(x,y) +d(y,2).

Vamos a ver que las normas en R" estdn determinadas por los conjuntos convexos compactos y
simétricos con 0 en su interior. Es decir, dada una norma queda definido un conjunto de esta forma y
viceversa, todo convexo compacto y simétrico con 0 en su interior define una norma en R”.

Definicion. Decimos que A es un conjunto simétrico si x € A implica —x € A.

Proposicion 1.1.5. Sea || - || una norma en R" y su bola unidad B = {x € R" : ||x|| < 1}. Entonces, B es
convexa y simétrica. Ademds, B es cerrada y 0 es un punto interior respecto a la topologia de la norma

Demostracion. Para demostrar la convexidad tomamos x,y € By 0 <A < 1. Entonces ||x|| < 1y [y <
1,
(1 =2A)x+ Ayl < (A=)l + Ay < (T =2)+A =1

Asi, (1 =A)x+ Ay € By B es convexo.

La simetria de B se sigue de la propiedad de la norma ||ax|| = |¢| ||x|| para @ = —1. Entonces si
x € B se tiene que —x € B.

Observamos que || || es continua, es decir, Ve >0 30 >0talquesi [[x—y|| <6 = | ||x]| —[[y|| | <&.

Por la desigualdad triangular, | ||x|| — ||| | < |Jx—y||, tomando 6 = € vemos que la norma || - || es conti-
nua. Como B = ||- || ~'{[0, 1]} entonces, B es cerrado por ser la preimagen de un cerrado por una funcién
continua.

Como 0 € {x: ||x|]| < 1}, conjunto abierto en B, tenemos que 0 es un punto interior de B. O

Veamos que si A es un conjunto convexo compacto y simétrico en R” con 0 punto interior, entonces
existe, paralelo a cualquier vector u € $"~!, un segmento cerrado y acotado de longitud no nula desde
el cero hasta la frontera de A, asi podemos definir un funcional || - |4 en R” de la siguiente manera:

[x][a ;= inf{& e RT :x € EA}.



Convexidad y desigualdad de Brunn-Minkowski - Alba Pardo Ortiz 3

Definicion. El funcional || - ||4 se denomina funcional de Minkowski de A.
La siguiente proposicion nos da un resultado reciproco a la proposicién 1.1.5.

Proposicion 1.1.6. Si A es un conjunto convexo compacto y simétrico de R" con 0 en el interior de A,
entonces || - |4 es una norma en R”".

Demostracion. Veamos que es norma a través de la definicion.

1. Por definicién ||x|[4 > 0, ya que & € R™. Si x # 0, entonces el rayo que une 0 con x interseca a A
en un segmento [0, otx] con 0 < ¢ < oo, Por tanto, ||x||a = o~ y as ||x|l4 > 0. Si x = 0, entonces
|lx[la =inf{& eRT:0€ A} =0.

2. La propiedad ||Bx||4 = |B]| ||x|la VB € R se sigue de la definicion y simetria de A. Sea 3 # 0,

] :px =in tX é
inf{E €eRT: Bxec éA} = f{éeR*. EﬁA}

inf {|BIE €RT :xe EA} = |Blinf{E €RT :x € EA} =|B] |lx|la

B[]

Si B =0, trivial.

3. Queda por ver que se cumple ||x+y|la < ||x[[a +[y/la Vx,y € R". Six =06y =0 se cumple la
igualdad. Para x,y # 0 tomamos
r__* Yy = Y
[1xlla [1¥lla

puntos de la frontera de A y como A es cerrado, estan en A. Entonces, definimos

o Axlla lla
Ixlla+1yla™  lixlla +llylla

[lx]la [ylla
como A es convexo z € A A.
y 2€ Wt + TRlHb T

Por la Proposicién 1.1.4, se tiene que z € A y asi ||z][4 < 1. Como,

B AP Y PR
et ol Tl + 50~ Tl + ol

_zty
llzlla+ liylla

tomando normas obtenemos la desigualdad A <I=|x+ylla <|lxlla+[y]la-

X+y
[lxlla+11¥1la
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De las proposiciones 1.1.5 y 1.1.6 se sigue que hay una correspondencia biyectiva entre las normas
en R" y los conjuntos en R" convexos compactos y simétricos con O punto interior.

Notar que el funcional de Minkowski sigue un orden inverso, si A C B entonces,
Ademds, || [|ga = a7 - ||la Yo > 0.

Ala =1~ lls-

Definiciéon. Un cuerpo convexo es un conjunto convexo de R” que es compacto y de interior no vacio.
Denotamos por %, al conjunto de los cuerpos convexos en R”.

A partir de ahora, vamos a centrar nuestro estudio en los cuerpos convexos.

Definicion. Decimos que K € %, es centrado si el baricentro dado por

bar(K) = ‘Il(/xdx
K

de K estd en el origen. Esta integral vectorial es la integral componente a componente de x. Si el bari-
centro de K es 0, se cumple que [ (x,0)dx =0 para 6 € S"~ 1.

Definicién. Definimos la funcion soporte de un cuerpo convexo K en R” por

hk (x) = sup{(x,y) : y € K}
para todo x € R".

Notar que g es positivamente homogénea hg (Ax) = Ahg(x),VA > 0,Vx € R". Ademas es convexa.
Mais adelante, cuando hablemos de funciones convexas, se dard una demostracidn, en la proposicién
1.2.1.

Observacion 1.1.7. Si K y T son dos cuerpos convexos en R", entonces K C T = hg < hr. Ya que,
hg(x) = sup{(x,y) :y € K C T} <sup{{x,y) :y € T} = hr(x).

El reciproco también es cierto, es decir, si hg(x) < hr(x) para todo x € R”, entonces K C T. Para
probarlo es necesario introducir conceptos de separacién, la demostracién se dard en la proposicién
1.4.4.

Observacion 1.1.8. Sean K y T dos cuerpos convexos en R", entonces hg 7 (x) = hg(x) + hr(x) Vx €
R". En efecto, paray € K+ T existen y; € K, y» € T tales que y =y + y».

hgir(x) = sup{(x,y):y € K+T}=sup{{x,y1+y): 1 €K, ncT}=
= sup{(x,y1)+@xy) 1 €K, meT}=
= sup{(x,y1) :y1 € K} +sup{(x,y2) : y2 € K} = hg(x) + hr(x)

Definicion. Sea K un cuerpo convexo en R” con 0 punto interior de K. Denotaremos funcion radial a
pk(x) =sup{A e R : Ax € K}, Vx#0.

Observacion 1.1.9. Notar que la funcion radial y el funcional de Minkowski de un cuerpo convexo K

quedan inversamente relacionados pg(x) = ||X1HK Vx # 0, ya que

pr(x) = sup{?tER*:kxeK}:sup{/’L eR*:xE}ILK} =

1 1
inf{E R :xe EK} |l

1
= sup{é ERT:x€ 5[(} =

Ahora vamos a introducir el concepto de polar de un cuerpo convexo, un conjunto muy importante
en convexidad que estd relacionado con la dualidad. Aparecera también mas adelante cuando hablemos
de la desigualdad de Blaschke-Santal6.
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Definicion. Sea K un cuerpo convexo en R” con O punto interior de K. El polar de K es el conjunto
K’ = {y e R" :sup(x,y) < 1}.
xekK

Observar que para A > 0 se tiene que (AK)° = %K" y que si K C T, entonces 7% C K° para todo par de
cuerpos convexos con 0 punto interior.

Observacion 1.1.10. Notar que(T (K))° = (T") " (K?) para todo T € GL(n) isomorfismo. Puesto que,

(T(K))? = {xeR":(x,y) <1 WeT(K)}={xeR": (x,T(y)) <1 VyeK}=
= {(I")7'T"(x) eR":(T"(x),) < 1 VyGK}
{(T") 7 () €R" s {xy,y) <1 Wy e K} = (T")(K”)

Observacion 1.1.11. Si K es un cuerpo convexo simétrico entonces K° es la bola unidad de la norma
dual de ||x||k. Ademds, el dual de la bola euclidea es la bola euclidea, B, = B,,.

Observacion 1.1.12. La funcion soporte de K coincide con el funcional de Minkowski de su polar, es
decir, = hg(x).

Ya que si & = ||x|| ko, entonces x € EyK°, equivalentemente 3 2 € K?, es decir, sup(y, & % ) <1,0loque
yeK

es lo mismo hg(x) = sup(x,y) < & = ||x||xe. Por otro lado, si & = hg(x) = sup(x,y) = sup(y,g ) =1,
yekK yeK yeK

en particular ¢ € K°, es decir, x € &1K°. Entonces, hx(x) =& > inf{& e RT :x € EK°} = ||x||ke-
Definicion. Denotaremos por dA a la frontera de A.

Definicién. Llamaremos volumen de un conjunto A € R” a su medida de Lebesgue y lo denotaremos
por |A| 6 Vol,(A).

Observacion 1.1.13. Sea A un conjunto en R", algunas de las propiedades de la medida de Lebesgue
son:

o [AA| =A"A] VA > 0.
o [x+A|=|A|, VxeR.
o [T(A)]=

— R" lineal.

La integracién en coordenadas polares es un método muy utilizado que nos permite expresar el
volumen de un conjunto en términos de la funcién radial. Si f es una funcién integrable en R", entonces

/Rnf(x)dxznmn\/w/O“’rn_lf(re) dr do(6)

donde o es la probabilidad uniforme en la esfera, definida por 6(A) = %, conCy = {x € B, HXH € A}.

B
Esta es la tinica probabilidad en la esfera tal que 6(A) = 6(U(A)), VA € §"~!, YU € O(n). En particular,
para f = xk, funcién caracteristica de un cuerpo convexo K,

K| = / Xk (x)dx = n|B, |/ / 4k (r8) dr do(6) = n|B, |/ / Pl drdo(8)
Sn—1 n—
= nlB,| [ ok do(0) =B [ pk do(e)
N In sn 1

y tenemos el siguiente resultado:

Definicion. El volumen de un cuerpo convexo K con funcién radial continua, se expresa en coordenadas
polares de la siguiente manera:

K| = [BJ| | pi(6)do(6)
donde B, es la bola unidad en R".
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1.2 Funciones convexas

Definicion. Sea f : domf C R" — RU{%oeo}. Decimos que f es convexa si
{xeR": f(x) ==} =0, {xeR": f(x) =0} #R"

yf(1=A)x+Ay) <(1=2A)f(x) +Af(y), Vx,y e R" y 0 <A < 1. Ademds decimos que una funcién
f es concava si —f es convexa.

Como dejamos pendiente, veamos que la funcién soporte es convexa.

Proposicion 1.2.1. La funcion soporte de un conjunto convexo K CR", definida por hg (x) = sup{(x,y) :
y €K} Vx €R" es convexa.

Demostracion. Sean x,y € R" y 0 < A < 1, por definicién de funcién soporte:

hg((1=A)x+Ay) = sup{{((l—A)x+Ay,z):z€ K} =sup{(1—A){(x,2) +A{y,z) : z€ K} <
< sup{(l1—A){x,z) :z€ K} +sup{A{y,2) : z€ K} =
= (1—=A)sup{(x,z):z€ K} +Asup{(y,2) :z€ K} = (1 = A)hg(x) + Ahk(y).

O]

Definicién. Dado un conjunto finito A = {xy,...,x,} C R". Decimos que x es una combinacion convexa
de {x1,...,x,} siexisten Ay,...,A, > 0 cumpliendo Y7 ; 4; = 1 tales que x = ¥ | A;x;.

Definicion. La envoltura convexa de un conjunto A C R” es el conjunto de todas las combinaciones
convexas de subconjuntos finitos de elementos de A.

Definicion. Un conjunto S € R” se dice simplex si es envoltura convexa de n+ 1 puntos afinmente
independientes, denominaremos a estos puntos vértices. Es decir, S = {Ajx; + -+ + Ay 1 X041 A >
0,1<i<k+1y Z”H =1}, con xj ...,x,+ afinmente independientes.

Teorema 1.2.2. Toda funcion convexa f : domf C R" — R es continua en el interior del dominio de

f

Demostracion. Sea x € int domf 'y S simplex tal que xo € int S C S C int domfy p > 0con B(xp,p) C
S, donde B(xy, p) denota la bola euclidea cerrada centrada en xy y de radio p. Veamos que f es continua
en xo, es decir, Ve > 036 > 0 tal que [y —xo| < 0 = [f(y) — f(x0)| < €.

Para todo x € S hay una representacién x = Z”+1 Aix; con A; > 0 tales que anll A; = 1, donde
X1,-..,Xn+1 son los vértices de S. Como f es convexa, se deduce que para todo x € S,

f@x)=f(xi 4+ Apixnrr) KA f(xn) + - 4 A1 f (1) < cr=max{f(x1),..., f(x,41)} (1.1)

Tomamos y = xp+au con 0 < o < 1 y |u| = p, entonces y € B(xp,p). En particular, y = (1 — a)xo +
o (xo+u), y como f es convexa, f( ) < (1—a)f(x0)+ af(xo+u). Entonces,

f) = fx0) < —otf(x0) + 0ef (xo +u) = a(f (x0+u) — f(x0)) < ac = f(x0))

por (1.1) yaque xo+u € S.

Por otro lado, (14 o)xg =y — ctu+ otxo = y+ a(xg — u) < xg = =
convexidad de f, f(xq) < %f( )+ 1igf (X0 — u). Por lo tanto,

(I+a)f(xo0) < f(y)+af(xo—u)
(LD

fxo)=f(y) < —af(xo)+aflxo—u) = a(f(xo+u) = fx)) < alc—f(x))

Tra T Tog (Xo —u). Entonces por
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Sic= f(xo) se tiene que 0 < |f(y) — f(x0)| <0 Vy € B(xg,p), entoces f(y) = f(xo), es decir, f es

una funcién constante en un entorno de xy y por tanto continua. Si ¢ # f(xp), tomamos 6 = m&
Ast, [£(y) = F(x0)] < Ja(e = f(x0))] = 2l — f(x0)] = 222l — f(x0)] < Ele— flxo)| = &, Wy €
B(xo,p). Por lo que queda demostrada la continuidad de f en int domf. 0

1.3 Proyeccion métrica

En esta seccién vamos a definir para todo punto de R" el punto a minima distancia en un conjunto
convexo y cerrado de R”. Veremos la aplicacién continua que define y como caracteriza los conjuntos
convexos.

Proposicion 1.3.1. Sea A € R" un conjunto convexo cerrado y no vacio. Para cada x € R" existe un
tinico punto p(A,x) € A cumpliendo:

x—p(A,x)| < [x—y|, Vy€A.

La funcién definida por y — |x —y| Vyy € A es continua y alcanza su minimo absoluto en yp € A. La
funcién alcanza minimo por ser continua en el conjunto AN{y : |x —y| < [x —z|} con z € A fijo, que es
compacto ya que A es cerrado. Veamos que este punto, yg, donde se alcanza el minimo, es tinico. Si no lo
fuera, existe y; € A con y; # yo cumpliendo |x —y;| < [x—y|, Vy € A. En particular, |x —y;| < |x — yo|
y como yp es minimo también tenemos que |x — yo| < |x — y;|. Por lo tanto, |x — y;| = |x — yol|. Si
x—y; = A(x—yp) con A > 0, entonces A = 1 y se tiene que y; = yo contradiciendo la hipétesis. Asi,
X —Yy1, Xx— Yo no son paralelos y la desigualdad triangular es estricta:

X—=Yo  X—N

2+2

X—Y0
2

X—=YI1
2

X—Y0
2

X—Y0
2

+ +

=[x —ol-

‘x_yoerl <

2

Lo anterior contradice que yp sea minimo, ya que % € A. Entonces, debe ser y; = yy. Por tanto,
yo = p(A,x) es unico.

Definicion. La aplicacion p(A,-) : x € R" — p(A,x) € A se denomina proyecion métrica o aplicacion
al punto mds proximo de A.

Denotamos d(A,x) = |x — p(A,x)|, asi d(A,x) es la distancia (minima) desde el punto x al conjunto
A. Ademas, Vx € R" A definimos

x—p(A,x)
Ax) = ——7""——
uA) = =)
el vector unitario apuntando desde el punto mds préximo a x en A, p(A, x), hasta x, y denotamos por
R(A,x) ={p(A,x) +Au(A,x): A > 0}

el rayo que pasa por x con punto final p(A,x).

Lema 1.3.2. Sea A € R" un conjunto convexo cerrado y no vacio. Sea x € R"\ A, siy € R(A,x) entonces,
p(A,x) =p(A,y).

Demostracion. Supongamos que p(A,x) # p(A,y) entonces, o bien

e y € [x,p(A,x)). Entonces, por definicién de p(A,y) se cumple [y — p(A,y)| < |y—z| Vz€ A, en
particular para z = p(A,x) y queda:

x—p(A, )] < [x=y|+y—p(A,y)| < [x =y +]y—p(A,x)| = |x— p(A,x)|

lo cual contradice la definicion de p(A, x).
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o bien,

e x € [y,p(A,x)). Tomamos g € [p(A,x), p(A,y)], el punto tal que el segmento [x,g] es paralelo con
[y, p(A,y)], como podemos ver en la siguiente figura:

p(A4,y)

Y T p(A, 'I‘)

Entonces, por semejanza de tridngulos y por definicién de p(A,y),

k=gl ly=pAy)
]x—p(A,x)] ]y—p(A,x)]
tenemos |x —¢g| < |x— p(A,x)| contradice la definicion de p(A, x), ya que g € A por ser A convexo.

Por tanto p(A,x) = p(A,y). O

<1

Teorema 1.3.3. La proyeccion métrica es contractiva. Es decir,
[p(A,x) = p(A,y)| < [x—y|, Vx,y eR".
Demostracion. Seav = p(A,x)— p(A,y) # 0. Siv =0 la desigualdad es trivial.
Veamos que (x— p(A,x),v) > 0. Si fuera (x — p(A,x),v) <0, es decir, 5 < 6 < 7, siendo 6 el dngulo

entre vy x — p(A,x). Entonces, el rayo R(A, x) interseca al hiperplano H, definido por contener a p(A,y)
y ser ortogonal a v, en un punto z.

(A, )

Como el tridngulo que generan estos puntos es rectdngulo tenemos, usando el lema 1.3.2 que:

lz—p(A,y)| <|z—p(A,x)| = |z = p(A,2)],

lo cual es una contradiccion con la definicién de p(A, z). Andlogamente, tenemos (y — p(A,y),v) <O0.

Entonces, el segmento [x,y] interseca los dos hiperplanos que son ortogonales a v y pasan por p(A, x)
y p(A,y) respectivamente,
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y [p(A,x) = p(A,y)| < |x—y|, Vx,y €R". O
Lema 1.3.4. Sea S una esfera conteniendo a A € R" un cuerpo convexo. Entonces, p(A,S) = dA.

Demostracion. Es obvio que p(A,S) C dA. Para el otro contenido, dA C p(A,S) tomamos x € JA. Para
cada i € N tomamos x; en el interior de S, es decir, en la bola de la cual S es frontera, de modo que x; ¢ A
y [x—x;| < +.Como x € dA y por el Teorema 1.3.3 tenemos que [x — p(A,x;)| = |p(A,x) — p(A,x;)| <
e —x;| < 1.

Por otro lado, el rayo R(A, x;) interseca a S en un punto y; con p(A,y;) = p(A,x;), yaque y; € R(A,x;).
Entonces, [x — p(A,y;)| < 1y asf lim p(A, y;) = x. Toda sucesi6n acotada tiene una subsucesién conver-
gente, sea (J;);en dicha subsucesion de (y;)en, que converge ay € S. Como lim p(A,3;) =limp(A,y;) =
x y la proyeccion métrica es continua, por el Teorema 1.3.3, tenemos que x = p(A,y) cony € Sy asi
x € p(A,S) O

Que exista una aplicacién que lleve al tinico punto de minima distancia a un conjunto caracteriza
los conjuntos convexos:

Teorema 1.3.5. Sea A C R”" un conjunto cerrado tal que para todo punto x € R" existe un tinico punto
a minima distancia en A. Entonces, A es convexo.

Demostracion. Supongamos que A no es convexo. Entonces hay dos puntos x,y con [x,y] VA = {x,y}.
Tomamos p > 0 tal que la bola B(*5*,p) NA = 0, con B(*}2,p) la bola euclidea cerrada de centro >
y radio p.

Sea % la familia de bolas cerradas, B, conteniendo a B(*32,p) tales que int(B) NA = 0. Sea B' =
B(z,r) € % de radio maximo. Veamos que .Z tiene elemento de radio maximo. Sea

fR™ 5 R
(z,r) —> r

funcién continua en el conjunto C = {(z,7) : B(33%,p) C B(z,r) A int(B(z,r))NA=0}. Como C es
compacto f tiene mdximo en C, vedmoslo:

e Veamos que C estd acotado, si tomamos el plano que contiene a los puntos x,y,z trasladamos
el problema a dimensién 2. Podemos considerar, tomando las coordenadas apropiadas, que x =
(—a,0),y = (a,0), asi *3* = (0,0). Para ver que |z| y r estdn acotados basta ver que r lo estd ya
que como B(0,p) C B(z,r) se tiene que |z| < r — p. En particular, |z +a|? + |z —a|* = 2|z|> +

2 . an 2+ — 2
2laf? < 2(r = p)+2la = 27 [(1- &) + 1. o cquivalentemente SHEE=E < (1-5) +

2 _ 2 . .
% = g(r). Como g'(r) = w entonces, g(r) es una funcién decreciente cuando r <

p+lal? p-tlal?
p P

. Supongamos que r no estd acotado, entonces podemos tomar un r suficientemente

y creciente cuando r > y como ademds lim g(r) = 1 la funcién esta acotada por 1
r—yoo

parar > ptlaf

|z+al*+|z—al* z+al?+|z—al?
2r2 2

grande tal que < 1, o equivalentemente < r?. Ademds, min{|z +a|?, |z —

2 412 L . " .
al’} < w por lo que |z4al> < 7?6 |z—al* < 12, es decir, a 6 —a estd en B(z, 7). Lo que
contradice que (z,r) esté en C, entonces r estd acotado y se tiene que C es acotado.

e Para ver que C es cerrado, veamos que C° es abierto en R"*!. Si (z,r) € C® entonces, o bien
B(*2,p) € B(z,r) o bien int(B(z,r)) NA # 0.

Si B(*2,p) ¢ B(z,r) existe xo € B(332,p) tal que xo ¢ B(z,r), entonces existe € > 0 tal que
|z — xo| > r+ €. Veamos que para todo par (Z,7) tal que Z € B(z,5) y |[r — 7| < § se tiene que
B(*2,p) € B(z,7). Por la desigualdad triangular inversa |Z—xo| = [Z—z+z—xo| > |z—xo| —
Z—z|>r+e—5§=r+5>F, esdecir, xo ¢ B(Z,7).
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Si int(B(z,r)) NA # 0 existe xo € A tal que xo € int(B(z,r)), entonces existe un € > 0 tal que
B(xo,€) C intB(z,r), es decir, |z — xo| < r — €. Veamos que para todo par (Z,7) tal que Z € B(z, )
y |r— 7| < § se tiene que int(B(Z,7)) NA # 0. Por la desigualdad triangular, |Z —xo| < [z —z| +
lz—xo| < §+r—e=r—5 <F esdecir, xy € int(B(Z,F)).

Por hipétesis, existe un tnico punto, p, a minima distancia de z, el centro de B, en A, en particular,

p€B'NA.SidB(*2,p) y B tienen un punto comin, sea ¢ = 9B (*3,p) NIB/, sino, sea g = 5*.

Para un € > 0 suficientemente pequefio, la bola B'+&(g — p) contiene a B (%, p) y su interseccion con
A es nula. Es decir, hemos trasladado la bola para que no toque a A y ahora podemos tomar una bola de
radio mayor en 4. Con esta construccion, la familia 2 tiene un elemento con radio mayor que el de B/,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, A es convexo. O

1.4 Soporte y separacion

1.4.1 Soporte

Vamos a introducir los hiperplanos soporte y veremos su relacién con los conjuntos convexos, es decir,
en qué condiciones la existencia de un hiperplano soporte para cualquier punto de la frontera caracteriza
los conjuntos convexos.

Sea A C IR" un subconjunto, dados u € R" y o € R definimos el hiperplano H, o = {y € R": (y,u) =
a} CR", y H™, H" los dos semiespacios cerrados acotados por H, es decir H, , = {y € R" : (y,u) <
af, Hiy={yeR": (yu) > a}.

Definicién. Decimos que H es soporte de Aenxsixe€ ANH y,obienA C H- obien A C H'. Observar
que H es un hiperplano soporte de A o es soporte de A si H es soporte de A en un punto x € JA.

Definicién. Si H, o es soporte de Ay A C H,, = {y € R" : (y,u) < a} entonces, H, , se denota
semiespacio soporte de A'y u es el vector exterior normal de H, o y H, . Si ademds, Hy ¢ es soporte de
A en x entonces, u es el vector exterior normal de A en x.

Lema 1.4.1. Sea A C R" un conjunto convexo cerrado y no vacio, x € R" \ Ay p(A,x) su proyeccion

métrica sobre A. Entonces, el hiperplano H que pasa por p(A,x) y es ortogonal a u(A,x) = x;é’ é’i’)x) es

soporte de A.

Demostracion. Para que H sea soporte de A, por definicion, ANH # 0y, obien A C H  obienA CH™.
Como p(A,x) € HNA entonces, HNA # 0. Sea H™ el semiespacio cerrado acotado por H que no
contiene a x. Supongamos que A ¢ H~, entonces existe y € A cony ¢ H~. Sea z € [p(A,x),y] CAel
punto de minima distancia con x, entonces |x —z| < |x — p(A,x)| lo cual es una contradiccién con la
definicién de p(A,x) ya que z € A. Por tanto, A C H™ y H es soporte de A. O

Teorema 1.4.2. Sea A € R" convexo y cerrado. Entonces, para cada punto de dA existe un hiperplano
soporte de A. Si A # 0 estd acotado, entonces para cada vector u € R" ~\. {0} hay un hiperplano soporte
de A con u vector exterior normal.

Demostracion. Sea x € dA. Veamos primero que existe un hiperplano soporte de A:

e Si A es acotado. Por el lema 1.3.4 existe un punto y € R" \ A tal que x = p(A,y). Porel lema 1.4.1
el hiperplano a través de p(A,y) = x ortogonal a y — x es soporte de A en x.

e Si A no estd acotado, existe un hiperplano soporte H de AN B(x,1) en x. Sea H™ el semiespacio
soporte correspondiente de AN B(x, 1).

Veamos que H es hiperplano soporte de A, para ello comprobemos que A C H . Si existe un
punto z € A~ H™ entonces, [z,x] C A, pero [z,x) NB(x,1) € H™ lo cual es una contradiccién. Por
lo que H es soporte de A.
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Veamos ahora que, cuando A estd acotado, cada u € R" \ {0} es vector exterior normal de A para
algiin x € JA. Como A es compacto, existe un punto x € A cumpliendo o = (x,u) = sup{(y,u) :y € A}.
Es trivial que, por definicién, H = {y € R" : (y,u) = (x,u) = o} es un hiperplano soporte de A con
vector exterior normal u tal que A C H ™. O

La existencia de hiperplanos soporte a través de un punto cualquiera de la frontera caracteriza a los
conjuntos convexos en el siguiente sentido:

Teorema 1.4.3. Sea A € R" un conjunto cerrado de interior no vacio tal que para cada punto de su
frontera existe un hiperplano soporte de A. Entonces, A es convexo.

Demostracion. Supongamos que con esas hipétesis A no es convexo y n > 2. Entonces existen dos pun-
tosx,y €Ay z € [x,y] conz ¢ A. Como int(A) # 0 podemos tomar a € int(A) tal que x,y,a son afinmente
independientes. Sea b el punto en [a,z) que estd en la frontera de A.

Por hipétesis, pasando por b existe un hiperplano soporte H de A y a ¢ H, porque a € int(A). En-
tonces, H interseca el plano generado por {x,y,a} en una recta. Como H es soporte de A entonces x,y,a
yacen en el mismo semiespacio de la separacion que define dicha recta, supongamos que es H~. Como
x,y,a son afinmente independientes b = A;x+ A,y + Aza con A1 + A, + A3 = 1. Sea u € R” vector exte-
rior normal de H, por definicién de hiperplano soporte (b, u) = A (x,u) + A2 (y,u) + Az {a,u) < Ay (b,u) +
Aa(b,u) + A3(b,u) = (b,u), por lo que todo son igualdades y esto ocurre si (x,u), (y,u), (a,u), (b,u) es-
tdn en la misma recta. Lo cual contradice que x,y,a sean afinmente independientes. Por lo tanto, A es
convexo. O

1.4.2 Separacion

Sean A, B C R" subconjuntos y H, o C R" un hiperplano.
Definicién. El hiperplano H, o separa Ay BsiACH,,yBC H,;f o O viceversa. A separado de un

punto x es la separacién entre A y el conjunto {x}. Decimos que la separacién es propia si Ay B no
yacen al mismo tiempo en H,, q.

Definicién. Los conjuntos A y B estdn estrictamente separados por Hyq si A C int(H, o) y B C
int(H,jj «) 0 viceversa. Decimos que estan fuertemente separados por H, ¢ si existe € > 0 tal que H, o—¢

y Hyq1e separan Ay B.

Ahora que hemos introducido algunos conceptos bésicos de separacion podemos demostrar el reci-
proco de la observacién 1.1.7.

Proposicion 1.4.4. Sean K, T € ;. Si hg(x) < hy(x), Vx € R" se tiene que K C T.

Demostracién. Supongamos que K ¢ T, entonces existe un punto x € K tal que x ¢ T. Tomamos u € R”
y @ € R, podemos definir, por el lema 1.4.1, un hiperplano H = {y € R" : (y,u) = o} que separa T y x
tal que x € H, es decir, (x,u) > a. Porlo tanto, T € H™ y ast:

hr (u) = sup{(y,u) :y € T} < a < (x,u) < sup{{y,u) :y € K} = hg(u)

Lo cual contradice que /g (x) < hr(x) Vx € R”, porloque K C T. O
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1.5 Meétrica de Hausdorff

En esta seccién definimos la distancia de Hausdorff de dos conjuntos compactos y veremos como se
puede expresar para cuerpos convexos a partir de sus funciones soporte.

Definicion. Sean K y T dos conjuntos compactos no vacios de R”. Definimos la distancia de Hausdorff
mediante:
O(K,T)=min{A >0:KCT+AB,, T CK+A1B,}

Observar que la distancia de Hausdorff de dos cuerpos convexos K, T de R” se puede expresar en
términos de sus funciones soporte, de la siguiente manera:

S(K,T) = sup{|hg(0) —hr(6)|:6 € S '}.

Yaque, si §(K,T) < a, entonces K C T + oB,, y se tiene que hg(0) < hyyop,(0) =hr(0)+hep,(0) =
hr(6) + « VO € S"~1. Andlogamente T C K+ aB, y hr(0) < hg(0) + a V6 € S*~!. Por lo tanto
|hg(8) —hr(0)| < a paratodo 8 € §" 1.

Lema 1.5.1. Sean K|,K; € %, y K> C intK,. Entonces, existe o > 0 tal que todo cuerpo convexo K en
R" con §(K;,K) < o cumple Ky C K.

Demostracion. Como K, C intK; C K; entonces, hg, < hg,, es decir, hg, —hg, > 0 en R" ~ {0} y
por ser continua tiene minimo, & > 0, en §"~1. Tenemos, hg, —hg, > o = hg, < hg, — 0t en sl
Sea K € 2" con 6(K,K) < a, entonces |hg, (x) — hg(x)| < a, en particular hg, — ot < hg. Por tanto,
hi, (x) < hg, (x) — & < hg(x), para x € S~ 1. Luego, K, C K. O

Teorema 1.5.2. El volumen |- | es continuo sobre J%,,.

Demostracion. Sean K, T cuerpos convexos en R". Ver que el volumen es continuo es comprobar que
Ve >0, Ja > 0tal que si §(K,T) < «, entonces | |[K|—|T| | < €.

Como |K| > 0, supongamos que 0 € intK. Dado € > 0, tomamos A > 1 tal que (A" — 1)A"|K| < €
y p > 0 con pB, C intK. Entonces, por el lema 1.5.1, existe un & > 0 tal que pB, C T VT € %,
cumpliendo 8(K,T) < a. Tomamos & < (A —1)p. Entonces, KC T +aB, CT+ (A —1)pB, C T+
(A—1)T = AT. De forma andloga, T CAK, T CK+aB, CK+ (A —1)pB, CK+ (A —1)intK C
K+ (A —1)K =K. Se sigue que |[K| < |AT| = A"|T| y andlogamente |T| < |AK| = A"|K|. Por lo que

K[ =IT[ < (A" =1)|T| < (A" = 1A"|K]

T|—|K| < (A" = DIK] < (A" = 1)A"[K]
Por lo tanto,
[IK[=IT] | < (A" =1DA"|K| <€
O

Observacion 1.5.3. El conjunto de cuerpos convexos es un subconjunto cerrado de los conjuntos com-
pactos no vacios en R". Por lo tanto, el limite de cuerpos convexos es convexo. Se puede ver una
demostracion en [2, Theorem 1.8.6].



Capitulo 2

Desigualdad de Brunn-Minkowski

2.1 Desigualdad de Brunn-Minkowski

En este capitulo vamos a introducir una de las desigualdades mds importantes en convexidad, la de-
sigualdad de Brunn-Minkowski. Esta desigualdad relaciona el volumen de la suma de Minkowski de
dos conjuntos convexos con los volimenes de dichos conjuntos. Daremos varias demostraciones y ve-
remos que es valida para compactos no vacios cualesquiera de R”.

Ahora, vamos a enunciar la desigualdad de Brunn-Minkowski y veremos que, como consecuencia
de la desigualdad aritmético-geométrica, podemos enunciarla de varias formas equivalentes.

Teorema 2.1.1. Desigualdad de Brunn-Minkowski. Las siguientes expresiones son equivalentes:

L JA'*B* <|(1-L1)A+AB

, VA, B conjuntos convexos no vacios en R" y 0 < A < 1.

2. \A|% + |B|% <|A+B », VA, B conjuntos convexos no vacios en R"

3. (1-1)A %—l—MB "< |(1-A)A+AB %, VA, B conjuntos convexos no vacios en R" y 0 < A < 1.

Observar que la primera desigualdad no depende de la dimension del espacio.

Demostracién. (1 = 2) Sean A,B dos conjuntos convexos no vacios en R”. Tomamos A’ = A

T
[

1
/ _ B _ |B|7
B'=—"ryA=— T
|B |A[7 +|B|n
A |A]

T|= 1
Al (1Af)

€ [0, 1]. Observar que A’ y B’ son convexos no vacios de volumen 1, |A'| =

(1—A)A"+AB'| > |A'|" 4B =1.

= 1. Entonces,

Por otro lado,

1 1 1 1
|A|ﬁ+|B|E—\B|Z A |B|E B A+B
(1-2)A"+AB' = 1 1 Tt—1 T,1 .1 1
|Al»+ (B[ |Al»  |A[» +[B]x [B[»  |A[» +|B]»

|A+B|
- 1 1
(1A]7+[B| )"

A+4B

ATE = |A+B| > (JA|" + |B|+ )", tomando
A7 +[B|

Por tanto, 1 < [(1 —A)A'+AB| =

la raiz n-ésima en ambos lados de la desigualdad concluimos \Aﬁ + ]B\% < |A+B] ;.

(2= 3) Sean A, B dos conjuntos convexos no vacios en R”. Para0 < A < 1 tomamos A’ = (1 —1)A,
B’ = AB convexos.

1

A"+ B|n > |47 + B = |(1=2)A|" +|AB|»
= ((1=2)")7[A]" + ((A)")7|B|" = (1= A)|A[7 +A|B|»

(1= A)A+AB|

13
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(3 = 1) Sean A, B dos conjuntos convexos no vacios en R” y 0 < A < 1. Tenemos:
1 y

1-A

(1= A)A+AB|n > (1—2A)[A]" +A[B|» > A7 |B|"

La dltima desigualdad se debe a la desigualdad aritmético-geométrica:

n n
Z Aiai > Ha?i7
i=1 i=1

para todo a; € R* y A4; > 0 tales que Y/ | A; = 1. La igualdad se cumple si y solo si todos los términos
a; son iguales.

Entonces, |A|'~*|B|* < |(1—21)A+AB|. O

2.2 Simetrizacion de Steiner

La primera demostracién que vamos a trabajar es la demostracién original de Brunn que se basa en el
principio de concavidad que lleva su nombre. Este principio es consecuencia de las propiedades de un
proceso de simetrizaciones de Steiner.

Por lo tanto, antes de demostrarla introduciremos la simetrizacién de Steiner y algunos resultados.

Definiciéon. Sea K un cuerpo convexo en R" y ¢, el n-ésimo vector de la base canénica de R”. La
simetrizacion de Steiner de K en la direccién e, se define como:

Se (K) = {(x,t) €R":xe P, (K),|1| < ;|Kﬂ(x—|—<en>)|}.

En general, definimos la simetrizacién de Steiner para cualquier u € $"~! a partir de la anterior como
Su(K) =U*(S,,(UK)) con U € O(n) tal que U (u) = e,. Notar que S,(K) no depende de U € O(n).

Equivalentemente, para x € u"- podemos expresarlo como el conjunto tal que
(K0 (e ()] = [Su(K) O (x4 ()],
donde los intervalos del término de la derecha estdn centrados en x.

Su(K
o AT

La siguiente proposicién demuestra que la simetrizacién de Steiner conserva la convexidad.
Proposicion 2.2.1. Si K es un cuerpo convexo en R" y u € §"~!, entonces el cuerpo S,(K) es convexo.

Demostracién. Se demuestra ficilmente tomando trapezoides. Sean x,y € u*, con I, = |[K N (x+ (u))| y
Iy =|KN(y+(u))|. Vamos a ver que para cualquier 0 < A < 1 el intervalo centradoenz= (1—1)x+Ay
que tiene longitud [, = [K N (z+ (u))| cumple I, > (1 — A)[, + Al
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[ =1~ Su(K)
uT k4 N ut
- W
—

Veamos que (1 —A)(KN(x+ (u))) +A(KN(y+(u))) CKN(z+ (u)). Seaac (1—-A)(KN(x+
(u)))+A(KN(y+ (u))), por un lado a € K por ser una combinacién convexa de puntos de K y por otro
ladoa e (1—=A)(x+(u)) +A(y+ (u)) = [(1—2A)x+Ay]+ (u) = z+ (u). Por tanto, a € KN (z+ (u)). Se
sigue que [(1 —A) (KN (x+(u))) +A(KN(y+(u)))| <|KN(z+ (u))| y se tiene que (1 —A)l+Al, <,
ya que la longitud de la suma de segmentos paralelos es la suma de las longitudes de los segmentos,
(1= A)(K 1 (e-+ ) + 2K O 5+ (@)] = (1= 2)(K O (r-+ () |+ [AGK 1 (v + )] Entonces,
S.(K) es convexo. O

7 K

w0

Propiedades. Sean K,T € R" dos cuerpos convexos, u € S"~! y A > 0. Entonces:
Su(AK) = AS,(K).
2. Su(K)+Su(T) C Sy(K+T). Suma de Minkowski.
3. KCT = S,(K) CS,(T).
4. |S,(K)| = |K].

Demostracion. Vamos a demostrar las propiedades descritas anteriormente para e, y serdn ciertas pa-
ra cualquier direccién u € S"~!, ya que dichas propiedades son invariantes frente a transformaciones
ortogonales.

1. VA >0,

Se,(AK) = < (x,0)€R": XGPL(AK) ]t|§;]7LKﬂ(x+<en>)|}:

e
= {xteR”- EP,( ),‘i‘g;‘1<m<z+(en>)‘}:
v

x,t) ER":x€P, (K ),|t|<;|Kﬂ(x—|—(en>)|}:lSen(K).

2. SixjeP, ((K)yxa€P, .(T),entonces x; +x, € P, L (K+T).

e,

Por otro lado, sean 1,7, € R tales que [t;| < 2K N (x1 + (ex))| y [t2] < 3T N (x2+ (en))|. Veamos
que [KN (x1+(eq)]+[TN(x2+(eq))] C (T +K)N((x1+x2)+ (en))]. Dados a € KN (x1 + (ex))
yb e TN (x2+ (en)), en particular,a € K,b € T entonces a+b € K+T. Ademds, a € (x| + (e,))
yb € (xa+ {e)), porloque a+b € (x; +x2)+ (en).

Entonces,

+nl < Inl+nl <5 [!Kﬂ(xl+<en>)\+!Tﬂ(Xz+(en>)\]:

= %I (KO (1 + (en)] + [T N (x2 4 (en))] | < 5\(T+K)ﬁ((x1 +x2) + (en))]-

Y queda probado S,, (K) +S,,(T) C S.,(K+T).
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3. Supongamos K C T. Six € P, 1 (K), en particular, x € P, 1 (T). Ademds, si |t| < $|K N (x+ (e,))]
entonces, |¢| < 3T N (x+ (e4))|. Asi,

1
Se, (K) = {(x,t) ER":xeP,(K), |t < 2Kﬂ(x+(en))} C
1
C {(x,t) ER":x€ P, (T)[t| < 2|Tﬂ(x—|—<en>)|} =S, (T).
4. Por el teorema de Fubini,
IS., (K)| = / 1-dtdx;---dx,_ :/ |KN (x4 (en))|dx) - dxp—1 =
Sen L

= /dtdxl'--dxn,l = |K|.
K

2.3 Demostracion de la desigualdad de Brunn-Minkowski con simetriza-
ciones de Steiner

Aplicando sucesivas simetrizaciones de Steiner a un conjunto convexo nos aproximamos a la bola eu-
clidea, este resultado lo vamos a enunciar sin demostracién. Se puede encontrar una demostracién en
[2, Theorem 10.3.2].

Teorema 2.3.1. Sea K C R" un cuerpo convexo tal que |K| = |B,|. Entonces, existe una sucesion de
vectores {u;}7_; € §"1 tal que si Kj = S,,(Kj—1) = Kj — By, en la métrica de Hausdorff.
: e

Usaremos una variante de este resultado para demostrar el principio de concavidad de Brunn, que
nos llevard a una demostracion de la desigualdad de Brunn-Minkowski para cuerpos convexos.

Teorema 2.3.2. Principio de concavidad de Brunn. Sea K C R" un cuerpo convexo y F un subespacio
k-dimensional. Entonces la funcion

f: F- —R
x o f() = KN (F+x)][F

es concava en su soporte.

Demostracion. (Esquema de la demostracion)

De una manera similar a como ocurre en el Teorema 2.3.1 podemos encontrar una sucesién de si-
metrizaciones de Steiner de K en direcciones u; del subespacio F tal que el limite es un cuerpo convexo
K con la siguiente propiedad: Vx € F+, KN (F +x) = B(x,r(x)) tal que |[KN (F +x)| = |[KN(F +x)|.
Es decir, las secciones tomadas en las direcciones u; son bolas de dimensién n — k.

Notar que K es convexo ya que la simetrizacién de Steiner conserva la convexidad y el limite de
cuerpos convexos es convexo. Lo que implica que r(x), la funcién radial de las bolas que se generan al
cortar K con los subespacios x 4 F, es concava en su suporte. Para dos dimensiones, graficamente seria:
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Vedmoslo, sea K = S, (K), tomamos tje; + r(t;)e2 y trey + r(t2)ex dos puntos en la frontera de
K. En general, para dos vectores ortogonales cualesquiera e; € F-, ey € F. Para 0 < A < 1 tomamos
un punto ¢ = At; + (1 — A)t, en [t;,1,], como K es convexo se tiene que tej + r(t)e, estd en la fron-
terade K y [At; + (1 — A)taley + [r(At; + (1 — A)ta)]ex > A(trey +r(t1)ex) + (1 — A)(taer +r(tr)er) =
(lll + (1 — A,)tz)el + (lr(tl) + (1 —)L)r(tz))ez. En particular, /1)”([1) + (1 — ;L)r(tz) < r(ltl + (1 — l)tz),
por lo que r es concava (-r convexa).

Finalmente, para k = n— 1 queda f(x) = |K N (F +x)|71 = |[KN (F +x)|71 = |[B(x,r(x))|7T =
|r(x)IB%n,1|ﬁ = (r(x)" "B, |)ﬁ = r(x)|B,_1 |nTll y entonces f(x) también es concava por ser pro-
ducto de una funcién céncava por una constante. El resultado se obtiene en general para cualquier k. [

El principio de concavidad de Brunn demuestra la desigualdad de Brunn-Minkowski para cuerpos
CONvexos.

Sean K, T € R" dos cuerpos convexos. Definimos K; = K x {0}, T} = T x {1} C R**! y conside-
ramos la envoltura convexa L de K; y 71 en R

Podemos escribir L como L= {(1 —24)(x,0)+A(x1,1),conxg € K,x; € T}.SeaL(t) ={xeR"t €
[0,1] : (x,7) € L}. Se comprueba facilmente por definicién que L(0) = Ky L(1) =T. Si (x,7) € L(zt),
entonces es de la forma (x,7) = (1 —24)(x0,0) +A(x;,1) con0<A <1lyxoeK, x; €Ty (x,1) €L
En particular, L(A) = (1 —A)K+ AT para0 <A < 1.

El principio de concavidad de Brunn para F = R”, nos dice que f(x) = ]L(t)ﬁ es concava con L
cuerpo convexo en R"!. Por lo que,

—[(1=A)K+AT|7 > (1—A)|K|" +A|T]|".

S

IL(A)]

Para cualquier 0 < A < 1 obteniendo asf la desigualdad de Brunn-Minkowski.
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2.4 Demostracion por induccion sobre la dimension

En esta seccién vamos a demostrar la desigualdad de Brunn-Minkowski para cuerpo convexos por in-
duccién sobre la dimensién del espacio. En particular, con esta demostracién vamos a caracterizar el
caso de igualdad.

Teorema 2.4.1. Sean Ky, Ky dos cuerpos convexos en R". Para todo 0 < A <1,
(1—2)[Ko|7 +A|Ky|" < |(1—A)Ko+AK:|n.

La igualdad se cumple si y solo si son homotéticos, es decir, si existe x € R" y o > 0 tales que K| =
x+ aKp.

Demostracion. e Sean =1y sean Ky, K; € R dos cuerpos convexos cualesquiera (intervalos cerra-
dos y acotados). Sean k2. el elemento minimo de K y k! el elemento maximo de K;. Observar

min max

que como son dos cuerpos convexos, cerrados y acotados, kglm € Ko, k!, € K.

Por un lado, (K. +K1)U (Ko + kb)) = {K0. +t:t €Ki} U{t+kby 1t € Ko} C Ko+ K. En-
tonces, \(k,%in—i—Kl) U (Ko +kL )| < |Ko+Kiql.
+K1) N (KO_{—klimx) = {krgzin—'_t e Kl}ﬂ{t+k}nax re KO} = {k9nin+krlnax} y

Ademds, (k0.
{0, +k} ..} =0 yaque la medida de Lebesgue de un punto es nula. Entonces,

m

‘KO—’—K]’Z’(k%m—i_[(l)U(Ko—’_krlnax)‘ = ‘k)%in+K1’+‘KO+krlrzax‘_’(kgzin—i_l(l)m([(o—’—krlnax)‘
= [Ki|+|Ko| — 0= [Ko| + |Ki|

Si ’Ko‘ + ‘K]’ < ‘Ko —I—Kl‘ VK, K| entonces, (1 — k)’Ko‘ —|—A‘K1’ < ’(1 — Z,)Ko “!‘)«Kl‘ VKo, K| y
0 < A < 1. Asi queda demostrada la desigualdad para n=1.
e Supongamos que la desigualdad es cierta paran — 1 con n > 2 y veamos que se cumple para .

Sean Ky, K; dos cuerpos convexos. Suponemos que |Ky|, |K;| = 1 y que el origen es el baricentro
de ambos.

Sean @ € S" ' = {x e R": ||x|p =1} yt € (—hk,(—0),hk,(0)) parai =0, 1, definimos:
fit)=Vol,_1({x € K;: (x,0) =t})y gi(t) =Vol,({x € K; : (x,0) <t}).

—h(—06)

Entonces, por el teorema de Fubini,

s = [ o FOS

Notar que como hemos supuesto |Kp|, |K;| = 1, entonces g;(z) € (0, 1). Por el principio de con-
1

cavidad de Brunn f;" es una funcién céncava en su soporte, luego f; es continua en el interior
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del dominio por el teorema 1.2.2 y estrictamente positiva. Aplicando el teorema fundamental del
célculo tenemos gi(¢) = fi(r) > 0, g; es estrictamente creciente Vt € (—hg,(—0),hk,(0)).

Recordar que (g7!)(u) = ﬁ con u = g(t). Si h; : (0,1) — R es la inversa de g; entonces

tenemos,
1

1
gl (hiw)  fi(hi(w))

Definimos K = (1 — 1)Ko +AK; y K (u) = K N {y+hy ()0 :y€ 0L} =K N{x: {x,0) =
hy(u)} Yue (0,1) con0 <A < 1,donde hy = (1 —A)hg+ Ah.

O<u<l

hi(u)

Para u € (0,1) veamos que (1 —A)Ko(u) + AK;(u) C K (u). Sea a € (1 —A)Ko(u) + AK; (u),
entonces a = (1 —A)r+Atconr € KgN{y+ho(u)0:y€ 0t} yr e KyN{y+h(u)0:yec 6+}.
En particular, r € Ky y t € Kj, entonces a € (1 —A)Ky+ AK; = K. Por otro lado, r = yo+ ho(u)0
Y0 €Oyt =y +hi(u)0,y; €0+, Asi,

a = (1-24)(yo+ho(u)0)+A(y1+hi(u)0)
= (1=M)yo+ Ay +(1—A)ho(u)6 + Ah1 (1)6 € Ky (u).

€t hy (u)6

Por lo tanto, haciendo el cambio de variable ¢ = h, (1) y utilizando que hg,+x, = hk, + hk, para
todo par de cuerpos convexos Ky, K; € R" tenemos que

Ik, (6) 1
Vol,(K,) = / T Vol (K N (0 +10))dr = / Voly_1 (K ()1, (u)du
0

7111(1 (76)

> /OlVolnl((ll)Ko(u)HLKl(u))( 1-2 A

folio() i <h1<u>>> e

4+

yaque i) (u) = (1= A)hg+ Ak} = (1 - 1) fi(hi(w))*

Por hipétesis de induccién

1
So(ho(u))

Vol,_1((1— 2)Ko(u) + AK1 (1)) > [(1—A)Voly_y (Ko())# + AVol,_ (K (u))1]""!
= [(1=2) folho()) 7 + A fi (hy () 71!
ya que |Ko(u)| = |[KoN{y+ho(u)0 :y € 0+} = |[KoN{x: {x,0) = ho(u)}| = [{x € Ko : {x,0) =
ho(u)}| = fo(ho(u)) y andlogamente para K; (u).

Utilizando la desigualdad aritmético geométrica,

1-4 A

Folho() fl(hl(u))> e
! ) -l 1 1
/0 (fo(ho(u))nfl il (hl(u)n—l) (fo(ho(u))ll 7 (hl(u))’l> du=1

%)” como

1 1 1
Vol(K) = [ 101= ) fothal) 5+ A i)

Y

Por tanto, Vol,((1 —A)Ko+ AK;) = Vol,(Ky) > 1= ((1 — QL)Voln(Ko)ﬁ + AVol,(K;)
queriamos demostrar.

Estudiemos el caso de igualdad. Supongamos que Vol,((1—A)Ky+AK;) =1 paraalgin 0 < A <
1. Entonces se obtiene la igualdad en la desigualdad aritmético geométrica y debe ser fo(ho(u)) =
fi(hi(u)) Yu € (0,1) y por definicién hj(u) = k' (u) Vu € (0,1). Por lo que, ho(u) = hi(u) +C,
con C una constante.
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Como 0 es el baricentro de K; para i = 0,1 y haciendo el cambio de variable t = h;(u),

-1

‘ i, (6) |
0= [ o= [ " ehiodr= [ mtascn)dn= [

Kk (—6 0

Entonces C = 0y hg = h;. En particular, el valor es el mismo cuando u — 1, es decir cuando el
volumen es el total. Asf, g, (0) = hg, (0) V6 € §*~! por tanto la igualdad se cumple para Ky = K.

Hemos probado el teorema suponiendo |Kpl,|Kj| = 1 y O el baricentro de ambos. Notar que si
Ky, K; son dos cuerpos convexos cualesquiera, podemos tomar: Ki’ = If"—*"ff, con x; el baricentro de K;
Ki|n

1
yA= X “IK“l"K 7 para los que estd demostrada la desigualdad. Asi, el teorema quedaria probado para
o7 +|Ky|n
cualquier par de cuerpos convexos y se tiene la igualdad si y s6lo si Kg y K; son homotéticos. O

2.5 Desigualdad de Prékopa-Leindler

Por dltimo y con el objetivo de demostrar la desigualdad de Brunn-Minkowski para borelianos no vacios
cualesquiera de R”, no necesariamente convexos, introducimos la desigualdad funcional de Prékopa-
Leindler para llegar a la de Brunn-Minkowski como un caso particular.

Teorema 2.5.1. Desigualdad de Prékopa-Leindler Sean f,g,h: R" — R funciones medibles no ne-
gativas y 0 < A < 1 tal que f(x)'~*g(y)* < h(z) siempre que z = (1 — A)x+ Ay. Entonces,

< . f(X)dx) - </R ng(y)dy>/l < Rnh(z)dz.

Demostracion. Vamos a proceder a demostrarlo por induccién sobre la dimensién. Suponemos que

A1l = 1= [[8]]e-
Para cualquier 0 < ¢ < 1, tenemos
(I=A){xeR:f(x)>t}+A{xeR:gx) >t} C{xeR:h(x) >1}.
Enefecto,seaze (1-A){xeR: f(x) >} +A{xeR:g(x) >}, entonces existen x; € {x e R: f(x) >

t}yxg € {xeR:g(x)>1}tal que z = (1 —A)xs+ Ax, con h(z) > flxs)' *g(x,)* >t'"*t* =1. Po
tanto, z € {x e R: h(x) >1}.

—

e Paran =1, la demostracidn para compactos no vacios es la misma que en el teorema 2.4.1 para dos
cuerpos convexos en R” y por aproximacién para dos conjuntos (Borel) no vacios cualesquiera
de R". Ya que la o-4lgebra de Borel estd generada por compactos.

Tenemos, por la desigualdad aritmético geométrica y el teorema de Fubini que,

1
/Rh(x)dx _ /0|{x€]R:h(x)2t}|dt

> (l—l)/ol|{x€]R:f(x)2t}]dt+l/()l|{x€R:g(x)Zt}|dt
> (/01|{xeR:f<x>zr}dr)l_l(/01|{xeR:g<x>zr}wr)l
> ([ s0ar) N (f g(x)dx)l-
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e Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, con n > 1, y veamos que se cumple para
n. Fijamos x; € R y definimos f;, : R"™! — [0,00), dada por fy, (x2,...,%n) = f(X1,X2, .., Xn).
Andlogamente definimos gy, , i, .

Por hipétesis para n tenemos que paratodo 0 < A < 1y V(xy,...,x,),(V1,...,yn) € R”

(1= 2) (X1, s X0) F AL s yn) = F (&1 Xn) 2801, sy

Entonces, para cualquier x1,y;,x; € R tal que z; = (1 —A)x; + Ay y V(x2,..0,x0), V2, ..y ¥n) €
R" 1 se tiene

Bz, (1= A) (32, s 0) F A2, 0030)) 2 (1) Hg 013

Equivalentemente,
hzl((l_)‘)(XZ)"'vxn)+)~(y27"')yn)) Z fxl(-x27~-')xn)1ilgy1(y27"'7yn)l'

Asi tenemos, por hipétesis de induccion, que
A

1-A
hy (225 ey z0)dz2 -+ dzy > (/Rnl b (xz,...,x,,)dxz...dxn> </}Rnlgyl (yz,...,yn)dyz...dyn> ,
donde [gu1hz, (22, --320)d22 - dzp, fgn1 fr, (X2 .oy Xn)dXo - - d X, Jgu1 8y, (V25 -3V )dy2 - - - dy, sON

funciones medibles no negativas en R. Hemos visto que el resultado es cierto para n = 1 y apli-
cando el teorema de Fubini, nos queda:

/ </ hm (127"'7Zn)dZ2"'dZn) dz1 >
R Rn—1
1-2 2
= </ < fx'(xz"“’xn)dXZ"'dxn> dX1> </ (/ 8y (yz,...,yn)dyz---dyn> dy1> .
R Rr—1 R Rn—1

Equivalentemente,

1-14
/Rnh(m,...,zn)da---dzn > (/Rnf(xl,--~,xn)dxl--'dxn> (/Rng(yl,---,yn)dyl---dyn>

Y queda probado para todo n.

Rn—1

A

Sean f,g,h: R" — R funciones medibles no negativas cualesquiera con 0 < A < 1 tal que

f(x)*g(y)* < h(z) siempre que z = (1 — A )x -+ Ay. Tomamos f(x) = % yély) = ‘gﬂ de modo que

8llee
T
[171lee =1 =8llee y b = -

A

Observar que como h(z) > f(x)'“*g(y)* siempre que z = (1 — A)x+ Ay, entonces,

_ —A A
h S0 e (f(X) )1 (g(X) >
AN glE — A gl Nl lglles /
es decir, se cumple que 7(z) > f(x)'"*g(y)* siempre que z = (I — A)x+ Ay y podemos aplicar la

desigualdad de Prékopa-Leindler a f, g, h. Obtenemos:

s o> ([ o) ([ amas)» (Be) ™ (Bmggtes)”

Por lo tanto, se tiene que

A

< / I (’C)d}C)l_/l ( /]R ng(y)dy> < / h(z)dz.

Y la desigualdad queda probada para f,g,h : R” — R funciones medibles no negativas cualesquiera
con 0 < A < 1tal que f(x)'*g(y)* < h(z) siempre que z= (1 —A)x+ Ay.
O
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Sean f = x4 y g = xp funciones caracteristicas de A y B, dos conjuntos borelianos no vacios en R”.
Sea h = ¥(1_a)a+1p que cumple f(x)'~*g(y)* < h(z) yaque xA~* (x)2} () < X(1-2)4+25(2). para todo
0 <A <1 siempre que z= (1 —A)x+ Ay. Veamos que se cumple. Como la funcién caracteristica s6lo
puede tomar los valores {0, 1}, la desigualdad es equivalente a Y4 (x)xs(Y) < X(1-1)a+15(z). Observar
que six ¢ A= ya(x) =006siy¢ B= xp(y) =0y ladesigualdad es trivial puesto que x(;_2)a415 > 0.
En el caso ya(x) =1 = xp(y) tenemos que x €A,y € B, entonces z= (1 —A)x+Ay € (1 —A)A+ AB
yasi x(1-a)a4a8(z) = 1.

Aplicando Prékopa-Leindler obtenemos la desigualdad de Brunn-Minkowski, ya que

( R XA(x)dx> h </R 2 (y)dy )l = /R X(1-2)a+25(2)dz

y esta desigualdad es equivalente a:

A" HBI* < |(1-2)A+ B,

asi la desigualdad de Brunn-Minkowski queda probada para todo par de conjuntos borelianos no vacios
de R" y paratodo 0 < A < 1.



Capitulo 3

Aplicaciones de la desigualdad de
Brunn-Minkowski

3.1 Desigualdad isoperimétrica

La desigualdad isoperimétrica nos dice que la bola euclidea es el cuerpo de menor superficie de entre
todos los de un volumen dado.

Definicion. La medida de la superficie (o contenido de Minkowski) de un cuerpo convexo K se define
como
K+1B,|—|K
K] = tim KB K]

t—0t t

1 1
\3(&2\;4 _ |3§(|‘”£‘ . Por las propiedades

I(AK)|7T = A|0K|7T ya que,

Observacion 3.1.1. Veamos que para todo A # 0 real se tiene

de la medida de Lebesgue |AK =) K| ». Por otro lado,

AK+1B,|— |AK| . A"|K+ £B,| —A"|K]

lim = lim =
t—=0* ! =0+ t
AR+ 3B K] AT IK B — K]

s—0t S

[0(AK)| =

= lim
t—0t

= A" 19K,

>l

Teorema 3.1.2. Sea K un cuerpo convexo en R" y B, la bola euclidea de dimension n, entonces

0K[7 T _ [9B,|71
>

1 T
K| B,|"
n

Es decir, entre todos los cuerpos convexos de un volumen dado de R", la bola euclidea es el de minima
superficie.

Demostracion. Sea K un cuerpo convexo en R”. Si aplicamos la desigualdad de Brunn-Minkowski
1 1 1 . . .« oy .

|A|» + |B|» <|A+ B|» VA, B conjuntos convexos no vacios en R” en la definicién de superficie de K

para K y B,,, tenemos

23
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o KB K] (K] Bl )" — K] (Z?:o (7)!K|ft’\13nlﬂ) — K]
m--—- 1m = =

0K > lim
t—0t t t—0* t t—0t t
K[+ (T () KI5 1B ) — K] (Zs () 1K1 £ Bl )
t—0t t t—0+ t
(KI5 1Bl ) + () IKIF P B[ ) -+ (17 Ba])
t—0t t
n— n n— n—
= tim (nlK|" B, |7 ) + K| t[Balt ) + -+ (" By]) = n|K|*F By |7
1—0+ 2

n—1 1

Por lo tanto,|dK| > n|K| = |B,|n.
La superficie de la bola euclidea es:

o (Bt B = [Bal (10" Bl = B _

|0B,| = =1
t—0t t t—0t t
1 )" 1 t n—1
= lim (1+1) B, = lim u‘mw = n|B,|.
r—0+ t L'Hopital +—0+ 1

Sustituyendo |dB,| = n|B,| en la desigualdad, queda |dK| > n|K\"r;zl\IBBn|% = n\K]nn;l\BnHBn\l»;vn =
0 e
IK|" |9B,|[By| '+, es decir, |0K| 7T > |K|7|9B, |71 [B,| 7 < “9";"’1" > 'ﬁ”‘ﬁ" :

O

3.2 Desigualdad de Blaschke-Santalo

Definicién. Definimos el volumen producto de un cuerpo convexo K € R"” como s(K) = |K||K?|.

Observacion 3.2.1. Como (T(K))? = (T")~'(K°) VT € GL(n) isomorfismo, se sigue fécilmente que
s(K) = s(TK). Ya que s(TK) = |T(K)||(T(K))°| = |T(K)||(T")"'K°| = |detT ||K||det(T*)"!||K°| =
|K||K°| = s(K). Asi el volumen producto es invariante por transformaciones lineales de K.

Sea K un cuerpo convexo y simétrico en R”. La desigualdad de Blaschke-Santalé muestra que s(K)
es maximo cuando K es un elipsoide, es decir, una transformacidn lineal de la bola euclidea.

Teorema 3.2.2. (Blaschke-Santald) Sea K € ¥, simétrico . Entonces, |K||K°| < |B,|*.

Demostracion. Veamos que si K es un cuerpo convexo simétrico en R” y K} = S, (K) la simetrizacién
de Steiner de K en la direccién u € S"~!, entonces |[K°| < |K?|. Para ello suponemos u' = e, vector
n-ésimo de la base candnica de R”. Observar que la definicién de simetrizacion de Steiner dada en el
capitulo anterior es equivalente a la siguiente:

K =S,(K) = { (x, i ;Q) :xeP.(K), (x,11) €K, (x,12) eK}.

Para todo A € R" definimos A(t) = {x € R"~ : (x,¢) €A} y asi Vs € R, w C K(s).
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Veamos este contenido. Queremos probar que 3 € K?(s) con x € K(s) y & € K°(—s). observar
que:

K°(s) = {xeR"*1'<(x,s) )<1 Vy €K}
K°(—s) = {xGR“l ((x,—s),y) <1, VyGK}
S e S R
Es decir, queremos ver que ((3%,s), (x1,952)) < 1,V (x1,152) € K.
(75 (5%) )= (G5 (ﬂ’”_”>> (33)(+437))-
1 1

= 2 {Gxs), (r,n)) + H{(e5), (=) + 1 (s s), (x,11)) + 7 ((E5), (v1, —12))

EN \
o

Para el primer sumando, como (x;,#;) € K entonces, ((x,s), (x1,71)) < 1. Para los dos siguientes,

%((x,s) ,(x1,—0)) + %«f,S) ,(x1,0)) = % [(x,x1) +5(—12) + (£, x1) +5t1] =
= i<(X,S),(x1,t1)> +%(()€, —s), (x1,1)) < %4_%

yaque (x1,12) € K. Finalmente, ((%,s), (x1,—12)) = (£, =s), (x1,2)) < 1. Y asi ( (3%, 5) , (x1,152) ) <
1y &% € K{(s), como querfamos probar.

Aplicando la desigualdad de Brunn-Minkowski:

K°(s)+K°(—s)

of Nt w0 1
e ELSOHISEOIE

KD(5)] > ‘

Como |K°(s)| = |K°(—s)| por ser K simétrico, llegamos a |K{(s)| > |K°(s)| Vs € R y por lo tanto,
K7| > |K?].

La simetrizacion de Steiner preserva el volumen, por lo que s(K) < s(Kj).
s(K) = |K||K°| < |K||KT| = [Su(K)| KT | = [ Ki[|KT| = s(K1)

Entonces, como consecuencia del teorema 2.3.1, aplicando sucesivas simetrizaciones de Steiner a K
de manera que la sucesion de cuerpos resultantes converja a la bola euclidea, se sigue que K — B,,.
Ya que si K, — B, entonces 0(K,,B,) < &, con € > 0. Por definicién de distancia de Hausdorff
tenemos que K, C B, +¢B, y B, C K, + €B,, es decir, (1 —¢€)B, C K C (14 €)B,. Recordemos que
(AK)° = tK°, B} =B, y T° C K si K C T. Entonces, se tiene que 1+ =B, CKJC {LB,.

K?| <K< - < K[ — (Bl
Y como el volumen es continuo respecto a la distancia de Hausdorff se tiene que

IKIIK®| = s(K) < 5(By) = [By|[(Ba)’| = [Bul*.
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