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Abstract

This project is focused on the study of several aspects of differential geometry, numerical analysis
and divulgation taking into account that the main aim is the visualization and printing of mathematical
surfaces. In particular some figures located in the faculty of Sciences of the University of Zaragoza
from the collection by Zoel Garcia de Galdeano are considered. This collection was donated by Zoel
Garcia de Galdeano, a mathematician who was a professor at the University of Zaragoza for 30 years
between the late nineteenth and early twentieth centuries. It is a collection of the catalog of geometric
models designed in Germany in the second half of the nineteenth century for facilitate the teaching of
mathematics and is the only collection that exists in Spain

Figura 1: Exhibition at the Faculty of Sciences of the University of Zaragoza

This project is divided in four chapters. The first chapter is devoted to implementation in interactive
PDF files. The two formats allowed by the software acrobat reader are detailed: U3D and PRC. The
first can be generated by using the software Meshlab and the second one can by with Asymptote. Both
formats allow the interactive manipulation and a correct visualization of the surfaces. The key point in
this chapter is the importance between visible and printable surfaces

In the second chapter, the STL (“Standard Triangle Language™) format is described. This format is
widely used for printing 3D objects. This format encodes a surface by a process called “tessellation”,
that consists in split the surface into triangles called facets and identifies them by its three vertices and
a unit normal vector with some restrictions.

Different software to generate surfaces such as Mathematica, OpenSCAD, Sage, MeshLab or Mesh-
Mixer are detailed. Sometimes they are used together with others like octave and python. Some im-
portant aspects of the software CURA are detailed when printing in 3D, for instance: printing speed,
temperature of the heater, orientation of the figure and scaling.

Chapter 3 is dedicated to the differential geometry of surfaces, in particular the fundamental forms
and the differential equations that arise in the study of the lines of curvature and geodesics. To solve the
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v Abstract

differential equations that appear, an analysis of numerical methods has been introduced, such as the
Euler method or explicit Runge-Kutta method.

Finally, in last chapter some applications in other fields of science such as chemistry and possible

extensions of work are given.
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Capitulo 1

Introduccion

Con el objetivo de mejorar la ensefianza de las matematicas y encontrar herramientas para su mejor
comprension, se construyeron en la segunda mitad del siglo XIX en Alemania modelos matematicos
para facilitar la visualizacion de objetos geométricos. Estos modelos representan objetos de geometria
diferencial, superficies algebraicas o instrumentos para la fisica. No se tiene conocimiento de la exis-
tencia en Espafa de mas colecciones que la conservada en la Facultad de Ciencias de la Universidad de
Zaragoza que fue donada por el matematico Zoel Garcia de Galdeano [3].

Galdeano (Pamplona, 1846 - Zaragoza, 1924) fue profesor en la Facultad de Ciencias de Zaragoza
durante 30 afios y dado su interés en la ensefianza de las matematicas, adquirié una coleccién de dichos
modelos. Actualmente esta coleccion consta de 35 modelos de escayola y estd expuesta en el hall de la
Facultad de Ciencias.

En este trabajo se han elegido algunos de los modelos geométricos de la coleccién de Galdeano para
su impresion 3D. Ademads, se va a detallar el procedimiento para la generacién de superficies, su andlisis
geométrico y matemético.

1.1. Visualizacion

Un aspecto importante a la hora de imprimir superficies es su grosor, que dependerd de la geometria
de la superficie, de la calidad de impresidn... No todas las superficies visualizables son sélidas, aspecto
necesario para su impresion. Mds tarde se verd una herramienta para dar grosor a una superficie. A
continuacion se muestra la informacién proporcionada por un software de impresion ante una superficie
imprimible (fig. (1.2)) y otra que no lo es (fig. (1.1)) (los gramos de material pldstico empleados son
para construir la base).

3 Utimaker Cura - o x <]
Achivo Edicibn Ver Austes Btensiones  Cusdio de hramicntas  PrferencieAyuda hrchivo Edcibn Ver Ajstes Eensiones  Cusdro deheramientas  Prferencios  Ayuda
cura. Preparar Suenagar? © F [ vt cesoidos v | [EETELRCRIERS v cura. Preparar Sur@a © O [Vver dosoidos v | T

"“";lw“? l i "'“"""f“""“"“i
Figura 1.1: Superficie no imprimible Figura 1.2: Superficie imprimible

Para la implementacion de superficies matemdticas interactivas en archivos digitales PDF se detallan
los dos formatos soportados (U3D y PRC) por este tipo de archivos y cdmo puede realizarse en IATEX.



2 Capitulo 1. Introduccion

Una vez generado el archivo PDF se tendrd que leer necesariamente con el software gratuito Acrobat
Reader.

1.1.1. Ficheros U3D

Universal 3D (U3D) es un formato de archivo para gréficos 3D por ordenador. Puede ser leido por
varios programas de software entre los cuales se encuentra MeshLab, un software libre para editar y
procesar mallas triangulares tridimensionales, y que ofrece herramientas para procesar datos generados
con dispositivos de digitalizacion 3D y preparar modelos para impresion 3D (Ver fig. 1.3).

© MeshLab 201612 - [Project_1]
O File Edit Fiters Render View Windows Tools Help

DFeCceosEe T B Iy e+ o0 -de /M= ZaX QD

Mesh: clebsc 1 stl

Figura 1.3: Archivo STL visualizado con MeshLab

En la parte inferior de la pantalla se observa la complejidad de la figura dada por el nimero de
vértices y facetas que tiene el archivo STL (ver seccion 2.1)

Al exportar en formato U3D con MeshLab se genera un archivo U3D y una plantilla ISTEX donde
incluye ese archivo, veamos un ejemplo:

\documentclass [adpaper]{article}
\usepackage [3D] {moviel5}
\usepackage{hyperref}
\usepackage [UKenglish] {babel}

\begin{document}

\includemovie [

poster,

toolbar, %same as ‘controls’

label=VII20.u3d,

text=(figura.u3d),

3Daac=60.000000, 3Droll=0.000000, 3Dc2c=-0.021850 -17.881401 -0.002079,
3Droo=17.881414, 3Dcoo=-0.021854 -0.968587 0.002079,
3Dlights=CAD,

J{\linewidth}{\linewidth}{figura.u3d}
\end{document}

El resultado aparece en la fig. (1.4)
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(figura.u3d)

Figura 1.4: Figura de la coleccién de Galdeano ([7]).
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1.1.2. Asymptote

Asymptote es un lenguaje de grificos vectoriales propio de I&IEX que proporciona un sistema
natural de coordenadas para su uso en dibujo técnico. En particular se tiene interés en su empleo para el
dibujo de superficies. Se puede incluir el cédigo de Asymptote en ficheros IAIEX empleando el entorno
\begin{asy}, \end{asy} y se compila con la secuencia: pdfLatex + asymptote + pdfLatex.
De esta manera el formato de archivo grafico que se genera es PRC (Product Representation Compact)
desarrollado por Adobe. Hay que notar que es necesario incluir el paquete \usepackage{asymptote}
en el predmbulo del fichero I&TEX.

Para el dibujo de superficies dadas en forma implicita (g(x, y,z) = 0) existen dos opciones, contour3
y smoothcontour3. contour3 dibuja la superficie en una malla de tamafio maximo 20 x 20 en las
coordenadas (x,y) mientras que smoothcontour3 es mds precisa ya que usa técnicas adaptivas en la
eleccién de puntos.

Ejemplo con smoothcontour3:

\begin{asy}

import graph3;

import solids;

size(8cm) ;

import smoothcontour3;

real f(real x, real y, real z) {return z 2*(z+4)+y*(y~2-3*x"2) ;};
draw(implicitsurface(f, (-4,-4,-4), (4,4,4)),surfacepen=olive );
\end{asy}

Ejemplo con contour3:

\begin{asy}

import graph3;

import contour3;

size(6cm);

real f(real x, real y, real z) {return z"2*(z+4)+y*(y~2-3*x"2);}
draw(surface(contour3(f, (-4,-4,-4),(4,4,4), 20)),blue));
\end{asy}

Figura 1.5: smoothcontour3 (izda.), contour3 (dcha.)



Capitulo 2

Generacion de superficies e impresion

Uno de los objetivos de esta memoria es analizar los aspectos geométricos y matemadticos y de
implementacion para la impresién de algunas figuras de la coleccién de Galdeano, para ello se va a
detallar el formato de archivo STL que serd en el que se exporten las superficies y que el software CURA
de impresion lee. Se detallan a continuacién algunos programas de software empleados para generar las
superficies como OpenSCAD, SAGE, Mathematica, MeshLab o MeshMixer.

2.1. STL

STL es un formato de archivo creado por 3D Systems. El verdadero significado de la extensién de
archivo STL parece que se ha perdido pero se han adoptado algunas como “Standard Triangle Language”
o “Standard Tessellation Language” [2], [4].

Este formato solo describe la geometria de la superficie de un objeto tridimensional sin detallar su
color (aunque hay versiones no estandar de STL que si transforman informacién de color), textura u
otros atributos del modelo comtinmente representado por un programa de disefio asistido por ordenador
(CAD).

Se codifica mediante el concepto de “teselacién”. La superficie se divide en tridngulos (también
Ilamados facetas) y cada faceta se identifica de manera tinica mediante tres vértices y un vector normal
unitario, especificados por sus coordenadas.

La norma STL tiene algunas reglas especiales para la teselacién y almacenamiento de informacion:

= Los vértices se enumeran en sentido antihorario cuando se mira la superficie desde el exterior.

= La direccion del vector unitario debe ser hacia afuera siguiendo la regla de la mano derecha (Ver
fig. 2.1).

Figura 2.1: Faceta STL

= Todo tridngulo debe compartir dos vértices con cada uno de sus tridngulos adyacentes. Es decir,
un vértice de un tridngulo no puede estar en el lado de otro tridngulo. (Ver fig. 2.2)
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Figura 2.2: Teselacién incorreta / teselacion correcta

Hay que notar que los archivos STL no contienen informacién de escala y las unidades son arbitra-
rias. La sintaxis del cédigo ASCII STL es la siguiente:

solid nombre

facet normal ni nj nk (coordenadas del vector normal unitario)
outer loop
vertex vix vly viz (coordenadas de cada vértice)

vertex v2x v2y v2z
vertex v3x v3y v3z
endloop
endfacet
facet normal

endfacet

endsolid nombre

Para cada tridngulo se almacena en coma flotante la informacién de su vector normal y de sus tres
vértices.

113
272

En las lineas 3-16 del cuadro 2.1 estin detalladas las dos facetas de la cara superior del cubo, que
tienen el mismo vector normal y comparten dos vértices. Observar que los vértices estan descritos en
sentido antihorario. Notar que el cubo tiene 6 caras que son cuadrados y cada una se divide en dos
triangulos siendo asi 12 el nimero total de tridngulos o facetas.

Como se ha visto, el formato de archivo STL se aproxima a la superficie del modelo CAD mediante
tridngulos y si la superficie es curva, la aproximacidn nunca serd perfecta. Evidentemente, al reducir
el tamafio de los tridngulos se podria lograr una impresién de mayor calidad, pero esto implicaria un
archivo STL de mayor tamafio. Por ello es importante encontrar el equilibrio entre calidad de impresién
y tamaiio del archivo. También es posible emplear la versién binaria de STL para reducir el tamaiio del
fichero.

Se ilustra a modo de ejemplo el c6digo ASCII del archivo STL que representa el cubo {—
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cube(size=1,center=true);

solid cubo

facet normal 0 O 1
outer loop
vertex -0.5
vertex 0.5 .
vertex 0.5 0.5 0.5
endloop

endfacet

facet normal 0 0 1
outer loop

vertex 0.5 -0.5 0.5
vertex -0.5 0.5 0.5
vertex -0.5 -0.5 0.5
endloop
endfacet

.10 facetas triangulares mas
endsolid cubo

Cuadro 2.1: Archivo STL de un cubo

2.2. (OpenSCAD

2.2.1. Introduccion

OpenSCAD es un software libre para crear modelos de CAD (disefio asistido por ordenador) en 3D
que proporciona dos tipos de modelado tridimensional:

= Geometria sélida constructiva (CSG) y extrusidon de primitivas de 2D en el espacio ([8]). CSG
utiliza primitivas geométricas como el cubo, esfera, cilindro y el poliedro modificandolas y com-
bindndolas con herramientas de unidn, interseccion, diferencia, rotacion...

= En el caso bidimensional las primitivas son rectdngulos, circunferencias y poligonos. Pueden
realizarse transformaciones lineales y/o de rotacién para obtener modelos tridimensionales.

Es importante destacar que la construccién de una circunferencia o cilindro se realiza mediante apro-
ximaciones poligonales, por lo que la resolucién dependera del nimero de caras ($£n) que le asignemos
(ver Fig. 2.3)

Figura 2.3: Dibujo de cilindros con valores de $£n=5, 10, 20 y 40.

Las superficies de revolucion se generan con la extrusién de poligonos. Por ejemplo, para generar
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la superficie de rotacién de la funcién seno hiperbélico (Fig. 2.4), pueden calcularse las coordenadas de
la curva en python como:

import numpy as np
z=[[-np.sinh(x)/12, x] for x in np.arange(0,5.05,0.05)]
print (z)

y luego generar la superficie (Fig. 2.4) con la orden de extrusion:

rotate_extrude ($fn=200) polygon( points=[[-0.0, 0.0], [-0.004168, 0.05],
., [-5.88199, 4.95], [-6.183600, 5.0]1);

Figura 2.4: Superficie de rotacion de la funcién seno hiperbdlico generada por OpenSCAD

OpenSCAD permite el uso de poliedros para la construccidn de superficies. Para este fin hay que dar
en una lista las coordenadas de los puntos (vértices) del poliedro y en otra la lista de los indices de los
vértices que conforman cada faceta, que en este caso son cuadrildteros. Por ejemplo,

vertices=[[1.0, 2.0, 3.0], [-1.0, 2.0, 3.0], [-1.0, -2.0, 3.0],
[1.0, -2.0, 3.0], [1.0, 2.0, -3.0], [-1.0, 2.0, -3.0],

[1.0, -2.0, -3.0], [-1.0, -2.0, -3.0]1];

facetas=[[0, 1, 2, 3], [0, 4, 5, 1], [0, 3, 6, 4],

(5, 4, 6, 71, [6, 3, 2, 71, [2, 1, 5, 71];

polyhedron(points=vertices, faces=facetas);

los 8 vértices se han numerado del 0 al 7 dando como resultado el s6lido poliédrico de la Fig. 2.5.

Hay que notar que las superficies cerradas generadas en las figuras 2.4 y 2.5 son imprimibles.

Con el software SAGE es posible generar una superficie (poliedro) (ver fig. 2.6) y de manera sencilla
obtener la lista de los vértices e indices de los puntos que conforman las facetas del poliedro.

X, y, z=var(Cx , y, z’)

g(x,y,2) = (x"2+y7"2-2"2-2)*x(z-(1-y~2/x72) / (1+y~2/x"2) /2/ (1+(x"2+y~2))) -
(1-y~2/x72)/ (1+y~2/x72)

a=implicit_plot3d(g(x,y,z)==0,(x,-3.5,3.5),(y,-3.5,3.5),(z,-2,2),

plot_points=18, color=’orange’, mesh=1)

Con la orden puntos=a.vertex_list () SAGE proporciona una lista de tuplas con las coordenadas de
los vértices y para su uso en OpenSCAD se convierte en una lista de listas con la sentencia,

[ list(puntos[i]) for i in range(len(puntos)) 1]

([3.5, -3.5, 0.0], [3.5, -3.088, 0.00902],..., [-3.5, 3.5, 0.0]]
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Figura 2.5: Poliedro generado dando la lista de vértices y facetas

Se genera otra lista de listas con los indices de los vértices que conforman cada faceta, con la orden

facetas=a.index_faces()
[fo, 1, 21, [3, 4, 5], ..., [6432, 6433, 6434],[6435, 6436, 6437]]

siendo 0 el vértice [3,5,—3,5,0,0], 1 el vértice [3,5,—3,088,0,00902]... En este caso las facetas son
tridngulos. Finalmente, copiando lo anterior en un fichero OpenSCAD y con la sentencia

polyhedron(points=puntos, faces=facetas);

se genera la superficie de la figura (2.7).

3535 Figura 2.7: Superficie generada por OpenSCAD

Figura 2.6: Superficie generada por SAGE

Finalmente, hay otra forma de generar superficies explicitas sencillas en OpenSCAD con la ayuda,
por ejemplo, de octave. Como ejemplo, se define una matriz que corresponde a la funcién explicita
z = 10sin(x)cos(y), (x,y) € [1,10]* y se almacena en un fichero que posteriormente serd leido desde
OpenSCAD. Las sentencias en octave son:
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octave:1> d = (sin(1:0.2:10)’ * cos(1:0.2:10)) * 10;
octave:2> save("super.dat", "d");

y la linea en OpenSCAD:
surface(file = "super.dat", center = true); \\ OpenSCAD

y el resultado se muestra en la Fig. 2.8.

Figura 2.8: Superficie generada por OpenSCAD

2.2.2. Impresion en 3D

OpenSCAD puede exportar de manera directa a formato STL por lo que una de sus mayores utilidades
es la impresion en 3D. Es posible modelar algunas figuras de la coleccion de Galdeano para su poste-
rior impresion. En particular se ha generado la superficie de revolucién de la funcién seno hiperbélico
(II_1a). También es posible modelar de manera similar la superficie de rotacion de la tractriz. (ver fig.
2.9)

Por otra parte, la superficie generada por SAGE (Fig. 2.6) no tiene grosor luego no es imprimible. Con
objeto de afiadir anchura se puede guardar en formato STL con la sentencia a.save(’surface.stl’)
y con la ayuda del software Meshmixer se la afiade grosor en la direccion del vector normal en cada
faceta para generar una figura imprimible (Fig. 2.10).

Figura 2.9: Superficie de rotacién de la tractriz Figura 2.10: Superficie con anchura generada
por Meshmixer
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2.3. Mathematica

Mathematica es un programa comercial para realizar todo tipo de célculos simbdlicos y numéricos,
representaciones graficas de curvas, superficies... y dotado de un lenguaje de programacién de propdsito
general. En este trabajo se ha utilizado para la generacién de superficies, exportarlas a formato STL y
resolucién numérica de los sistemas diferenciales que aparecen en el cdlculo de lineas de curvatura y
geodésicas.

El siguiente ejemplo muestra la facilidad de dibujo de una superficie imprimible con la opcién
PlotTheme -> ThickSurface que le da grosor, necesario para su posterior impresion. En las figuras
(2.11) y (2.12) se aprecia dicho efecto. El cédigo utilizado es el siguiente:

outputl=ContourPlot3D[-6 (x"2 y + x"2 z + y"2 x + y"2 z + 2"2 y + 2°2 x) +
2 xy+xz+yz)==0,{x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {=z, -1, 13},
RegionFunction -> Function[{x, y, z}, x"2 + y™2 + 272 < 1],

PlotTheme —-> "ThickSurface"]

Export["cayley.stl",outputl] (exporta a formato STL)

Figura 2.11: Superficie sin ThickSurface Figura 2.12: Superficie con ThickSurface

Mathematica es capaz de exportar a formato STL con buenos resultados de impresién. En este
trabajo se han impreso algunas superficies de la coleccion de Galdeano generadas con Mathematica
como Cayley, VII_18, X_5, VII_16, VII_20 (Ver fig.(2.13)).

Figura 2.13: Superficie colecciéon Galdeano generada con Mathematica
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2.4. Impresion: CURA

CURA es el software gratuito que se ha empleado para la preparacion de los modelos para su impre-
sién en 3D y para ello hay que tener en cuenta los siguientes aspectos (Ver fig. 2.14):

(@ Uttimaker Cura - a X
Archivo  Edicin Ver Ajustes Extensiones Cuadro de herramientas  Preferencias  Ayuda
cura. Preparar Suger@acy © I Ultimaker Original v
E Materal [white pLa v
Configuraciéon de impresién
perfil: Normal * v
= calidad <
Il perimetro <
2 Relleno <
Il materal <
€ velocidad <
= Desplazamiento <
% Refrigeracion <
K| Soporte <
= Adherencia de la placa de impresién <
isto para Guardar en archivo
uMOo_viL_16 & .
)
100.6x 100.6 x 1121 mm___ 10.00m/ ~79g

Figura 2.14: Ventana de manipulacién en CURA

Abrir el archivo STL y escalarlo adecuadamente (puesto que como se ha visto, los archivos STL
no contienen informacion de escala).

Seleccionar el porcentaje de relleno de la superficie (20-25 % es suficiente).

Elegir la distancia deseada entre una capa y otra (cada capa es una curva de nivel de la superficie).
Se suele tomar entre 0,1-0,3mm. Cuanto menor sea més calidad tendrd la superficie impresa.

= Para determinadas superficies puede ser necesario el uso de soportes, que se generan automati-
camente por CURA, y en ocasiones es conveniente rotar la figura para facilitar la generacién de

soportes y su correcta impresion.

= FEl color del material utilizado es importante puesto que de €] depende la temperatura que hay que
programar al extrusor. En este trabajo se ha empleado material plédstico termofusible PLA (4cido
polilactico) primero de color azul y més tarde blanco, dando mejores resultados de impresion.

= [a velocidad de impresion es importante puesto que una impresién muy ripida no daria tiempo a
una correcta solidificacidn del material y una impresién muy lenta podria obturar el extrusor.



Capitulo 3

Geometria de superficies

En este capitulo, se motiva el estudio de la geometria de superficies, sus lineas geodésicas y de
curvatura. Puesto que estas lineas son solucién de PVI y/o de contorno, serd necesario el empleo de
métodos numéricos.

3.1. Meétodos numéricos

Se van a describir algunos métodos numéricos para resolver los problemas de valor inicial y de
contorno que aparecen en el cdlculo de lineas de curvatura y geodésicas en superficies paramétricas.

3.1.1. Métodos numéricos para problemas de valor inicial
Sea el problema,
y =f(x,y), a<x<b, 3.1)
y@) = o

con f: [a,b] x R — R™ y se asume que el PVI anterior tiene solucién tnica. El hecho de tratar ecua-
ciones diferenciales de primer orden no supone ninguna restriccion ya que toda ecuacién diferencial de
orden superior se puede transformar en la forma (3.1). En efecto, dada una ecuacién diferencial escalar
de orden m,

u™ :g(x,u,u’,...,u(m_l)), a<x<b, (3.2)
siy(x) = (y1(x),¥2(x),- .,y (x))" con
yi(x) = u(x)
V2(x) = u'(x)

Yu() = u" D)

la EDO de orden m (3.2) se transforma en el sistema de primer orden,

Ym—1(X) = Y (%)
y:n<x) = g(-XJYIJYZa s 7ym)

13



14 Capitulo 3. Geometria de superficies

La resolucién numérica de un PVI trata de calcular una aproximacioén {y;:i=1,2,...,N+1} en
unared 7
T:a=x9<x1<...<xyi1 =D,

a la solucidn exacta en cada punto de la red, es decir, y; ~ y(x;). Para simplificar se empleard un paso
de integracion constante proporcional a la longitud del intervalo [a,b]: h = h; :== x;11 —x; = (b—a)/n,
es decir, x; =a+ih,i=1,...,N

El método mas sencillo para resolver (3.1) es el método de Euler explicito,

yit1 =yit+hfi i=0,...,N (3.3)

donde f; := f(x;,y;). Empezando con yy = a, la férmula (3.3) proporciona un algoritmo para obtener
{vi }fvzl

Se van a considerar solamente métodos de un paso, es decir, aquellos que usan solo la informacién
de la solucidén numérica en x; para obtener la solucién aproximada en x;; = x; + h. Entre los métodos
de un paso mas empleados destacan los Runge-Kutta explicitos ([6]).

La forma general de un método Runge-Kutta explicito de s etapas para avanzar la solucién de (x;,y;)
a (x;+ h,y;y1) viene dado por:

N
yi+1:yi+hzbjgj7 i:0717°")N
=

donde
i—1
gj=f(xi+hcj,y;+h¥i_ apugk),
siendo {c i»bj,a; J-} constantes que hacen que el método RK tenga el orden mas alto posible. A menudo
usaremos la denominada tabla de Butcher para representar el esquema Runge-Kutta:

c| 0 ... 0 0
¢ | a ... 0 0
cs | ag ... agx1 O

bl cee bsfl bs

3.1.2. Métodos numéricos para problemas de contorno

Un sistema de EDOs de primer orden es a menudo complementado con m condiciones de contorno

g(y(a),y(b)) =0

donde g = (g1,...,g,)7 : R¥2m _ R™ El caso mds simple de g es el de un PVI en donde la solucién
estd dada en el punto inicial,

y(a) = a.
La forma general para el problema de contorno lineal de dos puntos para un sistema de primer orden (o
para una EDO de mayor grado) es

Bay(a) +Byy(b) = B
donde B, y B, € R™",
El problema de condiciones de contorno se llama separable si es de la forma:

BaY(a) = ﬁl
Byy(b) = P

Este tipo de condiciones separables aparecen en el estudio de las geodésicas. Entre los métodos numé-
ricos para la resolucion de problemas de contorno podemos encontrar métodos en diferencias, de tiro
o de colocacién pero la resolucion numérica de este tipo de problemas cae fuera del alcance de esta
memoria.
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3.2. Geodésicas y lineas de curvatura

La coleccion de figuras de Galdeano tiene ademds como particularidad el dibujo de lineas de curva-
tura y geodésicas (ver figuras 3.1 y 3.2). Por ello se consideran en esta memoria.

Figura 3.1: Superficie de rotacién de la tractriz Figura 3.2: Elipsoide con lineas de maxima y
con geodésicas. minima curvatura.

3.2.1. Lineas de curvatura

Sea S una superficie, P € Sy x : U C R? — § C R? una parametrizacién con P = X(ug, vo) un punto
regular, es decir, x,(ug,vo) X x,(uo,vo) # 0.

Definimos el plano tangente de S en P al subespacio 7pS engendrado por X, y x,. Paracada P € S
la orientacion que se elige en 7pS es aquella que si tomamos una base positiva{x, p,X, p}, entonces
{Xy.p,%,p,n(P)} es una base positiva de R? en la que se define n como el vector normal unitario a la
superficie parametrizada,

X, X X,
n=_——+ "
(1% X x|

Primeramente se introduce la primera forma fundamental [1], [9], Ip(U,V) = (U,V) = U .V para
U, V € TpS. En la parametrizacion x se tiene la base {x,,X,} y se definen

E= IP(Xuaxu) = <Xuaxu>>
F = IP(Xuaxv) = <Xu7XV>7
G= IP(XV7XV) = <Xvaxv>>

que usualmente se representa en forma de matriz como:
I — E F
P=\F G)°
La segunda forma fundamental se define como,
Mo — e f _ (XuwusD Xyyam
P f XN X0/’
y finalmente, la matriz mas importante viene dada por:

-1
(1) ()

cuyos valores propios son las curvaturas principales de S en Py los vectores propios son las direcciones
principales.
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Definicion. Una curva de S es una linea de curvatura si el vector tangente en cada punto es una direccién
principal.

Ejemplo. Sea el elipsoide con parametrizacion,

x(u,v) = (cos(u) cos(v), cos(u)zsin(v) , sinz(u)> , uel0,2n], vel0,n]

La sentencia para su dibujo (ver fig. 3.3) en Mathematica es,

X={Cos[u] Cosl[v],Cos[u] Sin[v]/2,Sin[ul/2};
dibuO=ParametricPlot3D[X, {u,0,2Pi},{v,0,Pi},Mesh->None,PlotRange->Al1,
Axes—>False, Boxed->False]

Figura 3.3: Elipsoide.

Entonces, x,, = <— sin(u)cos(v), — sin(u)zsin(v) , cosz(u)> , Xy = <— cos(u)sin(v), cos(u)zcos(v)’o> .

La matriz de la primera forma fundamental es:

1= %si 2(u) sin?(v) + sin®(u) cos?(v) + cosi(u) %sin(u) cos(u)sin(v)cos(v)
3 sin(u) cos(u) sin(v) cos(v) % cos?(u) cos?(v) + cos? (u) sin® ()

El vector normal es:

—cos?(u
n= (w) (cos(v),2sin(v),2tan(u))
\/cos4(u) (1+3sin?(v)) +sin*(2u)

y junto con X, X,y ¥ Xy, se obtiene la segunda forma fundamental:

I, — cos(u) 1 0
’ \/cos4(u) (1 + 3sin2(v)) + sinz(zu) ( 0 cos*(u) )

Por ultimo, la matriz I;lle es:

1 ( 16cos(u)(3cos(2v) —5) 96sin(u) cos?(u) sin(v) cos(v) >
d \  96sin(u)sin(v)cos(v)  16cos(u) (sin®(u)(3cos(2v) +5) +2cos?(u))

cond = (3 cos(2(u—v))+3cos(2(u+v))+6cos(2u)+6cos(2v) —26) \/cos4(u) (1+3sin?(v)) + sin2(2u))
cuyos valores propios son:
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P 16cos(u) 1 — 4cos(u)
' T (6c0s2(u) cos(2v) + 3cos(2u) — 13) s 2T
con s = y/cos*(u) (1+3sin*(v)) + sin*(2u), siendo sus vectores propios,
wy = (sin(u) cos(u) cos(v),sin(v)), wy = (—cos(u)sin(v),sin(u) cos(v)).

Para el célculo de las lineas de curvatura hay que resolver, en general numéricamente, los siguientes
problemas de valor inicial:

(=)

{ u'(t) = —cos(u(t))sin(v(t)), u(0)=u

V(1) = sin(u(t)) cos(v(t)),  v(0) = vo. (3.5)

S

Para la integracién numérica del PVI (3.4) se toma y; = u , yo» = v, con condiciones iniciales, y; (0) = %,
1

y2(0) = %, se utiliza el método de Runge-Kutta de orden 2 cuyos coeficientes se representan en la
siguiente tabla de Butcher:

el cédigo programado en Mathematica es:

XX[u_,v_]1={Cos[u] Cos[v],Cos[ul Sin[v]/2,Sin[ul/2};

y0={Pi/4,Pi/3}//N;

npasos=80;

b=8.;

a=0;

h=(b-a)/(npasos); (* paso fijo 0.1 %)
poligonal=Table[0,{i,1,npasos+1}];

fly_List] :={Sinl[y[[1]1]1]1Cos[y[[1]1]11Cos[y[[2]11] ,Sinl[y[[2]11] }

poligonal[[1]]1= XX[yO[[11],y0[[2]11] ;
For[i=1,i<=npasos, i++,

gl=£[y0];

g2=f [yO+h*xg1] ;

yO = yO + h/2x(gl+g2);
poligonal[[i+1]]1= XX[yO[[11],y0[[2]]1]
]

Finalmente se dibuja la linea de curvatura junto con el elipsoide (ver fig (3.4)) con las sentencias,

graficol=Graphics3D[Tube [poligonal,0.02] 1;
dibujo=Show[dibu0,graficol]
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Figura 3.4: Elipsoide con linea de curvatura por método RK de orden 2.

Para la resolucién numérica del otro sistema de lineas de curvatura dado por el PVI (3.5) se emplea
en este caso el método RK de orden 4 cuya tabla de Butcher es:

0| o
1/211/2 0
/2] 0 1/2 0
1o o0 1 0
| 1/6 2/6 2/6 1/6

Haciendo el cambio y; = u , y» = v y tomando como condiciones iniciales, y;(0) = 7, y2(0) = 7 la
implementacién en Mathematica es:

XX[u_,v_]={Cos[u] Cos[v],Cos[u] Sin[v]/2,Sin[ul/2};

y0o={Pi,Pi/4}//N;

npasos=40;

b=8.;

a=0;

h=(b-a)/(npasos); (* paso fijo 0.2%)
poligonal=Table[0,{i,1,npasos+1}];

fly_List]:={-Cos[y[[1]]] Sin[y[[2]]],Cos[y[[2]]1] Sin[y[[11]1] }

poligonal[[1]]= XX[yO[[1]1],y0[[2]]] ;
For[i=1,i<=npasos, i++,

gi=f [y0];

g2=f [y0+h/2%g1] ;

g3=f [yO+h/2%g2] ;

g4=f [yO+h*g3] ;

yO = yO + h/6%(gl+2g2+2g3+g4) ;
poligonal[[i+1]]= XX[y0[[11],y0[[2]]]
]

Finalmente, se dibuja la linea de curvatura en el elipsoide, figura (3.5)
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graficol=Graphics3D[Tube [poligonal,0.02] 1;
dibujo=Show[dibu0,graficol]

Figura 3.5: Elipsoide con linea de curvatura por método RK de orden 4.

3.2.2. Geodésicas

Intuitivamente, una geodésica es una curva que minimiza la distancia entre dos puntos de una su-
perficie al igual que hacen las rectas en el espacio euclideo. En esta seccién se definen rigurosamente y
se aproximaran resolviendo numéricamente los sistemas diferenciales asociados.

Definicién. Sea S una superficie, y: I — S una curva regular C* y X : I — R? un campo de S a lo largo
de y. La derivada covariante de X a lo largo de Yy es el campo de S a lo largo de 7y definido como

DX . -
(=X~ (nX(0)n

Definicion. Sea S una superficie y y: I — S una curva parametrizada C*. Diremos que Y es una geodé-

D
sica ([1], [5]) si d—ty es idénticamente nula.

Di
Puede verse detallado en [1] que d—ty se expresa como:
(u" () + Tyt (£)7 + 2105 ot (1) (1) + TV (1)) X0+
(V1) + T ' (1) + 20 (6)V/ (1) + T3, (1))x0
Notacion: Las funciones Fﬁ ; se llaman simbolos de Christoffel:

Dx,

Dx, Dx Dx
—_TU v u __ vV _TUuU v _TU v
3y X+ 15 Xy, = =T %+ 15 ,%, =I7,x,+1I7,%,

v du v

Entonces para que una curva y(z) = x(u(z),v(t)) sea una geodésica se deben cumplir las ecuaciones

diferenciales:
W' (t) + T (£)> + 210 () (1) + T4V (1)* = 0

V(1) 4+ %t (62 4205l (0 (1) + T, (1)2 = 0
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La unicidad de solucién de este sistema de ecuaciones diferenciales dadas las condiciones iniciales o
de contorno dara la geodésica buscada.

Ejemplo. Sea el hiperboloide con parametrizacion:
x(0,0) = (cosh(0)cos(¢),cosh(0)sin(¢),sinh(0)), 6 € (0,2x), ¢ € (-5,5)
Se dibuja en Mathematica,

hiper={Cosh[\ [Thetal] Cos[v],Cosh[\[Thetal] Sin[v],Sinh[\[Thetall};

dibuO=ParametricPlot3D[hiper,{v,0,2Pi},{\[Thetal ,-5,5},Mesh->None ,
Axes->False,Boxed->False,PlotPoints->50,PlotTheme->"ThickSurface",
RegionFunction->Function[{x,y,z},x"2+y"2<572]];

4

Las ecuaciones diferenciales de las geodésicas son:

0" (t) = —20'(t)tanh(0(¢))9'(t) ; 6"(t) = —0'(t)*tanh(20(¢)) + %tanh(26(t))¢’(t)2

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden podemos hallar la tinica geodésica
que pasa por un punto y tiene un vector tangente a la superficie dado o aquella que une dos puntos de la

superficie. En el primer caso resolveremos el problema de valor inicial (PVI: (3.6)) y en el segundo el
problema de contorno (PC: (3.7)).

¢"(t) = —20'(t) tanh(6(2)) ¢’ (1), o(t0) = do, ¢'(t0) = ¢}
0" (1) = —0/(1)>tanh(26 (1)) + %tanh(29(t))(])’(t)2, o)) = 60, 0')—=0, P
¢"(r) = —20'(t) tanh(0(2)) ¢’ (1), o(to) = do, O(r1) =
0" (1) = —6'(1)* tanh(26(1)) + %tanh(ZG(z))d)’(I)z, 0(t) = 6, O(n)=6r O

El PVI se puede resolver mediante el método de RK de orden 2 visto en la seccién anterior 3.1. Primero
se transforma el sistema de segundo orden en uno de primero,

yi=20 Yi=x»m
tanh(2y,
y2 =16 ¥y = —tanh(2y1)y; — é)yﬁ
=20 Y3 =a
ya=¢ yy = —2tanh(y; )y2y4

se toman las condiciones iniciales y; (0) = —2,y2(0) = 1,y3(0) = 7, y4(0) = —1.
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hiper2[u_,v_]={Cosh[u] Cos[v],Cosh[u] Sin[v],
Sinh[ul};

fly_List]:={y[[2]], -(Tanh[2y[[1]] ] *(y[[2]])~2- Tanh[2y[[1]11]/2 *(y[[4]1]1)~2),
y[[4]1],-(2 Tanh[y[[1]1]] *y[[2]]1*y[[4]11)}

yo={-2,1,Pi/2,-1}//N;

npasos=20;

b=2.;

a=0;

h=(b-a)/(npasos) ; (* paso fijo 0.1 *)

poligonal=Table[0,{i,1,npasos+1}];
poligonal[[1]]= hiper2[y0[[1]],y0[[3]1]] ;

For[i=1,i<=npasos, i++,

gl=f [y0];

g2=f [yO+h*g1];

yO = yO + h/2x(gl+g2);

poligonal[[i+1]]= hiper2[y0[[1]],y0[[31]1] ;
]

La representacién grafica de la geodésica en el hiperboloide viene dada por (ver fig. (3.6)).

graficol=Graphics3D[Tube [poligonal,0.22]];
dibujo=Show [dibu0,graficol]

Figura 3.6: Geodésica del PVI con método RK de orden 2.
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Como no se han visto métodos numéricos para problemas de contorno, (3.7) se resuelve en Mathematica
siendo ¢(0) =0,0(0) = -3, ¢(1) =m, 6(1) =4,

soluC=NDSolve[{2 Tanh[ul[t]] *u’[t]*v’[t]+v’’[t]==0,
Tanh[2\ [Theta] [t]] *(u’[t])~2- Tanh[2\[Thetal [t]]/2 *(v’[t]) 2+
u’’ [t]==0,

u[0]==-3,v[0]==0,u[1]==4,v[1]==Pi},{u,v},t];

Y se dibuja junto con el hiperboloide (Ver fig.3.7)

hiperi={Cosh[ult]] Cos[v[t]],Cosh[ult]] Sin[v[t]],
Sinh[ult]l]}

dibul=ParametricPlot3D[Evaluate [hiperl/.soluC],
{t,0,1},PlotStyle ->Directive[Red,Tube[0.22]],PlotRange ->A11]

Show [dibu0O, dibul]

Figura 3.7: Geodésica del PC
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Conclusiones

La impresién 3D puede ser una buena herramienta para el aprendizaje y motivacién de la ciencia
pues puede acercarla de manera tangible e interesante. Sin embargo, hay que resaltar algunos aspectos
negativos que pueden dificultar el uso de esta herramienta: requiere de mucho tiempo en la impresién
por lo que no resulta dtil en muchas ocasiones; es impredecible pues procesos similares pueden dar
lugar a resultados distintos y es necesario ajustar adecuadamente sus caracteristicas como la velocidad
de impresion, la temperatura del extrusor...

4.1. Aplicaciones

Una posible aplicacién de este trabajo es la generacion e impresion de orbitales atdmicos, interesante
en el campo de la quimica para su divulgacién y ensefanza.

Figura 4.1: Orbitales atémicos

Otra aplicacién interesante seria la impresion de superficies de “Imaginary, una mirada matematica”,
exposicion itinerante de la Real Sociedad Matemética Espafiola.

4.2. Lineas futuras de trabajo

Han quedado aspectos sin tratar debido al alcance de este trabajo y que podrian ser interesantes
para su ampliacién. Se podria hacer un estudio de las geodésicas en superficies dadas en coordenadas
implicitas o estudiar métodos numéricos para la resolucién de problemas de contorno.

4.3. Agradecimientos

Agradecer al [UMA (Instituto Universitario de investigacién en Matemadticas y Aplicaciones) el uso
de su impresora 3D y del 4cido polilactico PLA.
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APENDICE 1

Fichas de algunos modelos de la coleccion
de figuras de Galdeano ([7])

27



28 Capitulo 4. APENDICE 1

Serie I n°1: Superficie de rotacion de la tractriz

(pinche aqui)

Nombre original: Rotationsflache der Tractrix

Informacién matematica: Es la superficie de revolucién en torno al eje OZ de una tractriz situada en
el plano XZ. Esta tractriz es la curva cuya tangente en cada punto corta al eje OZ a una distancia
constante. Es la trayectoria que describe un objeto P arrastrado por otro Q que se desplaza a lo largo del
eje OZ manteniendo con €l una distancia constante. La ecuacién de la superficie en paramétricas es:

X =cosusinv
y =sinusinv

z= cosv—l—ln(tan%)
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Serie II n°4: Superficie de rotacion del senh

(pinche aqui)

Informacién matematica: Es una superficie con curvatura constante positiva. Es la superficie de
revolucion en torno al eje OZ de la funcién seno hiperbdlico de z en el plano XZ (x = sinh(z)). La
ecuacion de la superficie en paramétricas es:

x =cosusinhv
y = —sinusinhv

=V

29



30 Capitulo 4. APENDICE 1

Serie II n°1a: Superficie de Kummer

(pinche aqui)

Nombre original: Kummer’sche Flidche

Informaciéon matematica: Una superficie de Kummer es una cudrtica (superficie algebraica de grado
4) con 16 puntos dobles ordinarios. En este caso tiene los 16 puntos dobles. Existen 16 planos tal que
cada uno de ellos pasa por 6 puntos dobles y cada uno de los 16 puntos dobles pertenece a 6 de estos
planos. Su ecuacion es:

Ayt A — Ay -4yt — AP — 42— A+ 12V3xyz+ 1 =0
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Serie III n°4: Elipsoide

(pinche aqui)

Informacion matematica: La ecuacion de esta superficie es:

2 2 2
X z
74_}’74_7:1

Las lineas impresas son lineas de curvatura (maxima y minima) de la superficie.
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Serie VI n°6: Curva espacial cubica sobre un cilindro eliptico:elipse ciibi-
ca.

(pinche aqui)

Nombre original: Raumcurve 3. Ordnung.

Informacion matematica: Sobre un cilindro eliptico de ecuacion:

2 2
XY
—_ —:1
a+b )

se dibuja la curva interseccién con un cono de ecuacion:
2,2 2
x4y —z7=0

El resultado es una curva espacial, la elipse ctbica.
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Serie VII n°2: Superficie de Cayley

(pinche aqui)

Nombre original: Fladche dritter Ordnung.
Informacion matematica: Es una cibica con 4 puntos singulares (nodos) que estdn dispuestos como
los vértices de un tetraedro. Los lados de este tetraedro son 6 de las 9 rectas reales contenidas en la

superficie. Las otras 3 estdn en un plano horizontal. Una ecuacién es:

2(xy +xz+yz) =5 (FPy+ 7z +xy* +x2 +y*z2+y77) =0

33



34 Capitulo 4. APENDICE 1

Serie VII n°16: Superficie de orden 3 con un punto singular Ug

(pinche aqui)

Nombre original:Fl. 3. Ord. mitunipl. Knotenpunkt Ug

Informacion matematica: Superficie de orden 3 con un punto singular Ug cuyo plano tangente
interseca a la superficie en 3 rectas. Una ecuacion de esta superficie es :

2z +4) +y(y—V3x)(y+V3x) =0
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Serie VII n°17: Superficie de orden 3 con un punto singular Ug

(pinche aqui)

Nombre original: Fl. 3. Ord. Mit unipl. Knotenpunkt Ug

Informacion matematica: Superficie de orden 3. Tiene un punto singular de tipo Ug y dos rectas
reales, dibujadas en el modelo. Su ecuacidn es

Z3+4zz+yx2+y3 =0
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Serie VII n°18: Superficie de orden 3 con un punto singular Uy

(pinche aqui)

Nombre original: Fl. 3. Ord. Mit unipl. Knotenpunkt U

Informacion matematica: Superficie de orden 3. Tiene un punto singular de tipo U7 y tres rectas
reales.Su ecuacién es
X 44+ 292 +x2 =0
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Serie VII n° 19: Superficie de orden 3 con un punto singular Ug

(pinche aqui)

Nombre original: Fl. 3. Ord. Mit unipl. Knotenpunkt Ug
Informacion matematica: Tiene un tGnico punto singular y una sola recta real. Una ecuacion es:

2442 +y*z+x =0
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Serie VII n° 20: Superficie reglada de orden 3

(pinche aqui)

Nombre original: Regelfliche 3. Ordnung

Informacion matematica: Superficie de orden 3. Es una superficie reglada con una linea de puntos
dobles. Su ecuacién es
Yy =2y -2 =0
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Serie VII n° 25: Superficie de orden 3. Hessiana de la superficie del modelo
VI 7

(pinche aqui)

Nombre original: Hessesche Fl. Einer Fl. 3. Ord.

Informacion matematica: La superficie Hessiana de una superficie S en el espacio proyectivo dada
por un polinomio f(x;,x2,x3,%4) = 0 es la superficie definida por el determinante de la matriz Hessiana
de f. En este caso S es la superficie de Cayley del modelo VII 7 y la ecuacién es:

25056 — 60534x% 4 6237x% — 60534y* — 18711xy”> — 145447+ 50805x%z + 27x3z + 50805y%z —
81xy°z — 33367> — 8103y%z% + 56473 4+ 100z* = 0
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Serie X n°5: Ciclide de Dupin

(pinche aqui)

Nombre original: Dupin’sche Cyclide

Informacion matematica:La ciclide de Dupin se obtiene de un toro por inversion en una esfera. Es un
ejemplo de superficie de orden 4. En este caso el centro de inversion pertenece al toro de partida, de
manera que el resultado contiene al punto del infinito. Se dice que es una ciclide toroidal parabdlica.
La inversion del toro de ecuacién:

(R =+ (x— e + 37 + 22 — 4R ((x — e* +3%) =0
en la esfera unidad
Ay =1
produce la ciclide
(43" +2)(€ =+ R) + 1 = 2ex)” —4R*((—e(x +)7 +27) +3)2+)7) = 0
SiR=2,r=1,e=1 se tiene la ciclide de Dupin

1 —dx— 1202 —16y> + 8(x* +y* +22) + 16x(x* +y* +22) =0



APENDICE 2

Imagenes de los modelos impresos.

Figura 4.2: Modelo Cayley, serie VII n°2 Figura 4.3: Serie VII n°16

Figura 4.4: Serie VII n°18 Figura 4.5: Serie VII n°20
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Figura 4.6: Serie VII n°25 Figura 4.7: Serie X n°5

Figura 4.8: Serie VII n°l, superficie de Figura 4.9: Hiperboloide con geodésica
Clebsch. Contiene 27 rectas reales

Figura 4.10: Serie VI n°6, Curva espacial cubica sobre un cilindro eliptico: elipse ctibica
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