MASTER EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA
PARA ESO Y BACHILLERATO.
ESPECIALIDAD:MATEMATICAS

TRABAJO FIN DE
MASTER

INTRODUCCION A LA DERIVADA PRIMERA

Oreste D’Alessio

e
¥



Indice

1

2

o] 0] 7 T (o] PR URR 3
1.1 Introduccién. (Sobre la definicidn del objeto matematico a ensefiar) ............... 3
1.2 Introduccién Historica. (Sobre las razones de ser del objeto matematico)........ 3
1.3 CONOCIMIENTOS PrEVIOS. .....ciuvieiiiieiee et sttt e siee ettt ettt e e 4
1.4 Sobre el campo de ProbIema ...........cooieiiiiiiiie 4
1.5 SODIE 1aS tECNICAS. .. .ccvveevieiiee sttt e e et e e nreesnae e 4

(@] 1] (=101 o [0 1RSSR 4
2.1 Introduccién del concepto de derivada ............cooceevvereiiiiiee i 4

2.1.1  Situacion 1: Problema introducCtorio 1.........ccocvevivveiiiieeiine e ciie e 5

2.1.2  Situacion 2: Explicacion del profesor sobre el problema introductorio 1. .5

2.1.3  Situacion 3:Problema introductorio 2...........ccceevveeviee e 6

2.1.4  Situacion 4: Explicacion del profesor sobre el problema introductorio 2. .7

2.1.5  Situacion 5: Problema introductorio 3..........cccceevvveiiiie e ciie e 7

2.1.6  Situacion 6: Explicacion del profesor sobre el problema introductorio 3. .7

2.1.7  Situacion 7: ;Como se puede calcular la velocidad instantanea de un

objeto que se mueve de manera N0 UNITOrME?.........ccovvveiiieeeiiie e 10

2.1.8  Situacion 8: incrementos negativos. Problema introductorio 4................ 11

2.1.9  Situacion 9: Explicacion del profesor sobre el problema introductorio 4. 11

2..1.10 Situacion 10 ;Que €S 1a tangente?.........cocvvveiiieeiiiee e 15
2.2 Concepto de derivada de fUNCION .........cooiieeiiiie e 16

2.2.1 Problema contextualizado sobre el célculo de la derivada de una funcion en

UN PUNTO. 1ttt ettt e e e e st e e e e e e s st bbb e e e e e e e s s nn bbb neeaee s 20

2.2.2  Problema introductorio a la funcion derivada. ...........c.ccccooveevivieeiienennnen. 21

2.2.3  Explicacion del profesor sobre problema introductorio a la funcion

0 [=T gV o - VPSPPSR 21

2.2.4  Funciones Derivadas de algunas funciones elementales ......................... 22

2.2.5  Derivadas de una suma, de un producto y de un cociente ....................... 23

2.2.6  Derivada de una funcion compuesta: regla de la cadena ......................... 24

2.2.7 Tabla de las formulas y reglas de derivacion .............ccccccoceeeviveeivneeenen. 24

2.2.8  Utilidad de la funcion derivada: otras técnicas asociadas. ....................... 25

A EC] (oo 0] (o] o - OSSPSR 27

(C1=ToT0 [=] o] : DO PRSP POPRRROUPRRPPRIN 28

EVAIUACION ... e 29



6  Referencias BibDIOGrafiCas..........ccoviiiiiiiiiiii e 29

1 Presentacion

En este trabajo mi objeto matematico es la derivada primera; en particular voy a tratar
su introduccién. Antes voy a hablar del curso y de la asignatura en la que sitdo el objeto
matematico. A continuacion, se hablara de los conocimientos previos en cuestion y se
introduciran las razones de ser del objeto matematico. Veremos que las razones de ser
del objeto matematico en lineas generales coinciden con las razones de ser histdricas;
se introducird un campo de problemas relacionados con la velocidad en el grafico
espacio tiempo y otros problemas puramente matematicos. Se introduciran ejercicios,
que se resuelven con las técnicas, en este caso, las reglas de derivacion y otras mas que
trataremos después.

La idea es de presentar la derivada primera en 12-14 sesiones de una hora, mas una para
la evaluacion final. EI nimero de sesiones dependera tambien del nivel de aprendizaje
que tiene el alumnado, es decir que el profesor tiene que adaptarse al ritmo de
aprendizaje de la clase.

1.1 Introduccion. (Sobre la definicion del objeto mateméatico a
ensefiar)

El objeto matematico de mi trabajo fin de master es la derivada primera. Yo trataré este
tema utilizando Geogebra, un software open source (gratuito), muy 0til para la
ensefianza de las matematicas, que en este caso nos permite dibujar las funciones, las
derivadas primeras etc.

Mi proposito es tratar este tema en el primer curso de un bachillerato cientifico, como
estd previsto en la ORDEN de 1 de julio de 2008, del Departamento de Educacion, Cultura 'y
Deporte, por la que se aprueba el curriculo del Bachillerato y se autoriza su aplicacion en los
centros docentes de la Comunidad auténoma de Aragon.

Segun dicha Orden, este objeto matematico pertenece al blogue de contenidos de
analisis matematico.

En este trabajo, se hara una breve introduccion historica de la derivada, después se
introducird el concepto de Tasa de Variacion Media de una funcién, hasta llegar al
concepto de derivada y su significado geométrico, todo eso con ejemplos y ejercicios
para el alumnado.

1.2 Introduccion Historica. (Sobre las razones de ser del objeto
matematico)

El concepto de derivada surgié como resultado de algunos siglos de esfuerzo dirigidos a
resolver dos problemas: determinar la recta tangente a una curva en uno de sus puntos y
encontrar velocidades instantdneas en movimiento no uniformes. Estos problemas
interesaron a los matematicos desde tiempos antiguos, pero hasta el siglo XVI, la
resolucién de cada problema particular se hacia mediante un método especifico no
generalizable a otros problemas similares.



En el siglo XVII, los conocimientos acumulados hasta entonces permitieron a Newton y
Leibnitz dar una respuesta tedrica y completa a todos estos tipos de problemas,
mediante la invencion de la derivada.

Un siglo después, Euler contribuy6 a mejorarla. No obstante, la base légica y, por tanto,
los conceptos formales desarrollados por estos matematicos fueron insuficientes para
que el célculo de derivadas fuera un proceso claro y sistematico. Fue Cauchy, a
comienzos del siglo XIX, quien, al relacionar de forma clara el concepto de derivada
con el del limite, consiguié un respaldo formal basico gracias al cual el célculo de
derivadas se redujo a sencillas operaciones formales.

1.3 Conocimientos previos

Los conocimientos previos necesarios para empezar el estudio de la derivada primera
son los siguientes:

a) Conocer la definicion de coeficiente angular de una recta.

b) Conocer las propiedades de las funciones.

c) Conocer el concepto de limite

d) Saber calcular los limites de funciones en casos elementales

e) Conocer el concepto de tangente a una circunferencia.

Trataremos de asegurar que los alumnos posean estos conocimientos previos, con una
evaluacion escrita.

1.4 Sobre el campo de problema

El campo de problemas es el siguiente:
- Encontrar la tasa de variacion instantanea de una funcion.
- Encontrar la ecuacion de la tangente de una funcion en un punto.
Del campo de problemas y sus ejercicios asociados se hablara en el capitulo 2.

1.5 Sobre las técnicas

Las técnicas son las siguientes:
- Calculo de la ecuacion de la tangente de una funcion en un punto.
- Célculo de la tasa de variacion media.
- Calculo de la derivada de una funcion en un punto utilizando la definicion.
- Calculo de la funcién derivada utilizando las reglas de derivacion.
- Célculo de la funcion derivada de una funcion.
- Cadlculo de la derivada de una funcién en un punto utilizando las reglas de
derivacion.
- Caélculo de las abscisas de los puntos de derivada 0
- Caélculo de los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcion.

2 Contenidos

2.1 Introduccion del concepto de derivada

Se presentaran en los siguientes subparrafos las situaciones para introducir el concepto
de derivada



2.1.1 Situacion 1: Problema introductorio 1

Este problema introductorio sirve para introducir el concepto de derivada, para repasar y
al mismo tiempo averiguar los conocimientos previos.

En este grafico el eje horizontal representa el tiempo (en segundos), y el eje vertical
representa el espacio recorrido (en metros). Los segmentos representan las trayectorias
de tres personas.

a) ¢Qué persona sale mas tarde?

b) ¢Qué persona recorre menos metros?

c) Calcula la velocidad media de cada persona.

d) Escribe las ecuaciones de las rectas que aparecen en el grafico y exprésalas en

forma explicita (y = ax+b).
e) Relaciona la velocidad media con la ecuacion de la recta.

2.1.2 Situacién 2: Explicacién del profesor sobre el problema
introductorio 1.

Si los alumnos tienen dificultades importantes en la situacion 1 se les propondra alguna
otra situacion parecida.

En fisica, sabemos que la velocidad media es igual al espacio recorrido partido por el
tiempo empleado; es decir velocidad media = Espacio/Tiempo.
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Entonces la velocidad media de a sera 3m/4s = 0,75m/s; la velocidad media de b sera
2m/4s = 0,5 m/s, mientras la velocidad media de ¢ serd 3m/3s= 1m/s.

Podemos deducir que las pendientes de las rectas representan las respectivas
velocidades medias de las tres personas en cuestion.

Pero, sabemos que la pendiente de una recta es igual al coeficiente angular de la recta,
es decir, a la tangente del angulo que forma la recta con el eje OX". Entonces podemos
concluir que el coeficiente angular de la recta representa su velocidad media en el
grafico espacio-tiempo.

Ademas sabemos que la recta se puede expresar como y= (tgo)x + b.

2.1.3 Situacion 3:Problema introductorio 2

A

En este grafico espacio-tiempo, la linea azul representa el recorrido en funcion del
tiempo de Pedro, mientras la linea verde representa el recorrido en funcién del tiempo

de Roberto.

a) ¢Salen o no simultdneamente? ;Del mismo punto?

b) ¢Cuantos metros han recorrido los dos después de 2 segundos?
¢Y después de 4 segundos?

c) Calcula la velocidad media de los dos en el intervalo [0s, 2s]:

d) Calcula la velocidad media de los dos en el intervalo [0s, 4s]:

e) Calcula la velocidad media de los dos en el intervalo[2s, 4s]:

f) Qué pasa con la velocidad media en los distintos intervalos? Aumenta,
disminuye, se mantiene constante?

g) ¢Cual es la velocidad de Pedro en el instante t = 2?

h) ¢Cual es la velocidad de Roberto en el instante t = 2?



2.1.4 Situacién 4: Explicacién del profesor sobre el problema
introductorio 2.

a) Analizando el grafico podemos ver que los dos parten simultdneamente del
mismo punto.

b) Después de 2 segundos, Pedro ha recorrido 2 metros, mientras Roberto ha
recorrido 1 metro; después de 4 segundos, ambos han recorrido 4 metros; con un
tiempo mayor que 4 segundos notamos que el espacio recorrido por Roberto es
mayor que el espacio recorrido por Pedro.

c) Velocidad Media de Pedro: 2m/2s = 1m/s
Velocidad Media de Roberto: 1m/2s = 0,5m/s

d) Velocidad Media de Pedro: 4m/4s = 1m/s
Velocidad Media de Roberto 4m/4s = 1m/s

e) Velocidad Media de Pedro: 2m/2s = 1m/s
Velocidad Media de Roberto: 3m/2s = 1,5m/s.

f) Podemos notar que la velocidad media de Pedro es constante, mientras la

velocidad media de Roberto cambia segln el intervalo que consideremos. Eso se
puede traducir en lo siguiente:
Pedro se mueve con velocidad constante, en cuanto el grafico espacio-tiempo de
su movimiento es una recta, mientras Roberto no se mueve con velocidad
constante, es decir que la velocidad de Roberto cambia con el tiempo, y en este
caso aumenta.

g) Como la velocidad de Pedro es constante, podemos afirmar que también en el
instante t = 2 s, la velocidad de Pedro es igual a 1m/s. Por tanto, podemos asumir
la existencia de una velocidad instantanea que, en este caso, coincide con la
velocidad media.

h) La velocidad de Roberto cambia, segun el intervalo, de momento no tenemos
ninguna herramienta para calcular la velocidad instantanea de Roberto en ningan
instante.

2.1.5 Situacion 5: Problema introductorio 3
Sean g(X) = x2 y f(xX) = 4x, dos funciones espacio-tiempo correspondientes a dos
moviles

a) Encuentra en qué instante los dos moviles han hecho el mismo recorrido.

b)
c)
d)
e)
f)

2.1.6

Calcula la velocidad media de las dos funciones en el intervalo [0, 1].
Calcula la velocidad media de las dos funciones en el intervalo [0, 2].
Calcula la velocidad media de las dos funciones en el intervalo [0, 3].
Calcula la velocidad media de las dos funciones en el intervalo [1, 3].
Calcula la velocidad instantanea de los moviles en el instante x = 2.

Situacion 6: Explicacion del profesor sobre el problema
introductorio 3.

Solucion:

a)

Para encontrar la solucién hay que poner g(x) = f(x).

Es decir x2 = 4x <> x% - 4x = 0 <> x(x- 4) = 0. La ecuacion tiene dos soluciones
Xx=0yx,=4

Vamos a representar las dos funciones graficamente, utilizando geogebra.
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Figura
b) La velocidad media de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo [0, 1] se calcula
de la siguiente manera:
(f(1)-f(0))/(1-0) = 4/1 = 4; (9(1)-g(0))/(2-0)=1/1=1

Graficamente podemos ver que el coeficiente angular de la recta que pasa por A
y B es 1, mientras el coeficiente angular de la recta que pasa por Ay C es 4.

c) La velocidad media de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo [0, 2] se calcula
de la siguiente manera:
f(2)-f(0))/(2-0) = 8/2 = 4; (9(2)-9(0))/(2-0) = 4/12 =2



Gréaficamente podemos ver que el coeficiente angular de la recta que pasa por A
y B es 2, mientras el coeficiente angular de la recta que pasa por Ay C es 4.

d) La velocidad media de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo [0, 3] se calcula
en la siguiente manera:

((3)-f(0))/(3-0) = 12/3 = 4; (9(3)-9(0))/(3-0) = 9/3= 3




€)

2.1.7

Gréaficamente podemos ver que el coeficiente angular de la recta que pasa por A
y B es 2, mientras el coeficiente angular de la recta que pasa por Ay C es 3.
La velocidad media de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo [1, 3] se calcula
en la siguiente manera :

(f(3)-f(1))/(3-1) = (12-4)/(3-12(: 4; (9(3)-9(1)/(3-1)=8/12=4

12 |
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Graficamente podemos ver que el coeficiente angular de la recta que pasa por A
y C es 2, también el coeficiente angular de la recta que pasa por Dy B es 2.

La velocidad instantdnea del segundo movil es constante y coincide con la
velocidad media, mientras no tenemos medios para encontrar la velocidad
instantanea del primer movil.

Con este problema podemos concluir que en el grafico espacio-tiempo la
velocidad media de una funcion representada por una recta es constante y
depende solo del coeficiente angular de la recta, mientras que cuando la funcién
espacio-tiempo esta representada por una curva no rectilinea la velocidad media
es variable y coincide con el coeficiente angular de la secante que corta a la
funcion en los dos extremos del intervalo considerado. En el caso de una recta,
la velocidad media de cada intervalo coincide con la velocidad instantanea, es
decir, con la velocidad, que el movil tiene en cada punto. En el caso de una
curva no rectilinea, no tenemos medios para encontrar esa velocidad instantanea.

Situacion 7: ¢Como se puede calcular la velocidad instantanea
de un objeto que se mueve de manera no uniforme?

Hemos visto que para la recta, en el grafico espacio-tiempo la velocidad instantanea
coincide con la velocidad media; en el caso de una curva no rectilinea la situacion es
distinta.

Para contextualizar el problema vamos a ver como funcionan los velocimetros: el
velocimetro mide la velocidad media en intervalos de tiempo lo mas pequefios posibles.
¢Cémo? Midiendo el espacio recorrido en intervalos de tiempos muy pequefios y la
velocidad en funcion del tiempo es calculada segun la férmula v= s/t.

En definitiva, la velocidad instantanea, matematicamente, puede ser vista como el
limite del cociente espacio/tiempo cuando el tiempo tiende a cero, es decir:

lims—o (S(to+h)-s(to))/h,
10



con higual a un intervalo de tiempo mayor que cero y arbitrario.

2.1.8

Situacion 8: incrementos negativos. Problema introductorio 4.

Problema
Consideramos la siguiente funcion velocidad-tiempo, de un coche: v(t) = -t3/ 8 + 16.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

2.1.9

¢Como varia la velocidad del coche?

¢En qué instante la velocidad es igual a 0?

Calcula la aceleracion media del coche en el intervalo de tiempo [0, 4].

Calcula la aceleracion media del coche en el intervalo de tiempo [0, 8].

Calcula la aceleracion media del coche en el intervalo de tiempo [4, 8].

¢Qué pasa con la aceleracién media del coche? ;Aumenta? ;Disminuye? ¢;Se
mantiene constante?

Situacion 9: Explicacion del profesor sobre el problema
introductorio 4.

En los gréaficos anteriores, por mayor comodidad hemos considerado solo incrementos
positivos de espacios recorridos.

Podemos considerar el grafico velocidad-tiempo de la funcion v(t), y estudiar como
varia la velocidad del coche. Siempre utilizando geogebra, representamos graficamente,
la funcion velocidad-tiempo v(t) = -t 8 + 16

a)
b)

o HE Ta e e T10 \'12

Gréaficamente, podemos ver que la velocidad disminuye.

La velocidad es igual a 0 <> v(t) = -t/ 8 + 16 = 0, entonces -t>/ 8 + 16 =0 «
%8 = -16 <> -t* = -128 « t* = 128 — t = + 82, pero como vamos a
considerar solo valores positivos del tiempo, la velocidad sera nula en el instante
t=8v2.

En el intervalo de tiempo [0, 4], la aceleracién media se calcula de la siguiente
manera:

(v(4) — v(0))/ (4-0) = (14 -16)/4 = -1/2.

Gréaficamente resultara

11
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Calculamos la recta que pasa por A(0, 16) y B(4, 14), aplicando la formula
-yl (Y2-y1) = (X-X1)/ (X2-Xa).

(y—16)/(14 -16) = (x — 0)/(4-0) — (y-16)/(-2) =x/4 -y -16=-X2 > y=
-1/2x + 16.

Podemos notar que la aceleracién media del intervalo considerado es igual al
coeficiente angular de la recta que pasa por los extremos del intervalo en
cuestion.

En el intervalo de tiempo [0, 8], la aceleracion media se calcula en la siguiente
manera:

(v(8) — v(0))/(8-0) = (8 -16)/8 =-8/8 = -1.

Gréaficamente sera

12



e) Calculamos la recta que pasa por A(0, 16) y B(8, 8), aplicando la formula
(V-y)/(y2-y1) = (X-X1)/ (Xa-X1).
(y—16)/(8 -16) = (x — 0)/(8-0) — (y-16)/(-8) =x/8 —> y- 16 =-X —» y=-X + 16.
También en este caso podemos notar, que la aceleracion media del intervalo
considerado, es igual al coeficiente angular de la recta que pasa por los extremos
del intervalo en cuestion.

En el intervalo de tiempo [4, 8], la aceleracién media se calcula en la siguiente
manera:

(f(8) — f(4))/(8-4) = (8 -14)/4 = -6/4 = -3/2.
Graficamente

13
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Calculamos la recta que pasa por A(4, 14) y B(8, 8), aplicando la formula
(V-y/(y2-y1) = (X-X1)/ (Xa-X1).

(y—14)/(8 -14) = (x — 4)/(8-4) — (y-14)/(-6) = (x-4)/4 >y - 14 =-3/2x +6 — ¥y
=-3/2x + 20.

También en este caso podemos notar, que la aceleracion media del intervalo
considerado, es igual al coeficiente angular de la recta que pasa por los extremos
del intervalo en cuestion.

La aceleracion media del coche disminuye.

14



2..1.10 Situacion 10 ¢Que es la tangente?

En los cursos anteriores se ha definido la tangente de una circunferencia como la recta
que interseca la circunferencia en un solo punto:

La distancia minima entre esta recta y el centro de la circunferencia es igual al radio de
la circunferencia.

A veces se afiade que la tangente es perpendicular al radio en el punto de tangencia.
Para estudiar la derivada nos ocurre dar otra definicion de tangente:

Definicion de tangente: la tangente de una curva en un punto Xo, €s la recta que mas se
aproxima a la curva en un entorno pequefio de Xo, (Xo-h, Xo+h), con h>0 y arbitrario.

En curvas cualesquiera, esta definicion nos sirve porque una tangente en un punto puede
cortar la curva en otro punto.

Gréaficamente:

15



En este grafico podemos ver que la tangente t es la que mas se aproxima a la curva f(x)
= x*-3x%+4 en un entorno de xo = 0, respecto a las otras rectas a, b, c.

Como se puede ver en el grafico la tangente t puede intersecar la curva en otros punto,
pero nos concentramos solo en un entorno pequefio del punto en cuestion.

2.2 Concepto de derivada de funcion

Sea y=f(x), una funcion definida en un intervalo [a,b] e indicamos con X, un punto
interior a este intervalo. Si de Xo se pasa a otro punto cualquier Xo+h, del intervalo [a,b],
se dice que se ha dado a la variable x el incremento positivo, h.

La diferencia f(xo+h)-f(Xo), entre los valores que la funcion asume cuando la variable x
pasa del valor X, al valor xo+h, se llama incremento de la funcién y puede tener valor
positivo, negativo o nulo.

16
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El cociente:
f(x+h)—f(x)
h ;
se llama Tasa de Variacion Media de la funcion f(x), relativa al punto x, vy al
incremento h. Esta relacion una vez fijado Xo, varia al variar h, es decir ella es una
funcion de la variable h definida por cada valor de h diferente de 0, con lo cual, se
entiende que el punto xo +h no sale del intervalo [a,b], en el cual esta definida f(x).
La Tasa de Variacion Media de la funcion f(x), correspondiente a un determinado
incremento de la variable independiente, nos indica "como™ varia la funcion en el
entorno del punto Xo.
La Tasa de Variacion Media de funcidn, en el grafico espacio-tiempo puede ser vista
como la velocidad media, relativa a un intervalo de tiempo dado.
Ahora propongadmonos ver qué le sucede a la TVM cuando tomamos valores de h cada
vez mas pequerios, tendentes a 0. Introducimos por lo tanto una nueva definicion:
Se llama derivada de la funcién f(x), en el punto xo al limite, si existe y es igual a un
numero finito, de la TVM correspondiente a un intervalo (xo, Xo+h), cuando h tiende a 0.
La derivada generalmente se indica con las siguientes notaciones: f'(Xo),; Y'(Xo),; [Df(X)]
X= Xo
y queda definida por la relacion:

(%) = lim

f(xo +h)— ()

o :
Este resultado puede interpretarse como la tasa de variacion instantanea en el instante
Xo.
En el caso particular de una funcién espacio-tiempo, representaria la velocidad
instantanea en el instante Xo y en el caso de una funcion velocidad-tiempo, la aceleracién
instantanea en el instante Xo.
Utilizando geogebra vamos a ver que pasa cuando queremos dibujar la recta que pasa
por los puntos (Xo, f(X0)) ¥ (Xoth, f(Xo+h)), tomando valores de h cada vez mas
pequefios, es decir aplicando la definicion de derivada.
Esto concepto se desarrollard con una demostracion de geometria dinamica:
Por ejemplo dada la funcion f(x) = (x*-x)/4, queremos calcular la recta que pasa por A
(1,0) € f(x), y B = (1+h, f(1+h)) f(x), con h cada vez méas pequefio.
Sih=1
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Sih=0,2
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Sih=0,01
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Podemos notar que con valores de h cada vez més cerca del O la recta que pasa por Ay
B, se aproxima a la tangente de la funcion en el punto A.

Como, hemos dicho antes, la TVM geométricamente estd representada por el
coeficiente angular de la recta que pasa por los 2 puntos de la funcién; cuando h tiende a
0, la tasa de variacion instantanea (derivada primera) esta representada por el
coeficiente angular de la tangente a la curva.

2.2.1 Problema contextualizado sobre el calculo de la derivada
de una funcidon en un punto.
Calculaen el instante t = 3, la velocidad instantanea de la funcién espacio-tiempo f(x) =
X2 - X.
Explicacion del profesor
Antes se procede al calculo de la velocidad media

f(x,+h)—f(x,) f@+h)—f@)
h N h N

~9+6h+h*-3—h—6 h?+5h h(h+5)
h h h
Despueés se calcula el limite de la tasa de variacion media cuando h—0:

h+ 5.
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lim
h—0

F(x) = lim et = 1060) i FE+M = 1@ _ iy 155
h—0 h h h—0
Se concluye afirmando que la velocidad instanténeaent =3 esigual a 5.

Matematicamente podemos decir que la derivada primera en el punto xo= 3, es igual a 5.

2.2.2 Problema introductorio a la funciéon derivada.

Problema
a) Halla la derivada de f(x) = x* en los puntos de abscisas, -2, -1, 0, 1, 2, 3y 4.
b) Representa los resultados obtenidos en la siguiente tabla

X -2 -1 0 1 2 3 4

f(x)

€) (Qué relacion hay entre x y °(x)? (Se podria representar f’(x) en funcion de x?
d) ¢f podria ser una nueva funcion?

2.2.3 Explicacion del profesor sobre problema introductorio a la
funcién derivada.
a) P(-2) = limy_, LEHDTED

limy_o( 4-4h+h?+4)/h = limy_ (-4h+h%)/h = -4
P(-1) = limy o LEHDIED)
h—0 0

limi_o (1-2h+h*-1)/h = -2

£(0) = limy,_o LT =
P(1) = limy_ (f(1+uu)—f(1)) )
£(2) = limy_ (f(2+uu)—f(2)) —4
£(3) = limy_ (f(3+uu)—f(3)) -6

F(4) — limh_,() (f(4'+uu)_f(4')) - 8

b)
X -2 -1 0 1 2 3 4
(x) -4 -2 0 2 4 6 8
c) Podemos notar que (x) = 2x

Para probar que f’(x) es una nueva funcion, vamos a obtener la derivada de f(x)
= x% en un punto cualquiera, x:

lim, o LEEIZTED = im, L, (¢ +2hx + i )/h = 2x.

Por lo tanto hemos, hemos obtenido que f’(x) = 2x, como habiamos previsto.
Representamos graficamente la funcion f(x) = x* y su funcién derivada f(x) =
2X.
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Definicion

Se llama funcion derivada de f a una funcion f° que asocia a cada abscisa x, la
derivada de f en ese punto, (x) es decir la pendiente de la tangente a la curva y
= f(x) en ese punto. A la derivada de f la llamaremos f* o bien Df.

Dfx) = £/(x) = limy_o L2

2.2.4 Funciones Derivadas de algunas funciones elementales

Ejercicio. Calcula:
a) La funcion derivada de una funcion constante, f(x)=Kk.

b) La funcion derivada de la funcion f(x) = x.
c) La funcion derivada de la funcién f(x) = x*+1.
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d) La funcién derivada del producto de una constante k por una funcion y=f(x).
Explicacion del profesor sobre el ejercicio anterior
a) La derivada de una funcion constante, f(x)=K, vale cero, es decir:

D(X)=0
De hecho:
y'= lim =X _jimo=o.
h—0 h h—0
b) La derivada de la funcion f(x) = x vale 1, es decir: D(x)=1
De hecho:
y=lim* X iy g,
h—0 h h—0
c) La derivada de la funcion f(x) =x* vale 2x, es decir: D(x%)=2x
De hecho:
22 2 22
g limOH N =X X2 =X RCXHR) ok = 2x
h—0 h h—0 h h—0 h—0

d) La derivada del producto de una constante k por una funcion y=f(x) es igual a la
constante por la derivada de la funcion, es decir:  D[Kf(x)/=KD[f{x)]=kf"(x)

De hecho:
y':limk' f(x+h)—k- f(x) :”mk-[f(x+h)— f(X)] :k_“mf(x+h)— f(x) k- AF(X).
h—0 h h—0 h h—0 h

2.2.5 Derivadas de una suma, de un producto y de un cociente

La derivada de la suma de dos (0 mas) funciones derivables existe y es igual a la suma
de las derivadas de las funciones.

Sies;y=f+g
con fy g funcionas derivables en X, seré:
y=r+g

La derivada del producto de dos funciones derivables existe y es igual al producto de la
derivada del primer factor por el segundo, mas el producto del primer factor por la
derivada del segundo.
Sies: y="fqg
con fy g funcionas derivables en X, sera:

y' =fg+fg.

La derivada del cociente de dos funciones derivables, existe y es igual a un cociente
cuyo denominador es el cuadrado del denominador inicial y cuyo numerador es la
diferencia entre el producto del denominador por la derivada del numerador y el
producto del numerador por la derivada del denominador.

f
Sies: y=—
9
con fy g funcionas derivables en X, seré:
fra—f-q'
y = g . g
g
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2.2.6 Derivada de una funcién compuesta: regla de la cadena

Dada la funcién y = (3x + 5)2, ;cuél serfa su funcién derivada? Calculala utilizando la
definicion de derivada.

Solucion.

limn_o ((3(x+h)+5)% (3x+5)?)/h = limy_o (9(x+h)?+25 +30(x+h) — 9x*-25 -30x)/h=

= limy_0(18xh+9h? +30h)/h = 18x +30.

Podemos notar che la funcion derivada 18x+30 = 6(3x+5), ademas sabemos que la
derivada de x? es igual a 2x. ¢Entonces porque hemos multiplicado por 6 en lugar de
multiplicar por 2?

Ademas, sabemos que D(3x+5) = 3, por eso hemos multiplicado por 6.

Podemos resumir el resultado obtenido con la regla de la cadena:

Dg[f(x)] = g’[f(x)] £(x)

2.2.7 Tabla de las formulas y reglas de derivacion

Para facilitar el célculo de la derivada de una funcion, se presenta una tabla de facil
consulta. Se coloca a mano izquierda la funcion y=f(x), y, a la derecha, la derivada
y'=f’(x), en un punto genérico x, donde la funcion es derivable:

y=f(x)
y=k

Funcion potencia:

y=f(x)"

En particular:
y =X

y =|f(x)

y=4/f()
1
y="=
X

y=Vf()

Funciones goniometricas:

y = senf(x)
y =cosf (x)

y'=f(x)
y'=0

y'=of ()7 f'(x)

1

y'= 2\/m-f'(x)

y'=cos f(x) f'(x)
y'=—senf(x) f'(x)
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, 1

y =1t9(f(x)) y=mf'(X)
: 1 .
y = ctgf(x) y:_sen2—1°(>()f (X)
Funcion logaritmica:
1 :
y =log, f(x) y=m|09aef (x)
En particular:
.
y=In/f (x) =
Funcion exponencial:
y=a" y'=a"lna
y=a' y=a'®.Ina- f'()
y :ef(x) y, — ef(x) f’(X)
En particular:
y = eX y': eX
Inversas de las funciones goniometricas:
=arcsenf(x) y'= S — f'(x)
d = (1007
y =arccod (X) S - f'(x)
V1= (F ()
y = arctg x ;2 f'(x)
1+(f(x)
= arcctg X S - £(x)
Yo 1+ (f(0)°

2.2.8 Utilidad de la funcidn derivada: otras técnicas asociadas.

Cuando una funcién nos viene dada por su expresion analitica, y = f(x), su derivada,
f’(x), nos da la inclinacion de la curva en cada punto (medida en funcion de la pendiente
de la tangente en ese punto) y nos dice cuando la funcion crece o cecrece. Veamos, en
concreto, algunas de las aplicaciones de las derivadas.

1) Calculo de la derivada de una funcién en varios puntos.

Para hallar f’(a), ’(b), f’(¢),..., se procede asi:

a) Se obtiene la expresion general de f(x).

b) Se sustituye en f’(x) la x por a, b, c.
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2) Obtencion de las abscisas en las cuales la derivada tiene un cierto valor.
Para averiguar los valores de x tales que °(x) =k, se procede asi:
a) Se obtiene la expresion general de f(x).
b) Se resuelve la ecuacion f°(x) = k.
3) Obtencidn de las abscisas de los puntos singulares.
Se llaman puntos singulares a los puntos de tangente horizontal, es decir, a los puntos en
los que la derivada es cero. Entre ellos estan los maximos y minimos relativos, pero
puede haber otros.
Las abscisas de los puntos singulares son las soluciones de '(x) = 0.
4) Obtencion de tramos en donde la curva crece o decrece.
Si £(x) > 0, la funcién es creciente, y si f°(x), la curva es decreciente. Por tanto,
resolviendo tales inecuaciones se obtienen los intervalos donde la curva crece o decrece.
Ejercicio
Dada la funcion f(x) = x*-6x*+9x-2:
a) Hallar la derivada de la funcion en los puntos -1, 0, 2, y 4.
b) Hallar la recta tangente en punto de abscisa x = 2.
c) Averiguar las abscisas de los posibles maximos y minimos relativos.
d) ¢Enx =4 es creciente o decreciente?
Resolucion
a) La funcién derivada es f(x) = 3x°- 12x + 9.
£(1) =3(-1)%-12(-1) + 9 =24, £(0) =9, £(2) = -3, F(4)=9
b) Conocemos £(2) = -3. Hallamos f(2) = 23- 62+ 92 + 2= 4.
De la formula y — f(X,) = m(X—X,), la ecuacién es y = -3x + 10.
Utilizando geogebra podemos representarla en el siguiente grafico
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¢) Hallamos los puntos de tangente horizontal, puntos singulares, resolviendo ’(x) = 0.
- 12x+9=0—-x=1,%=3.

En los puntos de abscisa 1 y 3 puede haber maximo o minimo relativo.

d) Puesto que (4) =9 > 0, la curva es creciente en x = 4.

3 Metodologia

Se tratara este argumento con mucho ejemplos, intentando involucrar a la clase; algunas
técnicas (reglas de derivacion) se han justificado anteriormente con unas
demostraciones sencillas como en el caso de la suma o del producto de una funcién por
un namero. El profesor asumira la responsabilidad de justificar las técnicas y sobre todo
de utilizar el software geogebra, del cual hablaremos en el siguiente parrafo.

Se supone que en un 1° curso de bachillerato cientifico el alumnado estara motivado
para el estudio. De todos modos, se propondran unas primeras clases de motivacion,
considerando los graficos-espacio tiempo para relacionar el objeto matematico con el
mundo real; igual se podrian coordinar las primeras actividades con el profesor de
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fisica,( de hecho en Milan, Italia, yo he dado clase de matematicas y fisica, en cuanto
trabajaba por la clase A049 de Matemaética e Fisica, pero en Espafia las 2 materias estan
dadas por dos profesores distintos).

En las otras actividades, ademas de relacionar el concepto de derivada con el concepto
de velocidad instantanea, se procede con un rigor puramente matematico, en cuanto,
entiendo que el objetivo del bachillerato es preparar los alumnos para afrontar la
universidad.

Después de cada problema introductorio, se institucionalizara el objeto matematico y se
haran ejemplos, y se daréan ejercidos para resolver en el aula y en casa.

4 Geogebra

GeoGebra es un software para las matematicas que provee instrumentos para el estudio
de geometria, algebra y andlisis, dirigido a la ensefianza de las matematicas en la
escuela primaria y secundaria.

De una parte GeoGebra es un sistema de geometria dinamica. Se pueden construir
puntos, vectores, segmentos, rectas, conicas y funciones, modificandolas en tiempo real.
Por otra parte, también pueden insertarse directamente ecuaciones y coordenadas. Asi,
GeoGebra tiene la posibilidad de tratar variables numéricas, vectores y puntos, calcular
derivadas e integrales de funciones y cuenta con varios operadores.

GeoGebra es un programa particularmente interesante por varios motivos que voy en
seguida a enumerar:

» Geogebra es un software free, que por lo tanto puede ser libremente aconsejado a los
estudiantes, sin que exija un desembolso economico. Ademas las actualizaciones
pueden ser buscadas y descargadas de manera automatica del software mismo, y esto
evita el tener que estar pendiente de conseguir la ultima version. EI hecho de que sea un
producto gratuito no es solo importante por motivos econdmicos, sino también porque
difunde una correcta cultura relativa a los recursos para el ordenador, reduciendo el
fendmeno de la pirateria informatica.

» Geogebra tiene una interfaz grafica que contempla todas aquellas operaciones que ya
se han convertido en un estandar en este campo, y al mismo tiempo nos permite
realizaciones muy sofisticadas, previendo una serie de instrucciones tratables con la
ventana de input.

» La interaccion entre las construcciones geométricas, (con "regla y compéas”), las
operaciones algebraicas, algunas operaciones elementales del andlisis, graficos de
funciones, derivadas, integrales, etcétera, ademas de dar la posibilidad de usar algunos
algoritmos, como los que buscan intersecciones entre graficos, permite producir
pequefas pero reales "aplicaciones matematicas”.

Por ese motivo creo que este software es muy Gtil para la ensefianza de las matematicas.

En el caso especifico de la derivada primera, geogebra nos permite dibujar las funciones
con una precision que no se puede conseguir en la pizarra.

28



5 Evaluacion
Prueba de evaluacion:
1. Dada la funcion espacio-tiempo f(x) = 3x?+2. Calcula la velocidad media en los
intervalos de tiempo: [0,12]; [3,4]. (vale un punto)
2. Dada la funcion f(x) = x*-1, halla la tasa de variacion media en el intervalo [2,
2+h]. (vale un punto)
3. Aplicando la definicion de derivada, calcula £°(2) y £°(3), siendo f(x) = (2x-3)/5.
(vale 2 puntos)
4. Halla la funcién derivada de las siguientes funciones y calcula su valor en los
puntos que se indican:
f(x) = (5x — 2)% x = 2 (vale un punto)
f(x) = In(3x%-x) ; x = 3 (vale un punto)
5. Halla la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) = x*-2 en x = 0, (vale un
punto) y en x = 2 (vale un punto)
6. Obtén los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la siguiente funcién
f(x) = x*- x (vale un punto).
7. Obtén los puntos singulares de la siguiente funcion f(x) = 3x3- 2x +5. (vale un
punto).

En el primero apartado de la prueba se pretende evaluar si los alumnos saben calcular la
velocidad media, dada una funcion espacio-tiempo.

En el segundo apartado se pretende evaluar si el alumnado sabe calcular la TVM en
intervalos que tienen un extremo dependiente de una variable independiente.

En el tercero apartado se pretende evaluar si saben aplicar la definicion de derivada para
calcular la funcion derivada.

En el cuarto apartado se evalla si el alumnado sabe aplicar las reglas de derivaciones.
En el quinto apartado se evalda si el alumnado sabe relacionar el concepto de derivada
en un determinado punto con el concepto de coeficiente angular de la recta tangente a la
curva en dicho punto y calcular la tangente.

En el sexto apartado de la prueba se pretende evaluar si saben relacionar el signo de la
derivada primera con el crecimiento de la funcion.

En el séptimo apartado se pretende evaluar si el alumnado ha adquirié la técnica para
encontrar los puntos singulares de una funcion.

En linea general, se espera que la prueba de evaluacion de resultados positivos.
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