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Proélogo

La tematica de este trabajo conecta la teoria de polinomios ortogonales sobre la recta real y la teo-
ria espectral de operadores autoadjuntos. La estructura de este trabajo esta formada por cuatro sec-
ciones. La primera seccién, que es la mas breve de todas, sirve para exponer —sin demostraciones—
resultados bien conocidos de teoria de la medida y aproximacién de funciones que, aunque clasica-
mente no forman parte del tema desarrollado en la memoria, son necesarios para fundamentar el
trabajo posterior. Los resultados més importantes expuestos en esta primera seccién son el teorema
de representacion de Riesz-Markov para los funcionales de los espacios de funciones continuas sobre
compactos; el teorema de descomposicion y representacion de medidas de Radon-Nikodym-Lebesgue,
y el teorema de aproximacion uniforme de Weierstrass. Las referencias [6] y [7] han sido empleadas
para la exposicion hecha en esta seccion.

La segunda seccion trata sobre la teoria espectral de operadores en espacios de Hilbert; en la que
primero se dan algunas definiciones bésicas sobre los espacios de Hilbert y los operadores acotados.
En segundo lugar, se definen y se da una caracterizacién de los operadores compactos en términos
de la convergencia débil de sucesiones en espacios de Banachm particularizadas aqui para el caso de
espacios de Hilbert. Esta caracterizacion resulta muy tutil para el desarrollo posterior de la teoria, y
en particular, juega un papel en la demostracién del teorema de Weyl y en la caracterizacion de los
operadores de Jacobi compactos que se da en la dltima seccion. A continuacion de la discusion sobre
los operadores compactos, se demuestra la existencia de un célculo funcional continuo y el teorema
espectral en forma multiplicativa para operadores acotados autoadjuntos; es decir, se demuestra
que todos los operadores acotados autoadjuntos son unitariamente equivalentes a un operador de la

forma
T Dy L7, (R) - @, 1, (R)
@) =(fi@),.... [n(z)) — Tf(z)=(f(),.. . xfn()),

siendo la familia de medidas {u,} lo que distingue a cada operador. Este teorema es un anélogo
infinito dimensional al teorema de &lgebra lineal que nos proporciona la forma diagonal de las
matrices hermiticas. Posteriormente, en esta misma seccién, se dan otras dos versiones del teorema
espectral —el célculo funcional boreliano y la representacion integral— y se define el espectro discreto
y el espectro esencial, que separan en dos conjuntos disjuntos el espectro de un operador; asimismo,
se dan criterios para caracterizar el espectro discreto y esencial. Finalmente se demuestra el criterio
de Weyl —que da un criterio en términos de sucesiones para saber si un nimero real forma parte del
espectro de un operador acotado autoadjunto, y en caso afirmativo, para saber si forma parte del
espectro esencial— y el teorema de Weyl de perturbaciones compactas, que afirma que el espectro
esencial de dos operadores acotados autoadjuntos es idéntico si la diferencia de esos dos operadores
es un operador compacto. En esta seccion se ha seguido el planteamiento de [1] y ha sido util la
consulta de [2] en algunos aspectos.

En la tercera seccion se hace una breve introduccion a la teoria de los polinomios ortogonales sobre
la recta real, dando la definicién de lo que es una sucesion de polinomios ortogonales y demostrando
que cualquier sucesiéon de polinomios ortogonales verifica un cierta relaciéon de recurrencia a tres
términos, que permite obtener cualquier polinomio de la sucesién como una cierta combinacién de
los dos polinomios anteriores. Esta relacion es béasica, y el estudio de los coeficientes que aparecen
en dicha relacion son fundamentales para el desarrollo de la teoria posterior. Un reciproco para la
existencia de esta relacion de recurrencia es el teorema de Favard, que asegura que para cualquier
sucesion de polinomios {p, }, siendo p,, un polinomio de grado n tal que satisfaga una cierta relacion
de recurrencia a tres términos, entonces existe una medida p de forma que la sucesion {p,} es una
sucesioén de polinomios ortogonales en el espacio Li(]R). Este teorema es importante desde el punto
de vista tedrico porque establece una biyecciéon entre medidas sobre la recta real y sucesiones de
polinomios ortogonales. Ademas, se ponen como ejemplo los polinomios de Chebychev de primera
especie, que por la forma que toma la relaciéon de recurrencia asociada, son especialmente tutiles
para obtener resultados de cierta generalidad en la siguiente seccién. Una referencia clésica para
introducirse en la teoria de polinomios ortogonales, y que aqui ha sido empleada, es [3]. El punto de



vista abordado en esa obra hace hincapié en el estudio de la acumulacién de los ceros de polinomios
ortogonales, aunque llega a mostrar el planteamiento de teoria de operadores de Krein. Para ver un
planteamiento distinto, mas cercano a la teoria de operadores, puede consultarse [4], que llega incluso
a enunciar el teorema de Weyl que se demuestra en la segunda seccion de la presente memoria.

En la cuarta seccién se une la teoria de los polinomios ortogonales con la teoria espectral de ope-
radores; el puente que une estas dos teorias son los operadores de Jacobi, que son operadores sobre
espacios [? que pueden representarse mediante matrices reales, infinitas, simétricas y tridiagonales
tales que los elementos de las dos diagonales secundarias son positivos. Estas matrices tridiagonales
se relacionan con la teoria de polinomios ortogonales gracias a la relacién de recurrencia a 3 términos
explicada en la tercera seccién. Después de ver cual es la relacion entre las dos teorias, se plantea el
problema de —dada una sucesién de polinomios ortogonales— localizar los puntos de acumulacién
del soporte de la medida p cuya existencia asegura el teorema de Favard. A este problema se dan
algunas respuestas para casos particulares de interés empleando el teorema de Weyl de perturbacio-
nes compactas y los polinomios de Chebychev de primera especie. Finalmente, se demuestran una
caracterizacion de los operadores compactos en términos del espectro esencial y el teorema de Krein,
que da condiciones necesarias y suficientes para saber cuando el espectro esencial de un operador
acotado y autoadjunto estd formado por un numero finito de puntos. Para introducirse en los ope-
radores de Jacobi, es interesante la referencia [5]. El articulo orginal en el que aparece el llamado
teorema de Krein es [12] y en [11] se da un repaso a la teoria de polinomios ortogonales en la recta
real desde los trabajos de Stieltjes hasta las ideas de Krein.

Aunque queda fuera del alcance de este trabajo, el lector interesado puede consultar la obra
[8] para profundizar en la teoria de operadores de Jacobi; el primer capitulo resulta interesante no
solamente por ser introductorio sino por incluir una seccién que explica cémo los operadores de
Jacobi aparecen en algunos modelos de redes cristalinas.

En esta memoria se ha incidido en la relacién que hay entre los operadores autoadjuntos y los
polinomios ortogonales sobre la recta real; en el fondo, dicha relacion yace sobre el hecho de que
el espectro de los operadores autoadjuntos esta contenido en la recta real. Recientemente ha sido
encontrada una relaciéon anédloga entre los operadores unitarios — cuyo espectro esta contenido en la
circunferencia unidad de C— y los polinomios ortogonales sobre la circunferencia unidad (POCU).
Para introducirse en el estudio de la teoria de POCU pueden consultarse —entre otros trabajos—
el articulo [10] o el extenso trabajo de Barry Simon [9].
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1. Preliminares

En esta seccién vamos a recordar algunos resultados de teoria de la medida, espacios de funciones
integrables y aproximaciéon que se emplearan en la teoria que desarrollaremos en las siguientes
secciones.

1.1. Teoria de la medida y espacios L”.

Definicién 1.1.1. Sea (X, 2, u) un espacio de medida. Si p es una medida positiva se dice que es
una medida de Borel si la 0—dlgebra 2 contiene a todos los borelianos de X. Ademds, se dice que
u es reqular si verifica las siguientes propiedades:

i) Dado un boreliano B, se tiene que
w(B) = sup{u(K)|K C B, K compacto} = inf{u(U)|B C U,U abierto};
it) p(K) < oo para todo compacto K.
Si dado un conjunto cualquiera E C B € A tal que u(B) = 0, se tiene que E € A; entonces se dice

que la medida p es completa.

Definicion 1.1.2. Dada una medida 1, de define el soporte de p como el complementario de la
unidn de todos los abiertos B tales que u(B) = 0.

Denotaremos por C.(X) al conjunto de funciones continuas definidas en X con soporte compacto.
El conjunto C.(X) es un espacio vectorial, y tiene asociado un espacio dual. Un funcional definido
sobre un espacio de funciones es positivo si Af > 0 cuando f(z) > 0 para todo x donde f esté
definida. El siguiente teorema representa los funcionales positivos de C.(X) mediante medidas de
Borel.

Teorema 1.1.3. (Teorema de Riesz-Markov) Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, dado
un funcional positivo A : C(X) — C, existe una unica medida de Borel reqular p sobre X tal que

Af:/deu Vf e C(X).

Dada una medida p, recordamos que los espacios LE (R) (0 < p < o) se definen como

Li(R) = {f R=C:fllp = (/le(:v)lpdu(x)y < 00}-

En este trabajo nos van a interesar son los espacios Li(R).

1.2. Descomposicién de medidas

Definicién 1.2.1. Dada una medida pi, se dice que x € R es un punto de masa si p({z}) > 0;
llamamos P, al conjunto de puntos de masa de ji. Definimos

pop(X) = Y (@) = (BN X),
rzeP,NX



La funcién de conjunto p,, es una medida positiva; es la parte de la medida p que mide los
puntos de masa. Si la medida es de Borel, regular y de soporte compacto, la suma ha de ser sobre
un conjunto contable y serd una combinacién lineal de deltas de Dirac.

Definicion 1.2.2. Definimos la parte continua de una medida pn como la medida

Heont = U — Hpp-
La medida picont no tiene puntos de masa.

Definicién 1.2.3. Decimos que una medida es de puntos de masa si i(A) = u(ANP,) para todo
boreliano A; y decimos que p es continua si no tiene puntos de masa.

Esto nos da una primera descomposicion (trivial) de una medida,

1= tpp + Heont-

Definicion 1.2.4. Se dice que una medida de Borel i1 es absolutamente continua con respecto

a la medida de Lebesgue si existe una funcion f € L}, tal que

/Rgdu=/Rgfdx

Definicion 1.2.5. Una medida de Borel yi es singular con respecto a la medida de Lebesgue
si y solo si u(S) = 0 para algin conjunto S tal que la medida de Lebesque de R\ S es 0. Dada
una medida 1, se dice que p estd concentrada en un boreliano E si u(A) = u(E N A) para todo
boreliano A. Decimos que dos medidas A y 1 son mutuamente singulares si estin concentradas
sobre conjuntos disjuntos.

para cualquier funcion g € Lh(R).

Proposicion 1.2.6. Sean p1 y ps dos medida de Borel mutuamente singulares y p = p1 + po;
entonces existe un boreliano A tal que 1 (R\ A) =0 y p2(A) = 0. Ademds, la aplicacion

L: L2(R) — L, (R)?® L, (R)?

1.2.1
Joe A xafexaf (121
es un isomorfismo isométrico.

Un teorema que tendrd consecuencias en la teoria espectral de operadores es el teorema de
descomposicién de Lebesgue.

Teorema 1.2.7. (Teorema de descomposicion de Lebesgue) Sea p una medida de Borel o—finita.
Entonces existe una inica descomposicion

W= tac + Using,

siendo [iq. una medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y [ising una
medida singular con respecto a la medida de Lebesgue.

Podemos juntar estas dos descomposiciones en una tnica descomposicién,

K= ppp + Hac t+ Hse, (1.2.2)

donde pip, es una medida de puntos de masa, piq. es absolutamente continua y ji. es una medida
continua singular respecto a la medida de Lebesgue.



1.3. Aproximacién de funciones

Uno de los motivos por los que los polinomios ortogonales son interesantes; es que son un analogo
infinito dimensional de las bases ortonormales de espacios de dimensién finita con producto escalar;
es decir, nos permiten expresar funciones de un cierto espacio vectorial como combinaciones linea-
les de polinomios ortogonales. La demostracion de este hecho requiere los siguientes teoremas de
aproximacion de funciones.

Teorema 1.3.1. (Teorema de aprozimacion de Weierstrass) Sea K C R un compacto; entonces la
clausura del conjunto de polinomios definidos en K es todo C(K).

Teorema 1.3.2. Sea p € [1,00) y u una medida de Borel regular sobre un espacio topolégico X .
Entonces, para cualquier € > 0 y para toda f € L% (X), existe g € C(X) tal que

1f —gll, <e.

Proposicion 1.3.3. Si u es una medida de Borel reqular definida en R y con soporte compacto,
entonces los polinomios son densos en Li(R).

Demostracion. Sea K el soporte de u; como el soporte de p es un compacto, se tiene que C.(K) =
C(K). Ahora, dado e > 0y f € L2(R) = L?(K), por el teorema anterior, existe g € C(K) tal que
|lf —gll2 < §. Por el teorema de aproximaciéon de Weierstrass, existe un polinomio p en K tal que

lg — plloo < 25([{). Juntando todo, tenemos

82
I£ =l < 1F =all3 + o =9l < G+ [ lo(o) = plo)Puta)
2

<& B lg =l < S (K)o = 2
g uE)lg —plls < 5+ uE) g =

2. Teoria espectral en espacios de Hilbert

2.1. Introduccion.

Recordaremos brevemente algunas nociones bésicas de los espacios de Hilbert.
Definicion 2.1.1. Dado un espacio vectorial H dotado de un producto escalar
(,):HxH—C,
se dice que H es espacio de Hilbert si H es espacio de Banach con la norma

l-I: H —- R
x (z,x).

Denotaremos por H a los espacios de Hilbert que consideremos, y llamamos operadores a las
aplicaciones lineales entre dos espacios de Hilbert; aunque aqui consideraremos solamente aplicacio-
nes T : H — H de un espacio en si mismo.

Definicion 2.1.2. Se define el espacio dual topologico de H, y se denota por H*, al conjunto
de funcionales lineales y continuos definidos sobre H.

Un resultado importante de los espacios de Hilbert es el que relaciona H con su dual topolégico
H*.



Teorema 2.1.3. (Teorema de representacion de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert y i : H — C
una aplicacion lineal y continua. Entonces existe un inico yo € H tal que

Y(z) = (2, 0)-

Definicién 2.1.4. Dados dos vectores z,y € H, decimos que x e y son ortogonales si (x,y) = 0.
Sea {e;}ics un conjunto de vectores de H, se dice que {e;};c; es un sistema ortonormal si se
verifica (e;,e5) =05 ¥V i,j € J.

En un espacio de dimension finita, el método de Gram-Schmidt nos proporciona una base orto-
normal a partir de una base cualquiera. En espacios de Hilbert de dimensién infinita, la nocién de
base ortonormal es distina, pero guarda la esencia de lo que es una base ortonormal en dimensién
finita.

Teorema 2.1.5. Sea H un espacio de Hilbert y {e;}ics un sistema ortonormal. Son equivalentes:

a) {e;}ics es mazimal; es decir, cualquier otro vector ortogonal a los de {e;};c; es nulo.

b) Cle; : i€ J) = H (el conjunto de combinaciones lineales finitas del sistema ortonormal es
denso en H ).

¢) Dado x € H, se tiene que

T = Z(x,ei)ei,

icJ
siendo la suma convergente para cualquier reordenacion. A este desarrollo en serie de x se le
llama serie de Fourier asociada a {e;}icy, y a los nimeros (x,e;) coeficientes de Fourier.

d) Para todos x,y € H tenemos que

(@,y) = _(z,e:)(y, ) € C.

icJ

e) Para todo x € H,

2] = Iz e0)]*.

icJ

En estos casos, diremos que {e;};c; es una base ortonormal de H o que es un sistema
ortonormal completo.

La existencia de una base ortonormal para un espacio de Hilbert se puede demostrar haciendo
uso del lema de Zorn. Cuando un espacio H admite una base ortonormal numerable se dice que el
espacio H es separable.

2.2. Operadores acotados

Proposicion 2.2.1. Sea el operador T : H — H, entonces son equivalentes las siguientes afirma-
ciones

a) T es continuo;

b) {||Tx||; ||| < 1} estd acotado y denotamos
1T = sup {||T]|; [l«]] <1},

a ||T) le llamamos norma del operador T';



¢) existe una constante C > 0 tal que
ITz|| < C|lz|| Ve H;
ademds C > ||T|.

Esta proposiciéon motiva que a los operadores continuos se les llame operadores acotados. El
conjunto
L(H) ={T :H — H;T operador acotado}

es un espacio de Banach si tomamos como norma la norma de los operadores.

Definicion 2.2.2. Se dice que una aplicacion B : H x H — C es un forma sesquilineal si verifica
B(Azy + pwg, y) = AB(z1,y) + pB(z2,y) (2.2.1)
B(y, \z1 + pa2) = AB(y, 1) + BB(y, x2). (2.2.2)

Se dice que la forma sesquilineal B es acotada si eziste una constante C > 0 tal que

|B(z,y)| < Cllz|lllyll

Un ejemplo de forma sesquilineal es el producto escalar que hay definido en todo espacio de
Hilbert.

Proposicion 2.2.3. (Identidad de polarizacion) Dada una forma sesquilineal B : H x H — C, si
denotamos Q(x) = B(x,x), entonces se verifica la igualdad

Bla.y) = 3 (@ + ) — Qe — ) — iQ(x + i) +iQx — iy)). (223)

El teorema de representacion de Riesz asigna a cada vector de ‘H un funcional de H*; ahora vamos
a enunciar un resultado que relaciona cada operador acotado con una forma sesquilineal acotada.

Teorema 2.2.4. Sea B una forma sesquilineal acotada, entonces existe un unico operador acotado
S tal que
B(z,y) = (z,5y) Vz,yeH.

Este teorema nos permite definir el operador adjunto de un operador acotado 7. Si definimos
la forma sesquilineal
B(,): HxH — C
(z,y) — Blz,y) = (Tx,y),
como |B(z,y)| = |(Tz,y)| < |Tz|llyll < ITIz||lly]l, se tiene que B es una forma sesquilineal
acotada, luego por el teorema anterior existe un tinico operador acotado, que denotaremos por T y

que verifica
(Tz,y) = (z,T7y) Yo,y €H.

Al operador T* le llamamos operador adjunto de T.

Definicion 2.2.5. Sea T un operador acotado, entonces

a) Si T =T%, se dice que T es autoadjunto.
b) SiTT* =1, se dice que T' es unitario.
¢c) SiTT* =T*T, se dice que T es normal.

d) Si T? =T se dice que T es una proyeccion; si ademds T es autoadjunto, se dice que T es
una proyeccion ortogonal.



2.3. Operadores compactos

La clase de operadores acotados en espacios de Hilbert que estd més cercana al caso finito
dimensional es la de los operadores compactos.

Definicion 2.3.1. Dado un operador T : H — H, decimos que es compacto si para cualquier
sucesion {x, }, se verifica que la sucesion {T'z,} tiene una subsucesion convergente.

Definicion 2.3.2. Se dice que una sucesion {x, } converge débilmente a x y se denota por x, ~ x
st
Ixn) 5 1(x) VIeH. (2.3.1)

Notemos que debido al teorema de representacion de Riesz, la condicion (2.3.1) es equivalente a
(xn,y) = (2,y) Yy M.

Teorema 2.3.3. Un operador T es compacto si y sélo si transforma sucesiones débilmente conver-
gentes en sucesiones convergentes en norma.

Demostracion. Supongamos que T es compacto. Sea {z,} una sucesion débilmente convergente,
entonces por el principio de la acotacion uniforme se tiene que {z,} es acotada. Definimos y, = T,
y y = Tz, entonces

Wyn) —U(y) = 1(Tx,) = U(Tz) = (1o T)(x,) — (loT)(x) = (loT)(z, —x) 0,

ya que [ oT € H*. Supongamos que y, no converge a ¥ en norma, entonces existe € > 0 y una
subsucesion {y,, } de {y,} tal que ||y,, — y| > € para todo k € N. Como {z,,} es acotada y T
es compacto, {yn, } = {Txn,,} debe tener una subsucesiéon convergente en norma a un § # y, pero
si converge a § en norma, converge débilmente a ¢, lo cual es imposible, ya que {y,,} converge
débilmente a y, que es distinto de y. Reciprocamente, dado un operador T que lleve sucesiones
débilmente convergentes a sucesiones convergentes en norma y dada una sucesion acotada {z,},
existe una subsucesion {z,,} de {z,} convergente, que serd por tanto débilmente convergente, y
por la propiedad que cumple T, tendremos que {Tz,, } es convergente en norma; es decir, que dada
una sucesion acotada {z,}, hemos encontrado una subsucesion de {T'z,} convergente, por tanto T
es compacto. [ |

De este teorema se deduce facilmente que no puede haber operadores compactos que no estén
acotados. El reciproco es falso, y el ejemplo més sencillo lo da el operador identidad; ya que dado
un sistema ortonormal {e, },en, tenemos que |le, — e,,|| = V/2; luego {e,} es una sucesiéon acotada
cuya imagen por el operador identidad no contiene ninguna subsucesion de Cauchy.

La siguientes proposiciones son sencillas de probar usando la caracterizaciéon que acabamos de
dar para operadores compactos.

Proposicion 2.3.4. Todo operador de rango finito es compacto.

Teorema 2.3.5. Si {T,,} es una sucesiones de operadores compactos que converge a un operador T
en norma de operadores, entonces T es compacto.

Teorema 2.3.6. Si T y S son operadores compactos y A es un operador acotado, entonces T + S,
AS y SA son operadores compactos. En particular, XT' es un operador compacto para cualquier
A € C. Estas propiedades hacen que el conjunto

K(H) ={T € L(H); T compacto}

tenga estructura de subespacio vectorial de L(H), ademds es un ideal bildtero respecto de la compo-
sicion.
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2.4. Espectro de un operador

En esta seccién vamos a definir lo que es el espectro de un operador y vamos a enunciar resultados
bésicos de la teoria espectral de operadores acotados autoadjuntos.

Definicién 2.4.1. Dado un operador T € L(H), se dice que A € C estd en el conjunto resolvente
p(T) si el operador T — X es biyectivo y (T — \)~! es acotado. Se dice que \ estd en el espectro de
T, que denotamos por o(T), si X & p(T).

Definicion 2.4.2. Si existe un 0 € H, con x # 0, y un XA € C tal que Tx = Az, entonces se dice
que X es un valor propio de T con vector propio asociado x. En este caso, el operador T — X\ no
es inyectivo, luego no tiene inverso y por tanto A € o(T).

i) Al conjunto de valores propios de T' se le llama espectro puntual de T, y se denota por o, (1T')

i1) Si T — X\ es inyectivo pero no sobreyectivo, pero el rango de T — X es denso en H, entonces
pertenece al espectro continuo de T, denotamos dicho conjunto por o.(T).

i11) Si A no es un valor propio de T y el rango de T — X no es denso en H, entonces se dice que A
estd en el espectro residual.

Teorema 2.4.3. El conjunto resolvente p(T) de un operador T es un conjunto abierto, y el espectro
a(T) es no vacio.

Teorema 2.4.4. Dado un operador T € L(H) autoadjunto, se verifica que:

i) SuPreq () Al = [|T']], luego o(T') es un compacto;
i1) el espectro residual de T es vacio;
iii) o(T) CR;
iv) los subespacios invariantes asociados a valores propios distintos son ortogonales.
Teorema 2.4.5. (Riesz-Schauder) Sea T € K(H), entonces o(T) es un conjunto contable que
solo puede tener como punto de acumulacion el 0. Ademds, los elementos no nulos del espectro

son valores propios de multiplicidad finita; es decir, sus subespacios invariantes asociados son de
dimension finita.

Teorema 2.4.6. (Hilbert-Schmidt) Sea T € K(H) autoadjunto, entonces existe una base ortonormal

{en}nen tal que
Te, = A\nen

n

Yy A — 0.

2.5. Teorema espectral

En esta subseccién vamos a exponer los conceptos que rodean al teorema espectral y enuncia-
remos éste. Lo primero que vamos a hacer es introducir el célculo funcional continuo, definiéndolo
previamente para los polinomios.

Lema 2.5.1. Si tenemos el polinomio p(z) =Y ;_, anx™, dado un operador A € L(H) autoadjunto,
definimos el operador

n
p(A) = Z a, A",
k=0
que es autoadjunto. Entonces se tiene que

a(p(4)) = {p(W)|A € o(A)}.
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Demostracion. Sea A € o(A). Como A es una raiz del polinomio p(x) — p(\), tenemos que p(z) —
p(A) = (& — A)g(x), luego p(A) — p(A) = (A — A)q(A). Como el operador A — A no tiene inverso
continuo, tampoco p(A) — p(A) tiene inverso continuo, luego p(A\) € o(p(A)). Supongamos ahora que
w € o(p(A)) y sean Aq,..., A, las raices de p(x) — pu, entonces p(z) — p = a(z — A1) - (z — A\p)-
Supongamos que A1, ..., A, ¢ 0(A), entonces

(P(A) =)™t =a"H (A= A) T (A=)

lo cual es contradictorio con que p € o(p(A)), por tanto, algin A; (1 < i < n) estd en o(A). Como
p(A;) — =0, se tiene que p = p(N\;); es decir, que p = p(\) para algin A € g(A). [ ]

Lema 2.5.2. Sea A € L(H) un operador autoadjunto, entonces

lp(A)]l = sup [p(A)].
A€o (A)

Demostracion.

lp(A)1* = llp(A)"p(A)ll = [|@p)(A)]

2
[24.4-(1)] = sup [M= sup [pp(A)]=| sup |p(\)]
A€o (pp(A)) A€o (A) AET(A)

Teorema 2.5.3. (Cdlculo funcional continuo) Sea T wun operador autoadjunto en un espacio de
Hilbert H. Entonces existe una unica aplicacion ¢ : C(o(T)) — L(H) tal que:

a) ¢ es un *-homomorfismo algebraico; es decir,

¢ es lineal, o(fg) = &(f)o(9),
o(1) =1, o(f) = o(f)"

b) ¢ es continuo; es decir, |¢(f)ll @) < C|lflloo-

¢c) Si f es la funcion f(x) = x; entonces ¢(f) =T

d) Si T = M, entonces ¢(f)Y = f(A).

e) a(o(f)) = f(a(T)).

f) Un operador T se dice que es positivo, y se denota T > 0, si (T,v) > 0 para todo ¢ € H.
Si f >0, entonces ¢(f) > 0.

9) 16N = [1flloe-
Suele denotarse ¢(f) por f(T).

Demostracion. Si P es un polinomio, definimos ¢(P) = P(T'), luego, por el lema anterior, se tiene
que [|[¢(P)|lzey = |Pllc(o(r)- La clausura de los polinomios en C(o(T)) es todo C(o(T)), asi
C(o(T)) es la compleccion de los polinomios definidos en o(7") con la norma || - |- Por el teorema
1.2-1.7 de [1] podemos extender ¢ a una ¢ : C(o(T)) — L(H) lineal y que verifique |[¢(f)]| = || f]lo
para toda f € C(o(T)). La propiedades algebraicas se deducen empleando la linealidad de ¢ y
usando argumentos tipicos de aproximacion mediante polinomios. La propiedad (d) es trivial para
polinomios; para funciones continuas se prueba también aproximando f por un polinomio. Para
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probar (f), notemos que si f > 0, entonces existe una funcién real g € C(o(T)) tal que f = g%; por
tanto, ¢(f) = ¢(g)?. Como g es real, se tiene que ¢(g)* = ¢(g) = ¢(g), luego ¢(g) es autoadjunto;
finalmente,

(@(f)z,z) = (6(9)*x,2) = (d(9)x, $(9)x) 20 Va € H,

luego ¢(f) es un operador positivo. La propiedad (e) se prueba empleando el criterio de Weyl que
veremos al final de la seccion. |

Corolario 2.5.4. De la propiedad (g) se deduce que si A ¢ o(T), entonces

1T = 27 = [dist( o ()]

Con el operador acotado autoadjunto 7" y el calculo funcional continuo; dado ¢ € H, podemos
definir un funcional positivo sobre C(o(T)) como f +— (f(T), ). Por el teorema de representacion
de Riesz-Markov, existe una tinica medida gy, sobre C(o(T)) tal que (f(T)y,v) = fU(T) FN)d .
A la medida p, se le llama medida espectral asociada al vector .

Definicion 2.5.5. Un vector ¢ € H se dice que es un vector ciclico si el conjunto de las combi-
naciones lineales finitas de elementos de {A"¢}2° , es denso en H.

El siguiente lema es el teorema espectral para operadores con un vector ciclico.

Lema 2.5.6. Sea T € L(H) autoadjunto con un vector ciclico 1. Entonces existe un unico operador
unitario U : H — Liw (o(T)) tal que

(UTUTT )(A) = Af(N),

siendo la igualdad en el sentido de las funciones de L?.

Demostracion. El operador U lo definimos mediante U¢(f)y = f, donde f € C(o(T)). Veamos que
U esta bien definido en {¢(f)¥|f € C(o(T))}. Calculamos

U 17 = @ 90 0) = @F) = [ 170,
por tanto, si f = g c.t.p-uy, entonces ¢(f)y = ¢(g)y. Esto asegura que U esta bien definido y que
conserva la norma. Como v es un vector ciclico, {¢(f)v|f € C(o(T))} = H, ya que T™ = p(T)v,
siendo p(z) = 2™, y los polinomios estan en C(o(T)); luego por el teorema [1]-1.7, la aplicacion U
se extiende a una isometria U : H — sz (o(T)). Sabemos que C(o(T')) es denso en sz (o(T)); asi,
dada f € L?, existe una sucesion {f,} C C(c(T)) tal que f, = f en L?. Toda f, € C(c(T)) tiene
una antiimagen ¢,, y como U conserva la norma,

H(bn - (bmH = HU(bn - U(bmH = an - fm“ ﬁ> 07

luego existe una ¢ € H tal que ¢, — ¢ en H; y por ser U continuo tenemos que
U =U(lim¢,) =lmU¢, =lim f, = f,
luego Ran U = L2 (o(T)).
Si f € C(a(T)),
(AU F)(A) = [UAS(FI(N) = [Ud(zf)](A) = Af (),

. . . . 2
y por continuidad, la igualdad se extiende a L, (o(T)). |
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Este teorema nos dice que todo operador acotado autoadjunto con un vector ciclico es unitaria-
mente equivalente al operador de multiplicacién

T: L2(o(T)) — L2(o(T))
flx) = Tf(x)=

siendo la medida p lo que caracteriza a cada operador.

zf(x);

El siguiente paso para extender el teorema espectral a operadores sin vectores ciclicos lo da el
siguiente lema, que se prueba empleando el lema de Zorn.

Lema 2.5.7. Si T € L(H) es autoadjunto y H es un espacio de Hilbert separable, existe una
descomposicion de H en suma directa

N
H=EH., NeNU{oo}

n=1

tal que

a) T deja invariante cada H,,;

b) para cada n, existe un ¢, € H tal que es un vector ciclico para el operador Ty, .

Juntando los dos lemas anteriores, tenemos el teorema espectral —en forma multiplicativa—
para operadores acotados autoadjuntos.

Teorema 2.5.8. (Teorema espectral) Sea T € L(H) y autoadjunto siendo H un espacio de Hilbert
separable. Eriste una familia de medidas {u,}Y_; (N € NU{oc}) en o(T) y un operador unitario

Hn

N
U:H—PL, (R)
n=1

tal que
(UTU)a(A) = M (N),

siendo P € @2;1 Lin (R), de forma que ¥ =1+ -+ N es la descomposicion en suma directa de
. Las medidas {u,} se llaman medidas espectrales del operador T, y cada p., es precisamente la
medida espectral [ty asociada a los vectores ciclicos de la descomposicion en suma directa del lema
anterior. Ademds, el espectro de T y de UTU ! es el mismo.

Observacion 2.5.9. Sabemos que si el operador T' tiene un vector ciclico, entonces T es unita-
riamente equivalente a un operador de multiplicacién entre dos espacios LZ(O’(T)); en este caso,
decimos que el operador de multiplicaciéon es simple. En el caso més general en el que el operator
T no tiene necesariamente vectores ciclicos, el operador de multiplicacién unitariamente equivalente
a T —dado por el teorema espectral— no es simple. Asi, cada operador autoadjunto con un
vector ciclico es unitariamente equivalente a un operador de multiplicaciéon simple.

Definicién 2.5.10. Dada una familia de medidas {1, }\_,, se define el soporte de pi,,, y se denota
por sop{un} al conjunto complementario del abierto B mds grande tal que p,(B) = 0 para todo n.

Proposicion 2.5.11. Sea T € L(H) autoadjunto y {p,} su familia de medidas espectrales, entonces

o(T) = sop{pn}.
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Demostracion. El teorema espectral nos dice que 1" es unitariamente equivalente al operador

T: Do, L2, (o(T)) - @ L}, (0(D)
f@) = (f(2),... . In(@)) = Tf(x)=(zfi(2),...,2fn(x)),

luego estudiar el espectro del operador es lo mismo que estudiar el espectro de la representaciéon
unitaria en forma multiplicativa. Ademaés, el teorema espectral nos dice que sop{pu,} C o(T). Su-
pongamos ahora que A € o(T). Si A no estuviera en sop{u,} el operador

(T-N"1: @ L2 (o(T) — eaifl L, (o(T))
F=fn) = =N =@ =N oy (=N ).

quedaria bien definido para toda f € @,_, L2 (o(T)), ya que las funciones de @._, L2 (o(T)) son
funciones «n casi todo punto»; es decir, que lo que sucede en un conjunto de medlda nula — en este
caso, el conjunto {A}, ya que A\ ¢ sop{u,} no afecta al comportamiento de la funcién. Ademas, si
A ¢ sop{un}, A estaria en un abierto B tal que p,(B) = 0 para todo n € {1,..., N}, por tanto

(TN f = ZHT Nl = Z/ )| fo ) Pilp(z)
+Z/x7 2| o) Pda(z)

n=1
N

<Y ap (- [ P < SO < o

n—1 z€o(T)\B _

y en consecuencia (T — \)~! serfa acotado, lo que contradice a que \ esté en el espectro. |

A la vista de esta proposicién, queda claro que estudiar el espectro de un operador es equivalente
a estudiar el soporte de las medidas espectrales.

Segun la ecuacion (1.2.2), una medida p se descompone como

P = fpp F Hac + fisc

Estas tres medidas en las se descompone p son mutuamente singulares; luego por la proposicién
1.2.6, L2 (R) se descompone como

LR) =L, R)eL: (R)&L:

Hpp Msing

(R). (2.5.1)

Si restringimos un operador autoadjunto 7' a cada uno de estos subespacios, obtenemos la si-
guiente clasificaciéon del espectro:

Definicion 2.5.12.

Ucont(T) - U(T|ac + T|sc)
Oac(T) = 0(Tac)
0se(T) = (T )sc)-

Mas adelante nos interesard una clasificacién del espectro que tendra en cuenta si un A € o(7T') es
punto de acumulacion de o(T") o es un punto aislado.

Lema 2.5.13. Sea {p,} la familia de medidas espectrales de algin operador acotado y autoadjunto.
Entonces, un punto A € sop{un} si y sdlo si existe un n tal que p, (A —e, \+¢) > 0 para todo € > 0.
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Demostracion. Si A € sop{u,} y para todo n € N existiera un £ > 0 tal que p, (A —e,\+¢) =0,
entonces A\ estaria en un abierto B tal que p,(B) = 0 para todo n, luego A no perteneceria al
complementario de la unién de abiertos cuya medida por pu, se anula para todo n; y en consecuencia
A no estaria en sop{ ., }. Reciprocamente, si A no estuviera en sop{p, }, existiria un abierto B tal que
A € By un(B) = 0 para todo n. Como A € By B es abierto, existiria ¢ > 0 tal que (A—¢, \+¢) C B,
luego (A —e, A +¢) < p,(B) = 0 para todo n; lo que es contradictorio con que exista un n tal que
tn(A—e,\+¢) > 0 para todo € > 0. [ |

Si un punto A € o(T) es aislado de o(T), existe un ¢ > 0 tal que (A—e, \+¢)No(T) = {A}, por
otra parte, como A € o(T), existe n tal que p,(A —g,A+¢) >0 Ve > 0, luego

0<pn(A=gA+8) =pn(A =& A) + pn({A}) + (A A+ ) = 0+ pn({A}) +0;

ya que ni (A —¢g, ), ni (A, \+ ¢) estan contenidos en sop{u,} = o(T); y por tanto, A es punto de
masa de alguna medida p,. Esto significa que todo punto aislado de o(T') es un punto de masa de
alguna i, y entonces el soporte de las partes continuas de las medidas {u,, } esta formado por puntos
de acumulacion de o(T).

Proposicién 2.5.14. Dado un operador T € L(H) autoadjunto, los puntos de masa de las medidas
espectrales de T coinciden con los valores propios de T. Ademds, si el operador T tiene un vector
ciclico, todos los valores propios son simples.

Demostracion. Sea M el operador de multiplicacién unitariamente equivalente a 7' cuya existencia
esta asegurada por el teorema espectral, por la equivalencia unitaria podemos trabajar con el ope-
rador M para probar lo que nos interesa. Sea A un punto de masa de alguna medida espectral uy y

sea
N

f = (flv"' 7fN) € @Lin(R)
n=1
tal que f; =0 c.t.p-p; de R\ {\} para todo j € {1,..., N}y tal que fz(\) # 0. En ese caso, se tiene
que

a) o bien f;(z) =0 c.t.p.-p; de R, luego zf; = 0= Afj en c.t.p.-p; de R;

b) o bien fj(xz) = 0 c.t.p.-p; de R\ Ay f;(A) # 0. En este caso, se tiene que f;(x) = f;(\) en
c.t.p.-p; de R, luego xf;(x) = Af;(X) = Afj(x) en c.t.p.-p; de R.

Para que f sea vector propio con valor propio A, no basta que M f = Af —lo cual ya hemos probado—
, ademas debe cumplirse que f # 0 en EBgzl Lin (R), y para ello, alguna de las componentes f; de
f debe verificar el caso b); pero hemos elegido una f tal que la componente fj lo verifica, luego ya
esté.

Supongamos ahora que A es valor propio de M; entonces existe f = fi+---+ fy € @5:1 Lin (R)
tal que z fr.(x) = Afr(x) ctp-{pn}y f #0en Li(R). Veamos que se tiene que cumplir que f(z) =0
c.t.p— g para todo k y para algin k fi.(\) # 0 con pi({A}) > 0. Si existiera un boreliano B C R\ {\}
tal que fx(x) # 0 para todo « € B con ui({\}) > 0 para algun k; entonces, dado o € B, se tiene que
af(a) = Af(a), luego A = o, lo cual es absurdo, pues oo € R\ {A}. De esto se deduce que f(z) =0
ct.p-{pn} de R\ {A}. Ademads, para algun k, se verifica f(\) # 0 con ur({A}) > 0, pues en caso
contrario se tendria que f =0 en L7 (R).

Si ademés el operador T tiene un vector ciclico, sabemos que T es unitariamente equivalente al
operador
A: Li(a(T)) — Li(U‘(T))

f@) = Tf(x)=xzf(x)
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para una cierta medida p. Si f un vector propio del operador de multiplicacién A; que es unita-
riamente equivalente al operador autoadjunto 7" original, entonces f es una funcién de Li (R) que
se anula en casi todo punto de R\ {\} respecto de la medida u, siendo X el valor propio asociado
a f; ademas, los vectores propios asociados a A\ estan determinados tnicamente por el valor f(\),
luego todos los vectores propios asociados a A son proporcionales; es decir, A es un valor propio cuyo
subespacio invariante asociado es de dimensién uno, luego A es simple. |

Resumimos la discusién anterior en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.5.15. Dado un operador autoadjunto T € L(H) autoadjunto, se tiene que:

a) Los puntos aislados de o(T) son puntos de masa de alguna medida espectral;
b) los valores propios de T coinciden con los puntos de masa de las medidas espectrales;

c) el soporte de las partes continuas de las medidas espectrales estd formado por puntos de acu-
mulacion de o(T).

2.6. Proyecciones espectrales y teorema de Weyl

El teorema espectral nos permite extender el cédlculo funcional continuo del teorema 2.5.3 a
funciones medibles Borel acotadas sobre R, conjunto que denotaremos por B(R).

Teorema 2.6.1. Sea T € L(H) autoadjunto. Existe una unica aplicacion ¢ : B(R) — L(H) tal que

a) ¢ es un *homomorfismo algebraico.

b) 16 ey < 1Iflloo-

c) Si f esla funcion f(x) = x; entonces ngS(f) = A.

d) si fo(z) > f(z) para todo x y {||fullec} estd acotado, entonces

(o)t = G(f)ben norma de H para todo ¢ € H.

e) Si AY = M\, entonces ¢(f)v = f(N).
f) Si f >0, entonces ¢(f) > 0.

Demostracion. Sea U : H — @5:1 Lin (R) el operador unitario que proporciona el teorema espec-

tral. Si denotamos N N

My: @, L3, (R) = @,y L], (R) (2.6.1)

(fla"'va) — (gflvang)a

entonces definimos la aplicacion ¢ como qAS(f) =U"'M;U. Como la funcién f € B(R) esta acotada,
el operador de multiplicacién M/ estd bien definido, y por tanto qAb también lo estd. Claramente,
¢ es lineal. Ademas ¢(f)p(g) = (U 'MUYU*M,U) = U MM,U = UM ,U = ¢(f - g) ¥
¢(1) = U'MU = U~'U = I. El operador U es unitario, luego U* = U~L. Por otra parte, es facil
ver que (M7F)* = M. Con esto, se prueba que

(U™ MU, ¢) = (6, U (My)*Ug) = (, U M;U),
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7) = &(f)*. Si f(z) = z, es consecuencia directa del teorema espectral y de la

y en consecuencia ¢(
definicion de ¢ que ¢(A) = A. Para probar (d), hay que tener en cuenta que U es unitario, luego

[6(fu)tb — S(f)eN? = U My, Uy — U™ MpU|3, = ||UH(My, U — MyU)Y|I3,

N
M; U— MUW|2. = () — f(@)P|U(x)|Pdp ().
(My, U — MyU Y2 ;/G(T)uu £ (@) P10 () Py ()

Al tomar limite, aplicando el teorema de la convergencia dominada —gracias a que {||fn||oc} esta
acotado—, el limite pasa dentro de la integral; por tanto,

16(fa)e> = S(£)¥ 13 0 para cualquier ¢ € H.
Las otras dos propiedades son triviales. |

Las funciones mas importantes que estan el calculo funcional boreliano pero no en el calculo
continuo son las funciones caracteristicas

() 1, z€Q
xTr) =
xe 0, 2¢0Q

sobre conjuntos borelianos de R, que permiten definir las proyecciones espectrales.

Definicion 2.6.2. Sea ) un boreliano de R, definimos la proyeccion espectral sobre ) de un
operador T como
PQ = XQ (T)

Proposicion 2.6.3. La familia { Pa} de proyecciones espectrales de un operador autoadjunto verifica
las siguientes propiedades:

a) Cada Pq es una proyeccion ortogonal.

b) Py =0; P_q,q) = I para algin a > 0.

¢) Si Q= QU con Q; NQy, =0 para todo j # k, entonces
N
Pop =1im > Po, ¥ Vi € H.
k=1

d) Pq,Po, = Po,nq,-

Demostracion.  a) xa(A)* = Xa(A4) = xa(A), luego Po = xq es autoadjunto. Ademas, xo(4)? =

xa(4) = xa(A).

b) xg(A) = 0(A) = 0. La funcién x, () es 1 en o(T), luego por el calculo funciona continuo,
Xo(1)(T') = I. Como estamos considerando operadores acotados, existe un a tal que o(T) C

(_a7 CL) Y X(—a,a) (T) = Xo(T) (T) =1

¢) Por ser los {Q} disjuntos dos a dos, se tiene que 3", _; xa, (¥) = xa(z) para todo x € o(T)
y que || -7 Xaxllso < 1; luego por el teorema 2.6.1-(d), se tiene el resultado.

d) PﬂlﬂQQ = X1NQ2 (A) = (XQ1 XQZ)(A) =X (A)Xﬂz (A) = PQ1P92'
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Observacion 2.6.4. Dados ¢, ¢ € H y dos borelianos 21 y €5 disjuntos; teniendo en cuenta las
propiedades (a), (b) y (d), tenemos que

(PQ1¢)7P92¢) = (¢:P91P§22¢) = (qua PQ1ﬁQ2¢) = (¢7P@¢) = (¢7O) =0.
Por tanto, si 1 y 2 son dos borelianos disjuntos, entonces

Ran PQIL Ran PQI.

Proposicion 2.6.5. Sea T € L(H) autoadjunto y sea A € o(T) un valor propio de T. Si {Pq}
son las proyecciones espectrales de T, entonces RanPyyy coincide con el subespacio vectorial {¢ €

H|Tp = A}

Demostracion. Sea ¢ € RanPyyy y U el operador unitario que nos da el teorema espectral en forma
multiplicativa. Entonces ¢ = P3¢ con ¢ € H. Asi, usando la definicion del calculo funciona
boreliano y la representacion espectral en forma de operador de multiplicaciéon que proporciona el
teorema, espectral, obtenemos

T¢ = TPy
=Txpy (1Y
= T(UflMx{”U)q/z
= (U MAU) (U™ My, U
= U_l(MAMX{A})Uw

=U""Myy,,, UV

1
= U_l()‘MX{A})Uw
=\NU'M,, Uy

X{}
= AP\ ¢
= \o.
El otro contenido se prueba teniendo en cuenta cémo son los vectores propios de un operador de
multiplicacién — lo cual se ha visto en la demostraciéon de la proposicién 2.5.14— y usando la
definicién del célculo funcional boreliano. |

Definicién 2.6.6. Una familia de proyecciones {Pq} que verifica las condiciones (a)-(c) de la
proposicion anterior se dice que es una medida con valores proyectores (m.v.p.)

Si {Pqo} es una m.v.p., entonces la medida j, definida por 114(2) = (Pa¢, ¢) es una medida de
Borel para todo ¢ € H, respecto de la que podemos integrar. Usando el teorema de representacion
de Riesz para espacios de Hilbert es inmediato probar el siguiente teorema.

Teorema 2.6.7. Si {Pq} es una m.v.p. y f € B(R), entonces existe un inico operador A, denotado
por A= [ f(N\)dPx, tal que

(A9, ) = / FOA(Pro,8), Vo € H,

donde d(P\¢, ¢) denota que estamos integrando respecto de la medida py(Q2) = (Pad, ¢).

Ademas, dada una m.v.p. {Po} se tiene que las proyecciones espectrales de A = [ AdPy son
precisamente las {Pq}; por tanto, tenemos el siguiente teorema, que no es mas que una version
alternativa del teorema espectral.

IEsta igualdad es cierta por ser A un valor propio y ser por tanto un punto de masa para alguna medida espectral.
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Teorema 2.6.8. Existe una correspondencia biunivoca entre operadores autoadjuntos A y medidas
con valores proyectivos {Pqa} dada por:

A {Pa} = {xa(A)}

‘{PQ} — A= /)\dP,\

Demostracion. Hemos visto que a partir de una m.v.p. cualquiera, obtenemos un operador A =
J AdPy. Ademas, a través del calculo funcional boreliano, todo operador A tiene asociada una m.v.p
{Pa} = {xa(A4)}. Ahora se trata de probar que, dado un operador A y la m.v.p. asociada {Pq} =
{xa(A)}, recuperamos el operador a través de {Pq}. Por la forma en que hemos definido el célculo
funcional boreliano, tenemos

(Pa6,0) = (U My, U0.0) = (MyaU6.U6) = Z [, o ITO P )

[, o Z UGN Pdpn(N),

luego si llamamos p(Q) = (Pag, @), se tiene que du = d(Pr¢, ¢) = ZnN:1 |Ud(N)[2dpin, (N).

Ahora, consideremos f(A), donde f € B(R), entonces

N
(F(A)6,0) = U M;06,0) = (M;06,U0) = Y [ o [@I0 Pan )
n=1v9

/() NIUSNEdien(N) = [ 7)) = [ FOd(Pso0) v 6 € .
o n=1

luego si {Pa} = {xa(A)}, obtenemos

en particular

Las proyecciones espectrales ayudan a conocer el espectro de un operador autoadjunto 7'y nos
permiten dar otra clasificacion de o(T).

Proposiciéon 2.6.9. \ € o(T') si y sélo si Pix_. x+c) # 0 para todo £ > 0.

Demostracion. El enunciado es equivalente a afirmar que A\ ¢ o(T') si y s6lo si existe un € > 0 tal
que Px_. xte) = 0. Supongamos que A ¢ o(T); entonces, como [0(T')]° es abierto, existe un & > 0
tal que (A —e,\+¢e)No(T) = (. Asi, por las propiedades de las proyecciones espectrales, se tiene
que

0=PFy = Pr—crto)no(T) = Por—e o) Po(r) = Pr—e rte)-
Reciprocamente, si existe € > 0 tal que P(\_. x4.) = 0, entonces, tal y como en la demostracion del
anterior teorema, tenemos que

N

0= (Po-enratd) = | SO U Pdpn(N) Vo € H,

(A—e, t+e) 1

de lo que se deduce que p, (A — e, A+ ¢) = 0 para todo n, y por tanto A ¢ sop{p,} = o(T). [ ]
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Definicion 2.6.10. Un operador T es infinito dimensional si la clausura del rango del operador
es un espacio vectorial de dimension infinita.

Definicién 2.6.11. Se dice que A\ pertenece al espectro esencial de T, denotado por o.ss(T),
8i P(x_c xte) €5 infinito dimensional para todo € > 0. Si A € o(T) pero Px_. x+c) no es infinito
dimensional para algin € > 0, entonces decimos que A estd en el espectro discreto de T, que
denotaremos por o4(T).

0
De la definicion se desprende que (1) = 0ess(T) U 04(T).

Proposicion 2.6.12. o.55(T) es cerrado.

Demostracion. Sea )\, — X una sucesion de Cauchy con {\,} C 0cs5(T). Como cualquier intervalo
abierto I, = (A — e, A+ €) que contenga a A, contiene algin \,, € o.s5(T), se tiene que

Pr. = P, =5 3+8) T Pro\ (v, —6,3,+9)
también es infinito dimensional para todo £ > 0, luego A € ess(T). [ ]

Teorema 2.6.13. \ € 04(7T) si y sdlo si se cumplen las dos siguientes condiciones:

a) X\ es un punto aislado de o(T);

b) X es un valor propio de multiplicidad finita; es decir, el subespacio {Pp|Ap = \p} es de dimen-
ston finita.

Demostracion. Supongamos que A € 04(T'), entonces RanP_. x4 es de dimensién finita para
algtin € > 0. Definamos a,, = dim(RanP(x_c/n r+e/n))- Cada intervalo I, = (A —e/n, A +¢/n) lo
descomponemos en tres intervalos

II=M\—-¢/n,A—¢/(n+1)],
I=MN—¢/(n+1), A +e/(n+1)),
I =A+e/(n+1),\+¢/n),

de forma que I,, = I U7 UT}. Como los intervalos son disjuntos, de la propiedad d) de las proyec-
ciones espectrales, y teniendo en cuenta que las proyecciones espectrales son proyectores ortogonales,
se deduce que {P,;}; proyectan un vector en tres subespacios ortogonales; es decir, que los rangos

de las proyecciones son ortogonales; ademads, se tiene que
P = P]ln + P]él + P]g,.

De esto se deduce que
any1 = dim(RanPryp) < dim(RanPr,) = ap,

luego {a,} es una sucesién monodtona no creciente no enteros no negativos; por tanto existe un N € N
tal que
aN = aGN+4+1 = aN42 = ...

Veamos que A es un punto aislado. Supongamos que existe un X € (A —e/N, X + ¢/N) tal que
A# XNy XN €o(T). Sin pérdida de generalidad, supongamos que A > X. Seae; > 0 tal que A—¢/N <
N +eps; < A,y n > N suficientemente grande para que N +¢e; < A —¢e/n. Asi, (A—¢/N,\+¢/N)
y (A — &1, N + &1) son intervalos disjuntos, luego Ran(Po—c/nat+e/ny) ¥ Ran(Piv_c, aqe,)) son
ortogonales y dim(Ran(P—c/nxte/n))) = @n = an = Ran(P_c/n r1e/N))- De esto se deduce que
dim(Ran(Py—c, v 1e,))) = 05 es decir Piy—o, x4,y = 0, por tanto, ' ¢ o(T') y en consecuencia A
es un punto aislado de o(T).
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Como A € o(T) N (A — ¢, X +¢), se tiene que {¢p TV = M} = Ran(Pr_c r4e)), ¥ como la
dimension de este ultimo subespacio es finita, también lo es la de {|Ty = \y}. [ |

Como el espectro esencial es el complementario del espectro discreto respecto del espectro, es
trivial el siguiente corolario.

Corolario 2.6.14. )\ € 0.55(T) si y sdlo si se verifica alguna de las siguientes afirmaciones:

a) A es un punto limite de op,(T);
b) X € 0eont(T) = 04c(T) Uose(T);

¢) X es un valor propio de multiplicidad infinita.

Teorema 2.6.15. (Criterio de Weyl) Si T es un operador autoadjunto, entonces \ € o(T) si y sdlo
si existe una sucesion {n 152 tal que ||, || = 1 para todo n € N y lim,, ||[(T — A\, || = 0. Ademds,
A € 0ess(T) si y sélo si ademds, los vectores de {1} pueden elegirse ortogonales.

Demostracion. (=) Si\ € 04(T), es un valor propio; luego una sucesion formada por vectores propios
normalizados satisface trivialmente la condicion que se da. Si A € o(T)\o4(T) = 0ess(T'), veamos que
podemos tomar una sucesion ortonormal que verifique la propiedad. En este caso P(x_1/n,x+1/n) €8
infinito dimensional para todo n; por tanto, para cada n podemos tomar un v, € RanPx_1/n x+1/n)
de forma que 1, sea una sucesion ortonormal. Si v, € Ran P(x_1/n x41/n), €xiste un u, € H tal
que ¥, = P_1/na+1/n)Un, ¥ PO S€r P\ _1/n A41/n) Una proyeccion, ¢n = Px_1/n A r1/n)lUn =
P(Q/F1 JnAt1/n)tn = Px—1/nx+1/n)¥n- Por la propiedad de isometria del calculo funcional continuo
y la continuidad del célculo funcional boreliano, se tiene que si f(z) = x — A, entonces

(T = XNull = [[f(A)nll = 1F (A Pr—1/mat1/mynll = 1(F - Xr=1/mr41/m)) (Al
1

<0 - Xo=1/masr/m) (Al[enll = sup {lz = Al} < =,
z€(A=1/n,A+1/n)Nc(T) n

luego
”(T - )‘)wnH — 0.

(<) Si existiera una sucesion como la que dice el enunciado del teorema y A no estuviera en
o(T), (T — X\)~! estarfa bien definido y serfa continuo, luego (' — \)~*(T — A)),, = 1, para todo
n € N, y por tanto, lim,, = lim, (T — \)~(T — A1, # 0 en norma, ya que ||1,,|| = 1 para todo
n € N. Por otra parte, (T'— A\)~! es continuo, luego si lim, (T — A\)¥, = 0 en norma, también
1fm,,(T — X\)~(T — X)), = 0 en norma, lo cual es contradictorio.

Supongamos ahora que, ademads, la sucesion es ortonormal y que A € 04(7T). Entonces existe un
e > 0 tal que el rango de P(\_. x4 es finito dimensional; por tanto Piy_. x4c) es compacto. Como
{t)n} es una sucesion ortogonal; converge débilmente a 0, luego por ser P(y_. x4) compacto, se tiene

Hm [Py x42) || = 0.
Teniendo en cuenta que T — A es continuo y que Pg = I, obtenemos

(T = N Pry(a—epte)Unll = (T = A) Pry(r—e,x42)¥n + (T = A)Pr—e o) ¥n
= (T'= N Po—cpte)Unll
< T = M) Prtpnll + (T = A) Pir—e pte) ton |
= (T = Ndbull + (T = NP rse)¥nll = 0. (2.6.2)

22



El espectro de T'|Ranpy (s 1s.) €St4 contenido en @ = R\ (A — &, A + ¢), luego el operador
(T — \)|Ranp, es invertible con inverso continuo, ademéas (T — )| ranry) = (T — A) " Ranrg-
Usando las propiedades del calculo funcional boreliano y de las proyecciones espectrales se tiene que

1T = Mlranpa) "M = 1T = X" Ranpo | = I(T = N) " Pall
Iz =27 xa] (4)]

_ 1
sup  {lz— A7 =
z€o(T)NQ €

IN

por tanto

[ Poton|l = 1((T = Ml ranre) ™ (T = M| Ranpy) Patbn |
1
< (T = M ganpy) " (T = N) Patpn || < g||(T — A) Patbnll,

y por (2.6.2), tenemos
lim Potby, = 0.
n

Juntando esto con que
li};n P()\fe,)\+s)wn =0,

deducimos que
h;ILn Yy = HTILH P()\—a,)\—&-e)"/)n + h;ILn PR\(A—E,)\-‘,-E)wn =0,

pero teniamos que ||¢,|| = 1, luego hay una contradiccion; y por tanto A € cess = o(T) \ oq(T). B

Como corolario de este criterio tenemos una de las afirmaciones del célculo funcional continuo
que quedaba por probar.

Corolario 2.6.16. Si T € L(H) es autoadjunto y f € C(c(T)), entonces

o(f(T)) ={f(N) : A€ a(T)}.

Demostracion. Si A ¢ Ranf,lafuncién g = (f — )~ es continua donde lo sea f. Por las propiedades
algebraicas del calculo funcional continuo, se prueba que g(T) = (f(T) — A\)~!, que ademés es un
operador acotado. Esto implica que A ¢ o(f (7)), luego hemos probado que o(¢(f)) C Ranf. Veamos
el otro contenido; sea A € Ranf y tomemos € > 0, existe algtin un polinomio p tal que || f —p|le < §,
y para algin valor p del rango de p, se verifica que |u — A[ < 5. Como el resultado que queremos
probar lo hemos probado ya para polinomios, tenemos que pu € o(p(7T')), luego existe un ¢ € H tal
que ||| = 1y que verifica ||p(T) — p|| < §. Finalmente obtenemos

[(F(T) = Nl < I(F(T) = p(T) + p(T) = p+ 1= N
<) = p(TNPN + [[(p(T) = )l + (1 = M|

Teorema 2.6.17. (Teorema de Weyl de perturbaciones compactas) Sean T y S dos operadores
autoadjuntos, entonces, si T — S es un operador compacto, se tiene que

Oess (T) = Oess (S) .
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Demostracion. Sea A € o.s5(T), entonces, por el criterio de Weyl, existe una sucesiéon ortonormal
{4, } tal que ||(T — N\, || = 0. Ahora, consideremos ||(S — ), ||, sumando y restando 7', tenemos

1S = Xnll = 1(S = A+ T =T)¢pu|| < (T = N)tbnl + (T = S)thn]|.

Por la eleccion de {1, }, se verifica ||(T — \)i,, || = 0. Por otra parte, T — S es un operador compacto,
luego transforma sucesiones débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma, y como
{4,,} es una sucesién ortonormal, y por tanto débilmente convergente a 0; se tiene que ||(T—S)t,, | —
0. Hemos encontrado por tanto una sucesion {1} ortonormal tal que [|(S — N)| = 0, luego
A € 0es5(S) v por tanto oess(T) C 0ess(S), andlogamente se obtiene el otro contenido y se prueba
la igualdad. ]

3. Teoria de polinomios ortogonales

3.1. Sucesiones de polinomios ortogonales

En esta seccién vamos a introducir los elementos y resultados basicos de la teoria de polinomios
ortogonales sobre la recta real. Los teoremas mas importantes de esta seccién son el que establece
la relacion de recurrencia a tres términos y el teorema de Favard, que es un reciproco del teorema
que establece la relacion de recurrencia. Esta relacion de recurrencia es una relaciéon de recurrencia
a tres términos, siendo éste un hecho clave que une la teoria de polinomios ortogonales con la teoria
de operadores, a través las llamadas matrices de Jacobi, que son matrices infinitas, tridiagonales
y simétricas. La importancia de estas matrices radica en que son las matrices coordenadas de los
operadores de multiplicacion simples

respecto de una base ortonormal que sea una SPON, cuando p es una medida de soporte com-
pacto; de esta forma, permiten establecer un vinculo entre la teoria de polinomios ortogonales y la
teoria de operadores. Estas matrices serdn estudiadas en la tercera seccién.

De aqui en adelante, trabajaremos en los espacios de Hilbert LZ(R), siendo p una medida de
Borel regular de soporte compacto. Por ser regular y de soporte compacto, los momentos

My, = / x"du(x)
R
seran finitos para todo n € N.

En el espacio de Li(R) tenemos el producto escalar

(ﬁ@=4f@ﬂ5@@%

wm=(4uumwwﬂ?

Con ésto ya podemos definir el concepto de sucesion de polinomios ortogonales.

que define la norma

Definicion 3.1.1. Se dice que {p,};2 C L. (R) es una sucesion de polinomios ortogonales
(SPO) (sobre la recta real) si:
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i) pn(x) es un polinomio de grado n con coeficientes reales;

i1) se tiene la condicion de ortogonalidad

(pnapm) = Knamnv

siendo K,, # 0 para todo n € N y 0, la delta de Kronecker

P 1 n=m
10 n#m

En el caso en que K,, = ||p,||> = 1 para todo n € N, decimos que {p,}°; es una sucesion de
polinomios ortonormales (SPON).

Observacién 3.1.2. Una SPON {p,} es SPON en un determinado espacio Li(R), si cambiamos la
medida pu, las condiciones de ortonormalidad de la definiciéon de SPON pueden no verificarse.

Observacion 3.1.3. ;Como se obtiene una SPON? Podemos aplicar algoritmo el de Gram-Schmidt
para ortonormalizar la sucesion {z"}22, de modo que obtenemos una SPON, puesto que al apli-

car Gram-Schmidt a la sucesion {z™}52 , se conservan los grados de los polinomios; es decir, que

obtenemos una sucesion {p, }°2, de polinomios ortogonales tales que cada p,(z) tiene grado n.

De la definicion de SPON, queda claro que todo SPON es un sistema ortonormal del espacio
L2(R), y como los polinomios son densos en L2 (R), se deduce que una SPON es un sistema
ortonormal completo.

La siguiente proposicién da un criterio para saber si una sucesiéon de polinomios arbitraria es una
SPO.

Proposicion 3.1.4. Sea {P,} una sucesion de polinomios, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) {P,} es una SPO;
b) (mw,P,) =0 si 7w es un polinomio de grado m con m < n y (m, P,) # 0 si el grado de w es n;

¢) (™ P,)=0sim<mny(z", P,) #0.

Demostracion. Supongamos que {P,} es una SPO, entonces, dado un polinomio = de grado m,
existen coeficientes ¢ tales que

m(@) =Y cxPi(x), (cm #0).
k=0
De esto se deduce que

. 0 m<n
(777 Pn) = C]C(JD]C7 Pn) =
kZZO Cm(PmaPnL) m=n

y queda probado a) = b). Es obvio que b) = ¢) = a). [ |
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3.2. Relacion de recurrencia

Teorema 3.2.1. Sea {p,}52, una SPON, entonces existen sucesiones {an}5,{bn}>2y C R, con
an > 0, tales que

ZPn () = anPny1(x) + bppn(z) + an_1pn_1(z), n>1, (3.2.1)
xpo(x) = agp1(x) + bopo(x). (3.2.2)

Mds ain, si u es una medida de soporte de compacto, entonces las sucesiones {a,} y {b,} son
acotadas.

Demostracion. El grado del polinomio zp,,(z) es n+ 1, luego podemos escribirlo como combinacion

lineal de {po(z),...,pn+1(x)},
n+1

2pn () =Y cnkpi(2). (3.2.3)
k=0

Como {pk}Zié es una base ortonormal del espacio de polinomios de grado menor o igual que n + 1,
los coeficientes ¢, i son

oo = (Pry ) = /R (@) epa(@)dpa(z) = (zpr, pr).

Si zpg(x) es de grado k + 1, ¢px = (zpk,pn) = 0 si k+ 1 < n por la proposicién anterior y, por
tanto; la expresion (3.2.3) queda reducida a

n+1
wpn() = Y enwPr(®) = nm-1Pn-1(7) + CnnPn (@) + Cnint 1P ().
k=n—1
Con esto tenemos que b, = Cnpn = [p2(pn(z))?du(z). Por otra parte, ¢pp—1 = (¥Pp,Pn-1) ¥

Cnnt1 = (TDn,Dnt1), luego si definimos

An = Cpon+1

Up—1 = Cpn—1 = Cn—1,n,

obtenemos la férmula
Py () = anppi1 + bppn(r) + an_1pn_1(x),

que es valida si n > 1. En el caso n = 0, la ecuacion (3.2.3) es
xpo(z) = co,1p1(2) + co,0P0(T),
y con los a,, y b, que hemos definido, nos queda

xpo(z) = aop1(x) + bopo(x).

Si 1 es una medida de soporte compacto, entonces

|an| = I/wpnpn+1du(x)| < sup le/ [pn (2)[|Pn+1(2)|dp(z)
R z€S, R

IN

sup [|pn|[[pnt
TESOpU

Hemos empleado que ||p,|| = 1 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz. De forma similar probamos la
acotacion de {b, }:

[bul < sup |alllpa]* = sup |a].
xreEsop TESOPL
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Observacién 3.2.2. Una vez fijado el polinomio pg(z), las relaciones (3.2.1) y (3.2.2) determinan
la sucesion de polinomios. Este teorema admite un reciproco en el sentido de que dada una sucesién
de polinomios que satisfagan una relacion de recurrencia como (3.2.1) y (3.2.2), entonces la sucesion
de polinomios que se obtiene es ortonormal.

Ejemplo 3.2.3. Polinomios de Chebychev. Vamos a introducir una SPON clasica que nos
permitird deducir ciertos resultados tedricos més adelante. Es bien conocido que la sucesion de

funciones
1 2 2 2
—, \/70030, \/7cos20, \/7cos30, cee
Ny ™ ™

verifica la propiedad de ortonormalidad

2 ™
f/ cosmb cosnfBdd = 6, m,n=0,1,2,...; mn #0. (3.2.4)
0

™
Haciendo el cambio de variable z = cos 6, (3.2.4) se transforma en
1 1
/ T (2) T (2) (1 — 22)~ ¥ dz = Gy, (3.2.5)
-1

donde T, (x) = \/?cos nd = \/%cos(n cos™

™

Lx), con —1 < x < 1. Las funciones {T},(z)} son los

llamados polinomios de Chebychev de primera especie, y forman una SPON, luego tendran
asociada una relaciéon de recurrencia. Ya hemos visto que {7}, (z)} forman un sistema ortonormal,
falta ver que cada T, (z) es realmente un polinomio de grado n; para ver ésto, vamos a deducir una
relacion de recurrencia como (3.2.1), y entonces bastara probar que las dos primeras funciones, Tj
y 11, son polinomios de grado 0 y 1 respectivamente, pues el resto de funciones se deducen de la
relacién de recurrencia, y por la forma que tiene, cada 7T, serd un polinomio de grado n.

Si ya supiéramos que {7}, (z)} es una SPON —y de hecho, puede hallarse una féormula explicita
para los T,,(z) sin usar esto que vamos a hacer—, la relacion de recurrencia podriamos obtenerla
siguiendo los pasos del teorema 3.2.1; sin embargo, podemos aprovechar las propiedades de las fun-
ciones trigonométricas para deducirla de una forma mas directa. Recordamos la siguiente identidad
trigonomeétrica,

2 cosmb cosnb = cos (m + n)d + cos (m — n)f. (3.2.6)

Si en (3.2.6) tomamos m = 1, tenemos
2cosf cosnb = cos (n+ 1)8 + cos (n — 1)6,
y haciendo el cambio x = cosf como antes, obtenemos
22T, () = Thy1 () + Th—1(z),
que puesto como en (3.2.1), queda

1 1
Ty (x) = iTnH(x) + §Tn,1(x).

Ademés, es evidente que Ty(z) T (x) = \/gx, luego Ty y 11 son polinomios de grado 0 y

1 respectivamente; y 2Tp(x) = —=T(x). En resumen, las sucesiones {a,} y {b,} de la relacion de

recurrencia son

S

(n>1), (3.2.7)

(n > 0). (3.2.8)



3.3. Teorema de Favard

Teorema 3.3.1. (J. Favard, J. Shohat, I. Natanson, 1935) Sean {a,}32, y {bn}>2, sucesiones
arbitrarias de numeros reales tales que a, > 0 para todo n € N, entonces; dada la relacion de
TecuTTencla

Tpn () = anPpt1 + bnpn(®) + an—1pn-1(z), n>1, (3.3.1)
zpo(x) = aop1(z) + bopo (), (3.3.2)

existe un unico funcional lineal A positivo sobre los polinomios tal que si po(x) = 1, entonces
AP2) =1, Apupm) =0, sim#n, (m,neN)
Demostracion. Vamos a definir el funcional A imponiendo que sea lineal, que A(py) = 1 y que
A(py) = 0 para todo n > 1;
A(l)=1, A(p,)=0, (neN).
De la relacion (3.3.2) obtenemos
pi(x) = ag " (zpo() — bo),
imponiendo la condiciéon A(p;) = 0, se obtiene que
0= A(p1) = Alag ' (zpo(z) — bo)) = ag ' Alwpo(x) — bo) = ag ' (k1 — bo),

como ag > 0, tenemos py = by. De la relacion (3.3.1), despejando p,+1(z),

Pt (@) =~ (pa(@) ~ bupn(s) — 1o a(2)) (0> 1)

n

el siguiente momento, ps lo hallamos imponiendo 0 = A(p2), que calculando p2(x) mediante la
relacion de recurrencia es equivalente a

0=ay " ((u2 — p1bo — bipur + bob1)ag ' — ao),

ecuacion de la que podemos despejar o . De esta forma se obtienen todos los coeficientes u,, ya
que de cada condicion A(p,) = 0 podemos despejar un pu,, por ser a,, > 0 para todo n € N.

De la relaciéon de recurrencia obtenemos que
A(zpn) =0 sin>2;
usando ésto y multiplicando la relacién de recurrencia por z, tenemos que
Az?p,) =0 sin>3;
de lo que se deduce facilmente que

A(zFp,) =0, 0<k<n. (3.3.3)

Ademas, usando (3.3.3) obtenemos

A(2"pn) =A(anz™ st + buz™ ' pn + an_12™"  pas1) = ano 1 A@" T ppo1)
- anflan72A(xn72pn72) = anflan72A(xn72pn72)
Gp—10n—2---ag >0 (n>1). (3.3.4)
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Ahora, por la proposicion 3.1.4, las condiciones (3.3.3) y (3.3.4) son equivalentes a que {p,,} sea una
SPO. Veamos que ademas es una SPON; si tomamos un polinomio p,, de la sucesién, tenemos que

pulx) =31 -, crh, luego
A@p?) = Apn Z Ckfk) = Z CkA(xkpn)a
=1 =1

como {p, } es una SPO, se tiene que A(z"p,) = 0 si k < n, luego
A(py) = eal(z"py),

por (3.3.4), se tiene que
A(p2) = cpan_1---ag.

De la relaciéon de recurrencia deducimos que p;(z) = ag ' (x — by), luego el coeficiente director de p;
es ¢ =ag ! En general, la relaciéon de recurrencia nos permite expresar un polinomio que verifique
la relacién de recurrencia a 3 términos en funciéon de los dos polinomios anteriores de la sucesion:

Pn1(z) = a;l ((x = by)pn(®) + an-1pn—1()) ,

formula de la que se deduce —por inducciéon— de manera sencilla que el coeficiente director ¢, de
un polinomio p,, cualquiera de la sucesion {p,} verifica

en = (@n_1--ap)”" para todo n > 1;
con lo que finalmente obtenemos que
A(p?) = 1 para todo n > 0.

Por los teoremas 3.3 y 3.4 de [3]; por ser los a, positivos para todo n € N se tiene que A es definido
positivo. m

Esta claro que si el funcional fuera de la forma,

A" = [ a"duta),

el teorema de Favard estableceria una relacion biunivoca entre pares de sucesiones reales ({a, }, {bn})
(an, > 0) y medidas positivas. Este funcional esta definido s6lo para los polinomios, pero si aplicamos
un colorario (Corolario III.3 [1]) del teorema de Hahn-Banach, podemos extender el funcional a las
funciones continuas. Aqui nos va a interesar extender el funcional a las funciones continuas sobre un
compacto K C R; luego, por el teorema de Riesz-Markov (ver teorema 1.1.3), existe una medida de
Borel regular tal que

Af:/deu Vf € C(K).

Podemos reenunciar el teorema de Favard de la siguiente forma:

Teorema 3.3.2. Sean {a, 5%, y {bn}52 sucesiones arbitrarias de nimeros reales tales que a, > 0
para todo n € N, entonces; dada la relacion de recurrencia

Tpn(2) = anPpy1 + bapn () + @n1pn1(x), n>1, (3.3.5)
zpo(z) = aop1(w) + bopo(); (3.3.6)

si po(x) = 1 entonces existe una unica medida de Borel regular de soporte compacto p de manera
que {pn} es una SPON en el espacio L2 (R).
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Observaciéon 3.3.3. La condicién pg(z) = 1 que se ha impuesto en el teorema implica que que
1= [ Ipo(x)|2du(z) = u(R), luego la medida u es de probabilidad. Si no imponemos po(z) = 1,
ésto afecta a la medida en una constante de proporcionalidad. Una situacion en la que po(z) # 1 es
precisamente el caso de los polinomios de Chebychev de primera especie que hemos mostrado antes.

Observacién 3.3.4. Con este teorema hemos establecido una relacion biunivoca entre sucesiones
de polinomios ortonormales y la medida del espacio Li (R) en el que las sucesiones de polinomios
son efectivamente ortonormales; por ello, a la medida p la llamamos medida de ortogonalidad.
En adelante, trataremos de buscar informacién sobre la medida de ortogonalidad a través de los
coeficientes de la relacién de recurrencia.

4. Operadores de multiplicacién y matrices de Jacobi

4.1. Introducciéon

En la primera seccién hemos introducido el marco abstracto de la teoria de operadores acotados
en espacios de Hilbert, llegando a enunciar el teorema espectral, que afirma que desde el punto de
vista de la equivalencia unitaria, todos los operadores autoadjuntos son operadores de multiplicacién
en espacios @27:1 L2 (R), y lo que diferencia a cada operador es el espacio @2;1 L2 (R) que nos
da el teorema espectral, o equivalentemente, las medida pu, subyacentes. En esta seccién vamos a
estudiar operadores de multiplicacién simples; es decir, operadores de la forma

T: L2(R) — L(R)
f@) = af(z).

Igual que en capitulo anterior, supondremos que la medida p tiene soporte compacto, lo cual tiene
como primera consecuencia la siguiente proposicion.

(4.1.1)

Proposicion 4.1.1. Si u es una medida con soporte compacto, el operador de multiplicacion (4.1.1)
es acotado.

2

Demostracion. Si p tiene soporte compacto, entonces la funcion g(z) = 2* alcanza un maximo en

sop(p) y por tanto se tiene que

ITf* = / 2?|f(2)Pdp(z) < max {27} |f(@)Pdu(z) = C| fI*.

Esopu sopp
]

Como el operador (4.1.1) ya es de la forma canoénica que dice el teorema espectral, la medida p es
la medida espectral del operador. En este caso, por la proposicion 2.5.11, tenemos que o(7T") = sop(u).

4.2. Matrices de Jacobi

Dada una SPON {p,,}22, hemos visto que existen unas sucesiones de numeros reales {a,} y
{bn}, con a,, > 0 para todo n, tales que se verifica la relacién de recurrencia

Tpn(x) = anpri1(x) + bppn(z) + an—1pn—1(z), n>1, (4.2.1)
zpo(x) = aop1(z) + bopo ().
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Este relacion de recurrencia sugiere la siguiente representaciéon matricial para el operador de
multiplicacion (4.1.1) definido sobre los polinomios:

bo ap
ap b1 al
J = a1 by ay . (4.2.3)

Una matriz de esta forma —imponiendo solamente que los a,, sean positivos— se dice que es
una matriz de Jacobi; y define un operador J : I?(Z>o) — [*(Z>¢) que esté definido, en principio,
para vectores de [? con un ntimero finito de términos no nulos. Mas adelante veremos que cuando
las sucesiones {a,} v {b,} estan acotadas, entonces J esta bien definido y ademés es un operador
acotado. Como la SPON {p,} es una base ortonormal de L?(R), existe un operador unitario

L: ZQ(ZZ()) — LZ(R)

o 4.2.4
{en}nlo = Dm0 CnbPn- ( )

que nos va a permitir definir en Lﬁ(R) un operador —el operador LJL™!, que sera el operador de
Jacobi asociado a la relacion de recurrencia de la SPON— unitariamente equivalente al operador
de multiplicacion simple (4.1.1) . Como de momento el operador matricial (4.2.3) esta definido
solamente para sucesiones con un ntimero finito de elementos no nulos, el operador LJL™' esta
definido solamente para las clases de funciones polinémicas de Li(R).

Veamos por qué cada operador de multiplicacién simple sobre Li(R) se relaciona con un operador
de Jacobi (4.2.3). Vamos a trabajar formalmente, el lema 4.2.2 justificara que lo que ahora vamos
a hacer es correcto. Supongamos que existe ¢ = (cy,...,cp,...) € I>(Z>0) tal que TLcy LJc estan
definidos —veremos que efectivamente existe un tal vector. Entonces

TLe= T(i Cnpn) = i CnPn = i CnTPn
n=0 n=0

n=0

= co(aop1 +bopo) + Y cn(@nPnt1 + bupn + an_1pn—1).

n=1
Por otra parte,
cobg + apcy

agcog +bicy + arco >
LJc=L| gyc; + bycy + ases | = Polcobo + aocr) + Z(an—lcn—l + bnCp + anCpy1)Dn
. n=1

= co(pobo) + c1(aopo + bip1 + aip2) + - -

oo
co(bopo + aop1) + Z cn(@n—1Pn—1 + bnPn + @nPnt1),

n=1
luego TL = L.J cuando ambos operadores estén bien definidos, o lo que es lo mismo, 7 = LJL™!.

En resumen, dada una matriz como (4.2.3), tenemos asociado a ella un operador de multiplicacion
(4.1.1) en Li (R); pero lo que realmente caracteriza a ese operador de multiplicacion es la medida p,
que es la medida espectral del operador de Jacobi y que coincide con la medida de ortogonalidad de
la SPON {p,}. La cuestion ahora es la siguiente, dada una matriz de Jacobi, ;qué podemos decir de
la medida espectral del operador de multiplicacién asociado? Aqui vamos a preocuparnos de estudiar
cudl es el soporte de la medida y daremos algunas respuestas para el problema de localizar los puntos
de acumulacion del soporte.
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Lo importante de todo ésto es que tenemos un nexo entre la medida de ortogonalidad de una
SPON; que es la medida espectral del operador de multiplicacion (4.1.1), y la relacion de recurrencia
de la SPON, gracias a la matriz de Jacobi, que es un operador unitariamente equivalente a un
operador de multiplicacién simple.

Observacion 4.2.1. Hemos visto que las matrices de Jacobi estdn en biyeccion —mas atn, cada
pareja de operadores que estd en biyecciéon forma un par de operadores unitariamente equivalen-
tes — con los operador de multiplicacién simples, pero ya antes hemos visto que los operadores
de multiplicacién simples estdn en biyeccién —también forman pares de operadores unitariamente
equivalentes — con los operadores acotados autoadjuntos con un vector ciclico; luego las matrices de
Jacobi pueden servir para dar una forma candnica matricial de operadores acotados autoadjuntos.

La primera tarea es averiguar qué propiedades de un operador de Jacobi (continuidad, compaci-
dad, ser autoadjunto) podemos deducir a partir de las sucesiones {a,} y {b,}.

Lema 4.2.2. Un operador de Jacobi J es acotado si y sdlo si las sucesiones {a,} y {b,} estdn
acotadas. En particular, si {a,} y {bn} son sucesiones acotadas, el operador J estd bien definido
sobre todo 1*(Z>).

Demostracion. Sea v € 1?(Z>g) tal que ||v|| = 1, entonces
o0
1T0]1* = Jvo|*[bo|* + ag|v1|? + Z |ak—1vk—1 + bk + arg1 k11|
k=1

Si llamamos A = supy, |ax| y B = supy, |bx|, desarrollando cada sumando obtenemos

lag—1vk—1]% + |bkvr)® + |apr1vr41]? + 2|ap—105vk—10k| + 2@k 1@k +10E—1Vk+1] + 2|brahs 1V VR
< A2|’Uk_1|2 + Bz|’Uk-|2 + A2|1}k+1|2 + 2AB|Uk_1Uk| + 2A2|’Uk_1’uk+1| + 2AB|U]€1}/€+1‘.

Por tanto,
[Jv]|* < 247 + B>+ 24AB Y |og_1vk| + 247 Y |vk_ 10k 41| + 2AB D [vgvk41]
<242+ B* 4+ 24B Y |op 1P Y [oel® + 242 ok a? D g |?

+2AB> u* > vgga |

<2A? + B% + 2AB 4 2AB;
luego J esta acotado.
Reciprocamente, si J esta acotado, entonces, dados los vectores caconicos {e,}, se tiene que
[(Jer,e)| < ([T lllexlllledl] = [I71]-

Si tomamos k = [, tenemos que |bg| = |(Jeg, ex)|, luego la sucesion {b;} esta acotada. La acotacion
de {ax} se obtiene tomando | = k + 1. [ |

Una vez caracterizados los operadores de Jacobi acotados en funcién de los coeficientes a, y b,,-
Notemos que un operador de Jacobi es autoadjunto, como cabe esperar debido a la simetria de las
matrices de Jacobi; ésto es sencillo de probar. Sean ¢,v € [2 y J un operador de Jacobi. Dado el
operador de multiplicacion 4.1.1, que es autoadjunto; y el operador 4.2.4, que es unitario, se tiene
que J = LTL™!, por tanto

(Jo, ) = (LTL™ ¢, 0) = (TL™ ¢, L") = (L', TL™4p)
= (¢, LTL™ ) = (¢, Jp) Vo, € H.
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Compacidad

Estudiemos ahora la compacidad de un operador de Jacobi. Para ello, hay que ver primero qué
sucede con los operadores diagonales; ya que los operadores de Jacobi pueden expresarse como suma
de operadores diagonales compuestos con operadores de desplazamiento.

Si tenemos un operador diagonal compacto

Ao

A1
A= Ao ) (4.2.5)

transformara sucesiones débilmente convergente en sucesiones convergentes en norma. Asi, si
tomamos la sucesion {e, }°°, C [?(Z>o) formada por los vectores de la base canénica, tendremos
que ||Ae,|| = |Anl; ¥ como {e,,} es un sistema ortonormal, es una sucesion débilmente convergente a
0, luego {Ae, }52 , es una sucesion que converge a 0 en norma; lo que se traduce en que A, 0. Por
tanto, que los elementos de la diagonal tiendan a 0 es una condicién necesaria para que un operador
diagonal sea compacto, pero ;jes una condicién suficiente? Si, también lo es.

Lema 4.2.3. El operador diagonal (4.2.5)es compacto si y sélo si Ay, — 0.

Demostracion. Que la condiciéon dada es necesaria, ya lo hemos visto, veamos la suficiencia. Su-
pongamos que la sucesion {)\,} tiende a 0. Vamos a aproximar el operador A por una sucesion de
matrices {A,} tales que:

Ao
A, = Ao , (4.2.6)

de forma que cada operador A, es un operador compacto por ser de rango finito. Veamos que la
sucesion {A,,} converge al operador A en norma de operadores.

oo

[Anz — Azl = | (@, ex)Mwer — > (@ e dnerl® = 1| Y (@, ex) Mner?
k=0 k=0 k=n+1
= Y l(@en)PA%; (4.2.7)
k=n-+1

como \, — 0, dado un & > 0 cualquiera, existe un n € N suficientemente grande tal que

o0 o0
S lweP < Y (@ el < eal?
k=n+1 k=n+1

por tanto
A, — Al < e.

Con esto hemos probado que || 4, — A|| = 0. Por el teorema (2.3.5), el operador A es compacto. B
Las condiciones para la compacidad de los operadores diagonales nos permiten deducir condicio-

nes para la compacidad de operadores dados por matrices banda. Si tenemos un operador banda,
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podemos descomponerlo en la suma de operadores que sélo tienen elementos no nulos en una tnica
diagonal. Dado un k € Z denotaremos por Dj una matriz que s6lo tiene elementos no nulos en la
k-ésima diagonal, siendo la diagonal indicada por el 0 la diagonal principal. Indicaremos con un k
positivo a las diagonales que estan por encima de la diagonal principal y con un k negativo las que
estén por debajo.

Asi, si kK = 0, ya sabemos que Dy es compacto si y sélo si la diagonal tiende a 0. Si £ > 0, un
operador Dy, puede factorizarse como Dy, = RF Dy, siendo R el operador desplazamiento a la derecha
R: 12(220) — 12(220) (4 9 8)

{antnzo = {an-1}7%¢ (con a—y = 0); -

y Dy un operador diagonal formado por los elementos de la diagonal de Dj. En esta situacion, si
los elementos de Dj tienden a 0, los elementos de Dy también tienden a 0. Por el lema anterior,
esto significa que Dy es un operador compacto, y por el teorema 2.3.6 D, = RFD, también es un
operador compacto. En el caso k < 0, se prueba de forma analoga que Dy es compacto si la diagonal
tiende a 0; sélo hay que cambiar el operador desplazamiento a la derecha R : a, — a,_1 por el
operador desplazamiento a al izquierda L : a,, + a1, y factorizar Dy como Dy = L* Dy.

Una matriz banda A con m bandas puede descomponerse como
A=A +...+ A4,

siendo cada una de las matrices A; una matriz que sélo tiene elementos no nulos en una tnica
diagonal; por tanto, si los elementos de cada diagonal de la matriz A tienden a 0, cada matriz Ay
(1 < k < m) es compacta, como ya hemos visto; y por el teorema 2.3.6, la suma de operadores
compactos, también es compacto; por tanto, A es compacto.

Reciprocamente, supongamos ahora que A es una matriz banda con N bandas y que dicha matriz
representa un operador compacto. Como A es una matriz banda, cada columna tiene como maximo
N elementos no nulos; la matriz A tiene la siguiente forma:
a1.,0

a1,k—1
a1k

aN k—1 ‘- a1, k+1
an i

AN k+1

Si hacemos actuar la matriz A sobre cada uno de los vectores de la base canénica {e,}>, de [?,
obtenemos

Aey, = (0,...,0,a1,,...,aN,0,...)", luego || Ae,|| = \/a%’n oAk,

Ahora bien, {e,, } es una sucesion que converge débilmente a 0, y A hemos supuesto que es compacto,

., . n
luego la sucesion {Ae,,} converge a 0 en norma; es decir a? +---+a%2 5 0; por tanto, cada
’ ’ 1,n N.n ’ )

diagonal {a; } tiende a 0 cuando n — oco.

Resumimos ésto en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.4. Un operador dado por una matriz banda A = (a;;) infinita es compacta si y sdlo
st limy, anyjn = 0 para cada j; es decir, si cada diagonal forma una sucesion que tiende a 0.

En particular, tenemos una caracterizacién de los operadores de Jacobi compactos.
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Corolario 4.2.5. El operador de Jacobi inducido por la matriz (4.2.3) es compacto si y sdlo si tanto
{an} como {b,} convergen a 0.

., Como podemos caracterizarde un modo sencillo el espectro discreto y esencial de un operador de
Jacobi? Como todo operador de Jacobi es unitariamente equivalente a un operador de multiplicaciéon
simple como (4.1.1); luego las propiedades espectrales del operador de Jacobi son las mismas que
las de ese operador de multiplicaciéon. En un operador de multiplicacién simple, todo valor propio es
simple, luego no existen valores propios de multiplicidad infinita. Por la proposicion 2.5.15, si A es un
punto aislado del espectro del operador, serd un valor propio, y como tendrd un subespacio invariante
asociado de dimension finita, del teorema 2.6.13 se deduce que A esté en el espectro discreto. Asi, no
puede haber puntos aislados en el espectro esencial, pues la tnica posibilidad es que fueran valores
propios de dimensién infintia, pero en operadores simples esta posibiliad queda descartada, luego el
espectro esencial esta formado por los puntos de acumulacion del espectro. En resumen;

Proposicion 4.2.6. Sea A una matriz de Jacobi acotada, entonces, dado \ € o(A), se tiene que

m A€ 0y(A) & X es un punto aislado de o(A);

" A€ 0ess(A) & A es un punto de acumulacion de o(A).

4.3. Soporte de la medida de ortogonalidad

Una técnica muy util para el estudio del espectro de operadores es la teoria de las perturbaciones,
que da una serie de resultados que permiten, a partir de casos particulares bien conocidos, obtener
informacién de otros casos méas complicados a través de pequenas modificaciones del caso particular.
Un resultado bésico de esta teoria es el teorema de Weyl para perturbaciones compactas que hemos
enunciado en la primera seccién. Vamos a utilizar este teorema junto con lo que hemos visto en esta
seccion para obtener informacion sobre el espectro de operadores de Jacobi.

Supongamos que tenemos dos operadores de Jacobi acotados A y A’ con sucesiones ({an}, {bn})
y ({al,},{b,}) respectivamente. ;Qué podemos decir del espectro de estos operadores? Si se verifica
que

an —al, 550,  b,—0b, 50;
entonces, por lo que hemos visto, esta claro que A — A’ es un operador compacto, luego

Oess (A) = Oess (A/) .

Asi, si hubiéramos conocido el espectro esencial de alguno de estos operadores, autométicamente
habriamos conocido el espectro esencial del otro operador. Vamos a emplear esta idea para abordar
el siguiente problema:

Problema 4.3.1. Dada la matriz de Jacobi

by ag
ap b1 ay

Siby, 5 bya,—a>0, ;qué podemos decir del espectro esencial de A?

= Caso b =a = 0. En este caso, el operador es compacto y entonces sabemos que o.ss(A) = {0}.
En términos de la medida de ortogonalidad de la SPON asociada a la relaciéon de recurrencia
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con sucesiones {a,} y {b,}; lo que tenemos es que si a, — 0y b, — 0, entonces el 0 es el
unico punto de acumulacién del soporte de la medida de ortogonalidad; luego la medida de
ortogonalidad estd compuesta por puntos aislados —menos quizas el 0— que se acumulan en
el 0; asi la medida es una combinacién lineal de deltas de Dirac con soportes que se acumulan
en el 0.

Caso b# 0y a = 0. Si tomamos el operador diagonal

bo
/ bl
A = by ,

entonces, por el corolario 4.2.5, el operador A — A’ es compacto; y por el teorema de perturba-
ciones compactas de Weyl, obtenemos que c¢ss(A) = gess(A’) = {b}. De la misma forma que
antes, podemos decir que en este caso, el tnico punto de acumulacién del soporte de la medida
de ortogonalidad asociada a la matriz, es el punto b, y también igual que antes, la medida es
una combinacién lineal de deltas de Dirac con soportes que se acumulan en b.

Caso en que a = 0 pero {b,} no converge. En esta situacion, se tiene también que o.s5(A) =
Oess(A"). Como A’ es diagonal, esta claro que el espectro de A’ esta formado por los elementos
de las sucesion {b,} —que son valores propios— junto con los puntos de acumulaciéon de
{bn}, ya que el espectro de un operador es cerrado. En consecuencia, el conjunto de puntos
de acumulacion de o(A’) —es decir, el espectro esencial— esta formado por los puntos de
acumulacion de la sucesion {b,}, que en el caso en que sea convergente, es un tinico punto.
Ahora, el soporte de la medida de ortogonalidad puede tener varios —quizés infinitos— puntos
de acumulacién. En el caso en que hubiera un ntmero finito de puntos de acumulacién en la
sucesion {b, }, el soporte de la medida de ortogonalidad tendria un ntimero finito de puntos
de acumulacién; en esta situacion, el soporte consiste en puntos aislados que se aproximan a
los puntos de acumulacion de {b,}; luego la medida de ortogonalidad seria una combinacion
lineal de deltas de Dirac con soportes que acumulan en los limites de oscilacion de la sucesion

{bn}-

Caso b € Ry a > 0. En el caso anterior, hemos perturbado la diagonal de la matriz A; y
precisamente por ser una perturbaciéon diagonal, ha sido sencillo obtener el espectro esencial
de A. Ahora vamos a perturbar la matriz A de otra forma; y vamos a emplear para ello los
polinomios de Chebychev de primera especie.

Segtn (3.2.7) y (3.2.8), la matriz de Jacobi asociada los polinomios de Chebychev es

1
0 7

L 0
C:ﬁl
2

]

(4.3.1)

O Nl
-

y la medida de ortogonalidad asociada es
dp=(1- x2)_%d:c,

cuyo soporte es el intervalo [—1, 1], luego todo el soporte esta formado por puntos de acumu-
lacién y en consecuencia o.45(C) = [—1,1].

Si tuviéramos que a = % y b = 0, entonces A — C' seria un operador compacto, luego

Oess(A) = 0ess(C) = [—1,1]. Evidentemente, este es un caso muy concreto, pero podemos
hacer modificaciones en la medida de ortogonalidad de los polinomios de Chebychev para ob-
tener matrices de Jacobi con sucesiones {a,} y {b,} constantes; de forma que tendremos una
familia de matrices cuya medida de ortogonalidad conoceremos y por tanto, el soporte de dicha
medida.
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Proposicion 4.3.2. Si T es el operador dado por la matriz

b V2a
V2a b a

= a b a : (4.3.2)

entonces
Oess(T) = [b— 2a,b + 2a).

Demostracion. Consideremos la SPON {p,} respecto de la medida de ortogonalidad

dp(z) = <1 - (m%b)z)é dz.

Esta medida tiene como soporte al conjunto [b + 2a,b — 2a], luego

(ns Pm) = /b T @) (1 - (xg_ab>2> h du = [xd; jagath]

—2a

1 1
/ pn(2at + b)pm (2at +b) (1 — ) * 2adt. (4.3.3)
1

Como {p,} es una SPON; se tiene que (pn,Pm) = dnm; Pero comparando (4.3.3) con (3.2.5), y
teniendo en cuenta que dada una medida u, sélo existe una tnica SPON asociada a esa medida; se
tiene que

Tn(t) = V2ap, (2at +b) < T, (56‘2—(1[)) = V2ap,(z) (n>0). (4.3.4)

En la secciéon 3.1 hemos deducido la relaciéon de recurrencia de los polinomios de Chebychev, que es

MTa(t) = 5 Tora() + 5Tua () (02 1),
tTo(t) = %ﬂ (t).

Haciendo el cambio de variable ¢ = QCT_GZ’ en esta relacién, obtenemos

x—2b z—0 1 x—0b 1 x—0b

= = — >
2 T"( 2a ) 2T"+1( 2 )+2T"‘1( 2 ) (n21),
x—bTO x—0 :iTl x—0 ;
2a 2a V2 2a

y teniendo en cuenta (4.3.4), esta relaciéon se transforma en

rpn () = appy1(z) + bpn(z) + app-1(z) (n > 1),
apo(z) = V2apy () + bpo(z).

En consecuencia, la matriz de Jacobi asociada a los polinomios {p,} es la matriz T' del enunciado.
Como 0¢s5(T") es el conjunto de puntos de acumulacién del soporte de la medida p que hemos
tomado; y este conjunto es precisamente [b — 2a, b + 2a], tenemos que

Oess (T) = [b - 2117 b+ 2&]
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Esta proposicién nos permite responder al cuarto caso del problema planteado. Si tenemos la
matriz
bo ao
ap bl aq

A= ar by a2 J

cona, = a>0yb, 5beR,yT esla matriz (4.3.2), entonces A — T' es un operador compacto,
luego
Oess(A) = 0ess(T) = [b— 2a,b + 2a).

Corolario 4.3.3. Si {p,} es una SPON cuyas sucesiones {an} y {b,} de la relacion de recurrencia
verifican
n n
an — a y b, — b,

entonces el conjunto de puntos de acumulacion del soporte de la medida de ortogonalidad es el
intervalo [b — 2a,b 4+ 2a].

4.4. Teorema de Krein

En esta parte final del trabajo, vamos a enunciar y demostrar unos resultados que demostro
Krein, que permiten caracterizar el espectro esencial de un operador de Jacobi en funcién de ciertas
modificaciones del operador que resulten en un operador compacto. Un primer resultado en este
sentido es la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.4.1. Sea T' € L(H) un operador autoadjunto, entonces

Oess(T) C{0} & T es compacto.

Demostracion. Por el teorema de Riesz-Schauder, o(T') tiene como unico posible punto de acu-
mulacién el 0, y el resto del espectro son valores propios aislados de multiplicidad finita, luego
0ess(T) C {0}; queda probar el reciproco. Si oess(T") C {0}, en el caso en que o.s5(7T") sea vacio,
o(T) no podra tendra puntos de acumulacion, luego el espectro estara formado por un nimero finito
de puntos aislados, que seran valores propios con multiplicidad necesariamente finita, luego el rango
del operador serd de dimensién finita y por tanto 7" serd un operador copacto. En caso de que el
operador tenga rango de dimensién infinita; por el teorema 2.6.13, o bien el 0 no es un punto aislado
o bien es un punto aislado de multiplicidad infinita. En el caso en que 0 sea punto de acumulacién
de o(T) —ademas sera el unico punto de acumulacion—, el resto del espectro estara formado por
valores propios aislados de multiplicidad finita que se acumulan en el 0. En el caso en que 0 tenga
multiplicidad infinita, igualmente el resto de puntos del espectro seran puntos aislados de dimensién
finita; luego igualmente tendremos un conjunto de valores propios —aunque en este caso pueden ser
una cantidad finita; y por tanto, pueden no acumularse en el 0— distintos del 0 y el valor propio 0,
que tiene dimension infinita, que puede ser o no ser punto de acumulaciéon del espectro. En cualquier

caso, podemos representar o(T) como una familia {\,})_;, con N € NU {oo}.

Por el teorema 2.6.8, podemos representar el operador como T = fJ(T) AdPy, y como o(T) =

{A\}_,, la representacion del operador nos queda

N
T = Z AnPpay,s

n=1

siendo Ppyy la proyeccion ortogonal de un vector de H en el subespacio invariante asociado a A. Con
esta representacion, tal y como hemos hecho en el lema 4.2.5, se prueba que 7' es compacto, pues lo
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estamos aproximando en norma de operadores con los proyectores { Py, }}, que son de rango finito
y por tanto compactos. |

Proposiciéon 4.4.2. Sea T € L(H) un operador autoadjunto, entonces

Oess(T) C{A} & T — X es compacto.

Demostracion. Por la propiedad (e) del teorema 2.5.3, se tiene que o(T — A) = {u — Ap € o(T)};
es decir, el efecto de restar un operador Al a un operador T, consiste en desplazar una distancia
—\ cada punto de o(T'), ademas, se comprueba que se conservan las multiplicidades de los valores
propios. Se deduce por tanto que o.ss(T) = {A\} siy s6lo si 0es5(T — A) = {0} si y s6losi T — A es
compacto. |

Teorema 4.4.3. (Teorema de Krein) Sea T € L(H) un operador autoadjunto, entonces
Oess(T) C{A1, ..., A} & (T — A1) - (T — A\p) es un operador compacto.

Ademds,
Oess(T) ={A1,-- ., An}

si (T — A1)+ (T — A) no es compacto para cada 1 <k <n— 1.

Demostracion. Dado p(x) = (x — A1) -+ (x — A\p), supongamos que p(T) es un operador compacto.
Sabemos que o(p(T)) = p(co(T)), luego si A € g.ss(T), 0 bien A es punto de acumulacion de o(T) o
bien el subespacio invariante asociado a A es de dimensién infinita. En el caso que A sea punto de
acumulacion de T, existe una sucesion {\,} C o(T) tal que A\, — X, ademas {p(\,)} C p(a(T)).
Como p(x) es una funcién continua, p(\,) = p(A) € o(T). ;Es por tanto p()\) un punto de acumu-
lacion de {p(\)}? Para ello hay que ver que la sucesion {p(A,)} tiene infinitos términos distintos.
Si hubiera un ntimero finito de distintos valores en la sucesion, tendria que existir una subsucesion
{An,} con infinitos A,, distintos tales que para algin « se tuviera o = p(A,, ), pero entonces p — o
seria un polinomio con infinitos ceros, lo que es imposible ya que p — a no es idénticamente nulo. En
consecuencia p(A) es punto de acumulacion del espectro y por tanto p(A) € oess(p(T)). Por hipotesis,
p(T) es compacto, entonces oqs5(p(T)) = {0} y necesariamente p(A) = (A — A1) --- (A= A,) =0; de
ésto concluimos que A € {A1,..., A\, }. Si A es valor propio de dimension infinita, existe una sucesion
{¢n} de valores propios linealmente independientes; por el célculo funcional continuo, sabemos que
si T, = My, entonces p(T), = p(A)n, luego los {1} son también una sucesiéon de vectores
propios de p(T) linealmente independientes; y por tanto p(A) € o.ss(p(T)); igual que en el otro caso
se deduce que A € {\1,..., A}

Supongamos ahora que oess(T) C {A1,...,An}. Sea s € gcs5(p(T)), entonces en el caso de que
s sea punto de acumulacion del espectro, existe una sucesion {s,} C o(p(T)) tal que s, — s. Igual
que antes, o(p(T)) = p(c(T)), luego existen una sucesion {u,} C o(T) y un u € o(T) tales que
p(un) = sn vy p(u) = s. Como {u,} C o(T) y el espectro es compacto, la sucesion {u,} tendra
algin punto de acumulacién g, que tendrd que estar por tanto en o.ss(7"). Este punto S verifica
p(B) = p(u), y como 8 € {A1,...,\,}, tenemos s = p(u) = p(B) = 0, por tanto o.ss(p(T)) = {0} v
p(T) es compacto. Si s es valor propio de p(T") de dimensién infinita, existe una sucesion {i,} de
vectores propios de p(7T') linealmente independientes; ademés, habra una cantidad finita de valores
{a1,...,a;} € o(T) tales que s = p(a1) = ... = p(a;) ;Puede ser que el subespacio invariante
asociado a alguno de esos «; sea de dimenion finita? Por la representacién del operador 1" que da el
teorema 2.6.8, se tiene que

l
T=> a;Pu, +/ adP,

j=1 a(T)\{a1,...,oq}
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¥y que

l
p(T) =S P{a} +/ p(‘LL)dPa.
;1 T Jen o}

Como s es un valor propio de dimension infinita, el rango del operador Z;zl P,, —que es suma de las
proyecciones espectrales— es de dimensioén infinita, y como es una suma finita de operadores, alguna
de las proyecciones P, seré infinito dimensional, luego algtin a; serd valor propio con subespacio
invariante asociado de dimensién infinita, y por tanto, algiin «; estard en el espectro esencial; de
forma que para algin 1 < k < n, se tendra que a; = A\; y por tanto s = p(a;) = p(Ag) = 0, en
consecuencia oess(p(T)) C0y p(T) = (T — A1) --- (T — Ay) es un operador compacto. [ |

Mediante aproximacién uniforme por polinomios, podemos probar la siguiente proposicién, que
esta probada en [3] para el caso particular de operadores de Jacobi.

Proposicion 4.4.4. Sea T € L(H) un operador autoadjunto y f € C(o(T)), entonces oess(T) estd
contenido en el conjunto de ceros de f siy sélo si f(T) es un operador compacto.

Ejemplo 4.4.5. Vamos a estudiar un ejemplo de cémo podemos emplear el teorema 4.4.3 para
obtener condiciones necesarias y suficientes para que el espectro esencial de una matriz de Jacobi esté
formado por dos tinicos puntos; o lo que es lo mismo, para que el soporte la medida de ortogonalidad
de los polinomios ortogonales asociados a dicha matriz tenga dos tnicos puntos de acumulacién. Sea
A un operador de Jacobi dado por la matriz

si queremos estudiar cuando oess(A4) = {A1, A2}, siendo A1 y Ao distintos, hay que estudiar la
compacidad de los operadores A — A\, A — Ay y (A — A\1)(A — X2). Empecemos por estudiar la
compacidad de (A — A\1)(A — X2). Sabemos que para que sea compacto, las distintas diagonales
deben converger a 0. Si multiplicamos dos matrices tridiagonales simétricas J y J’ con sucesiones

({an}, {cn}) ¥y ({an}, {c,}), tenemos

Co Qo Cop Qo
/
apg €1 Qi ap ¢ ai
/
AA/ — a; C2 a2 ay Co a2
as €3 as ay ¢y ag
cochy + ad coap + apc apaq 0

/ /
apcy + c1ap ag +cicy + a% ciay + alc’2 a1ao

_ ajag aich +cea1 a3 + cach +al
/
0 aias a2c5 + c3a2
0

Por el teorema 4.2.4, las condiciones necesarias y suficientes para que el operador JJ' sea compacto
son

n
a) apapy1 — 0,

b) an(cn + ¢ p1) 50,
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2 / 2 T,
C) Ay + Cnt1Cpqy + Apyq — 0,

d) an(c), +cni1) — 0.

Para el caso que nos interesa, tenemos que sustituir las ¢, y ¢}, por b, — A1 y b, — A respecti-
vamente; situacion en la que las condiciones b) y d) son equivalentes. Desde el punto de vista de la
medida de ortogonalidad de una SPON podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 4.4.6. Dada una SPON {p,} con coeficientes {a,} y {bn} en la relacion de recurrencia
3.2.2, el soporte de la medida de ortogonalidad asociada a los {p,} tiene dos tnicos puntos de
acumulacion A1 y A2 si y solo si se verifican las siguientes condiciones

a) Apani, — 0,
b) an(bn - >\1 + bn+1 - )‘2> £> 07
c) a% + (b1 — A1) (bny1 — A2) + a%+1 = 0,

Observacion 4.4.7. En el enunciado del teorema de Krein hemos afirmado que no solamente debe

verificarse que (T — A1)(T — A2) sea compacto, sino que ademés, ni (T'— A1) ni (T — A2) pueden ser

compactos. El operador T' — A; es compacto si y sélo si ay, B0yb, > Aj, pero si ay, 2 0, veremos

en el siguiente ejemplo que no puede verificarse simultaneamente que (7'— A\ )(7T — A2) sea compacto
n . ~ . . PR .

y que b, — A; (j € {1,2}); y por tanto, no hay que anadir ninguna condicién a la ya descritas.

Ejemplo 4.4.8. El caso mas sencillo que podemos imaginar en el que el soporte de la medida de
ortogonalidad tenga dos tinicos puntos de acumulaciéon se tiene cuando a, — 0; en ese caso, la
condicion b) se verifica sin imponer ninguna condicién adicional sobre la sucesion {b, }, aparte de
que esté acotada, lo cual se verifica porque estamos trabajando con operadores acotados. El unico
requisito que habria que imponer sobre {b,} para que se verifique la condicion ¢), es

(b — A1) (b — A2) =50,
lo cual es equivalente a que la sucesion {b,} tenga dos tinicos puntos de acumulacion, y que estos
puntos de acumulaciéon sean precisamente Ay y As.

Ejemplo 4.4.9. Aunque el caso mas evidente en el que el soporte de la medida posee dos tnicos
., . n - ., . .
punos de acumulacién se tiene cuando a,, — 0, no es una condicién necesaria. Tomemos las sucesiones

1 sinespar
an =

L sin es impar,

A1+A2+4/ (/\1;‘/\2)—4—49\1/\2 +e,
Ar+HA2—4/(A1+A2)—4—4X1 A2 ten

2

si n es par
b, =

si n es impar;
siendo ¢,, una sucesién de numeros reales cualquiera que converge a 0.
.. . ., . n L
Trivialmente, se verifica la condicion a) del corolario, ya que |apan41] < % — 0. Veamos qué
sucede con la condicion b). Si n es impar, entonces

1,04+ — /(A + X)) —4—4M A
an(b7l_)\1+bn+1_)\2)zﬁ( 1+ A2 \/(1-; 2) 12_'_%_/\1
A+ A2+ /(A +A2) =4 =4
LA V(A 2) 1 2+Cn+1_)\2)

2

1
= ﬁ(cn + Cnt1)-
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Si n es par, entonces

/\1+)\2+\/()\1+)\2)7474>\1/\2

an(bnf)\1+bn+1*>\2): 5 +con— M
A Ay — A Ag) — 4 — 4\ A
PRSP e s e

=cn + Cn+1;

en conclusion
an(bn — )\1 + bn+1 — /\2) ﬁ) 0.

Comprobemos que la tercera condicién se verifica. Si n es par, tenemos que

dpy + (bpt1 = A1) (bng1 — Ao) +ap iy

1
:1 —_—
MCESYE
AL+ Ao — A+ o) —4—4M N
+ ( ! 2 \/< ! 5 2) ! 2+cn+1—)\1)
- -
()\1+>\2 VAL A+ A) /\1/\2+Cn+1*)\2);

2

que converge a 0 si y sélo si

)\1+/\2—\/()\1—|—/\2)—4—4/\1)\2 )\1+/\2—\/(/\1+)\2)—4—4)\1)\2

L+ ( — A1)(

2 2

converge a 0, lo cual es trivial porque —se comprueba facilmente— es precisamente una constante
que se anula. El caso en que n es impar se comprueba de la misma forma; luego como las sucesiones

de términos pares e impares convergen a 0, se concluye que

a2 + (bpg1 — A1) (bng1 — A2) + ai+1 50.

Se verifican asi las 3 condiciones del corolario; por tanto, dada una SPON con una relaciéon de
recurrencia con los coeficientes ({a, }, {b,}) dados, verifica que el conjunto de puntos de acumulacion

del soporte de la medida de ortogonalidad asociada es {A1, A2}.
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