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Prólogo

La temática de este trabajo conecta la teoría de polinomios ortogonales sobre la recta real y la teo-
ría espectral de operadores autoadjuntos. La estructura de este trabajo está formada por cuatro sec-
ciones. La primera sección, que es la más breve de todas, sirve para exponer �sin demostraciones�
resultados bien conocidos de teoría de la medida y aproximación de funciones que, aunque clásica-
mente no forman parte del tema desarrollado en la memoria, son necesarios para fundamentar el
trabajo posterior. Los resultados más importantes expuestos en esta primera sección son el teorema
de representación de Riesz-Markov para los funcionales de los espacios de funciones continuas sobre
compactos; el teorema de descomposición y representación de medidas de Radon-Nikodym-Lebesgue,
y el teorema de aproximación uniforme de Weierstrass. Las referencias [6] y [7] han sido empleadas
para la exposición hecha en esta sección.

La segunda sección trata sobre la teoría espectral de operadores en espacios de Hilbert; en la que
primero se dan algunas de�niciones básicas sobre los espacios de Hilbert y los operadores acotados.
En segundo lugar, se de�nen y se da una caracterización de los operadores compactos en términos
de la convergencia débil de sucesiones en espacios de Banachm particularizadas aquí para el caso de
espacios de Hilbert. Esta caracterización resulta muy útil para el desarrollo posterior de la teoría, y
en particular, juega un papel en la demostración del teorema de Weyl y en la caracterización de los
operadores de Jacobi compactos que se da en la última sección. A continuación de la discusión sobre
los operadores compactos, se demuestra la existencia de un cálculo funcional continuo y el teorema
espectral en forma multiplicativa para operadores acotados autoadjuntos; es decir, se demuestra
que todos los operadores acotados autoadjuntos son unitariamente equivalentes a un operador de la
forma

T :
⊕N

n=1 L
2
µn(R) →

⊕N
n=1 L

2
µn(R)

f(x) = (f1(x), . . . , fN (x)) 7→ Tf(x) = (xf1(x), . . . , xfN (x)),

siendo la familia de medidas {µn} lo que distingue a cada operador. Este teorema es un análogo
in�nito dimensional al teorema de álgebra lineal que nos proporciona la forma diagonal de las
matrices hermíticas. Posteriormente, en esta misma sección, se dan otras dos versiones del teorema
espectral �el cálculo funcional boreliano y la representación integral� y se de�ne el espectro discreto
y el espectro esencial, que separan en dos conjuntos disjuntos el espectro de un operador; asimismo,
se dan criterios para caracterizar el espectro discreto y esencial. Finalmente se demuestra el criterio
de Weyl �que da un criterio en términos de sucesiones para saber si un número real forma parte del
espectro de un operador acotado autoadjunto, y en caso a�rmativo, para saber si forma parte del
espectro esencial� y el teorema de Weyl de perturbaciones compactas, que a�rma que el espectro
esencial de dos operadores acotados autoadjuntos es idéntico si la diferencia de esos dos operadores
es un operador compacto. En esta sección se ha seguido el planteamiento de [1] y ha sido útil la
consulta de [2] en algunos aspectos.

En la tercera sección se hace una breve introducción a la teoría de los polinomios ortogonales sobre
la recta real, dando la de�nición de lo que es una sucesión de polinomios ortogonales y demostrando
que cualquier sucesión de polinomios ortogonales veri�ca un cierta relación de recurrencia a tres
términos, que permite obtener cualquier polinomio de la sucesión como una cierta combinación de
los dos polinomios anteriores. Esta relación es básica, y el estudio de los coe�cientes que aparecen
en dicha relación son fundamentales para el desarrollo de la teoría posterior. Un recíproco para la
existencia de esta relación de recurrencia es el teorema de Favard, que asegura que para cualquier
sucesión de polinomios {pn}, siendo pn un polinomio de grado n tal que satisfaga una cierta relación
de recurrencia a tres términos, entonces existe una medida µ de forma que la sucesión {pn} es una
sucesión de polinomios ortogonales en el espacio L2

µ(R). Este teorema es importante desde el punto
de vista teórico porque establece una biyección entre medidas sobre la recta real y sucesiones de
polinomios ortogonales. Además, se ponen como ejemplo los polinomios de Chebychev de primera
especie, que por la forma que toma la relación de recurrencia asociada, son especialmente útiles
para obtener resultados de cierta generalidad en la siguiente sección. Una referencia clásica para
introducirse en la teoría de polinomios ortogonales, y que aquí ha sido empleada, es [3]. El punto de
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vista abordado en esa obra hace hincapié en el estudio de la acumulación de los ceros de polinomios
ortogonales, aunque llega a mostrar el planteamiento de teoría de operadores de Krein. Para ver un
planteamiento distinto, más cercano a la teoría de operadores, puede consultarse [4], que llega incluso
a enunciar el teorema de Weyl que se demuestra en la segunda sección de la presente memoria.

En la cuarta sección se une la teoría de los polinomios ortogonales con la teoría espectral de ope-
radores; el puente que une estas dos teorías son los operadores de Jacobi, que son operadores sobre
espacios l2 que pueden representarse mediante matrices reales, in�nitas, simétricas y tridiagonales
tales que los elementos de las dos diagonales secundarias son positivos. Estas matrices tridiagonales
se relacionan con la teoría de polinomios ortogonales gracias a la relación de recurrencia a 3 términos
explicada en la tercera sección. Después de ver cual es la relación entre las dos teorías, se plantea el
problema de �dada una sucesión de polinomios ortogonales� localizar los puntos de acumulación
del soporte de la medida µ cuya existencia asegura el teorema de Favard. A este problema se dan
algunas respuestas para casos particulares de interés empleando el teorema de Weyl de perturbacio-
nes compactas y los polinomios de Chebychev de primera especie. Finalmente, se demuestran una
caracterización de los operadores compactos en términos del espectro esencial y el teorema de Krein,
que da condiciones necesarias y su�cientes para saber cuándo el espectro esencial de un operador
acotado y autoadjunto está formado por un número �nito de puntos. Para introducirse en los ope-
radores de Jacobi, es interesante la referencia [5]. El artículo orginal en el que aparece el llamado
teorema de Krein es [12] y en [11] se da un repaso a la teoría de polinomios ortogonales en la recta
real desde los trabajos de Stieltjes hasta las ideas de Krein.

Aunque queda fuera del alcance de este trabajo, el lector interesado puede consultar la obra
[8] para profundizar en la teoría de operadores de Jacobi; el primer capítulo resulta interesante no
solamente por ser introductorio sino por incluir una sección que explica cómo los operadores de
Jacobi aparecen en algunos modelos de redes cristalinas.

En esta memoria se ha incidido en la relación que hay entre los operadores autoadjuntos y los
polinomios ortogonales sobre la recta real; en el fondo, dicha relación yace sobre el hecho de que
el espectro de los operadores autoadjuntos está contenido en la recta real. Recientemente ha sido
encontrada una relación análoga entre los operadores unitarios � cuyo espectro está contenido en la
circunferencia unidad de C� y los polinomios ortogonales sobre la circunferencia unidad (POCU).
Para introducirse en el estudio de la teoría de POCU pueden consultarse �entre otros trabajos�
el artículo [10] o el extenso trabajo de Barry Simon [9].
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1. Preliminares

En esta sección vamos a recordar algunos resultados de teoría de la medida, espacios de funciones
integrables y aproximación que se emplearán en la teoría que desarrollaremos en las siguientes
secciones.

1.1. Teoría de la medida y espacios Lp.

De�nición 1.1.1. Sea (X,A, µ) un espacio de medida. Si µ es una medida positiva se dice que es
una medida de Borel si la σ−álgebra A contiene a todos los borelianos de X. Además, se dice que
µ es regular si veri�ca las siguientes propiedades:

i) Dado un boreliano B, se tiene que

µ(B) = sup{µ(K)|K ⊆ B,K compacto} = ı́nf{µ(U)|B ⊆ U,U abierto};

ii) µ(K) <∞ para todo compacto K.

Si dado un conjunto cualquiera E ⊆ B ∈ A tal que µ(B) = 0, se tiene que E ∈ A; entonces se dice
que la medida µ es completa.

De�nición 1.1.2. Dada una medida µ, de de�ne el soporte de µ como el complementario de la
unión de todos los abiertos B tales que µ(B) = 0.

Denotaremos por Cc(X) al conjunto de funciones continuas de�nidas en X con soporte compacto.
El conjunto Cc(X) es un espacio vectorial, y tiene asociado un espacio dual. Un funcional de�nido
sobre un espacio de funciones es positivo si Λf ≥ 0 cuando f(x) ≥ 0 para todo x donde f esté
de�nida. El siguiente teorema representa los funcionales positivos de Cc(X) mediante medidas de
Borel.

Teorema 1.1.3. (Teorema de Riesz-Markov) Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, dado
un funcional positivo Λ : C(X)→ C, existe una única medida de Borel regular µ sobre X tal que

Λf =

∫
X

fdµ ∀f ∈ C(X).

Dada una medida µ, recordamos que los espacios Lpµ(R) (0 < p <∞) se de�nen como

Lpµ(R) =

{
f : R→ C : ‖f‖p =

(∫
R
|f(x)|pdµ(x)

) 1
p

<∞

}
.

En este trabajo nos van a interesar son los espacios L2
µ(R).

1.2. Descomposición de medidas

De�nición 1.2.1. Dada una medida µ, se dice que x ∈ R es un punto de masa si µ({x}) > 0;
llamamos Pµ al conjunto de puntos de masa de µ. De�nimos

µpp(X) =
∑

x∈Pµ∩X
µ(x) = µ(Pµ ∩X).
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La función de conjunto µpp es una medida positiva; es la parte de la medida µ que mide los
puntos de masa. Si la medida es de Borel, regular y de soporte compacto, la suma ha de ser sobre
un conjunto contable y será una combinación lineal de deltas de Dirac.

De�nición 1.2.2. De�nimos la parte continua de una medida µ como la medida

µcont = µ− µpp.

La medida µcont no tiene puntos de masa.

De�nición 1.2.3. Decimos que una medida es de puntos de masa si µ(A) = µ(A∩Pµ) para todo
boreliano A; y decimos que µ es continua si no tiene puntos de masa.

Esto nos da una primera descomposición (trivial) de una medida,

µ = µpp + µcont.

De�nición 1.2.4. Se dice que una medida de Borel µ es absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue si existe una función f ∈ L1

loc tal que∫
R
gdµ =

∫
R
gfdx

para cualquier función g ∈ L1
µ(R).

De�nición 1.2.5. Una medida de Borel µ es singular con respecto a la medida de Lebesgue
si y sólo si µ(S) = 0 para algún conjunto S tal que la medida de Lebesgue de R \ S es 0. Dada
una medida µ, se dice que µ está concentrada en un boreliano E si µ(A) = µ(E ∩A) para todo
boreliano A. Decimos que dos medidas λ y µ son mutuamente singulares si están concentradas
sobre conjuntos disjuntos.

Proposición 1.2.6. Sean µ1 y µ2 dos medida de Borel mutuamente singulares y µ = µ1 + µ2;
entonces existe un boreliano A tal que µ1(R \A) = 0 y µ2(A) = 0. Además, la aplicación

L : L2
µ(R) → Lµ1

(R)2 ⊕ Lµ2
(R)2

f 7→ (1− χA)f ⊕ χAf.
(1.2.1)

es un isomor�smo isométrico.

Un teorema que tendrá consecuencias en la teoría espectral de operadores es el teorema de
descomposición de Lebesgue.

Teorema 1.2.7. (Teorema de descomposición de Lebesgue) Sea µ una medida de Borel σ−�nita.
Entonces existe una única descomposición

µ = µac + µsing,

siendo µac una medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y µsing una
medida singular con respecto a la medida de Lebesgue.

Podemos juntar estas dos descomposiciones en una única descomposición,

µ = µpp + µac + µsc, (1.2.2)

donde µpp es una medida de puntos de masa, µac es absolutamente continua y µsc es una medida
continua singular respecto a la medida de Lebesgue.
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1.3. Aproximación de funciones

Uno de los motivos por los que los polinomios ortogonales son interesantes; es que son un análogo
in�nito dimensional de las bases ortonormales de espacios de dimensión �nita con producto escalar;
es decir, nos permiten expresar funciones de un cierto espacio vectorial como combinaciones linea-
les de polinomios ortogonales. La demostración de este hecho requiere los siguientes teoremas de
aproximación de funciones.

Teorema 1.3.1. (Teorema de aproximación de Weierstrass) Sea K ⊂ R un compacto; entonces la
clausura del conjunto de polinomios de�nidos en K es todo C(K).

Teorema 1.3.2. Sea p ∈ [1,∞) y µ una medida de Borel regular sobre un espacio topológico X.
Entonces, para cualquier ε > 0 y para toda f ∈ Lpµ(X), existe g ∈ C(X) tal que

‖f − g‖p < ε.

Proposición 1.3.3. Si µ es una medida de Borel regular de�nida en R y con soporte compacto,
entonces los polinomios son densos en L2

µ(R).

Demostración. Sea K el soporte de µ; como el soporte de µ es un compacto, se tiene que Cc(K) =
C(K). Ahora, dado ε > 0 y f ∈ L2

µ(R) = L2
µ(K), por el teorema anterior, existe g ∈ C(K) tal que

‖f − g‖2 < ε
2 . Por el teorema de aproximación de Weierstrass, existe un polinomio p en K tal que

‖g − p‖∞ < ε√
2µ(K)

. Juntando todo, tenemos

‖f − p‖22 ≤ ‖f − g‖22 + ‖g − p‖22 <
ε2

2
+

∫
K

|g(x)− p(x)|2dµ(x)

<
ε2

2
+ µ(K)‖g − p‖2∞ <

ε2

2
+ µ(K)

ε2

2µ(K)
= ε2.

�

2. Teoría espectral en espacios de Hilbert

2.1. Introducción.

Recordaremos brevemente algunas nociones básicas de los espacios de Hilbert.

De�nición 2.1.1. Dado un espacio vectorial H dotado de un producto escalar

(·, ·) : H×H → C,

se dice que H es espacio de Hilbert si H es espacio de Banach con la norma

‖ · ‖ : H → R
x 7→

√
(x, x).

Denotaremos por H a los espacios de Hilbert que consideremos, y llamamos operadores a las
aplicaciones lineales entre dos espacios de Hilbert; aunque aquí consideraremos solamente aplicacio-
nes T : H → H de un espacio en sí mismo.

De�nición 2.1.2. Se de�ne el espacio dual topológico de H, y se denota por H∗, al conjunto
de funcionales lineales y continuos de�nidos sobre H.

Un resultado importante de los espacios de Hilbert es el que relaciona H con su dual topológico
H∗.
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Teorema 2.1.3. (Teorema de representación de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert y ψ : H → C
una aplicación lineal y continua. Entonces existe un único y0 ∈ H tal que

ψ(x) = (x, y0).

De�nición 2.1.4. Dados dos vectores x, y ∈ H, decimos que x e y son ortogonales si (x, y) = 0.
Sea {ei}i∈J un conjunto de vectores de H, se dice que {ei}i∈J es un sistema ortonormal si se
veri�ca (ei, ej) = δij ∀ i, j ∈ J .

En un espacio de dimensión �nita, el método de Gram-Schmidt nos proporciona una base orto-
normal a partir de una base cualquiera. En espacios de Hilbert de dimensión in�nita, la noción de
base ortonormal es distina, pero guarda la esencia de lo que es una base ortonormal en dimensión
�nita.

Teorema 2.1.5. Sea H un espacio de Hilbert y {ei}i∈J un sistema ortonormal. Son equivalentes:

a) {ei}i∈J es maximal; es decir, cualquier otro vector ortogonal a los de {ei}i∈J es nulo.

b) C[ei : i ∈ J ] = H (el conjunto de combinaciones lineales �nitas del sistema ortonormal es
denso en H).

c) Dado x ∈ H, se tiene que

x =
∑
i∈J

(x, ei)ei,

siendo la suma convergente para cualquier reordenación. A este desarrollo en serie de x se le
llama serie de Fourier asociada a {ei}i∈J , y a los números (x, ei) coe�cientes de Fourier.

d) Para todos x, y ∈ H tenemos que

(x, y) =
∑
i∈J

(x, ei)(y, ei) ∈ C.

e) Para todo x ∈ H,
‖x‖2 =

∑
i∈J
|(x, ei)|2.

En estos casos, diremos que {ei}i∈J es una base ortonormal de H o que es un sistema
ortonormal completo.

La existencia de una base ortonormal para un espacio de Hilbert se puede demostrar haciendo
uso del lema de Zorn. Cuando un espacio H admite una base ortonormal numerable se dice que el
espacio H es separable.

2.2. Operadores acotados

Proposición 2.2.1. Sea el operador T : H → H, entonces son equivalentes las siguientes a�rma-
ciones

a) T es continuo;

b) {‖Tx‖; ‖x‖ ≤ 1} está acotado y denotamos

‖T‖ = sup {‖Tx‖; ‖x‖ ≤ 1} ,

a ‖T‖ le llamamos norma del operador T ;
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c) existe una constante C > 0 tal que

‖Tx‖ ≤ C‖x‖ ∀x ∈ H;

además C ≥ ‖T‖.

Esta proposición motiva que a los operadores continuos se les llame operadores acotados. El
conjunto

L(H) = {T : H → H;T operador acotado}
es un espacio de Banach si tomamos como norma la norma de los operadores.

De�nición 2.2.2. Se dice que una aplicación B : H×H → C es un forma sesquilineal si veri�ca

B(λx1 + µx2, y) = λB(x1, y) + µB(x2, y) (2.2.1)

B(y, λx1 + µx2) = λB(y, x1) + µB(y, x2). (2.2.2)

Se dice que la forma sesquilineal B es acotada si existe una constante C > 0 tal que

|B(x, y)| ≤ C‖x‖‖y‖.

Un ejemplo de forma sesquilineal es el producto escalar que hay de�nido en todo espacio de
Hilbert.

Proposición 2.2.3. (Identidad de polarización) Dada una forma sesquilineal B : H × H → C, si
denotamos Q(x) = B(x, x), entonces se veri�ca la igualdad

B(x, y) =
1

2
(Q(x+ y)−Q(x− y)− iQ(x+ iy) + iQ(x− iy)) . (2.2.3)

El teorema de representación de Riesz asigna a cada vector deH un funcional deH∗; ahora vamos
a enunciar un resultado que relaciona cada operador acotado con una forma sesquilineal acotada.

Teorema 2.2.4. Sea B una forma sesquilineal acotada, entonces existe un único operador acotado
S tal que

B(x, y) = (x, Sy) ∀x, y ∈ H.

Este teorema nos permite de�nir el operador adjunto de un operador acotado T . Si de�nimos
la forma sesquilineal

B(·, ·) : H×H → C
(x, y) 7→ B(x, y) = (Tx, y),

como |B(x, y)| = |(Tx, y)| ≤ ‖Tx‖‖y‖ ≤ ‖T‖‖x‖‖y‖, se tiene que B es una forma sesquilineal
acotada, luego por el teorema anterior existe un único operador acotado, que denotaremos por T ∗ y
que veri�ca

(Tx, y) = (x, T ∗y) ∀x, y ∈ H.
Al operador T ∗ le llamamos operador adjunto de T .

De�nición 2.2.5. Sea T un operador acotado, entonces

a) Si T = T ∗, se dice que T es autoadjunto.

b) Si TT ∗ = I, se dice que T es unitario.

c) Si TT ∗ = T ∗T , se dice que T es normal.

d) Si T 2 = T se dice que T es una proyección; si además T es autoadjunto, se dice que T es
una proyección ortogonal.
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2.3. Operadores compactos

La clase de operadores acotados en espacios de Hilbert que está más cercana al caso �nito
dimensional es la de los operadores compactos.

De�nición 2.3.1. Dado un operador T : H → H, decimos que es compacto si para cualquier
sucesión {xn}, se veri�ca que la sucesión {Txn} tiene una subsucesión convergente.

De�nición 2.3.2. Se dice que una sucesión {xn} converge débilmente a x y se denota por xn
w→ x

si
l(xn)

n→ l(x) ∀l ∈ H∗. (2.3.1)

Notemos que debido al teorema de representación de Riesz, la condición (2.3.1) es equivalente a

(xn, y)
n→ (x, y) ∀y ∈ H.

Teorema 2.3.3. Un operador T es compacto si y sólo si transforma sucesiones débilmente conver-
gentes en sucesiones convergentes en norma.

Demostración. Supongamos que T es compacto. Sea {xn} una sucesión débilmente convergente,
entonces por el principio de la acotación uniforme se tiene que {xn} es acotada. De�nimos yn = Txn
y y = Tx, entonces

l(yn)− l(y) = l(Txn)− l(Tx) = (l ◦ T )(xn)− (l ◦ T )(x) = (l ◦ T )(xn − x)
n→ 0,

ya que l ◦ T ∈ H∗. Supongamos que yn no converge a y en norma, entonces existe ε > 0 y una
subsucesión {ynk} de {yn} tal que ‖ynk − y‖ ≥ ε para todo k ∈ N. Como {xnk} es acotada y T
es compacto, {ynk} = {Txnk} debe tener una subsucesión convergente en norma a un ỹ 6= y, pero
si converge a ỹ en norma, converge débilmente a ỹ, lo cual es imposible, ya que {ynk} converge
débilmente a y, que es distinto de ỹ. Recíprocamente, dado un operador T que lleve sucesiones
débilmente convergentes a sucesiones convergentes en norma y dada una sucesión acotada {xn},
existe una subsucesión {xnk} de {xn} convergente, que será por tanto débilmente convergente, y
por la propiedad que cumple T , tendremos que {Txnk} es convergente en norma; es decir, que dada
una sucesión acotada {xn}, hemos encontrado una subsucesión de {Txn} convergente, por tanto T
es compacto. �

De este teorema se deduce fácilmente que no puede haber operadores compactos que no estén
acotados. El recíproco es falso, y el ejemplo más sencillo lo da el operador identidad; ya que dado
un sistema ortonormal {en}n∈N, tenemos que ‖en − em‖ =

√
2; luego {en} es una sucesión acotada

cuya imagen por el operador identidad no contiene ninguna subsucesión de Cauchy.

La siguientes proposiciones son sencillas de probar usando la caracterización que acabamos de
dar para operadores compactos.

Proposición 2.3.4. Todo operador de rango �nito es compacto.

Teorema 2.3.5. Si {Tn} es una sucesiones de operadores compactos que converge a un operador T
en norma de operadores, entonces T es compacto.

Teorema 2.3.6. Si T y S son operadores compactos y A es un operador acotado, entonces T + S,
AS y SA son operadores compactos. En particular, λT es un operador compacto para cualquier
λ ∈ C. Estas propiedades hacen que el conjunto

K(H) = {T ∈ L(H);T compacto}

tenga estructura de subespacio vectorial de L(H), además es un ideal bilátero respecto de la compo-
sición.
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2.4. Espectro de un operador

En esta sección vamos a de�nir lo que es el espectro de un operador y vamos a enunciar resultados
básicos de la teoría espectral de operadores acotados autoadjuntos.

De�nición 2.4.1. Dado un operador T ∈ L(H), se dice que λ ∈ C está en el conjunto resolvente
ρ(T ) si el operador T − λ es biyectivo y (T − λ)−1 es acotado. Se dice que λ está en el espectro de
T , que denotamos por σ(T ), si λ /∈ ρ(T ).

De�nición 2.4.2. Si existe un 0 ∈ H, con x 6= 0, y un λ ∈ C tal que Tx = λx, entonces se dice
que λ es un valor propio de T con vector propio asociado x. En este caso, el operador T − λ no
es inyectivo, luego no tiene inverso y por tanto λ ∈ σ(T ).

i) Al conjunto de valores propios de T se le llama espectro puntual de T , y se denota por σp(T )

ii) Si T − λ es inyectivo pero no sobreyectivo, pero el rango de T − λ es denso en H, entonces λ
pertenece al espectro continuo de T , denotamos dicho conjunto por σc(T ).

iii) Si λ no es un valor propio de T y el rango de T − λ no es denso en H, entonces se dice que λ
está en el espectro residual.

Teorema 2.4.3. El conjunto resolvente ρ(T ) de un operador T es un conjunto abierto, y el espectro
σ(T ) es no vacío.

Teorema 2.4.4. Dado un operador T ∈ L(H) autoadjunto, se veri�ca que:

i) supλ∈σ(T ) |λ| = ‖T‖, luego σ(T ) es un compacto;

ii) el espectro residual de T es vacío;

iii) σ(T ) ⊆ R;

iv) los subespacios invariantes asociados a valores propios distintos son ortogonales.

Teorema 2.4.5. (Riesz-Schauder) Sea T ∈ K(H), entonces σ(T ) es un conjunto contable que
sólo puede tener como punto de acumulación el 0. Además, los elementos no nulos del espectro
son valores propios de multiplicidad �nita; es decir, sus subespacios invariantes asociados son de
dimensión �nita.

Teorema 2.4.6. (Hilbert-Schmidt) Sea T ∈ K(H) autoadjunto, entonces existe una base ortonormal
{en}n∈N tal que

Ten = λnen

y λn
n→ 0.

2.5. Teorema espectral

En esta subsección vamos a exponer los conceptos que rodean al teorema espectral y enuncia-
remos éste. Lo primero que vamos a hacer es introducir el cálculo funcional continuo, de�niéndolo
previamente para los polinomios.

Lema 2.5.1. Si tenemos el polinomio p(x) =
∑n
k=0 anx

n, dado un operador A ∈ L(H) autoadjunto,
de�nimos el operador

p(A) =

n∑
k=0

anA
n,

que es autoadjunto. Entonces se tiene que

σ(p(A)) = {p(λ)|λ ∈ σ(A)}.

11



Demostración. Sea λ ∈ σ(A). Como λ es una raíz del polinomio p(x) − p(λ), tenemos que p(x) −
p(λ) = (x − λ)q(x), luego p(A) − p(λ) = (A − λ)q(A). Como el operador A − λ no tiene inverso
continuo, tampoco p(A)−p(λ) tiene inverso continuo, luego p(λ) ∈ σ(p(A)). Supongamos ahora que
µ ∈ σ(p(A)) y sean λ1, . . . , λn las raíces de p(x) − µ, entonces p(x) − µ = a(x − λ1) · · · (x − λn).
Supongamos que λ1, . . . , λn /∈ σ(A), entonces

(p(A)− µ)−1 = a−1(A− λ1)−1 · · · (A− λn)−1,

lo cual es contradictorio con que µ ∈ σ(p(A)), por tanto, algún λi (1 ≤ i ≤ n) está en σ(A). Como
p(λi)− µ = 0, se tiene que µ = p(λi); es decir, que µ = p(λ) para algún λ ∈ σ(A). �

Lema 2.5.2. Sea A ∈ L(H) un operador autoadjunto, entonces

‖p(A)‖ = sup
λ∈σ(A)

|p(λ)|.

Demostración.

‖p(A)‖2 = ‖p(A)∗p(A)‖ = ‖(pp)(A)‖

[2.4.4-(i)] = sup
λ∈σ(pp(A))

|λ| = sup
λ∈σ(A)

|pp(λ)| =

(
sup

λ∈σ(A)

|p(λ)|

)2

�

Teorema 2.5.3. (Cálculo funcional continuo) Sea T un operador autoadjunto en un espacio de
Hilbert H. Entonces existe una única aplicación φ : C(σ(T ))→ L(H) tal que:

a) φ es un *-homomor�smo algebraico; es decir,

φ es lineal, φ(fg) = φ(f)φ(g),

φ(1) = I, φ(f) = φ(f)∗.

b) φ es continuo; es decir, ‖φ(f)‖L(H) ≤ C‖f‖∞.

c) Si f es la función f(x) = x; entonces φ(f) = T .

d) Si Tψ = λψ, entonces φ(f)ψ = f(λ)ψ.

e) σ(φ(f)) = f(σ(T )).

f) Un operador T se dice que es positivo, y se denota T ≥ 0, si (Tψ, ψ) ≥ 0 para todo ψ ∈ H.
Si f ≥ 0 , entonces φ(f) ≥ 0.

g) ‖φ(f)‖ = ‖f‖∞.

Suele denotarse φ(f) por f(T ).

Demostración. Si P es un polinomio, de�nimos φ(P ) = P (T ), luego, por el lema anterior, se tiene
que ‖φ(P )‖L(H) = ‖P‖C(σ(T ). La clausura de los polinomios en C(σ(T )) es todo C(σ(T )), así
C(σ(T )) es la complección de los polinomios de�nidos en σ(T ) con la norma ‖ · ‖∞. Por el teorema
I.2-1.7 de [1] podemos extender φ a una φ̃ : C(σ(T ))→ L(H) lineal y que veri�que ‖φ̃(f)‖ = ‖f‖∞
para toda f ∈ C(σ(T )). La propiedades algebraicas se deducen empleando la linealidad de φ y
usando argumentos típicos de aproximación mediante polinomios. La propiedad (d) es trivial para
polinomios; para funciones continuas se prueba también aproximando f por un polinomio. Para
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probar (f), notemos que si f ≥ 0, entonces existe una función real g ∈ C(σ(T )) tal que f = g2; por
tanto, φ(f) = φ(g)2. Como g es real, se tiene que φ(g)∗ = φ(g) = φ(g), luego φ(g) es autoadjunto;
�nalmente,

(φ(f)x, x) = (φ(g)2x, x) = (φ(g)x, φ(g)x) ≥ 0 ∀x ∈ H,

luego φ(f) es un operador positivo. La propiedad (e) se prueba empleando el criterio de Weyl que
veremos al �nal de la sección. �

Corolario 2.5.4. De la propiedad (g) se deduce que si λ /∈ σ(T ), entonces

‖(T − λ)−1‖ = [dist(λ, σ(T ))]
−1
.

Con el operador acotado autoadjunto T y el cálculo funcional continuo; dado ψ ∈ H, podemos
de�nir un funcional positivo sobre C(σ(T )) como f 7→ (f(T )ψ,ψ). Por el teorema de representación
de Riesz-Markov, existe una única medida µψ sobre C(σ(T )) tal que (f(T )ψ,ψ) =

∫
σ(T )

f(λ)dµψ.

A la medida µψ se le llama medida espectral asociada al vector ψ.

De�nición 2.5.5. Un vector ψ ∈ H se dice que es un vector cíclico si el conjunto de las combi-
naciones lineales �nitas de elementos de {Anφ}∞n=0 es denso en H.

El siguiente lema es el teorema espectral para operadores con un vector cíclico.

Lema 2.5.6. Sea T ∈ L(H) autoadjunto con un vector cíclico ψ. Entonces existe un único operador
unitario U : H → L2

µψ
(σ(T )) tal que

(UTU−1f)(λ) = λf(λ),

siendo la igualdad en el sentido de las funciones de L2.

Demostración. El operador U lo de�nimos mediante Uφ(f)ψ = f , donde f ∈ C(σ(T )). Veamos que
U está bien de�nido en {φ(f)ψ|f ∈ C(σ(T ))}. Calculamos

‖φ(f)ψ‖2 = (φ(f)∗φ(f)ψ,ψ) = (φ(ff)ψ,ψ) =

∫
σ(T )

|f(λ)|2dµψ ,

por tanto, si f = g c.t.p-µψ, entonces φ(f)ψ = φ(g)ψ. Esto asegura que U está bien de�nido y que

conserva la norma. Como ψ es un vector cíclico, {φ(f)ψ|f ∈ C(σ(T ))} = H, ya que Tnψ = p(T )ψ,
siendo p(x) = xn, y los polinomios están en C(σ(T )); luego por el teorema [1]-I.7, la aplicación U
se extiende a una isometría U : H → L2

µψ
(σ(T )). Sabemos que C(σ(T )) es denso en L2

µψ
(σ(T )); así,

dada f ∈ L2, existe una sucesión {fn} ⊂ C(σ(T )) tal que fn
n→ f en L2. Toda fn ∈ C(σ(T )) tiene

una antiimagen φn, y como U conserva la norma,

‖φn − φm‖ = ‖Uφn − Uφm‖ = ‖fn − fm‖
n→ 0,

luego existe una φ ∈ H tal que φn
n→ φ en H; y por ser U continuo tenemos que

Uφ = U(ĺım
n
φn) = ĺım

n
Uφn = ĺım fn = f,

luego Ran U = L2
µψ

(σ(T )).

Si f ∈ C(σ(T )),

(UAU−1f)(λ) = [UAφ(f)](λ) = [Uφ(xf)](λ) = λf(λ),

y por continuidad, la igualdad se extiende a L2
µψ

(σ(T )). �
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Este teorema nos dice que todo operador acotado autoadjunto con un vector cíclico es unitaria-
mente equivalente al operador de multiplicación

T : L2
µ(σ(T )) → L2

µ(σ(T ))
f(x) 7→ Tf(x) = xf(x);

siendo la medida µ lo que caracteriza a cada operador.

El siguiente paso para extender el teorema espectral a operadores sin vectores cíclicos lo da el
siguiente lema, que se prueba empleando el lema de Zorn.

Lema 2.5.7. Si T ∈ L(H) es autoadjunto y H es un espacio de Hilbert separable, existe una
descomposición de H en suma directa

H =

N⊕
n=1

Hn, N ∈ N ∪ {∞}

tal que

a) T deja invariante cada Hn;

b) para cada n, existe un φn ∈ H tal que es un vector cíclico para el operador T |Hn .

Juntando los dos lemas anteriores, tenemos el teorema espectral �en forma multiplicativa�
para operadores acotados autoadjuntos.

Teorema 2.5.8. (Teorema espectral) Sea T ∈ L(H) y autoadjunto siendo H un espacio de Hilbert
separable. Existe una familia de medidas {µn}Nn=1 (N ∈ N ∪ {∞}) en σ(T ) y un operador unitario

U : H →
N⊕
n=1

L2
µn(R)

tal que
(UTU−1ψ)n(λ) = λψn(λ),

siendo ψ ∈
⊕N

n=1 L
2
µn(R), de forma que ψ = ψ1 + · · ·+ψN es la descomposición en suma directa de

ψ. Las medidas {µn} se llaman medidas espectrales del operador T , y cada µn es precisamente la
medida espectral µψn asociada a los vectores cíclicos de la descomposición en suma directa del lema
anterior. Además, el espectro de T y de UTU−1 es el mismo.

Observación 2.5.9. Sabemos que si el operador T tiene un vector cíclico, entonces T es unita-
riamente equivalente a un operador de multiplicación entre dos espacios L2

µ(σ(T )); en este caso,
decimos que el operador de multiplicación es simple. En el caso más general en el que el operator
T no tiene necesariamente vectores cíclicos, el operador de multiplicación unitariamente equivalente
a T �dado por el teorema espectral� no es simple. Así, cada operador autoadjunto con un

vector cíclico es unitariamente equivalente a un operador de multiplicación simple.

De�nición 2.5.10. Dada una familia de medidas {µn}Nn=1, se de�ne el soporte de µn, y se denota
por sop{µn} al conjunto complementario del abierto B más grande tal que µn(B) = 0 para todo n.

Proposición 2.5.11. Sea T ∈ L(H) autoadjunto y {µn} su familia de medidas espectrales, entonces

σ(T ) = sop{µn}.
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Demostración. El teorema espectral nos dice que T es unitariamente equivalente al operador

T :
⊕N

n=1 L
2
µn(σ(T )) →

⊕N
n=1 L

2
µn(σ(T ))

f(x) = (f1(x), . . . , fN (x)) 7→ Tf(x) = (xf1(x), . . . , xfN (x)),

luego estudiar el espectro del operador es lo mismo que estudiar el espectro de la representación
unitaria en forma multiplicativa. Además, el teorema espectral nos dice que sop{µn} ⊆ σ(T ). Su-
pongamos ahora que λ ∈ σ(T ). Si λ no estuviera en sop{µn} el operador

(T − λ)−1 :
⊕N

n=1 L
2
µn(σ(T )) →

⊕N
n=1 L

2
µn(σ(T ))

f = (f1, . . . , fN ) 7→ (T − λ)−1f = ((x− λ)−1f1, . . . , (x− λ)−1fN ).

quedaría bien de�nido para toda f ∈
⊕N

n=1 L
2
µn(σ(T )), ya que las funciones de

⊕N
n=1 L

2
µn(σ(T )) son

funciones �n casi todo punto�; es decir, que lo que sucede en un conjunto de medida nula � en este
caso, el conjunto {λ}, ya que λ /∈ sop{µn}� no afecta al comportamiento de la función. Además, si
λ /∈ sop{µn}, λ estaría en un abierto B tal que µn(B) = 0 para todo n ∈ {1, . . . , N}, por tanto

‖(T − λ)−1f‖2 =

N∑
n=1

‖(T − λ)−1fn‖2 =

N∑
n=1

∫
σ(T )\B

(x− λ)−2|fn(x)|2dµ(x)

+

N∑
n=1

∫
B

(x− λ)−2|fn(x)|2dµ(x)

≤
N∑
n=1

sup
x∈σ(T )\B

{(x− λ)−2}
∫
σ(T )\B

|fn(x)|2dµ(x) ≤
N∑
n=1

C‖fn‖2 <∞,

y en consecuencia (T − λ)−1 sería acotado, lo que contradice a que λ esté en el espectro. �

A la vista de esta proposición, queda claro que estudiar el espectro de un operador es equivalente
a estudiar el soporte de las medidas espectrales.

Según la ecuación (1.2.2), una medida µ se descompone como

µ = µpp + µac + µsc.

Estas tres medidas en las se descompone µ son mutuamente singulares; luego por la proposición
1.2.6, L2

µ(R) se descompone como

L2
µ(R) = L2

µpp(R)⊕ L2
µac(R)⊕ L2

µsing (R). (2.5.1)

Si restringimos un operador autoadjunto T a cada uno de estos subespacios, obtenemos la si-
guiente clasi�cación del espectro:

De�nición 2.5.12.

σcont(T ) = σ(T |ac + T |sc)
σac(T ) = σ(T |ac)
σsc(T ) = σ(T |sc).

Más adelante nos interesará una clasi�cación del espectro que tendrá en cuenta si un λ ∈ σ(T ) es
punto de acumulación de σ(T ) o es un punto aislado.

Lema 2.5.13. Sea {µn} la familia de medidas espectrales de algún operador acotado y autoadjunto.
Entonces, un punto λ ∈ sop{µn} si y sólo si existe un n tal que µn(λ− ε, λ+ ε) > 0 para todo ε > 0.
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Demostración. Si λ ∈ sop{µn} y para todo n ∈ N existiera un ε > 0 tal que µn(λ − ε, λ + ε) = 0,
entonces λ estaría en un abierto B tal que µn(B) = 0 para todo n, luego λ no pertenecería al
complementario de la unión de abiertos cuya medida por µn se anula para todo n; y en consecuencia
λ no estaría en sop{µn}. Recíprocamente, si λ no estuviera en sop{µn}, existiría un abierto B tal que
λ ∈ B y µn(B) = 0 para todo n. Como λ ∈ B y B es abierto, existiría ε > 0 tal que (λ−ε, λ+ε) ⊆ B,
luego µn(λ− ε, λ+ ε) ≤ µn(B) = 0 para todo n; lo que es contradictorio con que exista un n tal que
µn(λ− ε, λ+ ε) > 0 para todo ε > 0. �

Si un punto λ ∈ σ(T ) es aislado de σ(T ), existe un ε > 0 tal que (λ− ε, λ+ ε)∩ σ(T ) = {λ}, por
otra parte, como λ ∈ σ(T ), existe n tal que µn(λ− ε, λ+ ε) > 0 ∀ε > 0, luego

0 < µn(λ− ε, λ+ ε) = µn(λ− ε, λ) + µn({λ}) + µn(λ, λ+ ε) = 0 + µn({λ}) + 0;

ya que ni (λ − ε, λ), ni (λ, λ + ε) están contenidos en sop{µn} = σ(T ); y por tanto, λ es punto de
masa de alguna medida µn. Esto signi�ca que todo punto aislado de σ(T ) es un punto de masa de
alguna µn y entonces el soporte de las partes continuas de las medidas {µn} está formado por puntos
de acumulación de σ(T ).

Proposición 2.5.14. Dado un operador T ∈ L(H) autoadjunto, los puntos de masa de las medidas
espectrales de T coinciden con los valores propios de T . Además, si el operador T tiene un vector
cíclico, todos los valores propios son simples.

Demostración. Sea M el operador de multiplicación unitariamente equivalente a T cuya existencia
está asegurada por el teorema espectral, por la equivalencia unitaria podemos trabajar con el ope-
rador M para probar lo que nos interesa. Sea λ un punto de masa de alguna medida espectral µk y
sea

f = (f1, · · · , fN ) ∈
N⊕
n=1

L2
µn(R)

tal que fj = 0 c.t.p-µj de R\{λ} para todo j ∈ {1, . . . , N} y tal que fk(λ) 6= 0. En ese caso, se tiene
que

a) o bien fj(x) = 0 c.t.p.-µj de R, luego xfj = 0 = λfj en c.t.p.-µj de R;

b) o bien fj(x) = 0 c.t.p.-µj de R \ λ y fj(λ) 6= 0. En este caso, se tiene que fj(x) = fj(λ) en
c.t.p.-µj de R, luego xfj(x) = λfj(λ) = λfj(x) en c.t.p.-µj de R.

Para que f sea vector propio con valor propio λ, no basta queMf = λf �lo cual ya hemos probado�
, además debe cumplirse que f 6= 0 en

⊕N
n=1 L

2
µn(R), y para ello, alguna de las componentes fj de

f debe veri�car el caso b); pero hemos elegido una f tal que la componente fk lo veri�ca, luego ya
está.

Supongamos ahora que λ es valor propio deM ; entonces existe f = f1 + · · ·+fN ∈
⊕N

n=1 L
2
µn(R)

tal que xfk(x) = λfk(x) c.t.p.-{µn} y f 6= 0 en L2
µ(R). Veamos que se tiene que cumplir que fk(x) = 0

c.t.p−µk para todo k y para algún k fk(λ) 6= 0 con µk({λ}) > 0. Si existiera un boreliano B ⊆ R\{λ}
tal que fk(x) 6= 0 para todo x ∈ B con µk({λ}) > 0 para algún k; entonces, dado α ∈ B, se tiene que
αf(α) = λf(α), luego λ = α, lo cual es absurdo, pues α ∈ R \ {λ}. De esto se deduce que f(x) = 0
c.t.p.-{µn} de R \ {λ}. Además, para algún k, se veri�ca fk(λ) 6= 0 con µk({λ}) > 0, pues en caso
contrario se tendría que f = 0 en L2

µ(R).

Si además el operador T tiene un vector cíclico, sabemos que T es unitariamente equivalente al
operador

A : L2
µ(σ(T )) → L2

µ(σ(T ))
f(x) 7→ Tf(x) = xf(x)
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para una cierta medida µ. Si f un vector propio del operador de multiplicación A; que es unita-
riamente equivalente al operador autoadjunto T original, entonces f es una función de L2

µ(R) que
se anula en casi todo punto de R \ {λ} respecto de la medida µ, siendo λ el valor propio asociado
a f ; además, los vectores propios asociados a λ están determinados únicamente por el valor f(λ),
luego todos los vectores propios asociados a λ son proporcionales; es decir, λ es un valor propio cuyo
subespacio invariante asociado es de dimensión uno, luego λ es simple. �

Resumimos la discusión anterior en la siguiente proposición.

Proposición 2.5.15. Dado un operador autoadjunto T ∈ L(H) autoadjunto, se tiene que:

a) Los puntos aislados de σ(T ) son puntos de masa de alguna medida espectral;

b) los valores propios de T coinciden con los puntos de masa de las medidas espectrales;

c) el soporte de las partes continuas de las medidas espectrales está formado por puntos de acu-
mulación de σ(T ).

2.6. Proyecciones espectrales y teorema de Weyl

El teorema espectral nos permite extender el cálculo funcional continuo del teorema 2.5.3 a
funciones medibles Borel acotadas sobre R, conjunto que denotaremos por B(R).

Teorema 2.6.1. Sea T ∈ L(H) autoadjunto. Existe una única aplicación φ̂ : B(R)→ L(H) tal que

a) φ̂ es un *-homomor�smo algebraico.

b) ‖φ̂(f)‖L(H) ≤ ‖f‖∞.

c) Si f es la función f(x) = x; entonces φ̂(f) = A.

d) si fn(x)
n→ f(x) para todo x y {‖fn‖∞} está acotado, entonces

φ̂(fn)ψ
n→ φ̂(f)ψen norma de H para todo ψ ∈ H.

e) Si Aψ = λψ, entonces φ(f)ψ = f(λ)ψ.

f) Si f ≥ 0, entonces φ̂(f) ≥ 0.

Demostración. Sea U : H →
⊕N

n=1 L
2
µn(R) el operador unitario que proporciona el teorema espec-

tral. Si denotamos
Mg :

⊕N
n=1 L

2
µn(R) →

⊕N
n=1 L

2
µn(R)

(f1, . . . , fN ) 7→ (gf1, . . . , gfN );
(2.6.1)

entonces de�nimos la aplicación φ̂ como φ̂(f) = U−1MfU . Como la función f ∈ B(R) está acotada,

el operador de multiplicación Mf está bien de�nido, y por tanto φ̂ también lo está. Claramente,

φ̂ es lineal. Además φ̂(f)φ̂(g) = (U−1MfU)(U−1MgU) = U−1MfMgU = U−1Mf ·gU = φ̂(f · g) y

φ̂(1) = U−1M1U = U−1U = I. El operador U es unitario, luego U∗ = U−1. Por otra parte, es fácil
ver que (Mf )∗ = Mf . Con esto, se prueba que

(U−1MfUψ, φ) = (ψ,U−1(Mf )∗Uφ) = (ψ,U−1MfUφ),
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y en consecuencia φ̂(f) = φ̂(f)∗. Si f(x) = x, es consecuencia directa del teorema espectral y de la

de�nición de φ̂ que φ̂(A) = A. Para probar (d), hay que tener en cuenta que U es unitario, luego

‖φ̂(fn)ψ − φ̂(f)ψ‖2 = ‖U−1MfnUψ − U−1MfUψ‖2H = ‖U−1(MfnU −MfU)ψ‖2H

= ‖(MfnU −MfU)ψ‖2L2 =

N∑
k=1

∫
σ(T )

|fn(x)− f(x)|2|Uψ(x)|2dµk(x).

Al tomar límite, aplicando el teorema de la convergencia dominada �gracias a que {‖fn‖∞} está
acotado�, el límite pasa dentro de la integral; por tanto,

‖φ̂(fn)ψ − φ̂(f)ψ‖2H
n→ 0 para cualquier ψ ∈ H.

Las otras dos propiedades son triviales. �

Las funciones más importantes que están el cálculo funcional boreliano pero no en el cálculo
continuo son las funciones características

χΩ(x) =

{
1, x ∈ Ω

0, x /∈ Ω

sobre conjuntos borelianos de R, que permiten de�nir las proyecciones espectrales.

De�nición 2.6.2. Sea Ω un boreliano de R, de�nimos la proyección espectral sobre Ω de un
operador T como

PΩ = χΩ(T ).

Proposición 2.6.3. La familia {PΩ} de proyecciones espectrales de un operador autoadjunto veri�ca
las siguientes propiedades:

a) Cada PΩ es una proyección ortogonal.

b) P∅ = 0; P(−a,a) = I para algún a > 0.

c) Si Ω =
⋃∞
k=1 Ωk con Ωj ∩ Ωk = ∅ para todo j 6= k, entonces

PΩψ = ĺım
n

N∑
k=1

PΩkψ ∀ψ ∈ H.

d) PΩ1
PΩ2

= PΩ1∩Ω2
.

Demostración. a) χΩ(A)∗ = χΩ(A) = χΩ(A), luego PΩ = χΩ es autoadjunto. Además, χΩ(A)2 =
χ2

Ω(A) = χΩ(A).

b) χ∅(A) = 0(A) = 0. La función χσ(T ) es 1 en σ(T ), luego por el cálculo funciona continuo,
χσ(T )(T ) = I. Como estamos considerando operadores acotados, existe un a tal que σ(T ) ⊂
(−a, a) y χ(−a,a)(T ) = χσ(T )(T ) = I.

c) Por ser los {Ωk} disjuntos dos a dos, se tiene que
∑n
k=1 χΩn(x)

n→ χΩ(x) para todo x ∈ σ(T )
y que ‖

∑n
k=1 χΩk‖∞ ≤ 1; luego por el teorema 2.6.1-(d), se tiene el resultado.

d) PΩ1∩Ω2
= χΩ1∩Ω2

(A) = (χΩ1
χΩ2

)(A) = χΩ1
(A)χΩ2

(A) = PΩ1
PΩ2

.

�
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Observación 2.6.4. Dados ψ, φ ∈ H y dos borelianos Ω1 y Ω2 disjuntos; teniendo en cuenta las
propiedades (a), (b) y (d), tenemos que

(PΩ1
ψ, PΩ2

φ) = (ψ, PΩ1
PΩ2

φ) = (ψ, PΩ1∩Ω2
φ) = (φ, P∅ψ) = (φ, 0) = 0.

Por tanto, si Ω1 y Ω2 son dos borelianos disjuntos, entonces

Ran PΩ1⊥ Ran PΩ1 .

Proposición 2.6.5. Sea T ∈ L(H) autoadjunto y sea λ ∈ σ(T ) un valor propio de T . Si {PΩ}
son las proyecciones espectrales de T , entonces RanP{λ} coincide con el subespacio vectorial {φ ∈
H|Tφ = λφ}.

Demostración. Sea φ ∈ RanP{λ} y U el operador unitario que nos da el teorema espectral en forma
multiplicativa. Entonces φ = P{λ}ψ con ψ ∈ H. Así, usando la de�nición del cálculo funciona
boreliano y la representación espectral en forma de operador de multiplicación que proporciona el
teorema espectral, obtenemos

Tφ = TP{λ}ψ

= Tχ{λ}(T )ψ

= T (U−1Mχ{λ}U)ψ

= (U−1MλU)(U−1Mχ{λ}U)ψ

= U−1(MλMχ{λ})Uψ

= U−1Mλ·χ{λ}Uψ

1

= U−1(λMχ{λ})Uψ

= λ(U−1Mχ{λ}U)ψ

= λP{λ}ψ

= λφ.

El otro contenido se prueba teniendo en cuenta cómo son los vectores propios de un operador de
multiplicación � lo cual se ha visto en la demostración de la proposición 2.5.14� y usando la
de�nición del cálculo funcional boreliano. �

De�nición 2.6.6. Una familia de proyecciones {PΩ} que veri�ca las condiciones (a)-(c) de la
proposición anterior se dice que es una medida con valores proyectores (m.v.p.)

Si {PΩ} es una m.v.p., entonces la medida µφ de�nida por µφ(Ω) = (PΩφ, φ) es una medida de
Borel para todo φ ∈ H, respecto de la que podemos integrar. Usando el teorema de representación
de Riesz para espacios de Hilbert es inmediato probar el siguiente teorema.

Teorema 2.6.7. Si {PΩ} es una m.v.p. y f ∈ B(R), entonces existe un único operador A, denotado
por A =

∫
f(λ)dPλ, tal que

(Aφ, φ) =

∫
f(λ)d(Pλφ, φ), ∀φ ∈ H,

donde d(Pλφ, φ) denota que estamos integrando respecto de la medida µφ(Ω) = (PΩφ, φ).

Además, dada una m.v.p. {PΩ} se tiene que las proyecciones espectrales de A =
∫
λdPλ son

precisamente las {PΩ}; por tanto, tenemos el siguiente teorema, que no es más que una versión
alternativa del teorema espectral.

1Esta igualdad es cierta por ser λ un valor propio y ser por tanto un punto de masa para alguna medida espectral.
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Teorema 2.6.8. Existe una correspondencia biunívoca entre operadores autoadjuntos A y medidas
con valores proyectivos {PΩ} dada por:

A 7→ {PΩ} = {χΩ(A)}

{PΩ} 7→ A =

∫
λdPλ.

Demostración. Hemos visto que a partir de una m.v.p. cualquiera, obtenemos un operador A =∫
λdPλ. Además, a través del cálculo funcional boreliano, todo operador A tiene asociada una m.v.p
{PΩ} = {χΩ(A)}. Ahora se trata de probar que, dado un operador A y la m.v.p. asociada {PΩ} =
{χΩ(A)}, recuperamos el operador a través de {PΩ}. Por la forma en que hemos de�nido el cálculo
funcional boreliano, tenemos

(PΩφ, φ) = (U−1MχΩUφ, φ) = (MχΩUφ,Uφ) =

N∑
n=1

∫
σ(A)

χΩ(λ)|Uφ(λ)|2dµn(λ)

=

∫
σ(A)∩Ω

N∑
n=1

|Uφ(λ)|2dµn(λ),

luego si llamamos µ(Ω) = (PΩφ, φ), se tiene que dµ = d(Pλφ, φ) =
∑N
n=1 |Uφ(λ)|2dµn(λ).

Ahora, consideremos f(A), donde f ∈ B(R), entonces

(f(A)φ, φ) = (U−1MfUφ, φ) = (MfUφ,Uφ) =

N∑
n=1

∫
σ(A)

f(x)|Uφ(λ)|2dµn(λ)

=

∫
σ(A)

N∑
n=1

f(λ)|Uφ(λ)|2dµn(λ) =

∫
R
f(λ)dµ(λ) =

∫
R
f(λ)d(Pλφ, φ) ∀ φ ∈ H,

luego si {PΩ} = {χΩ(A)}, obtenemos

f(A) =

∫
f(λ)dPλ,

en particular

A =

∫
λdPλ.

�

Las proyecciones espectrales ayudan a conocer el espectro de un operador autoadjunto T y nos
permiten dar otra clasi�cación de σ(T ).

Proposición 2.6.9. λ ∈ σ(T ) si y sólo si P(λ−ε,λ+ε) 6= 0 para todo ε > 0.

Demostración. El enunciado es equivalente a a�rmar que λ /∈ σ(T ) si y sólo si existe un ε > 0 tal
que P(λ−ε,λ+ε) = 0. Supongamos que λ /∈ σ(T ); entonces, como [σ(T )]c es abierto, existe un ε > 0
tal que (λ − ε, λ + ε) ∩ σ(T ) = ∅. Así, por las propiedades de las proyecciones espectrales, se tiene
que

0 = P∅ = P(λ−ε,λ+ε)∩σ(T ) = P(λ−ε,λ+ε)Pσ(T ) = P(λ−ε,λ+ε).

Recíprocamente, si existe ε > 0 tal que P(λ−ε,λ+ε) = 0, entonces, tal y como en la demostración del
anterior teorema, tenemos que

0 = (P(λ−ε,λ+ε)φ, φ) =

∫
(λ−ε,λ+ε)

N∑
n=1

|Uφ(λ)|2dµn(λ) ∀φ ∈ H,

de lo que se deduce que µn(λ− ε, λ+ ε) = 0 para todo n, y por tanto λ /∈ sop{µn} = σ(T ). �
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De�nición 2.6.10. Un operador T es in�nito dimensional si la clausura del rango del operador
es un espacio vectorial de dimensión in�nita.

De�nición 2.6.11. Se dice que λ pertenece al espectro esencial de T , denotado por σess(T ),
si P(λ−ε,λ+ε) es in�nito dimensional para todo ε > 0. Si λ ∈ σ(T ) pero P(λ−ε,λ+ε) no es in�nito
dimensional para algún ε > 0, entonces decimos que λ está en el espectro discreto de T, que
denotaremos por σd(T ).

De la de�nición se desprende que σ(T ) = σess(T )
∅
∪ σd(T ).

Proposición 2.6.12. σess(T ) es cerrado.

Demostración. Sea λn
n→ λ una sucesión de Cauchy con {λn} ⊆ σess(T ). Como cualquier intervalo

abierto Iε = (λ− ε, λ+ ε) que contenga a λ, contiene algún λn ∈ σess(T ), se tiene que

PIε = P(λn−δ,λn+δ) + PIε\(λn−δ,λn+δ)

también es in�nito dimensional para todo ε > 0, luego λ ∈ σess(T ). �

Teorema 2.6.13. λ ∈ σd(T ) si y sólo si se cumplen las dos siguientes condiciones:

a) λ es un punto aislado de σ(T );

b) λ es un valor propio de multiplicidad �nita; es decir, el subespacio {φ|Aφ = λφ} es de dimen-
sión �nita.

Demostración. Supongamos que λ ∈ σd(T ), entonces RanP(λ−ε,λ+ε) es de dimensión �nita para
algún ε > 0. De�namos an = dim(RanP(λ−ε/n,λ+ε/n)). Cada intervalo In = (λ − ε/n, λ + ε/n) lo
descomponemos en tres intervalos

In1 = (λ− ε/n, λ− ε/(n+ 1)],

In2 = (λ− ε/(n+ 1), λ+ ε/(n+ 1)),

In3 = [λ+ ε/(n+ 1), λ+ ε/n),

de forma que In = In1 ∪ In2 ∪ In3 . Como los intervalos son disjuntos, de la propiedad d) de las proyec-
ciones espectrales, y teniendo en cuenta que las proyecciones espectrales son proyectores ortogonales,
se deduce que {PIji }j proyectan un vector en tres subespacios ortogonales; es decir, que los rangos

de las proyecciones son ortogonales; además, se tiene que

PIn = PIn1 + PIn2 + PIn3 .

De esto se deduce que
an+1 = dim(RanPIn2 ) ≤ dim(RanPIn) = an,

luego {an} es una sucesión monótona no creciente no enteros no negativos; por tanto existe un N ∈ N
tal que

aN = aN+1 = aN+2 = . . .

Veamos que λ es un punto aislado. Supongamos que existe un λ′ ∈ (λ − ε/N, λ + ε/N) tal que
λ 6= λ′ y λ′ ∈ σ(T ). Sin pérdida de generalidad, supongamos que λ > λ′. Sea ε1 > 0 tal que λ−ε/N <
λ′ + eps1 < λ, y n > N su�cientemente grande para que λ′ + ε1 < λ− ε/n. Así, (λ− ε/N, λ+ ε/N)
y (λ′ − ε1, λ

′ + ε1) son intervalos disjuntos, luego Ran(P(λ−ε/N,λ+ε/N)) y Ran(P(λ′−ε1,λ+ε1)) son
ortogonales y dim(Ran(P(λ−ε/n,λ+ε/n))) = an = aN = Ran(P(λ−ε/N,λ+ε/N)). De esto se deduce que
dim(Ran(P(λ′−ε1,λ′+ε1))) = 0; es decir P(λ′−ε1,λ′+ε1) = 0 , por tanto, λ′ /∈ σ(T ) y en consecuencia λ
es un punto aislado de σ(T ).
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Como λ ∈ σ(T ) ∩ (λ − ε, λ + ε), se tiene que {ψ Tψ = λψ} = Ran(P(λ−ε,λ+ε)), y como la
dimensión de este último subespacio es �nita, también lo es la de {ψ|Tψ = λψ}. �

Como el espectro esencial es el complementario del espectro discreto respecto del espectro, es
trivial el siguiente corolario.

Corolario 2.6.14. λ ∈ σess(T ) si y sólo si se veri�ca alguna de las siguientes a�rmaciones:

a) λ es un punto límite de σpp(T );

b) λ ∈ σcont(T ) = σac(T ) ∪ σsc(T );

c) λ es un valor propio de multiplicidad in�nita.

Teorema 2.6.15. (Criterio de Weyl) Si T es un operador autoadjunto, entonces λ ∈ σ(T ) si y sólo
si existe una sucesión {ψn}∞n=1 tal que ‖ψn‖ = 1 para todo n ∈ N y ĺımn ‖(T − λ)ψn‖ = 0. Además,
λ ∈ σess(T ) si y sólo si además, los vectores de {ψn} pueden elegirse ortogonales.

Demostración. (⇒) Si λ ∈ σd(T ), es un valor propio; luego una sucesión formada por vectores propios
normalizados satisface trivialmente la condición que se da. Si λ ∈ σ(T )\σd(T ) = σess(T ), veamos que
podemos tomar una sucesión ortonormal que veri�que la propiedad. En este caso P(λ−1/n,λ+1/n) es
in�nito dimensional para todo n; por tanto, para cada n podemos tomar un ψn ∈ RanP(λ−1/n,λ+1/n)

de forma que ψn sea una sucesión ortonormal. Si ψn ∈ Ran P(λ−1/n,λ+1/n), existe un un ∈ H tal
que ψn = P(λ−1/n,λ+1/n)un, y por ser P(λ−1/n,λ+1/n) una proyección, ψn = P(λ−1/n,λ+1/n)un =
P 2

(λ−1/n,λ+1/n)un = P(λ−1/n,λ+1/n)ψn. Por la propiedad de isometría del cálculo funcional continuo

y la continuidad del cálculo funcional boreliano, se tiene que si f(x) = x− λ, entonces

‖(T − λ)ψn‖ = ‖f(A)ψn‖ = ‖f(A)P(λ−1/n,λ+1/n)ψn‖ = ‖(f · χ(λ−1/n,λ+1/n))(A)ψn‖

≤ ‖(f · χ(λ−1/n,λ+1/n))(A)‖‖ψn‖ = sup
x∈(λ−1/n,λ+1/n)∩σ(T )

{|x− λ|} ≤ 1

n
,

luego
‖(T − λ)ψn‖

n→ 0.

(⇐) Si existiera una sucesión como la que dice el enunciado del teorema y λ no estuviera en
σ(T ), (T − λ)−1 estaría bien de�nido y sería continuo, luego (T − λ)−1(T − λ)ψn = ψn para todo
n ∈ N, y por tanto, ĺımψn = ĺımn(T − λ)−1(T − λ)ψn 6= 0 en norma, ya que ‖ψn‖ = 1 para todo
n ∈ N. Por otra parte, (T − λ)−1 es continuo, luego si ĺımn(T − λ)ψn = 0 en norma, también
ĺımn(T − λ)−1(T − λ)ψn = 0 en norma, lo cual es contradictorio.

Supongamos ahora que, además, la sucesión es ortonormal y que λ ∈ σd(T ). Entonces existe un
ε > 0 tal que el rango de P(λ−ε,λ+ε) es �nito dimensional; por tanto P(λ−ε,λ+ε) es compacto. Como
{ψn} es una sucesión ortogonal; converge débilmente a 0, luego por ser P(λ−ε,λ+ε) compacto, se tiene

ĺım
n
‖P(λ−ε,λ+ε)ψn‖ = 0.

Teniendo en cuenta que T − λ es continuo y que PR = I, obtenemos

‖(T − λ)PR\(λ−ε,λ+ε)ψn‖ = ‖(T − λ)PR\(λ−ε,λ+ε)ψn + (T − λ)P(λ−ε,λ+ε)ψn

− (T − λ)P(λ−ε,λ+ε)ψn‖
≤ ‖(T − λ)PRψn‖+ ‖(T − λ)P(λ−ε,λ+ε)ψn‖

= ‖(T − λ)ψn‖+ ‖(T − λ)P(λ−ε,λ+ε)ψn‖
n→ 0. (2.6.2)
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El espectro de T |RanPR\(λ−ε,λ+ε)
está contenido en Ω = R \ (λ − ε, λ + ε), luego el operador

(T − λ)|RanPΩ es invertible con inverso continuo, además ((T − λ)|RanPΩ)−1 = |(T − λ)−1|RanPΩ .
Usando las propiedades del cálculo funcional boreliano y de las proyecciones espectrales se tiene que

‖((T − λ)|RanPΩ)−1‖ = ‖(T − λ)−1|RanPΩ‖ = ‖(T − λ)−1PΩ‖
= ‖

[
(x− λ)−1 · χΩ

]
(A)‖

≤ sup
x∈σ(T )∩Ω

{|x− λ|−1} =
1

ε
;

por tanto

‖PΩψn‖ = ‖((T − λ)|RanPΩ)−1((T − λ)|RanPΩ)PΩψn‖

≤ ‖((T − λ)|RanPΩ
)−1‖‖(T − λ)PΩψn‖ ≤

1

ε
‖(T − λ)PΩψn‖,

y por (2.6.2), tenemos
ĺım
n
PΩψn = 0.

Juntando esto con que
ĺım
n
P(λ−ε,λ+ε)ψn = 0,

deducimos que
ĺım
n
ψn = ĺım

n
P(λ−ε,λ+ε)ψn + ĺım

n
PR\(λ−ε,λ+ε)ψn = 0,

pero teníamos que ‖ψn‖ = 1, luego hay una contradicción; y por tanto λ ∈ σess = σ(T ) \ σd(T ). �

Como corolario de este criterio tenemos una de las a�rmaciones del cálculo funcional continuo
que quedaba por probar.

Corolario 2.6.16. Si T ∈ L(H) es autoadjunto y f ∈ C(σ(T )), entonces

σ(f(T )) = {f(λ) : λ ∈ σ(T )}.

Demostración. Si λ /∈ Ranf , la función g = (f−λ)−1 es continua donde lo sea f . Por las propiedades
algebraicas del cálculo funcional continuo, se prueba que g(T ) = (f(T ) − λ)−1, que además es un
operador acotado. Esto implica que λ /∈ σ(f(T )), luego hemos probado que σ(φ(f)) ⊆ Ranf . Veamos
el otro contenido; sea λ ∈ Ranf y tomemos ε > 0, existe algún un polinomio p tal que ‖f−p‖∞ < ε

3 ,
y para algún valor µ del rango de p, se veri�ca que |µ − λ| < ε

3 . Como el resultado que queremos
probar lo hemos probado ya para polinomios, tenemos que µ ∈ σ(p(T )), luego existe un ψ ∈ H tal
que ‖ψ‖ = 1 y que veri�ca ‖p(T )− µ‖ < ε

3 . Finalmente obtenemos

‖(f(T )− λ)ψ‖ ≤ ‖(f(T )− p(T ) + p(T )− µ+ µ− λ)ψ‖
≤ ‖(f(T )− p(T ))ψ‖+ ‖(p(T )− µ)ψ‖+ ‖(µ− λ)ψ‖

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

�

Teorema 2.6.17. (Teorema de Weyl de perturbaciones compactas) Sean T y S dos operadores
autoadjuntos, entonces, si T − S es un operador compacto, se tiene que

σess(T ) = σess(S).
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Demostración. Sea λ ∈ σess(T ), entonces, por el criterio de Weyl, existe una sucesión ortonormal

{ψn} tal que ‖(T − λ)ψn‖
n→ 0. Ahora, consideremos ‖(S − λ)ψn‖, sumando y restando T , tenemos

‖(S − λ)ψn‖ = ‖(S − λ+ T − T )ψn‖ ≤ ‖(T − λ)ψn‖+ ‖(T − S)ψn‖.

Por la elección de {ψn}, se veri�ca ‖(T −λ)ψn‖
n→ 0. Por otra parte, T −S es un operador compacto,

luego transforma sucesiones débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma, y como
{ψn} es una sucesión ortonormal, y por tanto débilmente convergente a 0; se tiene que ‖(T−S)ψn‖

n→
0. Hemos encontrado por tanto una sucesión {ψn} ortonormal tal que ‖(S − λ)ψn‖

n→ 0, luego
λ ∈ σess(S) y por tanto σess(T ) ⊆ σess(S), análogamente se obtiene el otro contenido y se prueba
la igualdad. �

3. Teoría de polinomios ortogonales

3.1. Sucesiones de polinomios ortogonales

En esta sección vamos a introducir los elementos y resultados básicos de la teoría de polinomios
ortogonales sobre la recta real. Los teoremas más importantes de esta sección son el que establece
la relación de recurrencia a tres términos y el teorema de Favard, que es un recíproco del teorema
que establece la relación de recurrencia. Esta relación de recurrencia es una relación de recurrencia
a tres términos, siendo éste un hecho clave que une la teoría de polinomios ortogonales con la teoría
de operadores, a través las llamadas matrices de Jacobi, que son matrices in�nitas, tridiagonales
y simétricas. La importancia de estas matrices radica en que son las matrices coordenadas de los
operadores de multiplicación simples

A : L2
µ(R) → L2

µ(R)
f(x) 7→ xf(x)

respecto de una base ortonormal que sea una SPON, cuando µ es una medida de soporte com-
pacto; de esta forma, permiten establecer un vínculo entre la teoría de polinomios ortogonales y la
teoría de operadores. Estas matrices serán estudiadas en la tercera sección.

De aquí en adelante, trabajaremos en los espacios de Hilbert L2
µ(R), siendo µ una medida de

Borel regular de soporte compacto. Por ser regular y de soporte compacto, los momentos

mn =

∫
R
xndµ(x)

serán �nitos para todo n ∈ N.

En el espacio de L2
µ(R) tenemos el producto escalar

(f, g) =

∫
R
f(x)g(x)dµ(x),

que de�ne la norma

‖f‖2 =

(∫
R
|f(x)|2dµ(x)

) 1
2

.

Con ésto ya podemos de�nir el concepto de sucesión de polinomios ortogonales.

De�nición 3.1.1. Se dice que {pn}∞n=0 ⊆ L2
µ(R) es una sucesión de polinomios ortogonales

(SPO) (sobre la recta real) si:
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i) pn(x) es un polinomio de grado n con coe�cientes reales;

ii) se tiene la condición de ortogonalidad

(pn, pm) = Knδmn,

siendo Kn 6= 0 para todo n ∈ N y δnm la delta de Kronecker

δmn =

{
1 n = m

0 n 6= m

En el caso en que Kn = ‖pn‖2 = 1 para todo n ∈ N, decimos que {pn}∞n=1 es una sucesión de
polinomios ortonormales (SPON).

Observación 3.1.2. Una SPON {pn} es SPON en un determinado espacio L2
µ(R), si cambiamos la

medida µ, las condiciones de ortonormalidad de la de�nición de SPON pueden no veri�carse.

Observación 3.1.3. ¾Cómo se obtiene una SPON? Podemos aplicar algoritmo el de Gram-Schmidt
para ortonormalizar la sucesión {xn}∞n=0, de modo que obtenemos una SPON, puesto que al apli-
car Gram-Schmidt a la sucesión {xn}∞n=0, se conservan los grados de los polinomios; es decir, que
obtenemos una sucesión {pn}∞n=0 de polinomios ortogonales tales que cada pn(x) tiene grado n.

De la de�nición de SPON, queda claro que todo SPON es un sistema ortonormal del espacio
L2
µ(R), y como los polinomios son densos en L2

µ(R), se deduce que una SPON es un sistema

ortonormal completo.

La siguiente proposición da un criterio para saber si una sucesión de polinomios arbitraria es una
SPO.

Proposición 3.1.4. Sea {Pn} una sucesión de polinomios, entonces las siguientes a�rmaciones son
equivalentes:

a) {Pn} es una SPO;

b) (π, Pn) = 0 si π es un polinomio de grado m con m < n y (π, Pn) 6= 0 si el grado de π es n;

c) (xm, Pn) = 0 si m < n y (xn, Pn) 6= 0.

Demostración. Supongamos que {Pn} es una SPO, entonces, dado un polinomio π de grado m,
existen coe�cientes ck tales que

π(x) =

m∑
k=0

ckPk(x), (cm 6= 0).

De esto se deduce que

(π, Pn) =

m∑
k=0

ck(Pk, Pn) =

{
0 m < n

cm(Pm, Pm) m = n

y queda probado a)⇒ b). Es obvio que b)⇒ c)⇒ a). �
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3.2. Relación de recurrencia

Teorema 3.2.1. Sea {pn}∞n=0 una SPON, entonces existen sucesiones {an}∞n=0,{bn}∞n=0 ⊆ R, con
an > 0, tales que

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + an−1pn−1(x), n ≥ 1, (3.2.1)

xp0(x) = a0p1(x) + b0p0(x). (3.2.2)

Más aún, si µ es una medida de soporte de compacto, entonces las sucesiones {an} y {bn} son
acotadas.

Demostración. El grado del polinomio xpn(x) es n+ 1, luego podemos escribirlo como combinación
lineal de {p0(x), . . . , pn+1(x)},

xpn(x) =

n+1∑
k=0

cn,kpk(x). (3.2.3)

Como {pk}n+1
k=0 es una base ortonormal del espacio de polinomios de grado menor o igual que n+ 1,

los coe�cientes cn,k son

cn,k = (pk, xpn) =

∫
R
pk(x)xpn(x)dµ(x) = (xpk, pn).

Si xpk(x) es de grado k + 1, cn,k = (xpk, pn) = 0 si k + 1 < n por la proposición anterior y, por
tanto; la expresión (3.2.3) queda reducida a

xpn(x) =

n+1∑
k=n−1

cn,kpk(x) = cn,n−1pn−1(x) + cn,npn(x) + cn,n+1pn+1(x).

Con esto tenemos que bn = cn,n =
∫
R x(pn(x))2dµ(x). Por otra parte, cn,n−1 = (xpn, pn−1) y

cn,n+1 = (xpn, pn+1), luego si de�nimos

an = cn,n+1

an−1 = cn,n−1 = cn−1,n,

obtenemos la fórmula
xpn(x) = anpn+1 + bnpn(x) + an−1pn−1(x),

que es válida si n ≥ 1. En el caso n = 0, la ecuación (3.2.3) es

xp0(x) = c0,1p1(x) + c0,0p0(x),

y con los an y bn que hemos de�nido, nos queda

xp0(x) = a0p1(x) + b0p0(x).

Si µ es una medida de soporte compacto, entonces

|an| = |
∫
R
xpnpn+1dµ(x)| ≤ sup

x∈Sµ
|x|
∫
R
|pn(x)||pn+1(x)|dµ(x)

≤ sup
x∈sopµ

|x|‖pn‖‖pn+1‖.

Hemos empleado que ‖pn‖ = 1 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz. De forma similar probamos la
acotación de {bn}:

|bn| ≤ sup
x∈sopµ

|x|‖pn‖2 = sup
x∈sopµ

|x|.

�
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Observación 3.2.2. Una vez �jado el polinomio p0(x), las relaciones (3.2.1) y (3.2.2) determinan
la sucesión de polinomios. Este teorema admite un recíproco en el sentido de que dada una sucesión
de polinomios que satisfagan una relación de recurrencia como (3.2.1) y (3.2.2), entonces la sucesión
de polinomios que se obtiene es ortonormal.

Ejemplo 3.2.3. Polinomios de Chebychev. Vamos a introducir una SPON clásica que nos
permitirá deducir ciertos resultados teóricos más adelante. Es bien conocido que la sucesión de
funciones {

1√
π
,

√
2

π
cos θ,

√
2

π
cos 2θ,

√
2

π
cos 3θ, . . .

}
,

veri�ca la propiedad de ortonormalidad

2

π

∫ π

0

cosmθ cosnθdθ = δnm, m, n = 0, 1, 2, . . . ; mn 6= 0. (3.2.4)

Haciendo el cambio de variable x = cos θ, (3.2.4) se transforma en∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)(1− x2)−
1
2 dx = δnm, (3.2.5)

donde Tn(x) =
√

2
π cosnθ =

√
2
π cos(n cos−1 x), con −1 ≤ x ≤ 1. Las funciones {Tn(x)} son los

llamados polinomios de Chebychev de primera especie, y forman una SPON, luego tendrán
asociada una relación de recurrencia. Ya hemos visto que {Tn(x)} forman un sistema ortonormal,
falta ver que cada Tn(x) es realmente un polinomio de grado n; para ver ésto, vamos a deducir una
relación de recurrencia como (3.2.1), y entonces bastará probar que las dos primeras funciones, T0

y T1, son polinomios de grado 0 y 1 respectivamente, pues el resto de funciones se deducen de la
relación de recurrencia, y por la forma que tiene, cada Tn será un polinomio de grado n.

Si ya supiéramos que {Tn(x)} es una SPON �y de hecho, puede hallarse una fórmula explícita
para los Tn(x) sin usar esto que vamos a hacer�, la relación de recurrencia podríamos obtenerla
siguiendo los pasos del teorema 3.2.1; sin embargo, podemos aprovechar las propiedades de las fun-
ciones trigonométricas para deducirla de una forma más directa. Recordamos la siguiente identidad
trigonométrica,

2 cosmθ cosnθ = cos (m+ n)θ + cos (m− n)θ. (3.2.6)

Si en (3.2.6) tomamos m = 1, tenemos

2 cos θ cosnθ = cos (n+ 1)θ + cos (n− 1)θ,

y haciendo el cambio x = cos θ como antes, obtenemos

2xTn(x) = Tn+1(x) + Tn−1(x),

que puesto como en (3.2.1), queda

xTn(x) =
1

2
Tn+1(x) +

1

2
Tn−1(x).

Además, es evidente que T0(x) = 1√
π
y T1(x) =

√
2
πx, luego T0 y T1 son polinomios de grado 0 y

1 respectivamente; y xT0(x) = 1√
2
T1(x). En resumen, las sucesiones {an} y {bn} de la relación de

recurrencia son

a0 =
1√
2
, an =

1

2
(n ≥ 1), (3.2.7)

bn = 0 (n ≥ 0). (3.2.8)
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3.3. Teorema de Favard

Teorema 3.3.1. (J. Favard, J. Shohat, I. Natanson, 1935) Sean {an}∞n=0 y {bn}∞n=0 sucesiones
arbitrarias de números reales tales que an > 0 para todo n ∈ N, entonces; dada la relación de
recurrencia

xpn(x) = anpn+1 + bnpn(x) + an−1pn−1(x), n ≥ 1, (3.3.1)

xp0(x) = a0p1(x) + b0p0(x), (3.3.2)

existe un único funcional lineal Λ positivo sobre los polinomios tal que si p0(x) = 1, entonces

Λ(p2
n) = 1, Λ(pnpm) = 0, si m 6= n, (m,n ∈ N)

Demostración. Vamos a de�nir el funcional Λ imponiendo que sea lineal, que Λ(p0) = 1 y que
Λ(pn) = 0 para todo n ≥ 1;

Λ(1) = 1, Λ(pn) = 0, (n ∈ N) .

De la relación (3.3.2) obtenemos

p1(x) = a−1
0 (xp0(x)− b0),

imponiendo la condición Λ(p1) = 0, se obtiene que

0 = Λ(p1) = Λ(a−1
0 (xp0(x)− b0)) = a−1

0 Λ(xp0(x)− b0) = a−1
0 (µ1 − b0),

como a0 > 0, tenemos µ1 = b0. De la relación (3.3.1), despejando pn+1(x),

pn+1(x) =
1

an
(xpn(x)− bnpn(x)− an−1pn−1(x)) (n ≥ 1);

el siguiente momento, µ2 lo hallamos imponiendo 0 = Λ(p2), que calculando p2(x) mediante la
relación de recurrencia es equivalente a

0 = a−1
1 ((µ2 − µ1b0 − b1µ1 + b0b1)a−1

0 − a0),

ecuación de la que podemos despejar µ2 . De esta forma se obtienen todos los coe�cientes µn, ya
que de cada condición Λ(pn) = 0 podemos despejar un µn por ser an > 0 para todo n ∈ N.

De la relación de recurrencia obtenemos que

Λ(xpn) = 0 si n ≥ 2;

usando ésto y multiplicando la relación de recurrencia por x, tenemos que

Λ(x2pn) = 0 si n ≥ 3;

de lo que se deduce fácilmente que

Λ(xkpn) = 0, 0 ≤ k < n. (3.3.3)

Además, usando (3.3.3) obtenemos

Λ(xnpn) =Λ(anx
n−1pn+1 + bnx

n−1pn + an−1x
n−1pn−1) = an−1Λ(xn−1pn−1)

= an−1an−2Λ(xn−2pn−2) = an−1an−2Λ(xn−2pn−2)

= an−1an−2 · · · a0 > 0 (n ≥ 1). (3.3.4)
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Ahora, por la proposición 3.1.4, las condiciones (3.3.3) y (3.3.4) son equivalentes a que {pn} sea una
SPO. Veamos que además es una SPON; si tomamos un polinomio pn de la sucesión, tenemos que
pn(x) =

∑n
k=1 ckx

k, luego

Λ(p2
n) = Λ(pn

n∑
k=1

ckx
k) =

n∑
k=1

ckΛ(xkpn),

como {pn} es una SPO, se tiene que Λ(xkpn) = 0 si k < n, luego

Λ(p2
n) = cnΛ(xkpn),

por (3.3.4), se tiene que
Λ(p2

n) = cnan−1 · · · a0.

De la relación de recurrencia deducimos que p1(x) = a−1
0 (x− b0), luego el coe�ciente director de p1

es c1 = a−1
0 . En general, la relación de recurrencia nos permite expresar un polinomio que veri�que

la relación de recurrencia a 3 términos en función de los dos polinomios anteriores de la sucesión:

pn+1(x) = a−1
n ((x− bn)pn(x) + an−1pn−1(x)) ,

fórmula de la que se deduce �por inducción� de manera sencilla que el coe�ciente director cn de
un polinomio pn cualquiera de la sucesión {pn} veri�ca

cn = (an−1 · · · a0)−1 para todo n ≥ 1;

con lo que �nalmente obtenemos que

Λ(p2
n) = 1 para todo n ≥ 0.

Por los teoremas 3.3 y 3.4 de [3]; por ser los an positivos para todo n ∈ N se tiene que Λ es de�nido
positivo. �

Está claro que si el funcional fuera de la forma

Λ(xn) =

∫
R
xndµ(x),

el teorema de Favard establecería una relación biunívoca entre pares de sucesiones reales ({an}, {bn})
(an > 0) y medidas positivas. Este funcional está de�nido sólo para los polinomios, pero si aplicamos
un colorario (Corolario III.3 [1]) del teorema de Hahn-Banach, podemos extender el funcional a las
funciones continuas. Aquí nos va a interesar extender el funcional a las funciones continuas sobre un
compacto K ⊆ R; luego, por el teorema de Riesz-Markov (ver teorema 1.1.3), existe una medida de
Borel regular tal que

Λf =

∫
K

fdµ ∀f ∈ C(K).

Podemos reenunciar el teorema de Favard de la siguiente forma:

Teorema 3.3.2. Sean {an}∞n=0 y {bn}∞n=0 sucesiones arbitrarias de números reales tales que an > 0
para todo n ∈ N, entonces; dada la relación de recurrencia

xpn(x) = anpn+1 + bnpn(x) + an−1pn−1(x), n ≥ 1, (3.3.5)

xp0(x) = a0p1(x) + b0p0(x); (3.3.6)

si p0(x) = 1 entonces existe una única medida de Borel regular de soporte compacto µ de manera
que {pn} es una SPON en el espacio L2

µ(R).
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Observación 3.3.3. La condición p0(x) = 1 que se ha impuesto en el teorema implica que que
1 =

∫
R |p0(x)|2dµ(x) = µ(R), luego la medida µ es de probabilidad. Si no imponemos p0(x) = 1,

ésto afecta a la medida en una constante de proporcionalidad. Una situación en la que p0(x) 6= 1 es
precisamente el caso de los polinomios de Chebychev de primera especie que hemos mostrado antes.

Observación 3.3.4. Con este teorema hemos establecido una relación biunívoca entre sucesiones
de polinomios ortonormales y la medida del espacio L2

µ(R) en el que las sucesiones de polinomios
son efectivamente ortonormales; por ello, a la medida µ la llamamos medida de ortogonalidad.
En adelante, trataremos de buscar información sobre la medida de ortogonalidad a través de los
coe�cientes de la relación de recurrencia.

4. Operadores de multiplicación y matrices de Jacobi

4.1. Introducción

En la primera sección hemos introducido el marco abstracto de la teoría de operadores acotados
en espacios de Hilbert, llegando a enunciar el teorema espectral, que a�rma que desde el punto de
vista de la equivalencia unitaria, todos los operadores autoadjuntos son operadores de multiplicación
en espacios

⊕N
n=1 L

2
µn(R), y lo que diferencia a cada operador es el espacio

⊕N
n=1 L

2
µn(R) que nos

da el teorema espectral, o equivalentemente, las medida µn subyacentes. En esta sección vamos a
estudiar operadores de multiplicación simples; es decir, operadores de la forma

T : L2
µ(R) → L2

µ(R)
f(x) 7→ xf(x).

(4.1.1)

Igual que en capítulo anterior, supondremos que la medida µ tiene soporte compacto, lo cual tiene
como primera consecuencia la siguiente proposición.

Proposición 4.1.1. Si µ es una medida con soporte compacto, el operador de multiplicación (4.1.1)
es acotado.

Demostración. Si µ tiene soporte compacto, entonces la función g(x) = x2 alcanza un máximo en
sop(µ) y por tanto se tiene que

‖Tf‖2 =

∫
sopµ

x2|f(x)|2dµ(x) ≤ máx
x∈sopµ

{x2}
∫
sopµ

|f(x)|2dµ(x) = C‖f‖2.

�

Como el operador (4.1.1) ya es de la forma canónica que dice el teorema espectral, la medida µ es
la medida espectral del operador. En este caso, por la proposición 2.5.11, tenemos que σ(T ) = sop(µ).

4.2. Matrices de Jacobi

Dada una SPON {pn}∞n=0, hemos visto que existen unas sucesiones de números reales {an} y
{bn}, con an > 0 para todo n, tales que se veri�ca la relación de recurrencia

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + an−1pn−1(x), n ≥ 1, (4.2.1)

xp0(x) = a0p1(x) + b0p0(x). (4.2.2)
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Este relación de recurrencia sugiere la siguiente representación matricial para el operador de
multiplicación (4.1.1) de�nido sobre los polinomios:

J =


b0 a0

a0 b1 a1

a1 b2 a2

. . .
. . .

. . .

 . (4.2.3)

Una matriz de esta forma �imponiendo solamente que los an sean positivos� se dice que es
una matriz de Jacobi; y de�ne un operador J : l2(Z≥0)→ l2(Z≥0) que está de�nido, en principio,
para vectores de l2 con un número �nito de términos no nulos. Más adelante veremos que cuando
las sucesiones {an} y {bn} están acotadas, entonces J está bien de�nido y además es un operador
acotado. Como la SPON {pn} es una base ortonormal de L2

µ(R), existe un operador unitario

L : l2(Z≥0) → L2
µ(R)

{cn}∞n=0 7→
∑∞
n=0 cnpn.

(4.2.4)

que nos va a permitir de�nir en L2
µ(R) un operador �el operador LJL−1, que será el operador de

Jacobi asociado a la relación de recurrencia de la SPON� unitariamente equivalente al operador
de multiplicación simple (4.1.1) . Como de momento el operador matricial (4.2.3) está de�nido
solamente para sucesiones con un número �nito de elementos no nulos, el operador LJL−1 está
de�nido solamente para las clases de funciones polinómicas de L2

µ(R).

Veamos por qué cada operador de multiplicación simple sobre L2
µ(R) se relaciona con un operador

de Jacobi (4.2.3). Vamos a trabajar formalmente, el lema 4.2.2 justi�cará que lo que ahora vamos
a hacer es correcto. Supongamos que existe c = (c1, . . . , cn, . . .) ∈ l2(Z≥0) tal que TLc y LJc están
de�nidos �veremos que efectivamente existe un tal vector. Entonces

TLc = T (

∞∑
n=0

cnpn) = x

∞∑
n=0

cnpn =

∞∑
n=0

cnxpn

= c0(a0p1 + b0p0) +

∞∑
n=1

cn(anpn+1 + bnpn + an−1pn−1).

Por otra parte,

LJc = L


c0b0 + a0c1

a0c0 + b1c1 + a1c2
a1c1 + b2c2 + a2c3

...

 = p0(c0b0 + a0c1) +

∞∑
n=1

(an−1cn−1 + bncn + ancn+1)pn

= c0(p0b0) + c1(a0p0 + b1p1 + a1p2) + · · ·

= c0(b0p0 + a0p1) +

∞∑
n=1

cn(an−1pn−1 + bnpn + anpn+1),

luego TL = LJ cuando ambos operadores estén bien de�nidos, o lo que es lo mismo, T = LJL−1.

En resumen, dada una matriz como (4.2.3), tenemos asociado a ella un operador de multiplicación
(4.1.1) en L2

µ(R); pero lo que realmente caracteriza a ese operador de multiplicación es la medida µ,
que es la medida espectral del operador de Jacobi y que coincide con la medida de ortogonalidad de
la SPON {pn}. La cuestión ahora es la siguiente, dada una matriz de Jacobi, ¾qué podemos decir de
la medida espectral del operador de multiplicación asociado? Aquí vamos a preocuparnos de estudiar
cuál es el soporte de la medida y daremos algunas respuestas para el problema de localizar los puntos
de acumulación del soporte.
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Lo importante de todo ésto es que tenemos un nexo entre la medida de ortogonalidad de una
SPON, que es la medida espectral del operador de multiplicación (4.1.1), y la relación de recurrencia
de la SPON, gracias a la matriz de Jacobi, que es un operador unitariamente equivalente a un
operador de multiplicación simple.

Observación 4.2.1. Hemos visto que las matrices de Jacobi están en biyección �más aún, cada
pareja de operadores que está en biyección forma un par de operadores unitariamente equivalen-
tes � con los operador de multiplicación simples, pero ya antes hemos visto que los operadores
de multiplicación simples están en biyección �también forman pares de operadores unitariamente
equivalentes � con los operadores acotados autoadjuntos con un vector cíclico; luego las matrices de
Jacobi pueden servir para dar una forma canónica matricial de operadores acotados autoadjuntos.

La primera tarea es averiguar qué propiedades de un operador de Jacobi (continuidad, compaci-
dad, ser autoadjunto) podemos deducir a partir de las sucesiones {an} y {bn}.

Lema 4.2.2. Un operador de Jacobi J es acotado si y sólo si las sucesiones {an} y {bn} están
acotadas. En particular, si {an} y {bn} son sucesiones acotadas, el operador J está bien de�nido
sobre todo l2(Z≥0).

Demostración. Sea v ∈ l2(Z≥0) tal que ‖v‖ = 1, entonces

‖Jv‖2 = |v0|2|b0|2 + a2
0|v1|2 +

∞∑
k=1

|ak−1vk−1 + bkvk + ak+1vk+1|2

Si llamamos A = supk |ak| y B = supk |bk|, desarrollando cada sumando obtenemos

|ak−1vk−1|2 + |bkvk|2 + |ak+1vk+1|2 + 2|ak−1bkvk−1vk|+ 2|ak−1ak+1vk−1vk+1|+ 2|bkak+1vkvk+1|
≤ A2|vk−1|2 +B2|vk|2 +A2|vk+1|2 + 2AB|vk−1vk|+ 2A2|vk−1vk+1|+ 2AB|vkvk+1|.

Por tanto,

‖Jv‖2 ≤ 2A2 +B2 + 2AB
∑
|vk−1vk|+ 2A2

∑
|vk−1vk+1|+ 2AB

∑
|vkvk+1|

≤ 2A2 +B2 + 2AB
∑
|vk−1|2

∑
|vk|2 + 2A2

∑
|vk−1|2

∑
|vk+1|2

+ 2AB
∑
|vk|2

∑
|vk+1|2

≤ 2A2 +B2 + 2AB + 2AB;

luego J está acotado.

Recíprocamente, si J está acotado, entonces, dados los vectores cacónicos {en}, se tiene que

|(Jek, el)| ≤ ‖J‖‖ek‖‖el‖ = ‖J‖.

Si tomamos k = l, tenemos que |bk| = |(Jek, ek)|, luego la sucesión {bk} está acotada. La acotación
de {ak} se obtiene tomando l = k + 1. �

Una vez caracterizados los operadores de Jacobi acotados en función de los coe�cientes an y bn.
Notemos que un operador de Jacobi es autoadjunto, como cabe esperar debido a la simetría de las
matrices de Jacobi; ésto es sencillo de probar. Sean φ, ψ ∈ l2 y J un operador de Jacobi. Dado el
operador de multiplicación 4.1.1, que es autoadjunto; y el operador 4.2.4, que es unitario, se tiene
que J = LTL−1, por tanto

(Jφ, ψ) = (LTL−1φ, ψ) = (TL−1φ,L−1ψ) = (L−1φ, TL−1ψ)

= (φ,LTL−1ψ) = (φ, Jψ) ∀φ, ψ ∈ H.
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Compacidad

Estudiemos ahora la compacidad de un operador de Jacobi. Para ello, hay que ver primero qué
sucede con los operadores diagonales; ya que los operadores de Jacobi pueden expresarse como suma
de operadores diagonales compuestos con operadores de desplazamiento.

Si tenemos un operador diagonal compacto

A =


λ0

λ1

λ2

. . .

 , (4.2.5)

transformará sucesiones débilmente convergente en sucesiones convergentes en norma. Así, si
tomamos la sucesión {en}∞n=0 ⊆ l2(Z≥0) formada por los vectores de la base canónica, tendremos
que ‖Aen‖ = |λn|; y como {en} es un sistema ortonormal, es una sucesión débilmente convergente a

0, luego {Aen}∞n=0 es una sucesión que converge a 0 en norma; lo que se traduce en que λn
n→ 0. Por

tanto, que los elementos de la diagonal tiendan a 0 es una condición necesaria para que un operador
diagonal sea compacto, pero ¾es una condición su�ciente? Sí, también lo es.

Lema 4.2.3. El operador diagonal (4.2.5)es compacto si y sólo si λn
n→ 0.

Demostración. Que la condición dada es necesaria, ya lo hemos visto, veamos la su�ciencia. Su-
pongamos que la sucesión {λn} tiende a 0. Vamos a aproximar el operador A por una sucesión de
matrices {An} tales que:

An =



λ0

. . .

λn
0

. . .

 , (4.2.6)

de forma que cada operador An es un operador compacto por ser de rango �nito. Veamos que la
sucesión {An} converge al operador A en norma de operadores.

‖Anx−Ax‖2 = ‖
n∑
k=0

(x, ek)λkek −
∞∑
k=0

(x, ek)λkek‖2 = ‖
∞∑

k=n+1

(x, ek)λkek‖2

=

∞∑
k=n+1

|(x, ek)|2λ2
k; (4.2.7)

como λn
n→ 0, dado un ε > 0 cualquiera, existe un n ∈ N su�cientemente grande tal que

∞∑
k=n+1

|(x, ek)|2λ2
k ≤ ε2

∞∑
k=n+1

|(x, ek)|2 ≤ ε2‖x‖2;

por tanto
‖An −A‖ < ε.

Con esto hemos probado que ‖An −A‖
n→ 0. Por el teorema (2.3.5), el operador A es compacto. �

Las condiciones para la compacidad de los operadores diagonales nos permiten deducir condicio-
nes para la compacidad de operadores dados por matrices banda. Si tenemos un operador banda,
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podemos descomponerlo en la suma de operadores que sólo tienen elementos no nulos en una única
diagonal. Dado un k ∈ Z denotaremos por Dk una matriz que sólo tiene elementos no nulos en la
k-ésima diagonal, siendo la diagonal indicada por el 0 la diagonal principal. Indicaremos con un k
positivo a las diagonales que están por encima de la diagonal principal y con un k negativo las que
estén por debajo.

Así, si k = 0, ya sabemos que D0 es compacto si y sólo si la diagonal tiende a 0. Si k > 0, un
operador Dk puede factorizarse como Dk = RkD0, siendo R el operador desplazamiento a la derecha

R : l2(Z≥0) → l2(Z≥0)
{an}∞n=0 7→ {an−1}∞n=0 (con a−1 = 0);

(4.2.8)

y D0 un operador diagonal formado por los elementos de la diagonal de Dk. En esta situación, si
los elementos de Dk tienden a 0, los elementos de D0 también tienden a 0. Por el lema anterior,
esto signi�ca que D0 es un operador compacto, y por el teorema 2.3.6 Dk = RkD0 también es un
operador compacto. En el caso k < 0, se prueba de forma análoga que Dk es compacto si la diagonal
tiende a 0; sólo hay que cambiar el operador desplazamiento a la derecha R : an 7→ an−1 por el
operador desplazamiento a al izquierda L : an 7→ an+1, y factorizar Dk como Dk = LkD0.

Una matriz banda A con m bandas puede descomponerse como

A = A1 + . . .+Am,

siendo cada una de las matrices Ak una matriz que sólo tiene elementos no nulos en una única
diagonal; por tanto, si los elementos de cada diagonal de la matriz A tienden a 0, cada matriz Ak
(1 ≤ k ≤ m) es compacta, como ya hemos visto; y por el teorema 2.3.6, la suma de operadores
compactos, también es compacto; por tanto, A es compacto.

Recíprocamente, supongamos ahora que A es una matriz banda con N bandas y que dicha matriz
representa un operador compacto. Como A es una matriz banda, cada columna tiene como máximo
N elementos no nulos; la matriz A tiene la siguiente forma:

A =



a1,0
. . .

. . .
. . . a1,k−1

. . .
. . . a1,k

aN,k−1
. . . a1,k+1

aN,k
. . .

. . .

aN,k+1
. . .

. . .


.

Si hacemos actuar la matriz A sobre cada uno de los vectores de la base canónica {en}∞n=0 de l2,
obtenemos

Aen = (0, . . . , 0, a1,n, . . . , aN,n, 0, . . .)
t, luego ‖Aen‖ =

√
a2

1,n + · · ·+ a2
N,n.

Ahora bien, {en} es una sucesión que converge débilmente a 0, y A hemos supuesto que es compacto,

luego la sucesión {Aen} converge a 0 en norma; es decir,
√
a2

1,n + · · ·+ a2
N,n

n→ 0; por tanto, cada

diagonal {aj,n} tiende a 0 cuando n→∞.

Resumimos ésto en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.4. Un operador dado por una matriz banda A = (aij) in�nita es compacta si y sólo
si ĺımn an+j,n = 0 para cada j; es decir, si cada diagonal forma una sucesión que tiende a 0.

En particular, tenemos una caracterización de los operadores de Jacobi compactos.
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Corolario 4.2.5. El operador de Jacobi inducido por la matriz (4.2.3) es compacto si y sólo si tanto
{an} como {bn} convergen a 0.

¾Cómo podemos caracterizarde un modo sencillo el espectro discreto y esencial de un operador de
Jacobi? Como todo operador de Jacobi es unitariamente equivalente a un operador de multiplicación
simple como (4.1.1); luego las propiedades espectrales del operador de Jacobi son las mismas que
las de ese operador de multiplicación. En un operador de multiplicación simple, todo valor propio es
simple, luego no existen valores propios de multiplicidad in�nita. Por la proposicion 2.5.15, si λ es un
punto aislado del espectro del operador, será un valor propio, y como tendrá un subespacio invariante
asociado de dimensión �nita, del teorema 2.6.13 se deduce que λ está en el espectro discreto. Así, no
puede haber puntos aislados en el espectro esencial, pues la única posibilidad es que fueran valores
propios de dimensión in�ntia, pero en operadores simples esta posibiliad queda descartada, luego el
espectro esencial está formado por los puntos de acumulación del espectro. En resumen;

Proposición 4.2.6. Sea A una matriz de Jacobi acotada, entonces, dado λ ∈ σ(A), se tiene que

λ ∈ σd(A)⇔ λ es un punto aislado de σ(A);

λ ∈ σess(A)⇔ λ es un punto de acumulación de σ(A).

4.3. Soporte de la medida de ortogonalidad

Una técnica muy útil para el estudio del espectro de operadores es la teoría de las perturbaciones,
que da una serie de resultados que permiten, a partir de casos particulares bien conocidos, obtener
información de otros casos más complicados a través de pequeñas modi�caciones del caso particular.
Un resultado básico de esta teoría es el teorema de Weyl para perturbaciones compactas que hemos
enunciado en la primera sección. Vamos a utilizar este teorema junto con lo que hemos visto en esta
sección para obtener información sobre el espectro de operadores de Jacobi.

Supongamos que tenemos dos operadores de Jacobi acotados A y A′ con sucesiones ({an}, {bn})
y ({a′n}, {b′n}) respectivamente. ¾Qué podemos decir del espectro de estos operadores? Si se veri�ca
que

an − a′n
n→ 0, bn − b′n

n→ 0;

entonces, por lo que hemos visto, está claro que A−A′ es un operador compacto, luego

σess(A) = σess(A
′).

Así, si hubiéramos conocido el espectro esencial de alguno de estos operadores, automáticamente
habríamos conocido el espectro esencial del otro operador. Vamos a emplear esta idea para abordar
el siguiente problema:

Problema 4.3.1. Dada la matriz de Jacobi

A =


b0 a0

a0 b1 a1

a1 b2 a2

. . .
. . .

. . .

 ,

si bn
n→ b y an

n→ a ≥ 0, ¾qué podemos decir del espectro esencial de A?

Caso b = a = 0. En este caso, el operador es compacto y entonces sabemos que σess(A) = {0}.
En términos de la medida de ortogonalidad de la SPON asociada a la relación de recurrencia
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con sucesiones {an} y {bn}; lo que tenemos es que si an
n→ 0 y bn

n→ 0, entonces el 0 es el
único punto de acumulación del soporte de la medida de ortogonalidad; luego la medida de
ortogonalidad está compuesta por puntos aislados �menos quizás el 0� que se acumulan en
el 0; así la medida es una combinación lineal de deltas de Dirac con soportes que se acumulan
en el 0.

Caso b 6= 0 y a = 0. Si tomamos el operador diagonal

A′ =


b0

b1
b2

. . .

 ,

entonces, por el corolario 4.2.5, el operador A−A′ es compacto; y por el teorema de perturba-
ciones compactas de Weyl, obtenemos que σess(A) = σess(A

′) = {b}. De la misma forma que
antes, podemos decir que en este caso, el único punto de acumulación del soporte de la medida
de ortogonalidad asociada a la matriz, es el punto b, y también igual que antes, la medida es
una combinación lineal de deltas de Dirac con soportes que se acumulan en b.

Caso en que a = 0 pero {bn} no converge. En esta situación, se tiene también que σess(A) =
σess(A

′). Como A′ es diagonal, está claro que el espectro de A′ está formado por los elementos
de las sucesión {bn} �que son valores propios� junto con los puntos de acumulación de
{bn}, ya que el espectro de un operador es cerrado. En consecuencia, el conjunto de puntos
de acumulación de σ(A′) �es decir, el espectro esencial� está formado por los puntos de
acumulación de la sucesión {bn}, que en el caso en que sea convergente, es un único punto.
Ahora, el soporte de la medida de ortogonalidad puede tener varios �quizás in�nitos� puntos
de acumulación. En el caso en que hubiera un número �nito de puntos de acumulación en la
sucesión {bn}, el soporte de la medida de ortogonalidad tendría un número �nito de puntos
de acumulación; en esta situación, el soporte consiste en puntos aislados que se aproximan a
los puntos de acumulación de {bn}; luego la medida de ortogonalidad sería una combinación
lineal de deltas de Dirac con soportes que acumulan en los límites de oscilación de la sucesión
{bn}.

Caso b ∈ R y a > 0. En el caso anterior, hemos perturbado la diagonal de la matriz A; y
precisamente por ser una perturbación diagonal, ha sido sencillo obtener el espectro esencial
de A. Ahora vamos a perturbar la matriz A de otra forma; y vamos a emplear para ello los
polinomios de Chebychev de primera especie.

Según (3.2.7) y (3.2.8), la matriz de Jacobi asociada los polinomios de Chebychev es

C =


0 1√

2
1√
2

0 1
2

1
2 0 1

2
. . .

. . .
. . .

 , (4.3.1)

y la medida de ortogonalidad asociada es

dµ = (1− x2)−
1
2 dx,

cuyo soporte es el intervalo [−1, 1], luego todo el soporte está formado por puntos de acumu-
lación y en consecuencia σess(C) = [−1, 1].

Si tuviéramos que a = 1
2 y b = 0, entonces A − C sería un operador compacto, luego

σess(A) = σess(C) = [−1, 1]. Evidentemente, este es un caso muy concreto, pero podemos
hacer modi�caciones en la medida de ortogonalidad de los polinomios de Chebychev para ob-
tener matrices de Jacobi con sucesiones {an} y {bn} constantes; de forma que tendremos una
familia de matrices cuya medida de ortogonalidad conoceremos y por tanto, el soporte de dicha
medida.
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Proposición 4.3.2. Si T es el operador dado por la matriz

T =


b

√
2a√

2a b a
a b a

. . .
. . .

. . .

 , (4.3.2)

entonces
σess(T ) = [b− 2a, b+ 2a].

Demostración. Consideremos la SPON {pn} respecto de la medida de ortogonalidad

dµ(x) =

(
1−

(
x− b

2a

)2
)− 1

2

dx.

Esta medida tiene como soporte al conjunto [b+ 2a, b− 2a], luego

(pn, pm) =

∫ b+2a

b−2a

pn(x)pm(x)

(
1−

(
x− b

2a

)2
)− 1

2

dx =

[
x = 2at+ b
dx = 2adt

]
=

∫ 1

−1

pn(2at+ b)pm(2at+ b)
(
1− t2

)− 1
2 2adt. (4.3.3)

Como {pn} es una SPON, se tiene que (pn, pm) = δnm; pero comparando (4.3.3) con (3.2.5), y
teniendo en cuenta que dada una medida µ, sólo existe una única SPON asociada a esa medida; se
tiene que

Tn(t) =
√

2apn(2at+ b)⇔ Tn

(
x− b

2a

)
=
√

2apn(x) (n ≥ 0). (4.3.4)

En la sección 3.1 hemos deducido la relación de recurrencia de los polinomios de Chebychev, que es

tTn(t) =
1

2
Tn+1(t) +

1

2
Tn−1(t) (n ≥ 1),

tT0(t) =
1√
2
T1(t).

Haciendo el cambio de variable t = x−b
2a en esta relación, obtenemos

x− b
2a

Tn

(
x− b

2a

)
=

1

2
Tn+1

(
x− b

2a

)
+

1

2
Tn−1

(
x− b

2a

)
(n ≥ 1),

x− b
2a

T0

(
x− b

2a

)
=

1√
2
T1

(
x− b

2a

)
;

y teniendo en cuenta (4.3.4), esta relación se transforma en

xpn(x) = apn+1(x) + bpn(x) + apn−1(x) (n ≥ 1),

xp0(x) =
√

2ap1(x) + bp0(x).

En consecuencia, la matriz de Jacobi asociada a los polinomios {pn} es la matriz T del enunciado.
Como σess(T ) es el conjunto de puntos de acumulación del soporte de la medida µ que hemos
tomado; y este conjunto es precisamente [b− 2a, b+ 2a], tenemos que

σess(T ) = [b− 2a, b+ 2a].
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Esta proposición nos permite responder al cuarto caso del problema planteado. Si tenemos la
matriz

A =


b0 a0

a0 b1 a1

a1 b2 a2

. . .
. . .

. . .

 ,

con an
n→ a > 0 y bn

n→ b ∈ R, y T es la matriz (4.3.2), entonces A − T es un operador compacto,
luego

σess(A) = σess(T ) = [b− 2a, b+ 2a].

Corolario 4.3.3. Si {pn} es una SPON cuyas sucesiones {an} y {bn} de la relación de recurrencia
veri�can

an
n→ a y bn

n→ b,

entonces el conjunto de puntos de acumulación del soporte de la medida de ortogonalidad es el
intervalo [b− 2a, b+ 2a].

4.4. Teorema de Krein

En esta parte �nal del trabajo, vamos a enunciar y demostrar unos resultados que demostró
Krein, que permiten caracterizar el espectro esencial de un operador de Jacobi en función de ciertas
modi�caciones del operador que resulten en un operador compacto. Un primer resultado en este
sentido es la siguiente proposición.

Proposición 4.4.1. Sea T ∈ L(H) un operador autoadjunto, entonces

σess(T ) ⊆ {0} ⇔ T es compacto.

Demostración. Por el teorema de Riesz-Schauder, σ(T ) tiene como único posible punto de acu-
mulación el 0, y el resto del espectro son valores propios aislados de multiplicidad �nita, luego
σess(T ) ⊆ {0}; queda probar el recíproco. Si σess(T ) ⊆ {0}, en el caso en que σess(T ) sea vacío,
σ(T ) no podrá tendrá puntos de acumulación, luego el espectro estará formado por un número �nito
de puntos aislados, que serán valores propios con multiplicidad necesariamente �nita, luego el rango
del operador será de dimensión �nita y por tanto T será un operador copacto. En caso de que el
operador tenga rango de dimensión in�nita; por el teorema 2.6.13, o bien el 0 no es un punto aislado
o bien es un punto aislado de multiplicidad in�nita. En el caso en que 0 sea punto de acumulación
de σ(T ) �además será el único punto de acumulación�, el resto del espectro estará formado por
valores propios aislados de multiplicidad �nita que se acumulan en el 0. En el caso en que 0 tenga
multiplicidad in�nita, igualmente el resto de puntos del espectro serán puntos aislados de dimensión
�nita; luego igualmente tendremos un conjunto de valores propios �aunque en este caso pueden ser
una cantidad �nita; y por tanto, pueden no acumularse en el 0� distintos del 0 y el valor propio 0,
que tiene dimensión in�nita, que puede ser o no ser punto de acumulación del espectro. En cualquier
caso, podemos representar σ(T ) como una familia {λn}Nn=1, con N ∈ N ∪ {∞}.

Por el teorema 2.6.8, podemos representar el operador como T =
∫
σ(T )

λdPλ, y como σ(T ) =

{λn}Nn=1, la representación del operador nos queda

T =

N∑
n=1

λnP{λn},

siendo P{λ} la proyección ortogonal de un vector de H en el subespacio invariante asociado a λ. Con
esta representación, tal y como hemos hecho en el lema 4.2.5, se prueba que T es compacto, pues lo
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estamos aproximando en norma de operadores con los proyectores {P{λn}}, que son de rango �nito
y por tanto compactos. �

Proposición 4.4.2. Sea T ∈ L(H) un operador autoadjunto, entonces

σess(T ) ⊆ {λ} ⇔ T − λ es compacto.

Demostración. Por la propiedad (e) del teorema 2.5.3, se tiene que σ(T − λ) = {µ − λ|µ ∈ σ(T )};
es decir, el efecto de restar un operador λI a un operador T , consiste en desplazar una distancia
−λ cada punto de σ(T ), además, se comprueba que se conservan las multiplicidades de los valores
propios. Se deduce por tanto que σess(T ) = {λ} si y sólo si σess(T − λ) = {0} si y sólo si T − λ es
compacto. �

Teorema 4.4.3. (Teorema de Krein) Sea T ∈ L(H) un operador autoadjunto, entonces

σess(T ) ⊆ {λ1, . . . , λn} ⇔ (T − λ1) · · · (T − λn) es un operador compacto.

Además,
σess(T ) = {λ1, . . . , λn}

si (T − λ1) · · · (T − λk) no es compacto para cada 1 ≤ k ≤ n− 1.

Demostración. Dado p(x) = (x− λ1) · · · (x− λn), supongamos que p(T ) es un operador compacto.
Sabemos que σ(p(T )) = p(σ(T )), luego si λ ∈ σess(T ), o bien λ es punto de acumulación de σ(T ) o
bien el subespacio invariante asociado a λ es de dimensión in�nita. En el caso que λ sea punto de
acumulación de T , existe una sucesión {λn} ⊆ σ(T ) tal que λn

n→ λ, además {p(λn)} ⊆ p(σ(T )).

Como p(x) es una función continua, p(λn)
n→ p(λ) ∈ σ(T ). ¾Es por tanto p(λ) un punto de acumu-

lación de {p(λn)}? Para ello hay que ver que la sucesión {p(λn)} tiene in�nitos términos distintos.
Si hubiera un número �nito de distintos valores en la sucesión, tendría que existir una subsucesión
{λnk} con in�nitos λnk distintos tales que para algún α se tuviera α = p(λnk), pero entonces p− α
sería un polinomio con in�nitos ceros, lo que es imposible ya que p−α no es idénticamente nulo. En
consecuencia p(λ) es punto de acumulación del espectro y por tanto p(λ) ∈ σess(p(T )). Por hipótesis,
p(T ) es compacto, entonces σess(p(T )) = {0} y necesariamente p(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λn) = 0; de
ésto concluimos que λ ∈ {λ1, . . . , λn}. Si λ es valor propio de dimensión in�nita, existe una sucesión
{ψn} de valores propios linealmente independientes; por el cálculo funcional continuo, sabemos que
si Tψn = λψn, entonces p(T )ψn = p(λ)ψn, luego los {ψn} son también una sucesión de vectores
propios de p(T ) linealmente independientes; y por tanto p(λ) ∈ σess(p(T )); igual que en el otro caso
se deduce que λ ∈ {λ1, . . . , λn}.

Supongamos ahora que σess(T ) ⊆ {λ1, . . . , λn}. Sea s ∈ σess(p(T )), entonces en el caso de que

s sea punto de acumulación del espectro, existe una sucesión {sn} ⊆ σ(p(T )) tal que sn
n→ s. Igual

que antes, σ(p(T )) = p(σ(T )), luego existen una sucesión {un} ⊆ σ(T ) y un u ∈ σ(T ) tales que
p(un) = sn y p(u) = s. Como {un} ⊆ σ(T ) y el espectro es compacto, la sucesión {un} tendrá
algún punto de acumulación β, que tendrá que estar por tanto en σess(T ). Este punto β veri�ca
p(β) = p(u), y como β ∈ {λ1, . . . , λn}, tenemos s = p(u) = p(β) = 0, por tanto σess(p(T )) = {0} y
p(T ) es compacto. Si s es valor propio de p(T ) de dimensión in�nita, existe una sucesión {ψn} de
vectores propios de p(T ) linealmente independientes; además, habrá una cantidad �nita de valores
{α1, . . . , αl} ∈ σ(T ) tales que s = p(α1) = . . . = p(αl) ¾Puede ser que el subespacio invariante
asociado a alguno de esos αj sea de dimenión �nita? Por la representación del operador T que da el
teorema 2.6.8, se tiene que

T =

l∑
j=1

αjP{αj} +

∫
σ(T )\{α1,...,αl}

αdPα
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y que

p(T ) = s

l∑
j=1

P{αj} +

∫
σ(T )\{α1,...,αl}

p(µ)dPα.

Como s es un valor propio de dimensión in�nita, el rango del operador
∑l
j=1 Pαj �que es suma de las

proyecciones espectrales� es de dimensión in�nita, y como es una suma �nita de operadores, alguna
de las proyecciones Pαj será in�nito dimensional, luego algún αj será valor propio con subespacio
invariante asociado de dimensión in�nita, y por tanto, algún αj estará en el espectro esencial; de
forma que para algún 1 ≤ k ≤ n, se tendrá que αj = λk y por tanto s = p(αj) = p(λk) = 0, en
consecuencia σess(p(T )) ⊆ 0 y p(T ) = (T − λ1) · · · (T − λn) es un operador compacto. �

Mediante aproximación uniforme por polinomios, podemos probar la siguiente proposición, que
está probada en [3] para el caso particular de operadores de Jacobi.

Proposición 4.4.4. Sea T ∈ L(H) un operador autoadjunto y f ∈ C(σ(T )), entonces σess(T ) está
contenido en el conjunto de ceros de f si y sólo si f(T ) es un operador compacto.

Ejemplo 4.4.5. Vamos a estudiar un ejemplo de cómo podemos emplear el teorema 4.4.3 para
obtener condiciones necesarias y su�cientes para que el espectro esencial de una matriz de Jacobi esté
formado por dos únicos puntos; o lo que es lo mismo, para que el soporte la medida de ortogonalidad
de los polinomios ortogonales asociados a dicha matriz tenga dos únicos puntos de acumulación. Sea
A un operador de Jacobi dado por la matriz

A =


b0 a0

a0 b1 a1

a1 b2 a2

. . .
. . .

. . .

 ,

si queremos estudiar cuándo σess(A) = {λ1, λ2}, siendo λ1 y λ2 distintos, hay que estudiar la
compacidad de los operadores A − λ1, A − λ2 y (A − λ1)(A − λ2). Empecemos por estudiar la
compacidad de (A − λ1)(A − λ2). Sabemos que para que sea compacto, las distintas diagonales
deben converger a 0. Si multiplicamos dos matrices tridiagonales simétricas J y J ′ con sucesiones
({an}, {cn}) y ({an}, {c′n}), tenemos

AA′ =


c0 a0

a0 c1 a1

a1 c2 a2

a2 c3 a3

. . .
. . .

. . .




c′0 a0

a0 c′1 a1

a1 c′2 a2

a2 c′3 a3

. . .
. . .

. . .



=



c0c
′
0 + a2

0 c0a0 + a0c
′
1 a0a1 0

a0c
′
0 + c1a0 a2

0 + c1c
′
1 + a2

1 c1a1 + a1c
′
2 a1a2

a1a0 a1c
′
1 + c2a1 a2

1 + c2c
′
2 + a2

2

. . .
. . .

0 a1a2 a2c
′
2 + c3a2

. . .
. . .

0
. . .

. . .


.

Por el teorema 4.2.4, las condiciones necesarias y su�cientes para que el operador JJ ′ sea compacto
son

a) anan+1
n→ 0,

b) an(cn + c′n+1)
n→ 0,
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c) a2
n + cn+1c

′
n+1 + a2

n+1
n→ 0,

d) an(c′n + cn+1)
n→ 0.

Para el caso que nos interesa, tenemos que sustituir las cn y c′n por bn − λ1 y bn − λ2 respecti-
vamente; situación en la que las condiciones b) y d) son equivalentes. Desde el punto de vista de la
medida de ortogonalidad de una SPON podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 4.4.6. Dada una SPON {pn} con coe�cientes {an} y {bn} en la relación de recurrencia
3.2.2, el soporte de la medida de ortogonalidad asociada a los {pn} tiene dos únicos puntos de
acumulación λ1 y λ2 si y sólo si se veri�can las siguientes condiciones

a) anan+1
n→ 0,

b) an(bn − λ1 + bn+1 − λ2)
n→ 0,

c) a2
n + (bn+1 − λ1)(bn+1 − λ2) + a2

n+1
n→ 0,

Observación 4.4.7. En el enunciado del teorema de Krein hemos a�rmado que no solamente debe
veri�carse que (T − λ1)(T − λ2) sea compacto, sino que además, ni (T − λ1) ni (T − λ2) pueden ser

compactos. El operador T − λj es compacto si y sólo si an
n→ 0 y bn

n→ λj , pero si an
n→ 0, veremos

en el siguiente ejemplo que no puede veri�carse simultáneamente que (T −λ1)(T −λ2) sea compacto

y que bn
n→ λj (j ∈ {1, 2}); y por tanto, no hay que añadir ninguna condición a la ya descritas.

Ejemplo 4.4.8. El caso más sencillo que podemos imaginar en el que el soporte de la medida de
ortogonalidad tenga dos únicos puntos de acumulación se tiene cuando an

n→ 0; en ese caso, la
condición b) se veri�ca sin imponer ninguna condición adicional sobre la sucesión {bn}, aparte de
que esté acotada, lo cual se veri�ca porque estamos trabajando con operadores acotados. El único
requisito que habría que imponer sobre {bn} para que se veri�que la condición c), es

(bn − λ1)(bn − λ2)
n→ 0,

lo cual es equivalente a que la sucesión {bn} tenga dos únicos puntos de acumulación, y que estos
puntos de acumulación sean precisamente λ1 y λ2.

Ejemplo 4.4.9. Aunque el caso más evidente en el que el soporte de la medida posee dos únicos
punos de acumulación se tiene cuando an

n→ 0, no es una condición necesaria. Tomemos las sucesiones

an =

{
1 si n es par
1
n si n es impar,

bn =


λ1+λ2+

√
(λ1+λ2)−4−4λ1λ2

2 + cn si n es par
λ1+λ2−

√
(λ1+λ2)−4−4λ1λ2

2 + cn si n es impar;

siendo cn una sucesión de números reales cualquiera que converge a 0.

Trivialmente, se veri�ca la condición a) del corolario, ya que |anan+1| ≤ 1
n

n→ 0. Veamos qué
sucede con la condición b). Si n es impar, entonces

an(bn − λ1 + bn+1 − λ2) =
1

n
(
λ1 + λ2 −

√
(λ1 + λ2)− 4− 4λ1λ2

2
+ cn − λ1

+
λ1 + λ2 +

√
(λ1 + λ2)− 4− 4λ1λ2

2
+ cn+1 − λ2)

=
1

n
(cn + cn+1).
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Si n es par, entonces

an(bn − λ1 + bn+1 − λ2) =
λ1 + λ2 +

√
(λ1 + λ2)− 4− 4λ1λ2

2
+ cn − λ1

+
λ1 + λ2 −

√
(λ1 + λ2)− 4− 4λ1λ2

2
+ cn+1 − λ2

= cn + cn+1;

en conclusión
an(bn − λ1 + bn+1 − λ2)

n→ 0.

Comprobemos que la tercera condición se veri�ca. Si n es par, tenemos que

a2
n + (bn+1 − λ1)(bn+1 − λ2) + a2

n+1

= 1 +
1

(n+ 1)2

+ (
λ1 + λ2 −

√
(λ1 + λ2)− 4− 4λ1λ2

2
+ cn+1 − λ1)

(
λ1 + λ2 −

√
(λ1 + λ2)− 4− 4λ1λ2

2
+ cn+1 − λ2);

que converge a 0 si y sólo si

1 + (
λ1 + λ2 −

√
(λ1 + λ2)− 4− 4λ1λ2

2
− λ1)(

λ1 + λ2 −
√

(λ1 + λ2)− 4− 4λ1λ2

2
− λ2)

converge a 0, lo cual es trivial porque �se comprueba fácilmente� es precisamente una constante
que se anula. El caso en que n es impar se comprueba de la misma forma; luego como las sucesiones
de términos pares e impares convergen a 0, se concluye que

a2
n + (bn+1 − λ1)(bn+1 − λ2) + a2

n+1
n→ 0.

Se veri�can así las 3 condiciones del corolario; por tanto, dada una SPON con una relación de
recurrencia con los coe�cientes ({an}, {bn}) dados, veri�ca que el conjunto de puntos de acumulación
del soporte de la medida de ortogonalidad asociada es {λ1, λ2}.
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