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Introduccion

Las variedades complejas son la “version sobre C” de las variedades diferenciables, en
el sentido de que estan formadas “pegando abiertos” de C" en vez de R", de manera que
las aplicaciones de transicion son holomorfas en lugar de diferenciables. En particular,
toda variedad compleja es una variedad diferenciable de dimensién par, pero decidir si
una variedad diferenciable real dada admite o no estructura de variedad compleja es un
problema que esta ain lejos de ser resuelto, siendo la existencia de estructura compleja
sobre la 6-esfera el problema abierto més conocido.

Por otro lado, las variedades complejas generalizan a dimension superior la nocion de
superficie compleja, la cual corresponde a n = 2. La clasificacion de superficies complejas
compactas estd resuelta por Enriques y Kodaira, pero en dimensiéon n > 3 el problema
estd completamente abierto. En este contexto resulta de gran utilidad la introduccion y el
estudio de invariantes asociados a las variedades complejas, como por ejemplo los niimeros
de Hodge b, ,(M), es decir, las dimensiones de los grupos de cohomologia de Dolbeault
H g’q(M ) que surgen de la descomposicion de la diferencial exterior d como d = 9+ 9, que
juegan un papel fundamental en la clasificaciéon de Enriques-Kodaira.

En este trabajo consideramos invariantes complejos introducidos por Bott y Chern
en [6], que denotaremos por H5& (M) y a los que nos referiremos como grupos de coho-
mologia de Bott-Chern de la variedad compleja M.

Cuando una variedad compleja compacta M admite métrica Kahler, es decir, una
métrica de Riemann compatible con su estructura compleja de manera que la forma
fundamental asociada es simpléctica, entonces los grupos de cohomologia de Bott-Chern
coinciden con los grupos de cohomologia de Dolbeault. Mas generalmente, la aplicacion
natural Hpl (M) — HEY(M) es un isomorfismo para toda variedad compleja compacta
cumpliendo el 00-Lema, es decir, para toda variedad compleja compacta que cumple
ker 9Nker 9Nimd = im 09, o dicho de otro modo, toda forma compleja exacta, O-cerrada
y O-cerrada es d0-exacta. La condicién dada por el 00-Lema estd relacionada con el
concepto de “formalidad” y fue estudiada por Deligne, Griffiths, Morgan y Sullivan en [10],
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donde probaron que toda variedad Kihler compacta cumple el d9-Lema. Recientemente,
Angella y Tomassini han logrado expresar la condicién dada en el 90-Lema en términos
de la cohomologia de Bott-Chern, la cohomologia de Aeppli H}?(M) (la cual puede verse
como la versién dual de la de Bott-Chern) y la cohomologia de de Rham H¥%,(M;C)
(que es un invariante topoldgico de la variedad y por tanto no depende de la estructura
compleja considerada). En concreto, en [3] se demuestra que para toda variedad compleja
compacta M y para cada k € N se verifica la siguiente desigualdad

> (dim HBL(M) + dim HY(M)) > 2 dim Hjj(M; C); (1)

ptq=k

més aun, las desigualdades (1) son igualdades para todo k € N si y sélo si M cumple el
00-Lema.

El objetivo principal de este trabajo es la determinacion de todos los grupos de coho-
mologia de Bott-Chern en la clase especial de nilvariedades complejas compactas de di-
mension compleja 3 cuya estructura compleja es invariante. Las nilvariedades compactas
son cocientes compactos de grupos de Lie nilpotentes por subgrupos discretos maximales
y constituyen una amplia familia de variedades compactas que en muchos casos admiten
estructuras geométricas adicionales (compleja, simpléctica, contacto,...) con propiedades
interesantes y poco usuales. Es bien conocido que las nilvariedades (a excepcién de los
toros complejos) no cumplen el d9-Lema [5], por tanto no pueden admitir métrica Kéhler
y las desigualdades (1) no pueden ser todas ellas igualdades. Para la determinacién de
los grupos de cohomologia de Bott-Chern de nilvariedades compactas 6-dimensionales
con estructura compleja J invariante se usaran principalmente la clasificacion de tales
estructuras J obtenida en [1, 7] y resultados que permiten determinar la cohomologia de
Bott-Chern a nivel del algebra de Lie que subyace a la nilvariedad.

A continuacion se resumen los resultados principales contenidos en cada capitulo del
trabajo.

En el primer capitulo recordamos la nocién de variedad compleja e introducimos algu-
nos invariantes complejos asociados definidos como grupos de cohomologia. En concreto,
en primer lugar vemos las variedades complejas alternativamente como variedades casi
complejas (M, J) para las cuales la estructura casi compleja J tiene tensor de Nijenhuis
idénticamente nulo, y centramos después nuestra atencién en la definicién y propiedades
fundamentales de los grupos de cohomologia de Dolbeault, Bott-Chern y Aeppli.

En el Capitulo 2 consideramos una clase particular de variedades complejas compactas
construidas como cocientes de grupos de Lie nilpotentes G. La estructura compleja J que
consideraremos sobre tales (nil)variedades estd definida a nivel del dlgebra de Lie g de
G en el sentido que J proviene de un endomorfismo J: g — g tal que J? = —Id y su
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tensor de Nijenhuis es nulo. Diremos que una tal estructura compleja J es invariante.
Es bien conocido que el teorema de Nomizu [17] permite calcular la cohomologia de de
Rham de una nilvariedad a partir de su dlgebra de Lie subyacente, lo que constituye una
herramienta fundamental en el estudio de la topologia y la geometria de nilvariedades
compactas. En la Seccién 2.3 incluimos una demostracion detallada de la versién del
teorema de Nomizu para la cohomologia de Bott-Chern de ciertas nilvariedades dotadas
de estructura compleja invariante obtenido recientemente por Angella [2] y basado en un
resultado similar para la cohomologia de Dolbeault dado por Rollenske en [18].

El Capitulo 3 recoge la parte principal de este trabajo. En [2] se calculan los grupos
de cohomologia de Bott-Chern de la (nil)variedad de Iwasawa y de sus pequenas defor-
maciones. Todas estas estructuras complejas son estructuras complejas invariantes sobre
una nilvariedad correspondiente al algebra de Lie b5, por lo que es natural plantearse
el estudio general de la cohomologia de Bott-Chern en nilvariedades compactas comple-
jas de dimensién compleja 3 con estructura compleja invariante. Este es el objetivo del
capitulo. Salamon clasificé en [20] las nilvariedades 6-dimensionales que admiten estruc-
tura compleja invariante y probd que el algebra de Lie subyacente debe ser isomorfa a
b1, -, b1, b1g O hag. Posteriormente en [1] se da una clasificacién de estructuras complejas
invariantes de tipo abeliano en dimensién 6 y recientemente en [7] se obtiene la clasifi-
cacion general de estructuras complejas invariantes en dimension 6. Por un resultado de
Rollenske [18] resulta que para todas estas nilvariedades complejas puede utilizarse el re-
sultado de Angella descrito en el Capitulo 2 y determinar explitamente las cohomologias
de Dolbeault y Bott-Chern, y por tanto la de Aeppli. La descripcién general se realiza
siguiendo las Tablas 1 y 2 de la Seccién 2.2 que recogen la citada clasificacion de estruc-
turas complejas, subdividiendo el estudio en tres familias que cubren toda la geometria
compleja 3-dimensional. La Seccién 3.4 recoge en forma de tablas la informacién sobre las
dimensiones de los grupos de cohomologia de Bott-Chern.

En el ultimo capitulo del trabajo presentamos un par de aplicaciones como consecuen-
cia del estudio realizado en el Capitulo 3. En primer lugar, motivados por la relacién (1),
en la Seccién 4.1 introducimos el invariante complejo «(M) dado por

2n
a(M)=>"| Y (dim HRL(M) + dim HY?(M)) — 2dim Hj,(M;C)| .
k=0 Lp+g=k

Del resultado de [3] citado anteriormente se sigue que «(M) es una medida de lo que la
variedad M se aleja de cumplir el 90-Lema. Para toda nilvariedad compacta compleja M
que no sea un toro complejo se tiene que a(M) > 0 ya que el 99-Lema no se cumple.
En la Seccién 4.1 se calcula el invariante a(M) para toda nilvariedad compacta compleja
6-dimensional con estructura compleja invariante. Finalmente, la Seccion 4.2 se dedica a
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mostrar el comportamiento de los grupos de cohomologia de Bott-Chern por deformacion
de la estructura compleja.



Capitulo 1

Variedades complejas y cohomologias
asociadas

En este primer capitulo recordamos la nocién de variedad compleja e introducimos
algunos invariantes complejos asociados definidos como grupos de cohomologia. En con-
creto, centramos nuestra atencién en las cohomologias de Dolbeault, Bott-Chern y Aeppli.

1.1. Estructuras casi complejas e integrabilidad

El objetivo de esta seccion es introducir el concepto de escructura casi compleja so-
bre una variedad diferenciable y estudiar condiciones equivalentes de integrabilidad en
términos del tensor de Nijenhuis y de formas bigraduadas.

Para ello, empezamos recordando el concepto de variedad compleja.

Definicién 1.1.1. Sea M un espacio topologico Hausdorff y sequndo numerable. Se dice
que M es una variedad compleja de dimension compleja n si verifica:

(a) Para todo punto p € M, eziste un abierto U y un homeomorfismo ¢ : U — C", de
tal manera que p € U C M y o(U) es un abierto de C™.

(b) Dados dos pares (U, ) y (V,v) en las condiciones anteriores tales que U NV # (),
las aplicaciones:

Yo lipUNV)—p(UNV),
@owfl:w(UﬂV)—)gD(UﬁV),

son holomorfas.
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M
wh
'

,1 y(V)ccr
U)ccCr
Co==l-

Llamaremos carta local de p a un par (U, ¢) cumpliendo lo anterior. En tal caso,
diremos que U es un abierto coordenado de p y que ¢ es un sistema local de coordenadas
complejas del punto p.

Dada una carta local compleja (U, ¢), se pueden definir n aplicaciones del abierto U
en C de la siguiente manera:

zj=mjop:U—C, j=1...,n,
siendo 7; la proyeccién de C" sobre la componente j-ésima. Entonces ¢ = (21, ..., 2,).
Si ¢ = (21,...,2,) es un sistema local de coordenadas complejas en M, es posible
tomar @ = (Rezy,Imzy, ..., Rez,,Imz,) y obtener un sistema local de coordenadas

reales en M. Por este motivo, toda variedad compleja de dimension compleja n tiene
estructura de variedad real (en el sentido de diferenciable) de dimensién 2n.

El reciproco no es cierto en general. Es decir, existen variedades reales de dimensién
dmitiend d iedad lej 1 de la esfera S?
par admitiendo estructura de variedad compleja, como es el caso de la esfera S°, y otras
que no la admiten, como S*. Surge por tanto el problema de averiguar qué variedades
reales de dimensién 2n poseen estructuras complejas y cuales no.

Sea M una variedad diferencible (real) cualquiera.

Denotaremos por §(M) el espacio de todas las funciones reales definidas sobre M
indefinidamente derivables, es decir, F(M) ={f: M — R | f es C>}.

Por X(M) nos referiremos al algebra de Lie dada por el conjunto de los campos de
vectores diferenciables definidos sobre M junto con el corchete de Lie:

[X,Y]=XY —YX, VX,YeX(M).
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Conviene recordar que la derivabilidad de una funciéon f : M — R en un punto
p € M viene dada por la derivabilidad de f : ©(U) — R en el punto ¢(p) € R™, para
cualquier carta local (U, ¢) de p. Un campo de vectores es una seccién del fibrado tangente,
es decir, una aplicaciéon que asocia a cada punto p € M un tunico vector de su espacio
tangente T,M (recordemos que los elementos del espacio tangente son derivaciones que
actian sobre funciones de §(M)).

Denotaremos por §c(M) y Xc(M) a los complexificados de los espacios anteriores:
Sc(M)={f+1ig]| f,g: M — R son C*},
Xc(M)={X+iY | X,)Y € X(M)}.

Definicién 1.1.2. Sea M wuna variedad diferenciable de dimension 2n. Una estructura
casi compleja definida sobre M es una aplicacion J : Xc(M) — Xc(M) verificando:

JP=—Id, J=J y J(fX+gY)=fIX+gJY,
Vf,g € §c(M) y VX, Y € Xc(M). Llamaremos variedad casi compleja a una variedad

diferenciable M de dimension par dotada de una estructura casi compleja J.

La importancia de este concepto radica en que la variedad real subyacente a toda
variedad compleja M posee una estructura casi compleja natural dada por:

0 0 0 0

siendo ¢ = (21,...,2,) = (x14+1Y1, . . ., T, +1y,) un sistema local de coordenadas complejas
en M. Las condiciones de Cauchy-Riemann para funciones holomorfas en varias variables
aseguran que esta definicién local de J se puede extender a todo M.

De esta manera, si una variedad real de dimensién par no posee estructura casi com-
pleja, automaticamente podremos afirmar que entonces tampoco admite estructura de
variedad compleja. El problema queda asi reducido a ver qué variedades casi complejas
admiten estructura de variedad compleja.

El teorema de Newlander y Nirenberg, que enunciaremos en breve, da la clave.

Definicién 1.1.3. El tensor de Nijenhuis de una estructura casi compleja J se define
como el campo de tensores Ny : X(M) x X(M) — X(M) sobre M dado por

Ny(X,Y) = [X, Y]+ JJX, Y]+ JIX,JY] - [JX,JY], VXY € X(M).

Definicién 1.1.4. Una estructura casi compleja J se dice integrable si N; = 0.
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Teorema 1.1.5. [16] Sea (M, J) una variedad casi compleja. M admite estructura de
variedad compleja, siendo J su estructura cast compleja natural, si y solo si J es integrable.
En tal caso, diremos que J es una estructura compleja.

Como se indicaba al principio de la seccién, existen condiciones equivalentes de inte-
grabilidad en términos de bigraduaciones. Dedicaremos a este fin las siguientes lineas.

Consideramos una variedad compleja M de dimensién compleja n, y (z1,...,2,) =
(1 + Y1, ...,y + 1y,) un sistema local de coordenadas complejas sobre un abierto
coordenado U. Puesto que (z1,y1,...,%,,yn) €s un sistema local de coordenadas reales,
{8%1, 6%1, e 8%, %} es una base local de campos de vectores reales sobre U.

Definiendo:

0 1( 0 .0 ) 0 1( 0 e, )
- =5\la —ta | —=ala—*Tt )
0zj 2 0:1:j 6@/] aZj 2 aZL'j ay]
para 7 = 1,...,n, obtenemos una base {%, 3%1, cee %, %} de campos de vectores

complejos sobre el mismo abierto U.

Evaluando esta base en cada p € U, se consigue una base del espacio tangente complejo
T;)CM que ademas cumple:

0 0 0 0
0z |, 0z, 0z; |, 0z |,
para cada 7 = 1,...,n. Es decir, los elementos % de la base anterior son vectores
Tlp

propios de valor propio ¢ y los %‘ vectores propios de valor propio —i. Este hecho
7 p

motiva la siguiente descomposicion del espacio tangente T;,CM :

Crg _ 71,0 1,0
TEM = T°M © THOM,

donde T, M es el subespacio vectorial generado por % vy 3| Ly T M el generado
P "lp
por 8%1 . % . Es evidente que uno es el conjugado del otro.
P "lp

Definicién 1.1.6. Un campo de vectores complejo Z sobre una variedad compleja M de
dimension n se dice de tipo (1,0) si para cada entorno coordenado U de M se tiene

= 0
Zly = ija,
j=1 !
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donde las f; son funciones C* valuadas sobre C. Si también son holomorfas, el campo se
dird holomorfo.

Ademas, existe la siguiente caracterizacién: Un campo de vectores Z es de tipo (1,0)
siy sélo si JZ =iZ, siendo J la estructura casi compleja natural.

Del mismo modo, se definen y caracterizan los campos de vectores (0, 1), cambiando
cada z; por z; y tomando JZ = —iZ.

Estas ideas se extienden de manera natural a las variedades casi complejas (M, J). Para
ello, basta considerar el complexificado del espacio de los campos de vectores X¢(M), y
se tiene:

Xe(M) = X" (M) © X' (M),
donde
XM ={Z € Xc(M) | JZ =iZ},
XN M) ={Z € Xc(M) | JZ = —iZ}.

Es importante observar que X%' (M) = X:°(M).

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m. Las 1-formas w son secciones del
fibrado cotangente, esto es, aplicaciones que asocian a cada punto p € M un elemento
del espacio T;M dual de T,M, w, : T,M — R. Por tanto, tomando un sistema de
coordenadas local (z1, ..., x,) en un entorno coordenado U, es posible escribir para cada
punto p € U,

wy =Y wj(p) dajl,
=1
9

con wy(p) =, (] ) v il (],
C>, la 1-forma se dice diferenciable. Sea Q'(M) el espacio de las 1-formas diferenciables.

) = 5;?' . 5i las m funciones componentes w; son

Si (M, J) es una variedad casi compleja de dimensién m = 2n, podemos extender J
al espacio Q'(M) tomando
(J'w) (X) = w(JX),

para todo w € Q'(M), X € X(M). Entonces (J*)* = —Id, y haciendo una extensién
natural al espacio complexificado de 1-formas, QL(M) = {a +i8 | «,8 € QY(M)},
aparece una bigraduacién del mismo andloga a la que teniamos para el complexificado de
los campos de vectores diferenciables:

Qe(M) = Q" (M) & Qg (M),
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donde
QL(M) = {w € QL(M) | J'w = iw},
QMM = {w e QLM) | J'w = —iw}.
Observemos que un espacio es el conjugado del otro.
Por comodidad, denotaremos por J tanto a la J original como a J*.

En el caso de que M sea compleja, se puede ver facilmente que {dzy,...,dz,} es una
base local de Qz°(M) y {dz,...,dz,} del espacio QX' (M).

Pero podemos ir un paso mas alld, definir el concepto de k-forma y encontrar una
bigraduacién del complexificado del espacio de las k-formas diferenciables, QF(M).

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m. Una k-forma w sobre M es una
aplicacion que lleva cada punto p € M a la funcién multilineal

k
wy TMx £ xT,M — R.

i (k . .
Localmente, se puede escribir w = Y w;, i, dxi, A -+ Adz;, v se dird que w es dife-
renciable si sus funciones componentes w;, ;. lo son. Denotaremos por QF(M) el espacio
de k-formas diferenciables sobre M.

El complexificado Q& (M) de Q%(M) se define de manera natural y J se extiende a
este espacio siguiendo una definicién equivalente a la dada para las 1-formas.

Las k-formas complejas se definen de manera andloga para variedades complejas, solo
que entonces la funcién multilineal tiene su imagen en C en lugar de en R, lo que obliga a
un cambio en la expresion local de la forma. Este cambio es el que motiva la bigraduacion
del espacio. Diremos que una k-forma compleja w es de tipo (p, q) si localmente se puede
escribir como:

w = Z fi17,,,7ip7j1,,._,jqdzi1 VAN dZZ‘p A d2j1 AN déjq,

1<y <--<ip<n
1< <<jgg<n

donde las f;, . i, .i.....j, son funciones diferenciables C-valuadas sobre el abierto coordenado
correspondiente. Si también son holomorfas, entonces la k-forma se dira holomorfa.
Esto conduce a la descomposion

QM) = P r(m)

p+q=k
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y con ella, a la descomposicion de todo el espacio de las formas complejas definidas sobre

la variedad M:
Qe(M) = Pt = @ i (m).
k>0 p+q=>0
Cuando la variedad es casi compleja, es posible descomponer el espacio complexificado
de las formas, Q%(M). En tal caso, se dird que un elemento w € Q&(M) es de tipo (p, q),
con p+q =k, siysolosiw(Zy,...,~Z,,) = 0 para cualesquiera 71, ..., Z,, € Xc(M),
siempre que haya mas de p campos de tipo (1,0) o més de ¢ campos de tipo (0, 1).

Al considerar la derivada exterior d de una k-forma, su grado aumenta en una unidad.
Si estamos en una variedad casi-compleja, al considerar la inclusion QF(M) — Q&(M)
podemos plantearnos como afecta este aumento a la bigraduacién de la forma.

Proposicién 1.1.7. Si (M, J) es una variedad casi compleja de dimension 2n, entonces:
d (Qp,q) — pt2a-1 @ Qprtla oy Qpatl D Qp—Lat2
No obstante, en el caso de que J sea integrable, la diferencial se comporta de una
manera peculiar que resultard clave en todo el desarrollo posterior:

Proposicién 1.1.8. Sea (M, J) una variedad casi-compleja. Son equivalentes las siguien-
tes afirmaciones:

Y es que gracias a este resultado, tenemos que la diferencial d definida sobre variedades
complejas puede descomponerse en la forma:

d=0+0, (1.1)

donde 9 : QP71 — QPFYLA v 9. QP9 — QP9TL Es decir, O corresponde a la parte de la
diferencial que actiia aumentando la primera componente de la bigraduacién y 0 a la que
actiia aumentando la segunda. De (1.1) y del hecho d* = 0 se sigue:
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Proposicion 1.1.9. Dada M wvariedad compleja, se cumple que:

P=0=05 y 90=—00.

La descomposicion anterior permite definir varias cohomologias como vemos en las
siguientes secciones.

1.2. Cohomologia de Dolbeault

En esta seccién recordamos los grupos de cohomologia de Dolbeault de una variedad
compleja M, los cuales son invariantes complejos de M, y los grupos de cohomologia de
de Rham, invariantes topolégicos de la variedad.

Dada M una variedad diferenciable de dimension m, los grupos de cohomologia de de
Rham surgen al considerar el complejo

0 — QM) -5 Q' (M) L - L QM) - Q™ (M) — 0.

Puesto que d o d = 0, el subespacio im {d : Q*~1(M) — QP(M)} estd contenido en
ker {d : QP(M) — QP*1(M)}, lo que permite definir para cada p = 0,...,m el k-ésimo
grupo de cohomologia de Rham de la siguiente manera:

P _ ker{d: (M) — (M)}
Hig (M) = im {d: -1 (M) — Qr(M)}

Conviene notar que HY (M) es un R-espacio vectorial y por tanto, un grupo con la
suma de vectores.

La suma directa
Hig(M) = Hgg(M) ® Hgg(M) © - -- © Hip (M)

es un algebra con el producto exterior A dado por [a|A[8] = [aAB], con [a], [B] € Hig(M).

La importancia de los grupos y del dlgebra de de Rham se debe al Teorema de de Rham,
y es que debido a este resultado se deduce que si M es una variedad compacta, entonces la
dimensién de Hjz (M) es finita (y con ella, la de los grupos de cohomologia de de Rham)
y también que dos variedades homeomorfas M y N tienen algebras Hjy (M), Hiz(N)
isomorfas (lo que convierte a estos grupos en invariantes topoldgicos).
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Definicién 1.2.1. Se llama k-ésimo numero de Betti de la variedad M a la dimension
de su k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham:

bp(M) = dimHA (M), k=1,...,m.

Los nimeros de Betti permiten definir la llamada caracteristica de Euler-Poincaré x (M)
de la variedad M como:

Es mas, los nimeros de Betti de un tipo concreto de variedades diferenciables cumplen
una serie de relaciones dadas en el Teorema de Dualidad de Poincaré:

Teorema 1.2.2. Sea M wuna variedad diferenciable, compacta y orientable de dimen-
sion m. Entonces, para cada i =0,...,m, se cumple que:

Ya que en el caso de variedades complejas existe la descomposicion (1.1) de la dife-
rencial exterior, parece natural definir nuevas cohomologias usando los operadores 9 y 0.
A partir de esta idea surge la cohomologia de Dolbeault.

Sea M una variedad compleja de dimensién compleja n. Para cada p=0,1,...,n, se
tiene la secuencia:

0 — Qro(M) -5 et (M) -2 - L et () -2 QP (M) — 0.

Llamaremos cohomologia de Dolbeault a aquella cuyos grupos de cohomologia vienen
dados por:

M) = ker {0 : QPU(M) — QPaTL(M)}
Cim {0 QraL(M) — Qra(M)}
Observar que estd bien definida puesto que 9> = 0 por la Proposicién 1.1.9.

En el caso de que M sea una variedad compacta, las dimensiones de los grupos de
cohomologia de Dolbeault son finitas, lo que motiva la aparicion del siguiente concepto:

Definicién 1.2.3. Se llaman ntmeros de Hodge de una variedad compleja compacta M
a las dimensiones de los grupos de cohomologia de Dolbeault de dicha variedad,

bp.a(M) = dimH2(M).
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Una pregunta que se puede plantear en esta etapa es por qué no definir una cohomo-
logia andloga a la anterior utilizando 0 en lugar de 0. La respuesta es muy sencilla, y es
que tal cohomologia seria isomorfa a la de Dolbeault ya que bastaria conjugar para pasar
de la una a la otra.

Al igual que ocurria con los ntimeros de Betti, existen una serie de relaciones entre
los nimeros de Hodge (Teorema de Poincaré-Serre) e incluso una expresién para la carac-
teristica de Euler-Poincaré basada en estos niimeros, para el caso de M variedad compleja
compacta.

Teorema 1.2.4. Sea M una variedad compleja compacta de dimension compleja n. En-
tonces se verifican las siguientes propiedades:

(a) bi(M) = by,_i(M), parai=0,...,2n.

(b) byy(M) =by_pnyq(M), parap,q=0,...,n.

Teorema 1.2.5. Sea M una variedad compleja compacta de dimension compleja n. En-
tonces la caracteristica de Euler-Poincaré de la variedad puede calcularse a partir de los
numeros de Hodge usando la siguiente formula:

n

X(M) =) (=1)P* b, (M).

p,q=0

Ademas, para M una variedad compleja compacta, se tiene el siguiente resultado que
relaciona los nimeros de Betti y los de Hodge:

Teorema 1.2.6. Sea M wuna variedad compleja compacta de dimension n. FEntonces se
cumple la siguiente desigualdad:

bi(M) < > byg(M).

ptq=i

Para finalizar esta seccién, conviene resaltar el hecho de que cuando la variedad M
es Kéhler (es decir, simpléctica y con una métrica compatible definida positiva) las coho-
mologias de de Rham y Dolbeault “coinciden” debido al Teorema de descomposicién de
Hodge. En concreto, en términos de los nimeros de Hodge y de Betti de M, se tiene
byg(M) = by,(M) y las desigualdades del Teorema 1.2.6 son todas igualdades. En par-
ticular, by = b1 o + b1 = 2b1 es par, y mas generalmente, todos los by con k impar lo
son.
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1.3. Cohomologias de Aeppli y de Bott-Chern

Esta seccion esta dedicada a los grupos de cohomologia de Bott-Chern y de Aeppli
de una variedad compleja, asi como a las propiedades y relaciones principales existentes
entre ellos.

Sea M una variedad compleja de dimensién compleja n.
Definimos la cohomologia de Bott-Chern de M como aquella dada por

ker {d: QPI(M) —s QPHa+L(M)}

HEE (M) = .
seM) = {90 v e (a1) — ara(a))

y la cohomologia de Aeppli por

P — ker {90: QP(M) — QPFLaTL(M)}
A M) = im {0: W-19(M) — Qr4(M)} +im {9: Qpa—1 (M) — Qra(M)}’

para cualquier par (p, q).
Ambos grupos de cohomologia son C-espacios vectoriales.

Como muestra la siguiente proposicién, existen unas ciertas relaciones entre estos
grupos de cohomologia que pueden facilitar el calculo de las mismas.

Proposiciéon 1.3.1. Sea M una variedad compleja compacta de dimension compleja n.
Para cada p,q € N se verifica:

HEa(M) = Hyg (M), HEE(M) = Hy™ """ (M),

Luego se puede concluir que la cohomologia de Aeppli es isomorfa a la cohomologia de
Bott-Chern. Por tanto, basta centrar nuestra atencién en esta tltima, como sugiere hacer
el nombre de este trabajo.

Si M es una variedad compleja compacta, resulta que HEA(M) es un espacio de di-
mension finita [21], y esto permite definir los nimeros de Bott-Chern:

RGL(M) = dim HBS(M).

Un aspecto importante en el estudio de los invariantes anteriores es su comportamiento
por deformacién compleja. Como sefiala Rollenske en [19], una deformacion de una varie-
dad compleja (M, J) puede verse como una familia de estructuras complejas (J;);ep sobre
M parametrizadas a través de un espacio complejo analitico B de manera que J = Jy en
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un cierto punto 0 € B. Observar que la variedad M de partida no cambia. Sélo vamos
variando su estructura compleja de una manera “suave”.

Resulta que para todo p,¢ € N, tanto los nimeros de Hodge b, ,(M, J;) como los
niumeros de Bott-Chern k% (M, J;) son funciones semi-continuas superiores en ¢. Es de-
cir, cuando nos centramos en un elemento .J;, y consideramos un subconjunto de B que
contenga a ty lo suficientemente pequeno, al recorrer las diferentes estructuras complejas
Ji dentro de este subconjunto, las dimensiones de los grupos de cohomologia de Dolbeault
y Bott-Chern nunca pueden aumentar:

bP»q(M7 Jt) S blhq(M? Jto)’ (1'2)

hg%(M, Jt) S hl]i%’g](Ma Jt0)7 (13)

para cualquier ¢ suficientemente préximo a tq. La relacién (1.2) fue obtenida por Kodaira,
mientras que (1.3) puede encontrarse en [21].

Para finalizar este capitulo debemos senalar que al igual que la cohomologia de Bott-
Chern esta relacionada con la cohomologia de Aeppli, existen relaciones entre la coho-
mologia de Bott-Chern y las que aparecen en la Seccién 1.2. De hecho, dados k£ € N y
p,q € N se definen de manera natural las siguientes aplicaciones:

HEE(M) — HE(M),
P Hi(M) — Hjp(M;C).
r+s=k

En general no son inyectivas ni suprayectivas, aunque si M es una variedad compacta
verificando el 90-Lema (ver Capitulo 4) entonces ambas son isomorfismos. En particular,
esto se cumple para toda variedad Kahler.



Capitulo 2

Nilvariedades complejas

En este capitulo consideramos una clase especial de variedades complejas compactas
construidas a partir de grupos de Lie nilpotentes. Tales variedades, conocidas como nilva-
riedades, han sido estudiadas por muchos autores y desde diferentes puntos de vista, ya
que han permitido construir numerosos ejemplos interesantes de variedades con estructura
geométrica adicional cumpliendo propiedades poco usuales. El teorema de Nomizu, que
permite calcular la cohomologia de de Rham de una nilvariedad a partir de su algebra de
Lie subyacente, es una de las principales herramientas en tales construcciones. En la Sec-
cién 2.3 de este tema incluimos una demostracion detallada de la versién del teorema de
Nomizu para la cohomologia de Bott-Chern de ciertas nilvariedades dotadas de estructura
compleja invariante obtenido recientemente por Angella en [2].

2.1. Estructuras complejas invariantes sobre
nilvariedades

En esta primera seccién se presenta el concepto de nilvariedad, asi como ciertos resul-
tados relativos a estructuras complejas invariantes, prestando especial atencién al caso de
dimensién real 6.

Antes de entrar con estructuras complejas, vamos a recordar el concepto de grupo de
Lie y a ver la definiciéon de nilvariedad, asi como algunas de sus propiedades basicas.

Un grupo de Lie de dimension m es una variedad diferenciable de dimensiéon m que
posee estructura de grupo algebraico de tal manera que la aplicacién producto,

G x G — G, dada por (g,h) — g - h,
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y la aplicacion inversa,
G — G, dada por g — ¢!,

son diferenciables.

El algebra de Lie g asociada de manera natural a un grupo de Lie G es el conjunto de
campos de vectores diferenciables sobre G que son invariantes a izquierda:

g ={X € X(G) | (Ly)(X) = X, Vg € G}.

Es bien conocido que existe un isomorfismo candénico entre el algebra de Lie g de
cualquier grupo de Lie GG y el espacio tangente en el elemento neutro e de G: g = T.G.
Este hecho permite asegurar que g es un espacio de dimensién finita, a diferencia de X(G),
que no tiene porqué serlo.

Ademss, se puede probar que g* = QY(T.G) e identificar el espacio de las 1-formas
invariantes a izquierda con el espacio dual g*. Esta dualidad unida a la férmula:

do(X,Y) = Xa(Y) - Ya(X) — a([X,Y]),

donde a € QYG), X,V € X(G), permite describir g indistintamente en términos del
corchete de Lie o en términos de la diferencial exterior de formas. En efecto, cuando
a gy XY € g, se tiene que a(X) y a(Y) son funciones constantes, luego Xa(Y') =
0 =Ya(X), y la formula queda reducida a:

do(X,Y) = —a([X,Y]), Vaeg’ VXY €g. (2.1)
Dada una base {w!,...,w™} de g*, es posible escribir para cada k =1,...,m:
dwt = Z cfjwi Aw. (2.2)
1<i<j<m

Estas son las llamadas ecuaciones de estructura o formulas de Maurer-Cartan del grupo
de Lie G, y ci-“j son las constantes de estructura de G respecto de la base de g* dada.

Definicién 2.1.1. Un grupo de Lie G se dice nilpotente si su dlgebra de Lie g lo es. Es
decir, si la serie central descendente de g,

g=¢"D2g' =[g%9g] D> D¢ =g

cumple g¥ = 0 para algin k. Llamaremos paso de nilpotencia s al menor nimero natural
k que cumple lo anterior.
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Observar que si el paso de nilpotencia es 1, entonces el dlgebra de Lie g es abeliana.

Equivalentemente, podemos definir la nilpotencia de un algebra de Lie g usando la
serie central ascendente,
goCgC---CgC---, (2.3)

donde go=0, vy gy={X e€g|[X,g] Cg_1} paral>1

En particular, g; es el centro de g. En este caso, el algebra de Lie es nilpotente si existe
un [ tal que g; = g. Resulta que el minimo de tales ['s existe si y sélo si la serie central
descendente tiene paso de nilpotencia s, y ademas s = [.

Llamaremos subgrupo discreto de un grupo de Lie G a un subconjunto que es a la vez
subgrupo algebraico y subespacio discreto de GG. Por poseer la topologia discreta como
subespacio, este conjunto seré cerrado y numerable.

Definicién 2.1.2. Una nilvariedad es un cociente compacto N = I'\G, donde G es un
grupo de Lie nilpotente, conexo y simplemente conexo, y I' un subgrupo discreto de G de
rango maximo. La dimension de N es la dimension de G como variedad diferenciable.

Dado un grupo de Lie GG, podemos plantearnos cuando es posible asegurar la existencia
de un subgrupo discreto I' tal que el cociente I'\G es compacto. En el caso de grupos de
Lie nilpotentes, existe un teorema debido a Mal’cev [14] que resuelve el problema:

Teorema 2.1.3. Un grupo de Lie nilpotente, conexo y simplemente conexo tiene cocientes
compactos de la forma U'\G si y sélo si existe una base de g* tal que las constantes de
estructura de G respecto de la misma son niumeros racionales.

Segun se ha visto, el grupo de Lie G lleva asociado de manera natural un algebra de
Lie g cumpliendo muy buenas propiedades. La cuestiéon que ahora nos asalta es si éstas
se conservan al tomar nilvariedades.

Resulta que dada una base { X1, ..., X, } de campos de vectores invariantes a izquierda
sobre G, es decir, una base de g, se obtiene una base de campos global para N = I'\G sin
méas que tomar {m.(X1),...,m(X)}, siendo 7 la proyeccion natural de G sobre I'\G.

Anédlogamente, dada una base {w!,...,w™} de 1-formas invariantes a izquierda sobre
G, esto es, una base de g*, existe una base de 1-formas {@?!,...,&™} sobre N = I'\G tal
que 7 (w*) = &, para cada k =1,...,m.

De hecho, se puede probar que las ecuaciones de estructura de la variedad N con
respecto a la base anterior son las mismas que las que se tenian para G. Por tanto,
podemos denotar por w* a las 1-formas @* y considerar las ecuaciones (2.2) tanto para G
como para ['\G.
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Es mas, el Teorema de Ado [24] nos permite estudiar ciertos aspectos de las nilvarie-
dades sin necesidad de conocerlas explicitamente, usando las ecuaciones de estructura del
algebra de Lie subyacente g.

No perdamos de vista que el objetivo de esta seccion es el estudio de estructuras
complejas invariantes sobre nilvariedades. Ya que las nilvariedades son cocientes entre un
grupo de Lie G y un subgrupo discreto I', parece sensato pensar que podremos hallarlas
a partir de las G de alguna manera.

Definicién 2.1.4. Sea G un grupo de Lie de dimension 2n. Se dice que una estructura
cast compleja J definida sobre G es invariante a izquierda si JX € g para cada X € g.

Si{Xi,...,Xa,} es una base de g, se puede ver que cualquier estructura casi compleja
J invariante a izquierda sobre G tiene coeficientes constantes respecto de esa base.

Es mas, toda estructura compleja J sobre g induce una estructura compleja sobre G
invariante a izquierda.

Proposicién 2.1.5. Sea N = T'\G una nilvariedad. Toda estructura casi compleja J

mvariante a izquierda sobre G desciende a una estructura casi compleja J sobre N con
coeficientes constantes. Ademds, J es integrable si y solo si J lo es.

Llegamos asi a la conclusion de que las estructuras complejas sobre g generan estruc-
turas complejas J sobre la nilvariedad.

Definicién 2.1.6. Una estructura compleja invariante sobre una nilvariedad N = I'\G es
una estructura compleja que proviene de una estructura compleja J invariante a izquierda
sobre G. En particular, si G es un grupo de Lie complejo, diremos que N es una variedad
compleja paralelizable en el sentido de que posee una base global de campos de vectores
holomorfos.

Observar que la existencia de una estructura compleja invariante a izquierda sobre
G hace que GG posea estructura de variedad compleja, aunque no sea un grupo de Lie
complejo.

Como consecuencia de todo lo anterior, resulta que basta hallar las estructuras com-
plejas sobre g para encontrar las nilvariedades complejas I'\G con estructura compleja
invariante.

En particular, necesitamos dar condiciones sobre las estructuras casi complejas inva-
riantes a izquierda sobre G, es decir, sobre las definidas en g, que permitan averiguar si
éstas son o no complejas.



Estructuras complejas invariantes sobre nilvariedades 25

Denotemos por gc¢ la complexificacién de g y por g¢ al espacio dual del anterior, que
se identifica con (g*)c.

Dada una estructura casi compleja J invariante a izquierda sobre GG, podemos seguir
los mismos pasos que en la Seccion 1.1 y bigraduar el espacio de las formas definidas
sobre g: A" gt = @D, N\ (g"), donde A"2(g*) y A% (g*) son los subespacios de valores
propios 1 y —1 para .J, respectivamente.

Llamemos g7 = A\"?(g*).
Sea d: \" g — N gk la extensién natural de la diferencial de Chevalley-Eilenberg
(2.1) al complexificado de las formas. En general se tiene:
d(gp,q) C gp+27q71 D gp+1,q ey gp,qH D gp*17q+27
que en el caso particular de las (1, 0)-formas sobre g queda:

d(gl,O) C g2,0 D gl,l D 90,2'

J es integrable si y sélo si d(g!?) no tiene parte en g°2, lo que permite la bigraduacién
de la diferencial en tal caso. Ademas, esta condicién origina ciertos casos particulares que

dan lugar a importantes ejemplos de estructuras complejas:

o Sid(gh?) C g*°, o equivalentemente [JX,Y]| = J[X,Y] para todo X,Y € g, resulta
que g es un algebra de Lie compleja y la estructura J es compleja paralelizable.

o Sid(gh?) C g"!, o equivalentemente [JX, JY] = [X,Y] para todo X,Y € g, enton-
ces g'¥ es un dlgebra de Lie compleja Abeliana. En tal caso, J se dird estructura
compleja Abeliana.

Observar que la integrabilidad, como prueba Salamon en [20], conlleva la siguiente
simplificacion de las ecuaciones de estructura:

Teorema 2.1.7. Sea J una estructura casi compleja sobre un dlgebra de Lie nilpotente g
de dimension 2n. Se tiene que J es integrable si y sélo si existe una base {wj}g‘zl de gt
tal que

do' =0, du €eZ(W,...,w’ ) paraj=2,...,n,

donde Z(w',...,w’™1) es el ideal de \" gi generado por {w',... wi='}.

Como consecuencia, cualquier multiplo de la (n, 0)-forma w® A -+ - A w™ es cerrada.
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El primer caso no trivial que nos encontramos es el de dimension real 4. En tal situa-
cién, las ecuaciones de Salamon se reducen a las siguientes:

dw' = 0,
{ . (2.4)

dw? = ew't,

donde w* denota el producto exterior w! A wi, con w? el conjugado de w’.

A partir de (2.4) es posible averiguar qué algebras de Lie nilpotentes de dimensién
real 4 admiten estructura compleja. Veamos cémo.

3

Tomamos una base de g* de 1-formas reales {e!, 2, e3 et} con las cuales se construye
= 3 + iet. Observar que al elegir esta base

la base de g(lc’o dada por w! = el +ie?, w?
estamos diciendo que la estructura compleja J actia como J(e!') = —e? y J(e3) = —e?,
va que w' y w? son de tipo (1,0).

Ahora, aplicamos (2.4) y se deduce que:
dw' =0 = de! = de? =0,
dw? = de® + ide* = ew'l = e((e! +ie?) A (e! —ie?)) = —2ice'?,
lo que nos lleva a de® = 0 y de* = —2ce!?.
Si e = 0, entonces de* = 0 y obtenemos el dlgebra Abeliana (0, 0,0, 0).

Si por el contrario ¢ # 0, se tiene de* = —2ece'?, y haciendo un cambio de base
conseguimos de! = e'? 1o que da lugar al dlgebra de Lie (0,0, 0, 12).

Llegamos asi a la siguiente tabla, donde el simbolo “v"” significa “existencia” y el
simbolo “—” significa “no existencia”.

Tabla I: Algebras de Lie nilpotentes de dimension 4

Estructura del algebra de Lie | J compleja
(0,0,12,13) -
(0,0,0,12) v

(0,0,0,0) v

Notemos que a la vista de las ecuaciones, podemos concluir que todas las estructuras
complejas J sobre algebras de Lie nilpotentes de dimensién 4 son Abelianas.

Cuando pasamos a dimension 6 el problema no resulta tan sencillo, aunque Salamon
lo resuelve en [20]. En la siguiente tabla mostramos sus conclusiones.
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Tabla II: Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6

by | by | b3 | s | Estructura del algebra de Lie D J compleja
21212 [5]bh3=1(0,0,12,13,14 + 23,34 + 52) -
2212 |5 b3 =1(00,12,13,14,34 + 52) -
2| 3| 4|5 bhys=1(0,0,12,13,14,15) -
213 ] 4 |5]|b3=1(0,0,12,13,14 4 23,24 + 15) —
2| 3| 4|5 bhy=1(0,0,12,13,14,23 + 15) -
2| 4| 6 |4]bhys=(0,0,12,13,23,14) -
2| 4|6 |4|by=1(00,1213,23,14 — 25) -
2| 4|6 |4]|bj=1(00,12,13,23,14 + 25) v
3414 [4]hy=1(00,0,12,14 — 23,15 + 34) -
31516 |4]hys=1(00,0,12,14,15 + 23) -
315 ] 6 [4]bha=1(0,0,0,12,14,15 + 23 + 24) -
3156 |4]byw=1(0,0,012,14,15+ 24) 1+5 —~
315 |6 |4)|by=1(0,0,0,12,14,15) 1+5 —~
3156 |3]|bis=1(00,0,12,13,14 + 35) -
31516 |3]|hi,=1(00,0,12,23,14 + 35) -
3156 |3|b,=1(0,0,0,12,23,14 — 35) v
3156 |3]bhis=1(0,0, 0,12,14,24) 1+5 v
3156 |3]|bi5=1(0,0,0,12,13+ 42,14 4 23) v
3156 |3]|bu=1(0,0,0,12,14,13 +42) v
31516 |3]his=1(00,0,12,13 + 14,24) v
316 |8 |3|b11=1(0,0,0,12,13,14 4 23) v
316 |8 |3|hi2=1(0,0,0,12,13,24) v
316 |8 |3|bhio=1(0,0,0,12,13,14) v
31811212 b7—(000121323) v
4166 |3]|by=(0,0,0,0,12,15+ 34) -
41718 |3|by=1(00,0,0,12,15) 14144 -
41718 |3|by=1(0,0,0,0,12,14 + 25) 1+5 v
418 (10|2|bh5=1(0,0,0,0,13 442,14 + 23) v
418 |10|2|by=(0,0,0,0,12,14 + 23) v
418 |10 |2|bhy=1(0,0,0,0,12,34) 3+3 v
419 |12|2|bs=1(0,0,0,0,12,13) 1+5 v
519 10]2]hs=1(0,0,0,0,0,12 + 34) 1+5 v
51114 | 2| bhs=(0,0,0,0,0,12) 14143 v
6 |15/20] 1]k, =(0,0,0,0,0,0) 1441 v
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En las tres primeras columnas aparecen las dimensiones b, de los grupos de cohomo-
logfa (de de Rham) del algebra de Lie, H;(g), para k = 1,2,3. Por dualidad, se tiene
que by = by, by = by v bg = by = 1. Ademads, b3 queda determinado por b; y by ya que
by = 2by — 2b; + 2bs, lo cual es debido a que la suma alternada x(g) = >_(—1); se anula

i=0
para toda algebra de Lie g. En la cuarta columna s es el paso de nilpotencia del dlgebra
de Lie.

La notacién para las algebras es una combinacién de la descripcion de su estructura tal
y como aparece en [20] y la notacién by, utilizada en [8]. Por ejemplo, by = (0,0,0,0, 12, 34)
significa que existe una base {e’ }?:1 tal que la diferencial de Chevalley-Eilenberg viene
dada por de! = de? = de® = de* = 0, de® = e' A e?, deb = e3 A e*; equivalentemente,
usando (2.1) se ve que el corchete de Lie estarfa dado en términos de la base dual {X;}9_,
por [X1, Xo] = = X5 v [ X3, X4] = —Xo.

La columna @ nos dice si el dlgebra de Lie es suma directa de otras de menor dimension.

2.2. Clasificacién de estructuras complejas en
dimensién 6

En esta seccién recordamos la clasificacion de estructuras complejas sobre algebras de
Lie nilpotentes de dimensién 6 recientemente obtenida en [7].

En un &algebra de Lie nilpotente de dimensiéon 6, la condicién de Salamon equivale a
la existencia de una base {w!, w?, w*} de g'? verificando:

dw' = 0,

dv? = Apw?4+ A+ Ajgwt + Apw'? 4+ Az 0",

dw® = Biow?+ Bisw + Bijw! + Bizw!? + Bz w'?
+ B3 w® + Byrw? + By w? + Bygw?,

(2.5)

para ciertos coeficientes complejos A’s y B’s. Para poder asegurar la nilpotencia de g y el
hecho de que dod = 0 (condicién equivalente a la identidad de Jacobi para el corchete de
Lie [, ] en g), los coeficientes deben cumplir ciertas relaciones. Salta a la vista que, como
hemos senalado en la seccion anterior, el paso de dimension 4 a dimensién 6 no es trivial
ni mucho menos sencillo.

A diferencia de lo que ocurria en dimensién 4, ahora no todas las estructuras complejas
J son Abelianas, lo que nos lleva a una primera separacién entre ellas. Teniendo en cuenta
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que la nilpotencia “extiende” la idea de Abelianidad, podemos partir de este hecho para
lograr una segunda distinciéon dentro de las estructuras complejas.

En general, la serie central ascendente (2.3) no es compatible con la estructura compleja
J, por lo que en [9] se introduce una nueva serie adaptada a J.

Definicién 2.2.1. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente y J una estructura compleja sobre
g. Diremos que J es nilpotente si la serie ascendente adaptada a J

gy Ccglc--cglc,
dada por g7 =0, y of = {X cqa|[X, 0] Coly y [JX.0] Cal,} paral> 1, cumple

que g = g para algin entero positivo . En otro caso, se dice que J es no nilpotente.

Conviene observar que los g/ son ideales de g que cumplen g/ C g;, VI > 0. Ademas,
si J es compleja paralelizable o Abeliana entonces se verifica que g/ = g;, VI > 0.

En [9] se obtiene una condicién equivalente para la nilpotencia de J en términos de
las ecuaciones de estructura para un algebra de Lie g nilpotente:

Teorema 2.2.2. Sea J una estructura compleja sobre un dlgebra de Lie nilpotente g de
dimension 2n. J es nilpotente si y solo si existe una base {wj}?zl de g*° verificando:

dw' =0, dw’ € /\2<w1,...,wj_l,wi,...,wjfl> para j =2,...,n.

Este dltimo teorema permite afinar las ecuaciones generales en dimensién seis (2.5)
dependiendo de si la estructura compleja J es nilpotente, tal y como se muestra en [22, 23]:

Proposicion 2.2.3. Sea J una estructura compleja sobre un dlgebra de Lie nilpotente g
de dimension 6.

(a) Si J es no nilpotente, eviste una base {w’}3_; de g*° tal que

dw! = 0,
dw? = Wi+ w3
dw? = dew!t +i(w? —w?),

donde € =0, 1.
(b) Si J es nilpotente, existe una base {w'}3_, de g'° tal que

dw' = 0,
dw? = ew'l
dw® = pw?+(1-e)Aw'l + Bu? + Cw? + (1 —e)Dw?,
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donde A,B,C,D € C ye,p €{0,1}. Ademds, p =0 se corresponde con las estruc-
turas Abelianas.

El siguiente resultado aparecido en [22] muestra la clasificacién de acuerdo al tipo de
estructura compleja.

Teorema 2.2.4. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente de dimension 6 isomorfa aby, ..., b1, Hig

0 b3s. Entonces:

(a) Toda estructura compleja sobre by y b es no nilpotente.
(b) Para 1 < k < 16, cualquier estructura compleja sobre by es nilpotente.
(c) Toda estructura compleja sobre b1, b3, bs y ho es Abeliana.

(d) En b, by, bs y bi5 ezisten tanto estructuras nilpotentes Abelianas como
no Abelianas.

(e) Toda estructura compleja sobre bg, bz, bio, b11, bi2, bi3, bia Yy bis es no Abeliana.

No obstante, para lograr una clasificaciéon “sin repeticiones” es necesario eliminar aque-
llas estructuras complejas definidas sobre cada algebra que se pueden obtener a partir de
otras ya existentes. Es por ello que se introduce el siguiente concepto.

Definicién 2.2.5. Sea g un dlgebra de Lie dotada de dos estructuras complejas, J y
J'. Se dice que J y J' son equivalentes si existe un automormismo F: g — g tal que
J = FtoJoF, esdecir, si F es un automorfismo lineal tal que F*: g* — g* conmuta
con la diferencial de Chevalley-FEilenberg d y F' conmuta con las estructuras complejas J

yJ.

Con todo lo anterior, en [7] se obtienen las siguientes tablas que recogen la clasificacién
de estructuras complejas en dimension 6.
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Tabla 1: Clasificacién de estructuras complejas nilpotentes

g | Estructuras Abelianas (p = 0) | Estructuras nilpotentes no Abelianas (p = 1)
bl dw2 = O, dw3 =0 -
A dw? =0, dw® = W'+ Dw?®2, |dw? =0, dw’ = w2 4+ W'l + w2 + Dw?,
> lomD =1 Jm D >0
bs | dw? =0, dw® = w! + w? —
b dw? = 0, ) ) ) dw? =0, dw® = w? + W' +w? + Dw?,
fldw? = 0T+ w2 + Tw? D € R—{0}
dw? =0, dw? = w'?
dw? =0, dw?® = w? + W + Aw"? + Dw?,
dw? =0, with (A, D) satisfying one of:
bs | dw® = WM +w'? + Dw?, e A=0<JmD, 4ImD)?® < 1+4%ReD;
Delo,}) e 0<N<l 0<ImD <, ReD=0;
el <X\ <1,0<ImD < 5 MeD=0;
e\ >1,0<TImD < 22 ReD=0.
be — dw? =0, dw® = w'? + W'l + W2
b, _ do? = W', dud = W12 4 12
bs | dw? =0, dw® = w'! —
by | dw? = w', dw’ = w'? + w? —
B1o — dw? = W', dw® = w2 + W
A - dw? = WM, dw® = w2 + Bw'? + |B—1|w?,
" BeR—{0,1}
b - dw? = W', dw?® = w'? + Bw + |B—1]w?!,
2 Jm B #£0
dw? = W, dw’ = w'? + Bw!'? + cw?,
F)13 - 07&|B_1|7 (C7|B|)7é(071)7
A=2(BP+1)E+(IB*-1)%*<0
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dw? = T, dwd = W2 + Bw'? 4 cw?l,
bl4 - 07& |B_1|7 (C7|B|>7é(071)7
A =2(BP+ 1)+ (|BP —1)*=0
dw? = W', dw?® = w?! dw? = W', dw® = w2 4+ Bw'? + cw?l,
2 _ 11 3_ 12 21
1 - ) - ; - b ; s+ )
his | dw® = w'!, dw® = w™ + cw c#|B—-1|, (c|B|) #(0,1)
c#1 A=2(BP+ 1)+ (|B*-1)%2>0
b - dw? = wli’ duw’® = W12 + Bwli,
10 |B|=1, B#1

donde dw! =0; \,c>0; B,D e C.

Tabla 2: Clasificacion de estructuras complejas no nilpotentes

g Estructuras complejas

b | do' =0, dw? =wB+wB,  dw?® = £i(w? — W)

has | dw' =0, dw?=wB +wh dw?=iw" +i(w'? —w?)

2.3. Cohomologia de Bott-Chern de nilvariedades
complejas

Dedicamos esta seccién al reciente resultado de Angella [2] que permite calcular la
cohomologia de Bott-Chern de nilvariedades con estructura compleja invariante a partir
del algebra de Lie. La idea del mismo se basa en resultados similares para las cohomologias
de de Rham y de Dolbeault que también enunciamos a continuacion.

En primer lugar, observar que escribiremos:

ker{d: A\""(gt) — A" (a2)}
im {99: A" (gr) — A"(g2)}
y analogamente para las cohomologias de Dolbeault y de de Rham, distinguiendo cuando

sea necesario en este ultimo caso si se trata de la cohomologia de de Rham sobre R o
sobre C.

Hgé(gc) =
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El Teorema de Nomizu [17] dice lo siguiente:

Teorema 2.3.1. Sea G un grupo de Lie de dimension m, g su dlgebra de Lie asociada y
N =T'\G wuna nilvariedad. Entonces,

Hig(N) = Hig(g), k=1,....m.

En [13], Hattori logré una generalizacién de este resultado para variedades completa-
mente resolubles, aunque el caso que nos ocupa queda cubierto por el teorema anterior.

Al dotar a la nilvariedad de una estructura compleja invariante, es posible enunciar
un resultado similiar para la cohomologia de Dolbeault, aunque para ello la nilvariedad
debe cumplir “algo mas”.

Definiciéon 2.3.2. Sea N = I'\G una nilvariedad compleja con estructura compleja J
mwvariante y g su dlgebra de Lie subyacente. Se dice que J es racional si J es compatible
con la estructura racional de G, es decir, J(gg) C go-

Teorema 2.3.3. [18] Sea N = I'\G una nilvariedad compleja con estructura compleja J
mwvariante y g el dlgebra de Lie de G. Si J es racional, abeliana o bien J es bitnvariante
con G un grupo de Lie complejo y N compleja paralelizable, se tiene que:

Hg*(N) = Hg%(gc), p,q €N,

Maés ain, Rollenske prueba en [18] que en dimensién 6 el resultado es cierto para toda
J definida sobre cualquier g no isomorfa a hs.

Cabe observar que los isomorfismos de los teoremas anteriores estan inducidos por la
inclusion natural 7.

Pasemos ya a ver el resultado obtenido por Angella a partir de los dos teoremas
anteriores. Aunque en [2] aparece enunciado para un tipo mas general de variedades (las
variedades resolubles) aqui nos centramos en el caso nilpotente.

Comenzamos recordando el llamado “proceso de simetrizacién”, introducido por Bel-
gun [4] y desarrollado en [11], que permite reducir algunos resultados sobre la nilvariedad
a resultados a nivel del algebra de Lie.

Puesto que toda nilvariedad N = I'\G es paralelizable, es posible tomar un elemento
de volumen v = d7 sobre N inducido por uno invariante a izquierda y a derecha en G
(ver [15]). Reescalando, podemos suponer que N tiene volumen igual a 1.

Dado cualquier campo de k-tensores covariantes 7' : X(N) x --- x X(N) — C®(N)
sobre la nilvariedad NN, se define un k-tensor covariante sobre el algebra de Lie nilpotente
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g, 7,:9x---xg— R, de la siguiente manera:
T,(X1,...,Xy) = / T,(Xilp, .- Xklp) v, para Xi,...,Xj € g,
peEN

donde Xj|, denota la proyeccién del campo invariante a izquierda X; de G sobre N
evaluada en el punto p € N.

Notar que si T' es un campo de tensores invariante, entonces 7, = T

Ademas, se puede probar que si T' = « es una k-forma sobre N, entonces (da), = da,
y (a, A B), = a, A B, donde f3 es cualquier r-forma.

Por tanto, el proceso de simetrizacién define una aplicacion lineal v del espacio de las
(p + q)-formas en N en el espacio de las (p + ¢)-formas en g, dada por v(a) = «, y que
conmuta con la diferencial. Es més, el Teorema de Nomizu permite afirmar que v induce
un isomorfismo HY2(v) : HEEY(N;R) — HEL9(g; R) entre los grupos de cohomologia de
de Rham de orden p+ ¢. En particular, toda (p+ ¢)-forma cerrada o en N es cohomoéloga
a la (p + g)-forma invariante «, obtenida en el proceso de simetrizacion.

Si ademés tenemos una estructura compleja J invariante sobre N, este proceso de
simetrizacién se puede extender a las formas complejas y es facil ver que si a es una
forma de tipo (p,q), entonces a, también lo es. Ahora, considerando la descomposicién
de la diferencial da = da + da, donde da es de tipo (p + 1,q) y Oa de tipo (p,q + 1), se
llega a que da,, + da,, = day, = (da), = (9a), + (da),, lo cual implica

(0a), = day,, (D)), = Dav,.

Antes de pasar a enunciar el teorema de Angella es necesario ver el siguiente lema
previo, cuya demostracién en [2] se basa en la teoria de Hodge para la cohomologia de
Bott-Chern pero que nosotros hemos logrado demostrar basandonos en el proceso de
simetrizacion.

Lema 2.3.4. Sea N =T'\G una nilvariedad con estructura compleja invariante J. Sea g
el dlgebra de Lie asociada de manera natural a G. La aplicacion entre complejos

/\pfl,qfl gs 99 AP g d_ /\p+q+1 gt

[a) (=23 o)

p—1,q—1 99 _ pa d p+q+1
Qinv N QinV‘]V Qinv N
e N e

Qr-la-1y —9 o opany —4 o opretly
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induce un monomorfismo en cohomologia:
i 3 (gc) — HEA(N).
Demostracion. Sea [a] € Hpé(ge) tal que [a] = 0 en HEE(N). Entonces sabemos que
existe B € QP~L47H(N) tal que & = JOB. Por ser & invariante, resulta que
a = a, = (008), = 00B,,
con B, € A" gc), y podemos concluir que [@] = 0 en HEE(gc). O

Teorema 2.3.5. Sea N = I'\G una nilvariedad con estructura compleja invariante J. Sea
g el dlgebra de Lie asociada de manera natural a G y supongamos que para todo p,q € N
se verifica:

it HYY(gc) — HE'(N).
Entonces, también se tiene que:
i+ Hyd(gc) — HEE(N).
Demostracion. Haremos esta demostracion en detalle, siguiendo los mismos pasos que
aparecen en [2]. Para ello, se toman p,q € N.
Paso 1 Empezamos observando la existencia de la siguiente secuencia exacta:

imd N QP4(N)

N _
imoo

25 HEY(N) =25 HEZI(N; C).

Tal secuencia induce una nueva secuencia exacta entre esos mismos espacios pero a
nivel del algebra de Lie g, que estard relacionada con la primera a través del siguiente
diagrama:

ii imd N QPN is i
md OVAN) i ey 2 ppz(N;C)
imoo

0
JN le J2
0 1 1mdﬂ/\p’q(g*) = -

L —= H}&(gc) —— HY2(g;C)
imoo

|

14

Conviene notar que todas las aplicaciones anteriores son inclusiones naturales.
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Por el lema previo, se sabe que j, es un monomorfismo, luego basta ver su suprayec-
tividad para que quede probado lo que buscamos.

Por ser i3 una aplicacion lineal y las secuencias anteriores exactas tenemos:

imd N QP4(N)
imoo

HEA(N) = ker iz @ im iz = im iy @ imiz =

Si conseguimos ver que j; es suprayectiva y que imig = imiz, habremos concluido.
En primer lugar, nos centramos en probar imezz = imis.

Notar que dada una (p + ¢)-forma compleja a en N tal que da = 0, se tiene que
da, = (da), = 0, por lo que «, es una (p + g)-forma compleja cerrada en g. Como
J2 (HE&(gc)) C imig, este hecho nos lleva a que imis = imis.

Paso 2 En esta etapa, se prueba el siguiente resultado auxiliar:

En las condiciones del enunciado, si 1 es una forma invariante a izquierda tal que
oY = 0, entonces toda solucion ¢ de la ecuacion O = 1 es suma de una forma invariante
a izquierda y términos 0-exactos.

_ Sea ¢ una solucién cualquiera de olG) = 9. Observemos que en ese caso 9 es una forma
O-exacta y por ser 9y = 0, 1 también es J-cerrada, luego [¢)] =0 € HY(N) = H%(gc).
Debe pues existir una (p, ¢ — 1)-forma « en g¢ tal que ¢ = da.

Pero entonces 0¢ = 1) = Oa, lo que implica que (¢ —a) =0, y ¢ — a define una clase
en HY(N). Es decir, [¢ —a] = [w] € HJ(N) y queda ¢ — a = w + Jf3, donde w procede
de una forma invariante a izquierda. Asi:

o= a+w + 0B

invariantes H—exacta

imd N QP9(N)
imoo

Paso 3 Para terminar, comprobamos que se puede hallar usando for-

mas invariantes a izquierda.

imd N QPI(N -
Sea [wP] € — ( ) Entonces w4 = dn méd imdd, con n € QPH-1(N).
imoo
Descomponiendo n como n = ». 1™ se obtiene la siguiente expresién:

r4+s=p+q—1

WP = dn = On + 577 — Z on™* + Z 57]’"’3 méd 90.

r+s=p+q—1 r+s=p+q—1
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Expandiendo los sumatorios y teniendo en cuenta cémo actian 0 y 0 se ve que la
igualdad solo se puede dar cuando se verifican las siguientes ecuaciones:

onppta=10 =0 méd imao,

onppra-bl=1 4 gppra-i=LL —(0  médimdd, 1=1,...,q—1,
onppa—t 4 gpprla = wP? méd imdo,

optrra=t=1 4 gpi=trtel =0  méd imdd, 1=1,...,p—1,
onPpra—t =0 méd imdo.

Centrémonos en la ultima de ellas. Observar que:
on®Prt =0 méd imdd < I°PTITt =04 90a,
para cualquier a € QPT472(N), luego:

ol = —00a & I(nPPTT 4+ 9a) = 0.

Como 0 es una forma invariante a izquierda, se puede aplicar el Paso 2 y queda:
NPt L 9o =B+ 0y & %Pl = B4 0y — Oa,
siendo S una forma invariante a izquierda.
Pero segtn el sistema dado, también se debe cumplir:
ontPTam2 L opOrreml — 0 méd imd0 & IntPTTE = PP L 90,

con ay € QVPT172 cualquiera. Sustituyendo n%?T4~1 por la expresién que hemos hallado
tenemos:

5771,p+q—2 =—-08— 857 + 85a2 =—00+ 35(042 - 7)7
N——

con lo cual queda la ecuacién:
I(n'PT172 4 9oy) = —08,

donde —0f es invariante a izquierda por serlo 5. De esta manera, se puede volver a aplicar
el Paso 2y se obtiene:

NPT £ 0oy = o+ 072 & P = By + Dy — Do

En general, para

ontrra-i=l L gpt=trte=l — 0 méd imdo, 1=2,...,p—1,
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es posible reiterar el proceso, llegando a la siguiente expresion:
4 =B, + 0y, — do,, con f3, invariante a izquierda. (2.6)

Ahora, usando la version conjugada del Paso 2 procedemos de modo analogo.

A partir de la primera ecuacién del sistema se tiene:
ot 0 =0 méd im0 & P =0+00a < It — 0a) =0,
con a € QP92 cualquiera. Aplicando el Paso 2 conjugado resulta que:
PH o =F+07 & Pt =B+ 07 + Do,

con  una forma invariante a izquierda.
Consideramos ahora:  9npPT4=10 4 gnpTe=21 = () mdéd imda.

Entonces:
ot = =0 (B+ 07 + da) + 00a; = —08 — 907 + 9da
= —0B+0 (97 + Dan) = 05 + 00 (7 + o),
\7—/

g2
consiguiendo: 0 (77“‘1*2’1 — 552) = —55.
Por ser 5 invariante a izquierda, —55 también lo es y aplicando el Paso 2:
NPt — 05, = 52 +0% & P = 52 + 0 + 05,

con f35 invariante a izquierda.

Reiterando el proceso, se obtiene la siguiente expresion:

0Pt = B, + 07, + 05,, con f3, invariante a izquicrda. (2.7)

Nos centramos ahora en la tnica equacién que queda:
5771)41—1 4 @np—l,q — wP? méd imdd & 5np,q—1 4 anp—Lq = WP 3505,

con a € QPT972 cualquiera. Teniendo en cuenta (2.6) y (2.7) llegamos a que:

0 (By+ 0%, + 35,) + 0 (8, + vy — 0o) = w4 00,
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lo que operando conduce a:
OBy + 0By = WP + 0 (@ = 3 +7,)
Es decir, o B
0B, + 0B, = wP? méd im0,
con Eq, B, invariantes a izquierda.

o . OPa( N
Por tanto, [wP?] = [6@1 + aﬁp] < %

invariantes a izquierda. O

se puede calcular a partir de formas

Haciendo uso de este resultado, en [2] se calculan las cohomologias de Aeppli y Bott-
Chern para la variedad de Iwasawa y sus pequenas deformaciones.

Estas variedades son casos particulares de estructuras complejas J sobre algebras de
Lie g nilpotentes de dimension 6 ya que corresponden a algunas estructuras complejas
sobre 5. Lo que vamos a hacer en el Capitulo 3 es extender el estudio de [2] a cualquier
estructura compleja J sobre cualquier g, para lo cual usaremos la clasificacion obtenida
en [1, 7, 23] y dada en las Tablas 1 y 2.

Observemos que esto es posible porque las cohomologias de Aeppli y Bott-Chern son
invariantes bajo equivalencia de la estructura compleja. Es decir, si J y J’ son dos estruc-
turas complejas equivalentes, entonces Hid (g, J') = Hyi (g, J) y HY (9, J") = HY (g, J),
para cualquier par (p, q).






Capitulo 3

Cohomologia de Bott-Chern en
dimension 6

En este capitulo se calculan los grupos de cohomologia de Bott-Chern para las nil-
variedades de dimension 6 con estructura compleja invariante. Los resultados vistos en
el Capitulo 2 nos permiten reducir el cdlculo a nivel del algebra de Lie subyacente g
(Teorema 2.3.5) y considerar las estructuras complejas J sobre cada g salvo equivalencia
(Tablas 1 y 2). Los pasos a seguir son los siguientes:

— Célculo de las diferenciales y las formas d0-exactas.
— Estudio de las formas d-cerradas.

— Cocientar adecuadamente para hallar los generadores de cada grupo de cohomologia,
atendiendo a las condiciones existentes sobre los parametros de cada algebra para
evitar repeticiones en las estructuras complejas.

Dividimos el estudio en tres familias de estructuras complejas y en la Secciéon 3.4
presentamos las conclusiones para cada una de las dlgebras.

3.1. Familia 1

Consideramos las ecuaciones de estructura:
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dw' =0,
dw? =0,
dw® = pw'? + W + Aw'? + Dw?,

donde p=0,1, Aé Rcon A>0, vy D& CconJmD > 0.

Notar que estas ecuaciones se obtienen a partir de las dadas en la Proposicién 2.2.3
para estructuras complejas nilpotentes tomando € = 0 y reescalando adecuadamente los
coeficientes A, B,C'y D (ver [7] para mayor informacién).

Todas las algebras de Lie de partida tienen paso de nilpotencia 2 y sus estructuras
complejas seran abelianas si p = 0 y no abelianas en otro caso.

Teniendo en cuenta que el operador d actia aumentando en una unidad la primera
componente de la bigraduacion, y 0 aumentando en uno la segunda, es evidente que para
las formas de tipo (1,0) se tiene:

ow! =0, Ow' =0,
ow? =0, Ow? =0,

Ow? = pw'?, O0w® = wt + \w'? + Dw?.
Ahora, conjugando las ecuaciones de estructura, obtenemos:

dw! = 0 = dw?,
dw? = —w'l — A\w?! — Dw? —l—pwﬁ.
— 7 \ /

(1,1) (0,2)

Quedan asi bigraduadas las diferenciales de las formas de tipo (1,0) y (0,1). Para el
resto, se aplica la formula general de derivacién para el producto exterior de formas:

dla A B) =daA B+ (—1)%a Adp,
y se utilizan los calculos de las diferenciales anteriores.

Empezamos con las formas de tipo (2,0):
dw'? = 0,
dw'3 = —Dw'??

~——

(2,1

dw23 — wl?i + )\wl2§

—_—

(2,1)
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Continuamos con las de tipo (1,1):
dw'l = 0 = dw'?,

dwlg — /\w12i + Dw12§ _pw1127
—_—

——
(2,1) (1,2)
dw?' = 0 = dw?,
dw? = —'2 72
——

dw33 — pw123 - w131 - )\w231 o Dw232+w113 + )\w123 + Dw223 - pw312.
g

[ J/

1) (1.2)

Aunque para las formas (1,1) hemos aplicado la férmula general en todos los casos,
serfa posible hallar dw®! conjugando la expresién obtenida para dw'?, la expresién de dw?!
conjugando la de dw'? y la de dw?? a partir de la de dw?.

Bien usando la conjugacion o bien aplicando la formula general, las diferenciales de
las formas de tipo (0,2) quedan:

dw'? = 0,
dw® = — D"
——
(1,2)

dw® = W' 4 A2,
—_——
(1,2)

Pasamos a continuacion a calcular las diferenciales de las 3-formas.
Para las formas de tipo (3,0):

dw'?? = 0.

Para las de tipo (2,1):

121 _ g ,122
dw= =0 =dw =,
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dw'? = p1?12,
(2,2)
dw'T = D22
(2,2)
dwlSQ —

0
133 _ y,,1231 | 7, 1232 1223 1312
dw™” = Aw ™" + Dw ™" —Dw ™™™ + pw"*,

231 _ 1212
dw= = = w7,

dw23§ 1212

(2,2)

dw233 — _w123i +w12T3+ Aw12ﬁ+pw23ﬁ

{

(3.1)

Para las (1, 2)-formas:

duwB — D2t ’
(2,2)
dw123 —)\w1212,
(2,2)
dw?™ =0 = dw?,
dw?2 = 121 :
(2,2)
dw?’ﬁ _ pw1212,
N——
(2,2)

(22)

313 _ 1213 N, 2312 1123 2123
dw’™ = pw — Dw™" =dw ™" — Dw™

4

2.2)

(1,3)

323 __ 1223 1312 2312 1123
dw®® = pw ™™ + W+ AT+

{

(2.2)

(1,3)
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Finalmente, pasamos a ver qué ocurre con la forma de grado 3 bigraduada como (0, 3).
Para ello, basta conjugar la expresién obtenida para la diferencial de la forma de tipo (3, 0)
y se obtiene:

dw = 0.

Centrémonos ahora en las formas de grado 4. Puesto que la base de tipo (1, 0) tiene tres
elementos, en el momento en que una de las componentes de la bigraduacién sea cuatro
o un numero superior, el producto exterior tendra factores repetidos, luego sera cero. De
esta manera, solo existen tres bigraduaciones que tienen elementos no nulos y que por
tanto, tiene sentido derivar: (3,1), (2,2) y (1, 3).

Para las formas (3,1):
duw123T — 0 = 1232

dw1233 — —pW12312.

——
(3:2)

Para las formas (2, 2):
dleﬁ =0 = dw12T3 — dw12ﬁ — dwl?)ﬁ
1313 _ , ,12312 12123
dw = Dw + Dw ,
(3,2) (2,3)

dw'3B = )\ B2
(3.2)

dw?12 = (),
dw2313 — _)\w12m

——
(2,3)

Y

dw?323 — 12312 +w12m
—
(3,2) (2,3)
Formas de tipo (1, 3):
dw'? = 0 = dw??
Y
A1 — pwmm.
——
(2,3)
Por el mismo motivo que antes, para grado 5 sélo tenemos que calcular las diferenciales
de las siguientes bigraduaciones:

Formas de tipo (3, 2):
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dwl2312 — () = (12313 — 12323
Formas de tipo (2, 3):

dowot2123 — 0= dwot3123 — (],,23123
Finalmente, para formas de tipo (3, 3):

w2323 — .

Ahora, a partir de los resultados anteriores, se calculan las parciales 90, que son las que
se necesitaran a la hora de cocientar y hallar los grupos de cohomologia de Bott-Chern.

Al hacer todos los calculos, vemos que todas ellas se anulan a excepcion de la siguiente:
00w = Q(wlTi—l— Aw'B 4 Dw? — pu?12) ) B

_ D_w1212 — NP2 DI 201712 = (D 4 D — )2 — )20

=(D+ D — )\ — p)w'?'2,

121

Esto nos viene a indicar que uinicamente la forma w es imagen por 00, aunque sélo

cuando se verifique D + D — A2 — p # 0.

Es decir, a la hora de tomar cocientes para definir nuestra cohomologia, resulta que
solo habra que quitar elementos del kernel en el caso de HJQS’(QJ (y no siempre).
Recordemos que la cohomologia de Bott-Chern viene dada de la siguiente manera:

ker{d : P9 — Qrila @ Qratl)
im{90 : Qp—ta-l —; Qpa}

Pq __
HBC -

Denotemos
Z5d = ker{d : QP71 — Qrtba g Qpatty,
BY = im{00 : QP~h s P9},
Ya que la diferencial exterior d es un operador real y 00 = 00 = —00, se tiene que

ZE% = Z3& v BEL = BRE. Por consiguiente, basta calcular Z5¢ v BR para
(p.q) = (1,0),(2,0),(1,1),(3,0),(2,1),(3,1),(2,2),(3,2) vy (3,3).

Lo que interesa ahora es calcular Z5{; es decir, las formas cerradas para cada bigrado.

— Formas cerradas de tipo (1,0):  Zgo = (w',w?).
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— Formas cerradas de tipo (2,0):
D#0: Zio = (w'?).

D=0 Zyo=(w'?w).

— Formas cerradas de tipo (1,1):

Es evidente que {wﬁ,wlé,wﬂ,wﬂ} C Zé’é. Para ver si hay algin elemento mas, se
toma una combinacién lineal de los elementos de la base (1,1) que no son cerrados y se
impone la condicion de que la derivada de este nuevo elemento sea cero. Sea entonces
w = aw + fw? + dw + yw3? 4 0w tal que

0 = dw = adw®® + Bdw?® + ddw® + fydw32 + 0dw™.

Sustituyendo las derivadas de cada forma por las expresiones halladas anteriormente
llegamos a que:

(CK)\ _ ﬁ + 5p>w12i 4 <&D —i—’yp)wlﬁ 4 epw123 o 00.}131 o 9)\(.&)231 - GDWQSQ

+(—ap — X + 7w + 0™ 4+ X' + (—Bp — 0D)w?? + 0Dw?® — Gpuw®2 = 0,
lo que conduce al siguiente sistema lineal:

/

aX—B+op=0,
aD +~p =0,
6=0,

—ap — oA+ =0,
—Bp—90D = 0.

Y sabiendo que # = 0, el problema se reduce a estudiar el rango y las soluciones del
sistema lineal de cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas dado por:

A -1 p O a 0
D 0 0 p gl |0
—p 0 =X 1 s 1 | o
0O p D 0 vy 0
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Notar que:
A =1 p 0
D _ _
det OVl e p_p-_1),- DD,
—-p 0 =X 1
0 p D 0

luego si (\2— D — D —1)p— DD = 0, el rango del sistema es menor que cuatro. Hallemos
todas sus soluciones segun el valor de p:

= Si p = 0, existen dos posibilidades: que el sistema tenga rango cuatro o bien que
tenga rango menor que cuatro.

e Si D # 0, el rango es exactamente cuatro, con lo cual existe una tinica soluciéon
.. . 1,1 . 7 :
que debe ser la trivial. Es decir, Zg~ no tiene mds elementos que los ya dichos.

e Si D = 0, se obtienen soluciones distintas a la trivial pues la matriz que da el

sistema Se reduce a.
A =1 0 0
0 0 —Xx 1])°

Resolviendo el sistema y sustituyendo los valores hallados de «, 3,d,v en la
expresiéon de w dada al principio, llegamos a que la base de formas cerradas
aniade dos nuevos elementos: w'® + A\w?3, w3 4+ M.

= Si p =1, volvemos a encontrar dos posibilidades segtin el rango de la matriz:

e SiX>—-D —D— DD —1# 0, existe una tnica solucién al sistema, que es la
solucion trivial. Como ocurria en el primer caso, esto significa que no existen
1,1
elementos “extra” en Zg.

e SiA2—D—D—DD —1=0, el rango es menor que cuatro. Observar que:

A -1 0 A -1 1 0 A 1 10
D 0 0 1 D 0 0 1 D 0 01
1 0 XA 1| | =1=D 0 -x 0| | X=1-D —x 00
0 D 0 0 1 D 0 ~DX\  D+1 0 0
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donde debido al valor de A\? considerado se cumple que:

det N-1-D = (D+1)(D+DD)—D(D+D+DD+1)=0
e = — =0.
—-D\  D+1

Luego las dos tltimas filas son linealmente independientes y podemos prescindir
de una de ellas. Queda asi un sistema de tres ecuaciones y cuatro incégnitas:
A — [+ =0,
Do+~ =0,
—DXa+ (D+1)5=0.
A la vista de la ultima de ellas, para poder despejar [ se necesita imponer que
D # —1, lo que vuelve a generar dos casos:
o Si D = —1, entonces D = —1 y debe ser A\* = 0. Se obtiene:
—B4+0=0 = §=0,
{ —a+v7=0 = y=o
Hay dos nuevas formas cerradas: w® + w®?, v w? + w3l

o Si D # —1, se despeja directamente en las ecuaciones dadas y se obtiene

.13 DX 23 X 31 _ 1, ,32
la forma: w + oW W Dw?=.

Teniendo en cuenta todo lo anterior podemos concluir:

p=0, D#0: Z5 = (W' w? w w?).

p=0, D=0 Z5 =W w? wl w? w4+ o1+ ).

p=1, N#D+D+DD+1: Zys= (W'l w?w? w?).

p=1, D=—-1, A=0 Zg =W w? w! w? w®+u?? w? o).
p=1, D#-1, X>=D+D+ DD +1:

1,1 11,12 21 , 22 13 D)\, 23 A, 31 N, 132
Zpo = (W wHwhw?, w4+ 50T — gaw? — Dw™).

— Formas cerradas de tipo (3,0):  Zod = (w'?).

— Formas cerradas de tipo (2,1):

A la vista de las diferenciales es claro que w'?!, w!??,w'? son cerradas. Hay que ver si

existen més formas w de tipo (2, 1) cumpliendo dw = 0. Para ello, se toma

w = aw123 +ﬁw131 4 (5&)133 +7w231 4 6w232 +Tw233
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y se impone dw = 0. Conseguimos el siguiente sistema de ecuaciones:

([ ON—T7 =0,
6D =0,
ap+ 6D —yA+60 =0,
T=0,
TA—0D =0,
[ op=0.

Sustituyendo 7 por su valor se obtiene:

p D 0 —X\ 1 o 0
00X 0 0 6] 0
0 0D 0 0 b =10
0O 0D 0 0 ¥ 0
0 0 p 0 0 6 0

Claramente, este sistema no tiene rango maximo luego en todos los casos podremos
encontrar nuevas formas cerradas. Estudiemos las soluciones segun el valor de p.

= Si p =0 la dltima ecuacién se puede eliminar y vuelven a aparecer dos casos:

e Si D =0, entonces D = 0 y el sistema se reduce al siguiente:

oA =0,
—A+0=0 = 0=\

o Si A =0, entonces 6 = 0 y las formas w!'®, w3, w3 v wW?! son cerradas.
o Si A # 0, entonces § = 0 y aparecen las formas: w!?3, w3, w3 4+ \w?32,

e Si D # 0, necesariamente 6 = 0y queda § = v\ — 3D, con lo cual encontramos
tres nuevas formas cerradas que son w'??, w'3! — Dw?3? WL + \w?32,

= Sip =1, entonces § = 0 y queda una tnica ecuacion:
a+DB—-—M+60=0 = 6O=\y—-Df—a.

De esta manera, hallamos las formas cerradas: w'?? —w?32, w131 — Dw?32 K231 4 \w?32.
) M M
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Teniendo en cuenta lo anterior concluimos:
2.1 1 5 3 1 5 3 1
p=0, D=0, A=0: 2% = (w121, 122 (128 (13T 132 (133 (28T

2,1 i 5 3 i 5 i 5

p=0, D=0, A#£0: ZX = (2T 122 (123 (18T (132 (23T | 232y
2,1 i 5 3 5 i 3 i 3

p=0, D#0 Zz% = (wlZl,WIQQ,w123,w132, Wil — D22 23T 4 )\w232>.

2,1 2 1 2 1 2
p= 1: ZB,C — <w1217w1227w1327 w123 _ w232’ w131 _ Dw232, w231 + )\w232>.

— Formas cerradas de tipo (3, 1):
p=0: Zj

3 _ _
) (w1231, w1232

- 1: Z3’1 _ <w123i w123§>
p -_ . BC _— ) .

w123‘5’).

)

— Formas cerradas de tipo (2,2):

. . . v %3 5 2,2
A la vista de las diferenciales, {w!'?? w!?13 1223 (1312 (23121 — 722 De nuevo, se

plantea el problema de encontrar formas, en este caso de tipo (2,2), que sean linealmente
independientes con las anteriores y cerradas.

Tomamos w = awB + [w!32 4 w21 4~y ¢ imponemos dw = 0, obteniendo el
siguiente sistema lineal de dos ecuaciones y cuatro incognitas:
aD—BA+y=0 = Br=aD+7,
aD —A+~v=0 = A=aD+~.

Para poder despejar 8y 0 es necesario que A # 0, lo que induce a distinguir dos casos:

= Suponemos que A = 0. Entonces el sistema se reduce a dos incognitas a y v (las
otras dos serdn libres), y la matriz asociada al mismo ser4:

D 1 D 1
D 1 D—D 0

e Si D € R, entonces D = D y queda una unica ecuacion aD + v = 0 que
lleva a que v = —aD. De esta manera, las formas w'3?3, w2313 y w1313 — D323
resultan ser cerradas.

e Si D ¢ R, entonces D — D # 0y debe ser a = 0 = . Tenemos: w'3?3, w2313,
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» Para A # 0 es posible despejar directamente en el sistema dado, en cuyo caso
aparecen las formas cerradas: w'31% 4 w1828 4 Dy28138 L1828 4 12318 4 ()2325

Finalmente obtenemos:

2,2 13 23 12 23 12 13 13 B 23
)\ = O7 D e R: ZB7C — <w1212’ (JJ1213,U)1223, w13127 (JJ1323,U)2312, w2313’ w1313 _ Dw2323>.

_ . 22 _ 4 1212 1213 ,,1223 , 1312 , 1323 ,,2312 ,,2313
A=0, D¢R: Z55= (W' wh w'? w2 (2312 ()2919),
2,2 12 13 23 12 12 13 | D 23 | D 13
ANA0 222 = (wmliwul?’,wlj%,wlgf,w%lz,wml?’ + D1378 4 D3T3
§w1323 1 §w2313 + W),
— Formas cerradas de tipo (1, 3):
—0- 1,3 _ 4 1123 , 2123 , 3123
p=0: Zgo= (W' w' w).

— 1. 1,3 _ 4 1123 2123
p=1 Zgo= (W w').
: 3,2 2 3 23
— Formas cerradas de tipo (3,2):  Zpg = (w2312 012313 (,12323),

— Formas cerradas de tipo (3,3):  Zpg = (w!'?31%3).

Con todo lo anterior, ya podemos calcular la cohomologia de Bott-Chern de la Fa-

milia 1. No obstante, conviene notar que basta considerar los valores de los parametros
p, Ay D que aparecen en la Tabla 1, puesto que para el resto de valores las estructuras
complejas obtenidas son isomorfas a alguna de las que aparecen en la tabla.



Familia 1

53

TABLA A
p A D g
0 0 0 bs
Z
2 0 0 +1 Bs
210 1 Del0,1) bs
0 1 i b4
1 0 be
1 1 D e R — {0} b4
1 1 JmD >0 bo
m ~e
<ZC 0 JmD >0
= 4(JmD)? < 1+ 4ReD
— 2
= 0<JmD < &
= 0<A<i 2
ReD =0
o1 —— b
0 <JmD < 12-
T<N <l
ReD =0
0<JmD < AL
A >1
ReD =0

Ademas, conviene notar que debido a la Proposicién 1.3.1 basta calcular los grupos

de cohomologia que aparecen a continuacion.

Para todas las estructuras que aparecen en la tabla anterior:

Hpe = ([w'], [w%)).

Sin embargo, si pasamos al bigrado (2,0):

Hpe =(w"], W% )

aparece sélo si D=0
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La cosa se complica bastante méas al pasar al bigrado (1, 1):

- Las élgebras de la tabla que cumplen p =0y D # 0 son: h,, h; y b, con J Abeliana
y bs con J Abeliana dada por D € (0, }1) Por tanto, en estos casos:

Hie = (W"], [w"], [0™], [0*?)).

- Para p =0y D = 0, se tienen hs y h; con J Abeliana (el caso que quedaba, que
es p = D = 0), para las cuales A = 0 y A = 1, respectivamente. Asi, el grupo de
cohomologia (1,1) queda:

HgL = (1), 012, [P, [0, [01® + 2], [0 + D).

- Parap=1, D = —1, A = 0, no existen algebras de Lie nilpotentes de dimension
real 6.

Queda por estudiar cuales de las algebras de la Tabla A con p = 1 verifican la condicién
M=D+D+DD+1 (3.1)

y cudles no. De esta forma, se puede averiguar en cudl de los dos casos que nos faltan
para el bigrado (1, 1) estd cada una, y con ello, su grupo de cohomologia:

= Empezamos centrandonos en h, con estructura compleja J no Abeliana. Se cumple
que 1 = 2ReD + |D|? + 1, luego |D|? = —2ReD. Tomando D = z + iy se tiene
2?2 +y* 4+ 22 = 0, lo cual es cierto para D = (=14 /1 —y?) + iy con y € (0,1)
(recordar que necesitamos y > 0). En otro caso, no se cumplira (3.1).

» Pasamos ahora a b, con J no Abeliana. Como A =1y D € R—{0} la condicién (3.1)
se puede reescribir como 1 = 2D + D? + 1 y el tinico D para el cual se cumple es
D = —2 (pues el caso D = 0 no es posible).

» Para b con J no Abeliana, se distinguen varios casos:

- Si A =0, escribiendo D = x +1y, la condicién (3.1) queda 2 +2z+y?+1 = 0.
Resolviendo esta ecuacion en funcién de x se obtiene x = —1 £ iy, luego debe
ser y =0y x = —1. Sin embargo, la Tabla 1 dice que en este caso la parte real
y la parte imaginaria de D deben cumplir z > _—41, luego (3.1) nunca puede
verificarse.



Familia 1 55

- Si A # 0, la parte real de D siempre es cero, luego debe ser D = iy. Sustituyendo
en (3.1) obtenemos A\? = y?+1, lo cual sélo puede ser posible para A > 1. En tal
caso, debido a la condicion que aparece en la tabla, se tiene que 0 < y < %,
loquellevaaquey >0y2y < M2 —-1=92<0<y>? -2y &y > 2
Expresando todo esto en términos de A resulta que para que se cumpla (3.1)

debe ser D = iy/A\2 — 1y A2 > 5.

» Consideramos ahora hg. Es evidente que 1 = A2 = 0 + 1, luego siempre se cumple la
condicién (3.1).

Resumiendo:
o Algebra de Lie bha:
Hl,l _ <[UJH] [wli] [wﬂ] [WQQ] [wl?) + D w23 o 1 wSi . Dw3§]>
Be ’ ’ ’ ’ D+1 D+1 '

TV
s6lo si p=A=1, D=(—1£+4/1—y?2)+iy,y>0

O

Algebra de Lie b3:

Algebra de Lie hy:

o

Hé,é _ <[w11]7 [le], [le], [wﬁ]’\[wlg + 20)23 + wfﬁ + 2W3§l>'

~
sélo si p=A=1, D=-2

Algebra de Lie bs:

o

— (Caso abeliano:

H}g’é’ _ <[w11]’ [MIZ], [w21]7 [w2§]7\[w13 + w23], [wiﬂ + w3§l>.

—~
s6lo si D=0

— (Caso no abeliano:

e DA e A
Hgé _ <[W11]7 [w12}’ [w21]’ [0\222]7 [w13 + b 1(,023 _ b 1UJ31 . Dw32]).

TV
sélo si D=iv/A2—1, A\2>5
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o Algebra de Lie hg:

o Algebra de Lie bg:

A continuacién se tiene:
Hye = (W),

7]’ [w123 o pw232]’ [w13i o DwQSQL [w133] >
——

sélo para bg

2,1
HBC

|
—~
—
&
—
no
—_
-
—
&
—
N
no
Y
—
&
—
w
[NV]]
—
—
&
[N}
w
—_
+
>~
&
[N}
w
no

Y

Hgé _ <[w1231]’ [MIQSQ]’ [w1233]>_
——
si p=0

- 2,2 . : :
Centremos ahora nuestra atenciéon en el caso de Hy. Segin hemos visto anteriormente,
la forma w!?? es exacta cuando A # 29ReD — p. Necesitaremos pues averiguar en qué casos

se cumple esta condicion, para tener en cuenta las variaciones que esto pueda producir en
la cohomologia.

- En b, existen dos casos, ya que esta algebra admite J’s Abelianas y J’s no Abelianas.

o Si J es Abeliana, tenemos p = 0 = X e JmD = 1. Si ReD # 0 resulta que w'?*
es exacta y en caso contrario, no lo es. Esto indica que:

H?g% _ < [w121 ] : [w12T3]’ [w1273]’ [w13T]’ [w1373]’ [w23ﬁ]’ [w23T3]>‘

sélo si D=1
o Si J esno Abeliana, p =1 = X e JmD > 0, y entonces la forma w'?'? no define
una clase de cohomologia cuando ReD # 1. De esta manera:

Hé% _ < [w12T2] : [w12T3]’ [w12ﬁ]’ [w13T2]’ [w231 ]’
N——
sélo si ReD=1

[w13ﬁ +w23T3 _l_CUZSﬁ]’ [w13T3 + le?)ﬁ + Dw23ﬁ]>.



Familia 1 57

- Si ahora consideramos b, tenemos que A =0 = p y D = £1. La igualdad nunca se
cumple.

Hé,é — <[w12ﬁ]’ [WIQﬁ]’ [w13ﬁ], [wli’)ﬁ}, [w231 ], [w231 ], [w131 ZFw23ﬁ]>.

- Para b, hay dos posibilidades segin J sea Abeliana o no lo sea:

o Supongamos que J es Abeliana. Entonces p =0, A =1y D = %, con lo cual

tenemos que 1 = A% # 2ReD — p = 1/2. La forma siempre es exacta y queda:

Hé% _ <[w12T3]’ [w12ﬁ]’ [w13ﬁ], [w231 ]’ [w13ﬁ _ %(’OZS%]’ [w13ﬁ + w23T3 + w23ﬁ]>'

o Si J es no Abeliana, p = 1 = Ay D € R — {0} luego la forma es exacta
para D # 1.

32 = ([0, 77, [, [P, [P
——

sélo si D=1

[wl?;ﬁ +w23T3 +w23ﬁ] [w13ﬁ _ Dw2373]>
) .

- Veamos ahora qué ocurre con b segin la Abelianidad de J.

o Si J es Abeliana, p = 0,A =1y D € [0, i) Resulta que la forma es exacta
para D # %, lo cual siempre ocurre en este caso. Asi:

H;’é _ <[w12T3]’ [w12ﬁ]7 [w13ﬁ], [w23ﬁ]7 [w13T3 _ Dw2373]7 [wlsﬁ + w23T3 + w23ﬁ]>'

o En el caso de que J no sea Abeliana (p = 1), tenemos varias opciones. Para
poder discutirlas, supongamos que D = x + iy.

Si A = 0, observemos que w22 es exacta siempre que 0 # 2z — 1 < z # :.

Pero ademas, debido a la discusion que hemos llevado a cabo para las formas

cerradas, la cohomologia también variara dependiendo de si D es real o no.

De hecho, si JmD = 0 aparecera una nueva clase. Notemos ademas que en ese

caso la parte real de D debera cumplir que 0 < 1+ 4z < ’—41 < x =%ReD. Con

todo lo anterior, queda:

Héé _ < [w121 ] 7 [w12f3]’ [w12ﬁ]’ [wlzzﬁ]7 [w13ﬁ]7 [w23ﬁ]’
N——

s6lo si %eD:%

W23T3] 11813 _ ,,2323]
T, (W — Dut )

sélo si ImD=0,ReD> _—i
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Si A # 0, sabemos que ReD = 0 por lo que la condicién a verificar para decidir
en qué casos w'?1? es exacta es: A # —p = —1. Como A s6lo toma valores reales,
esto siempre se cumple y la clase [w'?'?] no aparecerd en la cohomologfa. Se
obtiene:

Hé’é _ <[w12ﬁ]7 [w1273], [w131 ], [w231 1, [Awmﬁ + Dwmﬁ—k Dw23T3],
[w13§+w23ﬁ+ )\w23ﬁ}>.

- Ahora consideramos bg, para la cual p = 1 = A y D = 0. Claramente 1 = \? #

2D — p = —1, luego w'?™? es exacta.

Héé _ <[w12ﬁ]’ [MIQﬁ], [wl?)l ]7 [w13ﬁ}’ [w231 ]’ [w13ﬁ +w23ﬁ+w23ﬁ]>'

- Para hg tenemos que A = 0 = p = D, luego w'?? no es exacta y nos queda el grupo
de cohomologia:

Hgé _ <[w12ﬁ], [w12ﬁ]’ [w12ﬁ]’ [w131 ]’ [w13ﬁ]’ [w231 ]7 [w13ﬁ}’ [w23ﬁ]>‘

Para finalizar, en todos los casos siempre se tiene:

Hy = {[w'®7], [0, [0!%]),

Hige: = ([w'*™)).

3.2. Familia 2

Consideramos las ecuaciones de estructura siguientes:

dw' =0,
2 _ 11
dw® = w',

dw? = pw' + Bw'? 4 cw?l,

donde p=0,1, B€C y c€Rconc>0. Ademids, (p, B,c) # (0,0,0).

En este caso se toman las ecuaciones dadas en la Proposicién 2.2.3 para estructuras
complejas nilpotentes pero haciendo € = 1. La reducciones posteriores aparecen explicadas
en [7].
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Todas las dlgebras de Lie sobre las cuales aparecen definidas estas estructuras comple-
jas son nilpotentes de paso 3 a excepcién de b7, que tiene paso 2. Como antes, p es igual
a cero para las estructuras abelianas y a uno para las que no lo son.

A la vista de las ecuaciones, resulta claro que:

ow!' =0, Ow' =0,
Ow? = 0, ow? = w'l,
Ow® = pw'?,  dw® = Bw'? + cw?!.
Conjugando las ecuaciones de estructura se obtienen las diferenciales de las formas
bigraduadas como (0, 1).

dw! =0,

dw? = —w',
(1,1)

dw?® = —cw'? — Bw?! —{—pwﬁ.
—_— —~
(1,1) (0,2)

Como ocurria para la Familia 1, aplicando la féormula de la diferencial del producto
exterior de formas, se hallan el resto de diferenciales para las distintas bigraduaciones.

Formas de tipo (2,0):
dw'? = 0,
dw' = — e
——
(2,1)
dw?? = Bw'?? — 181
—_—
(2.1)
Para las formas de tipo (1, 1) se tiene:
dw'm = 0 = dw"?,
duw'® = Bt _ ',
210 (1,2
dw? =0,
dw?? = — 121 —i—wlﬁ

—— N
(2,1) (1,2)
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dw23 — —Cw122 ‘l‘(JJHS o pw212’
—— — ——

(2,1) (1,2)
dwsi _ pwlﬂ —Bwlﬁ,
——
(2,1)  (1,2)

dwd? — pwmé _ B +cw2r,
—_——
(2,1) (1,2)

dw33 — pw123 o cw132 o Bw231 +Bw123 4 cw213 o ,0CU312-
A g

@1) (12)

Conjugando las diferenciales obtenidas para las formas de tipo (2,0), se obtienen las

de (0,2):
dw'? =0,

13 11
dw> = —cw ',
——

(1,2)

dw? — :w113 + mei'

(1.2)

Ahora pasamos a las formas de grado 3. Para el bigrado (3,0):
dw!'® = 0.
Se sigue con las formas de tipo (2, 1):

121 _ g, ,122
dw= =0 =dw*,

dwl23 — pwuﬁ,

dw'l =0,

dw'3? — —cqu,
(2,2)

133 _ f,,1231 1213 1312
dw™ = Bw ™™ —cw ™7 4 pw 7,

(3.1) (2.2)
dw23i — —meﬁ,

(22)
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dw?P? = 1281 _ 1312
G (22

dw233 — —cw1232 4 Bw1223 . w1313 + pw2312'
N—  — N

s

(3.1) (2.2)
Formas de tipo (1, 2):
dw' =0 = dw'3,
dw'® = — Bu,1?2

(2,2)
dw?? = 0,
dw?B = 1212

(2,2)
dw?® — _ )12 1T

(2,2) (1,3)
dw’ = pu!?12

(2,2)
A3 = gw1213 _ cwlgli—BwHQ?’,

(22) (1,3)
dw323 = pwmﬁ K + Bw%ﬁ—i—cwzm.
(2.2) (1.3)

Conjugando la diferencial de la forma de tipo (3,0), se ve claramente que la de la
forma (0, 3) queda:

dw' = 0.
Para el bigrado (3,1):
AT — (0 = (1232
dw'233 — _ 1 %T2
—_——
(3,2)

Para las formas de tipo (2, 2):

1212 _ ( _ 7,,1213 _ g, 1223 _ 7 1312 _ 7 1313
dw =0=dw = dw = dw = dw™"°,
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dw13ﬁ — _Bw123T2 _Cu}12m
—_—— ——
(3:2) (2,3)

Y

dw?T? = 0,

dw2313 — _cwlzsﬁ _Bwlzﬁ
N e e’
(3:2) (2,3)

Y

dw23% — _ 12813 _ 13123
——— ——
(3,2) (2,3)
Para las formas de tipo (1, 3):
dw'? = 0 = dw?
dw?)@ — pw12ﬁ3‘
(2,3)
Formas de tipo (3, 2):
w1232 — () — 12318 — 12378
Formas de tipo (2, 3):
dle@ — 0= dwmm _ dw23ﬁ3.
Finalmente, para la inica forma que hay en la base de formas de tipo (3, 3):

duwl23123 — .

Faltan por hallar las diferenciales cruzadas, es decir, las 0. Haciendo los calculos, se
ve que todas ellas se anulan a excepcion de la siguiente:

83w33 _ 8(Bw173+cw2ﬁ—pw3ﬁ) _ _BBW12ﬁ_02w12T_p2w12ﬁ _ —(BB+C2—|—p)w12ﬁ.

Como (p, B,c) # (0,0,0), debe ser BB+ c?+ p # 0 y por tanto la forma w'?'? siempre
es exacta, lo que habra que tener en cuenta a la hora de cocientar para hallar las clases
del grupo de cohomologia Hé’é.

Ahora se necesitan calcular las formas cerradas para cada bigrado, es decir, aquellas
para las cuales dw = 0. Usando la misma notaciéon que para la Familia 1 se tiene:

— Formas cerradas de tipo (1,0):  Zgd = (w').

— Formas cerradas de tipo (2,0):
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2,0 : . )
Es claro que w'? € Zzp. Para ver si hay algin elemento mas se toma w = aw'® + fw?
y se impone 0 = dw = adw'® + Bdw??, consiguiendo el sistema:

—ac =0,
BB =0,
8 =0.

Observemos que éste conduce a la siguiente conclusion:
. 20 _ /12
c#0:  Zjo = (w").

c=0:  Z5) = (w'? W),

— Formas cerradas de tipo (1,1):

A la vista de los cédlculos de las diferenciales, es evidente que {wﬁ,wlé,wﬁ} C leg’é.
Hay que estudiar si este subespacio contiene mds elementos de tipo (1,1). Para ello,
tomamos w = aw'® + fw?? + dw? + YW + ow3? + 7w tal que dw = 0, lo que genera el
sistema:

aB — 4 yp =0,
Tp =0,

Tc =0,
—ap+ 3 —vB =0,
7B =0,
oc=0=0.

\

Observar que si 7 # 0, necesariamente (p, B,c¢) = (0,0,0) lo cual no es posible por
las condiciones impuestas. Por tanto, debe ser 7 = 0 y el sistema se reduce a uno de dos
ecuaciones con tres incognitas:

aB—B+7p:07
—ap+ 3 —vB=0.

Notar que al menos habra un parametro libre. Distinguimos casos segun el valor de p.

= Si p =0, el sistema queda:
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aB—-f3=0 = B=aB,

y por tanto:

eSiB=20 = 0, entonces 8 = 0 y a, 7 libres. Aparecen dos formas cerradas

més: w'3, w3l

Wil

e Si B #0, se tiene que B # 0 por lo que basta tomar o = £ y v = %. Hay un

; 1,1 . 1,13 22 1, 31
elemento mas en Zgg que es: zw ™ + w™ + Zw.

= Para p = 1 las ecuaciones quedan:

aB—-B+~v=0 = B=~+aB,
—a+f—-9B=0 = f=a+7B,

luego debe ser: v+ aB=a+vB & a(B—-1)=~(B-1).

e Si B= B =1, queda § = v+ « y se encuentran dos nuevas formas cerradas
que son: w' + w?? W22 4+ W3l

e Si B # 1, entonces v = a% y B = ozBBB__ll. Para este caso hay otra forma

. ,,13_, BB-1,22 , B-1, 31
cerrada que es: W'’ + S5 w™ + FHwW

En resumen,

_ _ . 11 _ 411,12 ,13 21 31
p=0, B=0, c#0: Zgo= (W w?w?w"wh.

_ . 1,1 _ 11,12 , 21 1,13 22 1,,31
p=0, B#0: Zg,= (W' w?w! sw”+w?+ 5wt
11 i 13 o 5 5 5 1
p=1 B=1 Zg;= (" w? w? w®4+w? w?+wd).
_ . 1,1 _ o1 12 21 13 | BB-1, 22 |, B-1, 31
p=1 B#1l Zg,= (W' w?w, o+ F5w?+ g0,

— Formas cerradas de tipo (3,0):  Zpo = (w'?).

— Formas cerradas de tipo (2,1):

122

. i i 2,1
En primer lugar se puede ver que w'*', w'? W' e Zg-. Tomemos

3 5 3 1 5 3 2,1
w = aw'® + Bw'? + w3 + *yw231 + ow?? 4 7w € Zge
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y veamos qué condiciones deben cumplir los pardmetros o, £, 9, v, o y 7. Imponiendo
dw = 0 se llega al siguiente sistema:

( Ozp—ﬂc—’yB:O,
oc =0,
{ dp—0o=0,
dB—0=0,
. 7=0,

del cual se deduce que: §p = o = 0B.

= Si p =0, necesariamente o = 0, lo que conduce a distinguir dos casos:

e Si B= B =0, el sistema queda reducido a las ecuaciones

fe=0,

dc=0.
Como en este caso (p, B) = (0,0), necesariamente ¢ # 0 y debe ser § =0 = 4.
Aparecen dos nuevas formas cerradas: w!'® y w1

e Si B # 0, resulta que 6 = 0 y queda una tnica ecuacion:

—fBe
EC Y Y 2

Se obtienen las siguientes formas: w'*, w!¥? — £4,%1,

» Para p =1, el sistema queda:
a— fBc—yB =0,
oc=0 = oc=0,

0—oc=0 = d=o0,
B—o=0 = o(B—-1)=0,

luego ahora hay cuatro incognitas. La tltima ecuacién motiva los siguientes casos:
e Si B= DB =1, queda:
{ a—fBc—vy=0,

oc=0,
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y la segunda ecuacién vuelve a inducir una nueva subdivision en dos casos:
o Sic = 0, entonces @« = = y se anaden tres nuevas formas cerradas al
S 2 5 3 1 3 5
subespacio ZB’C: w132, w'? + w231, Wi 4 22,
o Sipor el contrario ¢ # 0, debe ser 0 = 0 = y de la ecuacion a—fec—~ =0

se deduce v = a — fc. Para este caso existen dos formas cerradas mas:
W2 BT 132 28T

e Si B #1, setiene 0 = 0 =9 y la ecuacién que queda es o — fc — vB = 0.
Despejando, vemos que o = Bc+ B, lo que lleva a la apariciéon de dos formas
cerradas: cw'? + w32 Bw!'® 4+ w1,

Resumiendo, lo que se obtiene para el bigrado (2,1) es lo siguiente:
_ _ . 21 _ 4 121 ,,122 123 , 131 231
p=0, B=0, c#0: Zgs= (W ww? w w?).
— . 2,1 _ 121 , 122 123 , 131 132 c,,231
p=0, B#0: Zgs=(w" w? w®w ¥ —3w™).

2,1 i 5 i 5 3 1 3 5
p=1, B=1, c=0 2% = (2 w2 81 182 123 4 (281 (133 4 ,232)

2,1 i i 3 i 5 i
p=1, B=1 c#0: Z¥ =2 w2 81 1284 )BT 182 _ 281y

2,1 1 2 1 3 2 3 1
p= 17 B 7é 1: ZBb — <u1121’leQ’wlBl7 cw123 _|_u.)1327 Bw123 +w231>.

— Formas cerradas de tipo (3,1):
p=0: Z]i;,é _ <w12317 w123i, w1233).

_ 1. 731l _ 1231 1232
p=1 Zj, = (W™, w).

— Formas cerradas de tipo (2,2):

Observando las diferenciales de las formas de tipo (2,2), es evidente que

{w121 , w1213

1223 1312 , 1313 , 2312 2,2
W W W WY C Z5E.

Para ver si hay alguna forma mads, basta considerar w = aw®* 4 Bw?313 + w2323 ¢
imponer dw = 0. En tal caso, aparece el sistema:

aB + e =0,
ac+ B =0,
v = 0.
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Luego el problema queda reducido a resolver un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas. Estudiamos el rango:

det “\=BB-e
B

» Si ¢ # BB, entonces el rango de la matriz es dos por lo que existe una tinica
., . . . . 2.2 . ’
solucién al sistema que debe ser la trivial. Es decir, Zg no tiene mas elementos que
los ya enumerados.

» Si ¢ = BB, el rango es uno y se distinguen dos casos:

e Sic=0, debe ser B =0 con lo cual aparecen dos elementos: w!3?, w313,

1323 §w2313.

e Sic # 0, entonces f = _Oc”é y queda: w

Teniendo todo esto en cuenta queda:

2,2 12 13 23 12 13 23 12 13
c = 07 B =0: ZBb — <w1212’ w1213’ w12237 w1312’ w1313’ w13237 w2312’ w2313>

% 2,2 V) 53 1312 13 1323 B, 2313
¢c#0, =BB: Z%2= (w1712 1213 1208 1812 (1813 2812 1323 _ B 2813)

’ c

_ - o 7
24 BB 732 = (W12, 123 1288 (1312 (1313 2012

; . 3,2 _ 4 12312 12313 , 12323
— Formas cerradas de tipo (3,2):  Zpa = (W', w13, w!2929).

— Formas cerradas de tipo (3, 3): Zgg = (w!23123)

Pasemos ya a calcular la cohomologia de Bott-Chern de la Familia 2. Al igual que
ocurria en el caso de la Familia 1, bastara restringirse a los valores de los parametros p, B
y ¢ que aparecen en la Tabla 1, pues cualquier otros valores dan algebras isomorfas a las
de esta tabla.
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TABLA B
p B c g
2 0 0 1
Z s
= 0 1 c#1
=
ﬁ 0 1 1 b
1 0 1 b1o
1 1 0 b7
Bl =1
1 0 B16
B#1
1 BGR—{O,]_} |B—1| b1
2| 1| ImB#0 B — 1| bs
Z
< c#|B—1
—
) 1 (c,|Bl) # (0,1) bis
g A — 2B+ 1)+ (|Bf-12<0
g c#|B—1
1 (c,|Bl) # (0,1) bis
A —=2(BP+ 1)+ (|BP*P-1)?%=0
¢#|B -1
1 (c,|B]) # (0,1) b1s
A =2(|BF+ 1)+ (|BF—1)>>0

Teniendo en cuenta todo lo anterior y la Proposicién 1.3.1, los grupos de cohomologia
de Bott-Chern son los siguientes.

Para todas las algebras reales nilpotentes que aparecen en la Tabla B:

Hpe = ([w']).
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. 2,0 : .
Sin embargo, al pasar a Hg se tiene:

3= ("), [ ).

s6lo si =0

Para el bigrado (1,1):

H5 = (], [012), ], [01% + pu®), [ + pu®) (B — p)'® + (BB — p)® + (B — p)u),

NV VvV
sélo si B=p sélo si B#p

y para el (3,0): "
: 12
Hie = ([0")).

En el caso de las formas de tipo (2,1) resulta mas complicado dar una expresién
general, por lo que se distinguen casos de acuerdo a la Tabla B:

Para b7, tenemos (p, B,¢) = (1,1,0) con lo cual:

Hgé _ <[w12i]’ [w122]’ [w131]’ [WIBQ]’ [w123 +w231]7 [w133 _‘_w23§}>'

Para g, los pardmetros son (p, B,c) = (0,1, 1) luego:

Hé,é — <[w121]’ [WIQQ]’ [w123]’ [WIBI]7 [w13§ i w231]>'

Si se considera byg, queda (p, B,c) = (1,0,1) y asi:

H?g’é* _ <[w121]7 [w122]7 [w131]’ [(,U%i], [WISQ +w123]>‘

Para by, p=1, BER - {0,1} y ¢ =|B — 1| y se obtiene:

Hz,é _ <[w121]’ [wlﬁ], [wliﬁ}, [wl?’i + |B . 1’ w12:§], [wag _'_w231]>.

Considerando hio, resulta que p = 1,ImB # 0 (por lo que B # 1) y ¢ = |B — 1|.
Queda:

Hé,é _ <[w121]’ [wlﬁ], [w131}’ [wli’é + ‘B _ 1’ w123]’ [BWIQ?) _'_w231]>'

Para hi3 v bhy4 se tiene que p = 1. Segun el valor de B aparecen dos casos:
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e Si B =1, entonces la tercera condicién queda c*(c? — 4) < 0 para b3, lo que
llevaa 0 < c <2,y c%(c*—4) =0 para b4, lo que sélo es posible si ¢ = 2. Asf:

szg’é' _ <[w121]’ [w122]’ [wliﬁ]’ [w123 +w231]’ [w132 . cw23i]).

e Para B # 1 y ¢ cumpliendo las condiciones de la Tabla B. Se obtiene:

Hé’é _ <[w12i], [(/()122]7 [wl?ﬁ]’ [meg +w23i]’ [wli’)i + Cw123]>.
= Para b5 puede ser p = 0 o bien p = 1. Empezamos haciendo esta subdivision:

e Si p=20, B puedeser 061y queda:

H;é _ <[w12i], [w122]7 [(/0123]7 [wliﬁ]’ [Bwl?;i o Cw23i]>_

e Cuando p = 1, la discursién segin los parametros B y c¢ es andloga a la de
B13, B4, por lo cual:

Hé,é _ <[w121]’ [w122]’ [Wliﬁ]7 [Bw123 +W231]aiW13§ _ cw23_l, w13§ + cle?;D‘

-

~~

~
si B=1 si B#1

(Observar que debido a las condiciones de la tabla, el caso | B| = 1 se da cuando
el parametro ¢ cumple ¢ > 2).

» Pasamos a h. En este caso, p=1,¢ =0y |B| =1 con B # 1, por lo que queda:

HEL = (@11, [0, [0, (1%, (Bt + ).

El grupo de cohomologia de Bott-Chern (3, 1) es:

H]?é,é _ <[0J1231], [w123§]’ [w1233] >
——

sélo si p=0
Para calcular el de (2,2), hay que tener en cuenta que la forma w'?!? siempre es exacta,
luego al cocientar se elimina.

Cuando se consideran b7, hio v big, siempre se verifica que ¢ # BB = |BJ?, por lo
que el grupo de cohomologia (2,2) de todos ellos es:

Hé,é _ <[w12ﬁ]’ [WIQﬁL [w13ﬁ]7 [w13ﬁ]7 [w231 D

Quedan por estudiar los de by, bhi1, 12, b1z, bia ¥ bis.
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» Para by debe ser ¢ = 1 = B, luego resulta evidente que ¢ = | B|?, lo que lleva a que
su grupo de cohomologia (2,2) es:

Hé% _ <[w12ﬁ]7 [('{)125]7 [w131 ]7 [(/013173]7 [w231 ]7 [w13ﬁ _ w23ﬁ]>_

» Para by y hip se toma B=x+iy y c¢=|B—1|, conlocual ¢ =|B —1]* =

(r — 1)? 4+ y%. Por tanto, tenemos que ¢ = B2 sin mds que elegir —2x + 1 = 0, esto
1

es, ¥ = 5 e ¥y cualquiera o cero, seglin estemos en un dlgebra u otra. Se tiene asi lo
siguiente:
Héé _ <[w12ﬁ]7 [('{)125]7 [wl?)T]J [(/013173]7 [WQ?;T]7 [w13ﬁ _ w23ﬁ]>'
—_———
si ReB=3

= Se consideran ahora B3, h14, 15 (como la condicién a verificar por B'y ¢ es similar,
parece sensato estudiarlas a la vez). Observar que:

e Tomando ¢ = 0 = B, nos queda ¢* — 2(|B|* + 1)c? + (|B|* — 1)* = 1 > 0, luego
estos valores s6lo son validos para hy5, en cuyo caso:

Hé% _ <[w12ﬁ], [w12ﬁ]7 [wlBﬁ], [w13ﬁ]7 [w13ﬁ]’ [WQSW], [w231 ]>

e Si ahora ¢ # 0 con ¢ = |BJ?, resulta que ¢* — 2(|B]? + 1) + (|B|*> = 1)? =
A =2(c®+1)?+(c*—1)? = —4c®+1. Segtin el algebra tomada, ¢ deberd verificar
una u otra condicioén:

o Para b3, debe ser —4c? +1 < 0 < % <ec.
o Para b, queda —4c2+1=0&c= %
o Si estamos en b5, resulta que —4c2+1>0&<0<c< %

Y en estos casos:

Héé _ <[w121 ]’ [w12ﬁ]’ [w131 ]’ [w131 ]’ [w23ﬁ]’“B’wl3ﬁ . Bw%ﬁb.
e Si no se dan ninguno de los dos casos anteriores, queda:

H%,é _ <[w12ﬁ]’ [w12ﬁ]’ [w13ﬁ] [w13ﬁ] [w23ﬁ]>_

Y Y

(Observar que b5 con J Abeliana cae dentro de este supuesto).

Y el resto de grupos de cohomologia son los siguientes en todos los casos:
3,2 12312 12313 12323
Hge = ([w ™), [w ™), [w™)),

He = ([w'™*™)).
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3.3. Familia 3

En esta tltima familia las ecuaciones de estructura son las siguientes:

dw' =0,
dw? = W' 4 W13,

dw?® = eiw' +id (w'? — w?),

donde 6 = 1 y ¢ = 0,1. Observar que si ¢ = 0, tenemos el algebra hiy, v si € = 1,
se obtiene hg,. Por tanto, esta familia modela las ecuaciones de estructura de aquellas
algebras de Lie nilpotentes de dimensién real 6 que sélo admiten estructuras complejas
no nilpotentes.

De las ecuaciones de estructura de esta familia se deduce lo siguiente:

ow! =0, Ow' =0,

Ow? = w3, Ow? = w!?,
ow? =0, 0w =eiw" +if(w'? — w?h).

Conjugando, se tiene:

dw! =0,
dw? = —® + W1
—— =
(1,1) (0,2)
dw? = giw' — id(w'? — w?").
Ly
Para el bigrado (2,0):

dw'? =0,
dw'® = jdw'?!
(2,1)
dw® = giw' +idw'? — W' .

-~

(2,1)

Pasamos ahora a las formas de grado total 2 bigraduadas como (1,1):

dw'* = 0,



Familia 3 73

duw'? = 131 _ 118

(2,1) (1,2

13 o121
dw'? = —1dw",
N—_——

(2,1)
dw? = 131 _ 1T
——
(2,1) (1,2
dw? = 132 L BT _ 158 T8
N - 7 ~~ >
(2,1) (1,2)
dw?® = giw!®! — (6w + W13,
A ~~ g
(2,1)

dw’l = —idw' 2,
(1,2)
12 _ 5,212 _ 313

)

dw?? = giwt

(1,2)
dw® = £iw™T — (w2 — W) 4 ciw'® 4 (W' — W3),
(2,1) (1,2)

Para hallar las diferenciales de las formas de tipo (0, 2), se conjugan las halladas para
las formas de tipo (2,0) y obtenemos:

dw' =0,
dw™® = —idw!!?
(1,2)
dw® = —eiw'? — iw? — W',

(12)
Para la tnica forma de la base de tipo (3,0):

dw!?® = 0.

Pasando al bigrado (2,1) aparecen:

dw!?t =0,

duwl?22 — — 1231 +w12T37
(3,1) (2,2)
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dw'® = 0 = dw?3!,
dw'3? = 51212 4 1818
— ——
(2,2)
dw'3 = —i5w1?T 4 51218
—
(3,1) (2,2)
dw?T = g2 | 1318
N -~ v
(2,2)

dw?3? — i 1212 4 1323 | 2313
-

)

P
(2,2)
dw?3 = i 2T 501232 4 21218 45,1228
A\ - 7 A ~
(3,1 (2,2)

Y para (1,2) se obtiene:

dw'® =0 = dw'

AP — 51212 4 1513
—_—

(2,2)
dw?2 = w13ﬁ+w1@
~—
(2,2) (1,3)

213 __ .5, 1212 1313
dw™” = —idw ="+ W,
TV

(2,2)

223 _. 1212 1323 2313
dw==® = —Elw +w +w

)

(22)

dw’? =0,
dwPB = —ifw'T? —ifw'1?,

—_——

(2,2) (1,3)
dw’? = —£iw'12 — 8w 4 giw? — 5215,
(22) (13)

Para el bigrado (0, 3) queda:

dw® = 0.

Ahora pasamos a las formas de grado 4, empezando por las de la bigraduaciéon (3,1).
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dw'?T = 0,

dw'?3? = ;12313
(3,2)

dw!?3 = 0.

Para las formas de tipo (2, 2):

1212 _ ( _ ,,1213
dw =0=dw"",
w223 — _ 12313

——
(3,2)

1312 _( _ ,,1313

dw =0=dw™"",

dw1323 — i(5W12312 + i5w12123,

Y

(3:2) (2,3)
A2 — _ 1315
——
(2,3)
A = 5w P12 g1
(3,2) (2,3)
AW — g 12812y ;12123
(3:2) (2,3)
Formas de tipo (1, 3):
dw' 2 — (),
dw?123 — 13123
"
(23)
dw?? = 0.

Para la base de formas de tipo (3,2) se obtiene:
dw'2312 — () = (12313 — 712323

Para la de (2,3) tenemos:

dw12m -0 = dwl?)m — dw23m‘

Y finalmente, para la forma bésica de tipo (3, 3):

w2323 _ .
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Quedan por calcular las diferenciales 90. Teniendo en cuenta lo anterior, se ve que
todas ellas son cero exceptuando las que se muestran a continuacion:

00w? = Ow'3 = —idw!?,

00w? = Ow™ = —idw''?,

092 = O(—w'B — W) = 9,113,

09% = O(ciw'® + 6w B — i60w?B) = —§2wI22 _ 52,1202 = 91212,
DI = 9(i' P 1 16w 2B) = 5w,

00w = 8(52’@)1@ - i5w2ﬁ) = — w3123

Ya que 6 = £1, ninguna de estas diferenciales se anula. Siguiendo la notacién descrita
en el apartado correspondiente a la Familia 1 se tiene lo siguiente:

2,1 i 1,2 12
Bge = <W121>= Bge = (w112>,
Bé’é _ <w1212, w1313),

3,2 13 2,3 193
BBC _ <w12313), BBC _ <w13123>.

Para el resto de bigraduaciones, este subespacio es el trivial.

Para poder hallar los grupos de cohomologia de Bott-Chern quedan por calcular las
formas cerradas, es decir, aquellas que pertenecen al subespacio Z5¢, para cada par p, g.

— Formas cerradas de tipo (1,0):
. . 1,0 . , .
En primer lugar, se tiene que w' € Zg. Para saber si hay mds, se considera w =

aw? + Bw? verificando dw = 0, y asf se llega a las ecuaciones:

a =0,
Bei =0,

Bis=0 22 5=

Por tanto, Zgo = (w').

— Formas cerradas de tipo (2,0):

A partir de los célculos de las diferenciales se sabe que w'? € Zé’g. Hay que estudiar si
existe algin elemento mas, para lo cual se toma w = aw'® + Bw?® y se impone 0 = dw =
adw!® 4+ Bdw?3. Gracias a esto, aparece el sistema:
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aid+ fet =0 & ad + Pe =0,
Bid =0,
g =0.

Como =0y § # 0, debe ser « =0 y asi: Zé’g = (w!?).

— Formas cerradas de tipo (1,1):

En un principio, se tiene wl_I € Zé’é. Para ver si hay mas elementos en este subespacio
se toma w = aw!? + Bw’ +yw?! + 0w?? + 7w + YW + xw3? +nw33, e imponiendo dw = 0,
el problema se reduce a hallar la solucién del siguiente sistema de ecuaciones:
([ Bistrei=0 =2 Bis=0 = [=0,
o+ +nei =0,

o—nid =0,
T=0,
o+ nid =0,

—his 4+ yei =0 222 if =0 & =0,
—a—7y+ne =0,

{ x = 0.

Luego debe ser § =7 =1 = x =0, con lo cual el sistema queda reducido a:

o+ v+ nei =0,
—a —y+nei =0,

o—nid =0,
o+ nid = 0.
A partir de las dos ultimas ecuaciones se llega a que nid = 0 = —nid, lo que implica
1n = 0 = 0. Por tanto, sélo queda la condiciéon o + v = 0; es decir, v = —a.
De esta manera:  Zg = (W', w'? — w?!).

— Formas cerradas de tipo (3,0):  Zpd = (w'?).

— Formas cerradas de tipo (2, 1):
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, . . ) 7 3 7 21

De los cdlculos de las diferenciales, se puede deducir que {w'! w'? W'} C Zg5.

Ahora se toma w = aw!?? + Bw!3? + w3 + w3t + TW?? + Yw?33, e imponiendo que
dw = 0, se obtiene el siguiente sistema:

—a — 10 + Yei = 0,
Yid =0 & Y =0,
Bid — 010 + Tei = 0,
a+ yid + et = 0,

B+o=0,

T =0,

que se reduce al siguiente:
a+ yid = 0,
(8 — a)id = 0,
B+o=0.

Para que se cumplan las dos tltimas ecuaciones es necesario que § = ¢ = 0, lo que
lleva a que la tnica ecuacién que queda es la primera, que implica o« = —~id.

.21 1123 131 .5 122 5
Asi, 7% = (W7, w1, W11, _igui2? | 193,

: 3,1 31 5
— Formas cerradas de tipo (3,1):  Zpgo = (W', w!?).

— Formas cerradas de tipo (2,2):

De las expresiones obtenidas para las diferenciales de las formas de tipo (2,2) dedu-
cimos que w2 W' W12 G133 son formas cerradas. Para ver si hay mads, se toma
w = aw'®B + BwBB 4 w2 4 g 4 7w?23 v se impone dw = 0. Conseguimos las
siguientes ecuaciones:

Bid — 0id — Tei = 0,

a =0,
Bid — o1d + Tei = 0,
v = 0.

Observar que basta quedarse con la primera y la tercera. Ahora se distinguen dos casos
segun el valor de e:
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= Para ¢ = 0, 7 puede ser cualquiera y simplemente se tiene § = o. Asi:

2,2 12 13 12 13 23 23 13
ZB,C _ <w121 ’w1213’ w1312 w1313 w2323 w1323+w2313>.

J Y Y

» Sie =1, 7 debe ser cero y § = 0. Se obtiene:

22 _ 4 1212 , 1213 , 1312 , 1313 1323 , , 2313
Zia = (w7, w=, w wt w4 w).

; . 3,2 _ 4 12312 12313 112323
— Formas cerradas de tipo (3,2):  Zpa = (W', w', w#9%9).

— Formas cerradas de tipo (3,3):  Zgo = (w!'?31%3).

Notar que se tienen las siguientes algebras segun el valor del parametro e:

TABLA C
€| 9
0 | by
1| ng

Teniendo esto en cuenta, se pueden calcular salvo isomorfismo los grupos de cohomo-
logia de Bott-Chern de las dos algebras reales nilpotentes de dimensiéon 6 que admiten
estructuras complejas no nilpotentes (en la Tabla C):

Hpe = ([w')),
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H%é _ <[w1231]’ [w1233]>,

HE2 = (07, (07, [0, [P 45T,
——

para biq

HRZ = (107, 1)),

Hige: = ([w'*]).

3.4. Resumen

Para finalizar este capitulo, se adjuntan unas tablas resumiendo todas las posibles di-
mensiones de los grupos de cohomologia de Bott-Chern para cada algebra de Lie nilpotente
de dimensién 6 con estructura compleja.

Los célculos para la variedad de Iwasawa (un caso especial del dlgebra hs no con-
templado por las familias anteriores) se pueden ver en [2], asi como los de sus pequenas
deformaciones.
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este ultimo capitulo vemos un par de aplicaciones de los grupos de cohomologia de
Bott-Chern hallados en el Capitulo 3 al estudio de la geometria compleja de nilvariedades.
En primer lugar, calculamos un invariante complejo que nos medira lo que la nilvariedad
se aleja de cumplir el 90-Lema. Como segunda aplicacién, mostramos el comportamiento
de la cohomologia de Bott-Chern a lo largo de deformaciones de la estructura compleja.

4.1. El 90-Lema y la cohomologia de Bott-Chern

Recientemente, Angella y Tomassini obtienen en [3] una desigualdad en términos de
los grupos de cohomologia de de Rham, Aeppli y Bott-Chern que permite estudiar en
qué medida una variedad compleja compacta cumple el llamado 99-Lema. En esta seccién,
recordamos este concepto, y procedemos al estudio de tal condicién para las nilvariedades
de dimensién 6 con estructura compleja invariante.

Definicion 4.1.1. Sea M wuna variedad compleja compacta. Se dice que M cumple el
00-Lema si cada forma compleja exacta, O-cerrada y 0-cerrada es 00-exacta.

De la definicion anterior y de la definicion de los grupos de cohomologia de Bott-Chern
se sigue directamente el siguiente resultado.

Proposicién 4.1.2. Sea M una variedad compleja compacta. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) M cumple el O9-Lema;
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(11) kerd Nkerd Nimd = im 99;
(111) la aplicacion natural HEE(M) — HEZY(M; C) es inyectiva.

Teorema 4.1.3. [3| Sea M una variedad compleja compacta. Para cada k € N, se verifica
la siguiente desigualdad:

> (dim HEE(M) + dim HY(M)) > 2 dim Hjg (M;C). (4.1)
ptq=k

Mds ain, la igualdad en (4.1) se cumple para todo k € N si y sélo si M cumple el 0-Lema.

Sin es la dimension compleja de M, para cada j =1, ..., 2n denotaremos por a;(M)
los enteros no negativos dados por

a;(M) = Y (hR&(M) + dim HY(M)) — 2b;(M).
P+q=j
Entonces o(M) = Z?ZO a;(M) es un invariante complejo que toma valores no negativos
v que mide lo que se aleja la variedad compleja M de cumplir el 90-Lema.
Cabe observar que las nilvariedades no cumplen el 90-Lema, salvo en el caso de los
toros complejos: en efecto, si M es una variedad compleja compacta que cumple el J0- Le-

ma entonces M es formal (véase [10] para la definicién de formalidad y la demostracién
de la implicacién). Sin embargo, una nilvariedad es formal si y s6lo si es un toro [12].

En dimensién compleja 3, debido a las dualidades en las cohomologias de Bott-Chern
y Aeppli tenemos:

ao(M) = hye(M) + hige,(M) — 2bo(M),

1(M) = 2 (hge (M) + hige(M) — by(M)),

as(M) = 2hge (M) + hye (M) + he(M) + 2hige(M) — 2b2(M),
az(M) = dhge (M) + 4hge (M) — 2b3(M),

ay(M) = az(M),

as(M) = ay (M),

OéG(M) = Oé(](M).

Por tanto, cuando n = 3 resulta que a(M) = 20g(M) + 204 (M) + 2a5(M) + a3 (M).
En particular, el invariante o(M) es par.

Como consecuencia de los resultados de los capitulos anteriores, a partir de la si-
guiente proposicién es posible calcular el invariante a para toda estructura compleja J
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invariante sobre una nilvariedad M de dimensién 6, excepto cuando b7 es el dlgebra de
Lie subyacente a M.

Proposicién 4.1.4. Sea (M, J) una nilvariedad de dimension 6 con una estructura com-
pleja J mvariante, y sea g el dlgebra de Lie subyacente. Supongamos que g 2 by. Denote-
mos por o, el invariante a;j(M,J;), j =1,2,3, donde los superindices i indican cada una
de las estructums complejas que se distinguen al calcular la cohomologia de Bott-Chern,
segun aparecen en las tablas de la Seccion 3.4. Entonces:

(1

Para g = by, (a1, a9, a3) =
Para g = b, (o}, ab, o

3

Para g = by, 2,|13—14,8),i=1,...,4;

=
“s;
Iy

)
)
(1) Para g =
)
)

(
(c
(o
Para g = b,

(

(

(]

Para g = bs, (a ag, 3

(v

Para g = bg, (aq, s, a3
(

Para g = by, (a1, a2, a3

)
)
)

(1X) Para g = big, (a1, az,a3) = (2, 3, 8);
) Para g = by y o, (of,04,05) = (2,2+4,8),i=1,2,
)

(XI Para g= blS; (Oél,CKQ,Oé%) = (27 5+Z7 12); L= 1727
(CV%,O(%, é) (2 2+Z 12) 2_3747
(X11) Para g = b4, (af,ab,al) =(2,6,12),i=1,2,
(af, 03, 05) = (2, 5, 12);
(x111) Para g = b5, (of, a3, 0d) = (2, 8, 12),
(0,05, 05) = (2,7, 12), i = 2,5,
(af,ab, ab) =(2,9,12), i = 3,4,
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(aﬁ,aé,aé) (27 67 12); 1= 6a 77

(a§7ag7a§) = (27 57 12)7’
(X1v) Para g = b, (a1, 00, 03) = (2, 7, 12);
(XV) Para g = by, (a1,00,a3) = (0,2, 4);

(xv1) Para g = b5, (a1, 0, a3) = (2, 3, 4).

Por consiguiente, las tinicas nilvariedades que satisfacen el 0J-Lema son aquellas que
tienen a h; como algebra de Lie subyacente, es decir, los toros complejos (como ya
habiamos senalado anteriormente).

Las mas cercanas a cumplirlo sin llegar a hacerlo, serian hg y b4, para las cuales o = 8,
y la mas distante seria h5 con las estructuras complejas J3 y Jy, pues en ese caso o = 34.

4.2. Comportamiento por deformacién

En esta seccién consideramos algunas familias explicitas J; de estructuras complejas
para mostrar el comportamiento de la cohomologia de Bott-Chern y la variacion del
invariante complejo o a lo largo de ellas. Como hemos indicado en el Capitulo 1, las
funciones hid(J;), y por tanto la funcién «(J;), son semi-continuas superiores.

DEFORMACION DE ESTRUCTURAS COMPLEJAS SOBRE bj.

Sea N = I'\G una nilvariedad con dlgebra de Lie subyacente b, y sea {e!, €2, 3, e*, €5, 5}

una base de 1-formas invariantes a izquierda sobre G tales que

de =de? =de® =de* =0, de* =e'?, de® = et 4 23,

Consideramos la familia de estructuras complejas {J; },o dada por:
Je! = —et,  Jed = —t(e? —et), Je’ =éf,
lo que permite definir la siguiente base de g'°:
wh=e' —iJie' =e! +iet, Wwr=e*—iJe® = +it(e’ —e),

w? =2(e® —iJe’) = 2(e® — ie®).
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Derivando, se obtiene dw! = dw? =0y
dw® = 2de® —2deb = 2(e' A e?) — 2i(e* Aet) — 2i(e? A eP)
= (e' +ie*) A (2e%) — 2ie* Ae? — 2i(er Net) — 2i(e* A e?)
= WA (W + W) +2ie2 Aet — 2ie* Ae® — 2iet Ae?
= W w? 2% A (ie* —ie?) — 2iet Net
-1 . -
= w?4+w?4+ ;(oﬂ + w?) Aw? — 2ie' A et
_ _ 1 _
N E R SIS A gwm'
Luego {J; }1c(01] es una deformacién de la estructura compleja .J; dada por:

dw' = dw? =0, dw®=w? 4w +w'? 4+ w2

Estas son precisamente las ecuaciones de una estructura compleja no abeliana sobre
by con D = 1, cuyos grupos de cohomologia de Bott-Chern tienen dimensiones:

1,0 2,0 1,1 3,0 2,1 3,1 2,2 3,2 3,3
hige | hse | hge | hse | hee | Pse | Pec | Pee | MBe

2 1 4 1 6 2 7 3 1

Cuando t se acerca a cero, D = % se mueve en (1,00), lo que provoca un cambio

en la estructura compleja que aparece reflejado en h%’é, que pasa de 7 a 6, es decir,
tenemos hie(J;) = 6,¥t € (0,1). Luego tal y como hemos sefialado en la Seccién 1.3,
las dimensiones de los grupos de cohomologia de Bott-Chern no aumentan por pequenas
deformaciones.

Como consecuencia hemos obtenido una nilvariedad (distinta de Iwasawa [2]) en la que
los grupos de cohomologia de Bott-Chern no son invariantes por pequenas deformaciones
de la estructura compleja.

Notar que esa disminucion en la dimension del grupo de cohomologia Hé’g hace que
J1 esté mas lejos de satisfacer el 00-Lema que el resto de estructuras parametrizadas por
la familia {.J; }4c(0,1], pues a(N, J;) = 14 y para t € (0, 1), se tiene a(NV, J;) = 12.

DEFORMACION DE ESTRUCTURAS COMPLEJAS SOBRE bs.

Ahora consideramos el algebra de Lie nilpotente bs, con base real {e', e? e, et e’ €%}
cumpliendo:

det =de? =de® =de* =0, de® =e —e*,  deb = et + .
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En primer lugar, consideramos la estructura compleja J sobre b5, dada por:
Je' = - Jed = —(2e* + '), Je’ = —€".

Esta definicién da lugar a la base compleja {w!, w? w3} de tipo (1,0) dada por:
wh=e' —iJe! = e +ie?, w?=e®—iJe® = +i(2e* + ),
wd = e’ —iJed = ed +ieb.

Observar que dw! =0 = dw? y

dw® = de’ +ide® =e' Ned — e Net +iel Net +ie? A
= e' AP +ie) +er A (—64 +ie?)
= e A(e® +2ie? +iet) — el A (2i€?) + €2 A (—et +ie® — 26?)
1

1 1 T 1 T
= 2(w T+ Aw? — 2(w —I—w)/\(w1 w1)+§(w1—w1)/\w2
R Y

A la vista de la Tabla 1 resulta que tenemos una estructura compleja no abeliana con

D =0 = \. Tal y como aparece en [7], vamos a considerar una deformacién a lo largo de
ReD dejando A = 0 fijo. Para cada z = ReD # 0 se define:

J(]@@ MKZM_D@ +2I6], JO,I€2ZM€1+\/% 3
Jowe® = =T+ 4w (2 + %), Jowet = —2yT T dme! + Jl%f

Joz€® = \/I_J:W el Jo,gge6 =+/1+4ze’.

Notemos que Jyg = J.

Teniendo en cuenta la tabla de la Seccién 3.4 correspondiente a b5, vemos que cuando
A = 0 = y se produce una pequena variacién desde z = 0 hacia la parte positiva o hacia
la parte negativa de la recta real, por lo que siempre hay un salto en th’g de 2 al.

De la misma manera, cuando z = 1/2 y se hace una pequena variacién, aparece un
cambio en hZZ., que disminuye de 8 a 7
BC» q y .

Por tanto, tomando la deformacién anterior tenemos lo siguiente: Partimos de un
punto z mayor que D = —1/4 pero préximo a él. Entonces (N, Jy,) es una nilvariedad
compleja con las siguientes dimensiones de los grupos de cohomologia de Bott-Chern:

1,0 2,0 1,1 3,0 2,1 3,1 2,2 3,2 3,3
hige | hse | hge | hee | hee | Psc | Pec | Pec | PBe
2 1 4 1 6 2 7 3 1
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Vamos aproximando z a 0 sin que esto suponga ningin cambio visible en los hfd
. .., 2.0
anteriores, pero al llegar a 0, se produce una variacién en hga, que pasa de 1 a 2. Al
. . L. . 2
continuar hacia la parte positiva este cambio se deshace y volvemos a tener hB’g = 1.
Si seguimos recorriendo el eje positivo, al llegar a x = 1/2 encontramos un nuevo salto,
t hae de 7 a 8. Al t t hie =Tyl
esta vez en hgg, que pasa de 7 a 8. superar este punto, recuperamos hgn = 7 y las
dimensiones de los grupos de cohomologia de Bott-Chern permanecen estables para los

restantes r > %

En cuanto al invariante a se tiene:

18, si D =0,
a(N,Joz) =< 16, si D = %,
14, siD e (—1,00U(0,3) U (3,+00).

A continuacion, vamos a considerar otra estructura compleja J de partida y con ella,
otra deformacién sobre 5, esta vez a lo largo de JmD.

Ahora J viene dada de la siguiente manera:

Jel = =%, Jed = =2 e? LA

12" 12

Je® = —eb,

lo que da lugar a la base compleja:

l

: )\(62+€4), w? = €® +iel.

1
1 1, ;.2 2 3 1
w =€ +11°, w = e —e )+
1+)\( )

Se puede ver que dw' = dw? = 0 y dw? = w2 4w' +\w'2. Comparando esta expresién
con las ecuaciones de estructura de b5 que aparecen en la Tabla 1, se tiene que D =0y
A>0con \# 1.

Dado t € [0, %), se considera la siguiente deformacion:

4d (1-X —\2 2d (1-X)? 8d%(1—\
Jtelz()1_1A62_() (A=) 4

3
a? € a a? e’ + a3 €,
—\2 2d (1—\?
Joe? =1 a,\ el + (a2 )64,
3 —2d 1 2a 2 (1+N)?2 4
Jie” = oz ¢ — moay a €5
4 _ =2(1=)) 1 2d 2, (1=X2 3 4d(1-)) 4
Jiet = ——e +Fze ¢ e,
5 _ 2d 5  4d?+(1-2%)? g
Jie? = 75m € a(i—xzy €
6 _ _a__5 2d 6
Jie? = S e’ — T €
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donde a = /(1 — A2)2 —4d? y d es una funcién que depende de A y de ¢, y que viene
dada como sigue:

t, si A =0,
tA\?2/4, si0< A\ <1/2,
tH1—X2)/4, sil/2< N < 1,
t(A% —1)/4, siA?> 1.

d(t,\) =

Observar que Jy = J.

Con el cambio de la estructura compleja, hay un cambio en la base compleja y con
ella, en las ecuaciones de estructura de la nilvariedad, que ahora vienen dadas por:

dw' = dw? =0, dw® = w? + W+ Ao +id(t, Nw?.

Tenemos asi D = id(t, A), por lo que al variar ¢ se produce una deformacién en la
estructura compleja a lo largo de la cual SReD = 0 y IJmD = d(¢,\). Es decir, nos
movemos en el eje imaginario de D.

Para ver como cambian los grupos de cohomologia de Bott-Chern, conviene distinguir
dos casos:

» Para A = 0 partimos de una estructura compleja Jy cuyos grupos de cohomologia
de Bott-Chern tienen dimensiones:

1,0 2,0 1,1 3,0 2,1 3,1 2,2 3,2 3,3
hge | hse | hee | hse | hse | Psc | Pec | Pee | MBe

2 2 4 1 6 2 7 3 1

Como A = 0, resulta que JmD = d(t,0) =t € [0, %), luego al hacer variar t desde
el cero hacia la parte positiva, aparecen dos cambios en los grupos de cohomologia:
h%’% pasade2aly h%’é baja de 7 a 6.

Por tanto, en este caso el invariante a varia de la siguiente manera:

18, si D=0,
12, siD:itconO<t<%.

a(N, Jy) = {

» Para cualquier A > 0 con A # 1 se tiene:

1,0 2,0 1,1 3,0 2,1 3,1 2,2 3,2 3,3
hge | hse | hee | hse | hee | Pse | Pec | Pee | PBe

2 2 4 1 6 2 6 3 1
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para la estructura compleja de partida J,. Conservando A fijo, el hecho de que
JmD =d(t,\) y que t € [O, %) implica que JmD debe cumplir las siguientes condi-

ciones:
0<ImD =8 <X 0< X<,
Og’JmD:@<%, T<N <,
0<ImD =20 o Xo1 j2 g

De nuevo, si consideramos una deformacion lo suficientemente pequena, las dimen-

siones de los grupos de cohomologia de Bott-Chern no aumentan, pues el tnico
. 2,0

cambio que aparece se da en hg que pasa de 2 a 1.

Pero observemos que en la tabla resumen existe un cambio en el grupo de cohomo-
logia Hllg’é cuando A2 > 5, MeD = 0 y IJmD = /A2 — 1, luego serfa posible que esta
misma familia no sélo diese una pequena deformacién de .Jy, sino también de una
cierta J;, cuando A\? > 5. Vamos a estudiar este caso.

Dada A? > 5, para que lo anterior sea posible necesitamos que A2 — 1 = t(ifl),
4

lo cual es cierto para t = T Sin embargo, ¢ varia de 0 a 1/2 lo que nos lleva a

imponer \//\+7_1 < %, condicién que implica A* > 65.

De esta manera, cuando A\? > 65 la familia anterior también da una deformacién de
la estructura J;, == que provoca un cambio visible en el grupo de cohomologia

1,1 : -
Hg, cuya dimension pasa de 5 a 4.

Por tanto, para A\? > 65 la deformacién {Jt}te[m /2) generaria dos saltos en el valor
de a. Uno al pasar de t =0 a t > 0, donde disminuiria de 16 a 12, y otro al llegar

at= \/%, donde aumentaria de 12 a 14, punto tras el cual recuperaria su valor.

Para los 0 < A% < 65 con \ # 1, este segundo salto en el valor del invariante o no
se produciria.

Notemos que en particular al tomar A = 0, esta segunda deformacién sobre b5 modifica
las dimensiones de dos grupos de cohomologia de Bott-Chern. Este hecho también se puede
apreciar en [2] para el caso de las pequenas deformaciones de la variedad de Iwasawa.

DEFORMACION DE ESTRUCTURAS COMPLEJAS SOBRE b5.

En las deformaciones vistas anteriormente siempre nos moviamos dentro de las es-
tructuras complejas no Abelianas del dlgebra de Lie nilpotente considerada. Sin embargo,
ahora vamos a ver una deformacién sobre b5 que permite saltar de estructuras Abelianas
a no Abelianas.
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Consideramos la siguiente familia de estructuras complejas, donde ¢ € R:

1 3(3 —sint)(7 4 3sint) ,
Jiew = — - - e,
(5+sint)(11 —sint)

5 3(3 —sint)(11 —sint) ,
Jie? = - - e
(5+sint)(7 + 3sint)

5 (11 —sint)(7 + 3sint) g
Jie? = — - - e’.
3(3 —sint)(5 + sint)
Sea {w!', w? w3} la base compleja de tipo (1,0) dada por:
4wt = /(5 +sint)(11 —sint) e! +i/3(3 — sint)(7 + 3sint) €2,
8w? = (5 +sint)(7 + 3sint) e — i\/3(3 —sint)(5 +sint)(11 — sint)(7 + 3sint) e,
128w® = (5 + sint)(7 + 3sint) [3(3 — sint)(/(5 + sint)(11 —sint) €°

+i(11 — sint)(/3(3 — sint)(7 + 3sint) ).

Las ecuaciones de estructura de la nilvariedad correspondiente para cada t son:
dw! =0,

dw?® = w't,

dw3 — 1—;1ntw12 + 20.)12 + H_thwm‘

Mirando la Tabla 1, resulta evidente que para que la estructura compleja sea Abeliana

es necesario que % = 0, es decir, que sea t = #W, k € Z. En tal caso, basta
reparametrizar para conseguir unas ecuaciones como las de dicha tabla con ¢ = }l.

En otro caso, la estructura no es Abeliana y reparametrizando, nos encontramos con
que las ecuaciones pueden escribirse de la siguiente manera:

dw' =0,
dw? = wh,
3 _ 12 4 12 | _l+sint 2T
dw’® = w™ + st + 2(1—sint)w )
: _ 4 __ _1+sint
Es decir, tenemos B = —— € Ry c= ST—sinD)"

Vamos a estudiar como varian las dimensiones de los grupos de cohomologia de Bott-
Chern a lo largo de esta familia de estructuras complejas sobre bys.
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Partimos de la estructura Abeliana Jx11yx/2, con k € Z. Puesto que siempre se tiene
¢ =1/2, es evidente que:

1,0 2,0 1,1 3,0 2,1 3,1 2,2 3,2 3,3
hge | hse | hee | hse | hse | Pse | Pec | Pee | Mee

1 1 4 1 ) 3 ) 3 1

Al variar ligeramente t la estructura deja de ser Abeliana, lo que provoca que la
dimensién del grupo de cohomologia Hg’é pase de 3 a 2.

Pero esta misma familia {.J;};cg también da deformaciones de estructuras complejas
no Abelianas en otras estructuras complejas no Abelianas. Este hecho se puede comprobar
mirando, como antes, las dimensiones de los grupos de cohomologia de Bott-Chern.

3+4k

5 T, k € Z, en cuyo caso queda B = 2y la

Si hacemos ¢ = 0, debe ser t =
nilvariedad compleja (N, J;) cumple:

1,0 2,0 1,1 3,0 2,1 3,1 2,2 3,2 33
hige | hse | hee | hse | hse | Psc | Pec | Pee | Mee

1 2 4 1 ) 2 5 3 1

Al variar ligeramente t, el pardmetro ¢ deja de ser cero, lo que se traduce en un cambio
2
en hB’g, que pasa de 2 a 1.

En resumen, las dimensiones de los grupos de cohomologia cambian periédicamente
en los intervalos de longitud 27, y con ellos el invariante complejo «, que vale 30 cuando
t=1%7 6t =37 (con k € Z) y 26 en para el resto de valores de ¢.
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