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Resumen

El trabajo realizado tiene por objetivo principal introducir la perspectiva temporal en un duopolio
que tiene en cuenta diferenciacidn, tanto horizontal como vertical, asi como el nivel de propiedad parcial
de la empresa con la variedad de producto de mayor calidad sobre la empresa con la variedad de menor
calidad, lo cual permite analizar el efecto de estos aspectos sobre la estabilidad dindmica del equilibrio
de Nash, tanto en competencia a la Cournot como en competencia a la Bertrand.

Tomando como referencia un modelo un modelo de duopolio estético, la dimensién temporal se
introduce a través de la definicién de diferentes tipos de expectativas que implican un determinado
grado de racionalidad por parte de las empresas. Se ha analizado la dindmica de un modelo en el
cual las expectativas de ambas empresas se basan en funciones de mejor respuesta, obteniendo que los
equilibrios de Nash son asintéticamente estables. En el caso de que esta hipdtesis se relaje, se definen
esquemas de expectativas heterogéneas, donde una de las empresas basa sus expectativas en la Regla
del Gradiente, mientras que la segunda actia de acuerdo con expectativas ingenuas, obteniendo que,
para ambos tipos de competencia, existe un umbral en la velocidad de ajuste de la primera empresa que
distingue una regién en la cual el equilibrio de Nash es estable y una regién de no estabilidad, que da
lugar a comportamientos ciclicos y cadticos.

Del andlisis comparativo de estos umbrales, se desprende que el rango de valores del umbral de
la velocidad de ajuste para los cuales el equilibrio de Nash es asintéticamente estable es mayor bajo
competencia en cantidades que bajo competencia en precios, lo cual provoca que la competencia en
precios sea mds inestable.

Abstract

The present work aims to introduce a dynamic perspective in a duopoly taking horizontal and
vertical differentiation and partial ownership into account. This appreciation allows us to analyze the
effect of these aspects on the dynamic stability of the Nash equilibrium, both in Cournot competition
and Bertrand competition. Taking a static duopoly as a reference, a time dimension is introduced
through the definition of different types of expectations that imply a certain degree of rationality of
the companies. The dynamics of a model in which the expectations of both companies are based on best
response functions have been analyzed, obtaining that the Nash equilibria are asymptotically stable.
If this hypothesis is relaxed then heterogeneous expectation schemes are defined, in which one of the
companies bases its expectations on the Gradient Rule, while the second has naive expectations. As a
result, for both types of competition, there is a threshold of the speed of adjustment of the firm that
distinguishes a region in which the Nash equilibrium is stable and a region of non-stability, which leads
to cyclical and chaotic behaviors.

From the comparative analysis of these thresholds, it follows that the range of values of the threshold
of speed of adjustment for which the Nash equilibrium is asymptotically stable is greater under Cournot
competition ithan under Bertrand competition. Therefore, Bertrand competition is more unstable.
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1. Introduccion

En el contexto de un duopolio diferenciado horizontal y verticalmente, y en presencia de propiedad
parcial, el objetivo del trabajo es estudiar la estabilidad dindmica del equilibrio resultante de la
competencia entre empresas con expectativas homogéneas y heterogéneas que compiten tanto en
cantidades como en precios.

En concreto, el interés del trabajo se centra en analizar la influencia sobre la estabilidad dindmica de
los equilibrios de Nash del grado de diferenciacién, tanto horizontal como vertical, asi como del nivel
de propiedad parcial de la empresa con la variedad de producto de mayor calidad sobre la empresa con
la variedad de menor calidad.

Para ello, se introduce la perspectiva temporal en un duopolio donde existe separacién entre la
propiedad y el control en una de las empresas. En este sentido, se desarrollan dos aproximaciones
dindmicas. En una de ellas, ambas empresas toman sus decisiones de acuerdo con el mismo esquema
de expectativas, en concreto, expectativas adaptativas (aproximacién con expectativas homogéneas). En
la otra aproximacién dindmica, una de las empresas decide siguiendo un ajuste basado en la Regla del
Gradiente mientras que la otra empresa se comporta de acuerdo con un esquema de expectativas Naive
(aproximacién con expectativas heterogéneas).

En este sentido, es amplia la literatura centrada en el estudio dindmico de equilibrios surgidos
en oligopolios no lineales, en el cual se contextualiza este trabajo. De acuerdo con Puu (1991), la
introduccion de dindmica con decision simultanea de las empresas en un sistema no lineal produce
movimientos persistentes, periddicos y cadticos alrededor del punto de equilibrio, en su caso, el
equilibrio de Cournot. Utilizando la misma funcién de demanda isoeldstica, Tramontana (2010) estudia
las condiciones de estabilidad del equilibrio de Nash ante la introduccién de no linealidad en la funcién
de demanda, obteniendo mapas de bifurcacién que derivan en comportamientos peridédicos, e incluso
cadticos. Adicionalmente, en el contexto de modelos dindmicos no lineales, Zhang et al. (2007) plantean
un duopolio con expectativas heterogéneas con racionalidad limitada para una de las empresas y
concluye que la rapidez de ajuste de la empresa con racionalidad limitada puede cambiar la estabilidad
del equilibrio, desde una estructura de mercado estable hasta un comportamiento ciclico o cadtico.

Adicionalmente, el andlisis planteado en este trabajo se basa en mercados de competencia imperfecta
con producto diferenciado. En consonancia con Fanti and Gori (2012), se considera un sistema
micro-fundamentado de dos empresas con diferenciacion de variedades, pudiendo ser, en el caso de
Fanti and Gori (2012), complementarios o sustitutivos. La diferenciacién horizontal introducida ha sido
propuesta, entre otros, por Singh and Vives (1984). En esta linea, Andaluz and Jarne (2015) analizan la
estabilidad de los equilibrios de Cournot-Nash y Bertrand-Nash para tres competidores introduciendo
diferenciacién horizontal entre las variedades, concluyendo que el equilibrio bajo competencia en
cantidades es mds estable que bajo competencia en precios. El modelo planteado en este trabajo estudia
también los efectos de la diferenciacion vertical de variedades en un modelo dindmico. En este contexto,
Andaluz and Jarne (2016) analizan los efectos del grado de diferenciacion de las variedades bajo
competencia en precios y en cantidades en la estabilidad del equilibrio de Nash suponiendo racionalidad
imitada y diferenciacion de calidad de los productos concluyendo que la estabilidad del equilibrio bajo
competencia en precios estd condicionado por el grado de diferenciacion de los productos. Asimismo,
deducen que el equilibrio de Cournot-Nash es mds estable cuando la diferencia de calidad entre los
productos es minima.

Por otra parte, en el presente trabajo, el estudio se extiende incorporando una relacién de propiedad
parcial entre las empresas. En este sentido, Gilo and Spiegel (2006) examinan los efectos de competencia
coordinada bajo propiedad parcial cruzada. Sus resultados muestran que, en un proceso dindmico, las
empresas pueden beneficiarse de inversiones en las empresas rivales incluso si dichas inversiones no
tienen efecto en un futuro inmediato, pudiendo facilitar la colusién de las empresas. Shelegia and Spiegel
(2012) consideran un modelo de oligopolio de Bertrand estético en el cual la segunda empresa mds



2 Capitulo 1. Introduccion

eficiente tiene una participacién directa o indirecta en la empresa més eficiente, concluyendo que la
empresa mas eficiente sirve a todo el mercado, pero el limite superior de su precio de equilibrio aumenta
con la participacién de la segunda empresa y puede ser tan alto como el precio de monopolio de la
empresa mds eficiente. En esta linea, Ghosh and Morita (2017) abordan el enfoque de la transferencia
de conocimiento por el cual la propiedad parcial de las empresas puede derivar en un aumento de
beneficios para las empresas si se induce la transferencia de conocimiento entre ellas. En linea con esta
hipétesis, Barcena-Ruiz and Olaizola (2007) consideran un duopolio cuyas empresas son propiedad de
diferentes accionistas, como es el caso de empresas del sector automovilistico, considerando que una
de ellas es propiedad de uno de los duefios y la otra empresa es propiedad de ambos, de acuerdo con
un pardmetro de propiedad parcial. En su trabajo, Barcena-Ruiz and Olaizola (2007) obtienen que la
empresa propiedad de un tnico accionista decide utilizar tecnologia mas avanzada que la empresa con
dos accionistas, que estd en linea con la consideracion del andlisis realizado por el cual la empresa con
un sélo accionista se considera la productora de la variedad de mayor calidad.

1.1. Principales objetivos y aportacion a la literatura

El objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento dindmico de un modelo de duopolio bajo
competencia en precios y competencia en cantidades, en particular, bajo el supuesto de que las empresas
producen dos variedades de un producto, que estd diferenciado tanto horizontal como verticalmente.
Adicionalmente, se supone que una de las empresas tiene una participacién parcial y pasiva en los
beneficios de la otra empresa.

Desde una perspectiva estdatica se concluye que, tanto para competencia en precios como
competencia en cantidades, un aumento en la participacion parcial de una empresa sobre la otra provoca
que ambas variedades aumenten su precio, por lo que la estrategia de participacion parcial tiene un efecto
anticompetitivo. Por otra parte, la competencia en precios resulta més eficiente que la competencia en
cantidades, corroborando resultados ya conocidos en la literatura (Singh and Vives (1984)).

La dinamizacion del modelo requiere introducir diferentes esquemas de expectativas
correspondientes a distintos grados de racionalidad de las empresas. Del andlisis de los modelos
dindmicos planteados, se obtiene que si ambas empresas tienen el mismo tipo de expectativas basadas
en las funciones de mejor respuesta (aproximacién con expectativas homogéneas), tanto el equilibrio de
Cournot-Nash como el de Bertrand-Nash son asintéticamente estables (es decir, actiian como atractores,
volviendo al equilibrio tras perturbaciones externas). Por el contrario, si una de las empresas presenta
un menor grado de racionalidad y actia de acuerdo con la Regla del Gradiente basada en el beneficio
marginal, los equilibrios de Nash pueden perder su cardcter atractor y aparecer comportamientos de las
variables de decision ciclicos e incluso cadticos. Ademds, se concluye que la estabilidad dindmica de
los equilibrios se ve influenciada por el grado de diferenciacién del producto, tanto horizontal como
vertical, y por el nivel de propiedad parcial.

1.2. Estructura del trabajo

El presente trabajo se estructura de la siguiente forma. En primer lugar se describe el modelo
estatico tomando como referencia el modelo planteado por Singh and Vives (1984). En el Capitulo
3 se calcula el equilibrio de Nash bajo competencia en cantidades y bajo competencia en precios, en un
contexto atemporal. El Capitulo 4 trata la dinamizacién del modelo mediante el empleo de expectativas
homogéneas y expectativas heterogéneas y se realiza un andlisis de la estabilidad dindmica del equilibrio
en ambos tipos de competencia utilizando técnicas de andlisis cualitativo. Por dltimo, el Capitulo 5
recoge las conclusiones principales obtenidas del presente trabajo.



2. El modelo: contexto y definicion

2.1. Contexto

El modelo desarrollado se basa en el modelo clésico de teoria del oligopolio propuesto por Singh and
Vives (1984), el cual se enmarca en el contexto de una economia con un sector monopolistico formado
por dos empresas, que producen variedades diferenciadas de un producto, y un sector competitivo
que produce un bien numerario. Basdndose en los modelos cldsicos de teoria del oligopolio de
Cournot y Bertrand, los autores definen una funcién de demanda lineal y dos variedades diferenciadas
horizontalmente, analizando el equilibrio del sistema bajo competencia en precios y cantidades. La
principal conclusién obtenida es que la competencia a la Cournot, o competencia en cantidades, siempre
produce precios més altos y menor bienestar en comparacién con la competencia a la Bertrand, o
competencia en precios, independientemente de si las variedades del producto son complementarias
o sustitutivas. Cuando los bienes son sustitutivos, las ganancias de la empresa son mads altas bajo la
competencia de Cournot, mientras que si los bienes son complementarios, la competencia de Bertrand
es mas rentable.

Posteriormente, Hackner (2000) amplia el modelo de Singh and Vives (1984) introduciendo
diferenciacion vertical, esto es, diferencia en la calidad entre las variedades. De su estudio se deriva que
el modelo propuesto por Singh and Vives (1984) es sensible al nimero de competidores, no pudiendo
concluirse que la competencia en precios sea siempre mads eficiente.

En este sentido, el modelo descrito en el presente trabajo incluye la ampliacién propuesta por
Hackner (2000). Adicionalmente, se va a suponer que una de las empresas tiene una participacién
parcial y pasiva en el beneficio de la otra empresa. El interés de este modelo reside en introducir la
perspectiva temporal, esto es, dinamizar el modelo, y analizar la influencia del grado de diferenciacion,
tanto horizontal como vertical, asi como el nivel de propiedad parcial, sobre la estabilidad dindmica del
equilibrio de Nash tanto en competencia en precios como en competencia en cantidades.

2.2. Definicion del modelo

Siguiendo a Hackner (2000), se considera una economia compuesta por un sector oligopolista que
produce dos variedades diferenciadas de un producto y un sector competitivo que produce un bien
numerario. Se define la funcién de utilidad de un consumidor representativo como sigue:

V(gi,92, M) = U(q1,q2) + M. 2.1

siendo U(q1,q>) de la forma

1
Ulqr.q2) = 5191 + 292 = 5 (61% +q; + 276]1612) (2.2)
donde

= 51 y sp son los pardmetros positivos que representan la calidad de las variedades; esto es, los
pardmetros de diferenciacion vertical.

= y € (0, 1) es una medida inversa del grado de diferenciacion horizontal. En concreto:

e Siy tiende a 0, las variedades se encuentran en su diferenciacién maxima.

e Siytiende a 1, los productos son sustitutivos perfectos y no existe diferenciacion horizontal.

= g1y ¢> son las cantidades consumidas de las variedades diferenciadas.



4 Capitulo 2. El modelo: contexto y definicion

m M es la cantidad consumida del bien numerario.

Sean y, p1, p» la renta monetaria y los precios de las variedades respectivamente, suponiendo
unitario el precio del bien numerario. Entonces, el problema del consumidor viene dado por:

Max V(qi,q2.M) = Ulqi.q2) + M
(2.3)
s.a. y = piqi + ppgp + M
Resolviendo (2.3) por sustitucién se obtiene:
N 1
Max V(g1.q2) = s1q1 + 242 = 5 (a1 + 43 + 2vq142) + ¥ = P11 = paao. 2.4)
Las condiciones de primer orden vienen dadas de la forma:
Vg, ) B
ool =s1—-q—vq2—p1 =0
. od1 (2.5)
Vg, q2) _
— =% -@ -y —p2=0
9q>
La condicién de segundo orden viene determinada por la matriz hessiana, H, como sigue:
N (2.6)
=l - i

Al ser la matriz H definida negativa en todo su dominio, puede asegurarse que la funcién V(g1, ¢2) es
céncava, y por lo tanto, el punto critico que se encuentre resolviendo el sistema dado por las condiciones
de primer orden dado en (2.5), serd maximo global.

De (2.5) se deriva el sistema inverso de demanda, obteniendo:

PL=S1—-q — Y } 27
P2 §2 — 42 — Yqi

Despejando la ecuacién (2.7) respecto a las cantidades, se obtiene el sistema directo de demanda:

S —ys2 — p1 +Yp2

q1 = =92
$2 — YS1 — p2 t Yp1
P = = (2.8)

Suponemos que s; > sy > 0, esto es, la Empresa 1 ofrece una variedad de mayor calidad y, por
tanto, mds valorada por los consumidores. A efectos de simplificacién, suponemos que s = s1 > s§p =
1. De esta forma, el pardmetro s es una medida relativa de la diferencia de calidad entre las variedades.

Adicionalmente, suponemos que la empresa que ofrece alta calidad (Empresa 1) tiene una
participacion parcial y pasiva en el beneficio de la Empresa 2 en la cuantia 6 € [O, %) Luego,
suponiendo costes de produccion nulos, los beneficios individuales vienen dados por:

Iy = p1q1 + Opa2q2
IL =1 - 60)p2g2 (2.9)

El objetivo de las empresas serd maximizar su beneficio individual mediante la eleccién de su
cantidad de produccién o de su precio, dados los niveles de diferenciacion (7, s) y del grado de propiedad
parcial (0).

El modelo propuesto se encuadraria en un modelo mds general de delegacién estratégica. En
concreto, los propietarios de la Empresa 1, en una primera etapa, decidirian el nivel de participacion,
6, que maximizaria el beneficio. En una segunda etapa, los managers (gerentes) de ambas empresas
competirian en el mercado a través de la eleccién de la cantidad o del precio, suponiendo dado el valor
de 6. El objetivo del presente trabajo es analizar la estabilidad dindmica de los equilibrios de Nash
resultantes de esta segunda etapa.



3. Analisis estatico

El andlisis estatico del equilibrio, tanto en un contexto de competencia en cantidades, o a la Cournot,
como en precios, o a la Bertrand, permite deducir la influencia de los pardmetros del modelo sobre el
equilibrio, en concreto, los pardmetros referidos a los niveles de diferenciacion vertical y horizontal y el
grado de propiedad parcial de la Empresa 1 en el beneficio de la Empresa 2. Adicionalmente, el estudio
permite establecer la comparacién entre los niveles de precios y cantidades resultantes de ambos tipos
de competencia.

3.1. Competencia en cantidades
La demanda bajo competencia en cantidades viene expresada por el sistema inverso de demanda

dado por (2.7), siendo las funciones de beneficios de las empresas de la forma:

IIi(g1,92) = p1g1 + Op2g2 = (s —q1 — vg2)q1 + 6(1 — g2 —vq1) @2
(q1,q2) = = O prgo =1 - - g2 —vq1) 2 (3.1)

3.1.1. Equilibrio de Cournot

Derivando la funcién de beneficio I1; de la empresa i respecto de la cantidad ¢;, se obtiene:

oIl

Wll =0=0G6G-q1 —y2) +q1(-1) +0qp(=y) =0 =s-2q1 -y +60)q =0
oI,

a—qz=0$(1—9)[(1_42—’)’41)4‘(—1)42]:0 :1_2q2_7q1 =0 (32)

Las condiciones suficientes para asegurar las condiciones de maximo vienen dadas como sigue:

2
Il
8321 - 2<0
fl (3.3)
PII
2 =-201-6<0
oq;

De las igualdades obtenidas en (3.2), se derivan las funciones de mejor respuesta para cada una de
las empresas como sigue:

s =yl +0q
2

1 - yq
2

Resolviendo el sistema dado por las condiciones de primer orden en (3.2), el equilibrio de
Cournot-Nash es de la forma:

P4 —y20+60)° 2 4-9201+06)

q1 = Ri(q2) =
(3.4)

g = Ro(q1) =

3.5
. 1 c )
Sabiendo que s > 1,y € [0, 1], 8 € |0, ) entonces g, > 0. Ademds se cumple:

q2C>O<=>1<s<

= I
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3.1.2. Influencia de los parametros sobre el equilibrio

El efecto de cada uno de los pardmetros del modelo sobre las cantidades en equilibrio de las
empresas, qlc y q2C , viene dado por el estudio del signo de la derivada de los valores en equilibrio
respecto de cada uno de ellos. Con el objetivo de poder comparar la influencia sobre las empresas, se
realiza el estudio del signo sobre los precios en equilibrio derivados del equilibrio de Cournot-Nash.

De acuerdo con el sistema inverso de demanda definido en (2.7), sustituyendo las cantidades del
sistema por el equilibrio de Cournot-Nash obtenido en (3.5), el precio de la Empresa 1 en equilibrio
vienen dado como sigue:

—v29)=(1 =
pC:S_qc_ch:s_2S—7(1+9)_y 2 —ys :S(2 L (3.6)
! ! 2 4-9201+60) "4-92(1+6) 4 - 92(1 + 6)
Equivalentemente, para la Empresa 2:
2 —ys 2s —y(1 + 6) 2 —ys
py =1-4q5 —yqf =1 = (3.7)

i1 +6 420 +0 4-120+0)
De esta forma, se puede determinar el comportamiento de los precios en equilibrio bajo competencia

en cantidades, p]C y p2C , ante cambios en los pardmetros del modelo.

Diferencia de calidad, s

Para estudiar la influencia del pardmetro de diferenciacidn vertical, s, sobre los precios en equilibrio,
se procede de la forma:
aplc B 2 — 6y? >0
s 4 -2 +0)

1
v059<§,05731 (3.8)
apy -y -0
ds 4 -—v2(1 + 0)

En consecuencia, un aumento en la diferencia de calidad entre las variedades produce un aumento
en el precio de la variedad de mayor calidad, producida por la Empresa 1. Por el contrario, este aumento
en s provoca una reduccion del precio en la variedad de menor calidad, esto es, la producida por la
Empresa 2.

Participacién parcial, 6

La influencia de la participacion parcial de la Empresa 1 en el beneficio de la Empresa 2 sobre los
precios de equilibrio se determina a partir de las siguientes expresiones:

oapt  y(2-)@ -y .
= >
9 [4-92(0+ 0

V0<fO<=,0<y<1 (3.9)

oy __FQ-y)
W [4-r0+0)

Consiguientemente, un aumento en la participacién parcial de la Empresa 1 en los beneficios de la
Empresa 2 hace que ambas variedades aumenten su precio en el equilibrio. Por lo tanto, si una mayor
participacién provoca una elevacion de los precios para ambas variedades, la estrategia de propiedad
parcial tiene un efecto anticompetitivo, esto es, produce un aumento en el poder de mercado de ambas
empresas.
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Diferenciacion horizontal, y

La influencia del pardmetro de diferenciacién horizontal sobre el precio de la Empresa 1 es de la
forma:

opt (-0 [dys -4 - 1+6)9?]
dy [4 -2 + O]
La expresion puede cambiar de signo, por lo que la influencia del pardmetro viene condicionada por
un valor critico del pardmetro s como sigue:

(3.10)

apC 4+(1 + 0)y*
L) es s> 4rd + 0y _ 5 (3.11)
dy 4y
El valor critico § cumple:
4+1+60)y> 1 (A+6
g:u:_+w>l (3.12)
4y 0% 4

Adicionalmente, resulta inmediato comprobar que 5 < 2/vy, ya que:

4+ +0)y* 2

§=—— "7 <« Z = (1+6y <4 (3.13)
4y Y
De esta forma:
. pf
Si §<s<2y = 8_>0
ap7c (3.14)
Si l<s<§ = —L <0
dy

Por lo tanto, existe un valor critico en la diferencia de calidad por debajo del cual, una menor
diferenciacion horizontal implica un menor precio del producto de calidad alta. Si la diferencia de
calidad estd por encima de §, una mayor diferenciacidon horizontal provoca una disminucién del precio
de la variedad de mayor calidad.

Un estudio equivalente se realiza en el caso de la Empresa 2, obteniendo:

opS  —s(4+ 0 +0)+ 40 +0)
= S (3.15)
Ay [4 - 21 + 0)]

La influencia del pardmetro sobre el precio en equilibrio de la Empresa 2 viene condicionado por
un valor critico § de la forma:

apt 4y (1 )
&>0<:>S<M:§ (3.16)
dy 4 +92(1 +6)

Si bien no puede asegurarse que § > 1 en todo caso, se satisface la siguiente expresion:

4y(1 + 0) 2

- 2
= — < - = 1+0) <4 3.17
S i yare Sy a9 @.17)
Por lo tanto: c
. . dp,
Si l<s<s = 8_>0
8p76 (3.18)
Si §<s<2y = —X<0
oy

En el caso de que § < 1, entonces serd inmediato apf /0y < 0. De esta forma, existe un umbral
5 por debajo del cual una mayor diferenciacién horizontal implica un menor precio del producto de
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calidad baja. Por encima de ese umbral, una mayor diferenciacién horizontal provoca un aumento del
precio de la variedad de mayor calidad.
De acuerdo con los valores criticos obtenidos, se observa que 5 > § ya que:

s=0+ 9)% (3.19)

Por lo tanto, se satisface:
=2

§>5=0+60)>75 (3.20)

De esta forma, sil < s < § < 5, entonces si los bienes son muy sustitutivos, el precio de la

variedad de mayor calidad disminuird, mientras que el de menor calidad aumentard el precio de su

variedad. En cambio, si la diferencia de calidad entre las variedades es alta (supera el valor critico 5), la

Empresa 1 aumentard su precio mientras que, con el objetivo de no perder poder de mercado, la Empresa
2 disminuird el precio de su producto.

3.2. Competencia en precios

De acuerdo con el sistema directo de demanda dado en (2.8), las funciones de beneficio bajo
competencia en precios vienen determinadas por:

s—vy—p+ I —vys—pr+
(o1 p2) = pras + Opads = i Y p12 P2 4 o Y pz; YPI
1-v 1-—vy
1 —ys - +
I (p1, p2) = (1 = 0) pagzr = (1 — 9)p2[ 24 I _1;22 ypl] (3.21)
3.2.1. Equilibrio de Bertrand
Derivando la funcién de beneficio I1; de la empresa i respecto del precio p;, se obtiene:
oIl 1
— =0= (s =y =2p1 +yp2 +y0p2) =0
opi 1 -y
o1l 1 - - +
_2:0:(1_9) Ys-—p2typr P2 _ 0
opa 1 -2 1 — 42
(3.22)

Las condiciones suficientes para asegurar las condiciones de maximo vienen dadas como sigue:

011 1
p 21 = —21 5 < 0
P Y (3.23)
%11, 1-6
=~ =2——><0
op; 1 -y

El equilibrio bajo competencia en precios, o de Bertrand, se obtiene resolviendo el sistema dado por
las condiciones de primer orden. De esta forma, el equilibrio de Bertrand-Nash es:

2-a+o0ys-a-0y , 2_,2_y
4 - (1 +6)y? C P T T 6y

EB (plB _ (3.24)

1
Sabiendo que s > 1,y € [0,1], 8 € [O, 5), entonces plB > 0. Ademads, se cumple:

2
p2B>O<=>1<s<——y.
Y
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3.2.2. Influencia de los parametros sobre el equilibrio

El efecto de los pardmetros del modelo sobre los precios en equilibrio de las empresas, plB y pf,
viene dado por el estudio del signo de la derivada de los valores en equilibrio respecto de cada uno de
ellos.

Diferencia de calidad, s

La influencia de la diferencia de calidad sobre los precios en equilibrio viene determinada como
sigue:
ol 2-(1+6)y
ds  A-y0+0

1
V0s9<§,0Sysl (3.25)

apf Y <0
Os 4 -92(1 + 6

Por lo tanto, cuanta m4s diferencia vertical exista entre las variedades de las empresas, mayor serd
el precio de la variedad de mayor calidad, esto es, de la variedad de la Empresa 1, y menor seréd el precio
de la variedad de la Empresa 2.

Participacién parcial, 6

Para evaluar la influencia de la participacion parcial de la Empresa 1 en los beneficios de la Empresa
2, se tiene:
opE (2 -ys -9 .
= >
9 [4-20+ 0P

VO<fH<=,0<y<l1 (3.26)
kP2 -ys -7
9 4-ya+0P

Por consiguiente, un aumento en la propiedad parcial de la Empresa 1 sobre los beneficios de la
Empresa 2, produce un aumento en el precio en equilibrio de ambas empresas, esto es, aumenta el poder
de mercado de ambas empresas. De esta forma, al igual que el resultado derivado de la competencia en
cantidades dado por (3.9), la estrategia de propiedad parcial bajo competencia en precios tiene un efecto
anticompetitivo.

Diferenciacion horizontal, y

La influencia del parametro de diferenciacion horizontal bajo competencia en precios sobre el precio
de las empresas es de la forma:

opf _ —1+Oylds + 270 -0l -1 =04 - (1 + 07

Ay [4 - 92(1 + )

opf  —4s —4y(1 —6) — (1 +6) — (1 + 6)?s -
dy [4 -2+ 0)

(3.27)

En consecuencia, un aumento en el grado de diferenciacion horizontal entre las variedades provoca

que los precios de ambas variedades aumenten, por lo que, al aumentar su diferenciacién horizontal,
ambas empresas ganan cuota de mercado.
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3.3. Comparacion entre competencia en cantidades y competencia en
precios

Una vez obtenido el equilibrio de Nash en ambos tipos de competencia, se establece la comparacion
entre los niveles de precios de equilibrio resultantes. Esta comparacién permite corroborar si la
competencia en precios conduce a una situacion mds eficiente que la competencia a través de la eleccion
de las cantidades.

En este sentido, dados los precios en equilibrio bajo competencia en cantidades obtenidos en (3.6)
y (3.7), y los precios derivados bajo competencia en precios, esto es, el equilibrio de Bertrand dado en
(3.24), entonces:

o s(z_yze)_u—e)y_ [2—(1+9)72]s—(1—9)y _ Vs »
! ! 4 —52(1 +6) 4 — (1 + 0)y? 4 — (1 + 0)y?

pC — pB = 2-vs _2_72_7S = Y >0

2 2 4-9204+60) 4-(0+6y2 4-(1+6)y?

(3.28)

Por lo tanto, la competencia en precios resulta mas eficiente que la competencia en cantidades,

alcanzando precios menores en el equilibrio. Estos resultados se encuentran en linea con los resultados
obtenidos por Singh and Vives (1984).



4. Analisis dinamico

Tradicionalmente, los modelos de Organizacién Industrial se han desarrollado en un contexto
atemporal, si bien las empresas toman sus decisiones a lo largo de un horizonte temporal.

En este sentido, de acuerdo con Cabral (2012), la incorporacién del estudio de los procesos
dindmicos surgidos en los modelos de oligopolio es un aspecto que puede ofrecer importantes resultados
en el campo de la Organizacién Industrial, ya que proporcionan un importante valor afiadido con
respecto a los modelos estaticos.

4.1. Proceso dinamico de ajuste implicito en un oligopolio

En los dos escenarios considerados en la seccion anterior y atendiendo a la definicion de equilibrio
de Nash, si en un momento dado, todas las empresas seleccionan los niveles de produccioén o precios
de equilibrio de Nash, ninguna de ellas cambiard unilateralmente su eleccién con el fin de aumentar su
beneficio. Por tanto, en ausencia de cooperacidn, el nivel de produccion o precio de todas las empresas
permanecera estable en la situacién de equilibrio.

Si, por el contrario, los valores seleccionados de las variables de decisién no constituyen un
equilibrio de Nash, al menos una empresa es capaz de aumentar su beneficio variando su decisién
unilateralmente. Como todas las empresas serdn racionales teniendo un comportamiento optimizador,
actuardn de la misma forma, formando un proceso dindmico de sucesivos ajustes en los valores de las
variables de eleccion que puede converger o no a una situacién de equilibrio.

Las propiedades del sistema dindmico de ajuste resultante dependerdn de dos elementos: de la
naturaleza del tiempo considerada, pudiendo ser continuo o discreto, y de la manera en la que las
empresas ajustan sus decisiones, la cual depende a su vez de cdmo elaboren sus expectativas.

El tipo de expectativas viene determinado por el nivel de conocimiento que las empresas tengan
de su entorno, dado por las condiciones de la demanda y los costes. Ello conduce a la adopcién de un
comportamiento mds o menos racional. En este trabajo, los modelos dindmicos se desarrollan en un
contexto de tiempo discreto y se distingue entre los esquemas de expectativas basados en las funciones
de mejor respuesta y los no basados en las funciones de mejor respuesta, que se explican brevemente a
continuacidn. Para una revision detallada de este tema véase Bischi et al. (2010)

4.2. Tipologias de expectativas en tiempo discreto

Este trabajo se encuadra un contexto de tiempo discreto, esto es, el valor del tiempo ¢ € N U {0}.
Si se supone que la funcién de demanda es conocida por todas las empresas que operan en el mercado,
se definen esquemas de expectativas basados en las funciones de mejor respuesta. En el caso de que
esta hipdtesis se relaje, se pueden definir esquemas de expectativas que implican un menor grado de
racionalidad por parte de las empresas. Es el caso de la denominada Regla del Gradiente, basada en el
beneficio marginal.

4.2.1. Expectativas basadas en las funciones de mejor respuesta

En el modelo de Cournot, sea g;, la cantidad ofrecida por la Empresa i en el periodo de tiempo t.
Entonces, la produccién en el periodo de tiempo siguiente, g;;+1, dependerd de su expectativa sobre la
produccion de sus rivales en dicho periodo. Una misma especificacion de las expectativas es aplicable
en el caso de la competencia en precios.

Sea el caso de un duopolio, en el cual se tiene un conocimiento total de la funcién de demanda. La

11
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decisién de cada empresa es el resultado del problema de maximizacién del beneficio:

It},li)l(ljl (qi,[+1’ qj‘e’[.;_l); i * j9 i’ ] = 1’ 2 (41)
donde ¢ Je .+ representa la expectativa de la empresa i sobre la cantidad producida por la empresa j

en el periodo £ + 1.
Si los problemas de maximizacién tienen solucién tnica, es posible deducir relaciones que
constituyen las funciones de mejor respuesta, de la forma:

Giss1 = Ri(q6)si# g j = 1,2 (4.2)
En este sentido, se distinguen dos tipos de esquemas de expectativas: expectativas naive o de
Cournot y expectativas adaptativas.
Expectativas naive

Las expectativas naive suponen que cada empresa espera que su rival no modifique su producciéon
respecto a la produccion fijada en el periodo anterior, esto es, qft +1 = 4is De esta forma, el sistema
dindmico es:

q1,+1
T. = { ’

q2,1+1

R
1(920) (4.3)
Rz (q1,)
Notese que en el modelo estitico presentado se puede considerar existencia de un ajuste dindmico
que corresponde a este tipo de expectativas.

Expectativas adaptativas

Las expectativas adaptativas son una generalizacién de las expectativas naive. De acuerdo con dicho
esquema, en cada periodo, cada empresa cambia su cantidad producida de manera proporcional a la
diferencia entre el valor dado por su funcién de mejor respuesta y la cantidad ofrecida en el periodo
inmediatamente anterior. Esto es:

Qi+l — Gix = PBi (Ri (Qj,z) - qz’,t); O<p<Li#ji,j=12 4.4

De esta forma, el modelo de Cournot bajo las expectativas adaptativas en un duopolio viene determinado
por el siguiente sistema dindmico:

_J quer = (1= Bqis + BiR1(q2.)
= { @1 = (1= B2 g + B2R2(q1,) @

donde ; es la propensién al cambio en el nivel de produccién de un periodo a otro por parte de la
Empresa i. En el caso de que 5; = 0, entonces la empresa no modifica el nivel de produccién en el
periodo ¢ + 1. En cambio, si 8; = 1, el sistema es el obtenido bajo expectativas naive, definido en (4.3).

4.2.2. Expectativas no basadas en las funciones de mejor respuesta

El supuesto implicito en las expectativas anteriores, que supone que las empresas tienen pleno
conocimiento de las funciones de demanda, puede relajarse, dando origen a otros esquemas de
expectativas que implican un menor grado de racionalidad por parte de las empresas. Un ejemplo muy
utilizado en esta literatura, es el esquema de expectativas basado en el beneficio marginal conocido
como Regla del Gradiente.

En cada periodo de tiempo, cada empresa aumenta (reduce) su cantidad si su beneficio marginal,
011, /04, es positivo (negativo), esto es, la diferencia entre la cantidad de 1a Empresa i en un momento
t y el momento siguiente, ¢ + 1, responde a la expresion:

ani(QI,t,QZ,t) l —

1,2 4.6
0qi s (46)

qit+1 — iy = @ (Qi,t)
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La funcion «; (¢;;) > 0 representa la velocidad de ajuste de la Empresa i. Habitualmente, se asocia
a dicha funcién una especificacion lineal de la forma «;qg;,, con a; > 0. Por lo tanto, en el caso del
modelo de Cournot en un duopolio, el esquema de expectativas da lugar al sistema dindmico no lineal:

3 o1l
d1+1 =41 + 0/1611,za
TG = g1 4.7)
ol

0q2,

92141 = G420 + @292

A efectos de simplificacidn, se suelen considerar valores simétricos para el pardmetro de velocidad
de ajuste de la forma: @ = a2 = a.

En la literatura de oligopolios dindmicos existen modelos en los que las empresas son homogéneas
en sus expectativas, si bien también pueden encontrarse modelos basados en expectativas heterogéneas,
tales como Tramontana (2010), Agiza and Elsadany (2004) y Elsadany et al. (2013). En este trabajo, se
plantea un sistema de cada uno de los tipos.

4.3. Analisis cualitativo de sistemas dinamicos

Cualquiera de los sistema dindmicos presentados en el apartado anterior responden a un sistema
dindmico discreto bidimensional pudiendo ser lineal o no lineal.

El andlisis cuantitativo de estos sistemas, consiste en la obtencion de las trayectorias temporales
solucidn, lo que puede resultar inabordable, por lo que en esta literatura es muy usual recurrir al andlisis
cualitativo del sistema dindmico planteado. De forma muy resumida, este tipo de anélisis consiste en
analizar el comportamiento en el tiempo de las variables del modelo y, en particular, en el largo plazo.
Para ello, se calculan los valores de equilibrio o estados estacionarios que responden a valores de las
variables que si son alcanzados, en ausencia de shocks ex6genos, se mantiene en el tiempo. Una vez
determinados estos puntos, se aborda el estudio de su estabilidad dindmica. Se considera que un punto
de equilibrio es asintéticamente estable (es un atractor) si una vez alcanzado el equilibrio, cuando se
produce una perturbacion externa que saca a las variables de esos valores, dicho punto se vuelve a
alcanzar después de un periodo de tiempo transitorio. En caso de que no sea alcanzable de nuevo se
considera que el punto de equilibrio no es asintéticamente estable.

El anélisis cualitativo también analiza el tipo de comportamiento dindmico de las variables en el
periodo transitorio que hay hasta que el equilibrio se recupera o el que aparece permanentemente si el
equilibrio no es asint6ticamente estable. A continuacidn, hacemos una breve formalizacién de estos
conceptos que utilizaremos en el anélisis posterior de los modelos dindmicos planteados. Para una
revision en profundidad véase Gandolfo (1976) y Fernandez Perez et al. (2003).

Sean x;; y xp, variables en el tiempo ¢ de un sistema dindmico discreto bidimensional, 7', definido
de la forma:

Xie1 = 1 (X1 X2,4)
T = — x31 = T (x) 4.8)

X201 = fo (X1 x2,)

- (x _ [N
donde x = (xz)yT = (fz)'

Los puntos de equilibrio o estados estacionarios se definen como los puntos fijos de la funcién
vectorial 7. La condicién que asegura la estabilidad asint6tica local del punto de equilibrio x¢ es que los
valores propios de la matriz jaconiana del sistema dindmico en el equilibrio sean en mdédulo menores
que 1, estando la matriz jacobiana dada por:
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Of1 (x1%,x°)  dfi (x1° x2°)
0xy 0xa

0fa (x1%,x2°)  0f2 (x1°, x2°)
x| 0xs

JT (xle,xf) = (4'9)

Los valores propios de la matriz jacobiana son aquellos valores A que satisfacen la ecuacién
caracteristica dada por:
|JT (Xle,xZe) - /Uz| =0 (4.10)

Sean Ty D la traza y el determinante de la matriz jacobiana determinada en (4.9), respectivamente.
Esta ecuacion caracteristica puede escribirse en términos de 7 y D como:

AZ2-TA+D=0 4.11)

En resumen, si los valores propios obtenidos, A; y A; satisfacen |4;] < 1, i = 1,2, entonces el
punto de equilibrio x° es localmente asintéticamente estable. Por el contrario, si |[4;] > 1 para algtn i,
entonces el punto de equilibrio x° es inestable.

En algunos modelos, el calculo de los valores propios puede resultar complejo, por lo que existen
unas condiciones, denominadas condiciones de Schur, que determinan las circunstancias bajo las cuales
el punto de equilibrio es asintdticamente estable, y son de la forma:

G 1+T+D>0
@) 1-T+D>0 (4.12)
Gi) 1-D>0

4.4. Sistema dinamico con expectativas homogéneas adaptativas

El andlisis de los modelos dindmicos con expectativas homogéneas adaptativas se realiza tanto en
un contexto de competencia en cantidades, o de Cournot, como en precios, o de Bertrand. En primer
lugar, se plantea el sistema dindmico y, seguidamente, se calculan los puntos de equilibrio del sistema.

Finalmente, se estudia la estabilidad de los puntos de equilibrio, de manera que se pueda estudiar
bajo qué casos el sistema converge hacia alguno de los puntos de equilibrio.

4.4.1. Competencia en cantidades
Sistema dinamico y puntos de equilibrio

El sistema dindmico de un duopolio bajo competencia en cantidades con expectativas homogéneas
adaptativas viene determinado como sigue:

g1 = = B g1y + BiR1 (q2,)
TS = (4.13)

gre1 = (1 = B2) qos + BaR2 (1)

Teniendo en cuenta las funciones de mejor respuesta de cada una de las empresas dadas por (3.4), el
sistema resultante es lineal y toma la forma:

s =y + 0)q,
q1+e1 = = B g1 + B > d
TS = (4.14)

1 = yq,
@1 = = B2 g + ﬂth
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Los puntos de equilibrio se obtienen bajo el supuesto ¢;; = gi;+1 = ¢i, i = 1,2. Por lo tanto, tomando
el sistema dindmico planteado en (4.14), se plantea el sistema de ecuaciones:

- 1 0
a=0-Ba+ B 7(2+ ke
4.15)
1_
= =By + Ba 27‘“

Resolviendo el sistema dado en (4.15), el punto de equilibrio obtenido es el equilibrio de
Cournot-Nash obtenido en el sistema estdtico bajo competencia en cantidades dado en (3.5):

2s —y( 2 -
E* = ql* = M ‘Iz* - (4.16)
4 -9y2(1 + 6) 4 -y2(1 +0)

Estabilidad de los puntos de equilibrio

Con el objetivo de estudiar la estabilidad del punto de equilibrio obtenido en (4.16), se procede a
calcular la matriz jacobiana del sistema dado en (4.14). Por lo tanto, la matriz obtenida en este caso es:

| _p P40

C _ 2
JT, —Boy . “4.17)

2

Del sistema 2-dimensional lineal se observa que la matriz jacobiana, J Tg, no depende de q; y ¢ al ser
lineal, luego la matriz jacobiana en el equilibrio satisface J Tf f=J Tf.

Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio, se procede a calcular la traza y el determinante
de la matriz jacobiana en el equilibrio:

Traza =T =2 - B1 — B
(4.18)
4-y21+6

Determinante = D = 1 — 81 — B> + B132 1

El cumplimiento de las condiciones de Schur dadas en (4.12), determinan si el punto de equilibrio
es localmente asint6ticamente estable.
Respecto a la tercera condicion, se tiene:

4 —92(1 + 6) 4-y2(1+0
1=D = 1-|l-fi-Btff—T ] =fi+ o= fifo——— > 0
— p > P
4 -9+ 0)
1-p———
(4.19)
Pero 2 _ﬁ22 1+ < 0, luego, sabiendo que 8; € [0, 1], la expresion es siempre cierta.
- +
1= ﬁz)f—
En relacion con la condicién (ii) de Schur, se procede como sigue:
4-y*(1+46
1—T+D=ﬁ1,82$>0 (4.20)
Finalmente, la primera condicién de Schur es de la forma:
4-y*(1+46
1+T+D = 4-25 —2ﬁ2+,81,82¥>0
82 - 1) 4.21)

= [ <

8 = Bi[4 - »y*(16)]
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A

Perose veque 8 (2 — 1) > 8y 8 — 81 [4 -2 + 9)] < 8. Por lo tanto:

8(2 — 1)

422
8—Bild-y0+0)] (4.22)

Entonces, la expresion es siempre cierta, ya que 3, € [0, 1].

En conclusién, todas las condiciones de Schur se satisfacen, por lo que el equilibrio de
Cournot-Nash bajo expectativas homogéneas adaptativas es localmente asintoticamente estable.

Para ilustrar el caso anterior, se muestran las trayectorias temporales g;; y el plano de fases
(1> q2.1) de las cantidades obtenidas al simular el sistema dindmico descrito en (4.14) I Tomando
como condiciones iniciales y los valores de los parametros los descritos en la Figura 4.1 se observa el
resultado obtenido analiticamente, esto es, el cardcter atractor del punto de equilibrio. Por consiguiente,
se puede observar que las trayectorias temporales de las cantidades, ¢;;, convergen de forma mondtona
al equilibrio de Cournot-Nash. Esta convergencia monétona al punto de equilibrio (naranja) también
puede observarse claramente en el Plano de Fases expuesto en la Figura 4.2.

4.4.2. Competencia en precios
Sistema dinamico y puntos de equilibrio

El sistema dindmico de un duopolio bajo competencia en precios con expectativas homogéneas
adaptativas viene determinado como sigue:

Pt = = B pis + BiR1 (p2y)
T8 = (4.23)

Pt = (1 = B2) pas + BaRo (piy)

Teniendo en cuenta las funciones de mejor respuesta de cada una de las empresas obtenidas de (3.22),
el sistema resultante es lineal y toma la forma:

s+y( +60)pr—v

2 (4.24)

1 —vys + 1
Pt = (1 = Ba) pay + ﬁzyfy’”

prv1 =1 = B pry + B

75

Figura 4.1: Competencia en Cantidades. Expectativas homogéneas. Trayectorias solucién: 8 = B, = 0,5,y =
05,0 =0,25,s = 2,q10 = 03,420 = 0,2

Las simulaciones matematicas realizadas se han desarrollado en Wolfram-Mathematica (Inc.)
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Figura 4.2: Competencia en Cantidades. Expectativas homogéneas. Plano de fases: 8; = 5, = 0,5,y = 0,5,6 =
025,5 = 2,910 = 0,3,q20 = 0,2

Los puntos de equilibrio se obtienen bajo el supuesto p;; = pir1 = pi, | = 1,2. De esta forma,
tomando el sistema dindmico planteado en (4.24), el sistema de ecuaciones obtenido es:

s+y(d+0)pr—vy

2 (4.25)

1 — ys +
P2=(1—ﬁz)p2+ﬁz#

pr=U-=BDp1 + B

Resolviendo el sistema dado en (4.25), el punto de equilibrio obtenido es el equilibrio de
Bertrand-Nash obtenido del sistema estdtico bajo competencia en precios dado en (3.24):

2-a+0ys-A-0y  2_52_y
4—(1+0)2 HLC R -

E*=|p: = (4.26)

Estabilidad de los puntos de equilibrio

Con el objetivo de estudiar la estabilidad del punto de equilibrio obtenido en (4.26), se procede a
calcular la matriz jacobiana del sistema dado en (4.24), obteniendo:

Biyd +6)
O 4.2
JTy = By s (4.27)
2
Del sistema 2-dimensional lineal se observa que la matriz jacobiana, JT2, no depende de p; y p; al ser
lineal, luego la matriz jacobiana en el equilibrio satisface J Tf =1 Tf .
Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio, se procede a calcular la traza y el determinante
de la matriz jacobiana en el equilibrio:

Traza =T =2 - 51 — B>
(4.28)
4 -vy*(1 + 0)

Determinante = D =1 — 81 — B2 + B1 52 1

Cabe destacar que la traza y el determinante de la matriz jacobiana obtenida bajo competencia en
precios son iguales que las obtenidas bajo competencia en cantidades, dadas en (4.18). Por lo tanto, las
condiciones de Schur planteadas para el sistema dindmico bajo competencia en cantidades son iguales
a las que se obtendrian bajo competencia en precios. Luego, se derivan los mismos resultados. Es decir,
bajo 8; € [0,1], i = 1,2, las tres condiciones de Schur se cumplen, luego, el punto de equilibrio
obtenido en el sistema dindmico bajo competencia en precios es localmente asintoticamente estable.
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Figura 4.3: Competencia en Precios. Expectativas homogéneas. Trayectorias solucién: 8y = S, = 0,5,y =

05,0 =025,5s = 1,5,p10 = 0,3,p20 = 0,8
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Figura 4.4: Competencia en Precios. Expectativas homogéneas. Plano de fases: 8, = 5, = 0,5,y = 0,5,6 =
0,25,s = 1,5 P10 = 0,3 , D20 = 0,8

Como puede observarse en la simulacion de las trayectorias solucién con valores iniciales dados
en la Figura 4.3, las trayectorias de los precios convergen de forma monétona al equilibrio de
Bertrand-Nash dado en (4.26). Adicionalmente, del Plano de Fases dado en la Figura 4.4, se desprende
el mismo resultado, al converger la sucesion de puntos (p1, p2,) al punto de equilibrio (naranja).

4.5. Modelo dinamico con expectativas heterogéneas

Al igual que en el caso de los modelos con expectativas homogéneas, en los cuales ambas empresas
toman el mismo esquema de expectativas, el andlisis de los modelos dindmicos con expectativas
heterogéneas se realiza tanto en un contexto de competencia en cantidades, o de Cournot, como en
precios, o de Bertrand. En este segundo caso, las empresas toman dos esquemas de expectativas
diferentes. En el caso de la Empresa 1, se suponen expectativas basadas en la Regla del Gradiente
definida en (4.6), y en la Empresa 2 se suponen expectativas naive, definidas en (4.3).

4.5.1. Competencia en cantidades

Sistema dinamico y puntos de equilibrio

El sistema dindmico de un duopolio bajo competencia en cantidades con expectativas heterogéneas
viene determinado como sigue:

6H1’t
qie+1 =41 + a’q1,ta
TS = 1. (4.29)

@r+1 = Ro (QI,t)

Sustituyendo las expresiones del sistema por las calculadas de acuerdo con el sistema de
competencia en cantidades estdtico, dadas en (3.2) y (3.4), el sistema dindmico bajo competencia en
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cantidades con expectativas heterogéneas es de la forma:

G+l = que + aqiels — 2q1; — y(1 + 60) q2,]

Tlf = (4.30)
_ I —yq1,
q21+1 = —2
En este caso, los puntos fijos o de equilibrio, satisfacen ¢;;+1 = ¢iy = ¢;, i = 1,2. Entonces,

tomando el sistema definido en (4.30), se tiene:

q1=q1 + aqi[s — 2q1 — y(1 + 6)q2]
4.31)
_l-yq

q2 >

Resolviendo el sistema dado en (4.31), se obtienen un punto frontera y un punto interior,
que coincide con el equilibrio de Cournot-Nash obtenido del sistema estitico bajo competencia en
cantidades dado en (3.5):

1
Punto Frontera: El = (ql* =0,q; = z)
(4.32)
2s —y(1 + 6 2 -
Equilibrio de Cournot-Nash: EJ = (¢ = L q; = R R
4 -y2(1 +0) 4 -y2(1 +6)

Estabilidad de los puntos de equilibrio

Con el objetivo de estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrios obtenidos en (4.32), se procede
a calcular la matriz jacobiana del sistema dado en (4.30) como:

c L+als—4q —y(d + 0 q] -ay(d +0)q
ITS (q1.42) = - 0 (4.33)

2

1
= Estudio del punto frontera: (0, 5)

En primer lugar, se evalia la matiz jacobiana del sistema en el punto de equilibrio, de forma que
se obtiene:
v(1 + 0)
2
- 0
2

0

N

JT§ (Ef) = JTf (0,1) |t

> (4.34)

Al ser J Tlg (E 1*) una matriz triangular, es inmediato comprobar que los valores propios de la
matriz son las componentes de la diagonal. Por lo tanto, se observa:

41 =0 = |44 <1
vyl + 6)
2

n (4.35)

1+ afs o] > 1

Por lo tanto, al menos uno de los valores propios tiene valor absoluto mayor que 1, por lo que e/
punto frontera es inestable. Cabe destacar que el punto frontera corresponde a una situacién de
monopolio ya que Unicamente la Empresa 1 produce, puesto que, g» = O.
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» Estudio del equilibrio de Cournot-Nash: La matriz jacobiana evaluada en el equilibrio de
Cournot-Nash es de la forma:

2s — 1 0 2 — | 0
- 2“[# —ay(l + 6) #
TS (E5) = 4 =7 (1 +6) 2016 o
2 0
2
Entonces, la traza y el determinante de la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio son:
Traza =T = 1 — 20[%(1%—2)
_27 o (4.37)
—ay" (1 +6)|2s —yd + 6
Determinante = D = — ( ) [2s — y( )
2 4 -y2(1 +0)

Las condiciones de Schur definidas en (4.12) determinan bajo qué condiciones el punto de
equilibrio es localmente asintéticamente estable.

El cumplimiento de la tercera condicién es clara, ya que:

ay* (1 + 0)
2

2s —y(1 + 6)
4 —92(1 + 6

ay* (1 +0)
T

1-D=1+ =1+ >0 (4.38)

En el caso de la condicion (ii), se tiene:

2s —y(1 + 6)
4 - 921 + 6

gi >0 (439

2

1-T+ D =
[ !

[4 -v*1 + 6)

[4—y2(1+9)
- q¢|—

Por ltimo, la condicién (i) de Schur es de la forma:

_ 2
14T 4D=2—o|Byd+ONI+yU+O1 o (4.40)
4-2(1 +0) 2
donde )
2 4 -2 +0)
— a(s.y.0) = 2 441
v = a0 =2 T [2s—y(1+9) (441)

Por lo tanto, las condiciones de Schur se cumplen si a € (0, a¢).

Por lo tanto, en definitiva, de este anélisis se concluye que existe un umbral de la velocidad de ajuste
por debajo del cual el equilibrio tiene un cardcter atractor y superado ese umbral pierde la estabilidad
asintética.

Resulta interesante estudiar el comportamiento en funcién del umbral. En concreto, tiene interés
analizar el comportamiento de las trayectorias cuando se supere el umbral. Para ello, se recurre a
simulaciones. Tomando y = 0,5,8 = 0,25,5 = 2,910 = 0,3,920 = 0,2, el umbral para el cual
se asegura que hay estabilidad asintética es ¢ = 1,01342. De esta forma, tomando un valor por
debajo de ese umbral, por ejemplo, @ = 0,8, tal y como muestra la Figura 4.5 la cual representa la
trayectoria solucién del sistema descrito en (4.30), existe convergencia al equilibrio de Cournot-Nash.
De la misma forma, la Plano de Fases en este caso (Figura 4.6) muestra la convergencia al punto de
equilibrio (naranja).

Aumentando el valor de a bajo las mismas condiciones iniciales, la estabilidad del equilibrio se ve
afectada, tal y como se puntualiza dado el umbral de « para el cual el punto de equilibrio es estable,
descrito en (4.41). En la Figura 4.7 puede observarse que, tomando @ = 1,2, el punto de equilibrio
deja de ser estable. En su lugar, la trayectoria obtenida oscila entre dos puntos alrededor del punto
de equilibrio, esto es, se obtiene como atractor un 2-ciclo. Aumentando el valor de la velocidad de
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Figura 4.5: Competencia en Cantidades. Expectativas heterogéneas. Trayectorias soluciéon: @ = 0,8,y =

05,0 =025,5 = 2,910 = 03,920 = 0,2.
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Figura 4.6: Competencia en Cantidades. Expectativas heterogéneas. Plano de fases: @ = 0,8,y = 0,5,0 =
0.25,s = 2,q10 = 03,920 = 0,2.

ajuste a @ = 1,3, se obtiene como atractor una trayectoria oscilante de 4 puntos alrededor del punto
de equilibrio, es decir, un 4-ciclo. Finalmente, se ha tomado @ = 1,5, obteniendo que la trayectoria
solucidn sigue un comportamiento caético. El comportamiento descrito para cada uno de los valores de
a puede observarse claramente en la Figura 4.8. En este sentido, los Planos de Fases muestran los puntos
de oscilacion (verde) alrededor del equilibrio de Cournot-Nash (naranja) que se obtienen al aumentar
el valor de la velocidad de ajuste de forma que el sistema no converge al punto de equilibrio. Por lo
tanto, se observa que conforme nos alejamos del umbral de la velocidad de ajuste, las trayectorias se
complican mostrando un comportamiento oscilante o cadtico en cada caso.

Influencia de los parametros sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio

En relacién con los puntos de equilibrio obtenidos en (4.32), se ha analizado la estabilidad de ambos
puntos, viendo que, en el caso del punto frontera, uno de los valores propios tiene valor absoluto mayor
que 1, por lo que el punto es inestable, independientemente de los pardmetros s,y y 6.

Respecto al equilibrio de Cournot-Nash, a partir de las condiciones de Schur se concluye que el
punto es localmente asint6ticamente estable si a (s, 6, y) € (0, ac), donde a¢ queda definido en (4.41).
Por lo tanto, se puede estudiar la variacién en el rango de valores de « para los cuales el equilibrio es
estable mediante el andlisis de la influencia de los pardmetros s,y y 6 en el umbral de la velocidad de
ajuste, @, y evaluar si el intervalo se ve disminuido o aumentado en funcién de los pardmetros.

» Diferencia de calidad, s.
Para estudiar la influencia del pardmetro de diferenciacién vertical, s, sobre el umbral de velocidad

de ajuste, se procede de la forma:

8
4+ 521 +6)

oac

rriaie (4.42)

[4—y2(1+9) }<0
2s - y(1 + 0

En consecuencia, un aumento en la diferencia de calidad de las variedades provoca una



22

Capitulo 4. Andlisis dindmico

q1 g2
13 03
10 0.4
0.8 0.3
o
0.2 0.1

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

(@a =12

71 gz
12 0.5
10 0.4
0.8 0.3
o
02 01

A Y

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

b)e =13

q1 g2
12 0.5
10 0.4
0.8 0.3
‘s
02 0.1

0 204060801002a40 r

0 20406080100240 %

(©)a =15
Figura 4.7: Competencia en Cantidades. Expectativas heterogéneas. Trayectoria solucién: y = 0,5, =
0,25, S = 2,q1,0 = O,S,qz’o = 0,2
5] &
Gip 0ir
04 : o4t ! .
‘. *
0.3 0.3
. ld - v ld
0.2 . 0.2 .
0.1 0l
G'%.O 0.2 04 0.6 0.8 10 1 .‘-q'l D'%.O 0.2 0.4 0.6 0.8 10 i .’g‘l
(a)ar = 1,2 b)a =13
5]
Gip
04 - \
0.3 i 3
—r——
[/ om—
0.1
90 0 04 06 03 10 198
()a =15
Figura 4.8: Competencia en Cantidades. Expectativas heterogéneas. Plano de Fases: y = 0,5,0 = 0,25,s =

2,910 = 03,920 = 0,2.



Andlisis dindmico en un duopolio diferenciado con propiedad parcial - Inés Ortega Palacios 23

disminucién en el umbral de la velocidad de ajuste, ac, y por ende, una disminucién del rango de
valores de « para los cuales el equilibrio es asintdticamente estable.
= Participacién parcial, 8
La influencia de la participacion parcial de la Empresa 1 en el beneficio de la Empresa 2 sobre el
umbral de velocidad de ajuste se determina a partir de las siguientes expresiones:
dac Y (1 + 07 + 821 +6) — 16ys + 16
90 [4+y2A +0]2s -y + 0)]

(4.43)

La expresion puede cambiar de signo, por lo que la influencia del parametro viene condicionada
por un valor critico como sigue:

9 -4 (1 + 6% + 8y*(1 + 6) + 16
ﬂ>O<=>s< ' ( ) 7 ( ) =3 (4.44)
00 16y
El valor critico 5§ cumple:
A+ +82A+0)+16 1 YU +OB-Y+06)
_ A0 8PA 0 +16 1 [ Lo s
16y 0% 16
Adicionalmente, tomando x = ¥ (1 + 6), se puede ver que:
2
<= -8x+16>0=(x-4>>0 (4.46)
Y
Luego, la condicién se cumplira siempre ya que x = ¥ (1 + ) < 4. Por lo tanto:
Si 1<s<s— 2 g
00 (4.47)
2 0
Sis<s<-=2Z¢ <
0% 00

Entonces, si la calidad de la variedad no supera el valor critico §, un aumento en la participacién
parcial de la Empresa 1 sobre el beneficio de la Empresa 2 provoca un aumento en el umbral de
la velocidad de ajuste, ac, lo que hace aumentar el intervalo de valores para los cuales el sistema
es asintticamente estable.

» Diferenciacién horizontal, y
La influencia del parametro de diferenciacion horizontal sobre el umbral de velocidad de ajuste
viene determinado por la expresion:

dac  —y*(1 + 6)? + 16y>(1 + 0) — 32ys + 16
o [4 +92(1 + O][2s — y(1 + 6)]

(4.48)

El signo de la derivada no estd determinado, por lo que la influencia del pardmetro de
diferenciacién horizontal viene condicionada por un valor critico como sigue:

dac 1+ 6+ 16y2(1 + 6) + 16 _

=35

— >0
8y> =5 < 32y

(4.49)

Seax = y?(1 + 6). Si bien no puede asegurarse que § > 1, en todo caso, se satisface:

A 2 2
YA +O 16 A+ + 16 2 2 16448 > 0= (x — 4)(x — 12) > 0

32y b%
(4.50)

=]
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Pero x < 4, por lo que la expresion es siempre cierta. Por lo tanto, si § > 1, entonces:

Si 1<s<§=&£>0
oy

_ 2 0
Si§<s<—:,~£<0
Y Ay

4.51)

Entonces, si la calidad de la variedad no supera el valor critico 5, una disminucién en la
diferenciacién horizontal entre las variedades hace que a¢ aumente, lo que provoca que el
intervalo de valores para los cuales el sistema es estable aumente. Cabe destacar que en el caso
de que 5 < 1, serd inmediato dac/dy < O.

4.5.2. Competencia en precios

Sistema dinamico y puntos de equilibrio

El sistema dindmico de un duopolio bajo competencia en precios con expectativas heterogéneas,
donde la Empresa 1 sigue el esquema de expectativas de la Regla del Gradiente y la Empresa 2 sigue
expectativas naive, viene determinado de la forma:

aHl,,

Pis+1 = Pig + a’Pl,ta
TH = Pl (4.52)

P2i+1 = Ra(p1y)

Sustituyendo las expresiones del sistema por las calculadas de acuerdo con el sistema de
competencia en cantidades estatico, dadas en (3.22), el sistema dindmico bajo competencia en precios
con expectativas heterogéneas es de la forma:

s—v—=2p1s+ vy + 0)py,
Pli+1 = Pt + @P1;s 1 >
T = - (4.53)
1 —ys + ypui,
2

P2i+1 =

En este caso, los puntos fijos o de equilibrio, satisfacen p;..1 = piy = pi, i = 1,2. Entonces,
tomando el sistema definido en (4.53), se tiene:

s—y-=2p1+v({d+60)p
_ A2
I -y (4.54)

P1=p1 t ap

1 —ys+ yp

D2 = 2

Resolviendo el sistema dado en (4.54), se obtienen un punto frontera y un punto interior
que corresponde al equilibrio de Bertrand-Nash obtenido del sistema estitico bajo competencia en
cantidades dado en (3.24):

1 -
Punto Frontera: Ef = (p]* =0,p; = 2ys)
2-a+0y]s-a -0y 2y —ys
Equilibrio de Bertrand-Nash: E; = [p; = s Dy = s
4-(1+6y 4 — (1 + 6)y?

(4.55)
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Estabilidad de los puntos de equilibrio

Con el objetivo de estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio obtenidos en (4.55), se procede
a calcular la matriz jacobiana del sistema dado en (4.53), dada por:

a ay(l + 6)
5 sls—y—4pr+y(d +0)p2] + 1 y—zm
JTi (prpa) = |1 =7 y I=y (4.56)
= 0
2
. 1 — s
= Estudio del punto frontera: |0, )
En primer lugar, se evalda la matiz jacobiana del sistema en el punto de equilibrio, de forma que
se obtiene:
a 1 —ys
1 - 1+ [s—y+)/(1+9)( )}
JTE(E) = JTf (o, 2”) = -2 , 2 (4.57)
5 0

Al ser J Tlf una matriz triangular, es inmediato comprobar que los valores propios de la matriz
son las componentes de la diagonal. Por lo tanto, se observa:

A1 =0 = |44 <1

1_
C 15—y 4y +06) I = > 1
1 — 92 2

(4.58)

A 1+

De este modo, al menos uno de los valores propios tiene valor absoluto mayor que 1, por lo que
el punto frontera no es estable.

= Estudio del equilibrio de Bertrand-Nash:

La matriz jacobiana evaluada en el equilibrio de Bertrand-Nash es de la forma:

| 20, ay(1+6)
] - B P P
JTE(E5) = JTf (pi.p3) = 1 e -y (4.59)
= 0
2
Entonces, la traza y el determinante de la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio son:
2
Traza=T:1—1 azpl*
R (4.60)
- 1+6
Determinante = D = Mpl*
2(1 = %)

Las condiciones de Schur definidas en (4.12) determinan bajo qué condiciones el punto de
equilibrio es localmente asint6ticamente estable. Sea K = 1 — T + D de la forma:

_ _ o apy 2
K—]—T+D—m[4—’y(l+9)]>0 (461)

Las condiciones de Schur pueden reescribirse como sigue:

G 1+T+D>0 =<=2T+K >0
G 1-T+D>0 —<K>0 (4.62)
i) 1-D>0 —2-(T+K)>0
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La tercera condicion es cierta, ya que:

2
ay (1 +6) ,
>0 4.63
20-/ "7 e

En el caso de la condicion (ii), resulta inmediato comprobar que se cumple en cualquier caso ya
que, de acuerdo con las condiciones de Schur definidas en (4.62)

1-D=1+

a/pl*

K=—"1_14-y>0+6)|>0 4.64
2(1_72)[ Y +0) (4.64)
Por dltimo, de acuerdo con las condiciones de Schur definidas en (4.62), la primera condicién es
de la forma: )
ap; 4 1+86
k=2 AYALO o, (4.65)
1 — 92 2
donde
4 - (1 +6)y 4(1 -2
ap = a(s,y,0) = ( )y ( ) (4.00)

2-0+0y]s-0-0y [4+720+6)]
Por lo tanto, las condiciones de Schur se cumplen si @ € (0, ap).

Por lo tanto, existe un umbral de la velocidad de ajuste por debajo del cual el equilibrio tiene un
cardcter atractor 'y superado ese umbral pierde estabilidad asintética.

Al igual que en el caso de la competencia en cantidades, resulta interesante estudiar el
comportamiento en funcién del umbral de velocidad de ajuste. En concreto, tiene interés analizar el
comportamiento de las trayectorias cuando se supere dicho umbral. Dadas las condiciones iniciales
vy =05,0 =025,5s = 1,5,p10 = 0,8,p20 = 0,4, el umbral para el cual se asegura estabilidad
asintdtica del punto de equilibrio es @p = 1,18967. Entonces, tomando un valor por debajo de este
umbral, por ejemplo, @ = 1, tal y como muestra la Figura 4.9 la cual representa la trayectoria solucién
del sistema dindmico con expectativas heterogéneas bajo competencia en precios descrito en (4.53),
existe convergencia al equilibrio de Bertrand-Nash. De la misma forma, la Plano de Fases en este caso
(Figura 4.10) muestra la convergencia al punto de equilibrio (naranja).

Aumentando el valor de @ bajo las mismas condiciones iniciales, la estabilidad del equilibrio se ve
afectada, tal y como se puntualiza dado el umbral de a para el cual el punto de equilibrio es estable,
descrito en (4.66). En la Figura 4.7 puede observarse que, tomando @ = 1,55, la trayectoria obtenida
converge a dos puntos alrededor del punto de equilibrio por lo que se obtiene como atractor un 2-ciclo.
Tomando @ = 1,3, se obtiene una trayectoria oscilante de 4 puntos alrededor del punto de equilibrio,
es decir, un 4-ciclo. Finalmente, escogiendo @ = 1,7, la trayectoria obtenida para los precios sigue un
comportamiento cadtico. En la Figura 4.12 se muestran los Planos de Fases con los puntos de oscilacién
(verde) alrededor del equilibrio de Cournot-Nash (naranja) que se obtienen al aumentar el valor de
la velocidad de ajuste de forma que el sistema no converge al punto de equilibrio sino que tiene un
comportamiento oscilante o cadtico en cada caso.
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Figura 4.9: Competencia en Precios. Expectativas heterogéneas. Trayectorias solucién: @« = 1,y = 0,5,6 =

0,25,5s = 1,5,p1p0 = 0,8, p20 = 0,4.
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Figura 4.10: Competencia en Precios. Expectativas heterogéneas. Plano de fases: @ = 1,y = 0,5,0 = 0,25,s =
1,5,pi0 = 0,8,p20 = 04.
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Influencia de los parametros sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio

Al igual que en el caso de la competencia en cantidades, resulta de interés analizar la influencia de
los pardmetros del modelo sobre umbral de la velocidad de ajuste.

Dados los puntos de equilibrio obtenidos en (4.55), se analiza la estabilidad de ambos puntos, viendo
que, en el caso del punto frontera, uno de los valores propios tiene valor absoluto mayor que 1, por lo
que el punto es inestable, independientemente de los pardmetros s,y y 6.

Respecto al equilibrio de Bertrand-Nash, a partir de las condiciones de Schur se concluye que el
punto es localmente asintticamente estable si @ € (0, @g), donde ap queda definido en (4.66). Por lo
tanto, se puede estudiar la variacion en el rango de valores de a para los cuales el equilibrio es estable
mediante el andlisis de la influencia de los pardmetros s,y y 6 en el umbral de la velocidad de ajuste,
ap, y evaluar si el intervalo se ve disminuido o aumentado en funcién de los pardmetros.

m Diferencia de calidad, s.

La influencia del pardmetro de diferenciacion vertical, s sobre el umbral de velocidad de ajuste,
viene determinada como sigue:

doy  4(1-P)4-ra+0]  D[2-70+0) 0w
ds [4+70+0] [s2-20+60] -y -0 '

Por consiguiente, un aumento en la diferencia de calidad de las variedades provoca una
disminucién en el umbral de la velocidad de ajuste, ap, luego, el rango de valores de a para
los cuales el equilibrio es estable disminuye.

= Participacién parcial, 6

La participacién parcial de la Empresa 1 en el beneficio de la Empresa 2 influencia al umbral de
velocidad de ajuste de la siguiente forma:

dap -4(1 - y*)y?
90 [4+ 20 +0][Q -1 +0)s -y - 0)
42 (1= P)4- + 0y
[4+ 720+ 0P [Q2 -2 +60)s -y - 0)]
4(rs ) (1 - 7)[4 -0+ o)

[4+920 +0)][2 -0 +0)s -y -0

(4.68)

+

La expresién podria cambiar de signo, por lo que es conveniente estudiar la influencia del
pardmetro mediante la definicidn de un valor critico como sigue:

@21 oy A 2
0ap ey 108U -0-y A+ (4.69)
06 (1 +6y[8 -2 + 0)]

Dado el valor critico 5, puede verse que, mediante transformaciones algebraicas la siguiente
expresion es cierta:

§>1e16(1-9)+ Y1 +0)0-y[8-rA+6]>0 (4.70)
De manera equivalente, sea x = y> (1 + 6), y suponer y # I, entonces:

2
F<Z-—ye=>x-42<0 4.71)
Y
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. . 2 . .
Pero la expresion no es cierta, esto es, § > — — . Enel casoy = 1, la expresion no seria cierta
Y

. ) ., ) _ Oap
nunca, procediendo a la misma conclusion. En consecuencia, se cumple s < 5, luego 20 < 0.

Entonces, si el pardmetro de participacion parcial aumenta, disminuird el umbral de velocidad
de ajuste ap, por lo que también se vera disminuido el intervalo de valores para los cuales el
equilibrio de Bertrand-Nash es estable.

= Diferenciacién horizontal, y

La influencia del pardmetro de diferenciacidn horizontal sobre el umbral de velocidad de ajuste,
ap, viene determinado como:

dap -8(1 =)y +6)
gy [F+rA+0[Q -0 +0)s -y -0
8[4 -y +0))(1-9)y0 +0
[4+720+0F[2 -1 +6)s -y -0 @72)
4l -2+ 0)](1 - y?)[1 +2ys1 + 6) - 0]
+
[4+ 720 +0][Q-yU+60)s-yd -0
8y[4 - 21 + 0)]
4+ Y20 +O][2 -y +6)s —y( - 0)]

El signo de la derivada podria no estar determinado, por lo que la influencia del pardmetro de
diferenciacion horizontal vendria condicionada por un valor critico como sigue:

— >0e=>s<35s 4.73)

donde

—0 — 17y* + »*6® (1 + yz) + v26? ('}/4 + 17y% - 16) + 3297 - ('y6 + 9"+ 16y% + 16)9 + 16

2(363 + Ty> = 2493 + (9y° — 8y3) 6% + (15y° — 32y3)6 + 32y]
4.74)

Mediante el lenguaje matematico Sage Math se comprueba que, si bien no puede asegurarse que

5 =

§ > 1, se puede asegurar que § < — — y:
Y

100 000

(@) f(y,0) = 5 (azul) y g(y,6) = 1 (verde) (b) f(y,0) = §(azul) y g(y,6) = % — v (verde)

Figura 4.13: Representacion grafica de §y sus valores frontera
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De esta forma:

Sil<s<3 :652>0
Y (4.75)
} 2
Si§<s<——y:%<0
Y dy

Entonces, si la calidad de la variedad no supera el valor critico 5, una disminucién en la
diferenciacién horizontal entre las variedades hace que ap aumente, lo que provoca que el
intervalo de valores para los cuales el sistema es estable aumente. Nétese que en el caso de que
5 < 1, serd inmediato dap/dy < 0.

4.5.3. Comparacion entre umbrales en competencia en cantidades y en competencia en
precios

Una vez analizadas las condiciones de estabilidad, se establece la comparacion entre los umbrales
obtenidos, a¢ y ap, en competencia en cantidades y en competencia en precios, respectivamente. Esta
comparacion permite comprobar que la competencia en precios es mas inestable que la competencia en
cantidades.

Dados los dos umbrales, a¢ y ap, obtenidos en (4.41) y (4.66), entonces:

4 -a+0y) 1 -y I
WBTAC T T2 1 6) [[2 “0+02s-(0-6y 25-y(+6
4(4 - (1 + 0)y?) —y(ys = 0) +20 - 2 (1+0)) ]
(4.76)
4+y2(0+6) |[(2-A+60)y]s-(1A=-60y)2s -y +6)

Por lo tanto, el signo de la expresién ap — @¢ vendra determinado por el signo de —yA donde

A=ys(1 -6 +20—-7y(1+6) 4.77)
Suponer A < 0, entonces:
21 +6) - 20
A<Omsgc U026 (4.78)
y(1 -0

Sabiendo que, por definicién, s > 1, entonces la condicién obtenida en (4.78) debe ser mayor que

1
1. Sin embargo, sabiendo que y € [0, 1], 8 € [0, 5):

Y2 + 6) — 260

Saoe Yo y-2)>0 (4.79)

Pero la expresion no es cierta, puestoque y — 1 < 0yy?> + y — 2 < 0. Por consiguiente, ac > ap.

En conclusién, los precios obtenidos bajo competencia en cantidades son mayores que los precios
obtenidos bajo competencia en precios lo que hace que las empresas bajo competencia en cantidades
tengan mayor poder de mercado y que bajo competencia en precios, la competencia entre las empresas
sea més agresiva. En este sentido, una mayor competencia entre las empresas desestabiliza el equilibrio,
por lo que el rango de valores de a para los cuales el equilibrio de Nash es asintéticamente estable es
mayor bajo competencia en cantidades que bajo competencia en precios, resultando la competencia en
precios mads inestable.



5. Conclusiones principales del trabajo

El trabajo realizado tiene por objetivo principal introducir la perspectiva temporal en un doupolio
que tiene en cuenta diferenciacion, tanto horizontal como vertical, asi como el nivel de propiedad parcial
de la empresa con la variedad de producto de mayor calidad sobre la empresa con la variedad de
menor calidad, lo cual permite analizar el efecto de estos aspectos sobre la estabilidad dindmica del
equilibrio de Nash, tanto en competencia a la Cournot como en competencia a la Bertrand. Tomando
como referencia un modelo estitico, se toman expectativas diferentes en funcién del conocimiento de
las empresas. En el caso de que las empresas tengan pleno conocimiento de sus funciones de demanda,
se ha analizado la dindmica de un modelo en el cual las expectativas de ambas empresas se basan en
funciones de mejor respuesta, en concreto, expectativas homogéneas adaptativas. En el caso de que esta
hipétesis se relaje, se definen esquemas de expectativas que implican un menor grado de racionalidad
por parte de las empresas. De esta manera, se ha analizado un modelo en el cual las empresas tienen
expectativas heterogéneas, donde una de ellas basa sus expectativas en la Regla del Gradiente, mientras
que la segunda tiene expectativas ingenuas.

Del andlisis del modelo estatico de partida, la principal conclusién que se desprende, tanto para
competencia en precios como competencia en cantidades, es que un aumento en la participacion parcial
de una empresa sobre la otra provoca que ambas variedades aumenten su precio, esto es, la estrategia
de participacidn parcial tiene un efecto anticompetitivo, siendo la competencia en precios mds eficiente
que la competencia en cantidades. Este resultado se ha reproducido en la literatura.

Bajo competencia en cantidades, la diferencia de calidad produce un aumento de precio de la
variedad de mayor calidad y el efecto contrario en el caso de la Empresa 2. En relacién con la
diferenciacion horizontal, si los bienes son muy sustitutivos, el precio de la variedad de mayor calidad
disminuye, mientras el de menor calidad baja. Sin embargo, si la diferencia de calidad estd por encima
de un determinado punto critico, la Empresa 1 aumentara el precio de su producto mientras que para
competir, la Empresa 2 disminuird el precio de su variedad. En el caso de la competencia en precios,
la diferencia de calidad produce el mismo efecto sobre los precios que la competencia en cantidades,
mientras que en relacién con el grado de diferenciacién horizontal, cuanto menos sustitutivos sean los
productos, las empresas aumentaran e precio de sus variedades, ganado ambas cuota de mercado.

Respecto al andlisis dindmico, mientras las dos empresas basan sus expectativas en funciones de
mejor respuesta, el equilibrio de Nash es asint6ticamente estable, tanto en competencia en cantidades
como en competencia en precios. Sin embargo, basta que una empresa (en este caso, la Empresa 1) tome
un esquema de expectativas basado en la Regla del Gradiente para que el equilibrio de Nash pierda su
cardcter atractor. Esto es un resultado habitual en la literatura.

En este caso, tanto en competencia en cantidades como en precios, existe un umbral de la velocidad
de ajuste de la empresa 1, que depende del resto de pardmetros del modelo, que distingue una regién
en la cual el equilibrio de Nash es estable y una regién de no estabilidad. Superando ese umbral es el
momento en el cual se pierde la estabilidad, dando lugar a comportamientos ciclicos y, llegado un cierto
punto, a comportamientos cadticos en ambos tipos de competencia.

Ademads, analizando la influencia de los pardmetros del modelo en el umbral de estabilidad, se ha
obtenido que en el caso del pardmetro de diferenciacion de calidad el efecto que tiene en el umbral es
el mismo para ambos tipos de competencia, esto es, una mayor diferenciacion de calidad desestabiliza
el equilibrio. Sin embargo, la influencia de los pardmetros de propiedad parcial y de diferenciacién
horizontal en el umbral de estabilidad viene condicionada por la diferenciacién vertical existente, tanto
bajo competencia en precios como en cantidades.

Finalmente, del andlisis comparativo de los umbrales en competencia en cantidades y en
competencia en precios se desprende que el rango de valores del umbral de la velocidad de ajuste para
los cuales el equilibrio de Nash es asintticamente estable es mayor bajo competencia en cantidades que
bajo competencia en precios, lo cual provoca que la competencia en precios sea mds inestable.
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