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ANEXOS 

9. OPERACIONES INTERMEDIAS DE TRANSFORMACIÓN DE LOS 
MODELOS 

9.1. Modelo de Anderson y Loewenthal 

Según Anderson y Loewenthal (6), la pérdida de potencia producida en una transmisión 
por engranajes cilíndricos de dentado recto debida al deslizamiento que se produce entre los 
dientes en contacto viene determinada por la siguiente expresión: 

)()·(·)( 3 xFxVCxP SSS 
 

EC. 9.1  

siendo 

PS(x) potencia perdida en el deslizamiento (kilovatios) 

C3   10-3 (convierte los Vatios en kilovatios) 

FS(x) fuerza de deslizamiento (Newtons) 

VS(x) velocidad de deslizamiento (metros/s) 

 

La expresión anterior está formulada permitiendo analizar la como varía la pérdida de 
potencia debida al deslizamiento a lo largo de la línea de contacto entre los engranajes en 
contacto. A continuación se muestran las expresiones que determinan unos puntos 
característicos de esta línea de contacto. Estas expresiones hacen referencia a parámetros 
geométricos definidos en el aptado. 9.7: 
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EC. 9.2 

siendo 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

xp  punto de contacto (metros) 

x  punto de la línea de contacto (metros) 

x1  punto de inicio del contacto compartido entre 2 o más dientes (metros) 

x2  punto de inicio del contacto único (sólo 1 diente soporta la carga) (metros) 

x3  punto de fin del contacto único (sólo 1 diente soporta la carga) (metros) 

x4  punto de fin del contacto compartido entre 2 o más dientes (metros) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 
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Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

Ng  nº de dientes del engranaje de salida  

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

 

La velocidad de deslizamiento expresada en (metros/s) evaluada en un punto (x) de la 
línea de contacto VS(x), se expresa de la siguiente manera: 

 
P

g

g
pswS xx

m

m
nCCxV 


 ·

1
···)(

 

EC. 9.3 

siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

xp  punto de contacto (metros) 

x  punto de la línea de contacto (metros) 

 

La fuerza de deslizamiento expresada en (Newtons) evaluada en un punto (x) de la línea 
de contacto FS(x), se expresa de la siguiente manera: 

)()·()( xwxfxFS 
 

EC. 9.4 

siendo 

f(x)  coeficiente de rozamiento 

w(x) carga normal en el engranaje (Newtons) 

 

El coeficiente de rozamiento entre ambas superficies de contacto, se expresa de la 
siguiente manera: 
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EC. 9.5 

siendo 

C1 
Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 

americano (C1 = 45,94), en caso opuesto (C1 = 29,66)
 

w(x) carga normal en el punto de contacto (libras) 
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m0  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

F  ancho de la cara del diente (pulgadas) 

VT(x) velocidad de rodadura (pulgadas/s) 

VS(x) velocidad de deslizamiento (pulgadas/s) 

 

La carga normal expresada en (Newtons) evaluada en un punto (x) de la línea de contacto 
w(x), se expresa de la siguiente manera: 
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EC. 9.7 

siendo 

Tp  par transmitido (N·m) 

Dp  diámetro primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

 

La velocidad de rodadura expresada en (metros/s) evaluada en un punto (x) de la línea de 
contacto VT(x), se expresa de la siguiente manera14: 
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EC. 9.8 

siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

xp  punto de contacto (metros) 

x  punto de la línea de contacto (metros) 

Dp  diámetro primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

                                                 
14 Se corrige un error que existía en el artículo de Anderson y Loewenthal (6 pág. 20), en la ecuación de VT(x). 
En el artículo “senθ” está en el numerador dividido por Dg, cuando debe estar multiplicando a Dp únicamente. 
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Dg  diámetro primitivo del engranaje de salida (metros) (ver aptado. 9.7) 

 

Escribiendo todas las ecuaciones en función únicamente de las variables de entrada y 
teniendo en cuenta las relaciones geométricas detalladas en el aptado. 9.7, tenemos: 
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EC. 9.9 

siendo 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

x  punto de la línea de contacto (metros) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

Ng  nº de dientes del engranaje de salida  

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) (ver aptado. 9.7) 
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EC. 9.10 

siendo 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

xp  punto de contacto (metros) 

x  punto de la línea de contacto (metros) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

Ng  nº de dientes del engranaje de salida  

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) (ver aptado. 9.7) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

 



ANEXOS - Operaciones intermedias de transformación de los modelos 

121 
 

4321

32

·cos
·

)(

·cos
·

·2
)(

xxxyxxxsi

P

NC

T
xw

xxxsi

P

NC

T
xw

pp

p

pp

p









 

EC. 9.11 

siendo 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

w(x) carga normal en el engranaje (Newtons) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) (ver aptado. 9.7) 

Tp  par transmitido (N·m) 
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EC. 9.12 

siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

xp  punto de contacto (metros) 

x  punto de la línea de contacto (metros) 
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EC. 9.13 

siendo 

f(x)  coeficiente de rozamiento 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

C1  convierte unidades expresadas en el sistema inglés al sistema internacional 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0.22473211) 

m0  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (Newton·s/m2) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

Ng  nº de dientes del engranaje de salida 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) (ver aptado. 9.7) 

Tp  par transmitido (N·m) 
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EC. 9.14 

siendo 

FS(x) fuerza de deslizamiento (Newtons) 

C1  convierte unidades expresadas en el sistema inglés al sistema internacional 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0.22473211) 

m0  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (Newton·s/m2) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

Ng  nº de dientes del engranaje de salida 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) (ver aptado. 9.7) 

Tp  par transmitido (N·m) 
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EC. 9.15 

siendo 

C3   10-3 (convierte los Vatios en kilovatios) 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

PS(x) Potencia perdida en deslizamiento (Kilovatios) 

C1  convierte unidades expresadas en el sistema inglés al sistema internacional 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0.22473211) 

m0  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (Newton·s/m2) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

mg  relación de transmisión entre los engranajes de entrada y salida (Ng/Np) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) (ver aptado. 9.7) 

Tp  par transmitido (N·m) 

 

No se ha introducido la variable xP en la función de PS(x) en función de las variables 
principales o de entrada debido a que el tamaño final de la ecuación PS(x) sería excesivo. Se 
tienen en cuenta las variables principales que aparecen en la ecuación 9.9 y que no aparecen 
en la ecuación 9.15. 

De todo este desarrollo matemático se deduce que la potencia perdida debido al 
deslizamiento existente en el engrane de los engranajes depende de las siguientes variables: 
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Constante  Significado  Valor 

C1  convierte unidades expresadas en el sistema inglés al sistema  29,66 

C3  convierte los Vatios en kilovatios  10‐3 

Cp  convierte pulgadas en metros  0,0254 

CN‐L  convierte Newtons en libras  0.22473211

Cw  convierte revoluciones a rad  2p 
Cs  convierte min‐1 a s‐1  1/60 

TABLA 9.1 Constantes empleadas en la ecuación 9.15 

Variable  Significado  Unidades 

µ0  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas Newton∙s/m2 

θ  ángulo de presión  grados 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada  rpm 

F  ancho de la cara del diente  metros 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en contacto   

P  paso diametral  nº dientes/pulgada

Tp  par transmitido  N∙m 

TABLA 9.2 Variables principales ecuación 9.15 
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9.2. Modelo de Shipley 

9.2.1. Pérdidas de potencia debidas al deslizamiento 

Según Shipley (3 pág. 370), la pérdida de potencia producida en una transmisión por 
engranajes cilíndricos de dentado recto debida al deslizamiento que se produce entre los 
dientes en contacto viene determinada por la siguiente expresión: 

)(cos

)(50
(%)

22

TS

TS

S HH

HHf
P





  

EC. 9.16 

siendo 

PS  porcentaje de potencia perdida en el deslizamiento (kilovatios) 

f  coeficiente de rozamiento 

θ   ángulo de presión (grados) 

HS  deslizamiento específico al inicio de la aproximación de los dientes 

HT  deslizamiento específico al final del encaje entre los dientes 

 

Las ecuaciones que se detallan a continuación emplearán parámetros definidos en el 
aptado. 9.7. 

 

El deslizamiento específico al inicio de la aproximación de los dientes viene expresado 
como: 
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EC. 9.17 

siendo 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

Rt,g  radio exterior del engranaje de salida (metros) (ver aptado. 9.7) 

Rg  radio del engranaje de salida (metros) (ver aptado. 9.7) 

θ   ángulo de presión (grados) 

 

El deslizamiento específico al final de la aproximación de los dientes viene expresado 
como: 
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EC. 9.18 

siendo 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

Rt,p  radio exterior del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

Rp  radio del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

θ   ángulo de presión (grados) 

 

Teniendo en cuenta las relaciones geométricas del aptado. 9.7, las ecuaciones de HS y HT 
podrán expresarse así: 
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EC. 9.19 
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EC. 9.20 

El coeficiente de fricción está relacionado con la velocidad en la línea de contacto y con la 
temperatura a la que se encuentra el aceite de lubricación de los engranajes (8 pág. 498). La 
siguiente gráfica muestra esta relación. 

 

FIGURA 9.1 Coeficiente de fricción promedio para aceites livianos derivados del petróleo. 

Entrada del aceite 120ºF (49ºC) para engranajes endurecidos, 45 SUS a 100ºF (38ºC) 
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Las ecuaciones que relacionan estos coeficientes de fricción con la velocidad en la línea 
de contacto (pies/min) son: 

 0,0612 + ·v3·10 + ·v8·10 - ·v2·10 + ·v-2·10)800( P
-62

P
-93

P
-124

P
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EC. 9.21 
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EC. 9.22 

0,0461  ·v9·10 - ·v10  ·v3·10 - ·v9·10 )200( P
-62

P
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P
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P
-18  KelvinTf

 
EC. 9.23 

La velocidad en la línea de contacto, expresada en (pies/min), viene determinada por la 
expresión (8 pág. 498): 

p

dw
ppP C

CC
RnV

·
··

 

EC. 9.24 

siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cd  convierte pulgadas a pies (1/12) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Rp  radio primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

 

Esta velocidad está calculada en base al radio primitivo del engranaje porque la línea de 
contacto está descrita sobre el diámetro primitivo de los engranajes. 

Así, la ecuación 9.16 queda expresada de la siguiente manera: 
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EC. 9.25 

siendo 

f  coeficiente de rozamiento 

θ   ángulo de presión (grados) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada 
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mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

 

De todo este desarrollo matemático se deduce que la potencia perdida debido al 
deslizamiento existente en el engrane de los engranajes depende de las siguientes variables: 

Constante  Significado  Valor 

Cw  convierte revoluciones a rad  2p 
Cd  convierte pulgadas a pies  1/12 

Cp  convierte pulgadas en metros 0,0254

TABLA 9.3 Constantes empleadas en la ecuación 9.25 

Variable  Significado  Unidades 

θ  ángulo de presión  grados 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de  rpm 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en   

P  paso diametral  nº 

TABLA 9.4 Variables principales ecuación 9.25 

Comparando la ecuación 9.15 del Modelo de Anderson y Loewenthal (6) con la ecuación 
9.25 del Modelo de Shipley (8) se aprecia que el Modelo de Shipley no tiene en cuenta los 
siguientes parámetros que sí tenía en cuenta el Modelo de Anderson y Loewenthal: 

- viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (µ0) 

- ancho de la cara del diente (F) 

- par transmitido (Tp) 

9.2.1.1. Limitaciones del modelo 

En este modelo no aparece la variable relacionada con el par transmitido por los 
engranajes pero en la selección del coeficiente de rozamiento es tenido en cuenta por las 
gráficas empleadas para ello (3 pág. 371). Estas gráficas (ver figura 9.1) presentan el 
coeficiente de fricción en función de un término de carga adimensional llamado “factor  K”, 
la velocidad en la línea primitiva y el tipo de aceite (8 pág. 498). 

9.2.2. Pérdidas de potencia debidas a la fricción del aire 

Según Shipley (3 pág. 370), la pérdida de potencia producida en una transmisión por 
engranajes cilíndricos de dentado recto debida a la fricción del aire con los elementos 
rodantes viene determinada por la siguiente expresión: 

15

7.053
14
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···
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FDnC
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EC. 9.26 
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siendo 

C14 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C14 = 1), en caso opuesto (C14 = 9,226·108) 

n  velocidad de rotación del engranaje (rpm) 

D   diámetro primitivo del engranaje (pulgadas) 

F  ancho de la cara del engranaje (pulgadas) 

 

Dado que esta expresión es aplicable para cada uno de los elementos rodantes de la 
transmisión, a la hora de evaluar las pérdidas debidas a la fricción del aire habrá que tener en 
cuenta las que se producen en el engranaje de entrada y las que se producen en el engranaje 
de salida. 

Desarrollando y aplicando la ec. 9.26 a cada uno de los engranajes tenemos: 
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EC. 9.27 
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EC. 9.28 

siendo 

PW,p  porcentaje de potencia perdida por la fricción del aire con el engranaje 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

F  ancho de la cara del engranaje (pulgadas) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) (ver aptado. 9.7) 

 

De ahí se deduce que la potencia perdida debida a la fricción del aire con los elementos 
rodantes depende de las siguientes variables: 
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Variable  Significado  Unidades 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada  rpm 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en contacto  

P  paso diametral  nº dientes/pulgada

F  ancho de la cara del engranaje  pulgadas 

TABLA 9.5 Variables principales ecuación 9.26 

9.2.2.1. Limitaciones del modelo 

En este modelo los diámetros de los engranajes deben ser menores a 0,51 metros y las 
relaciones entre la anchura del engranaje y su diámetro deben ser aproximadamente15 0,5 (3 
pág. 371).  

 

  

                                                 
15 Ver aptado 2.3. 
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9.3. Modelo de Buckingham 

Según Buckingham (3 pág. 369), la eficiencia que existe en una transmisión por 
engranajes cilíndricos de dentado recto teniendo en cuenta las pérdidas de potencia debidas al 
deslizamiento que se produce entre los dientes en contacto viene determinada por la siguiente 
expresión: 
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EC. 9.29 

siendo 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

βa  arco de aproximación 

βr  arco de encaje entre dientes 

fa  coeficiente de rozamiento aproximado 

fr  coeficiente de rozamiento en la zona de encaje entre dientes 

 

Las ecuaciones que se detallan a continuación emplearán parámetros definidos en el 
aptado. 9.7. 
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EC. 9.30 

siendo 

θ   ángulo de presión (grados) 

Rt,g  radio exterior del engranaje de salida (metros) (ver aptado. 9.7) 

Rb,g  radio base del engranaje de salida (metros) (ver aptado. 9.7) 

Rg  radio primitivo del engranaje de salida (metros) (ver aptado. 9.7) 
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EC. 9.31 

siendo 

θ   ángulo de presión (grados) 
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Rt,p  radio exterior del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

Rb,p  radio base del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

Rp  radio primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

 

Teniendo en cuenta las relaciones anteriores, podemos expresar el arco de aproximación 
ba y el arco de receso br de la siguiente manera: 
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EC. 9.33 

Teniendo en cuenta que la comparación llevada a cabo por Anderson y Loewenthal (3) era 
sobre engranajes cilíndricos de dentado recto de acero endurecido, la expresión del 
coeficiente de rozamiento que el modelo de Buckingham había desarrollado  para esa 
situación, tanto en la fase de aproximación de los dientes en contacto (fa) como en la de 
receso (fr) era:  

fff ra 3

2


 

EC. 9.34 

siendo 

f  coeficiente de rozamiento 

fa  coeficiente de rozamiento en la fase de aproximación de los dientes en 
contacto 

fr  coeficiente de rozamiento en la fase de receso de los dientes en contacto 

 

El coeficiente de rozamiento ponderado empleado por Buckingham era: 
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EC. 9.35 
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siendo 

C8 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
internacional (C8 = 196,8504~196,9), en caso opuesto (C8 = 1) 

VSB  velocidad de deslizamiento de Buckingham (metros/s) 

 

La velocidad de deslizamiento calculada según Buckingham viene determinada por la 
siguiente expresión: 
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EC. 9.36 

La velocidad en la línea de contacto VP, expresada en (m/s), viene determinada por la 
expresión (8): 

wsppP CCRnV ···
 

EC. 9.37 

siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Rp  radio primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

Esta velocidad está calculada en base al radio primitivo del engranaje porque la línea de 
contacto está descrita sobre el diámetro primitivo de los engranajes. 

 

Ésta puede expresarse en m/s, teniendo en cuenta las relaciones detalladas en el aptado. 
9.7, así: 
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EC. 9.38 

siendo 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

VP  velocidad de deslizamiento en la línea de contacto (metros/s) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  
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mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

θ   ángulo de presión (grados) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

 

Para este modelo no se ha expresado la ecuación objetivo 9.29 en función de las variables 
más significativas debido al tamaño que tendría ésta.  

De todo este desarrollo matemático se deduce que la eficiencia de una transmisión por 
engranajes cilíndricos de dentado recto teniendo en cuenta únicamente las pérdidas debido al 
deslizamiento existente en el engrane de los engranajes depende de las siguientes variables: 

Constante  Significado  Valor 

Cw  convierte revoluciones a rad  2p 
Cp  convierte pulgadas en metros  0,0254 

Cs  convierte min‐1 a s‐1  1/60 

C8  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional 

196,8504

TABLA 9.6 Constantes empleadas en la ecuación 9.29 

Variable  Significado  Unidades 

θ  ángulo de presión  grados 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada  rpm 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en contacto  

P  paso diametral  nº dientes/pulgada

TABLA 9.7 Variables principales ecuación 9.29 

Comparando la ecuación 9.15 del Modelo de Anderson y Loewenthal (6) con la ecuación 
9.25 del Modelo de Shipley (8) y con la del Modelo de Buckingham se aprecia que ni el 
Modelo de Shipley ni el Modelo de Buckingham tienen en cuenta los siguientes parámetros 
que sí tiene en cuenta el Modelo de Anderson y Loewenthal: 

- viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (µ0) 

- ancho de la cara del diente (F) 

- par transmitido (Tp) 

9.3.1.1. Limitaciones del modelo 

En este modelo no aparece la variable relacionada con la carga que deben soportar los 
engranajes así que las eficiencias predichas son independientes de ésta (3 pág. 369).  
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9.4. Modelo reducido de Anderson y Loewenthal 

9.4.1. Pérdidas de potencia debidas al deslizamiento 

Anderson y Loewenthal (3 pág. 367), desarrollaron el mismo modelo que desarrollaron 3 
años antes de que publicasen el que se ha descrito en el apartado 9.1, expresando la pérdida 
de potencia producida en una transmisión por engranajes cilíndricos de dentado recto debida 
al deslizamiento en función de otras variables. Se detalla a continuación: 

SS VWfCP 1
 

EC. 9.39 

siendo 

PS  potencia media perdida en el deslizamiento (kilovatios) 

C1  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C1 = 3,03·10-4), en caso opuesto (C1 = 10-3)16 

f  coeficiente de fricción 

W  carga normal (Newtons) 

VS   velocidad media de deslizamiento (metros/s) 

 

La velocidad de deslizamiento promedio expresada en (pulgadas/s), viene determinada por 
la siguiente expresión 17: 
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EC. 9.40 

siendo                  

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

lT  longitud de la línea de contacto (metros) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

 

La carga normal promedio que deben soportar los dientes en contacto es: 

                                                 
16 Se corrige un error que existía en el artículo de Anderson y Loewenthal (3 pág. 368), en la tabla de los valores 
de las constantes, C1 si las unidades de las variables de la ecuación se expresan en unidades del sistema 
internacional vale 10-3 y no 2·10-3, ya que el objetivo de esa constante es transformar los vatios en kilovatios. 
Asimismo, si las unidades de las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema americano, 
que en vez de valer C1 3,03·l0-4, vale 1,515·l0-4. 
17 Se ha corregido un error que existía en el artículo de Anderson y Loewenthal (3 pág. 368), donde pone en él 
0,262 debe poner 0,1047 que es igual a Cw·Cs. Esto es debido a que las unidades en que se expresa VS en el 
artículo citado son pulgadas/s y las de las variables np y lT son rpm y pulgadas, respectivamente. 
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EC. 9.41 

siendo 

W  carga normal promedio en el punto de contacto (Newtons) 

Dp  diámetro primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

Tp  par transmitido (N·m) 

θ   ángulo de presión (grados) 

 

El coeficiente de rozamiento, que debe quedar limitado en el rango 0,01-0,0218 (3 pág. 
368), viene expresado así: 
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siendo 

C6 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C6 = 45,94), en caso opuesto (C6 = 29,66) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0,22473211) 

W  carga normal en el punto de contacto (Newtons) 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

VT  velocidad de rodadura promedio (pulgadas/s) 

VS  velocidad de deslizamiento promedio (pulgadas/s) 

 

La velocidad de rodadura promedio expresada en (pulgadas/s), viene determinada por la 
siguiente expresión: 
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EC. 9.43 

                                                 
18 En el artículo de Anderson y Loewenthal (3 pág. 368), donde pone en él que el coeficiente debe estar dentro 
del rango 0,01-0,2 debe poner 0,01-0,02.  
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siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Dp  diámetro primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

lT  longitud de la línea de contacto (metros)  

 

La longitud de la línea de contacto expresada en (metros) queda determinada por la 
siguiente ecuación: 
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EC. 9.44 

Esta ecuación puede expresarse de una forma más reducida relacionándola con los puntos 
característicos que definieron Anderson y Loewenthal (6 págs. 18-19) y que ya habíamos 
mencionado en el punto 2. Mostraré a continuación esta relación por poder entender más 
fácilmente su significado. 

Dado que se habían empleado 4 puntos característicos (x1, x2, x3 y x4) para definir las 
fases del contacto entre los dientes de los engranajes, lo lógico es pensar que la longitud de la 
línea de contacto vendrá determinada en su totalidad por la diferencia entre x4 y x1. Veamos 
que es así: 

xA, x1 y x4 pueden expresarse así: 
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EC. 9.45 

 

luego, 
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EC. 9.46 
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siendo 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

x1  punto de inicio del contacto compartido entre 2 o más dientes (metros) 

x4  punto de fin del contacto compartido entre 2 o más dientes (metros) 

 

El coeficiente de rozamiento puede expresarse también así: 
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EC. 9.47 

siendo 

C6 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C6 = 45,94), en caso opuesto (C6 = 29,66) 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0.22473211) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

lT  longitud de la línea de contacto (metros)  

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

 

Teniendo en cuenta las relaciones del aptado. 9.7, la ecuación 9.39 queda desarrollada de 
la siguiente manera: 
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EC. 9.48 

siendo 
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C1  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C1 = 3,03·10-4), en caso opuesto (C1 = 10-3) 

C6 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C6 = 45,94), en caso opuesto (C6 = 29,66) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0.22473211) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

θ   ángulo de presión (grados) 

Tp  par transmitido (N·m) 

lT  longitud de la línea de contacto (metros) 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

 

De todo este desarrollo matemático se deduce que la potencia perdida debido al 
deslizamiento existente en el engrane de los engranajes en una transmisión por engranajes 
cilíndricos de dentado recto depende de las siguientes variables: 

Constante  Significado  Valor 

C1  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional 

2∙10‐3 

Cw  convierte revoluciones a rad  2p 
Cp  convierte pulgadas en metros  0,0254 

Cs  convierte min‐1 a s‐1  1/60 

C6  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional 

29,66 

CN‐L  convierte Newtons en libras  0,22473211

TABLA 9.8 Constantes empleadas en la ecuación 9.48 

Variable  Significado  Unidades 

θ  ángulo de presión  grados 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada  rpm 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en contacto   

P  paso diametral  nº 

Tp  par transmitido  N∙m 

F  ancho de la cara del diente  metros 
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m    viscosidad absoluta del lubricante en condiciones  libras∙s/pulgadas2 

TABLA 9.9 Variables principales ecuación 9.48 

Comparando la ecuación 9.15 del Modelo de Anderson y Loewenthal (6) con la ecuación 
9.48 del modelo que desarrollaron tres años más tarde se ve que el modelo depende de las 
mismas variables pero este último es más sencillo de aplicar debido a que las variables 
empleadas han sido promediadas en vez de calcularlas para cada punto de la línea de 
contacto. Así pues, este modelo sigue teniendo en cuenta las siguientes variables al contrario 
que el Modelo de Shipley (ec. 9.25) y que el Modelo de Buckingham (ec. 9.29): 

- viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (µ0) 

- ancho de la cara del diente (F) 

- par transmitido (Tp) 

9.4.2. Pérdidas de potencia debidas a la rodadura 

En cuanto a las pérdidas debidas a la rodadura existente entre los dientes en contacto, 
Anderson y Loewenthal (3 pág. 367) desarrollaron, al igual que sucedió con el modelo que 
consideraba las pérdidas de potencia debidas al deslizamiento, un modelo que tenía en cuenta 
las pérdidas de potencia producidas en una transmisión por engranajes cilíndricos de dentado 
recto debidas a la rodadura. A continuación se detallarán las ecuaciones que no hayan sido 
detalladas en el aptado. anterior y están relacionadas con este tipo de pérdidas de potencia. 

CRFVhCP TR ····2
 

EC. 9.49 

siendo 

PR  potencia media perdida en la rodadura (kilovatios) 

C2  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C2 = 1,97), en caso opuesto (C2 = 9·104) 

F  anchura de la cara del diente (pulgadas) 

CR  relación de contacto (nº dientes en contacto/vuelta) 

VT   velocidad de rodadura promedio (pulgadas/s) 

h  espesor medio de la capa de aceite (pulgadas) 

 

 

La relación de contacto viene determinada por la siguiente expresión: 

·cos

·Pl
CR T

 

EC. 9.50 

siendo 

lT  longitud de la línea de contacto (pulgadas)  

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 
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θ   ángulo de presión (grados) 

 

El espesor medio de la capa de aceite viene determinado por la siguiente expresión 
empírica: 

    464.0067.067.0
7 ···· eqT RWVCh


 

 
EC. 9.51 

 

siendo 

C7 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C7 = 4,34·10-3), en caso opuesto (C7 = 2,05·10-7) 

W  carga normal en el punto de contacto (libras) 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

VT  velocidad de rodadura promedio (pulgadas/s) 

Req   radio equivalente de contacto (pulgadas) 

 

El radio equivalente de contacto viene definido por la siguiente expresión: 





sen
P

mNN

C

l
sen

P

mN

C

l
sen

P

N

R
gpp

p

Tgp

p

Tp

eq

·
·

·2

2·
·

·
·

2·
·








 



























 

EC. 9.52 

siendo 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

lT  longitud de la línea de contacto (metros)  

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

θ   ángulo de presión (grados) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

 

Expresando la ecuación 9.49 en función de los parámetros y variables más representativas 
que intervienen en las ecuaciones anteriores quedaría: 
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EC. 9.53 

siendo 

PR  potencia media perdida en la rodadura (kilovatios) 

C2  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C2 = 1,97), en caso opuesto (C2 = 9·104) 

C7  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C7 = 4,34·10-3), en caso opuesto (C7 = 2,05·10-7)

 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0,22473211) 

F  anchura de la cara del diente (pulgadas) 

Tp  par transmitido (N·m) 

CR  relación de contacto (nº dientes en contacto/vuelta) 

VT   velocidad de rodadura promedio (metros/s) 

lT  longitud de la línea de contacto (metros)  

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

Req   radio equivalente de contacto (pulgadas) 

 

De todo este desarrollo matemático se deduce que la potencia perdida debido al 
deslizamiento existente en el engrane de los engranajes en una transmisión por engranajes 
cilíndricos de dentado recto depende de las siguientes variables: 

Constante  Significado  Valor 

C2  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional 

9∙104 

Cw  convierte revoluciones a rad  2p 

Cp  convierte pulgadas en metros  0,0254 

Cs  convierte min‐1 a s‐1  1/60 



ANEXOS - Operaciones intermedias de transformación de los modelos 

144 
 

C7  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional 

2,05∙10‐7 

CN‐L  convierte Newtons en libras  0,22473211

Cpot  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional 

1,35581795

TABLA 9.10 Constantes empleadas en la ecuación 9.53 

Variable  Significado  Unidades 

θ  ángulo de presión  grados 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada  rpm 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en contacto   

P  paso diametral  nº dientes/pulgada

Tp  par transmitido  N∙m 

F  ancho de la cara del diente  metros 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas libras∙s/pulgadas2 

TABLA 9.11 Variables principales ecuación 9.53 

9.4.3. Pérdidas de potencia debidas a la fricción del aire 

En cuanto a las pérdidas debidas a la fricción del aire con los elementos rodantes, 
Anderson y Loewenthal (3 pág. 367) desarrollaron, al igual que sucedió con el modelo que 
consideraba las pérdidas de potencia debidas al deslizamiento y a la rodadura, un modelo que 
tenía en cuenta las pérdidas de potencia producidas en una transmisión por engranajes 
cilíndricos de dentado recto debidas a la fricción del aire. A continuación se detallarán las 
ecuaciones que no hayan sido detalladas en el aptado. anterior y están relacionadas con este 
tipo de pérdidas de potencia. 
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EC. 9.54 
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EC. 9.55 

siendo 

Pw,g  potencia media perdida por la fricción del aire con el engranaje de salida 
(kilovatios) 

Pw,p  potencia media perdida por la fricción del aire con el engranaje de entrada 
(kilovatios) 

C3  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C3 = 4,05·10-13), en caso opuesto (C3 = 2,82·10-7) 

C4  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C4 = 2,86·10-9), en caso opuesto (C4 = 0,019) 
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Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

F  anchura de la cara del diente (metros) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (N·s/m2) 

 

Para calcular la eficiencia en la transmisión se tendrá en cuenta esta expresión: 

gwpww PPP ,, 
 

EC. 9.56 

 

Estas ecuaciones no ha habido que desarrollarlas más ya que venían en función de los 
parámetros con los que se van a trabajar. De todo ellas se deduce que la potencia perdida 
debido a la fricción del aire con los elementos rodantes en una transmisión por engranajes 
cilíndricos de dentado recto depende de las siguientes variables: 

Constante  Significado  Valor 

C3  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional

2,82∙10‐7 

Cp  convierte pulgadas en metros  0,0254 

C4  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema  0,019 

Cpot  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema  1,35581795

TABLA 9.12 Constantes empleadas en la ecuación 9.56 

Variable  Significado  Unidades 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada  rpm 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en contacto   

P  paso diametral  nº dientes/pulgada

F  ancho de la cara del diente  metros 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas libras∙s/pulgadas2 

TABLA 9.13 Variables principales ecuación 9.56 

9.4.4. Limitaciones de los tres modelos 

En estos modelos se ha empleado una simplificación para poder calcular el promedio de la 
potencia perdida debido al deslizamiento en vez de calcularla siguiendo el método descrito 
en el aptado. 9.1. El coeficiente de fricción, la velocidad de deslizamiento, el espesor de la 
capa de aceite y la velocidad de rodadura han sido calculados en el punto medio entre el 
punto de comienzo del engrane y el punto de engrane. Además, la ecuación para calcular el 
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coeficiente de fricción se basa en los resultados obtenidos por Benedict y Kelley al realizar 
ensayos con un frenómetro y se considera de aplicación para una relación entre el espesor de 
la capa de aceite y la rugosidad de la superficie de contacto menor que 219 (3 pág. 367). 

                                                 
19 Ver aptdo. 2.3. 
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9.5. Modelo de Merrit 

Merrit (3 pág. 370), desarrolló un modelo basado en el cálculo de la eficiencia de una 
transmisión de engranajes cilíndricos de dentado recto al igual que hizo Buckingham (3 pág. 
369). Se detalla a continuación el modelo: 
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EC. 9.57 

siendo 

f  coeficiente de fricción 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

Ng  nº de dientes del engranaje de salida  

 

El coeficiente de rozamiento entre ambas superficies de contacto, se expresa de la 
siguiente manera: 
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EC. 9.58 

siendo 

C13 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C13 = 0,18), en caso opuesto (C13 = 0,0114)

 

v  viscosidad cinemática del lubricante (pies2/s) 

Ve  velocidad a la entrada (pulgadas/s) 

VSM  velocidad de deslizamiento de Merrit (pulgadas/s) 

RM  radio primitivo de contacto de Merrit (pulgadas) 

 

La velocidad a la entrada para Merrit expresada en (pulgadas/s), viene determinada por la 
ecuación: 

senVV Pe ··2
 

EC. 9.59 

siendo 

VP  velocidad en la línea de contacto (pulgadas/s) 

θ   ángulo de presión (grados) 

 

La velocidad en la línea de contacto, expresada en (pulgadas/s), viene determinada por la 
expresión (8): 
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EC. 9.60 

siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2π) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Rp  radio primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

P  paso diametral (nº dientes/
 
pulgada) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

 

La velocidad de deslizamiento de Merrit, expresada en (pulgadas/s), viene determinada 
por la ecuación: 
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EC. 9.61 

siendo 

VP  velocidad en la línea de contacto (pulgadas/s) 

θ   ángulo de presión (grados) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

Ng  nº de dientes del engranaje de salida  

 

Por último, el radio primitivo de contacto de Merrit, expresado en (pulgadas), es igual a: 
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EC. 9.62 

siendo 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Dp  diámetro primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

Dg  diámetro primitivo del engranaje de salida (metros) (ver aptado. 9.7) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  
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mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

θ   ángulo de presión (grados) 

 

Teniendo en cuenta las relaciones indicadas en el aptado. 9.7, la ecuación 9.57 queda de la 
siguiente manera:  
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EC. 9.63 

siendo 

C13  convierte unidades expresadas en el sistema inglés al sistema internacional 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

v  viscosidad cinemática del lubricante (pies2/s) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

θ   ángulo de presión (grados) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

De todo este desarrollo matemático se deduce que la potencia perdida debido al 
deslizamiento existente en el engrane de los engranajes en una transmisión por engranajes 
cilíndricos de dentado recto depende de las siguientes variables: 

Constante  Significado  Valor 

C13  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional

0,0114

Cw  convierte revoluciones a rad  2p 
Cs  convierte min‐1 a s‐1  1/60 

TABLA 9.14 Constantes empleadas en la ecuación 9.63 

Variable  Significado  Unidades 

θ  ángulo de presión  grados 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de  rpm 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en   

P  paso diametral  nº 

v  viscosidad cinemática del lubricante  pies2/s  

TABLA 9.15 Variables principales ecuación 9.63 

Comparando la ecuación 9.63 del Modelo de Merrit (3) con las ecuaciones 9.15 y 9.48 
desarrolladas por Anderson y Loewenthal (6) y (3), con la ecuación 9.25 del Modelo de 
Shipley y con la ecuación 9.29 del Modelo de Buckingham se ve que la ecuación 9.63 difiere 
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del resto en que emplea la variable viscosidad cinemática del lubricante (v) en vez de la 
variable viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (µ0) y que no emplea 
ni la variable del ancho de cara del diente (F) ni la del par transmitido (Tp). 

9.5.1.1. Limitaciones del modelo 

En este modelo la pérdida de potencia se ha evaluado en un punto situado con respecto del 
punto de engrane a ¼ del diámetro base a lo largo de la línea de contacto. El paso diametral20 
es igual a 1, la relación de contacto es igual a 1,5 y el diagrama de la carga que soporta el 
engranaje es trapezoidal. El coeficiente de fricción está basado, como en el caso del Modelo 
reducido de Anderson y Loewenthal en el propuesto por Benedict y Kelley y en otros 
modelos (3 pág. 370).  

 

 

 

 
  

                                                 
20 Ver aptado 2.3. 
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9.6. Modelo de Goy, Townsend y Zaretsky 

Según Goy, Townsend y Zaretsky(7), la pérdida de potencia producida en una transmisión 
por engranajes cilíndricos de dentado recto debida al deslizamiento que se produce entre los 
dientes en contacto viene determinada por la siguiente expresión: 

sNS vWfCQ 1
 

EC. 9.64 

siendo 

C1  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C1 = 3,03·10-4), en caso opuesto (C1 = 10-3) 

f  coeficiente de fricción 

WN     carga normal (libras) 

vs   velocidad media de deslizamiento (pulgadas/s) 

 

El coeficiente de rozamiento, que debe quedar limitado en el rango 0,01-0,02 (7 pág. 49), 
viene expresado así: 
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EC. 9.65 

siendo 

C6 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C6 = 45,94), en caso opuesto (C6 = 29,66) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0,22473211) 

WN  carga normal en el punto de contacto (Newtons) 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

vr  velocidad de rodadura promedio (pulgadas/s) 

vs  velocidad de deslizamiento promedio (pulgadas/s) 

 

La carga normal promedio que deben soportar los dientes en contacto es: 
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EC. 9.66 
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siendo 

WN  carga normal promedio en el punto de contacto (Newtons) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Dp  diámetro primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

Np  número dientes piñón 

Tp  par transmitido (N·m) 

θ   ángulo de presión (grados) 

 

La velocidad de deslizamiento promedio expresada en pulgadas/s, viene determinada por 
la siguiente expresión 21: 
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EC. 9.67 

siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

Z  longitud de la línea de contacto (metros) 

 

La longitud de la línea de contacto expresada en (metros) queda determinada por la 
siguiente ecuación: 
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EC. 9.68 

 

La velocidad de rodadura promedio expresada en pulgadas/s, viene determinada por la 
siguiente expresión: 

                                                 
21 Se ha corregido un error que existía en el artículo de Gay, Townsend y Zaretsky (7 pág. 49), donde pone en él 
0,0262 debe poner 0,1047 que es igual a Cw·Cs. Esto es debido a que las unidades en que se expresa VS en el 
artículo citado son pulgadas/s y las de las variables np y Z son rpm y pulgadas, respectivamente. 
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EC. 9.69 

siendo 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

Dp  diámetro primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) (ver aptado. 9.7) 

Z  longitud de la línea de contacto (metros)  

 

El coeficiente de rozamiento puede expresarse también así: 
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EC. 9.70 

siendo 

C6 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C6 = 45,94), en caso opuesto (C6 = 29,66) 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0.22473211) 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

Z  longitud de la línea de contacto (metros)  

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 
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Teniendo en cuenta las relaciones del aptado. 9.7, la ecuación 9.39 queda desarrollada de 
la siguiente manera: 
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EC. 9.71 

siendo 

C1  Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C1 = 3,03·10-4), en caso opuesto (C1 = 10-3) 

C6 Si las variables de la ecuación están expresadas en unidades del sistema 
americano (C6 = 45,94), en caso opuesto (C6 = 29,66) 

Cp  convierte pulgadas en metros (0,0254) 

Cw  convierte revoluciones a rad (2p) 

Cs  convierte min-1 a s-1 (1/60) 

CN-L convierte Newtons en libras (CN-L = 0.22473211) 

P  paso diametral (nº dientes/pulgada) 

Np  número dientes piñón 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de entrada (rpm) 

mg  relación de transmisión (Ng/Np) 

θ   ángulo de presión (grados) 

Tp  par transmitido (N·m) 

Z  longitud de la línea de contacto (metros) 

m  viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas  
(libras·s/pulgadas2) 

F  ancho de la cara del diente (metros) 

 

De todo este desarrollo matemático se deduce que la potencia perdida debido al 
deslizamiento existente en el engrane de los engranajes en una transmisión por engranajes 
cilíndricos de dentado recto depende de las siguientes variables: 

Constante  Significado  Valor 

C1  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional 

2∙10‐3 

Cw  convierte revoluciones a rad  2p 
Cp  convierte pulgadas en metros  0,0254 

Cs  convierte min‐1 a s‐1  1/60 
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C6  convierte unidades del sistema americano en unidades del sistema 
internacional 

29,66 

CN‐L  convierte Newtons en libras  0,22473211

TABLA 9.16 Constantes empleadas en la ecuación 9.71 

Variable  Significado  Unidades 

θ  ángulo de presión  grados 

np  velocidad de rotación del piñón o engranaje de  rpm 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada   

mg  relación de transmisión entre los engranajes en   

P  paso diametral  nº 

Tp  par transmitido  N∙m 

F  ancho de la cara del diente  metros 

m    viscosidad absoluta del lubricante en  libras∙s/pulgadas2 

TABLA 9.17 Variables principales ecuación 9.71 

Comparando la ecuación 9.71 del Modelo de Goy, Townsend y Zaretsky (7) con las 
ecuaciones 9.15 y 9.48 desarrolladas por Anderson y Loewenthal (6) y (3) se ve que la 
ecuación 9.71 es idéntica a la del Modelo reducido de Anderson y Loewenthal (ec. 9.48). Así 
pues, este modelo sigue teniendo en cuenta las siguientes variables al contrario que el 
Modelo de Shipley (ec. 9.25) y que el Modelo de Buckingham (ec. 9.29): 

- viscosidad absoluta del lubricante en condiciones atmosféricas (µ0) 

- ancho de la cara del diente (F) 

- par transmitido (Tp) 
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9.7. Relaciones geométricas comunes a todos los modelos  

Estas relaciones han sido obtenidas del libro Manual de Engranajes. Diseño, manufactura 
y aplicación de engranajes (8). 
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EC.9.1 

siendo 

Dg  diámetro primitivo del engranaje de salida (metros) 

Dp  diámetro primitivo del piñón o engranaje de entrada (metros) 

P  paso diametral (nº dientes/
 
metro) 

Do,p  diámetro base del piñón o engranaje de entrada (metros) 

Do,g  diámetro base del engranaje de salida (metros) 

Da,p  diámetro exterior del piñón o engranaje de entrada (metros) 

Da,g  diámetro exterior del engranaje de salida (metros) 

Rb,p  radio base del piñón o engranaje de entrada (metros) 

Rb,g  radio base del engranaje de salida (metros) 

Rt,p  radio exterior del piñón o engranaje de entrada (metros) 

Rt,g  radio exterior del engranaje de salida (metros) 

p  paso circunferencial (metros/nº dientes) 

pb  paso circunferencial base (metros/nº dientes) 

Np  nº de dientes del piñón o engranaje de entrada  

Ng  nº de dientes del engranaje de salida  

 

 



ANEXOS - Teoría del Diseño de experimentos 

157 
 

10. TEORÍA DEL DISEÑO DE EXPERIMENTOS 

10.1. Introducción 

La teoría de diseño de experimentos es normalmente empleada en trabajos experimentales 
donde la variable objetivo que se está estudiando depende de múltiples factores. El diseño 
factorial 2k es una de las herramientas más empleadas por los investigadores y de las más 
importantes dentro de la teoría del diseño de experimentos. Previamente a realizar los 
experimentos es útil tener una idea de, entre todas las variables que intervienen en el 
experimento, cuáles deben ser el principal foco de atención (9). 

Este diseño se encarga de analizar el efecto que k variables tienen sobre la variable 
objetivo, teniendo en cuenta que cada una de las k variables puede tomar un valor alto o bajo, 
es decir, existen dos niveles de valores que pueden tomar cada variable. Estos valores pueden 
ser cuantitativos o cualitativos. 

Con un diseño 2k existen 2k combinaciones posibles de las variables a tener en cuenta en 
sus dos niveles. Cuantos más valores hay involucrados en el estudio mayor número de 
combinaciones hay que analizar y ello acarrea más dificultades para llevar a cabo el diseño 
de experimentos así como más dificultad para detectar a las variables más significativas. 

En esas situaciones los diseños suelen verse reducidos habiendo que agrupar factores e 
interacciones y se requieren ciertas modificaciones en la metodología del diseño de 
experimentos (10). En el caso que nos ocupa no será necesario ya que emplearemos un 
diseño con k = 4. 

Los datos con los que se va a realizar el diseño de experimentos suelen haber sido 
obtenidos previamente mediante la experimentación. En ese caso, para cada una de las 
combinaciones posibles de los k factores considerados existen varios valores de la variable 
objetivo (tantos como repeticiones haya tenido el experimento realizado en esas 
condiciones). Sin embargo, existen ocasiones en las que llevando a cabo las simulaciones por 
ordenador el número de veces que se lleva a cabo dicho experimento no altera los resultados 
obtenidos ya que los algoritmos de cálculo empleados, siempre se comportan de la misma 
manera porque no existe nada que altere su comportamiento. En ese caso se cuenta con un 
único dato para cada una de las 2k combinaciones de variables a analizar. Ésta precisamente 
es la situación en que se ha llevado a cabo este estudio, dado que la fase de experimentación 
en el laboratorio se pretende realizar posteriormente a este estudio previo. 

A continuación va a detallarse la metodología que se ha empleado en el diseño de 
experimentos llevado a cabo en este trabajo. 
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10.2. Diseño empleado 

Para determinar la influencia o el efecto que las variables seleccionadas en cada caso 
tienen sobre la variable objetivo en cada modelo se va a aplicar la teoría de los diseños de 
experimentos. Se empleará un diseño experimental factorial 2k siendo k el número de 
variables en estudio (en este apartado se muestra k = 4) y 2 el número de niveles para 
restringir los valores que éstas pueden tomar a sus valores máximos y mínimos.  

Dado que este estudio se va a llevar a cabo computacionalmente y no se van a obtener 
datos experimentales, la repetibilidad obtenida en los resultados que puedan obtenerse en 
cada una de las situaciones de cálculo que se lleven a cabo es del 100 %, ya que las 
ecuaciones no van a variar y no van a existir perturbaciones que puedan alterar o intervenir 
en el resultado de manera indirecta e impredecible. Tratándose entonces de un estudio 
teórico, el número de réplicas de este diseño que van a tener las 24 = 16 combinaciones 
posibles es de 1. 

A continuación se muestra una tabla en la que se describen todas las combinaciones entre 
las variables de estudio (de ahora en adelante llamados factores) y los valores que pueden 
tomar las variables que emplearemos para denotar si los factores se encuentran en su nivel 
alto o bajo.  

A  B  C  D  AB  AC  AD  BC BD CD ABC ABD ACD BCD  ABCD  Y 

‐  ‐  ‐  ‐  +  +  +  +  +  +  ‐  ‐  ‐  ‐  +  o 

‐  ‐  ‐  +  +  +  ‐  +  ‐  ‐  ‐  +  +  +  ‐  d 

‐  ‐  +  +  +  ‐  ‐  ‐  ‐  +  +  +  ‐  ‐  +  cd 

‐  +  +  +  ‐  ‐  ‐  +  +  +  ‐  ‐  ‐  +  ‐  bcd 

‐  ‐  +  ‐  +  ‐  +  ‐  +  ‐  +  ‐  +  +  ‐  c 

‐  +  ‐  ‐  ‐  +  +  ‐  ‐  +  +  +  ‐  ‐  ‐  b 

+  ‐  ‐  ‐  ‐  ‐  ‐  +  +  +  +  +  +  ‐  ‐  a 

‐  +  ‐  +  ‐  +  ‐  ‐  +  ‐  +  ‐  +  +  +  bd 

+  +  +  ‐  +  +  ‐  +  ‐  ‐  +  ‐  ‐  ‐  ‐  abc 

‐  +  +  ‐  ‐  ‐  +  +  ‐  ‐  ‐  +  +  +  +  bc 

+  ‐  +  ‐  ‐  +  ‐  ‐  +  ‐  ‐  +  ‐  +  +  ac 

+  ‐  ‐  +  ‐  ‐  +  +  ‐  ‐  +  ‐  ‐  +  +  ad 

+  ‐  +  +  ‐  +  +  ‐  ‐  +  ‐  ‐  +  ‐  ‐  acd 

+  +  ‐  ‐  +  ‐  ‐  ‐  ‐  +  ‐  ‐  +  +  +  ab 

+  +  ‐  +  +  ‐  +  ‐  +  ‐  ‐  +  ‐  ‐  ‐  abd 

+  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  abcd

TABLA 10.1 Combinaciones y sus variables (24) 

10.2.1. Estimadores 

42
ˆ

abcdbcdacdabdabccdbdbcadacabdcbao 


 

EC. 10.1 

siendo  

m  estimador del efecto de todos los factores (la media aritmética de estos) 
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88
ˆ bcdcdbdbcdcboabcdacdabdabcadacaba
A







 

EC. 10.2 

88
ˆ acdcdadacdcaoabcdbcdabdabcbdbcabb
B







 

EC. 10.3 

88
ˆ abdbdadabdbaoabcdbcdacdabccdbcacc

C






 

EC. 10.4 

88
ˆ abcbcacabcbaoabcdbcdacdabdcdbdadd
D







 

EC. 10.5 

siendo 

A, B, C, D  estimador del efecto del factor A, B, C y D respectivamente 

 

88

bcdacdbdbcadacbaabcdabdababcccddo
AB







 

EC. 10.6 

88

bcdabdcdbcadabcaabcdacdacabcbdbdo
AC







 

EC. 10.7 

88

bcdabccdbdacabdaabcdabdacdadbcbco
AD







 

EC. 10.8 

88

acdabdcdbdacabcbabcdadbcabcabcddo
BC







 

EC. 10.9 

88

acdabccdbcadabdbabcdabdacbdacbcdo
BD







 

EC. 10.10 

88

abdabcbdbcadacdcabcdabacdabbcdcdo
CD







 

EC. 10.11 
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88

bcdacdabdbcacabdoabcdadabcbdabccd
ABC







 

EC. 10.12 

88

bcdacdabcbdadabcoabcdabdacbcabcdd
ABD







 

EC. 10.13 

88

abdacdabccdabbaoabcdadacbcbdcbcdd
BCD







 

EC. 10.14 

88

bcdacdabdabcdcbaabcdabadacbcbdcdo
ABCD







 

EC. 10.15 

siendo el resto de estimadores los que estiman los efectos de las correspondientes 
interacciones entre los factores A, B, C y D. 

La variable objetivo va a depender de los niveles en que se muevan las variables 
representadas por los factores A, B, C y D. Cada factor va a moverse en dos niveles, de ahí 
que el estudio de experimentos se denomine factorial del tipo 2k. Los niveles se describirán 
para cada caso estudiado anteriormente en función de las variables seleccionadas. 

  



ANEXOS - Teoría del Diseño de experimentos 

161 
 

10.3. Significatividad de los efectos 

Una vez que se han calculado los efectos de los factores principales sobre la variable 
objetivo y sus interacciones, es necesario determinar cuáles son más relevantes a la hora de 
influir en el valor de la variable objetivo. Para ello se han empleado tres métodos que 
permiten obtener una idea aproximada de la influencia de cada uno de los factores sobre la 
variable objetivo de forma gráfica y un cuarto método que permite cuantificar y descartar los 
efectos más significativos de los factores principales y sus interacciones. 

Los métodos gráficos empleados son: 

- Gráfico de efectos principales 

- Diagrama de Pareto 

- Gráfico de distribución normal 

El 4º método es: 

- Método de la MEDA 

10.3.1. Gráfico de los efectos principales 

Consiste en representar las medias estimadas de los factores principales para los niveles - 
y +, es decir, se calcula la media aritmética de todos los estimadores en los que cada uno de 
los factores principales respectivamente se encuentran en el nivel + y respectivamente en el 
nivel -. Como ejemplo, véase a continuación el caso siguiente: 

A B C D Y 

‐  ‐  ‐  ‐  o 

‐  ‐  ‐  +  d 

‐  ‐  + +  cd 

‐  +  + +  bcd 

‐  ‐  + ‐  c 

‐  +  ‐  ‐  b 

+  ‐  ‐  ‐  a 

‐  +  ‐  +  bd 

+  +  + ‐  abc 

‐  +  + ‐  bc 

+  ‐  + ‐  ac 

+  ‐  ‐  +  ad 

+  ‐  + +  acd 

+  +  ‐  ‐  ab 

+  +  ‐  +  abd 

+  +  + +  abcd

TABLA 10.2 Combinaciones y sus variables 

Para el factor A será: 

8

abcabcdabdacdadacaba
A




 

EC. 10.16 
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8

bcbdbcdcddcbo
A




 

EC. 10.17 

Para el factor B, C y D se procederá de la misma manera. De esta forma se obtiene un 
gráfico que permite analizar cómo influye cada factor principal en la variable objetivo a 
través de considerar las pendientes de las rectas representadas. 

  

FIGURA 10.1 Ejemplo del gráfico de efectos principales 

10.3.2. Diagrama de Pareto 

Consiste en representar en un diagrama de barras horizontal cada uno de los efectos 
calculados de cada factor y de sus interacciones. Visualmente se aprecia qué efectos ejercen 
mayor influencia sobre la variable objetivo. En este gráfico se aprecia que si los efectos de 
las variables principales son muy pequeños, cualquier interacción en la que intervengan 
también se verá disminuida debido a la poca relevancia de ese factor principal. En el gráfico 
se representan los efectos con su signo, pero si queremos que todos aparezcan uno encima de 
otro para poder compararlos entre ellos más fácilmente puede graficarse el efecto en valor 
absoluto en vez del efecto con su signo, así saldrán todos representados sobre el eje X 
positivo. 
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0,99

0,995
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FIGURA 10.2 Ejemplo del diagrama de Pareto  

10.3.3. Gráfico de distribución normal 

Este gráfico se emplea para verificar si los efectos de los factores y sus interacciones 
siguen una distribución normal. Para ello se representan estos frente a unos percentiles y en 
función de cómo están distribuidos los efectos de los factores y de sus interacciones en torno 
a la línea que define la normalidad de los mismos se determina si el efecto es o no 
significativo. Cuanto más se aleje un efecto de la línea más significativo será. (11) 

Los percentiles están calculados empleando la función 
“DISTR.NORM.ESTAND.INV(probabilidad)” de Microsoft Excel que, para una 
probabilidad dada, calcula el inverso de la distribución normal estándar acumulada. Para esta 
distribución, la media es 0 y la desviación estándar es 1. El argumento “probabilidad” 
contiene un valor numérico entre 0 y 1. Indica la probabilidad para la cual desea conocer el 
inverso de la distribución normal estándar. En la tabla que se muestra en el aptado. 10.4 
aparecen los percentiles (columna z) en función de las probabilidades (ver ec. 10.18). 

n

i
adprobabilid

)5,0( 


 

EC. 10.18 

En este estudio, si k=3, n=7 (A, B, C, AB, AC, BC y ABC) si k=4 entonces n=15 (A, B, 
C, D, AB, AC, AD, BC, BD, CD, ABC, ABD, ACD, BCD, ABCD) 

i  probabilidad en %

1  3,33333333 

2  10 

3  16,6666667 

4  23,3333333 

5  30 

6  36,6666667 

7  43,3333333 

8  50 

‐0,025 ‐0,02 ‐0,015 ‐0,01 ‐0,005 0 0,005 0,01 0,015 0,02

A

B
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D

AB

AC

AD

BC

BD

CD

ABC

ABD

ACD

BCD

ABCD

Diagrama de Pareto
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9  56,6666667 

10 63,3333333 

11 70 

12 76,6666667 

13 83,3333333 

14 90 

15 96,6666667 

TABLA 10.3 Percentiles para k=3 y k=4 

 

 

FIGURA 10.3 Ejemplo de gráfico de distribución normal 

10.3.4. Método de la MEDA 

Este método emplea la mediana de las desviaciones a la mediana para poder establecer un 
valor a partir del cual se considerarán los efectos como significativos. 

Con los efectos de las interacciones de los factores ordenados de menor a mayor, se 
calcula la mediana. A partir de ahí se determinan las desviaciones de estos con respecto de la 
mediana y se vuelven a ordenar de menor a mayor para volver a calcular la mediana de estas 
desviaciones, obteniendo así la MEDA.  

El criterio a seguir es que un efecto es significativo sí se cumple que: 

675,0
·2,2
MEDA

Efecto
 

EC. 10.19 

A partir de aquí, con aquellos efectos considerados significativos se puede construir una 
ecuación que modele el comportamiento de la función principal teniendo en cuenta 
únicamente aquellas variables principales y sus interacciones más significativas. Esta función 
únicamente tendrá validez en el entorno definido al definir los niveles máximos y mínimos 
que pueden tomar las variables principales del problema en estudio. 

Este es un ejemplo para un caso de k=3 en el que únicamente los efectos A, B y AC han 
sido significativos. 

3·121 222
xx

AC
x

B
x

A
y 

 

EC. 10.20 
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siendo 

m  estimador del efecto de todos los factores (la media aritmética de estos) 

A, B, AC  estimador del efecto del factor A y B y de la interacción de los factores 
A y C, respectivamente 

x1, x2 y x3 variables asociadas a los factores A, B y C respectivamente 
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10.4. Tabla para el cálculo de percentiles con la distribución normal 
estándar 

 

 

TABLA 10.4 Tabla 1 Áreas de la distribución normal estándar (cálculo de percentiles) (11 
pág. 740) 
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TABLA 10.5 Tabla 2 Áreas de la distribución normal estándar (cálculo de percentiles) (11 
pág. 741) 
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