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RESUMEN

Una técnica puntera de aproximacion de datos dispersos es la utilizacién de funcio-
nes radiales de base (RBF), que consiste en una combinacién lineal finita de funciones
de base trasladadas. Las RBF bédsicamente son funciones radialmente simétricas de la

forma ®(-) = ¢(|| - ||2), donde || - ||2 es la norma euclidea.

Una ventaja de las RBF es que son independientes de la dimensién. Las funciones
basicas ¢(r) toman la distancia euclidea como argumento, por lo que pueden extenderse
trivialmente a dimensiones arbitrarias. Esto contrasta con los esquemas polinomiales a

trozos, que generalmente se basan en el producto tensor de las dimensiones.

Por lo general, las RBF se aplican a funciones o datos aproximados que solo se
conocen en un numero finito de puntos (o demasiado dificiles de evaluar de otra
manera), de modo que las evaluaciones de la funcién aproximada pueden realizarse de

manera eficiente en la mayoria de las ocasiones.

El objetivo principal de esta memoria es profundizar en el estudio de la aproxi-
macién de funciones univariadas y multivariadas explicitas con discontinuidades por
medio de las funciones radiales de base, obtener métodos y aplicar tales métodos a la
representacion de curvas y superficies no regulares. El trabajo se centra en la programa-
cién de los métodos obtenidos, la interpretacion de los resultados, la obtencién de los
errores cometidos en variados ejemplos de aproximacién y la comparacién con algunos
métodos existentes. En los trabajos publicados sobre el ajuste de superficies con fallas
verticales u oblicuas se utilizan las RBF para conseguir aproximantes o interpolantes con
las mismas fallas. En los trabajos referenciados en esta memoria al respecto, esas fallas o
lineas de discontinuidad dividen el dominio de la superficie en dos 0 mas componentes
conexas disjuntas; coloquialmente se dice que cortan el dominio. En consecuencia, se
establece como un segundo objetivo implementar un método de aproximacién que, a
través de RBF, ajuste superficies con cualquier tipo de falla, es decir, que las lineas de
discontinuidad sean curvas que no tienen por qué cortar el dominio de la superficie

que se quiere aproximar.

Otro objetivo fundamental de este trabajo es la deteccién de discontinuidades de

salto tanto de la funcién univariada que se quiera aproximar como de su primera
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derivada. Este método de deteccién se plantea como una aplicaciéon del método de
aproximacién y puede ser extendido a funciones multivariadas. Existen pocos trabajos
de deteccién de discontinuidades que utilicen RBF, en los articulos revisados se detectan

discontinuidades de salto de la funcién pero no de su primera derivada.

La estrategia de interpolaciéon de funciones con una discontinuidad de salto partien-
do de un conjunto de centros equiespaciados definida por Jung [39] para eliminar las
oscilaciones del interpolante estandar que presenta junto a la discontinuidad, utiliza la
multicuddrica como RBF y cambia esa funcién de base por la funcién radial, ¢(r) =7,
en los dos centros mds cercanos a la discontinuidad. Se comprueba que esta estrategia
puede ser extendida a funciones con varias discontinuidades de salto usando un con-
junto de centros dispersos y cambiando la RBF empleada (que puede ser cualquiera)
por una RBF no diferenciable en los centros que estdn junto a las discontinuidades. Esta
estrategia es capaz de conseguir aproximantes de funciones cuya primera derivada
presenta una o mds discontinuidades de salto considerando dichas discontinuidades

como centros y cambiando alli la RBF por otra no diferenciable.

Se define la aproximacién RBF mediante funciones auxiliares, aproximacién RBFFA,
que es capaz de ajustar funciones no regulares usando una funcién auxiliar que presen-
ta las mismas discontinuidades. La aproximacién RBFFA, aplicable a cualquier funcién
definida en R?, consiste en obtener un aproximante mediante un proceso de aproxima-
cién RBF en R9*! si se desplazan los centros hasta el grafo de una funcién C : R — R,
que llamaremos funcién auxiliar, aproximar en R%*! y restringir luego el aproximante al
grafo de C. En algunas ocasiones esta aproximacion, con una funcién auxiliar continua
que puede ser constante, consigue mejores resultados que el esquema estdndar para

funciones regulares.

Se proponen diferentes funciones auxiliares, y se estudia experimentalmente la
conveniencia de su uso, para ajustar funciones univariadas no regulares con la aproxi-
macién RBFFA segtin las discontinuidades que presente la funcién o su derivada. Se
estudia que, por sus especiales caracteristicas, es conveniente utilizar funciones radiales

de soporte compacto para que la aproximacién RBFFA sea realmente efectiva.

La aproximaciéon RBFFA se redefine y adapta para ser aplicada a superficies no
regulares que presentan fallas verticales, oblicuas o de ambos tipos. Con la misma idea,
este método utiliza una funcién auxiliar que presenta las mismas fallas que la funcién a
aproximar. La técnica consigue buenos aproximantes y presenta una ventaja ante otros
métodos. Los métodos existentes solo consideran lineas de discontinuidad que separan
el dominio de la superficie determinando dos o mds componentes conexas disjuntas. En
cambio, la técnica propuesta en este trabajo no tiene esta limitacién y permite aproximar

mas tipos de superficies no regulares.



IX

Las técnicas propuestas en esta memoria necesitan conocer de antemano los puntos
donde la funcién es discontinua. De este modo, por tltimo, se implementa un método
iterativo, que usa la aproximacién RBFFA, para localizar aproximadamente dénde la
funcién a aproximar presenta discontinuidades de salto. Ademas, el método puede
localizar discontinuidades de la primera derivada de la funcién, tomando como valores
de la derivada los obtenidos mediante férmulas de tipo interpolatorio de tres puntos. El
método también puede determinar sila funcién y su derivada son continuas. Por tiltimo,
se ha implementado el método de deteccién junto con la aproximacién RBFFA para

reconstruir por entero una funcién univariada no regular a partir de datos dispersos.
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INTRODUCCION

Esta memoria se enmarca dentro de la teoria de la aproximacién de funciones
multivariadas y de sus aplicaciones a la reconstruccién de superficies, que es un area
muy activa del Analisis Numérico. En la actualidad, debido a que los ordenadores se
utilizan en casi todos los campos de las Ciencias y de la Ingenieria, es cada vez mas
importante implementar funciones matematicas para realizar evaluaciones eficientes
en programas de ordenador. Para ello suele ser necesario utilizar cualquier tipo de
aproximacién de una funcién en lugar de su forma matematica exacta. Una razén muy
simple es que en muchos casos no es posible implementar funciones exactamente dado
que, por ejemplo, pueden venir representadas tinicamente por un desarrollo infinito.
Ademas, la funcién que se desee utilizar puede no conocerse completamente o ser muy
costosa de evaluar.

La aproximacién de datos aleatoriamente distribuidos es un area de investigacién
reciente y de rdpido crecimiento. Consiste en el problema de reconstruir una funcién
desconocida a partir de ciertos datos dispersos dados.

Naturalmente tiene muchas aplicaciones, como el modelado del terreno, la recons-
truccién de superficies, la solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales, los
métodos kernel en Machine Learning y la estimacién de pardmetros, por nombrar algu-
nos. Ademas, estas aplicaciones provienen de diferentes campos cientificos como son
la Matematica Aplicada, la Informaética, la Geologia, la Biologia, la Ingenieria e incluso
los Estudios Empresariales.

En particular, las funciones radiales de base se aplican en:

» los métodos de elementos finitos o los métodos espectrales para obtener la solu-
cién de ecuaciones diferenciales parciales (Fornberg [26]),

» las redes neuronales y aprendizaje automaético, machine learning, (Cucker y Sma-
le [17], Schaback y Wendland [53]),

» las aproximaciones en esferas (Freeden y otros [29], Golitschek y Light [30]),
» las aproximaciones estadisticas, donde los ntcleos definidos positivos son muy

XIX
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importantes (Nisbet y otros [49] o el documento sobre nticleos no estandar y sus
aplicaciones de De Marchi y Schaback [18]),

= la investigacion geofisica (Freeden y otros [29]),
» y muchas aplicaciones de ingenieria (Ferreira y otros [25]).

Teniendo en cuenta las aplicaciones mencionadas anteriormente, se deduce inme-
diatamente que la fortaleza del método de aproximacién es la capacidad de manejar
una gran cantidad de datos en un ntimero arbitrario de dimensiones espaciales, datos
que pueden no tener ninguna regularidad y que incluso podrian cambiar su posicién
con el tiempo.

Las funciones radiales de base son herramientas tradicionales muy potentes para el
ajuste de datos arbitrarios en varias dimensiones. En la teorfa moderna de la aproxi-
macién multivariada, los métodos basados en las funciones radiales de base son de los
mas utilizados (Iske [34], Wendland [55], Fasshauer [24] o Buhmann [14]).

Entre las funciones radiales de base mas conocidas estan los splines poliarménicos
o D™-splines, también conocidos como superficies spline, debido a su aplicacién en la
aproximacion de superficies. La teoria de los splines poliarménicos fue introducida y
desarrollada por Duchon [20, 21, 22]. Estos splines se corresponden con la siguiente
funcion:

r?m="log(r), n par,

Pnm(r) =

p2m-n, n impar,

donde m debe satisfacer 2m > n. Notemos que ¢, es la solucién fundamental del m-
ésimo laplaciano iterado. Un caso particular de los splines poliarmaénicos son los splines
de placa fina o thin plate splines, ¢(r) = r?1log(r). El método elaborado por Duchon
sigue las ideas de Attéia [5] acerca de los espacios de funciones spline abstractas, en los
que se hace uso de la nocién de ntcleo reproductor de un espacio semi-Hilbert.

Arcanggéli, Lépez de Silanes y Torrens adoptan en [3] un punto de vista diferente
al de Duchon, dotando a esos espacios de normas apropiadas para que puedan, por
consiguiente, ser tratados como espacios de Hilbert. Este método ha permitido obtener
todos los resultados de una manera relativamente simple y, por otra parte, se adapta
bien al establecimiento de estimaciones del error. En [3] se estudian también los splines
poliarménicos sobre dominios acotados de R”, de los que no se conocen expresiones
explicitas en términos de combinaciones lineales de funciones conocidas (excepto en el
caso de dimensién n = 1). Es por ello que se ha tratado de aproximar estos splines, lo
que se ha hecho discretizandolos por medio del método de los elementos finitos, lo que
ha dado lugar a los splines poliarmoénicos discretos.
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Es de destacar que estos splines se han aplicado tanto a problemas de interpolacién
como de ajuste de datos. En [3] se recogen resultados de convergencia y de estimaciones
del error de los splines obtenidos en ambos casos. Para los splines de ajuste se tienen
también resultados en el caso de datos afectados por un ruido. Los splines poliarméni-
cos discretos se han aplicado en [3] a la construccion, a partir de un conjunto de datos,
de la correspondiente funcién, de una superficie regular (explicita o paramétrica), es
decir, de una superficie de clase C! o C2. Este conjunto puede estar formado por un
gran nimero de valores puntuales de la funcién y, también en algunos casos, de sus pri-
meras derivadas, o de una infinidad de tales valores en puntos distribuidos de manera
continua sobre curvas o sobre subconjuntos abiertos de R?. Se ha considerado también
la posibilidad de que las superficies contengan discontinuidades, como es el caso de
las superficies que presentan fallas.

El ajuste por splines poliarménicos, asi como los que usan wavelets, splines multi-
variantes, elementos finitos, box splines, etc., generalmente requieren una malla. Esto
no significa en absoluto que tales métodos a veces no se puedan usar con éxito en el
contexto de aproximacién de datos dispersos; por el contrario, solo explica por qué
estos métodos no se discuten en esta memoria.

El ntimero de métodos multivariados sin malla eficientes se reduce drésticamente.
Entre ellos, la aproximacioén a traves de funciones radiales de base, la aproximacién por
nucleos (condicionalmente) definidos positivos, la aproximacién por minimos cuadra-
dos y, también, los métodos de particién de la unidad.

Para la aplicacién de esos métodos, es realmente deseable que haya pocas condi-
ciones en la geometria de los puntos de datos, es decir, donde deben colocarse en el
espacio. No se requieren triangulaciones de los puntos de datos o similares para esos
algoritmos, mientras que, por ejemplo, los métodos de elementos finitos o spline multi-
variados normalmente necesitan triangulaciones. Esto no quiere decir que la geometria
de los datos no influya en los resultados de la aproximacién con métodos sin malla.
Por ejemplo, una distribucién de los centros en el dominio de la funcién a aproximar
acorde con la variacién de los valores que toma la funcién consigue mejores resultados
frecuentemente.

Una técnica puntera de aproximacién de datos dispersos es la utilizacion de funcio-
nes radiales de base (RBF), que consiste en una combinacién lineal finita de funciones
de base trasladadas. Las RBF basicamente son funciones radialmente simétricas de la
forma ®(-) = ¢(]| - ||2), donde || - ||2 es la norma euclidea.

Una ventaja de las RBF es que son independientes de la dimensién. Las funciones
bésicas ¢(r) toman la distancia euclidea como argumento, por lo que pueden extenderse

trivialmente a dimensiones arbitrarias. Esto contrasta con los esquemas polinomiales a
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trozos, que generalmente se basan en el producto tensor de las dimensiones.

Por lo general, las RBF se aplican a funciones o datos aproximados que solo se
conocen en un nuimero finito de puntos (o demasiado dificiles de evaluar de otra
manera), de modo que las evaluaciones de la funcién aproximada pueden realizarse de
manera eficiente en la mayoria de las ocasiones.

El objetivo principal de esta memoria es profundizar en el estudio de la aproxi-
macién de funciones univariadas y multivariadas explicitas con discontinuidades por
medio de las funciones radiales de base, obtener métodos y aplicar tales métodos a la
representacion de curvas y superficies no regulares. El trabajo se centra en la progra-
macién de los métodos obtenidos, la interpretacion de los resultados, la obtencién de
errores cometidos en variados ejemplos de aproximacién y la comparacién con algunos
métodos existentes. En los trabajos publicados sobre el ajuste de superficies con fallas
verticales u oblicuas se utilizan las RBF para conseguir aproximantes o interpolantes con
las mismas fallas. En los trabajos referenciados en esta memoria al respecto, esas fallas o
lineas de discontinuidad dividen el dominio de la superficie en dos 0 mds componentes
conexas disjuntas; coloquialmente se dice que cortan el dominio. En consecuencia, se
establece como un segundo objetivo implementar un método de aproximacién que, a
través de RBF, ajuste superficies con cualquier tipo de falla, es decir, que las lineas de
discontinuidad sean curvas que no tienen por qué cortar el dominio de la superficie
que se quiere aproximar.

Otro objetivo fundamental de este trabajo es la deteccion de discontinuidades de
salto tanto de la funcién univariada que se quiera aproximar como de su primera
derivada. Este método de deteccion se plantea como una aplicaciéon del método de
aproximacién que puede ser extendido a funciones multivariadas. Existen pocos tra-
bajos de deteccién de discontinuidades que utilicen RBF, en los articulos revisados se
detectan discontinuidades de salto de la funcién pero no de su primera derivada.

En el capitulo 1, se retinen conceptos y propiedades sobre RBF que suponen los
fundamentos tedricos de los que parten los contenidos de esta tesis. Estos fundamentos

son principalmente tres:

= la definicidn, los tipos y las propiedades maés interesantes de las RBF,

» Jos esquemas RBF estdndar de interpolacién y aproximacién por minimos cua-
drados que son la base del trabajo desarrollado, y

» las condiciones necesarias para la existencia y unicidad del interpolante o el

aproximante en el ajuste de datos.

Las caracteristicas del interpolante de una funcién univariada con una discontinui-

dad de salto son estudiadas en el capitulo 2 para un conjunto de centros equiespaciados.
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Ademads, se consideran las técnicas de interpolaciéon de funciones con una discontinui-
dad de salto en centros equiespaciados definida por Jung [39]. Estas estrategias eliminan
las oscilaciones del interpolante cerca de la discontinuidad. Para ello, Jung utiliza la
multicuddrica como RBF y adapta el parametro de forma c en funcién del ntiimero de
centros o cambia esa funcién de base por la funcién radial, ¢(r) = r, en los dos centros
mas cercanos a la discontinuidad. En el capitulo 2 se comprueba que, al interpolar, la
funcién puede presentar varias discontinuidades de salto, el conjunto de centros puede
ser disperso, se puede utilizar cualquier RBF en todos los centros que no estan junto a la
discontinuidad y, en los que estan junto a las discontinuidades, cualquier RBF de clase
CY. De este modo también se consiguen interpolantes que no presentan oscilaciones
cerca de la discontinuidad. Por dltimo se destaca que la técnica estudiada es capaz de
conseguir aproximantes cuya primera derivada presenta una o mas discontinuidades

de salto.

El objetivo final del capitulo 3 es conseguir un método de aproximacién que sea
capaz de ajustar superficies con fallas tanto verticales como oblicuas que no tienen por
qué cortar el dominio de la superficie a aproximar. Para ello, se define la aproximacién
RBF mediante funciones auxiliares, aproximacion RBFFA, aplicable a cualquier funcién
definida en R?. Este esquema consiste en obtener un aproximante mediante un proceso
de aproximacién RBF en R?*! si se desplazan los centros hasta el grafo de una funcién
C : RY — R, que llamaremos funcion auxiliar, aproximar en R¥*! y restringir luego el
aproximante al grafo de C. Después estudiamos como ajustar funciones univariadas
no regulares para descubrir algunas de las propiedades de dicha aproximacién y la
conveniencia de utilizar funciones radiales de soporte compacto para que el método
sea realmente efectivo. Se proponen diferentes funciones auxiliares segtn las discon-
tinuidades de salto de la funcién o de su derivada analizando su conveniencia y se
implementan varios ejemplos obteniendo errores y haciendo comparaciones con la

aproximacion estandar.

Por ultimo, en el capitulo 3 se reformula el método RBFFA para aplicarlo a super-
ficies con fallas verticales, oblicuas o de los dos tipos. El método se aplica a variados
ejemplos numéricos y se obtienen errores de aproximacion para resaltar la efectividad

del método.

En el capitulo 4 se define un método iterativo que detecta las discontinuidades de
salto de una funcién univariada no continua. También se establecen las pautas para
que el método iterativo definido localice las discontinuidades de salto de la prime-
ra derivada de una funcién univariada. El método definido es una aplicacién de la
aproximaciéon RBFFA de funciones con discontinuidades de salto estudiado en el ca-

pitulo 3. Ademads se presentan varios ejemplos numéricos que muestran la efectividad
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del método iterativo de deteccién de discontinuidades propuesto.
Esta memoria termina con la redaccién de las conclusiones del trabajo llevado a cabo
junto con varios problemas que se han quedado abiertos y que establecen las futuras

lineas de trabajo de investigacién del equipo.



CariTuLo 1

FUNCIONES RADIALES DE BASE

Seccion 1.1

INTRODUCCION

En este capitulo se retinen conceptos y propiedades sobre funciones radiales de base
que suponen los fundamentos tedricos de los que parten los contenidos de esta tesis.
En concreto, se define la nociéon de funcién radial de base y se presentan los tipos y
propiedades de esta clase de funciones, la interpolacién y la aproximacién por minimos
cuadrados usando funciones radiales de base y se dan las condiciones necesarias para
la existencia y unicidad del interpolante o aproximante en el ajuste de datos. Por
altimo, se describen las fortalezas y debilidades generales del ajuste de datos usando
funciones radiales de base. Este marco tedrico se puede encontrar y ampliar en libros
de varios autores como pueden ser Wendland [55], Fasshauer [24] o Buhmann [14], en
las referencias que alli aparecen y en las referencias que se van citando a lo largo del
capitulo.

Seccion 1.2

INTERPOLACION CON FUNCIONES RADIALES DE BASE

Se considera en lo que sigue que d, N € Ny que || - ||2 es la norma euclidea de R?.

DerFiNICION 1.2.1.
Una funcién @ : R? — R se dice funcidn radial de base si existe una funcién univariada
¢ : [0, +00) — R tal que @(x) = ¢(||x||2) para todo x € R

Adoptaremos el convenio, ampliamente difundido, de abreviar la expresién funcion

1
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radial de base mediante la sigla RBF, que procede de la versién inglesa de tal expresién,
a saber, radial basis function. La funcién univariada ¢ es la funcién bisica que genera la
RBF ®.

Por otra parte, entenderemos por interpolacion RBF el problema de aproximacién
que a continuacion se enuncia:

Sea f : R? — R una funcién de la que sélo se conocen sus valores

f(x1),..., f(xny) enun conjunto X = {x1,..., xN} de puntos distintos

dos a dos de R¥. Se busca una funcién s X R? — R que interpole f

en X (i.e.s(x;) = f(x;),1 <i < N)y que sea de la forma

3 (1.1)

N
sf,X(x) = Zﬁ]‘q)(x - xj) + P(x)/
=

]

donde @ es una RBF prefijada y p es una funcién polinémica.

Obsérvese que el interpolante es, esencialmente, una combinacién lineal de funcio-
nes trasladadas de una misma RBF ®. Los elementos x; del conjunto X se denominan
centros y debe entenderse siempre que son distintos dos a dos. Asimismo, del coeficien-
te f; de cada funcion trasladada @(- — x;) se dice que es un coeficiente de expansién del
interpolante.

Los nameros f31, ..., fn resultan de resolver un sistema lineal en el que interviene

la matriz que a continuacién se introduce:

DEerINICION 1.2.2.
Se llama matriz de interpolacion asociada a una RBF @ y un conjunto de centros X =
{x1,...,xn} ala matriz

Apx = (D(x; - xj))lgi/].SN e RNVXN, (1.2)

Para poder expresar y estudiar el sistema lineal del que resultan los coeficientes
de expansién del interpolante RBF, se precisa diferenciar dos casos segin se comporte
la forma cuadratica asociada a la matriz de interpolacién. A ello se dedican los dos

siguientes apartados.

1.2.1. Funciones definidas positivas

DErINICION 1.2.3.
Una funcién continua @ : R? — C es definida positiva si, para todo N € N, para todo
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conjunto de centros X = {x1,...,xy} € R¥ y para todo vector § = (81,...,Bn) € CN no
nulo, se cumple que

N N L
2 D BB~ x6) > 0,

j=1 k=1

es decir, en otras palabras, si la forma cuadratica
ﬁ S (jbl}—é ﬁYW-ZQQLX"Zg
es definida positiva, siendo A x la matriz de interpolacion asociada a @ y X. Se dice ana-

logamente que la funcion @ es semidefinida positiva si tal forma cuadratica también lo es.

En el caso particular de una funcién continua ® : R? — R, se puede demostrar
que @ es definida positiva si y sélo si @ es par (i.e. ®(x) = ®(—x) para todo x € R?) y
BT - Apx - B > 0 para todo N € N, para cualquier conjunto de centros X C RN y para
cualquier vector € RN no nulo.

De la definicién anterior se desprenden las siguientes propiedades:

TEOREMA 1.2.4.
Supongamos que P es una funcion semidefinida positiva. Entonces:

(a) ®(0) > 0.
(b) ®(-x) = O(x) para todo x € RY.
(c) D estd acotada, i.e. |P(x)| < D(0) para todo x € R4,
(d) ©(0) =0siysdlosiD=0.
(e) Si®y,..., D, son semidefinidas positivas y c; > 0,1 < j < n, entonces
n
D(x) = Z ¢;®;(x)
j=1

es también semidefinida positiva. Ademds, si una de las ®; es definida positiva y la

correspondiente c; es positiva, entonces ® también es definida positiva.
(f) El producto de dos funciones definidas positivas es una funcion definida positiva.

Aunque sea obvio, cabe recalcar que el teorema precedente se aplica a las funciones
definidas positivas, pues son caso particular de las funciones semidefinidas positivas.
Para determinar si una RBF es definida positiva, es més simple explotar su simetria

radial y reducir el problema al andlisis de la funcién basica que la genera.
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Funcién o(r) Restricciones
Gaussiana exp(—ar?) a>0
Matérn basica exp(—r)
Multicuéddrica inversa (c? +r?)~@ c>0,a>0
Potencia truncada (1-r)4 a>|d/2]+1

Cuadro 1.1. Funciones bdsicas definidas positivas en RY

DEerFINICION 1.2.5.
Una funcién univariada ¢ : [0, 00) — R es definida positiva sobre R si la correspondiente
funcién multivariada @(x) := ¢(||x||2), x € R?, es definida positiva.

Obsérvese que se puede utilizar una misma funcién bésica ¢ para generar RBF en
espacios de distintas dimensiones. Podrfa ocurrir que la correspondiente RBF @(-) =
(|| - [|2) fuera definida positiva para una cierta dimensién del espacio, pero no para

otra. Se tiene, no obstante, el siguiente resultado, de gran importancia practica:

ProrosiciON 1.2.6.
Si una funcién univariada ¢ es definida positiva sobre R%, entonces también es definida positiva
sobre R¥ para todo k < d.

El cuadro 1.1 muestra algunas funciones bésicas ¢ que son definidas positivas en R%.
Las funciones gaussiana y multicuddrica inversa tienen esta propiedad para cualquier
d € N. No es el caso, en cambio, de la potencia truncada. Por ejemplo, la funcién
®(r) = (1 — )2 s6lo genera una RBF definida positiva en R, R? y R3.

Observacion 1.2.7. En el cuadro 1.1 se usan las notaciones (x)+ y | x]. Recordemos que (x); = xsix >0
y (x)+ = 0, en caso contrario. Asimismo, | x] = max{k € Z | k < x}.

Retomemos ahora el problema de interpolacion RBF dado en (1.1). Recordemos
que, dada una funcién f : R? — R, se conocen sus valores f(x1),..., f(xy) en un
conjunto de centros X = {x1,...,xn}. Sea @ : R? — R una RBF definida positiva. El
interpolante sy x de la funcién f en X tiene la forma

N
sfx(x) = Zﬁj‘p(x - X)),
=1

]

que resulta de tomar p = 0 en (1.1). Si se imponen las condiciones de interpolacién

spx(xi) = f(xj), 1<i<N,
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resulta el sistema lineal
Ao x -p = flx, (1.3)

donde Ag x es la matriz de interpolacién asociadaa @y X, g = (B1, ..., ﬁN)T y flx =
(f(x1),..., f(xn))T. Como @ es definida positiva, se sigue de la definicién 1.2.3 que la
matriz Ag,x es definida positiva, luego, en particular, es una matriz regular. Por tanto,
el sistema (1.3) tiene solucién tinica, a saber, el vector  de los coeficientes de expansién

del interpolante, que queda asi plenamente determinado.

1.2.2. Funciones condicionalmente definidas positivas

Dado m € N, se denota por C¢ _ [x] el espacio de polinomios en d variables con
coeficientes complejos de grado menor o igual que m — 1. El correspondiente espacio

de polinomios con coeficientes reales se denota por Rdm _y[x]-

DerFINICION 1.2.8.

Una funcién continua @ : R? — C es condicionalmente definida positiva de orden m, en
adelante m-cdp, si para todo N € N, para todo conjunto de centros X = {x1,...,xy} C R?
y para todo vector = (B1, .. . ,ﬁN)T € CN no nulo que satisfaga la condicién

N
Vp e Chilxl, ) Bip(x) =0,
j=1

se cumple que

N N
Z Zﬁjlgk(p(xj —xx) > 0.

j=1 k=1

En términos de matrices de interpolacién, en la definicién precedente se exige
que, para que ® sea m-cdp, se ha de cumplir que, para cualesquiera N € Ny X =
{x1,...,xn} C R?, la forma cuadratica

propl-Aox B (1.4)
sea definida positiva cuando se restringe al subespacio vectorial
Lx={peC|p"-plx=0 VpeC]_i[x]}, (1.5)

donde p|x = (p(x1),..., p(xN))T. Con un obvio abuso del lenguaje, cabria decir que
los elementos de Lx son vectores de CN «perpendiculares», en cierto sentido, a los
polinomios de Ci_l[x]. Notese, por otra parte, que, si @ es definida positiva, la forma
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Funcién (1) Restricciones m

Multicuadrica (=D)I21(c2 + r2)a c>0,a>0,a¢N [a]

Spline poliarménico (=1)faly2a a>0,a¢N [a]
(-1)* 2% log r a €N a+1

Cuadro 1.2. Funciones bdsicas m-cdp en RY

cuadratica (1.4) es definida positiva, sin necesidad de ninguna restriccién. Por ello, se
amplia la definicién 1.2.8 al caso m = 0, considerando que las funciones 0-cdp son las
funciones definidas positivas.

La siguiente proposicién destaca un hecho importante sobre el orden de las funcio-
nes condicionalmente definidas positivas.

Prorosicion 1.2.9.

Una funcién m-cdp es también I-cdp para todo | > m.

Como consecuencia de esta proposicién, es natural hacer referencia al menor de los
ordenes para los cuales una funcién es condicionalmente definida positiva. En otras
palabras, cuando se indique que una funcién @ es m-cdp debe entenderse que es I-cdp
para cualquier [ > m, peronoloessil < m.

El siguiente resultado caracteriza el caso particular de las funciones reales m-cdp.

TeEOREMA 1.2.10.
Una funcion ® : R — R continua y par es m-cdp si y sélo si, para todo N € Ny todo conjunto
de centros X = {x1,...,xn} CRY, Ia forma cuadritica

ﬁe.[:xl—)‘BT-Acp,X-‘B
es definida positiva, donde
Lx={peRV B -plx=0 VpeR? |[x]}. (1.6)

Aligual que en el caso de las funciones definidas positivas, el estudio de las RBF se
simplifica acudiendo al anélisis de la funcién basica. La definicién 1.2.5 y la proposi-
cién 1.2.6 son validas sin mas que sustituir «definida positiva» por «m-cdp». Se indican
en el cuadro 1.2 algunas funciones bésicas ¢ que son m-cdp en RY, para cualquier d.
El orden m se especifica en la tiltima columna. En el caso de los splines poliarménicos,
para a = 1, se obtiene ¢ (r) = r*log r, que corresponde al llamado spline de placa fina.

Observacion 1.2.11. En el cuadro 1.2 se usa la notacién [x] asi definida: [x] = min{k € Z | x < k}.
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Volvamos nuevamente al problema de interpolacién RBF definido en (1.1). Dados
los valores f(x1),..., f(xny) de una funcién f : R? — R en un conjunto de centros
X ={x1,...,xNn}, se busca un interpolante s; x de f en X de la forma

N
sfx(x) = Z Bi®P(x — xj) + p(x),
=1

donde @ es ahora una RBF m-cdpy p € Rdm _,[x]. Este polinomio p, a su vez, se puede

escribir asf:
Q

p(x) = > ajpi(x),

=1

siendo Q = (m_;+d) la dimensién del espacio Ri_l [x] v {p1,...,po}, una base de
este espacio, que en esta tesis serd siempre {1, x, x2,..., xQ_l}. Las condiciones de
interpolacién

spx(xi)=f(xi), 1<i<N,

dan lugar al sistema
Apx-B+P-a=fl|x,

dondea = (aq, ... ,aQ)T,ﬁ =(B1,..- ,ﬁN)T,flx =(f(x1),... ,f(xN))T,AQX es la matriz
de interpolacién asociada a @ y X y, finalmente,

P = (pj(x))1cien, 15jc0 € R (1.7)

En este sistema hay N + Q incégnitas y s6lo N ecuaciones. Las Q ecuaciones que faltan
resultan de imponer que el vector § de los coeficientes de expansién pertenezca al
subespacio Lx dado por (1.6), esto es,

BT -pilx=0, 1<j<Q,

o equivalentemente, en forma matricial, pT. p = 0. En definitiva, los coeficientes del

interpolante sy x son solucién del sistema lineal

Aox P\ [B) _[flx
o) e)-5) S

Para que este sistema lineal tenga solucién tnica es condicién necesaria y suficiente

que el conjunto X de centros contenga un conjunto Ri_l[x]-unisolvente, esto es, que
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cumpla la siguiente condicién:
(9 €R)4[x] y qlx=0) = g=0.

Para m = 1, la condicién de unisolvencia es trivial, mientras que, para m = 2, requiere

que los puntos de X no estén todos alineados.

Seccion 1.3

FUNCIONES DE SOPORTE COMPACTO

El soporte de una funcién @ : R — R es la clausura del subconjunto de su dominio
en el que @ no se anula. Se dice que ® es de soporte compacto si su soporte estd acotado.

Como recuerda Wendland [55], el concepto de funciones de base con soporte com-
pacto es suma importancia en el Analisis Numérico, en general, y en la aproximacion,
en particular. Uno de los ejemplos mds destacables de estas funciones, en el caso unidi-
mensional, lo constituyen los B-splines. La principal ventaja de las funciones de soporte
compacto es que proporcionan matrices de interpolacién poco densas e interpolantes
que pueden ser evaluados con rapidez. Por lo tanto, el coste computacional de interpo-
lar con funciones radiales de soporte compacto, en general, es inferior al que resulta de
utilizar otro tipo de funcién.

Establezcamos una primera propiedad relevante de las funciones de soporte com-
pacto.

TEOREMA 1.3.1.
Sea @ : R? — C una funcion continua y de soporte compacto. Si ® es m-cdp, entonces m = 0,
esto es, @ es definida positiva.

Si una funcién basica ¢ tiene soporte compacto, también lo tiene obviamente la
RBF ¢(]| - ||2) que ¢ genera. El resultado precedente explica que no apareciese ninguna
funcién de soporte compacto en el cuadro 1.2. Si hay una, en cambio, en el cuadro 1.1.

El siguiente teorema también tiene importantes consecuencias.

TEOREMA 1.3.2.
Sea ¢ : [0,00) — R una funcién continua y no nula. Si ¢ es definida positiva sobre RY para
cualquier d, entonces ¢(r) # 0 para todo v € [0, ).

Se deduce de este teorema que una funcién basica ¢ de soporte compacto no puede
generar RBF definidas positivas sobre R para cualquier d. Si ¢ no es definida positiva
sobre R?, entonces tampoco lo es sobre R¥ para k > d. Recordando la proposicién 1.2.6,
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d k Dk C2k
1 0 (1-71), CO
1 1 1-7r)3@?+3r+1) C?
1 2 (1—7)30r*+5r% +9r2 + 5r + 1) c*
3 0 (1-7)2(r+2) CO
3 1 (1-7)3(3r3 +12r% + 167 + 4) C?
3 2 (1—7)8(5r° + 30r* + 7213 + 82r2 + 367 + 6) c*
5 0 (1-7)3(3r* +9r +8) o
5 1 (1 —7)3(57* + 2573 + 4872 + 40r + 8) C?
5 2 (1—-7)(35r% +245r° + 720r* + 112073 + 92872 + 336r +48)  C*

Cuadro 1.3. Funciones de Wu

la funcién ¢, en todo caso, puede ser definida positiva, como mucho, sobre R¥ para k
comprendido entre 1 y un valor maximo d.
A la hora de considerar RBF de soporte compacto, tienen particular interés las que

son generadas por funciones basicas de la forma

P(r) = (1 =r)sp(r), (1.9)

donde p es una funcién polinémica univariada. Obsérvese que el soporte de ¢ es el
intervalo [0, 1]. Se puede probar que, si ¢ es definida positiva sobre R, entonces la RBF
®(-) = ¢(]| - ||2) pertenece a C?*(R¥) para algtn k € N.

A modo de ejemplo, consideremos las funciones de Wu [56], algunas de las cuales
aparecen en el cuadro 1.3. Para cada d y k, la funcién de Wu ¢4« es definida positiva
sobre R? y engendra RBF que, como queda dicho, son de clase C?*.

Mas conocidas y utilizadas que las funciones de Wu son las funciones de Wend-
land [54, 55]. También son funciones de la forma (1.9), pero estan construidas de modo
que el polinomio p correspondiente tenga el menor grado posible. Fijados d € Ny
k € N U {0}, la funcién de Wendland ¢4 x:

» es un polinomio de grado |d/2] + 3k + 1 en el intervalo [0, 1],
= es definida positiva sobre R? y engendra RBF de clase C?*.

Por el modo en que son definidas, las funciones de Wendland son tnicas, salvo un
factor. El cuadro 1.4 muestra varias de estas funciones. Obsérvese que las potencias
truncadas, mencionadas en el cuadro 1.1, son casos particulares de las funciones de
Wendland.
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d k Dk C2k
1 0 (1-71), CO
1 1 (1-7)3@r+1) C?
1 2 (1—7)3(87% +5r +1) c*
3 0 (1-r)2 ol
3 1 (1-7)t(4r +1) C?
3 2 (1-r5(35r2+18r +3) c*
5 0 (1-r)3 o
5 1 (1-7)3(57 +1) C?
5 2 (1-r).(16r2 +7r +1) c*

Cuadro 1.4. Funciones de Wendland

1.0

0.8}

o
N
T

Figura 1.1. Grafo de la RBF @ generada en R por la funcién de Wendland ¢3 1 y varias RBF
D,(+) = D(-/p) resultantes de un cambio de escala.

Una funcién bésica de la forma (1.9) genera en R? una RBF cuyo soporte es una
bola de radio 1. Como habréd ocasién de comprobar en esta tesis, en los procesos
de aproximacién RBF, se necesitan con frecuencia funciones con soportes de otras
dimensiones. Se obtienen muy facilmente mediante un cambio de escala: dada una
RBF @ con soporte de radio 1, para cada p > 0, la funcién @, (-) = ®(- /p) es una RBF
con las mismas propiedades que @ y con soporte de radio p. Este escalamiento se puede
efectuar directamente en la funcion basica que genera ®, de modo que ¢,(-) = ¢(-/p)
genera @,. Las figuras 1.1 y 1.2 muestran el grafo de la RBF ® que genera la funcién
basica de Wendland ¢3 1 en R y R?, asi como varias RBF que resultan de un cambio de

escala.
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(c) Funcién @ (d) Funcién ®g g

Figura 1.2. Grafo de la RBF @ generada en R? por la funcién de Wendland ¢3 1 y varias RBF
@, () = O(- /p) resultantes de un cambio de escala.

Seccion 1.4

OTRAS CUESTIONES

En muchas ocasiones, en vez de interpolar, tiene mds sentido realizar una aproxi-
macién por minimos cuadrados discretos. Asi ocurre cuando el niimero de datos es

muy elevado o cuando éstos estdn contaminados con ruido.

En lugar de (1.1), habria que considerar el siguiente problema. Se dispone de los
valores f(x1),..., f(xn) de una funcién f : R? — R en un conjunto X = {x1,...,xN}.
Se escoge un conjunto de centros Z = {z1,...,zm}, con M < N, y una RBF ® que, por
simplificar, consideraremos que es definida positiva. Se busca entonces un aproximante
de la forma

M
Spx(x) = Zﬁjq)(x - zj),
j=1
tal que s¢ x(x;) = f(x;) paral < i < N.Sea Ag,z x la matriz de colocacién

Ag,z,x = (P(xi - Zf))lsisN,lstM e RVM
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y, como en ocasiones anteriores, sean f = (81,..., M) y flx = (f(x1),..., f(xn))T. El
vector  de los coeficientes de expansion se podria obtener de la resolucién del sistema
sobredeterminado Ag 7z x - B = f|x mediante el método de los minimos cuadrados.
Ahora bien, como previsiblemente el condicionamiento de la matriz del sistema de
ecuaciones normales es muy elevado, es preferible introducir un término de regulari-

zacién, lo cual conduce, en definitiva, a minimizar en RM el funcional cuadratico

JaB) = lAo,zx - B— flxIl5 +ABT - Awz - B,

donde A es un pardmetro positivo y A,z es la matriz de interpolacién asociada a @ y
Z.Eltérmino BT - Ao,z - B representa el cuadrado de la norma de § x en el denominado
espacio nativo de ®@. Es, pues, un término que mide la suavidad del aproximante. El
parametro A pondera la importancia relativa de este término en relacion con el primer
sumando de J1(B), que controla el grado de aproximacién. El minimo de J, se alcanza

en el vector 5 solucién del sistema lineal

(Aé,z,x -Awo,z,x + AA(D,Z) B = Ach),le - flx.

Para mas detalles, véase, por ejemplo, Fasshauer [24] o Li y otros [43].

En esta tesis no se calcularan aproximantes con tanta generalidad. Nos limitaremos
atomar M = N y Z = X. De este modo, se tiene Ap,z, x = Ap,z = Ao, x, matriz que es

simétrica y definida positiva. Por ello, el sistema anterior se reduce a

(Ao,x +AD) - B = flx,
donde I es la matriz identidad de orden N. Obsérvese que el caso A = 0 proporciona
directamente el interpolante de f en X.

Con las mismas simplificaciones (i.e. M = Ny Z = X), si ® es una RBF m-cdp,

entonces el aproximante es de la forma
M Q
5px(x) = D Bi@(x = x)) + > ajpi(x),
=1 =1

siendo {p1,...,po} una base de an_l[x]. Un razonamiento similar muestra que los
vectores de coeficientes a y  son solucién del sistema

A@’X+AI P ‘3 _ f|X
N
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con P dada por (1.7).

En esta tesis tampoco realizaremos estudios de convergencia, para lo cual referimos
a la bibliografia existente y que ahora comentamos. Duchon [21] y Powell [50] han
estudiado la convergencia con splines de placa fina (¢(r) = r?log(r)) y las funciones
de base radial relacionadas. Las funciones ctbicas y pseudoctbicas (¢(r) = ), por
ejemplo, y la convergencia con multicuddricas (¢(r) = Vr? + ¢2) ha sido estudiada por
Madych y Nelson [46].

Mas recientemente, Buhmann [14] y Wendland [55] estudian la convergencia para
la mayoria de las funciones de base radial mencionadas en este capitulo, encontrando
que la diferencia entre una funcién y su interpolante en el dominio de definicién,
|f(x) — s(x)|, tiende a cero cuando aumenta el niimero de centros.

Una teoria mds general de la convergencia es proporcionada por Wu y Schaback [57],
y por Narcowich y otros [48]. Sus resultados son extendidos por Arcangéli y otros [4],
quienes hacen también un completo estudio de la convergencia de los splines poliar-
monicos.

Desafortunadamente, para la mayoria de RBF, la matriz de interpolacion esta llena
y mal condicionada cuando el niimero de centros es elevado (Narcowich y Ward [47]).
Para superar este inconveniente se deben aplicar métodos de precondicionamiento e
iterativos. Por ejemplo, Fasshauer [23] comprueba la utilidad de métodos generales de
precondicionamiento, métodos multinivel, para un niimero de centros no muy elevado.
Otros enfoques que evitan que las matrices de interpolacién estén mal condicionadas
incluyen la idea de la cuasi-interpolacién (por ejemplo, véase Buhmann y Denew [15]).

En las aplicaciones, los pardmetros de las RBF, por ejemplo, c en las multicuddricas
(¢(r) = Vr? + c2), desempefian un papel importante en el condicionamiento del proble-
ma de interpolacién. En este sentido, se han desarrollado métodos para manejar esta

situacion (ver Larsson y Fornberg [42]).






CariTUuLO 2

INTERPOLACION DE FUNCIONES

UNIVARIADAS NO REGULARES

Seccion 2.1

INTRODUCCION

El aproximante RBF obtenido de una funcion real de variable real no regular ge-
neralmente presenta una serie de oscilaciones en torno a las discontinuidades de salto
finito y siempre es continuo. Este hecho es conocido como fenémeno de Gibbs y fue
estudiado por primera vez por J. Willard Gibbs a finales del siglo XIX.

Este fenémeno se debe a la forma en que se comporta la serie de Fourier de una
funcién periddica, continuamente diferenciable a trozos, frente a una discontinuidad
de salto finito. La suma parcial n-ésima de la serie de Fourier tiene grandes oscilaciones
cerca del salto. El exceso que suponen dichas oscilaciones no desaparece a medida
que aumenta la frecuencia, pero se acerca a un limite finito. Gibbs determiné que la
amplitud méxima limite de la ondulacién es de, aproximadamente, un 9 % del valor
del salto de la funcién.

El fenémeno de Gibbs pone de manifiesto la dificultad intrinsica de la aproxima-
cién de una funcién discontinua por una combinacién lineal de funciones regulares.
Este comportamiento no desaparece aunque se aumente el nimero de funciones de la
combinacién lineal.

Por tanto, el fendmeno de Gibbs puede ser observado en diferentes métodos de
ajuste de funciones discontinuas. Por ejemplo, Fornberg y Flyer [27] llevan a cabo una
interpolacion cardinal, es decir, con centros x; = j € Z y estudian los coeficientes de
expansion obtenidos en dicha interpolaciéon de funciones discontinuas con algunas

funciones radiales de base. Concluyen que el fendmeno de Gibbs tiene caracteristicas

15
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similares para diferentes métodos de interpolacién, aunque hay diferencias significa-
tivas en como las oscilaciones decrecen cuando se aumenta el nimero de datos de
la funcién utilizados para ajustarla. Guessab, Moncayo y Schmeisser [32] definen una
clase de esquemas no lineales de subdivisién en cuatro puntos no sélo para funcio-
nes discontinuas. Estos esquemas incluyen como caso particular el esquema PHH (o
power-2 scheme) previamente estudiado por Amat, Donat y otros [2]. Estos esquemas
tienen la particularidad de que, al ajustar una funcién discontinua, no aparece el fené-
meno de Gibbs bajo ciertas condiciones que se detallan en el articulo. Jung [39] hace
un estudio completo de la interpolacién RBF en R de una funcién escalén con centros
uniformemente distribuidos en [-1, 1]. Ademds, propone un procedimiento para redu-
cir el fenémeno de Gibbs usando multicuéddricas, i.e. ®(x) = +/|x|? + ¢, y adaptando
adecuadamente su parametro de forma, c.

En este capitulo se analizard este fenémeno oscilatorio y se extenderéd la propuesta de
Jung para reducir las oscilaciones de Gibbs usando funciones de base no derivables en
centros proximos a la discontinuidad y otras funciones radiales de base mas regulares
en los otros centros. Una parte de los contenidos de este capitulo fue publicada en
Izquierdo, Lépez de Silanes y Parra [36].

Anticipemos, por tltimo, que a lo largo de este capitulo se utilizaran y citaran cons-
tantemente las RBF que se detalla en el cuadro 2.1. Estan representadas graficamente en
las figuras 2.1 y 2.2. Cada funcién ®; se define mediante la relacion @;(x) = ¢;(|x|), sien-
do ¢; la funcién basica correspondiente mostrada en la segunda columna del cuadro.
Observemos que, en realidad, ®; resulta ser la extension par de ¢;.

Las funciones ®@; y @5 estan generadas por las funciones de Wendland ¢1,1 y ¢z,
respectivamente. Las funciones @4 y @7 son casos particulares de splines poliarmoénicos.

Por dltimo, @,, @3 y @ son las funciones gaussiana, multicuddrica y de Matérn basica.

Observacion 2.1.1. A la vista del cuadro 1.4, podria haber parecido méas natural considerar la funcién de
Wendland ¢1,9 en vez de ¢3. Ocurre, sin embargo, que ¢1 genera una RBF que, ademas del origen,
no es diferenciable en un par de puntos méds, a saber, x = —1 y x = 1. Para el uso de las RBF que se
hara en este capitulo se necesita que la diferenciabilidad pueda fallar tan s6lo en x = 0. Por esta razén es
preferible tomar ¢3 .

Seccién 2.2

INTERPOLACION EN NODOS EQUIESPACIADOS

En esta seccion se estudiaran algunas caracteristicas de un interpolante s; x para

una funcién f real de variable real definida en un intervalo [a, b] que presenta una
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RBF  Funcién basica Positividad  Diferenciableen x =0  Soporte
D Pi1(r)=(1-r)3Cr+1) 0-cdp Si [-1,1]
@y Po(r) = exp(—r?) 0-cdp Si R
D3 Pa(r) = Ve? + 12 1-cdp Si R
@y Pa(r) = r?log(r) 2-cdp S R
@5 Ps(r)=(1-r)3 0-cdp No [-1,1]
Dy Pe(r) = exp(-r) 0-cdp No R
D Pr(r) =7 1-cdp No R

Cuadro 2.1. Funciones radiales de base que se usardn en este capitulo.

ET T T T T T T T T T T T T T T T T T T ™3

4

— 51()=(-rRBr+1))
— ¢a(N=exp(-1?)
| es=V1+ 2
| #ar=rPlog ()

Figura 2.1. RBF diferenciables detalladas en el cuadro 2.1. En la leyenda se indica la funcion
basica que la genera.

T T T T T T T T T T T T T T T T

15[ ]
1.0l i
[ — ¢s(N=(1-r3
I 1| ¢e(N=exp(-7)
0.5 1T ¢r=r
0.0f

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 2.2. RBF no diferenciables detalladas en el cuadro 2.1. En la leyenda se indica la funcién
bdsica que la genera.
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discontinuidad de salto finito. Expresamos la funcién f del modo siguiente:

fx), a<x<x,

fZ(x)l Xe<x < b/

flx) =

siendo f1 y f» dos funciones continuas. Para que haya en x. € (a4, b) una discontinuidad
de salto finito imponemos que
fr—f#0,
donde
frlm @)y f= lim ). @1)

Para simplificar el estudio, consideraremos que [a, b] es el intervalo [-1, 1], que el
punto de discontinuidad x. es el punto medio de tal intervalo, es decir, x, = 0, que
se interpola f en un conjunto X = {x1,...,xn} de centros equiespaciados en [-1,1]
y que N par. Se obtienen resultados analogos si se prescinde de estas restricciones.
En la subseccién 2.2.1 se va a realizar un estudio local de la interpolacién RBF con
N = 2 centros cerca de la discontinuidad y en la subseccién 2.2.2 se estudiardn las

caracteristicas del interpolante obtenido con mds centros en el intervalo [-1, 1].

2.2.1. Comportamiento local de la interpolacién

Se considera N = 2y X5 = {-0/2,0/2} para algtn 0 € (0,2). Se fija una funcién
radial de base @y se denota por sy x; el correspondiente interpolante RBF de f en X;. Se
puede comprobar que, independientemente de @, s¢ x, es estrictamente monétono en
[-6/2,6/2]. Por la propia definicién del interpolante, s¢ x, es una funcién continua, ya
que es una combinacién lineal de funciones que son al menos continuas. La evaluaciéon
del interpolante en x. = 0 arroja un valor sy x,(0) intermedio entre f(-6/2) y f(6/2).

Vamos a determinar s x,(0), para lo cual consideramos tres posibles casos:

(@) @ es O-cdp (i.e. definida positiva). De acuerdo con lo expresado en la subsec-

cién 1.2.1, el interpolante tiene la siguiente expresion:
sf,x5(x) = B1P(x + 6/2) + f2P(x = 6/2).

Las condiciones de interpolacién dan lugar al sistema asociado Ag x; - f = flx;,
donde

DO0) D)
@(6) D(0)

D, Xs —

, B=Bup)" vy flx, = (F(=0/2), f(6/2))".
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Al resolverlo se obtiene que

_FO/2)90) = fO200) - F(0/20(0) = F(3/2)00)

D(5)? — D(0)2 y p2 D) —D (0P ,
por lo que
o1 1000) = (7012 + S(-5/2) gl D

(b) @ es 1-cdp. Segtin se expone en la subseccién 1.2.2, el interpolante ahora es
Sf,xé(x) = ‘31(13(3(? + (5/2) + ﬁzq)(x - (5/2) + aq

y los coeficientes 1, f2 y a1 se determinan mediante las condiciones de interpo-
lacién y la condicién adicional f1 + 2 = 0. Resulta el sistema asociado

Aox, PY[B) _ [flxs
PT  0)\ea) | 0O

conP=(1 1)!yAsx, By flx, definidos como en el caso (a). De este modo, al

resolver el sistema, se obtiene

_F0/2)- f=0/2) _ _f8/2)+ £612)
T ) S T

y asi, dado que @ es par,

f(=3/2) + £(3/2)

Sf,Xg)(O) = 2

(c) @ es2-cdp. Recurrimos nuevamente a la subsecciéon 1.2.2. El interpolante es de la
forma
sF,xs(x) = p1O(x + 6/2) + f2®(x — 6/2) + a1 + anx.

Las condiciones de interpolacién y las condiciones adicionales 1 + 2 = 0y
—B16/2 + p26/2 = 0 llevan al sistema

A(D,X5P ,3_f|X5
PT  ofla) | 0 )’
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donde, en este caso, a = (a1, az)T y

P:F.—wﬂ/
1 6§/2

Se obtiene:
fim0mpy a=LORICOR) o SO0
Por tanto,

o0y = LOREICO2)

Notese que sf x, queda reducido a un polinomio de grado 1, luego su grafica es

una recta.

No tiene sentido pensar en el caso en el que @ fuera m-cdp conm > 3, ya que entonces
el sistema lineal asociado seria compatible indeterminado. Por tanto, el interpolante no
seria tinico. En los tres casos considerados se observa que, por la continuidad de ®,

frf

%11)1'(1) 5f,Xs (0) = 2 .

Ejemplo 2.2.1. Se considera la funcién

senx, —-1<x<0,
f(x) =

cosx, 0<x<1.

La figura 2.3, muestra los interpolantes s x;, para distintas RBF y varios valores de 6.
Las RBF utilizadas estdn definidas en el cuadro 2.1. Dos de ellas, ®; y ®,, corresponden
al caso (a); las dos restantes, @3 y @4, ejemplifican los casos (b) y (c). Se observan
claramente las caracteristicas estudiadas de sy x, . Se aprecia, en particular, la monotonia
de cada interpolante y la progresiva convergencia de sy x,(0) hacia el valor medio del
salto (i.e. %(fJr + f7) = 0.5 en este caso).

2.2.2. Interpolaciéon con N centros

Consideramos a continuacién que X = {x1,...,xn} es un conjunto de centros, con

N un nimero par, uniformemente distribuidos en [-1, 1], es decir,

2(j-1)
N-1'

xj=-1+ j=1,...,N,
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2 T T T 2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

(b) 6 = 0.5

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

(€)6=03 (d) 6 =0.1

Figura 2.3. Interpolacion de f en X = {=6/2,6/2}. Las leyendas indican la RBF utilizada.

Al igual que en la subsecciéon precedente, sea f una funcién que presenta una dis-
continuidad de salto finito en x, = 0. Obsérvese que tal discontinuidad esta situada

justamente en el punto medio del intervalo [xn /2, Xn/2+1]-

En los siguientes ejemplos calcularemos diversos interpolantes s¢ x, variando la
funcién f, el nimero N de centros y las RBF utilizadas. Enunciaremos luego algunas

conclusiones que pueden extraerse de estos experimentos numéricos.

Ejemplo 2.2.2. En Jung [39, ejemplo 1], se considera la interpolaciéon de la funcién
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Figura 2.4. Interpolacion de la funcion f dada en el ejemplo 2.2.2 usando la RBF ®3. Izquierda:
interpolantes sgx para N = 8, 16, 32 y 64. Derecha: funcién error |f — s¢ x| en escala
logaritmica.

escalon

-1, -1<x<0,

flx) =

1, 0<x<1
Se utilizan para ello diferentes multicuddricas, esto es, la RBF @3 del cuadro 2.1 para
distintos valores de c. La figura 2.4 muestra dos de las estrategias seguidas por Jung.
En la primera, el valor del pardmetro de forma c de la multicuddrica se mantiene
constante independientemente del nimero N de centros; en la segunda, en cambio, el

parametro c depende de N. En ambos casos los interpolantes exhiben el fenémeno de



2.2. Interpolacion en nodos equiespaciados 23

0.01} ‘W\Y )
A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

IS

———

ik

1078}

1071117

10 ~05 0.0 05 10 10 ~05 0.0 05 10
(b) RBF @,
Figura 2.5. Interpolacién de la funcion f dada en el ejemplo 2.2.2 usando las RBF @1 y @y.

Izquierda: interpolantes sy x para N = 8, 16, 32 y 64. Derecha: funcién error |f — s¢ x| en
escala logaritmica.

Gibbs, con oscilaciones cerca del punto de discontinuidad. Con la primera estrategia,
la amplitud de la oscilaciéon aumenta al crecer N, mientras que, con la segunda, se

mantiene constante. Las graficas son muy similares a las obtenidas por Jung.

En la figura 2.5 se sustituyen las multicuddricas por una de las funciones de Wend-
land y por el spline de placa fina, i.e las RBF ®@; y ®4. Como cabia esperar, el compor-
tamiento de los interpolantes pone de manifiesto que también estdn afectados por el
fenémeno de Gibss. En este ejemplo particular, segtin se desprende de los graficos de

errores, la RBF @4 ofrece mejores resultados.

Volviendo a las multicuddricas, la segunda de las estrategias mencionadas anterior-
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Figura 2.6. Interpolacion de la funcion f dada en el ejemplo 2.2.2 usando la RBF ®y. Izquierda:
interpolantes sy x para N = 8, 16, 32 y 64. Derecha: funcion error |f — sg x| en escala
logaritmica.

mente sugiere tomar el pardmetro ¢ cada vez menor a medida que crece el nimero de
centros. El caso limite corresponde al valor ¢ = 0, caso en el que las multicuddricas
degeneran en la funcién lineal ®;. Lo que sucede al interpolar utilizando justamente @7
se muestra en la figura 2.5. Jung hace notar que, de hecho, cada interpolante se reduce

entonces a la siguiente funcién lineal a trozos:

-1, X < XN/2,
5f,X(x) =1(N =1)x, XN/2 =X < XN/2+1/

1, x < XN /2+1-

Logicamente, las oscilaciones desaparecen. Por eso, fuera del entorno de la discontinui-
dad, los errores que muestra la figura 2.6 se deben s6lo a las limitaciones de la aritmética

en coma flotante.

Ejemplo 2.2.3. Retomamos la funcién f del ejemplo 2.2.1, utilizada por Jung [39] en
su ejemplo 2. En la figura 2.7 se presentan varios interpolantes RBF obtenidos con las
funciones @3, con ¢ = 0.05, y ®4. Una vez més es bien evidente que las oscilaciones
provocadas por el fenémeno de Gibbs en torno a la discontinuidad reducen la calidad
de la aproximacion.

La figura 2.8 muestra los interpolantes que resultan de emplear las RBF @4 y @y.
Todos ellos son funciones no derivables en los centros, por lo que no son buenas

aproximaciones de f. Sin embargo, logran evitar el fendmeno de Gibbs, careciendo asi
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Figura 2.7. Interpolacion de la funcion f dada en el ejemplo 2.2.3 usando las RBF ®3 y ®y.

Izquierda: interpolantes sy x para N = 8, 16, 32 y 64. Derecha: funcién error |f — s¢ x| en
escala logaritmica.

de oscilaciones.

De los ejemplos anteriores y de otros experimentos numéricos similares se pueden
extraer las siguientes conclusiones:

» Cuando se utiliza una RBF diferenciable en R, el interpolante s x de la funcién
discontinua f en el conjunto X de centros equiespaciados se ve afectado por el
fenémeno de Gibss, por lo que tiene oscilaciones junto al punto de discontinui-
dad x.. Las oscilaciones no desaparecen ni para valores altos de N, pero crecen

hasta un cierto limite. Las oscilaciones méximas se localizan en los intervalos
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Figura 2.8. Interpolacion de la funcion f dada en el ejemplo 2.2.3 usando las RBF ®g y @7.

Izquierda: interpolantes sf x para N = 8, 16, 32 y 64. Derecha: funcion error |f — sf x| en
escala logaritmica.

(xN/2—1, xN/z) y (XN/2+1, xN/2+2)-

» Cuando se usan RBF no diferenciables en el origen, el interpolante s x no presenta
oscilaciones alrededor del punto de discontinuidad. Por lo general, se logra un

menor grado de aproximacion, pero el error disminuye en un entorno de x..

» Cada interpolante s f,X,€esuna funcién estrictamente creciente en (xy /2, XN /2+1) si

f(xn/2) < f(xn/241), Y es estrictamente decreciente si f(xn/2) > f(xXn/241)-

= Cada coeficiente de expansion f; del interpolante sy x estd vinculado al centro

x;. Los valores absolutos de los coeficientes de expansién asociados a los centros
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Figura 2.9. Valor absoluto, en escala logaritmica, de los coeficientes de expansion del interpolante
sf,x asociado a la funcién f del ejemplo 2.2.3 y el conjunto X de N = 64 centros equiespaciados.
Se usan las RBF @3 y 4.

cercanos a la discontinuidad x. son mucho mayores que los de los que estan
junto a la frontera del intervalo [a, b], los cuales, a su vez, son mayores que los
valores absolutos de los coeficientes de expansion correspondientes a los restantes

centros. Este hecho se aprecia claramente en la figura 2.9.
Definimos la oscilacién mdxima del interpolante del modo siguiente:

osc = {|f(x) — sy x(x)| | x € (a,xn72) U (xn/241,b)} -

Para calibrar la importacia de tal oscilacién resulta conveniente compararla con el salto

de la funcién en el punto de discontinuidad. Se introduce asi el indice R dado por

OSC
R=——"

fr=f
donde, recordemos, f*y f~ estan definidos en (2.1).

Se consideran diferentes funciones escalén (i.e., constantes a izquierda y derecha
de x.) y computamos R con diferentes RBF, niimeros de centros y discontinuidades de
salto. El cuadro 2.2 recoge esta informacién y muestra que la oscilacién maxima limite,
para un N dado, depende de la longitud del salto de la discontinuidad y de la RBF
usada. Los valores del cuadro 2.2 indican que R es una medida relativa de la oscilacién
méxima, puesto que R es invariante para un N y una RBF fijados. Esto significa que R
no depende de la longitud de salto para una funcién radial de base ni del niimero de
centros considerados. Los valores de R recogidos en el cuadro 2.2 permiten afirmar que
la interpolacién usando @1 produce una oscilacién maxima limite de aproximadamente
el 10.5 % del salto, usando @5 tal oscilacién alcanza aproximadamente el 13.7 % del salto
y usando @4 la oscilacién maxima limite es del orden del 8 % del salto.
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RBF (f=, fh N =38 N =16 N =32 N =64 N =128

D (-1,1) 0.099196  0.105459 0.105381  0.105405  0.105448
0,1) 0.102875  0.106201  0.105542  0.105422  0.105439

(-1.5,1.5) 0.099191 0.105459 0.105381 0.105405 0.105448
(-0.4,0.8) 0.100417 0.105211 0.105435 0.105397 0.105445

D3 (-1,1) 0.049979  0.080588  0.109322  0.128105 0.136857

(c =0.05) 0,1) 0.049979  0.080588  0.109322  0.128105  0.136857
(-1.5,1.5) 0.049979  0.080588 0.109322 0.128105 0.136857

(—0.4,0.8) 0.049979  0.080588 0.109315 0.128103  0.136803

Dy (-1,1) 0.080397  0.080465  0.080466  0.080466  0.080466
0,1) 0.080397  0.080465 0.080466  0.080466  0.080466

(-1.5,1.5) 0.080397 0.080465 0.080466  0.080466  0.080466
(—0.4,0.8) 0.080397  0.080465 0.080466  0.080466  0.080466

Cuadro 2.2. Valores de R para diferentes RBF, (f~, f*) y N.

Seccién 2.3

INTERPOLACION DE FUNCIONES DISCONTINUAS

En la seccién anterior, hemos descrito el comportamiento de la interpolacién RBF
de una funcién f con una discontinuidad de salto finito en un conjunto X de N centros
uniformemente distribuidos. Cuando se usa una RBF diferenciable en R, el interpolante
sf,x no reproduce la discontinuidad de la funcién y aparece el fenémeno de Gibbs. Sin
embargo, se observa un comportamiento distinto del interpolante cuando se emplea la
RBF ®@7: en este caso, sf,x no tiene oscilaciones porque resulta ser una funcién lineal a

trozos.

Basandose en este tltimo hecho, Jung [39] presenta un método de interpolacién RBF
mediante multicuadricas que logra eliminar las oscilaciones. Para ello, se adaptan los
parametros de forma de la multicuadrica empleada. Las oscilaciones se evitan haciendo
que este pardmetro sea nulo para las RBF asociadas a los centros con coeficientes de
expansion cuyo valor absoluto es considerablemente mayor que los correspondientes
a los centros situados junto a la frontera. Este criterio deriva del comportamiento de
los coeficientes de expansién comentado en el apartado precedente y ejemplificado en
la figura 2.9. En la practica, este criterio supone cambiar la multicuddrica por la RBF

lineal @7 en los dos centros entre los que se encuentra la discontinuidad de salto.
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Asi pues, volviendo a la situacién de la seccién 2.2, para interpolar una funcién f
discontinua en x, = 0 en un conjunto X de N centros equiespaciados del intervalo
[-1,1], es suficiente con fijar una RBF ® apropiada y cambiar ® por @7 en los centros

XN/2 Y XNj2+1. Se busca, pues, un interpolante sy x de la forma

N m
Srx(x) = ) B —x) + Y Bjlx —xjl+ > akpi(x),
i=1 je] k=1

je]
donde | = {N/2,N/2 + 1}, m = méax{1,m} si ® es m-cdp y {p1,...,pm} es una base
del espacio de polinomios Rj_;[x]. Los vectores de coeficientes f = (B1,...,Bn)"
ya=(a,..., a;)! se determinan mediante las condiciones de interpolacion y las
condiciones adicionales
Bl -pilx=0, 1<j<m,

conpj|lx = (p j(x1),...,p j(xN))T. La experiencia numérica muestra la necesidad de que
el pardmetro m sea siempre mayor o igual que 1, lo cual deriva, sin duda, de que la RBF

lineal @7 es 1-cdp.

Ejemplo 2.3.1. Reconsideramos el ejemplo 2.2.3. Usamos las mismas RBF diferencia-

bles, esto es, @3, con ¢ = 0.05, y @4, para interpolar la funcién

senx, -1<x<0,
flx) =

cosx, 0<x<1.

Aplicamos ahora la técnica descrita y sustituimos por @7 la RBF correspondiente a los
centros xyn2 y Xn/2+1. El resultado se muestra en la figura 2.10. Comparando con la
figura 2.7 se observa que se evita por completo el fenémeno de Gibbs, se disminuye
globalmente el error, reduciendo sustancialmente el entorno de la discontinuidad en el
que los errores son elevados y mejorando la aproximacién fuera de tal entorno. Si se

compara ahora con la figura 2.8(b), la mejora es también general.

Ejemplo 2.3.2. Repetimos los calculos del ejemplo 2.3.1, pero usamos ahora una nueva

funcion, en concreto,

log(1 - x), -1<x<0,
f(x) =
05+(x-05)3, 0<x<l.

Los resultados se presentan en la figura 2.11.
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Figura 2.10. Resultados de interpolacion correspondientes al ejemplo 2.3.1. Izquierda: interpo-
lantes s¢ x para N = 8,16, 32 y 64. Derecha: funcion error | f —'sf x| en escala logaritmica.

Como ya hemos comentado anteriormente, la razén por la que desaparecen las
oscilaciones del fendmeno de Gibbs al introducir @7 es que esta RBF no es diferenciable
en el origen, luego tampoco lo es su trasladada @7( - — x;) en el centro x;. Ahora bien, la
funcién @7 no es la tinica RBF no diferenciable en el origen. En el cuadro 2.1, por ejemplo,
aparecen las funciones @5 y ®@4. De hecho, hemos usado esta tiltima en el ejemplo 2.2.3;
la figura 2.8(a) muestra que también con ella se logra eliminar las oscilaciones en torno
a la discontinuidad. Por otra parte, en todos los experimentos numéricos previos, los
centros estaban equiespaciados. Nada impide, sin embargo, pensar en un conjunto de
centros cualesquiera.

Nos planteamos, pues, extender el procedimiento de interpolacién ya descrito para



2.3. Interpolacién de funciones discontinuas 31

0.8
10F
0.6] 0.01}
10-5 |
04l
108}
02}
10711}
0.0F 10-14 | 1
~10 Z05 0.0 05 1.0 10 —05 00 05 1.0
(a) RBF @3 con ¢ = 0.05
0.8

.u

1; m M&ﬂ ‘M

107°}

:x\

10781

10710 L

—i.O —6.5 0.0 O.‘S 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
(b) RBF @,

Figura 2.11. Resultados de interpolacién correspondientes al ejemplo 2.3.2. Izquierda: interpo-
lantes s¢ x para N = 8,16, 32 y 64. Derecha: funcion error | f —'s¢ x| en escala logaritmica.

resolver el problema siguiente:

Sea f : [a,b] — R una funcién que presenta una discontinuidad de salto
finito en un punto x. € (a,b). Dado un conjunto X de N centros contenido
en[a,b]\ {x.} ylos valores de f en X, obtener un interpolante s¢ x de f en

X que sea una funcién continua sin oscilaciones en torno a x..

El considerar que ningtin centro coincide con x, se justifica porque habitualmente no se
dispone de la posicion exacta de la discontinuidad. Asimismo, el buscar la continuidad
de sy x pretende llenar del mejor modo posible el intervalo, limitado por dos centros
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consecutivos, donde se ubica la discontinuidad.
Para resolver este problema, se propone un método que consta de los siguientes

pasos:

(a) Se localizan los centros entre los cuales se halla x, esto es, se determina el indice
k tal que x; € (xi, X«+1). Este paso se puede realizar mediante algiin método de
deteccién de discontinuidades, cuestion sobre la que trataremos més adelante en

esta tesis.
(b) Se fijan una RBF @ diferenciable en R y otra RBF ® no diferenciable en el origen.

(c) Se busca un interpolante de la forma

N

Spx(x) = ) B0 —xj) + ) Bid(x = x)) +p(x),
j=1 jel
j¢]

con ] = {x,x + 1}, donde p = 0si ® y ® son 0-cdp, o bien, en otro caso,

m

p(x) = > ajpi(x),

=1

con m = max{m,m}, si ® es m-cdp y D es m-cdp, siendo {p1, ..., pm} una base
del espacio de polinomios Rj;_1[x]. Los vectores de coeficientes f = (1, ..., n)"
y, en su caso, @ = (ay,... ,a7)" se determinan mediante las condiciones de

interpolacién y, en su caso, las condiciones adicionales

B pilx =0, 1<j<m,
T
con pilx = (pj(x1),...,pj(xn)) .

En el supuesto de que la funcién f presentase méas de una discontinuidad, se adapta
facilmente este método: bastaria con que el conjunto | de indices contuviera los de cada
par de centros que acotan un punto de discontinuidad. Resulta evidente, por otra parte,
que, si ® es diferenciable en R \ {0}, entonces el interpolante sy x, por construccién,
es una funcién diferenciable en (a,b), salvo en los centros que estén acotando cada

discontinuidad.

Ejemplo 2.3.3. Retomamos el ejemplo 2.3.2. La figura 2.12 muestra el resultado de apli-
car el método de interpolacién en dos conjuntos X de 8 y 16 centros, respectivamente.
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Figura 2.12. Resultados de interpolacion correspondientes al ejemplo 2.3.3. Izquierda: interpo-
lantes st x para N = 8 y 16. Derecha: funcion error |f —'s¢ x| en escala logaritmica. Para la
RBF ®3 se toma ¢ = 0.05.

En ambos casos los centros se obtienen perturbando un conjunto de puntos equies-
paciados en [—1,1]. Las leyendas indican las combinaciones de funciones ® y ® que
se han utilizado. La calidad de los interpolantes, l6gicamente, aumenta a medida que

crece el numero de centros y se acercan dos de ellos al punto de discontinuidad.

Ejemplo 2.3.4. Se considera la funcién

f(x) = x cos (%nx Lx + 1.6]) ,
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Figura 2.13. Interpolantes correspondientes al ejemplo 2.3.4.

donde, recordemos, | - | denota la parte entera. En el intervalo [-1, 1], esta funcién
es discontinua en x = —0.6 y x = 0.4. En la figura 2.13 aparecen los interpolantes
obtenidos al usar la funcién ® = @4 y la funcién [0} que, en cada caso, se indica en
la leyenda del gréfico correspondiente. El ntimero de centros de X varia de 10 a 25.
A medida que aumenta el ntiimero de centros, los distintos interpolantes se vuelven
visualmente indistinguibles.
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Seccion 2.4

INTERPOLACION DE FUNCIONES NO DERIVABLES

En el seccién anterior se observa que, cambiando la funcién radial de base en ciertos
centros por otra que es de clase CY, se consigue un interpolante que no es derivable en
tales centros. Usamos este hecho para el ajuste de funciones continuas cuya primera
derivada presenta discontinuidades de salto. Mas concretamente, nos planteamos el
siguiente problema:

Sea f : [a,b] — R una funcién continua cuya primera derivada presenta
discontinuidades de salto enlos puntos vy, . . ., v« € (4, b). Dado un conjunto
X de N centros contenido en [a,b] y los valores de f en X, obtener un
interpolante 57 x de f en X que reproduzca las discontinuidades de f’.

Por simplificar el problema, suponemos que X contiene los puntos de discontinuidad
de f’y que, de hecho, estos puntos son los k primeros centros, i.e. x1 = v1,..., X, = Ux.
Para obtener sy x, basta seguir la estrategia del método dado en la seccién 2.3. Se
fijan dos RBF @ y D, la primera diferenciable en x = 0, la segunda, no. Entonces, el

interpolante es de la forma

N K
Spx) = D B0 —x))+ ) B®B(x - x)) + p(x),
j=1

j=x+1

dondep =0sidy ® son 0-cdp, o bien, en otro caso,

m

p(x) = > ajpi(x),

j=1

con m = max{m,m}, si ® es m-cdp y D es m-cdp, siendo {p1,...,ps} una base del
espacio de polinomios Rj;_1[x]. Los vectores de coeficientes § = (81,...,8n)! y, en
su caso, a = (ay,..., Oéﬁ)T se determinan nuevamente mediante las condiciones de

interpolacion y, en su caso, las condiciones adicionales
Toply=0 1<i<m
B -pilx =0, sj=sm,

con pilx = (Pj(xl)/ e sz(xN))T~
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Figura 2.14. Resultados de interpolacion correspondientes al ejemplo 2.4.1. Izquierda: interpo-
lantes s x. Derecha: funcién error |f —'s¢ x| en escala logaritmica.
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Figura 2.15. Resultados de interpolacion correspondientes al ejemplo 2.4.2. Izquierda: interpo-
lantes s x. Derecha: funcién error |f —'s¢ x| en escala logaritmica.

Ejemplo 2.4.1. Sea f(x) = |x sen(2mx)|, funcién que consideramos definida en el inter-
valo [0, 1]. Su derivada tiene una discontinuidad de salto finito en x = 0.5. Se aplica la
estrategia descrita para interpolar f en un conjunto de 10 centros, incluido el punto de
discontinuidad de f’. La figura 2.14 muestra los interpolantes obtenidos para cada una
de las posibles combinaciones de @ € {®1, D3, Dy} y O € {D5, Og, Dy}. Para D3 se toma
¢ =0.05.

Ejemplo 2.4.2. Consideramos ahora una variante de la funcién del ejemplo precedente,
en concreto, f(x) = 0.5|x sen(2mx)| + |[x — 0.7|. Su primera derivada tiene discontinui-
dades en x = 0.5y x = 0.7. En la figura 2.15 se presentan los interpolantes s¢ x de
f en dos conjuntos de centros de 9 y 16 puntos del intervalo [0.3,1], incluidos los
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puntos de discontinuidad de f’. Se toma ® = @; y se combina esta funcién con cada
® € {®s, Dg, 7}



CariTuLO 3

APROXIMACION DE FUNCIONES

NO REGULARES

Secciéon 3.1

INTRODUCCION

A pesar de su destacado papel en el drea de la aproximacién de funciones a partir
de datos dispersos, los métodos RBF no se suelen usar en el caso de que las funciones
presenten discontinuidades. Hay para ello una razén que reposa sobre una limita-
cién intrinseca de estos métodos: los aproximantes RBF son combinaciones lineales de
trasladadas de funciones regulares (continuas, al menos), luego no pueden reproducir
singularidades de orden bajo. Hemos tenido ocasién de comprobarlo en el capitulo
anterior. Ademas, el fendmeno de Gibbs induce oscilaciones indeseadas en las proxi-
midades de los puntos de discontinuidad de salto finito.

Para tratar de superar este problema, se han propuesto diversas estrategias, como
simplificar las hipétesis sobre los conjuntos de discontinuidad (cf. [9]) o desarrollar es-
quemas adaptativos que llevan a situar més centros cerca de las singularidades (cf. [19]).
En el segundo capitulo de esta misma tesis, en el caso de funciones univariadas, se ha
propuesto un procedimiento para eliminar el fenémeno de Gibbs usando localmente
funciones de base que son continuas, pero no diferenciables, en los centros situados
junto a la discontinuidad. Tal procedimiento da lugar, de hecho, a un método de aproxi-
macién de funciones con discontinuidades de salto finito, extensible al caso en el que las
discontinuidades estén en las derivadas. No es, sin embargo, un método satisfactorio,

pues no logra reproducir bien las singularidades de la funcién.

En este capitulo se pretende aportar una solucién més efectiva del problema descrito.

Se propone un nuevo procedimiento de aproximacién mediante funciones radiales

39
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de base que, por un lado, consigue reproducir las discontinuidades de la funcién o
de su derivada, sin perder, por otro lado, las buenas propiedades de aproximacién
caracteristicas de los métodos RBF. Le daremos el nombre de aproximaciéon RBFFA.

En el articulo de Izquierdo y otros [38], se publicé una primera versién de este
método, adaptado al contexto de la reconstrucciéon de superficies explicitas con fallas.
En esencia, este articulo describe un esquema de interpolacién que consiste en mover
los puntos de interpolacién del plano al grafo de una funcién auxiliar simple no regular,
calcular un interpolante trivariado con la ayuda de funciones radiales de base de
soporte compacto y proyectar este interpolante en el plano para finalmente obtener
el interpolante bivariado deseado.

Comenzaremos este capitulo presentando el método de aproximacién RBFFA en
un contexto general en R?. Se trata, de hecho, de un procedimiento de interpolacién o
ajuste aplicable a cualquier funcién definida en R. No obstante, es el caso de funciones
no regulares el que realmente ha motivado el desarrollo de la aproximacién RBFFA y
en el que nos centraremos a lo largo de las siguientes secciones. Veremos primero cémo
se usa el método en el caso de funciones univariadas. Esto nos permitird descubrir
algunas de sus propiedades y la conveniencia de utilizar funciones radiales de soporte
compacto para que el método sea realmente efectivo. Pasaremos luego al caso bivariado,
donde retomaremos y ampliaremos el articulo ya citado, considerando entonces la
aproximacion de funciones definidas sobre conjuntos del plano con discontinuidades
de salto finito o con gradiente discontinuo en un cierto subconjunto de su dominio, o lo
que es lo mismo, con un lenguaje més propio de las aplicaciones geoldgicas, trataremos

de la reconstruccién de superficies explicitas con fallas verticales u oblicuas.

Cabe senalar, por dltimo, que, en la misma linea del método de interpolacién dado
en [38], posteriormente, Rossini en un articulo reciente [52], propone un esquema de
interpolacién para funciones con gradiente discontinuo a través de nticleos de escala
variable y definiendo una funcién auxiliar con las mismas discontinuidades. Esa fun-
cién auxiliar se define solo cuando la linea de falla es una funcién explicita que divide
el dominio de la funcién a interpolar. Rossini forma parte de un equipo con trabajos en
el campo de la aproximacién RBF de curvas y superficies con discontinuidades (véanse,
por ejemplo, las referencias [6], [7], [8], [10], [11], [12] y [13]).
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Seccion 3.2

APROXIMACION RBF MEDIANTE FUNCIONES AUXILIARES

Sea f : R?Y — R una funcién de la que se conocen sus valores f(x1),..., f(xn) en
un conjunto de centros X = {x1,...,xn}. Dada una RBF @ m-cdp en R (conm > 0),
hemos visto en las subsecciones 1.2.1 y 1.2.2 y en la seccién 1.4 cémo calcular una
funcién s x que aproxima la funcién f, sea porque la interpola en el conjunto X (i.e.
sfx|x = flx), sea porque toma en €l un valor similar (i.e. s¢ x|x =~ f|x). Por fijar ideas
y simplificar la exposicién, consideremos que @ es 0-cdp, esto es, definida positiva. La

funcioén sy x tiene la forma

N
sfx(x) = ZﬁjCID(x - Xj).

j=1
El vector f = (B1,...,f ~)T es solucién del sistema

(Ao x +AD)-B = flx,

donde Ag x es la matriz de interpolacién asociada a @ y X, I es la matriz identidad
de orden N y A es un pardmetro de ajuste mayor o igual que 0, dando lugar a un
interpolante de f en X si A = 0.

Denotemos los elementos de R%*! en la forma (x,y) con x € RY e y € R. Sea ¢
la funcién basica que genera @, luego @(-) = ¢(||-||2), y supongamos que también es
0-cdp en RY*1. Tiene sentido entonces plantearse la aproximacién de una hipotética

funcién desconocida que tomase los valores f(x1), ..., f(xn) en el conjunto de centros
X={(x;,0)]j=1,...,N}

Buscamos, para ello, un aproximante RBF de la forma
N —~ —~—
S y) = Bi®((x,y) - (x),0)),
j=1

donde @ es la RBF generada por ¢ en R9*1. Si también denotamos por || - ||» la norma
euclidea en R9*!, 1a definicién de @ es formalmente idéntica a la de @, esto es, 613( J) =

¢(|| - [|2)- No habra riesgo de confusién en estas notaciones de la norma euclidea, pues,
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por el contexto, quedaré claro en qué espacio se aplica.

El vector E = (El, ceey EN)T es solucién del sistema
(Agg+21)-B = fIx,
siendo Ag ; la matriz de interpolaci6én asociada a Dy X. Como
[1(xi, 0) = Cxj, )2 = llxi = xjl2,

resulta que Ag 5 = As,x, por lo que = B, ya que ambos vectores son la solucién tnica

del mismo sistema lineal. Obviamente, ademas,

D((x,0) = (x},0)) = ¢ (ll(x,0) = (x},0)ll2) = P(llx = x;ll2) = Plx - x)).

Se concluye, pues, que
Vx e R?, 's“f,g(x,O) = s7,x(x).

En otras palabras, el aproximante s¢ x de f en X no es mas que la restriccion al hiper-

plano y = 0 del aproximante 's“f,;(. A una conclusién andloga se llega si los centros de

X estan situados en un hiperplano cualquiera y = ¢, con ¢ € R, o si ¢ es una funcién
m-cdp con m > 0.

El razonamiento precedente muestra que se puede obtener un aproximante sy x de
una funcién f definida en R? mediante un proceso de aproximacién RBF en R%*! si se
desplazan los centros hasta un hiperplano y = c, esto es, hasta el grafo de una funcién
constante C : x € RY - ¢ € R. Pero vayamos todavia més alla. Este paso por R**! sugiere
que quizds, en determinadas circunstancias, resultase adecuado situar los centros en
el grafo de una funcién no constante  : R* — R, que llamaremos funcién auxiliar. Si
entonces se efecttia una aproximacién en R**! y se restringe luego el aproximante al
grafo de (, se acaba obteniendo un funcién 5},}( que interpola o ajusta la funcién f.
Cabe, pues, proponer y analizar un método de aproximacién que consta de los pasos

siguientes:

Entrada: El conjunto X de centros, los valores f|x, una funcién auxiliar C : RY > R yel
pardmetro de ajuste A.

Paso 1. Se escoge una funcién bésica ¢ que sea m-cdp en R9+1.

Paso 2. Se construye el conjunto de centros X = {(xj,Cxj)) [j=1,...,N}.

Paso 3. Se halla un aproximante RBF I3 definido en R%*! a partir de )?, flx, la

funcién basica ¢ y el pardmetro A.
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Paso 4. Se define la funcién s} X mediante la relacion

st x(¥) = 's“f,;( (x, C(x)).

*

Salida:  El aproximante s x

En lo sucesivo, para referirnos a este método hablaremos, segtin proceda, de interpo-
lacién o aproximacion RBF mediante funciones auxiliares, que abreviaremos en lo sucesivo
por RBFFA.

A primera vista, no parece que la aproximacién RBFFA tenga alguna ventaja desde
una pespectiva computacional con respecto a una mera aproximacién RBF en R¥. En
efecto, tal método es mas costoso en memoria, pues hay que guardar los valores de C
en X, y en tiempo, ya que exige evaluar repetidamente la funcién C. No obstante, si ¢
es una funcién bésica de soporte compacto, si que parece claro un posible beneficio:
como ||(x;, C(x;)) — (xj, C(xj))ll2 = ||lxi — xj]|, la matriz de interpolacién asociada a @
y X estard menos llena que la matriz de interpolacién asociada a @ y X y tendra un

*

f.X
un sistema lineal més estable que el obtenido en la aproximacién RBF directa en R?. A

menor condicionamiento. Por tanto, el calculo del aproximante RBFFA s7 ,, conduce a

lo largo de este capitulo veremos, no obstante, que la gran ventaja de la aproximacién

RBFFA radica en su aplicabilidad a la reconstruccién de funciones no regulares.

*

f.X
sea de clase

Indiquemos, por ultimo, que el grado de suavidad del aproximante s’ ,, depende,

*

> £.X
Ck, basta con asegurarse de que también lo son la RBF @ y la funcién auxiliar .

obviamente, de la regularidad de la funcién auxiliar. Si se necesita que s

Ejemplo 3.2.1. Sea f(x) = x cos(%nx(x +1.6)). Se consideran un conjunto X de centros
formado por N = 20 puntos del intervalo [-1, 1], la funcién bésica ¢ (r) = r?log(r), que
es 2-cdp, y la funcién auxiliar C(x) = cos(rx). Con estos datos, se calcula el interpolante
RBFFA s}/X y, a efectos de comparacién, el interpolante RBF s¢ x usando la misma
funcién basica. La figura 3.1(a) muestra los grafos de f, s},x Yy 8f,x, asi como los puntos
en los que se produce la interpolacion. En este ejemplo concreto puede constatarse que
la interpolacién RBFFA da incluso mejores resultados que la interpolacién RBF.

Para la mejor comprension de este método, la figura 3.1(b) presenta el grafo de la
funcién auxiliar C junto con los centros del conjunto X. Por ultimo, en la figura 3.1(c)
aparece el grafo del interpolante Ef,)?/ la curva C = {(x, C(x), s}lx(x)) | x e [-1,1]} y
su proyeccioén sobre un plano paralelo al plano xz, revelando justamente el grafo del

*

f.x
que, por definicién, s},x(x) = Ef,;( (x, C(x)). Observemos también que sobre esta curva

interpolante s7 . Observemos que la curva C estd contenida en el grafo de Ef %, ya

se disponen los puntos de R? por los que se fuerza a pasar al grafo de Ef/;{ al interpolar
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Figura 3.1. Resultados de interpolacion correspondientes al ejemplo 3.2.1.

los valores f|x sobre los centros de X.

Cabe resefiar, por ultimo, que el aspecto del grafo de ’s“f’;( varia enormemente en
funcién de cudles sean las funciones ¢ y C que se escoja, influyendo en la calidad de la
aproximacion de f.



3.2. Aproximacion RBF mediante funciones auxiliares 45

(b) Grafo de s x (c) Grafo de St x

(d) Conjunto X (e) Grafo de C y conjunto X

Figura 3.2. Resultados de interpolacion correspondientes al ejemplo 3.2.2.
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Ejemplo 3.2.2. Consideremos ahora la funcion

2

fx,y)=3(1- x)2e ¥ "W+’ _ g (—x3 + g - y5) eV - %e_(x”)z'yz.
Su grafo esta representado en la figura 3.2(a). Esta funcién esta predefinida en el pro-
grama Matlab, donde se denomina peaks.

Se considera asimismo el conjunto X constituido por N = 150 puntos aleatoriamente
distribuidos en el rectangulo [-3, 3] X[-3, 3] y que se muestra en la figura 3.2(d). Aligual
que en el ejemplo precedente, usamos la funcién basica ¢(r) = r?log(r) y, como funcién
auxiliar, tomamos la funcién C(x, y) = 4exp (—(x2 +y?)/ 2). El grafo de Cy el conjunto de
centros X se representan en la figura 3.2(e). Aplicamos los métodos de aproximacién
RBF y RBFFA, con el parametro de ajuste A = 0.05, que proporcionan las funciones

SFXY s; « representadas en las figuras 3.2(b) y 3.2(c). En este caso, el aproximante
intermedio Ef 5 esté definido en R®. No lo representamos de ningtin modo.

— Seccion 3.3
APROXIMACION RBFFA DE FUNCIONES UNIVARIADAS

NO REGULARES

En esta seccién consideraremos cémo adaptar el método RBFFA para la aproxima-
cién de funciones univariadas no regulares. Lo haremos en tres pasos. Primero nos
centraremos en funciones con discontinuidades de salto finito; luego analizaremos el
caso de las funciones con derivada discontinua; por altimo, daremos algunas indicacio-
nes para aquéllas funciones que presenten simultdneamente discontinuidades de salto
finito tanto en la propia funcién como en su derivada. En los articulo de Izquierdo y

otros [35, 37], se publicé una parte de los contenidos de esta seccion.

3.3.1. Aproximacidén de funciones univariadas discontinuas

Sea f : [a,b] — R una funcién que presenta discontinuidades de salto finito en los
puntos vy, ..., v € (a,b). Supongamos una vez mas que se conocen los valores de f en
un conjunto de centros X = {x1,...,xn} C [4, b]. La aproximacién RBFFA proporciona
un método simple de obtener una funcién s}/X que no so6lo interpola o ajusta f en
los puntos dados, sino que ademads reproduce sus discontinuidades, supuestas éstas
conocidas con una cierta exactitud. En efecto, para ello basta con aplicar el método con

una funcién auxiliar C que sea discontinua en los mismos puntos que f, la més simple
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de las cuales es una funcién escalonada de la forma:

0, x <01,
o, 01 < x <0y,

C(x) =420, vy <x<u3, (3.1)

KO, Ux < X.

Es evidente que se podria pensar en funciones auxiliares mas complicadas. No obs-
tante, los ejemplos que proporcionaremos seguidamente ponen de manifiesto que es
suficiente utilizar funciones escalonadas de la forma dada. Més adelante haremos algtin
comentario sobre la elecciéon del pardmetro de salto 0 que aparece en la definicién de

la funcién C.
Ejemplo 3.3.1. Consideremos la funcién utilizada en los ejemplos 2.3.1 y 2.3.2, esto es,

log(1 - x), -1<x<0,
flx)=
05+(x—-05)3 0<x<1

Esta funcion es discontinua en v = 0, lo cual nos lleva a la funcién auxiliar

0, x<0,
C(x) =

o, 0<ux.

Fijamos, en concreto, el valor ¢ = 2. Se interpola f en un conjunto X de N = 16 centros
contenidos en el intervalo [-1,1] que resultan de perturbar un conjunto de puntos

equiespaciados. Como funcién bésica escogemos la funcién de Wendland ¢3 1, es decir,

*

f.X
Para comparar, calculamos también el interpolante RBF s¢ x, asi como el interpolante

d(r) = ¢31(r) = (1 —r)(4r + 1), que es 0-cdp. Resulta asi el interpolante s

sf,x resultante de aplicar el método adaptativo de la seccion 2.3 con @ y ® generadas,
respectivamente, por ¢ y por la funciéon de Wendland ¢3,. Los tres interpolantes y
la funcién f aparecen representados en la figura 3.3(a). El comportamiento de cada
funcién en las proximidades de la discontinuidad se aprecia mejor en la figura 3.3(b).
Los errores correspondientes estdn reflejados en la figura 3.3(c): son los grafos, en escala
logaritmica, de las funciones [sfx — fl, [sf,x — f|y |s},X — f|. El grafo de la funcién
auxiliar C y el conjunto de centros X = {(xj,C(xj)) | j =1,...,N} se muestran en la

f,)? de

figura 3.3(d). Por dltimo, la figura 3.3(e) recoge el grafo del interpolante RBF s
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Figura 3.3. Resultados de interpolacion correspondientes al ejemplo 3.3.1.
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flx en X y los puntos que el grafo interpola en R3.
Del examen de los graficos de la figura 3.3 se concluye que, fuera de las proximidades

de la discontinuidad, la calidad del interpolante RBFFA s}  €s tan buena como la de

los otros interpolantes. Ademas, cerca de la discontinuidad, s

*

f.X

mas fielmente la forma del grafo de f. Varios ensayos numéricos adicionales muestran

reproduce bastante

que esto es asi incluso en presencia de errores a la hora de fijar la posiciéon de la

discontinuidad.
Ejemplo 3.3.2. Se considera la funcién
4
f(x) = xcos (gnxLx + 1.6]) ,

ya utilizada en el ejemplo 2.3.4. Recordemos que, en el intervalo [-1, 1], esta funcién es

discontinua en v1 = —0.6 y v = 0.4. Para aplicar la aproximacién RBFFA, definimos la
funcién auxiliar
0, x<-0.6,
C(x) =131, -0.6<x <04,
2, 04<x.

Tomamos asimismo la funcién basica ¢(r) = r?log(r), el pardmetro de ajuste A =
1072 y el conjunto X constituido por N = 20 centros resultantes de perturbar puntos
equiespaciados del intervalo [-1,1]. Resulta la funcién S}’X, que comparamos con el
aproximante RBF sy x y el aproximante s x que procede del método adaptativo de
la seccién 2.3, modificado para ajustar en lugar de interpolar, con ® y @ generadas,
respectivamente, por ¢ y por la funcién de Wendland ¢3 0.

Los graficos 3.4(a), (b) y (c) muestran la funcién f y los tres aproximantes. Los errores
estdn representados en la figura 3.4(d). El grafo de la funcién auxiliar C y el conjunto
de centros X = {(xj,C(xj)) | j =1,...,N} aparecen en la figura 3.4(e). Finalmente, la
figura 3.4(f) presenta el grafo del aproximante RBF ’svf’;( de f|x en X y los puntos que
el grafo aproxima en R>.

Llegamos a las mismas conclusiones que en el ejemplo precedente: el aproximante
RBFFA es el que mejor refleja la forma del grafo de la funcién f y tiene, fuera del

entorno de las discontinuidades, una calidad semejante a la de los otros aproximantes.

Volvamos ahora al pardmetro o que hay que fijar para definir la funcién auxiliar C.
Observemos que el grafo de C queda dividido en dos o mas componentes conexas.
Han de estar lo suficientemente separadas como para que, al construir el aproximante

intermedio Ef - las RBF ligadas a los centros de X situados en una componente conexa
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Figura 3.4. Resultados de aproximacion correspondientes al ejemplo 3.3.2.
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Figura 3.5. Estimaciones del error miximo y del condicionamiento del sistema lineal asociados
a interpolantes RBFFA en funcion del pardmetro o que define una funcion auxiliar escalonada.
La interpretacion de estas grificas se ofrece en el ejemplo 3.3.3.

tengan una influencia casi nula en los valores de 'sz % en las restantes componentes

*

f.X!
esencialmente los valores de f en centros de una componente conexa del grafo de f

conexas. De este modo, al construir luego el aproximante s’ ., se consigue que sean
los que determinen el valor del aproximante en tal componente, evitando la distorsién
que pueden introducir los datos localizados en otros arcos. El siguiente ejemplo ilustra
estas consideraciones y proporciona algtn criterio a tener en cuenta al elegir el valor

de o

Ejemplo 3.3.3. Retomemos el ejemplo 3.3.1. Es evidente que se podria haber usado
alguna otra funcién bésica ¢, como en el ejemplo 3.3.2, y que se podria haber empleado
otro valor de ¢ para definir la funcién auxiliar C. La figura 3.5 ilustra qué hubiera
sucedido al variar ¢ y 0. Se muestra, en primer lugar, una estimacién ”S}, « — flleo,y del

error maximo de interpolacién, obtenida como sigue:
||Sf,x = flloo,y = f?g;dsf,x(y) - fwl,

donde Y es un conjunto de 200 puntos equiespaciados del intervalo [-1, 1]. Se ha calcu-

lado el interpolante s}  para las siguientes funciones bésicas: la funcién de Wendland

¢3,1, que es la usada en el ejemplo 3.3.1, la multicuddrica ¢(r) = Vr? + 0.05? y el spline
de placa fina ¢(r) = r2log(r). A las dos tltimas se hace referencia con las siglas MC y
SPF en la figura 3.5. También se ha hecho variar el pardmetro o, cambiando, por tanto,
de funcién auxiliar. El gréfico izquierdo de la figura 3.5 presenta el error maximo en
funcién de ¢ para los interpolantes correspondientes a cada funcién basica.

Para valores pequefios de o, el error maximo es grande, del orden de la mitad del
salto de f en el punto de discontinuidad. Es lo que cabe esperar, pues los centros de
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X asociados a un lado y otro de la discontinuidad no estdn suficientemente separados.
A medida que o aumenta, disminuye el error, hasta estabilizarse. Cualquier mejora
ulterior requeriria de mas puntos de interpolacion.

Queda claro, pues, que ¢ no puede ser demasiado pequefio. Ahora bien, tampoco
puede ser demasiado grande, al menos si se usan RBF que no sean de soporte compacto.
En efecto, el célculo de cada interpolante comporta la resoluciéon de un sistema lineal.
El gréfico derecho de la figura 3.5 presenta unas estimaciones del condicionamiento
de las matrices de tales sistemas lineales. Cuando o aumenta también crece el condi-
cionamiento si se emplean RBF que no sean de soporte compacto, perjudicando asi la
estabilidad de los calculos.

De todo lo anterior se concluye que lo mas recomendable es utilizar funciones

bésicas de soporte compacto, porque asi es més facil fijar un valor razonable de o.

3.3.2. Aproximacioén de funciones univariadas no diferenciables

Nos centramos ahora en la aproximacién de una funcién continua f : [a,b] — R
cuya primera derivada presenta discontinuidades de salto en los puntos vy, ..., v, del
intervalo (a, b). Ya consideramos parcialmente este problema en la secciéon 2.4. Daremos
aqui una respuesta mucho més satisfactoria usando la aproximacién RBFFA. Veamos
como.

Supongamos nuevamente que se conocen los valores de f en un conjunto de centros
X = {x1,...,xn} C [a,b] y que se ha fijado, en su caso, el valor del parametro de
ajuste A. Para poder hallar un aproximante RBFFA, falta construir una funcién auxiliar C.

Hemos de exigirle que tenga las mismas propiedades que la funcién f, para que asi

X
mientras que ¢’ ha de presentar discontinuidades de salto finito en v1,...,v,. Son

las transmita al aproximante s Por tanto, la funcién C ha de ser continua en [a, b],

muchas las funciones que se podrian escoger, pero, al igual que en la seccién precedente,
basta optar por una que sea simple, en concreto, una funcioén lineal a trozos, cuyo grafo

serd, pues, una linea poligonal. Concretando, la funcién C se define como sigue:

po(x —a), a<x<uv,

IA

pilx —v1)+q1, v1<x<U0y,

- + q-, <x < ,
()= [PPX 0D TR D25 <0 (3.2)

p3(x —v3)+ g3, U3 <X <y,

x < b.

<
IA

Px(x - UK) + Jx, K
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Figura 3.6. Posibles funciones auxiliares C en el intervalo [—1,1] para las discontinuidades
v1 = —0.89, v = -0.63, v3 = -0.45, vy, = —0.17, v5 = -0.01, vs = 0.27, v; = 0.36,
vg = 0.55 y v9 = 0.86. En cada funcion, se repiten ciclicamente las pendientes indicadas en la
leyenda.

Las pendientes py, ..., px podrian tomar cualesquiera valores. No obstante, la experi-
mentacién numérica muestra que se obtienen resultados satisfactorios con -1, 0 o 1.
Obviamente, ademds, hay que exigir que p; # pi+1, parai =0,...,x — 1. Los coeficien-
tes g; se escogen de modo que C sea continua. Por consiguiente, parai =0,...,x -1,

gi+1 = pi(vis1 —v;i) + qi,convg =ay qo = 0.

La figura 3.6 muestra alguna de las funciones auxiliares que es posible construir
para un conjunto de ocho discontinuidades en el intervalo [-1, 1]. En las leyendas del
grafico se indican las pendientes de cada segmento de la linea poligonal, que se repiten
ciclicamente.

Para mostrar la efectividad de la aproximacién RBFFA, retomamos los ejemplos de
la seccién 2.4. Notese que, en el método expuesto en tal seccidn, se necesitaba conocer
el valor de la funcién f en los propios puntos de discontinuidad de f’, lo cual es una

suposicién muy poco realista. Esa restricciéon queda ahora completamente eliminada.

Ejemplo 3.3.4 (Cf. ejemplo 2.4.1). Sea f(x) = |xsen(2mx)|, funcién que consideramos
definida en el intervalo [0, 1]. Su derivada tiene una discontinuidad de salto finito en
x = 0.5. Interpolamos f en un conjunto X de N = 20 centros de tal intervalo. Para
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Figura 3.7. Resultados de interpolacion correspondientes al ejemplo 3.3.4.
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Figura 3.8. Estimacion del error miximo de interpolacion para la funcién y centros del ejem-
plo 3.3.4 segiin el par de pendientes (po, p1) con las que construir la funcion auxiliar C.

construir la funcién auxiliar C, elegimos las pendientes pg = 1 y p; = —1. Por tanto,

X, x < 0.5,
C(x) =

1-x, x=>0.5.

Asimismo la funcién bésica ¢ seleccionada es la funcién ¢3,; de Wendland. Se obtiene
el interpolante RBFFA s}/X que representamos en la figura 3.7(a) junto con el interpo-

lante RBF sf x a efectos de comparacién. Se aprecia mejor en la figura 3.7(b) que s X
reproduce con bastante fidelidad la discontinuidad de f”.

Se ofrecen también los grafos de las funciones error |sfx — f| y |s}/X — f] (ct.

figura 3.7(c)), el grafo de C y el conjunto de centros X = {(x,C(x) | x € X} (cf.
figura 3.7(d)) y el grafo del interpolante RBF 's"f’}-(« de f|x en X y los puntos que el grafo
interpola en R? (cf. figura 3.7(e)).

La figura 3.8 muestra la influencia que tiene la eleccién de las pendientes para
construir la funcién auxiliar C. Se representa en tal figura una estimacién del error
maximo ||s},X — flleo,y, definido en el ejemplo 3.3.3, para distintos pares de pendientes
(po, p1), donde tanto pp como p; varian entre —2 y 2. Se observa, primero, que el grafico
es simétrico respecto de la diagonal, donde se sittian, con alguna excepcién, los mayores
errores. Los mejores resultados se obtienen con (po, p1) = (2, -0.5) o (=0.5, 2); el error
es 0.00421126. Para (po, p1) = (1, —1), que son las pendientes escogidas para efectuar los
gréficos, el error es ligeramente mayor y vale 0.00555374.
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Ejemplo 3.3.5 (Cf. ejemplo 2.4.2). Sea ahora f(x) = 0.5|x sen(27mtx)| + |x — 0.7|, funcién
cuya primera derivada es discontinua en x = 0.5 y x = 0.7. Se suponen conocidos los
valores de f, afectados de ruido, en un conjunto X de N = 20 centros del intervalo
[0.3,1]. En este caso, en vez de interpolar, se aplica la aproximacién RBFFA con el
parametro de ajuste A = 0.01. Se toma (po, p1, p2) = (1,0, -1), lo que lugar a la funcién
auxiliar
x—-03, x<0.5,
C(x) =102, 05<x<07,

09-x, x>0.7.

La funcién bésica ¢ vuelve a ser la funcién de Wendland ¢3 ;.

Las figuras 3.9(a), (b) y (c) muestran el grafo del aproximante RBFFA 5},){ y los
datos que ajusta, asi como los grafos del aproximante RBF s¢ x y de la funcién f. Se
observa claramente el error que esta afectando a los datos. A pesar de ello, la funcién
s}’x aproxima f razonablemente bien y reproduce las discontinuidades de la derivada.
Los restantes graficos de la figura 3.9 presentan, como en el ejemplo anterior, los errores

de aproximacion, el grafo de C, los centros de X, el grafo del interpolante RBF Ef/;( de

flx en X, afectados por el ruido, y los puntos que el grafo ajusta en R>.

3.3.3. Aproximacion de funciones univariadas no regulares

Como complemento de las dos subsecciones precedentes, consideramos ahora la
aproximacién RBFFA de funciones en el caso de que las discontinuidades de salto estén
presentes tanto en la propia funcién como en la derivada primera. La clave reside, una
vez mas, en elegir una funcién auxiliar C que tenga las mismas discontinuidades que
la funcién, para lo cual basta con adaptar la expresion de C dada en la relacién (3.2).

Dada f : [a,b] — R, sean vy, ...,v, € (a,b) los puntos en los que f o f’ presentan
discontinuidades. Para definir la funcién C como en (3.2), se fijan primero las pendientes
po, - - -, Px y un pardametro de salto o > 0. Considerando entonces que vop = a 'y qo = 0,
los coeficientes g; se calculan del modo siguiente:

_ pi(vis1 —vi) + qi, si f es continua en v;,
Vi=0,...,x-1, gi41 =
pi(viy1 —vi) +gi + 0, en otro caso.

Es evidente que, si pg = - - - = px = 0, resulta la relacién (3.1) y que, si 0 = 0, entonces se
obtiene (3.2), cubriendo asi los casos vistos en las subsecciones anteriores. Notese que
en los puntos v; de discontinuidad de f se puede tomar, si se quiere, p; = pi+1.

En cuanto a la funcién bésica ¢, ya hemos comentado que los mejores resultados se
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Figura 3.9. Resultados de aproximacion correspondientes al ejemplo 3.3.5.
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Ejemplo A Eims Em E,
3.3.6 0 0.00113012 0.0108384 0.00111233
0.02 0.0133652 0.0496902 0.0131548
3.3.7 0 0.000805156 0.00520838 0.00160252
0.01 0.0156676 0.0523016 0.0311837
3.3.8 0 0.00429133 0.0409235 0.00598855
0.005 0.0207091 0.0934043 0.0288995

Cuadro 3.1. Errores de aproximacion correspondientes a los ejemplos 3.3.6, 3.3.7 y 3.3.8.

obtienen generalmente con una RBF de soporte compacto. Ademas, si [0, p] es el soporte
de ¢, entonces conviene que el pardmetro de salto ¢ sea suficientemente grande como
para que los discos de radio p centrados en puntos de una componente conexa del grafo
de C no contengan puntos de las restantes componentes conexas. Asi pues, ¢ siempre
ha de ser mayor o igual que p.

Se ha aplicado este método a las funciones que se indica mas abajo en los corres-
pondientes ejemplos. En todos los casos se ha efectuado una interpolacién de datos
exactos y un ajuste de datos afectados por un ruido cuya amplitud maxima es aproxi-
madamente el 3 % del rango de la funcién. Se ha usado siempre el mismo conjunto X
de N = 30 centros que procede de perturbar puntos equiespaciados en el dominio de f.
La funcién basica ¢ es la funcién de Wendland ¢3 1 tras un cambio de escala, esto es,
O(r) = ¢3,1(r/p) paraalgtin p > 0. Se indica asimismo la funcién auxiliar C empleada en
cada ejemplo. Los grafos de los aproximantes obtenidos se presentan en la figura 3.10.

Para poder juzgar mejor de forma visual la calidad de la aproximacién, se acompafia el

*

f.X
El cuadro 3.1 refleja el error asociado a cada aproximante s

grafo del aproximante RBFFA s’ | con los de la funcién f y el aproximante RBF sy x.

*

£x0 calculado de tres

modos distintos:

(e v s flh
rms—(ﬁllsf,x—fllz,y) o B =spx = flleoy, Br = —rm——

donde Y es un conjunto de 200 puntos uniformemente distribuidos en el dominio de f

y, para una funcién cualquiera g,

1/2
— ma4 — 2
Il = maxiz)l ||g||z,y—(yezyg(y)) .
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Ejemplo 3.3.6.
Funcién: f(x) = x cos(nx|x +1.6]) + 2.5|x — 0.6|, definida en [0, 1].

Discontinuidades: salto de f en 0.4, salto de f’ en 0.6.

0, 0<x<04,
Funcion auxiliar: {(x) ={x+1.6, 0.4 <x <0.6,

28-x, 06<x<1.
Funcion bdsica: ¢(r) = ¢3,1(r/1.5).

Ejemplo 3.3.7.
Funcién: f(x) = x cos(nx|x +1.6]) + 3|x> — x + 0.16|, definida en [0, 1].

Discontinuidades: salto de f en 0.4, salto de f" en 0.2y 0.8.

X, 0<x<0.2,
04-x, 02<x<04,
x+21, 04<x<0.S8,
37-x, 08<x<1.

Funcion auxiliar: C(x) = 3

Funcién bisica: ¢(r) = ¢p31(r/2).

Ejemplo 3.3.8.
1.5 —exp(-x) —2.5x2|x - 0.5|, 0<=x<1,
Funcion: f(x) = 415(x — 1.1)2exp(—x) + 0.5, 1<x<1.5,
1 —exp(-x), 1.5<x <2

Discontinuidades: salto de f en1y 1.5, salto de f” en 0.5.

-X, 0<x<0.5,
x—1, 05<x<1,
3, 1<x<1.5,
6, 1.5<x <2,

Funcion auxiliar: C(x) = 3

Funcion bisica: ¢(r) = ¢3,1(r/3).



60 Capitulo 3. Aproximacién de funciones no regulares

2.0t

1.0+

0.5+

0.0+

~05]
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 3.10. Resultados de aproximacion correspondientes a los ejemplos 3.3.6, 3.3.7 y 3.3.8.
En todos los casos se representan los grafos del aproximante RBFFA s’ , junto con los de la

f.X
funcién f y el aproximante RBF s x.
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Seccion 3.4

APROXIMACION RBFFA DE SUPERFICIES NO REGULARES

En esta dltima seccidn, aplicaremos el método RBFFA ala aproximacién de funciones
bivariadas no regulares. Adoptamos para ello un vocabulario més propio de las ciencias
geofisicas, en el que se habla, més bien, de reconstruccién de superficies con fallas.
Dado que es una cuestién de mucha mayor complejidad que la equivalente en el caso
univariado, comenzamos introduciendo algunos conceptos previos. Asimismo, para
enfatizar que el hecho de que se aproximan funciones definidas en R?, denotaremos los

elementos de este espacio con letra negrita, esto es, en la forma x.

3.4.1. Nociones preliminares y planteamiento del problema

Sea QO un subconjunto abierto de R? de frontera lipschitziana. De acuerdo con
Arcangéli y otros [3, Subsection IX-2.1], y con algunas simplificaciones, se dice que
un subconjunto no vacio & de Q es un conjunto de discontinuidad si existe una familia
finita {Ry, ..., Rx} de conjuntos abiertos, disjuntos dos a dos, tal que Q= Uiz R; y
F c dR, donde R = |Ji_; R;. Los extremos de los arcos contenidos en ¥ se excluyen
de ¥, a menos que pertenezcan a JQ. En la figura 3.11(a) se proporciona un ejemplo
de conjunto de discontinuidad.

Sea asimismo (¥’ = Q\ F y, para cada entero no negativo k, sea
Ch@)={veckQ)|Vi=1,...,x, vlg, € C*Ry) }.

Una funcién f € C;‘C(Q’) puede presentar discontinuidades de salto en puntos de 7.
Dado que f pertenece a cualquier C¥(R;), la funcién f tiene una extensién continua
a F desde cada lado de . Ahora bien, como f € Ck(QY’), tales extensiones no son
necesariamente idénticas, es decir, si x € F N JR; N IR, podria ocurrir que f|g,(x) #
fIr;(x). Si f pertenece a C;‘_.(Q’) y es discontinua en cada punto de ¥, entonces el
grafo de f es lo que denominamos una superficie explicita con fallas verticales y ¥ es
entonces la linea de falla de la superficie. La figura 3.11(b) muestra una superficie explicita
que presenta fallas verticales sobre el conjunto de discontinuidad representado en la
figura 3.11(a).

Razonando andlogamente se comprende que, si f € CO(Q) N C Z}(Q’), entonces Vf,
el gradiente de f, puede ser una funcién vectorial discontinua en algtin punto de ¥ .
Si realmente lo fuese en todo punto de 7, dirfamos entonces que el grafo de f es una
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Figura 3.11. (a) Ejemplo de un conjunto de discontinuidad ¥ (linea continua) en el cuadrado
Q = (0,1) x (0,1). Hay cuatro conjuntos R;, marcados con diferentes niveles de color gris.
El conjunto dR estd formado por todas las lineas tanto de trazo continuo como discontinuo.
(b) Grafo de una funcion en C;(Q’).

superficie con fallas oblicuas. Evidentemente, podria darse el caso de una funcién de
C ;(Q’) que presentara fallas verticales en una parte de ¥ y fallas oblicuas en el resto.
Con las notaciones que acabamos de introducir, el problema de aproximacién de

superficies con fallas a partir de datos dispersos se puede enunciar del modo siguiente:

Dado un vector f|x = (f(x1),..., f(xy))" € RN de valores de una funcién
fe C;‘_.(Q’) en un conjunto de centros X = {x1,...,xy} € Q\ F, encontrar
una funcién s% , € C]/‘@(Q’) tal que S},Xlx = f|x, si se quiere interpolar los

f.X
datos, o bien s} X |x = f|x, si se pretende mds bien aproximarlos.

Por lo general, se desconoce inicialmente la ubicacién del conjunto ¥ . Por eso, la
resolucién de este problema es normalmente un proceso que comporta dos etapas:
primero se aplica un algoritmo de deteccién para localizar ¥, luego se reconstruye
propiamente la funcién f mediante algtin método de aproximacion. Existen en la
literatura diversos trabajos que versan sobre una de estas fases. Con respecto a la
deteccién de fallas cabe citar, por ejemplo, los articulos de Gutzmer e Iske [33], Lopez
de Silanes y otros [45], y Jung y otros. [41]. En cuanto a la segunda etapa, se pueden
consultar las obras de Arcangéli y otros [3, Chapter IX], Bozzini y Rossini [12], Gout
y otros [31], Driscoll y Heryudono [19], asi como Lépez de Silanes y otros [44]. De
ambos pasos tratan los articulos de Allasia y otros [1], Bozzini y otros [9], y Crampton
y Mason [16].
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3.4.2. Método de aproximacion

Para resolver al problema de aproximacién de superficies con fallas, se propone

utilizar el método RBFFA, que vamos a reescribir y explicitar algo més:

Entrada: El conjunto X de centros, los valores f|x, una funcién auxiliar C : RZ 5 R y el

pardmetro de ajuste A.

Paso1. Se escoge una funcién bésica ¢ : [0, +o0) — R de soporte compacto y definida

positiva en R3.

Paso 2. Se fija un nimero p > 0y se define la funcién bésica ¢,(-) = ¢(-/p), cuyo
soporte es [0, p].

Paso 3. Se construye el conjunto de centros X = {(x1,21),...,(xn,zN)}, donde, para
i=1,...,N,zi = {(x).

Paso 4.  Se halla la matriz de interpolacién

Ap, X = (CDp((Xi,Zi) - (xj’zj)))lsi,jszv’

con @y () = ¢p(ll - [[2)-
Paso 5.  Seresuelve el sistema lineal (AQDp z+AI)-B = flx,siendo I lamatriz identidad
de orden N.

Paso 6. Se define Ef R3 — R del modo siguiente:

i .
N

’svf/;((x, z) = Z Bi®,((x, 2) = (xi, i)
i=1

Paso7. Se define s}’X : R? = R como s}/X(x) = 's“f’i(x, C(x)).

Salida:  El aproximante s

*

fX

En esta descripcion de la aproximacion RBFFA se ha optado directamente por tomar
funciones bésicas de soporte compacto, pues son las que mejor se adaptan a las carac-
teristicas de este método. Hemos visto asimismo en los ejemplos de la subseccién 3.3.3
que era preciso realizar un cambio de escala en la funcién basica seleccionada para que
los resultados fueran satisfactorios. Cuando se aplica el método RBFFA para la recons-
trucciéon de superficies, esa necesidad de escalamiento es todavia mas perentoria. De
ahi que se haya explicitado en el algoritmo la seleccién de un nimero p que ejerce de
factor de escala y que determina el radio del soporte de la RBF @, realmente utilizada.

Supongamos, por otra parte, que se desea obtener un aproximante de clase C* fuera
de la linea de falla, esto es, que s}/X pertenezca a C’;(Q’ ). Con tal fin, en vista de los
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Figura 3.12. Esquema para explicar la condicion (3.4).

pasos 2, 6 y 7 del método RBFFA, es suficiente imponer que
() e CHR?) y CeCh@). (3.3)

Por ejemplo, si Q y ¥ fueran los conjuntos dibujados en la figura 3.11(a), podriamos
tomar C como la funcién representada en la figura 3.11(b) al objeto de obtener aproxi-

mantes de clase C? de una superficie con fallas verticales.

Hagamos ahora algunas consideraciones que afectan esencialmente al caso de super-
ficies con fallas verticales. La hipétesis sobre C dada en (3.3) no garantiza, sin embargo,

*

f.X
continuidad. De hecho, se requiere una condicién adicional que liga el pardmetro p con

que el aproximante s% ,, tenga un comportamiento aceptable cerca del conjunto de dis-

la funcién C:

para todo y € ¥ no situado en un entorno de un extremo de ¥ que
pertenezca a (), existe un entorno U de y tal que, siy € JR; N JR;,
con i # j, entonces (3.4)

Vae RiNU,¥b e RiNU, [C|r,(a)-C|r;(b)| = p.

A grandes rasgos, lo que esta condicién impone es que, cerca de la linea de falla, los va-
lores de C en lados opuestos de ¥ deberian diferir, al menos, en p unidades. Demos una
explicacién intuitiva. Supongamos que se quiere evaluar el aproximante en un punto x

cercano a un punto y € ¥ el cual, a su vez, estd suficientemente lejos de cualquier

*

f.X
en x deberia depender tan sélo de

posible extremo de ¥ . Para reproducir el comportamiento de f, el aproximante s

*

f.X
los centros de X que estén en el mismo lado de # que x. En la situacién representada

debe ser discontinuo en ¥ . Asi pues, el valor de s

en la figura 3.12, s} « (%) puede depender del centro x;, porque tanto x como x; estan en
el mismo lado. Ahora bien, veamos qué sucede con el centro x;,. En virtud de (3.4), con



3.4. Aproximacion RBFFA de superficies no regulares 65

las notaciones introducidas en la descripcion del método RBFFA, se tiene:

1%, 2) =, Zn) |l = (X=X, 2=zl =2 |2=2m| = [C(X)=Clxm)| = |C|R,(})—Clr; (Xm)| = p,

lo cual implica que @, ((x,z) = (Xu,zm)) = 0, pues el soporte de @, tiene radio p. En
consecuencia, de acuerdo con los pasos 6 y 7 del método, el centro x,;, no contribuye
al valor de s¢ x(x), como cabia esperar. Observemos que este razonamiento muestra al
mismo tiempo que los elementos (I, m) y (m, ) de la matriz de interpolacién A(Dp’;( son
ambos nulos.

Las cosas son un tanto distintas en las cercanias de un extremo de ¥ contenido
en (). Se puede comprobar que C (de hecho, cualquier funcién en C é‘t(Q’)) es continua
en tales puntos (cf. [3, Remark IX-2.1]). Por tanto, no es posible lograr, como antes, una
separacion neta de los puntos de interpolacion situados en lados opuestos de ¥ . Este
hecho, no obstante, no plantea problemas en la practica, ya que, debido precisamente a
la continuidad de C en los extremos, los valores de esta funcién en ambos lados no son
todavia tan distintos.

Si no se satisface (3.4), los valores conocidos de f en un lado de la linea de falla

influyen fuertemente en los valores que proporciona el aproximante en el otro lado,

*

f.X

hemos sefialado en otro momento, ésta es la razén por la que, en el marco de los métodos

dando lugar a abombamientos y oscilaciones del grafo de s’ , cerca de #. Como ya
RBEF, la aproximacién no se puede realizar satisfactoriamente cuando se usan funciones
radiales con soporte global o incluso con funciones de soporte compacto si no se tiene
cuidado con la localizacién de las lineas de falla.

En resumen, el método RBFFA permite resolver adecuadamente el problema de
aproximacion planteado en la subseccién precedente, siempre y cuando se disponga de
una funcién auxiliar adecuada. En particular, en el caso de fallas verticales, la funcién
C deberia satisfacer las condiciones (3.3) y (3.4). Para las fallas oblicuas, esta dltima
condicién no es relevante, pues las discontinuidades en el gradiente del aproximante

son mds bien inducidas por las de la funcién auxiliar.

3.4.3. Ejemplos numéricos

Se ha aplicado el método RBFFA para interpolar varias superficies explicitas con

fallas verticales u oblicuas. Son comunes a todos los casos:
» el abierto Q =(0,1) x (0,1);

» el conjunto de centros X, representado en la figura 3.13; contiene 400 puntos

aleatoriamente distribuidos en ﬁ;
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1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0.0f " °

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.13. Conjunto X de centros usado en todos los ejemplos.

= la funcién bésica ¢(r) = (1 — r)(4r + 1), esto es, la funcién de Wendland ¢3 1;

» el pardmetro de ajuste A = 0 (es nulo, ya que se interpola).

Para cada superficie, se detallan més abajo la correspondiente funcién f de la que
es el grafo, la linea de falla ¥ y la funcién auxiliar C. El pardmetro p se indica en
el cuadro 3.2. Nétese, por un lado, que ®,(-) = ¢(| - |l2/p), que es la RBF utilizada,
pertenece a C2(R3). Por otro lado, se construye siempre la funcién auxiliar C de modo
que pertenezca a C;(Q’ ). Por tanto, el aproximante 5},){ dado por el método RBFFA
también pertenece a tal espacio funcional. Las figuras 3.14-3.18 muestran los grafos

de f, s} « ¥ C que corresponden a cada ejemplo. Se proporcionan asimismo las curvas

£
funciones de los ejemplos 3.4.2 y 3.4.3 fueron introducidas en [3, Section IX-6], mientras

de nivel de f y s que también muestran el conjunto . Cabe mencionar que las

que la del ejemplo 3.4.1 es una variante de una funcién dada por Gutzmer e Iske [33].
Para medir la calidad de la aproximacién, se han calculado los errores en media

cuadrética, maximo y relativo dados por

1 2 1/2 ”S} X~ f”Z,Y
E = _— * - 7 E = y - o0 7 E = ’—I
Tms 1600”Sf’x f”z/y m ”Sf,X f” Y T ||f||2,y

donde Y es un conjunto de 1600 puntos uniformemente distribuidos en Q y, para una
funcién cualquiera g,

1/2
_ z _ 2
IIglloo,y—r;lgglg(y)l y lgll2y = (;Yg(y)) :

El cuadro 3.2 recoge estos errores. Es interesante destacar que los errores relativos
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Ejemplo p Eims Em E,
34.1 0.0116365 0.136864 0.00471453
342 2 0.0014977 0.0189778 0.00624966
34.3 0.8 0.00303705 0.0383191 0.00759886
344 3 0.0011854 0.02192 0.00310228
3.4.5 5 0.000670274 0.00673547 0.00300504

Cuadro 3.2. Pardmetro p y errores de interpolacion correspondientes a los ejemplos 3.4.1,3.4.2,
3.43,34.4y34.5.

obtenidos en los ejemplos 3.4.2 y 3.4.3 son incluso menores que los errores hallados
en [3], donde se interpolaban 1600 puntos.

Concluyamos con algunas consideraciones sobre la funcién auxiliar C. En estos
ejemplos, en aras de la simplicidad, C es esencialmente una funcién constante a trozos
que toma valores de la forma pp, con u € Z, a fin de satisfacer la condicién (3.4). El
grafo de C es, en su mayoria, la unién de piezas planas. Ocurre, sin embargo, que,
cerca de los extremos de F que pertenecen a (), se han de unir suavemente dos o més
de estas piezas. Para ello se usan dos funciones que simulan rampas ascendentes y

descendentes. Se trata de las funciones Uy, 4, Y Da, 4,, cON a1 < ap, definidas por

0, t <aq, 1, t <aq,
t—aq t—aq
ua1,a2(t) =9 Hl ( )/ ay < t < as, y Dal/ﬂz(t) = HO( ), aq < t < ar,
ar — aq az —aq
1, t > ao, 0, t > ar.

En estas relaciones se denotan por Hy y H; los polinomios quinticos que satisfacen las
siguientes condiciones de interpolaciéon de Hermite:

Vi=0,1,¥6=1,2, Hj)=0; and H(j)=0,

esto es, Ho(t) = (1 + 3t + 6t2)(1 — )3 y Hy(t) = t3(10 — 15t + 6t2). Ambas funciones
pertenecen a C2(R).

Ejemplo 3.4.1.

Funcién f:

) (1+|3.5yx2+y?|)senmxsenmy, (x—0.5)%+ (y —0.5)* <0.16,
xX,y)=

0, en otro caso.
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Conjunto de discontinuidad:
F={(x,y) eR?*| (x - 0.5)*+ (y — 0.5)*> = 0.16 }
U{(x,y) eR? | x2 +y*> =16/49, (x — 0.5)* + (y — 0.5)2 < 0.16 }
U{(x,y) e R? | x2 +y? =36/49, (x — 0.5)% + (y — 0.5)*> < 0.16 }.
Funcion auxiliar:
p, x*+y2<16/49 y (x - 0.5)% + (y — 0.5)? < 0.16,
—p, 16/49 <x?2+y?<36/49 y (x —0.5)> + (y — 0.5)*> < 0.16,

Clx,y) =3
p,  x2+y2>36/49 y (x— 0572+ (y—0.5)7 <0.16,

0, en otro caso,

conp = 2.
Ejemplo 3.4.2.
Funcioén f:
0.5cos* g(x, ), gx,y) <m/2, y > P(x),
f(x,y) =10.25(1 — x)?>cos® g(x,v), g(x,y) <m/2, y <Y(x),
0, en otro caso,

conP(x) = 0.5+ 0.2sen5nx /3y g(x,y) = (1/1.3)((x — 0.2)* + (y — 0.7)?).

Conjunto de discontinuidad:

F={(x,¢(x)|0<x<09}.

Funcion auxiliar:
pDos09(x), x<09 vy y>i(x),
Cx,y) =

0, en otro caso,
conp =2,

Ejemplo 3.4.3.

Funcion f:
flx,y) = &1(x, y)(galx, y) + 1.1 - x),

donde g1 denota la conocida funcién de Franke

g1(x, y) = 0.75exp(—0.25(9x — 2)* — 0.25(%9y — 2)?)
+0.75exp(—(9x + 1)2/49 — (9y + 1)/10)
+0.5exp(-0.25(9x — 7)* — 0.25(9y — 3))
—0.2exp(—(9x —4)* = 9y - 7)),
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y &2 se define por

—oxo 24 0.357 . 0.3
oy =1 P\ x-057-03%  (y-067-032)

0, en otro caso,

(x,y) €0,

con
O ={(x,y) €(0.15,0.85) x(0.3,0.9) | y > ¢¥(x) }

y ¥(x) = 1.4 —5.8x + 10.7x% — 5.7x5.

Conjunto de discontinuidad:
I'={(x,¢(x))]015<x<0.85}.

Funcion auxiliar:
pUp15045(x), 0.15<x <055y y > (x),

C(x/ y) = pD0.55,0.85(x), 055 < x <0.85 y y> I/J(x),

0, en otro caso,
conp =0.8.
Ejemplo 3.4.4.
Funcion f:

f(x,y) = sen(mx) exp(=3|x — y|).

Conjunto de discontinuidad:
F={(x,x)|0<x<1}.

Funcion auxiliar:

Clx,y) = lx —yl.

Ejemplo 3.4.5.
Funcién f:

f(x,y) = (0.1+ |y — g(x)]) sen(ny), con g(x) = 0.5 + 0.2 sen(57x/3).

Conjunto de discontinuidad:
F={(x,gX)l0<x<1}.

Funcion auxiliar:
y/gx) ,y<glx),
Clx,y) =

1, en otro caso.
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(a) Grafo de f (b) Grafo de S},X
1OF,
0.8} ]
0.4} )’ ]
0.2} ]
0.0t! : : : : 00 : : : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(c) Curvas de nivel de f (d) Curvas de nivel de s} ¥

(e) Grafo de C y conjunto X

Figura 3.14. Grificos correspondientes al ejemplo 3.4.1.
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(a) Grafo de f (b) Grafo de s},X

010 012 014 016 018 110 0.‘0 012 014 0‘.6 0.‘8

(c) Curvas de nivel de f (d) Curvas de nivel de S},X

(e) Grafo de C y conjunto X

Figura 3.15. Grificos correspondientes al ejemplo 3.4.2.
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1.0

(a) Grafo de f (b) Grafo de S}’X

1.0f]

0.8+

0.6+

0.4+

0.2+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(c) Curvas de nivel de f (d) Curvas de nivel de s} X

0.0 Ox

(e) Grafo de C y conjunto X

Figura 3.16. Grificos correspondientes al ejemplo 3.4.3.
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(a) Grafo de f (b) Grafo de s},X

010 012 014 016 018 110 010 012 014 0‘.6 018 110

(c) Curvas de nivel de f (d) Curvas de nivel de S}’X

(e) Grafo de C y conjunto X

Figura 3.17. Grificos correspondientes al ejemplo 3.4.4.
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0.0 10

(a) Grafo de f (b) Grafo de S},X

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

(c) Curvas de nivel de f (d) Curvas de nivel de s} ¥

(e) Grafo de C y conjunto X

Figura 3.18. Grificos correspondientes al ejemplo 3.4.5.



CariTurLo 4

DETECCION DE DISCONTINUIDADES

Seccion 4.1

INTRODUCCION

La deteccion de las discontinuidades de una funcién a partir de un conjunto discreto
de datos de la funcién constituye un amplio campo de investigacion que cada autor
trata con diferentes enfoques. Revisemos ahora algunas referencias sobre la deteccién
de discontinuidades utilizando funciones radiales de base.

Jung [39] afirma que los coeficientes de expansion obtenidos al interpolar una fun-
cién mediante funciones radiales de base pueden ser indicadores de la no suavidad de
la funcién, hecho que ya hicimos notar a propésito del ejemplo 2.2.3 y que ilustramos
en la figura 2.9 . Para una funcién analitica en su dominio con centros equidistantes,

llega a las siguientes conclusiones:

» Si f es suave en su dominio, el méximo valor absoluto de los coeficientes de

expansion se localiza en las proximidades de la frontera del dominio.

» Si f es discontinua, el maximo valor absoluto de los coeficientes de expansion se
localiza en las proximidades de la discontinuidad, es decir, en los dos centros maés

proximos a la discontinuidad si solo hay un salto.

Jung y Durante [40] utilizan como indicador de las discontinuidades los valores
Ci = |/\is}/x(x1~)| donde A; son los coeficientes de expansion y s}/x(xi) es la derivada
del interpolante calculada en el centro i-ésimo. Utilizan la llamada interpolacién local
lineal a trozos para ir encontrando todos los saltos que tiene la funcién partiendo de
centros equiespaciados.

Fornberg y Flyer [27] estudian los valores de los coeficientes de expansion para la
interpolaciéon RBF y, junto a otros autores, completan su estudio en [28] considerando

75
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centros equiespaciados.

Romani, Rossini y Schenone [51] proponen un método iterativo para detectar las
discontinuidades de salto de funciones univariadas basado en la interpolacién con VSK
(Variably Scaled Kernels). El método identifica los valores més altos en valor absoluto
de los coeficientes de expansién y va construyendo una funcién auxiliar con saltos en
los centros asociados a esos valores. También estudian la deteccién de fallas verticales
en superficies a través de la descomposicién del dominio.

Todos los métodos de deteccion de discontinuidades que han sido propuestos, de
una manera u otra, detectan fuertes cambios de la pendiente del interpolante, que
pueden ser indicadores de la presencia de uno o mads saltos en la funcién. Por tanto, en
cualquier método de deteccién se ha de determinar qué umbral de cambio se considera
que determina la presencia de un salto. En consecuencia, los métodos existentes pueden
fallar en dos situaciones. Si la funcién presenta varios saltos y uno de ellos es mucho
menor que el resto, puede que el método no lo detecte. Ademés, si la funcién tiene
fuertes variaciones de pendiente, es posible que el método considere falsamente que
hay un salto en dicha zona.

Algunos autores han publicado resultados sobre la deteccién de lineas de falla en
superficies como, por ejemplo, Allasia y otros [1], Bozzini y otros [9], Crampton y
Mason [16], Gutzmer e Iske [33], Loépez de Silanes y otros [45], y Jung y otros [41].

En este capitulo se va a aplicar el método de interpolaciéon RBFFA propuesto en
el capitulo 3 para definir un algoritmo iterativo que localice los saltos de una funcién
y su derivada a partir de centros aleatoriamente distribuidos. Después se presentaran
ejemplos numéricos en los que se detectan discontinuidades para mostrar la efectividad
de dicho procedimiento y se aplicara la aproximacién RBFFA para reconstruir varias
funciones.

— Seccién 4.2
DETECCION DE DISCONTINUIDADES DE SALTO DE

FUNCIONES UNIVARIADAS

4.2.1. Descripcion del algoritmo

Sea f : [a,b] — Runa funcién de la que se conoce un vector f|x = (f(x1),..., f(xn))
cuyas componentes son los valores de f en un conjunto de centros X = {x1,...,xn}
contenido en [a, b]. A partir de estos datos, se pretende determinar si f tiene disconti-

nuidades de salto finito y, en su caso, cudntas son y dénde se localizan. Para responder
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a estas cuestiones, se propone en este apartado un algoritmo iterativo cuyos pasos
justificaremos y explicaremos mas detalladamente en la subseccién siguiente.

En esencia, este algoritmo calcula en la iteracién k-ésima un interpolante RBFFA a
partir de X y f|x, haciendo uso de una funcién auxiliar C¥~! que tiene en cuenta las
discontinuidades detectadas en las iteraciones anteriores. La existencia de coeficientes
de expansién del interpolante que sean, en valor absoluto, significativamente mayores
que el resto indica que los centros asociados a tales coeficientes estan cerca de posibles
discontinuidades. Tales centros se almacenan en un conjunto U¥ y se unen a todos
los centros seleccionados en las iteraciones previas, dando lugar a un conjunto V¥
de centros. Este conjunto se subdivide, agrupando los centros que sean proximos, y se
calcula la media de cada subgrupo, que es, pues, la aproximacién de una discontinuidad
de f. Resulta asf un conjunto D¥ que retine todas las discontinuidades detectadas hasta
entonces. Concluye la iteracién k-ésima preparando la funcién auxiliar C¥ que sera
utilizada en la iteracién siguiente.

Sin mas dilacién, presentamos el algoritmo de deteccion:

Entrada: El conjunto ordenado X de centros y el vector f|x.
Paso 1.  Se fija una funcién basica ¢ con soporte [0, p] y definida positiva en R?.

Paso 2. Se fijan los valores de los pardmetros que necesitard el algoritmo: n > 0, u > 0,
0 € N, { € Ny kmsx € N. Asimismo, se realizan las asignaciones (®=0(a
funcién auxiliar inicial C° es la funcién nula) y V0 = D? = 0.

Paso3. Parak =1,..., kmax, se realizan los pasos 4,. . .,10:

Paso 4. Se obtiene el vector ¥ formado por los coeficientes de expansién del

interpolante RBFFA s}’;

auxiliar C*~1. Se usa para ello la funcién basica fijada en el paso 1.

calculado a partir de X, f|x y la funcién

—k
. L, . k ..y, L k
Paso 5.  Se calculan la media 8, el maximo B . vy la desviacion estandar f;
de los valores absolutos de los coeficientes de expansién contenidos
en gk.

Paso 6.  Se realiza la asignacion V¥ = U¥ U V¥-1, donde
—k .
Uk = {xjeX||ﬁ§{| > 1Bt Iﬁj-‘l >B +upk, 1+6<j SN—(S},

Paso7. SiVk=V*1 entonces se toma D¥ = D¥~! y se concluye la iteracion,
terminando el algoritmo.

Paso 8. Sedivide V¥ en subconjuntos V¥, ..., Vka de centros préximos. Cada
subconjunto Vl.k satisface la siguiente condicién: sean x, € Vl.k y
xq € V5 si|p — q| < € entonces x, € VF.
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Paso9. Parai=1,...,LF sehallalamediavf deloscentrosen V¥ y se define
el conjunto DF = {v’l‘, cee, vik}.

Paso 10. Se construye la funcién auxiliar C* que serd usada en la siguiente
iteracién. Es de la forma dada en (3.1), con p como pardmetro de

salto:

0, x < vi‘,

k _J. .
CW=3jp, vf<x<of,, j=1..,L'-1,

]
L¥p, v[’fk < x.
Salida:  El conjunto DF.

Nétese que el algoritmo termina, bien porque se satisface la condicién V* = V-1
en el paso 7, bien porque se alcanza el nimero maximo de iteraciones. En ambos casos,
la salida consta del Gltimo conjunto D¥ que se haya calculado. Si D¥ = 0, de hecho,
D! = 0, el algoritmo no ha detectado ninguna discontinuidad de f. En caso contrario,
los elementos de D* son las aproximaciones de las discontinuidades que el algoritmo

ha encontrado.

4.2.2. Justificacion y explicacion del algoritmo

Una vez expuestos los principios generales del algoritmo y descritos sus pasos,

vamos ahora a justificar y explicar éstos con mayor detenimiento.

Entrada y pasos 1y 2.

Los tinicos datos que necesita el algoritmo son el conjunto X de centros y el vector
flx con los valores de f en X. Cabe insistir en que los centros han de estar ordenados
en sentido creciente.

El algoritmo depende de una serie de pardmetros que hay que adaptar a los datos.
En primer lugar, en el paso 1, se fija la funcién bésica ¢ definida positiva en R? y de
soporte compacto con la que se realizard la interpolaciéon RBFFA. En todos los ejemplos
numéricos que luego presentaremos, ¢ resulta de hacer un cambio de escala en la
funcién de Wendland ¢34, esto es, ¢(-) = ¢3,1(-/p), con p > 0. El soporte de la RBF
generada por ¢, esto es, D(-) = ¢(]| - ||2), es un disco de radio p.

En el paso 2 se fijan los pardametros 1 > 0, u > 0, 6 € N, { € Ny kpnsx € N. Se
explicara su sentido en el paso en el que sean utilizados. En este mismo paso se prepara
también la primera iteracién con las asignaciones (° = 0y V? = D = (). Recordemos
que, a lo largo del algoritmo, V¥ denota el conjunto de centros seleccionados hasta la

iteracién k-ésima inclusive, D es el conjunto de discontinuidades que se deriva de tales
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centros y CF es la funcién auxiliar con saltos en los puntos de D que se utilizard en la
interpolaciéon RBFFA de la iteracion siguiente. Antes de comenzar las iteraciones, no se

ha seleccionado ningtin centro, luego l6gicamente V° = @ y, en consecuencia, D° = 0 y

0=0

Paso 3.

El algoritmo es esencialmente un bucle en el que se repiten los pasos 4 a 10. En princi-
pio, el algoritmo deberia terminar cuando se verificase, en algtin momento, la condicién

del paso 7. Por si acaso, se limita con el pardmetro kmsx el ntimero de iteraciones.

Paso 4.

Lo primero que debe hacerse en cada iteracién es calcular el interpolante RBFFA
f X Siempre se utilizan los mismos datos, esto es, X y f|x, asi como la misma funcién
basica ¢. Lo que varia de una iteracioén a otra es la funcién auxiliar: en la iteraciéon
k-ésima se emplea la funcién (¥~ que se determina al final de la iteracién k — 1 a partir

de las discontinuidades de salto de f halladas hasta entonces.

En realidad, salvo que, por ejemplo, se quiera efectuar algtin grafico, no se necesita

propiamente el interpolante s’/ vk, sino el vector B de sus coeficientes de expansién, que

fX
resulta de resolver el sistema lineal A, 5, - k= f|x, donde

Xt ={(x;, )i =1,..., N}

Ap zr = (q)<(xi/ ) - (g, Ck_l(xj))))

1<i,j<N

Paso 5.

A partlr del vector g¥ = (,81, cey ﬁil) obtenido en el paso precedente, se calculan la

media 5 , el méximo g* K ..y la desviacién esténdar B de los valores absolutos de los

coeficientes de expansion, es decir,

N
1 k k (o 1ok
=NZ|51|, B = mMaX ||, Bl = 121|ﬁ|—
1=
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Paso 6.

Este es el paso crucial del algoritmo, pues en él se seleccionan los centros de X que
se considera préximos a una discontinuidad de salto de f. De acuerdo con Jung [39],
estos centros son los que se corresponden con valores grandes, en valor absoluto, de
los coeficientes de expansion. ;Cudndo se debe considerar que uno de tales valores
| ﬁfl es grande? En el algoritmo se usan dos criterios complementarios. Por un lado, | ﬁi.‘l
deberia estar suficientemente alejado del valor medio de los valores absolutos de los

coeficientes de expansion, esto es,
ki < 2k k
1Bi| > B+ ups

para algdn u > 0. Por otra parte, | 55.‘ | debe representar un porcentaje suficientemente
elevado de fmsx, O sea,

IB1 2 1 B
para algin n € (0,1). La eleccién de u y 1 es, justamente, uno de los puntos maés
delicados del algoritmo. Si atendemos a su significado, tanto u como ) tendrian que
ser nimeros lo mas elevados posible dentro de un rango razonable. Por lo general, se
toma 7 alrededor de 0.6 y u entre 1y 3.

Jung sefiala, por otra parte, que, si el mdximo valor absoluto de los coeficientes de
expansion se localiza en las proximidades de la frontera del dominio, entonces f es una
funcién continua en su dominio. Por ello, para evitar falsos positivos en la deteccién
de discontinuidades, se debe prescindir de los centros cercanos a los extremos del
intervalo [a, b]. En concreto, se desechan los 6 primeros y los 0 tltimos centros, siendo
6 € N otro de los pardmetros fijados en el paso 2.

De acuerdo con lo expuesto, en este paso se escogen los centros que constituyen el
conjunto Uk definido en el algoritmo, eso es,

k k k ki< 2 k .
ur = {x,-eX||ﬁ].| > 1 Bmaer 1Bj1> B +pps, 1+0 < SN—(S}.
Este conjunto se une a los centros obtenidos en cualquiera de las iteraciones precedentes,

dando lugar al conjunto de centros V¥ = Uk U V-1,

Paso 7.

Si Vk = vkl o 1o que es lo mismo, si uk c vkl en el paso 6 no se habria
seleccionado ningtin centro que no hubiese sido escogido en alguna iteracién previa.

Se considera entonces que el algoritmo ha encontrado todos los centros cercanos a
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discontinuidades, por lo que se pueden concluir las iteraciones. Dado que V¥ = V-1,
de V¥ se deduciria el mismo conjunto de discontinuidades que en la iteracién k — 1. No
hace falta recalcularlo. Basta con hacer D* = D¥~1 y dar D como salida del algoritmo.

El conjunto D¥~! habra sido obtenido en el paso 8 de la iteracién anterior.

Si f es una funcién continua (y no hay falsos positivos), no se habra seleccionado
ningin centro ya en la primera iteracion, es decir, se tendra V! = 0 = V°, por lo que

concluye el algoritmo y la salida serd D! = D° = 0.

Pasos 8y 9.

Entre estos dos pasos se calcula un conjunto D* c (a, b) de discontinuidades de f a
partir de los centros contenidos en V*. Para ello, primero se divide V* en subconjuntos

disjuntos o cltsteres, en lenguaje més estadistico, vk Seen, Vka, constituidos por centros

proximos en algin sentido. En concreto, se toma el pardmetro ¢ € N fijado en el paso 2
y se construye cada subconjunto Vik de modo que satisfaga la siguiente condicién: sean
xp € VEyxg € VK, si|p —g| < € entonces x, € VF.

Un vez hallada la particién vk = Vlk U---u Vka, paracadai=1,..., Lk, se halla la
media vf.‘ de los centros en Vl.k y se define finalmente el conjunto D¥ = {v'l‘ ey vik }.

Demos algtn ejemplo. Supongamos que N = 100 y que ¢ = 2. Si
k
V" = {x12, x14, X33, X34, X36, X43, X51, X52},
entonces V¥ se descompone en L* = 4 subconjuntos, a saber,
Vk—{x } Vk_{ Vk_ Vk_
1 = 1X12, X145, o = 1X33, X34, X36}, 3 = {xa3}, 4 = {x51, x50}

Entonces, se tiene que Dk = {v’l‘ , vlz‘ , vé‘, vi}, donde

Kk X12 T X14 k _ X33+ X34 + X3¢ k k _ X51 T X52
vy = ———— 5= ,  Us =X43, U = ———=.
! 2 2 3 3 4 2

Paso 10.

Se cierra cada iteracién construyendo la funcién auxiliar ¥ que se emplears en la
siguiente iteracion. Se define del modo indicado en el algoritmo. Nétese que se produce
un salto de amplitud p en cada una de las discontinuidades vf.‘ detectadas hasta ese

momento.
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4.2.3. Consideraciones adicionales

El método de deteccién es, al mismo tiempo, un método de reconstruccién de la
funcién f, pues en cada iteracién se calcula un interpolante de f que es cada vez
mas preciso. En efecto, a medida que transcurren las iteraciones, crece el ntimero
de discontinuidades conocidas de f y se mejora la precisién con la que éstas son
aproximadas. De este modo, la funcién auxiliar C¥ se adapta cada vez mejor a la
forma de f, induciendo una disminucién de las oscilaciones del interpolante s;];( y un
aumento de la calidad de la aproximacién. Nétese que, salvo que se agote el niimero
méximo de iteraciones, la funcién auxiliar (¥ obtenida al término de la pendaltima

iteracion contiene ya todas las discontinuidades que el algoritmo es capaz de detectar.
+k

f.X

Por eso, con frecuencia, se puede tomar el dltimo interpolante s, como una buena

aproximacion de la funcién f.

Hay, no obstante, varias circunstancias que motivan el realizar una interpolacién
adicional al terminar el algoritmo. Supongamos que quedase algtn centro x; entre
una discontinuidad v; de f y la estimacién Uff dada por el algoritmo, que es también
una discontinuidad de sj,kX
*k . ) ) . . . .,
£ x obligado a pasar por (x;, f(xj)), necesariamente presentard alguna oscilacién o

trazo que se aparta significativamente del grafo de f. Es lo que se aprecia, sobre todo,

Como x; estd en lados opuestos de v; y vf.‘, el grafo de

S

en los gréficos de las primeras iteraciones del algoritmo. De observarse un caso asi,
es preferible eliminar de X los centros préximos a las discontinuidades obtenidas e
interpolar entonces el conjunto de centros que quede.

Puede ocurrir también que el algoritmo no sea capaz de detectar todas las discon-
tinuidades de la funcién f. Asi puede suceder, por ejemplo, si f presenta una gran
variabilidad o los saltos en las discontinuidades son de magnitudes muy diferentes. En
casos asi, no siempre los mismos parametros son adecuados para todas las disconti-
nuidades. Para solventar esta dificultad, pueden adoptarse varias estrategias. Se podria
aplicar el algoritmo una vez y luego repetirlo en los subintervalos determinados por las
discontinuidades obtenidas. También se podria dividir directamente el intervalo [a, b]
en varios subintervalos mas reducidos y aplicar el algoritmo en cada uno de ellos. En
todo caso, habria que procurar utilizar en cada ocasién los pardmetros més adecuados.

Otro problema que puede darse es que no es posible distinguir muchas veces,
cuando sélo se dispone de datos discretos, entre una discontinuidad de salto y una
zona de fuerte crecimiento o decrecimiento de la funcién. Por eso, es posible que el
algoritmo sefiale como punto de discontinuidad un punto en el que, en realidad, f es
derivable pero f’ es muy elevada.

Indiquemos, por altimo, otro hecho facilmente constatable en los ejemplos numéri-
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cos: a medida que avanzan las iteraciones, diminuye la magnitud de los coeficientes de
expansion. Noétese que éstos son tanto mayores, en valor absoluto, cuanto més oscila el
interpolante. Pero, al mejorar la forma de la funcién auxiliar, las oscilaciones se reducen,

disminuyendo, en consecuencia, el valor de los coeficientes de expansion.

4.2.4. Ejemplos huméricos

Ejemplo 4.2.1. Retomamos la funcién del ejemplo 3.3.1:

log(1 - x), -1<x<0,

f) = 05+(x-05)° 0<x<l.

Recordemos que f es discontinua en v = 0.

Aplicamos el algoritmo de deteccion a partir de un conjunto ordenado X de N = 100
centros aleatoriamente distribuidos en [-1, 1] con los pardmetros siguientes: n = 0.6,
pu=1,06=2,0=3,p =2, kmsx = 20. Termina el algoritmo tras 3 iteraciones y se obtiene
D3 = {-0.00619688}. La figura 4.1 muestra los datos (i.e., los puntos (xj, f(x})) para

j=1,...,N,los interpolantes s}’;( de cada iteracion y, en verde, los puntos (x;, f(x;))
correspondientes a los centros que van siendo seleccionados. A efectos de comparacién,

* _ S*,3
£X T8

que es el altimo calculado. Ya se ha indicado que la funcién bésica ¢ es siempre, en los

se afade un grafico en el que se superponen los grafos de f y del interpolante s

ejemplos, la funcién de Wendland ¢3 1 con un cambio de escala, estoes, ¢(r) = ¢31(r/p).
Lo recordamos una vez mas.

La figura 4.2 presenta los valores absolutos de los coeficientes de expansion en escala
logaritmica. En azul y rojo se marcan, respectivamente, las lineas correspondientes a
los valores n X _ 'y Ek + uBk. Los puntos situados por encima de ambas lineas son los
que determinan los centros que son seleccionados. Quiza visualmente puede parecer
que hay poca diferencia entre los puntos situados por encima y por debajo de tales
lineas; pero piénsese en que se estd usando una escala logaritmica, luego, en realidad,
las diferencias de magnitud entre unos y otros son muy considerables. Se observan
también dos fenémenos que ya hemos comentado en varios lugares: la progresiva
disminucién de los valores de los coeficientes de expansion en cada iteracién y el
efecto frontera, que provoca el aumento de los valores de los coeficientes de expansion
correspondientes a centros préximos a los extremos del intervalo.

No se trazan las funciones auxiliares C¥ que se construye para cada iteracién. Son
simplemente funciones escalonadas con saltos de magnitud p. La tltima es (2, que
vale 0 si x < —0.00619688 y p = 2 si x > —0.00619688.
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Figura 4.1. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.2.1. En (a), (b) y (c) se

“k , los datos (en gris) y los centros seleccionados hasta la

representa el grafo del interpolante s £ x

iteracion k-ésima (en verde).

Ejemplo 4.2.2. Consideremos la funcién del ejemplo 3.3.2

f(x) = x cos (%nxl_x + 1.6]) ,

definida en [-1, 1] y discontinua en v; = —0.6 y v = 0.4. Usamos el mismo conjunto
de centros y los mismos pardmetros que en el ejemplo 4.2.1. El algoritmo de deteccién
necesita ahora 4 iteraciones para llegar al conjunto D* = {—0.584639,0.440708}. Las
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Figura 4.2. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.2.1. Valores absolutos
de los coeficientes de expansion. En azul y rojo se marcan, respectivamente, las lineas correspon-

dientes a los valores 11 X . Ek + upk.

figuras 4.3, 4.4 y 4.5 muestran todo el proceso de deteccién, asi como el interpolante
con el que finalmente se aproxima f.

Ejemplo 4.2.3. Sea f una de las funciones que aparecen en el articulo de Romani,
Rossini y Schenone [51], definida por

(x +2)°, x € [-1,-0.7),
(1-x)%, x €[-0,7,-0.3),
NI 2)3 -5, x € [-0.3,0),
=1 sen(7x —2.1)%, x €[0,0.6),
—-X, x €[0.6,0.8),
x2+3, x €(0,8,1].

Las discontinuidades de salto de f son vy = —=0.7, v2 = =0.3,v3 =0, v4 = 0.6 y v5 = 0.8.
Repetimos el conjunto de centros y pardmetros de los dos ejemplos anteriores. El
algoritmo de deteccion se detiene al término de la octava iteracion. Las figuras 4.6 y 4.7
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Figura 4.3. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.2.2. Grafo del interpo-
lante s** , los datos (en gris) y los centros seleccionados hasta la iteracion k-ésima (en verde).

f.X7
presentan sélo, por brevedad, las iteraciones impares. El interpolante final aparece en

la figura 4.8. En este caso, el conjunto de discontinuidades que se obtiene es D8 =
{-0.715616, —0.298048, —0.00619688, 0.606955, 0.792789}.
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Figura 4.4. Deteccién de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.2.2. Aproximacion final

de f mediante el interpolante s f,4X'
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Figura 4.5. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.2.2. Valores absolutos
de los coeficientes de expansion. En azul y rojo se marcan, respectivamente, las lineas correspon-

dientes a los valores 1 ,Bfnéx y Ek + upk.
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Figura 4.6. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.2.3. Grafo del interpo-

« k
lante S¢ X

los datos (en gris) y los centros seleccionados hasta la iteracion k-ésima (en verde).
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Figura 4.7. Deteccién de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.2.3. Aproximacion final

de f mediante el interpolante s;”SX.
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Figura 4.8. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.2.3. Valores absolutos
de los coeficientes de expansion. En azul y rojo se marcan, respectivamente, las lineas correspon-

dientes a los valores 1) ﬁi{néx y Ek + upk.
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Seccion 4.3

APLICACIONES DEL METODO DE DETECCION

4.3.1. Deteccion de discontinuidades de derivada

Al igual que en la seccién precedente, se considera una funcién f : [a,b] — R de
la que s6lo se conoce el vector f|x = (f(x1),..., f(xn)) de valores de f en un conjunto
de centros X = {x1,...,xn} contenido en [a, b], que suponemos ordenado en sentido
creciente. Nos planteamos ahora si es posible determinar, a partir de estos datos, si la
derivada de f presenta alguna discontinuidad de salto finito. Es obvio que no se puede
aplicar directamente el algoritmo de deteccién, ya que no se dispone de los valores
de f’. Sin embargo, esta carencia se puede subsanar estimando tales valores. Para ello,

se pueden aplicar las siguientes férmulas de tipo interpolatorio de tres puntos:

flxa) = flxn) | flas) — fr)  flxs) — flx2)

flla) » ——— — —
2 — X1 X3 — X1 X3 — X2
Flx) ~ flxi) = fxic)  f(xin) = f(xio1) N f(xiv1) = f(xi) . N -1
1 Xi = Xi-1 Xisl — Xi-1 Xigl = Xi T '
Fln) ~ _flna) — flan-o) | fOen) = flan-) | fOw) — flan-1)
XN-1 = XN-2 XN = XN-2 XN — XN-1

Si los centros estuvieran equiespaciados, la segunda relacion, por ejemplo, daria lugar

a la bien conocida formula de diferencias centradas

oo fxi+h) = flxi—h)
f(xi) = T :

Supongamos, por simplificar la exposiciéon, que f es continua en [a,b] y que f’
tiene una discontinuidad de salto en v € (a,b). Sea f;|x = ( fa/,l’ e, fa’,N) el vector
obtenido a partir de los vectores X y f|x mediante las férmulas de derivacién numérica
indicadas. Es claro que, si v no esté en el intervalo [x;_1, x;+1], entonces fa’l constituye
una aproximacion aceptable de f’(x;) y que la estimacién serd errénea, en todo caso,
para aquellos centros préoximos a v. Por ello, es razonable pensar, y asi ocurre en
realidad, que el algoritmo de deteccién serd capaz de localizar la discontinuidad v si
se aplica, tal cual estd expuesto en la subseccién 4.2.1, con f;|x en lugar de f|x. Asi lo
muestra el ejemplo 4.3.1 que ahora daremos.

En general, antes de buscar las posibles discontinuidades de f’ hay que cerciorarse
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Figura 4.9. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.3.1. Grafo del interpo-
lante s*’];( de los datos de derivada, los datos de derivada (en gris) y los centros seleccionados
hasta la iteracion k-ésima (en verde).

de que f es continua en el intervalo de estudio. Si se tiene alguna duda al respecto, se
puede aplicar el algoritmo de deteccién con el conjunto de centros X y el vector f|x. Si f
tuviese alguna discontinuidad, entonces hay que reducir el intervalo inicial y aplicar
el algoritmo para la deteccién de las discontinuidades de f’ en cada intervalo limitado

por dos discontinuidades consecutivas de f.

Ejemplo 4.3.1. Sea f(x) = |xsen(2mx)| (cf. ejemplo 3.3.4), funcién que consideramos
definida en el intervalo [0, 1]. Véase su grafo en la figura 3.7. Se trata de una funcién
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Figura 4.10. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.3.1. Aproximacion

*

final de f mediante el interpolante s x
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Figura 4.11. Deteccion de discontinuidades correspondiente al ejemplo 4.3.1. Valores absolutos
de los coeficientes de expansion. En azul y rojo se marcan, respectivamente, las lineas correspon-

dientes a los valores 1) ‘Brknax y Ek + upk.



4.3. Aplicaciones del método de deteccién 93

continua cuya derivada es discontinua en x = 0.5. Vamos a ver que es posible de-
tectar esta discontinuidad partiendo de un conjunto ordenado X de N = 100 centros
aleatoriamente distribuidos en [0, 1] y del correspondiente vector f|x.

Mediante las férmulas de derivacién numérica se obtiene el vector f,|x. Salvo en
algtin centro préximo a la discontinuidad de f”, los valores de este vector son bastante
cercanos a los de f’|x. Con estos datos, que se aprecian en la figura 4.9, se aplica el
algoritmo de deteccién con los pardmetros 71 =0.6, u =1,0=2,{ =3, p =2y kmax =
20. Son suficientes cuatro iteraciones para obtener, como resultado, el conjunto D* =
{0.525895}. Los centros seleccionados y los interpolantes RBFFA calculados en cada
iteracion aparecen en la figura 4.9. Los coeficientes de expansion estan representados
en la figura 4.11.

Asi pues, se confirma numéricamente que f’ tiene una discontinuidad de salto
finito en algn punto cercano a v* = 0.525895, que es la estimacién obtenida. Falta ahora
utilizar este dato para aproximar la propia funcién f. Para ello, se calcula el interpolante
RBFFA s ,, de X y f|x utilizando la misma funcién basica, es decir, ¢(r) = ¢3,1(r/p),

f.X
con p = 2, y una funcién auxiliar adaptada a la discontinuidad encontrada, en concreto,

-X, x < 0.525895,
Clx) =
x —1.05179, x > 0.525895.

El resultado se presenta en la figura 4.10.

4.3.2. Reconstruccion de funciones no regulares

Como aplicacién final, vamos a mostrar de qué modo se pueden integrar los métodos
de aproximacién RBFFA y de deteccion de discontinuidades para reconstruir por entero
una funcién univariada no regular a partir de datos dispersos. El punto de partida,
como siempre, es un conjunto de centros X = {x1, ..., xn}, que suponemos ordenados
crecientemente y que estan contenidos en el intervalo [a,b] en el que estd definida
la funcion f que se quiere aproximar, asi como el vector f|x = (f(x1),..., f(xn)) de
valores de f en X. Se busca una funcién s tal que s|x = f|x, si se pretende interpolar, o
s|x = f|x, sis6lo se desea ajustar los datos.

Para obtener la funcién s, daremos los tres pasos siguientes:
(a) localizar, si existen, las discontinuidades de f;
(b) ubicar las discontinuidades de f’, si existen, y

(c) construir un aproximante s de f mediante el método RBFFA.
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Para ilustrar cada paso, consideramos la funcién utilizada en el ejemplo 3.3.8, a
saber,
1.5 —exp(-x) —2.5x2|x = 0.5|, 0<x<1,
f(x) =1{15(x — 1.1)? exp(—x) + 0.5, 1<x<1.5,
1 —exp(—x), 1.5<x <2,

Recordemos que f presenta una discontinuidad de salto en v; = 1y v3 = 1.5, mientras
que f’ tiene tal tipo de discontinuidad en v; = 0.5.

Partimos de un conjunto X de N = 100 centros aleatoriamente distribuidos en [0, 2]
y del vector f|x con los correspondientes valores de f en X. Aplicamos el método
de deteccién a X y f|x con los pardmetros n = 0.6, u = 3,6 =2, { =3, p = 2
y kmax = 20. La funcién basica es ¢(r) = ¢3,1(r/p). Se realizan 5 iteraciones y se
obtiene D° = {0.993803, 1.52505}. El proceso queda reflejado en las figuras 4.12 y 4.13.
Disponemos asi de unas estimaciones de las discontinuidades de f, que vamos a denotar
por dy = 0.993803 y d3 = 1.52505.

Para estudiar f’, conviene primero eliminar de X algtn centro alrededor de las
discontinuidades de f, evitando que haya centros que estén, con respecto a las dis-
continuidades, en el lado contrario de sus correspondientes estimaciones, o, en otras
palabras, que haya centros entre una discontinuidad v; y su estimacién d;. En nuestro
caso, suprimimos un centro a cada lado de d, y d3 y también los elementos asociados
de f|x.Sean X; y f|x, el conjunto y el vector resultantes.

Dividimos el intervalo [a, b] en los subintervalos que determinan las discontinui-

dades de f que hemos hallado:
Iy = [0,d>2] =[0,0.993803], I = [d2, d3] = [0.993803, 1.52505], I3 = [d3,2] = [1.52505, 2].

Ahora, parai = 1,2, 3, tomamos los centros de X; contenidos en I; y usamos las férmulas
de derivacién numérica para obtener el vector f;|x,n;, que aproxima los valores de f’
en Xj N I;. Se aplica entonces el método de deteccién de discontinuidades a X; N I;
v filxin1;- Hemos utilizado, para ello, los mismos pardmetros que para el andlis de f,
aunque, desde luego, se podrian haber escogido unos valores distintos.

Para el intervalo I; se realizan 4 iteraciones, recogidas en las figuras 4.14 y 4.15.
Resulta la estimacion d; = 0.508442 de la discontinuidad v1 = 0.5 de f’. Enlos intervalos
I, e I3 s6lo se efecttia una iteracién (véase la figura 4.16), dando como resultado el
algoritmo de deteccién que f’ es continua en ambos intervalos. Es interesante resefiar
que la eleccién de un valor relativamente alto del pardametro y no influye en la precisién
de la deteccién de las discontinuidades obtenidas, tanto de f como de f’. Sin embargo,

evita un falso positivo en el intervalo I3.
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Una vez encontradas las discontinuidades de f y f’, estamos en condiciones de
aproximar nuevamente la funciéon f con el método RBFFA. Primero construimos la

funcién auxiliar C, que es

-X, 0 <x<0.508442,

x —1.01688, 0.508442 < x < 0.993803,
1.97692, 0.993803 < x < 1.52505,
3.97692, 1.52505 < x < 2.

C(x) = 4

F.x
Xi, flx, v C, empleando la misma funcién basica. Se llega asi a la funcién buscada que

Su grafo aparece en la figura 4.17(a). Luego hallamos el interpolante s’ ., a partir de

aproxima la funcién f. A efectos de comparacién, se muestran en la figura 4.17(b) los

*

grafos de f y de S% x-
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Figura 4.12. Deteccion de las discontinuidades de f (cf. subseccion 4.3.2). Para cada k, grafo

=k
de S¢x

datos (en gris) y centros seleccionados hasta la iteracién k-ésima (en verde).
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Figura 4.14. Deteccion de las discontinuidades de f’ en [0,0.993803] (cf. subseccion 4.3.2).
Para cada k, grafo de s}’];(, datos estimados de derivada (en gris) y centros seleccionados hasta

la iteracion k-ésima (en verde).
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Figura 4.17. Reconstruccion final de la funcién f (cf. subseccion 4.3.2).






CONCLUSIONES Y PROBLEMAS ABIERTOS

Este trabajo es un estudio de la aproximacién de funciones explicitas con discon-
tinuidades a través de funciones de base radial para obtener métodos y aplicar tales
métodos a la representacion de curvas y superficies no regulares. El estudio se centra
en la programacion de los métodos obtenidos, la interpretaciéon de los resultados, la
obtencién de errores que se producen al aplicar los métodos en los ejemplos consi-
derados y la comparacién con algunos métodos existentes. En los trabajos publicados
sobre el ajuste de superficies con fallas verticales u oblicuas se utilizan las RBF para
conseguir aproximantes o interpolantes con las mismas fallas. En los trabajos conocidos
al respecto esas fallas o lineas de discontinuidad separan el dominio de la superficie
determinando dos o mas componentes conexas disjuntas, coloquialmente se dice que
cortan el dominio.

A continuacion se detallan las principales aportaciones de esta memoria.

» La estrategia de interpolacién de funciones con una discontinuidad de salto con
un conjunto de centros equiespaciados definida por Jung [39] para eliminar las
oscilaciones del interpolante cerca de la discontuinidad utiliza la multicuddrica
como RBF y cambia esa funcién de base por la funcién radial, ¢(r) = r, en los dos
centros mas cercanos a la discontinuidad. Se han implementado ejemplos en los
que se utilizan varias RBF para interpolar con otras RBF no diferenciables en los
centros que estan junto a la discontinuidad para eliminar las oscilaciones de los
interpolantes de funciones con varias discontinuidades de salto empleando un
conjunto de centros dispersos.

» La estrategia descrita en la conclusiéon anterior es capaz de conseguir aproxi-
mantes cuya primera derivada presenta una o més discontinuidades de salto
considerando dichas discontinuidades como centros y cambiando alli la RBF por
otra no diferenciable.

» Se ha definido la aproximacion RBFFA que es capaz de ajustar funciones no regu-

lares usando una funcién auxiliar que presenta las mismas discontinuidades. En

103
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algunas ocasiones esta aproximacién consigue mejores resultados que el esque-
ma estdndar para funciones regulares usando una funcién auxiliar que puede ser

constante.

» Por sus especiales caracteristicas, es conveniente utilizar funciones radiales de

soporte compacto para que la aproximacién RBFFA sea realmente efectiva.

» Se han propuesto diferentes funciones auxiliares, y estudiado experimentalmente
la conveniencia de su uso, para ajustar funciones univariadas no regulares con
la aproximacién RBFFA segtn las discontinuidades que presente la funcién o su

derivada.

» La aproximaciéon RBFFA ha sido redefinida y adaptada para ser aplicada a su-
perficies no regulares que presentan fallas verticales, oblicuas o de ambos tipos.
Con la misma idea, este método utiliza una funcién auxiliar que presenta las mis-
mas fallas que la funcién a aproximar. La técnica consigue buenos aproximantes
y presenta una ventaja ante otros métodos existentes. Los métodos que existen
solo consideran lineas de discontinuidad que separan el dominio de la superficie
determinando dos o0 mds componentes conexas disjuntas. En cambio, la técnica
propuesta en este trabajo no tiene esta limitacién y permite aproximar mas tipos

de superficies no regulares.

» Las técnicas propuestas en esta memoria necesitan conocer de antemano los pun-
tos donde la funcién es discontinua. De este modo, se ha implementado un mé-
todo iterativo, que usa la aproximacién RBFFA, para localizar aproximadamente
donde la funcién a aproximar presenta discontinuidades de salto. Ademas, el
método puede localizar discontinuidades de la primera derivada de la funcién,
tomando como valores de la derivada los obtenidos mediante férmulas de tipo
interpolatorio de tres puntos. El método también puede determinar si la funcién
y su derivada son continuas. Por tltimo, se ha implementado el método de detec-
cién junto con la aproximacién RBFFA para reconstruir por entero una funcién

univariada no regular a partir de datos dispersos.

Se proponen las siguientes lineas de investigacién como continuacién de las inicia-

das en esta tesis:

» Desarrollar un método iterativo que sea una aplicacién de la aproximacién RBFFA
de superficies no regulares para detectar las lineas de falla, verticales y oblicuas,

de una superficie.
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» Conseguir un resultado de convergencia de la aproximacién RBFFA, local o global
y obtener estimaciones del error de aproximacién, en funcién de la distancia de
llenado,

hx,q =supmin ||x — xj||2,
xeQ Xj€

donde € es el dominio de la funcién que se quiere aproximar. De este modo la

convergencia se estudia para hx,qg — 0.

» Estudiar si la aproximacién RBFFA puede ser adaptada para ser aplicada a fun-

ciones no explicitas.

» Realizar distintas aplicaciones de la aproximacién RBFFA. Por ejemplo, a la reso-

lucién de ecuaciones diferenciales y a la construccién de redes neuronales.
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