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Resumen

La transformada de Wigner-Weyl permite definir una relacién entre las funciones definidas
sobre un espacio de fases clasico y el conjunto de operadores diferenciales definidos sobre un
espacio de Hilbert en la formulacién de Schrodinger de la Mecanica Cuantica. Esta transforma-
da tiene diversas aplicaciones en distintos campos de la fisica. En particular, en este trabajo,
estamos interesados en sus aplicaciones a sistemas moleculares. En estos modelos moleculares es
frecuente emplear la aproximacion semi-clasica para los estados correspondientes a las particulas
mas pesadas mientras que los estados correspondientes a las particulas mas livianas se mantienen
como estados cuanticos. De esta forma, el modelo resultante es un modelo hibrido clasico-cuanti-
co. Si a los estados correspondientes a los elementos de este tipo de sistemas hibridos se les da un
tratamiento en término de las funciones de Wigner se puede obtener una representacion de estos
sistemas en el espacio de fase. La representacién de estos sistemas en términos del espacio de
fase, esto es, la obtencion de las funciones de Wigner hibridas, en conjunto con la caracterizacion
semi-clasica de estas funciones para aquellos grados de libertad modelados como clédsicos nos ha
permitido obtener una caracterizacién analitica de las probabilidades asociadas a la medicién
hibrida. Ademds, mediante la representacion grafica de los dos primeros érdenes en la expansion
asintética de la funcién de Wigner semi-clasica hemos podido observar que ya a primer orden en
la aproximacion semi-clasica tenemos contribuciones cudnticas. Esta primera correccién estd de-
terminada analiticamente y su implementacién al modelo propuesto por [1] podria proporcionar
una descripcion mas aproximada del sistema estadistico hibrido. Cabe destacar que la obtencién
de términos adicionales en la expansion podrian permitir mejores correcciones al modelo y con-
secuentemente también podrian proporcionar correcciones cuanticas importantes a una ecuacion

generalizada de von Neumann.
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Capitulo 1

Introduccion

La transformada de Wigner-Weyl es una transformacién invertible que relaciona las funciones
definidas sobre un espacio de fase clasico con el conjunto de operadores de un espacio de Hilbert
en la formulacién de Schrodinger de la mecdnica cudntica. A la transformacién que mapea
operadores del espacio de Hilbert, en una cierta representacién, en funciones del espacio de
fase se le conoce como transformada de Wigner [13]. La transformacién inversa, conocida como
transformacion de Weyl fue encontrada cinco anos antes por Hermann Weyl, quien intentaba

encontrar un esquema de cuantizacién apropiado [12].

La transformada de Wigner-Weyl permitié definir una representacién de la mecénica cuanti-
ca sobre el espacio de fase completamente equivalente a la representacion de la mecanica cuantica
en término de operadores. Esta representracién se conoce con el nombre de mecénica cuantica
en el espacio de fases. Para que ambas representaciones sean equivalentes no solamente basta
con definir una relacién entre los operadores definidos sobre el espacio de Hilbert y las funciones
definidas sobre el espacio de fase sino que ademas dicha relaciéon debe preservar la estructuras
algebraicas definidas en estos dos espacios. Es por este motivo que una representaciéon de la
mecéanica cuantica en términos del espacio de fase requiere de una estructura adicional definida
sobre el espacio de funciones de R?". Esta estructura se denomina producto estrella de Groene-
wold o Moyal. Con el producto estrella de Groenewold la transformada de Wigner-Weyl permite
una representacién de la mecanica cudntica en términos del espacio de fase. Este producto per-
mite ademads definir la representacion de la ecuacién de von Neumann en el espacio de fase, la

cual recibe el nombre de ecuaciéon de Moyal.

En particular, la representacién en términos del espacio de fase del operador densidad se
conoce como la funcién de Wigner. La funcién de Wigner juega un rol analogo a una funcién de
distribucién de probabilidad cldsica puesto que nos permite definir valores medios de observables
definidos en el espacio de fase a través de la transformacién de Wigner. Sin embargo, dicha
funcién no constituye una distribucién de probabilidad puesto que puede, en general, tomar
valores negativos. El hecho de que la funcion de Wigner pueda tomar valores negativos no es
sorprendente y se debe a que a pesar de estar representada en el espacio de fase la funcién de
Wigner es en esencia un objeto cuantico puesto que es otra forma de representar el operador
densidad.

La transformada de Wigner-Weyl tiene diversas aplicaciones dentro de la fisica [11], en
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particular ha sido empleada en fisica molecular [9] para calcular las propiedades estaticas y
dindmicas de sistemas cuanticos de muchos cuerpos donde algunos de los grados de libertad
pueden considerarse como clasicos. Estos sistemas conocidos como sistemas hibridos clasico-
cuanticos son una aproximacién natural a aquellos sistemas cuanticos en donde debido a la
existencia de dos escalas de masa o energia algunos de los grados de libertad del sistema pueden
aproximarse como variables clasicas. Esto pasa por ejemplo, en el caso de los sistemas moleculares
donde los nicleos son pesados y lentos y los electrones més externos son rapidos y ligeros.

La formulacién de una teoria para estos sistemas mecédnico estadisticos cldsico-cuanticos no es
obvia, puesto que los grados de libertad clasicos evolucionaran acoplados a los grados de libertad
cuanticos. Dos enfoques diferentes pueden emplearse para la caracterizacién de estos sistemas,
uno practico en donde se establece que la teoria debe aproximarse, tanto como se pueda, a la
caracterizacién completamente cuantica del sistema y uno fundamental, en donde la teoria es
construida desde primeros principios de acuerdo a diferentes demandas de consistencia fisicas y
matematicas. En cualquiera de los dos enfoques la dindmica que sigue un determinado estado
de este tipo de sistemas es un tema abierto. El tratamiento de estos sistemas clasico-cuanticos
en términos de funciones de Wigner hibridas podria proporcionar un modelo dindmico eficiente
para describirlos. Para la construccion de estas funciones de Wigner hibridas se puede emplear
el limite clédsico de la transformada de Wigner semi-clasica [3] asociada a los grados de libertad
clésicos del sistema.

En este trabajo queremos estudiar el tratamiento de los sistemas hibridos clasico-cuanticos
a partir de las funciones de Wigner semi-cldsicas. Por simplicidad, y por su utilidad en la
modelizacién de modos vibracionales moleculares, hemos escogido emplear el oscilador arménico
bidimensional como modelo de referencia, aunque en principio las técnicas aqui descritas podrian

usarse para otros modelos.

A partir de aqui se pretende continuar este analisis y, empleando la informacién y las he-
rramientas presentadas en esta memoria, estudiar la dindmica de las funciones de Wigner ob-
tenidas. El objetivo ultimo es emplear esta informacion para determinar una ecuaciéon maestra
para sistemas hibridos clasico-cudnticos escrita en términos de las matrices densidad hibridas,
que veremos en el capitulo 3; y para las que, hasta el momento, no se dispone de una ecuacién
dindamica sencilla.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En el capitulo 2 se estudiard la transformada de
Wigner-Weyl y algunas propiedades de la funcién de Wigner seran discutidas y derivadas. Tam-
bién se introducira la definicién del producto estrella de Moyal o Groenewold y a partir de este
la evolucién de la funciéon de Wigner en el espacio de fase, dada por la ecuacién de Moyal. Pos-
teriormente se aplicara el formalismo de Wigner-Weyl al sistema de oscilador arménico cudntico
dos dimensional. En la tltima seccién de este capitulo exploraremos la estructura semi-clasica
de las funciones de Wigner que representan autoestados de energia para el sistema Hamiltoniano
sencillo de una particula en una dimensién sometida a un potencial dependiente de la posicion.

Este estudio se aplicard posteriormente al caso de un potencial de oscilador arménico.

En el capitulo 3 se introduce el formalismo de los sistemas hibridos empleando [1]. A partir de
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la descripcién del espacio de fase hibrido y de la definicién de estados mutuamente excluyentes
definidos sobre éste se construye, empleando el teorema de Gleason, la matriz densidad hibrida
como una distribucién bivariada dependiente de las variables aleatorias clasicas y cuanticas.
Se deduce entonces, a partir de esta matriz densidad hibrida la correspondiente entropia del
sistema hibrido. Y empleando el principio de méxima entropia se construye también el ensamble
canonico hibrido. Finalmente, se describe la utilidad de las funciones de Wigner para caracterizar
las probabilidades asociadas a la medicién hibrida.

En el capitulo 4 se expone para el caso de un sistema hibrido compuesto por dos particulas
sometidas a un potencial de oscilador armonico el calculo exacto y la representacién grafica de
la funcién de Wigner semi-clasica asociada a un estado separable y a un estado entrelazado de
dicho sistema. Se realiza también el calculo analitico y la representacion grafica del limite clasico
para ambos casos y por ultimo, se obtiene una expresion analitica y una representacion grafica

para la correcciéon de primer orden al limite clésico.

Finalmente en el capitulo 5 se hacen algunas conclusiones.



Capitulo 2

La Transformada de Wigner-Weyl

La transformada de Wigner-Weyl permite una representaciéon de la mecanica cuantica en el
espacio de fase la cual es completamente equivalente a la mecdnica cuantica estandar basada en el
formalismo de operadores sobre un espacio de Hilbert. A partir de esta formulacién, denominada
mecanica cudntica en el espacio de fase, todo operador definido sobre un espacio de Hilbert
vendra representado por una funcién definida sobre el espacio de fase, sin embargo, la forma
en la que se componen estas funciones no es la usual puesto que se necesita de una estructura
algebraica adicional definida sobre este conjunto de funciones que codifique las propiedades
cuanticas del algebra de operadores. Esta nueva ley de composicién de las funciones del espacio
de fase que representan operadores se denomina producto estrella de Moyal o Groenewold. A
partir de esta estructura se puede definir una representacion de la ecuacién de von Neumann
sobre el espacio de fase, conocida como la ecuacién de Moyal.

2.1. Fundamento Tedrico

2.1.1. La transformada de Wigner y la funcién de Wigner

Sea A un operador definido en un espacio de Hilbert complejo H. Definimos la transformada
de Wigner del operador A como la funcién A(q,p), definida sobre un espacio 2n-dimensional,

mediante

Alg,p) = / &yt g - YA pla+ b, (2.1)

—o0
donde, los operadores ¢ y p son operadores vectoriales. Los limites de integracién para las demés
integrales definidas a lo largo de este capitulo serdn, a menos que otros limites se indiquen, los
mismos que los expresados en (2.1).

La transformada de Wigner permite definir una relacién entre las funciones sobre un espacio
de fases clasico y el conjunto de operadores diferenciales sobre un espacio de Hilbert en la
formulacién de Schrodinger en Mecénica Cudntica. Es importante destacar que A(q, p) depende
de iy en general difiere de la funcién clasica correspondiente a /l(cj, p), excepto cuando i = 0.

En el caso en el que /Al(cj, p) es un observable, esto es, Af(¢,p) = A(4,p), puede verse facil-
mente de (2.1) que la transformada de Wigner es una funcién a valor real. Ademds de esto la
transformada de Wigner satisface una propiedad fundamental dada por
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Tr[AB] =

(Qﬂlh)n / d"qd"pA(q,p)B(g,p). (2.2)

Consideraremos por simplicidad demostrar
PN 1
Tr[AB] = 27rh//dqdpA(q,p)B(q,p)7 (2.3)

donde las funciones A(q,p) y B(q,p) son funciones definidas sobre un espacio de fase 2-
dimensional. Si expresaremos las funciones A(q,p) y B(gq,p) como su correspondiente transfor-
mada de Wigner y sustituimos dichas expresiones en (2.2) tendremos

A A

Tr[AB] =
1 / —ip(y+y’) Y, 2, n Y y/ U y/
27rh////dqdpdydye vl = SIA@ D)l + D)l - FIB@Dla+ 3), (24)
AB] = Y i o y Y hra y
éTr[AB]—//dqdy@_2’A(Q7P)IQ+2><Q+2\B(q,p)\q_2>, (2.5)

donde se ha utilizado la siguiente propiedad para realizar la integracion sobre p

/dpeip(yﬁy b 2rhd(y — ). (2.6)

Empleando el siguiente cambio de variables u = ¢—y/2 y v = q+y/2 se obtiene du dv = dq dy,
con lo que (2.5) puede escribirse como

/ / dudv(ul A(, ) v} (0] B(d, P)|u) = / dv(o|ABJv) = Te[AB). (2.7)

En particular, si empleamos la propiedad con B= p, donde p el operador densidad, tendre-

mos

Tr(Ap) =

@nh) / d"qd"pA(q, p) p, (2.8)

y, empleando los postulados de la mecdnica cuantica se obtiene

(A) = Tr(Ap) = (%rlh) / qdp Alg, p)p. (2.9)

Teniendo en cuenta esta propiedad definiremos la funcion de Wigner como

Wi(g,p) = (Z(ih];i = (27r1h)n /d"yei’gy@ - %!ﬁqur %% (2.10)

Ya que el operador densidad posee traza unidad, empleandose las ecuaciones (2.2) y (2.10)

se puede escribir

1) = 1= [ [Wiapdaa's (2.11)

Esto se sigue del hecho que la funcién de Wigner del operador identidad es la funcién constan-
temente igual a uno (ver [4]). Entonces, de acuerdo (2.11) la funcién de Wigner estd normalizada
sobre todo el espacio de fase. Luego, empleando (2.9) y (2.10) se tiene que
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() = / / &qd"p A, p)W (g, p), (2.12)

luego, la funciéon de Wigner define una medida de integracién, andlogo a una densidad de pro-
babilidad clésica definida sobre el espacio de fases.

En el caso de un estado puro normalizado, esto es, p = [¢)(¢], la funcién de Wigner (2.10)
puede ser escrita como

Wiar) = g [ v =S wla+ ) (2.13)
N (27rlh)" / "y e H Y (q+y/2) 0 (- y/2) (2.14)

Es sencillo demostrar a partir de la ecuacién (2.14) que la funcién de Wigner es una funcién
real, esto no aplica tinicamente para estados puros, puesto que por definicién pf = p.

La caracteristica més importante de la funcién de Wigner es que no constituye una fun-
cion de distribucién, puesto que esta funcion no es siempre definida positiva. Para demostrar
esto consideremos, por cuestiones de simplicidad, dos estados puros v, vy ¥ y escribamos la
probabilidad de transicién entre estos

|l = Telpue) = o [ @0 pum, (2,15
= (27r7i)"/d”qd"pWa(q,p)-Wb(q,p) (2.16)

Si los estados son ortogonales entonces la probabilidad de transicién es nula con lo cual

/ d"qd"pWa(q,p). Ws(q,p) = 0. (2.17)

La ecuacion (2.17) indica entonces que la funcién de Wigner puede tomar valores negativos,
violando asi el primer axioma de Kolmogorov. El hecho de que la funcién de Wigner pueda
tomar valores negativos no es sorprendente puesto que dicha funcién es simplemente otra forma
de representar un cierto estado cuantico con lo cual, no puede ser simplemente una distribucién
de probabilidad. Podemos ver este efecto de la negatividad, propio de la funciéon de Wigner, como
el precio que pagamos por tener una formulacién de la mecanica cudntica en términos del espacio

de fase, es decir, una representacion en términos de posicién y momento simultaneamente.

2.1.2. La transformada de Weyl y el producto estrella de Moyal

En 1928 H. Weyl se habia planteado cémo identificar una cierta funcion clasica definida sobre
el espacio de fase con un operador definido sobre un espacio de Hilbert. Para solucionarlo intro-
dujo una definicién de cuantizacién [12], que es, en realidad, una de las infinitas cuantizaciones
equivalentes que se pueden definir sobre R?”. Algunos afios més tarde, cuando la transformada
de Wigner habia sido definida [13], se encontré que estas aplicaciones eran inversas. Sin embargo,
la invertibilidad, en este caso, requiere que en lugar de considerar las funciones del espacio de
fase, se considere el espacio de series formales en A.



7 FUNDAMENTO TEORICO

La transformada de Weyl de la funcién f(q,p) definida sobre el espacio de fases 2-dimesional

estd dada por el siguiente operador en el correspondiente espacio de Hilbert H

I f(g,p)] = (%rzy////dwadqdpf(q,p) exp [; (J(Q —q) +T(P—p)>} (2.18)

A la aplicacién J[f] se le conoce también como cuantizacion de Weyl. .

La transformada de Weyl no constituye un homomorfismo entre el espacio de las funciones
del espacio de fase con el producto punto a punto y el espacio de operadores lineales, esto puede
verse facilmente, por ejemplo, para el caso de las funciones fi(q,p) = q y f2(q,p) = p, puesto
que, ¥(gp) = %(QP + ]3@) y ¥]q]Ip] = QP; luego, en general, para cualquiera dos funciones
I(f1(q,p) f2(q,p)) # Of1(q,p)]9]f2(q,p)]. El origen de esta desigualdad viene del hecho de que
a diferencia del producto de operadores en el espacio de Hilbert el producto de funciones en el
espacio de fase es conmutativo. Para obtener la igualdad, se necesita definir un producto sobre
el espacio de funciones C°°(R?). Este producto es el producto estrella de Moyal o Groenewold

especificado mediante la siguiente relacién

O(fr* fa) = D[ [1]9[f2]- (2.19)

Este producto es un operador binario, asociativo y no conmutativo. Con este producto sobre
el espacio de funciones de C*°(R?), la transformacién de Weyl define un isomorfismo respecto al
producto de operadores sobre el espacio de Hilbert. Para la representacién de Wigner-Weyl el

producto estrella de Moyal puede definirse de la siguiente manera

h (= = ==
Fag=fexp [;(aqap—apaq)} g, (2.20)

donde, el argumento de la exponencial puede ser interpretado como una serie de potencias. De

esta forma la expresion (2.20) puede escribirse como

fxg = f {1 + % (3}3,, - Spﬁq) - (3}3,, - Spﬁq)z + ] g (2.21)

= fg+ 5 (Fgh+ O0) (222)

co| =t

De la expresién anterior vemos que en el limite A — 0 el producto estrella va al producto
punto a punto de funciones de C*°(R?) y constituye lo que se denomina una deformacion del

mismo [6]

La antisimetrizacion del producto estrella, se conoce como corchete de Moyal, esto es,

frg—gxf=1ih{f g} +OHK*) =ih{f.q}r (2.23)

donde, { , } es el corchete de Poisson y hemos denotado por { , }as al corchete de Moyal.
Con las propiedades dadas por (2.22) y (2.23) el producto estrella de Moyal define una
deformacién del dlgebra conmutativa de C°°(R?) con pardmetro de deformacién h, es decir,

define una deformacién del producto punto a punto de funciones en R?) Es en esta deformacién
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doénde se codifican las propiedades cuanticas del sistema. Con estas herramientas, podemos ahora

considerar escribir la dindmica del sistema cudntico, escrita como le ecuacién de von Neumann,

dp
th— = [H, p], 2.24
= (1. ) (224)
como una ecuacion sobre el espacio de fase. Tomamos entonces la funcién de Wigner para
representar la matriz densidad p, la transformada de Wigner del operador Hamiltoniano, y
empleamos el corchete de Moyal. Asi, el corchete de Moyal nos permite conocer la evolucién de

la funcién de Wigner en el espacio de fases, la cual estd dada por la siguiente expresion

oW (q,p,t)
ot

que, de acuerdo con (2.23), puede escribirse como

= —{Wi(q,p,t), H(q,p)}nm, (2.25)

aW(g;p,t) = _% (W(g.p,t) » H(q,p) — H(q,p) x W(q,p, )] (2.26)
= —{Wl(g,p),H(q,p)} — %O(h?’) (2.27)

donde, *, es el operador producto estrella definido en (2.20), {W(q,p,t), H(q,p)} es el corchete
de Poisson de la correspondiente funcién de Wigner, W(q, p,t), que se quiere hacer evolucionar
y H(q,p) el operador Hamiltoniano en la representacién de Wigner-Weyl.

2.2. Aplicaciéon del formalismo de Wigner-Weyl al oscilador armoni-
co bidimensional
Consideremos dos particulas de masas m y M, no relativistas, que pueden moverse en una
dimension bajo la accién de un potencial de oscilador arménico (el andlisis en términos de las
funciones de Wigner para el oscilador unidimensional puede verse en el apéndice (A)). El espacio

de Hilbert de este sistema, H, vendra dado por el producto tensorial de los respectivos espacios
de Hilbert de cada una de las particulas sometidas al potencial de oscilador armdnico, esto es,

H =My @ Hpn. (2.28)

El Hamiltoniano de cada una de estas particulas vendra dado por

. 1 1
Hy = gozbn® + M @i, (2.29)
3 Lo 1 9 o

H, = 25 Pm + 5 M Wi G- (2.30)

Los autoestados |¢s) de Hys en Hy y también los autoestados de |1),,) de H,, en H,, son
conocidos. En general, los autoestados del Hamiltoniano del sistema total H pueden ser elegidos

[Warm) = i) @ [hEm). (2.31)

Como los Hamiltonianos de los dos osciladores armoénicos unidimensionales conmutan el

de la forma
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producto tensorial de los autoestados de cada oscilador es un autoestado del Hamiltoniano total.
Por lo tanto, estos estados construidos como el producto tensorial son una base del espacio de
Hilbert total y sus correspondientes energias.

La funcién de Wigner, de acuerdo con (2.14), para un estado separable de este tipo puede

escribirse como

Ws(anr, pats Gy, Pm) = [/dQMezp]gyM Ve, (aar +yn/2) ¥k, (aar — yM/Q)]

(2mh)?

X [/dqme S g (G + YU /2) Ul (g — ym/2)] (2.32)

. . } . 3 . ., . EE'\ _ 1 EM
Si consideramos, en cambio, un estado combinacién lineal dado por [1),;/0" ) = ﬁ(w v ®

V™) + ]1/11\?”> ® [th™) ) donde, E,, # El, y Ey # E);, tendremos que la funcién de Wigner
resultante sera

—WPMYM

Went (40, P> Qs Pm) = 8(7Th)2{ [(/dQMe ey (av +ym/2) Vg, (Qu —yM/2)>

X (/dqme R g, (G + U /2) U, (dm — Y /2) )]
+ [( / danre ™ K G, (aar +une/2) G, (anr yM/2>>
X </dqme g, (@ + Y /2) Ol (@m — Y /2) )]
+ [( / dgyre™ F P (ans + v /2) Uy, (aar — yar/2) )
x < / dame ™" Py (Gm + Ym/2) U, (Gm — Ym/2) )]
- [(/que T (o /) O (ar — yar/2) )
x < / dame ™ F Yy (G + Y /2) Uy (G — ym/2) )] }

(2.33)

Este sistema de dos particulas sometidas a un potencial de oscilador arménico y las corres-
pondientes expresiones de la funcion de Wigner que para él se derivan seran de utilidad en los
capitulos posteriores.
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2.3. Funcién de Wigner semi-clasica en sistemas unidimensio-

nales integrables

Un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad (con un espacio de fase 2n-dimensional)
que posee fi=12,..m(d, p) constantes de movimiento en involucién esto es, el corchete de Poisson
es nulo para cualquier par de ellas, de manera que, m = n se denomina un sistema integrable. La
integrabilidad del sistema implica que las trayectorias en el espacio de fase estaran confinadas a
una variedad n-dimensional; se puede demostrar (ver [2]) que estas variedades especificadas por
f1, fo, ..., fn, en el caso de que las trayectorias del sistema sean cerradas, son topolégicamente
equivalentes a un toroide n-dimensional. Estos toroides se denominan toroides invariantes puesto

que cualquier trayectoria que se origine en uno de ellos permanecerd en él indefinidamente.

El sistema Hamiltoniano més sencillo en una dimensién es el de una particula de masa m,
no relativista, que se mueve bajo la accién de un potencial V(q); para este sistema la tnica
constante de movimiento es la energia por lo que la trayectoria solucién de las ecuaciones de
Hamilton estard confinada a una elipse en el espacio de fase 2-dimensional. Para una dada elipse
de energia, E, la funcién momento es una funcién bi-evaluada p(q, E') dada por

P, B) = +/2m(E - V(g)). (2.34)

El Hamiltoniano de este sistema viene dado por

H(p,q) = %pQ +V(q). (2.35)

Consideremos buscar una transformacion canodnica, esto es, una transformaciéon que preserve
las ecuaciones de moviemiento, tal que en las nuevas coordenadas candnicas, (@, P), @ sea ciclica.
Luego,

P =0= P = cte, (2.36)
e impongamos que P = cte = F. Consideremos para ello emplear la siguiente funcién generadora
S = S(g, P). En general para esta funcién sus derivadas parciales estan dadas por

S oS
=—, Q=% 2.37
(ver p.e. [8]), y el Hamiltoniano en las nuevas coordenadas serd
oS
K=H — | =F 2.38
() = E (2.39)

que es la ecuaciéon de Hamilton Jacobi independiente del tiempo. Para el sistema Hamiltoniano
dado por (2.35) tendremos que esta ecuacion se escribe como

2
ﬁ (g‘z) +V(q) = E, (2.39)

cuya solucién viene dada por
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S(¢,E) =+ /q V2m(E -V (q))dg, (2.40)

donde gy es un origen arbitrario de la elipse accesible.

En el caso de movimientos periddicos es util reemplazar P = E por una constante diferente
llamada variable de accion

I(q,p) = fpdq, (2.41)

donde § se refiere, en este caso unidimensional, a la integral sobre la elipse de energfa E en el
espacio de fase. Luego, en nuestro caso

I= 7{ V2m(E -V (q)) dgq, (2.42)

Siguiendo el mismo procedimiento anterior tendremos

q
S(g,1) = / p(g,I)dgq (2.43)
q0
donde la coordenada conjugada a I es la variable de angulo dada, de acuerdo con (2.37), por
oS
0=—. 2.44
ol ( )

Luego, cada elipse de energia clasica E vendra etiquetada por su respectiva variable de accién
Ir(q,p) y los puntos de dicha elipse estardn etiquetados por la variable de dngulo 6(q,p).Las
variables (I, ) son también variables candnicas para el sistema integrable, y son las que permiten

escribir la dindmica del sistema en la forma més simple [8].

Supongamos ahora que para un valor de la energia F, esto es, para una determinada elipse
I, construimos via cuantizacion candnica el operador Hamiltoniano correspondiente a la funcién
Hamiltoniana cldsica dada por (2.35) y proponemos que los autoestados de dicho Hamiltoniano
vienen dados por
s.c 0?S(q, 1) 2
_¢ ‘

oqor | &P ~S(q, ), (2.45)

¥(q) N

donde, C es una constante de normalizacién y S(q, ) viene dado por (2.43).

Se puede demostrar (ver [10]) que el autoestado definido por (2.45) es solucién de la ecua-
cion de Schrodinger independiente del tiempo, con autovalor de energia E. Por lo tanto, estas
soluciones serdn autoestados semi-cldsicos del operador Hamiltoniano definido de acuerdo a la
cuantizacién canénica de (2.35). Luego autoestados semi-clasicos del operador Hamiltoniano
cuantico con diferentes energias F,, se corresponderan con diferentes elipses del espacio de fase
q,p, dadas por H(q,p) = E,, y escribiremos

925(q, L) |?

2 ?

S.C __
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donde, el subindice m etiqueta la elipse de energia F,,.

En [3], M. Berry empleé estas soluciones semicldsicas de la cuantizacién del sistema inte-
grable para caracterizar las funciones de Wigner semicldsicas correspondientes. Estas soluciones
son las mas adecuadas para nuestro estudio pues van a permitir identificar las propiedades del
modelo clasico que queremos que, en ultima instancia, pase a representar a nuestros grados de

libertad “pesados”. Asi, podemos escribir la funcion de Wigner semicldsica en la forma:

C? i
W, (g, p) = 57 | Qe {ﬁ [S(q+y/2,Im) — S(a—y/2,Im) —py ]|}
0*S(a+ /2 Im) 9*S(a = y/2, 1) | (2.47)
9q 01, 9q 01 ’ '
C? i
= 57 [ e {%[S(fﬁ y/2,In) — S(g—y/2,In) —py ]}
B 1/2
y Op(q+y/2,1Im) Op(q — y/2, Im) (2.48)
I oIy,

Considerando y = 0 y expandiendo hasta primer orden la accién, podemos escribir el siguiente

lema:

Lema 1. Para un sistema semicldsico podemos determinar el limite cldsico de la funcion de

Wigner de la forma

W, (¢,p) = %M(q,p) — In). (2.49)

Esta funcion de Wigner estd correctamente normalizada sobre el espacio de fase definido por

las nuevas variables canodnicas I, 6. Este limite es una funcién delta sobre la elipse de energia E,,
. . s . S.C , , ., .

correspondiente al autoestado semi-cldsico ¥(q),,,” . Mdas atin, esta funcién es uniforme sobre la

elipse, puesto que no existe dependencia con la variable de dngulo 6.

Para evaluar el limite semi-cldsico consideremos el estado 1/1(q)s‘C con energia F, de forma
tal que su correspondiente elipse, en el espacio de fase ¢, p, viene dada por H(q,p) = E. Para
este estado semi-cldsico la ecuacién (2.48) puede escribirse como

y q+y
> dy ex Z[ d —2}
. y e p{h /q_y Ep(6) py}

W5 - L . (2.50)
mh i 'al (q—y/27p(q—y/2,E))’

ol
o (¢+y/2,p(q+y/2,F)) o

El integrando de la fase en (2.50) puede tener la siguiente interpretacién geométrica (ver [3])

Y0 A(q,p)en el punto 1
d Yo =, " 2.51
/(FFyo $P(8) T 20 A(q, p)en el punto 2 (2.51)
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donde, los diferentes elementos presentes en la expresion anterior pueden interpretarse a partir
de la Fig. (2.1)

1
1
i
[
[
|
]
1
1
[
]
[
L

1
s

Figura 2.1: Puntos 1 y 2 sobre la elipse de energia E que contribuyen a la funcién de Wigner
W5-€(q,p); en nuestra notacién Xg = yo. (M.V. BERRY [3])

Empleando el método de aproximacién uniforme (ver [3], [5]) podemos obtener la siguiente

) , (2.52)

Thi [1(2) Ip(1) — I,(2)I,(1)]2

expresién para la funciéon de Wigner semi-clasica (2.50)

3A(q,p)

2h

V2 [%A(q, p)] %Ai (

W5€(q,p) =

donde, Ai denota la funcién de Airy y los subindices ¢, p denotan derivadas con respecto a estas
variables. Esta funcién estd correctamente normalizada y puede demostrarse que en el limite
clésico va a la expresién (2.49). La expansién de esta funcién a primer orden ([3]) viene dada

por

ol
W=

WH(q,p)s.c = i(%) Ai|2{I(q,p) — I(E)} (W) ] , (2.53)

B(q,p) = IqQIpp + Igqu — 21,11, (2.54)

donde I(q,p) vendra dada por (2.41) y los subindices ¢, p denotan derivadas.

En los capitulos siguientes consideraremos estudiar sistemas cuanticos caracterizados por el
hecho de que algunos de sus grados de libertad pueden ser modelados como objetos clasicos.
De esta forma, en una primera aproximacion, los estados correspondientes a estos grados de
libertad pueden escribirse como estados semi-clasicos escogiendo el ansatz (2.46) que propone
van Vleck. Si queremos representar este sistema cuantico-clasico sobre el espacio de fase podemos
asociar estos estados semi-clasicos con la correspondiente funcién de Wigner semi-clésica, dada
por (2.52) y a los estados cudnticos con su correspondiente funciéon de Wigner cudntica.

2.3.1. Potencial de oscilador armodnico

En el caso de un potencial arménico, tendremos que las trayectorias estaran nuevamente

confinadas a elipses en el espacio de fase 2-dimensional donde para una determinada elipse, de
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energia F, tendremos que la funcién momento vendra dada por

p(¢, E) = :I:\/m(QE — mw?q?), (2.55)

y el correspondiente Hamiltoniano del sistema clasico es

1
H(q,p) = o (p2 + m2w2q2) . (2.56)

La accién dependiente de la posicion se escribe en este caso como

21
S(q,I) =1 |arctan a + 2 — — ¢? (2.57)
21 2 21 ¥V mw
\Vomw — 4 mw
donde, la variable de accién I viene dada por
E
I(g.p) = —- (2.58)

A partir de estos resultados y empleando (2.45) tendremos que la expresion para un determi-
nado autoestado semi-clasico de energia E del operador Hamiltoniano de una particula sometida

a un potencial de oscilador arménico viene dado por

PN

(m2u?) €Xp (% S(q. 1))

{p(q,f) ]_

Um(q)>C = (2.59)

/ (me) [p(g, L) /2 dg

donde, la integral del factor de normalizacion esta restringida a los valores que puede tomar ¢
dentro de la elipse y S(q, I) viene dado por (2.57).

Empleando (2.51), (2.58) y (2.55) se obtiene la siguiente expresién para la funcién de Wigner

semi-clasica para el caso de un potencial armoénico

2
3 5. [ |34(g,p)|®
- \/5[§A(q,p)] Al( 0 .
Wi(q,p) = — 2.60
wh3 [(q + yo)p(q — yo) — pla + yo)(q — yo)]*/?
donde,
E + + o7
Alg,p) = m{ arctan — =% +4 on i (g £yo)?

mo U= y())2 o

of
— |arctan (Rl + L0 22 (¥ w)? } F 2pyo (2.61)

2L —(qFw)?) (JiH'TW

A partir de esta funcién de Wigner podremos representar en el espacio de fase los autoestados
semi-clasicos correspondientes a una particula sometida a un potencial de oscilador arménico

cuantico dados segin (2.59).



Capitulo 3

Sistemas hibridos clasico-cuanticos y
la funcién de Wigner

Existen diversas situaciones fisicas en donde estamos interesados en conocer la dindmica de
un sistema cudntico cuyas particulas integrantes pueden agruparse en particulas o grados de
libertad ligeros y particulas o grados de libertad més pesados. Este es el caso, por ejemplo, de
los sistemas moleculares en donde los nicleos son pesados y lentos y los electrones son ligeros y
rapidos. Para estos sistemas, con miles de grados de libertad, no es factible intentar encontrar
una solucién cuantitativa de la ecuacién de Schrodinger. Una aproximacién natural a estos
sistemas son los sistemas hibridos clasico-cuantico en donde los grados de libertad o particulas
m&s masivas se modelizan como objetos clasicos mientras que los grados de libertad ligeros
se modelizan como objetos cuanticos. No obstante, estos grados de libertad modelados como
cldsicos evolucionan acoplados a aquellos grados de libertad cuanticos. De esta forma en este
tipo de sistemas los estados correspondientes a las particulas mas ligeras se mantienen como
estados cuanticos y los correspondientes a la particulas mas pesadas se aproximan como estados

semi-clasicos.

El formalismo matematico que nos permita explicar la dindmica de los sistemas hibridos
no es claro debido al acoplamiento entre los grados de libertad cldsicos y cudnticos presentes
en el sistema. Podriamos pensar en construir una teoria para la dindmica de estos sistemas de
forma tal que esta se aproxime tanto como sea posible a la dindmica completamente cudntica del
sistema, sin embargo, si esta dindmica no es conocida, como sucede en la mayoria de los casos
de interés, este enfoque no es util y debemos entonces recurrir a la construccién de una teoria,
desde un enfoque mas fundamental, basandonos en demandas de consistencia tanto fisicas como

matematicas establecidas por la naturaleza del sistema.

3.1. Sobre la mecanica estadistica de los sistemas hibridos

En el marco de este enfoque fundamental estudiaremos entonces la mecanica estadistica de
estos sistemas hibridos siguiendo las lineas indicadas en la referencia [1]. Una correcta descripcién
mecanico estadistica de un sistema fisico empieza por definir su espacio muestral: aquel conjunto
de estados mutuamente excluyentes (EME) que pueden ser caracterizados univocamente por
medio de los resultados de un experimento. Recordemos la nocién de espacio muestral aplicada

15
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al caso de sistemas puramente clasicos y puramente cuanticos.

En el caso de los sistemas clasicos, el espacio de fase, esto es, el espacio de todos los posibles
estados del sistema clasico, viene dado por el conjunto de todas las posibles posiciones y momen-
tos de las n particulas del sistema: Mo = {(Q, P)|Q € R", P € R"}. Es claro que cada punto
de este espacio de fase define un evento exclusivo y por lo tanto, el espacio de fase es conveniente
para la descripcién estadistica de sistemas clasicos. Es decir, el espacio de fase constituye su
propio espacio muestral. Luego, la mecanica estadistica de sistemas clasicos puede describirse
usando ensembles, esto es, empleando funciones de distribucién de probabilidad (FDP) definidas
sobre este espacio de estados, Fo = Fo(q,p).

En el caso de los sistemas cudnticos, los posibles estados del sistema vienen dados por rayos
unitarios definidos sobre un espacio de Hilbert complejo H. El espacio de todos los rayos unitarios
es un espacio de Hilbert proyectivo luego, Mg = PH. Representaremos los puntos de este

espacio, esto es los rayos, como proyectores sobre subespacios unidimensionales, p, = )l

plep
con ) € H \ {6} A pesar de que todos los estados de este espacio son fisicamente legl’ti<H1|os>,
éstos no son mutuamente exclusivos. Por ejemplo, un sistema puede tener probabilidad uno
de encontrarse en el estado py, y atn asi la probabilidad de medirlo en un estado py, no es
necesariamente igual a cero, a menos que, los estados sean ortogonales. Sin embargo, si sobre este
espacio de estados consideramos definir un conjunto maximal de vectores ortogonales y definimos
sobre este una funcién de distribucién de probabilidad podremos describir la mecéanica estadistica
de sistemas cuanticos. Esta es precisamente la idea que subyace a la matriz densidad propuesta

por von Neumann.

Alternativamente dada una distribucién de probabilidad F definida sobre el espacio de
estados, uno puede llegar a definir ensembles mediante la siguiente expresion

blFal = [ dalp)Falpu)pe (5.1

donde, dug es el elemento de volumen de la variedad descrita por Mg.

Sin embargo, definir funciones de distribucién de probabilidad, F, sobre el espacio de es-
tados, siguiendo la analogia clasica, trae como resultado sobrecontar configuraciones no mutua-
mente excluyentes.Una manera clara de ver esto es el hecho de que distribuciones diferentes
definidas sobre el espacio de estados pueden corresponder al mismo ensemble y por lo tanto ser
fisicamente indistinguibles. Este hecho de sobrecontar configuraciones puede afectar al calculo

de la entropia la cual estd intimamente ligada al nimero de configuraciones del sistema.

Descritos los correspondientes espacios de fase y espacios muestrales de los sistemas puramen-
te cldsicos y cuanticos consideremos ahora describir el espacio de fase de los sistemas hibridos.
Estos sistemas tendrdn una parte cldsica descrita por las variables candnicas posicién Q € R"™
y momento P € R" que agruparemos, por simplicidad, en la variable cldsica £ = (@, P) y una
parte cuantica descrita por un espacio de Hilbert complejo H, tal que, el espacio de fase combi-
nado hibrido serd My = M x Mg, donde X es el producto cartesiano de las correspondientes
variedades. Los observables del sistema hibrido son operadores hermiticos definidos sobre H y
pueden ser de tres tipos: observables hibridos que dependen paramétricamente de las variables
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clasicas &, A(€), observables definidos sobre el subsistema clésico A(€) = A(€)I y observables
cudnticos que carecen de dependencia sobre las variables clésicas £. Para este trabajo estas seran
todas las posibilidades consideradas, aunque, a priori se podrian considerar observables hibridos
con dependencias mas complicadas.

Con la finalidad de realizar la mecanica estadistica de sistemas hibridos de forma consistente
debemos considerar las nociones clasica y cudntica de eventos mutuamente excluyentes. De
acuerdo a estas consideraciones tendremos que dos estados hibridos (&1, py, ), (&1, Pyy) € Mu
son mutuamente excluyentes si y solo si & # & 6 (¢1|2) = 0. Siguiendo la idea de Von
Neumann y de acuerdo al teorema de Gleason [7] tendremos entonces que si definimos una
funcién de distribucién de probabilidad, Fic, sobre este conjunto podremos contruir una matriz
densidad para el sistema hibrido de forma consistente. Debido a que las propiedades fisicas del
sistema, en general, combinan a los estados de Mg vy M no podemos pensar en estos conjuntos
como conjuntos estadisticamente independientes. Sin embargo, si asumimos que podemos medir
cualquier observable clésico y cualquier observable hibrido, fl(f), simultaneamente entonces,
podemos definir la probabilidad condicional, p(alf), asociada a la medicién de un autovalor
del operador /l(f ) cuando el subsistema cldsico se encuentra en un estado arbitrario & € M.
Podemos entonces descomponer las probabilidades asociadas a una medicion hibrida en una
probabilidad marginal definida sobre el conjunto de variables aleatorias £, esto es, sobre el

espacio de fase cldsico y una probabilidad condicional asociada a la medicién del observable

A~

A(¢) dado &:

p(a,§) = Fo(8) plalf). (3.2)

El teorema de Gleason [7] afirma que cualquier sistema cudntico de dimension estrictamente
mayor que 2 puede caracterizarse univocamente mediante una matriz densidad, esto permite
definir en cada punto & una matrix densidad /¢ la cual proporciona las probabilidades de medir
un autovalor a del observable A(£) dado ¢ a través de la regla de Born p(al¢) = Tr[p¢#,(€)],
siendo 7, (&) el proyector sobre el subespacio asociado al autovalor a. A partir de esto, podemos
definir también la matriz densidad hibrida como la matriz é&-dependiente

(&) = Fo(&)ps, (3.3)

tal que la distribucién bivariada p(a, ) se obtiene a partir de Tr[p(£)7(a)]. Es importante
sefialar que la construccién de la matriz p¢ a partir una distribucién de probabilidad, Fge, no
es univoca, lo que hace que la obtencién de esta matriz densidad condicional, a través de esta
via, sea complicada.

Para cada £, p(&) es un operador autoadjunto, no negativo y se encuentra normalizado sobre
el espacio de fase hibrido

/ dpc(©)Te[p(€)] = 1. (3.4)
Mc

lo cual, es una consecuencia inmediata de la normalizacion de F(€) y p¢. Por lo tanto, dado un
estado hibrido determinado por el punto clasico £, cuya probabilidad viene dada por Trp(&), y



18 SOBRE LA MECANICA ESTADISTICA DE LOS SISTEMAS HIBRIDOS

el estado cuantico representado por el proyector 7, la probabilidad de medir al sistema hibrido
en este estado viene dada por Tr[p(§)7].

Habiendo caracterizado asi los estados, podemos ahora pasar a considerar la funciéon entropia
correspondiente. Empleando la definiciéon general de entropia para una distribucién bivariada
p(z,y) tendremos que la entropia de un sistema hibrido puede descomponerse en una entropia
(clasica) asociada a la distribucién marginal cldsica y una entropia cuéntica (entropia de von
Neumann) asociada a la probabilidad condicional p¢, la cual estard pesada por la distribucién

clasica, esto es,

il i Sun (759)

N

SIH(©)] = —kp /M dpic(€) Fe (€)log(Fo(€)) + /M dpc(€)Fo (&) [ kpTe(logi)]  (3.5)

C

Esta entropia propuesta en [1] combina la informacién cuédntica y cldsica del sistema hibrido
de forma consistente puesto que pesa correctamente a ambos subsistemas, en particular al subsis-
tema cudntico, a partir de la nocién de eventos mutuamente excluyentes definida sobre el espacio
de fase hibrido. Ademas si consideramos que el sistema cldsico es puro, esto es, Fo(£) = §(§ —&p)
tendremos que la entropia del sistema serd tnicamente la entropia de von Neumann; en cambio,
si consideramos que el sistema cudntico es puro, esto es, la entropia de von Neumann es nula,
recuperamos la entropia cldsica. Por lo tanto, la entropia definida por (3.5) tiene correctamente
definidos los limites cldsicos y cudnticos.

A partir de esta funcién de entropia y considerando que el sistema hibrido se encuentra en
equilibrio podemos hallar el ensemble de equilibrio imponiendo el principio de maxima entropia.
Se puede demostrar (ver [1]) que el ensemble que maximiza la entropia, entre aquellos con un

valor fijo de la energia promedio E = <f[ (£)), viene dado por

e—BH(E)
prace(§) = Zunon(B)’ (3.6)
Zoce(®) = [ dnoleye?1O) (3.7)

donde H(¢) = f&(6)I + Hg(€), Zrcor es la funcién de particién del ensemble de equilibrio y 3
es una constante determinada por el valor de la energia.

Se puede chequar que el ensemble definido por (3.6) satisface una serie de requerimientos
propios de un ensemble candnico de equilibrio:

1. Factorizacion de la funcién de particion y por ende aditividad de las variables termo-

dindmicas extensivas.

2. Los ensembles clasicos y cuanticos que maximizan la entropia de Gibbs y la entropia de von
Neumann se recuperan cuando solo puntos cldsicos son permitidos y cuando solo existen
estados de energia cuanticos respectivamente.
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3. Si el acople entre los dos subsistemas que conforman el sistema hibrido tiende a cero,
entonces el ensemble candnico hibrido es el producto de los ensembles clasico y cuantico

lo cual maximiza la suma de sus respectivas entropias.

Otro de los requerimientos que un ensemble de equilibrio debe verificar es la estacionaridad
del ensemble bajo la dindmica de los microestados. Sin embargo, la ecuacién de la dindamica
hibrida, esto es, la ecuacién maestra que nos permita conocer la evoluciéon para todo tiempo de
la matriz densidad hibrida, y por ende, la dindmica de los microestados hibridos, es un tema
abierto. Como la ecuacién de von Neumann hace estacionario el ensemble candnico cuantico, es
claro que, una ecuacion generalizada de von Neumann haria estacionario al ensemble canénico
hibrido, ya que este ensemble es un aproximacién semi-clasica del ensemble candénico cuantico.
Sin embargo, otras dindamicas también son posibles. La finalidad de nuestro estudio, a medio
plazo, es conseguir, precisamente, una caracterizacién de la dindmica de p(&). En este sentido,
queremos estudiar que informacién nos puede proveer el formalismo de Wigner-Weyl acerca de
la caracterizacién del sistema mecanico estadistico hibrido y por ende de la dinamica de estos.

3.2. Aplicacion al formalismo hibrido de las funciones de Wigner

El formalismo de las funciones de Wigner y en particular, la caracterizacién semi-clasica
de estas funciones [3] nos podria permitir de una manera sencilla caracterizar la distribucién
de probabilidad marginal clasica y la probabilidad condicional para un sistema hibrido clasico-
cudntico. Para este trabajo en particular consideraremos hacer esta caracterizacion en el caso
de un sistema de dos particulas de masas m y M como aquel descrito en la seccién (2.2). Si
asumimos que M > m podemos considerar este sistema como un sistema hibrido donde la
particula més pesada puede modelizarse como un objeto semi-clasico tal que sus estados pueden
aproximarse por los estados semi-clasicos dados segin (2.59). Luego, por ejemplo, en el caso de
que el sistema se encuentre en un estado separable tendremos, de acuerdo con (2.32), que la

funcion de Wigner correspondiente a dicho estado puede escribirse como

1 —ip UM
Ws(qr, pars @y Pm) = @nh)? [/dQMe n s (a +ym/2) Vg (qu —yM/Q)]
x [ / dame ™" F " Vi, (gm + Ym/2) ¥, (@m — ym/2>] (3.8)
= W(QM,PM) 8-C W(vapm)v (39)

donde, W (qas, par) 8¢ vendra dada por (2.60)

En general, considerando la expansién asintética de la funcién de Wigner semi-clasica ten-
dremos que ésta es una serie que incorpora progresivamente los efectos cuanticos. Empleando

(2.49) y (2.53) tendremos los dos primeros efectos que vendran dados por,
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Woarmn)™ = WS o) = 5 8(Hans par) — I (3.10)
1 s.c 1 1 3 . 1 s
Wi(am,pm) = 7r<hQB(quM)> Al Q{I(QM,Z?M)—I(E)}<7MW> ]
(3.11)

Si suponemos que a orden n esta funcién de Wigner semi-cldsica constituye una “buena”
distribucién de probabilidad, en el sentido de que es siempre positiva para todo punto del espacio
del fase en el que estd definida, esto es, satisface el primer axioma de Kolmogorov entonces, el
orden enésimo de la funcién de Wigner semi-clasica, W™ (qas, p M)S'C, podra ser considerada como
la funcién de distribucién marginal clasica y W™ (qar, Par, @m, Pm) seréd equivalente a p(€) dada
por (3.3). A partir de las expresiones (3.10), (3.11) podremos verificar si hasta orden uno en la
expansion asintotica de la funcion de Wigner semi-clédsica ésta constituye una buena distribucion
de probabilidad.

A partir de la caracterizacion de la distribucién marginal cldsica, una caracterizacion de la
probabilidad condicional, 5¢, también es posible, puesto que si consideramos hacer el cociente
de la funcién de Wigner, W (qar, pary Gm, Pm), con la funcién de distribucién de probabilidad
marginal cldsica, dada por W"(qas, pM)S‘C, obtendremos W (x,, pm) que es una representacion,
en términos del espacio de fase, de la matriz densidad asociada a los grados de libertad cudnticos.

Luego, nuestro objetivo serd aprender a construir estos érdenes de la funcién de Wigner
semi-clasica tanto para el caso en el cual el sistema de dos particulas se encuentra en un es-
tado separable como para el caso mas general en el cual el sistema se encuentra en un estado
entrelazado. A partir de esta construccién podremos tener una caracterizacién de las distintas
probabilidades asociadas a la medicion hibrida de nuestro sistema.

La caracterizacién tnivoca de p¢ no es la tnica ventaja que ofrece la implementacién de
las funciones de Wigner dentro del formalismo de los sistemas hibridos sino que ademaés la
estructura iterativa de la funciéon de Wigner semi-clasica permitiria tomar en cuenta posibles
correcciones para la matriz densidad hibrida (3.3) a través de los k — n 6rdenes restantes de la
aproximacién. Estas correcciones a la matriz densidad hibrida se traducen consecuentemente,
en posibles correcciones para la dinamica de ésta. No obstante, el estudio dinamico se analizara
en un trabajo futuro.



Capitulo 4

Aplicacion: funciones de Wigner de
dos osciladores armodnicos

unidimensionales

En este capitulo se mostraran los resultados originales obtenidos de la construccién de la
funcion de Wigner semi-clasica correspondiente tanto a un estado separado como a un estado
entrelazado de nuestro sistema unidimensional de dos particulas sometidas a un potencial de
oscilador arménico. Su interés es, primero, la caracterizacién simple de los candidatos a dis-
tribucién marginal cldsica para un sistema estadistico hibrido cldsico-cudntico. Ademads, estos
resultados nos proporcionan una fuente de informacién valiosa para la segunda parte de este
proyecto en el que se pretende estudiar la forma en que la dindmica de un sistema completa-
mente cuantico se reflejaria en una aproximacién en la que parte de los grados de libertad se
aproximan por variables clasicas. Estudiaremos especificamente autoestados semi-clasicos co-
rrespondientes a energias Fy = %hw y E1 = %hw A lo largo de este capitulo consideraremos
m=1 M =4y w, =wy = 1. Es importante destacar que a pesar de emplear esta notacién
para las energias, estas son energias clasicas. Las energias clasica en el espacio de fases forman
un continuo y en particular se puede elegir estos valores de la energia, esto es, elegir la elipse
dada por H(q,p) = Ey 6 la elipse dada por H(q,p) = Ej.

Para realizar el calculo de la funcion de Wigner semi-clasica se ha desarrollado un cédigo en
Python empleando las librerias NumPy, SymPy y SciPy. Este cédigo se encuentra en el anexo
(B) del presente trabajo.

4.1. Construccion de las funciones de Wigner semi-clasicas para

un estado separable.

A lo largo de esta seccién consideremos estudiar el caso de un sistema de dos particulas, como
aquel discutido en la seccién (2.2), en un estado separable. Sabemos que para dicho sistema la
funcién de Wigner viene dada por (3.9), mas ain, dado que la funcién de Wigner asociada a los
grados de libertad cuanticos estd normalizada sobre el espacio de fase, si consideramos integrar
sobre éstos, podremos estudiar la funcién de Wigner semi-clédsica correspondiente a dicho estado,

esto es,

21
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Semiclassical Wigner function- Fundamental state Semiclassical Wigner function-Excited state
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Figura 4.1: Izquierda: Funciéon de Wigner semi-cldsica para estado de energia Ey. Derecha:
Funciéon de Wigner semi-clasica para estado de energia Fj.

W(qns,pna) 5

—WMYM

]‘ *
dqmdpm Ws(qar, Prs Gms Pm) = [(%h) /dQMe VeS¢ (an + yar/2) ¥, (aar — yM/2)]

W(Qm 7p'm)

x | dgmdpm, [(27r1h) / dgme ™" P, (Gm + Ym/2) ¥l (gm — ym/2)]

WEA{EJSC (qM?pM)7 (41)

donde, WEMEJS'C (qar, par) viene dada por (2.60).

En la Fig. (4.1) se puede observar una representacién grafica de esta funcién de Wigner
semi-cldsica correspondiente a autoestados de la forma (2.59). La funcién de Wigner semi-clésica
correspondiente al autoestado de energia Ej (figura izquierda) es positiva en todos los puntos del
espacio de fase donde se encuentra definida, esto es, en la elipse H(q, p) = Ep. Sin embargo, en el
caso del autoestado de energia E; (figura derecha) la funcién de Wigner posee valores negativos
para algunos puntos del espacio de fase restringidos a su respectiva elipse H (g, p) = E;. Podemos
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ver que para ambos casos las respectivas funciones de Wigner semi-clasicas presentan oscilaciones
dentro de la elipse, dichas oscilaciones provienen de la suma de los efectos cudnticos que contiene
la expansion asintética de la funcion de Airy. Puede observarse también que ambas funciones de
Wigner semi-clasicas parecen estar delimitadas a los extremos de la elipse, cayendo a cero para
valores ¢, p fuera de esta. La delimitacién sobre los extremos ¢ es bastante notoria y, en principio,
lo mismo deberia ocurrir para los extremos p, sin embargo, puede que esto no se observe por

falta de precisién numérica en el cdlculo de estas funciones.

El orden cero de la expansién de la funciéon de Wigner semi-clasica se encuentra representado,
para el caso del estado de energia Fi, en la Fig.(4.2) izquierda (el caso correspondiente a la
energia Fy seria andlogo). Recordemos que habiamos probado analiticamente que este limite
clésico corresponde a una funcién delta centrada en la elipse de energia Fy. Més atin, W9(q, P)s.c
es uniforme y positiva sobre la elipse. Para este caso limite no se tienen las oscilaciones que
estaban presentes dentro de la elipse en la funcién de Wigner semi-cldsica correspondiente a
las Figs. (4.1) por lo que, en este limite las correcciones cuanticas son nulas, correspondiéndose

efectivamente con el limite clasico puro de la parte semi-clasica del estado separable.

Classical limit of W(q, p)- excited state
Semiclassical Wigner function-First order correction

lel3

Figura 4.2: Izquierda: Orden cero de la funcién de Wigner semi-clasica correspondiente al
estado de energia Fy. Derecha: Orden uno de la funcién de Wigner semi-clésica correspondiente
al estado de energia Ej.

El orden uno de la expansion asintdtica de la funcion de Wigner se representa en la Fig.
(4.2) derecha. De esta representacién se puede observar que este primer orden de la funcién
de Wigner semi-clasica no es positivo ni tampoco uniforme sobre la elipse, ya que contiene
oscilaciones dentro de esta que pueden tomar valores negativos. A partir de esto podemos ver
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que ya a primer orden los efectos cudnticos se manifiestan.

Luego, estrictamente hablando, sélo a orden cero en la aproximacién asintética [Fig. izquierda
(4.2)] la funcién de Wigner semi-clasica constituye una buena funcién de distribucién marginal
clasica para nuestro sistema clasico-cuantico puesto que es la tinica que carece de negatividad y
de contribuciones cuanticas que se manifiestan dentro de la elipse como oscilaciones. De acuerdo
con esto tendremos que W2 (qus, par, G, Pm) = WO(qM,pM)S'C W (qm,pm) serd equivalente la
matriz densidad dada por (3.3), de forma que la expresiones analiticas para la densidad de
probabilidad marginal clasica y la probabilidad condicional cudntica, asociadas a este estado

separable, vendran dadas segin

Fo(&) = Folam,pm) = 5<I(QM,19M) - %): (4.2)

s = ﬂ[(mlh) / A" . (dm + Yy /2) V. (g —ym/2>>] — O[W (s pm)] (4.3)

donde, I(q,p) viene dada por (2.58) y g, son los autoestados de energia correspondientes al

oscilador armoénico cuantico en la representacién posicién.

El hecho de que las correcciones cuanticas aparezcan ya a primer orden en la expansion
asintética nos dice que la funcién de Wigner semi-clasica ya a este orden dejard de ser una
buena funcién de distribucién marginal clasica para nuestro sistema hibrido. Si estos efectos
cuéanticos aparecieran mucho después y por consiguiente, fuesen muy pequenos (érdenes altos en
h), entonces, podriamos pensar que la matriz densidad hibrida propuesta en la ecuacién (3.3)
es un modelo bastante aproximado. Sin embargo, debido a la rdpida aparicion de estos efectos
(6rdenes bajos en h) el modelo estd incompleto puesto que se corresponde unicamente con el
orden cero puro de la funciéon de Wigner semi-clasica. Para obtener entonces un modelo mas
aproximado de nuestro sistema, la matriz densidad hibrida p(§) definida segun (3.3) debera
tomar en cuenta, al menos, las primeras correcciones cuanticas dadas por los primeros érdenes
en la expansion asintdtica. A partir de la expresion (3.11) se puede obtener la primera correccién

al modelo propuesto por [1].

4.2. Construccién de las funciones de Wigner semi-clasicas para

un estado entrelazado

La caracterizacién anterior es védlida para un caso separable, que resulta relativamente simple.
No obstante, vamos a ver que con las mismas herramientas, pueden estudiarse los casos de
algunos estados entrelazados, cuyo andlisis directo en términos de las matrices densidad hibridas
pueden resultar complicados. Consideremos entonces hacer el mismo andlisis anterior pero, para

el caso en el que el sistema se encuentra en un estado entrelazado del tipo | ManE,> = % (W ]\51‘4 )
[V ™) + |¢15§”> ® |wn€’lﬂ>), donde, Ey # EYy; v Ep # EJ,. Empleando la aproximacién semi-
clésica para los grados de libertad de masa M tendremos, a partir de (2.33) y (2.59), la siguiente
expresion para la correspondiente funcién de Wigner del estado entrelazado
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1

Went (9815 PM GmsPm) - = 5 {WEMEMS'C (arr, o) Wi, 5, (G D)

+ WEME;MS'C (qar,par) WEmE;n (@m>Pm) + WE;WEMS'C(CIMapM) WE»/mEm (¢m>Dm)

+ We g >, pm) Wy (Qm7pm)}a (4.4)

donde, los subindices EE’, EE y E'E’ se refieren a la energia de los autoestados involucrados
en el célculo de la funcién de Wigner y, Wg,, £, (qn, par), WER[EMS'C(qM,pM) se refieren a
la funcién de Wigner semi-clasica dada por (2.60). Para este caso, consideraremos F = Ej y
E' = F;.

Nuevamente, si consideramos integrar Went (qar, Pary Gm, Pm) sobre las coordenadas ¢, pm
del espacio de fase podremos caracterizar la funcién de distribuciéon marginal asociada al estado
entrelazado. Sin embargo, en este caso, la integral sobre las variables g, pn, de las funciones de

Wigner, de la forma Wgg 6 Wgg, correspondientes a los estados cuanticos son cero, luego,

1
Agmdpm Weng (QMvaa Qmapm) = 5 VVEMEMS‘C (

5 qm,pumr) + WE;ME;MS'C((JM,}?M)

1
= §We%€(qM,pM). (4.5)

Semiclassical Wigner function-Entangled state

Figura 4.3: Funciéon de Wigner semi-clasica para el estado entrelazado.
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En la Fig. (4.3) se puede observar una representaciéon de esta funcién de Wigner semi-
clasica. Podemos ver que dicha funcién de Wigner posee valores negativos para algunos puntos
del espacio de fase restringidos a la elipse H (g, p) = E1. En este caso, también se pueden observar
oscilaciones dentro de la elipse, sin embargo, como se puede apreciar de las Figs. (4.1) y (4.3) hay
una mayor cantidad de estas oscilaciones para el caso entrelazado que para los casos de estados
separables de energias Fy y E71. Esto se debe a que para el caso entrelazado hay una “suma”
de las diferentes contribuciones cudnticas, correspondientes a los dos estados entrelazados de
diferentes energias, a la funcién de Wigner semi-clasica. Nuevamente se observa que la funcién
de Wigner semi-clasica se encuentra delimitada a los extremos de la elipse de mayor energia,
cayendo su valor a cero para puntos del espacio de fase exteriores a esta elipse. Sin embargo,
es importante mencionar que dos delimitaciones deberian verse de forma clara, pero, solo una
aparece. La razon de esto es que la discretizacién empleada para representar la funcién de
Wigner correspondiente al estado de energia F; en puntos (g, p) exteriores a la elipse de energia
H(q,p) = Ey no contiene el punto en el cual aparece la delimitacién para la elipse de menor

energia.

El orden cero de la expansion asintética de la funcion de Wigner semi-clasica para el estado
entrelazado puede verse representado en la Fig. izquierda (4.4). Este orden se caracteriza por
dos funciones deltas centradas en las elipses de energias Ey y Ei. Ambas deltas son uniformes
y positivas sobre las respectivas elipses de diferentes energias. Dentro de la elipse no tendremos
ningtn tipo de contribuciones cuédnticas (oscilaciones), por lo que este limite se corresponde con

el limite puramente clasico de la parte semi-clasica del estado entrelazado.

El orden uno de la expansién asintética para la funcién de Wigner semi-clésica correspon-
diente al estado entrelazado puede verse en la Fig. derecha (4.4). Este primer orden se caracteriza
por ser negativo para algunos puntos (g, p) dentro de la elipse determinada por E; y también por
contener oscilaciones dentro de dicha elipse. Luego también para el caso entrelazado vemos que
las contribuciones cuanticas se hacen presentes para el primer orden de la expansién asintética

en la aproximacién semi-cléasica.

Tendremos entonces que también para el caso de estados entrelezados, sélo a orden cero la
funcién de Wigner semi-clasica, We%tc (qar, par), constituye una buena distribucién de probabi-
lidad marginal cldsica para nuestro sistema hibrido. A este orden, entonces, dicha funcién de
Wigner semi-cldsica se corresponde con Fg (&) la cual vendra dada de forma analitica por la

siguiente expresion

Eq

Fo(&) = Folam, pu) = % [5 (I(qM,pM) — 5\3) + (5<I(QM7PM) - W) , (4.6)

con lo cual, la expresién analitica para p¢ puede expresarse como
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Semiclassical Wigner function-First order correction Entangled state

Classical limit of W(q, p)- entangled state

Figura 4.4: Izquierda: Funcién de Wigner semi-clasica de orden uno para el estado entrelazdo
Derecha: Funcién de Wigner semi-clasica de orden dos para el estado entrelazado.

1
£ 9 %1% S.C
Fo(gu,pa) \ - Frbm (

X
Il

av, ) We, g (Gms Pm)

+ WEMEMS'C(qupM) VVE;,%E,’ﬂ (Qma pm) . (47)

Noétese que, p(§) vendra dado por el producto de (4.6) y (4.7).

Al igual que en el caso anterior, vemos que la caracterizacién de la matriz densidad hibrida
dada en general por (3.3), es una caracterizacién incompleta puesto que se corresponde con el
orden mas bajo en la expansién asintética de la funcion de Wigner en la aproximacion semi-clési-
ca. Luego, para caracterizar correctamente el sistema estadistico clasico-cuantico no podemos
emplear unicamente (3.3) sino que ademds debemos tomar en cuenta las diferentes correcciones
cuanticas que aparecen rapidamente en los primeros o6rdenes de la aproximacién semi-clédsica.
Una primera correccién para la matriz densidad viene dada, de acuerdo con (3.11),por la si-

guiente expresién analitica
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p§) =1 [Wl(QM,pM)S'C} ; (4.8)
donde,

Q{IO(QMapM) —I(%)}(M) ]

I}

(4.9)

1 1 ’
W anr. ¢ 2l A;
(g par) 77{ <tho(QM»pM)> 1

1 3
+ — | Al
<ﬁ231(QM,pM))

Wl

2{]1((]MaPM) - I(El)} <h231(qlMpM))

con los subindices 0 y 1 de las funciones I(qns, par) v B(qar, par) refiriéndose a los dominios donde

estdn definidas dichas funciones los cuales vienen caracterizados por las elipses H(x s, par)-



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha comenzado el estudio del tratamiento de las funciones de Wigner
para la caracterizacion de sistemas hibridos clasico-cudnticos. Se ha considerado el caso simple
de un par de osciladores arménicos en el cual uno de ellos se estudia desde una perspectiva
semicldsica (para representar a las particula pesada) y el otro desde una perspectiva cuantica.
Hemos probado que la implementaciéon del formalismo de Wigner-Weyl dentro de la aproximacion
de autoestados semi-clasicos (2.45) nos ha permitido construir la funcién de Wigner semi-clésica
tanto para un estado separable como para un estado entrelazado del sistema hibrido. A partir
de esta construccion podemos concluir que sélo a orden cero la funcién de Wigner semi-clasica
correspondiente constituye una buena distribucién de probabilidad marginal cldsica para nuestro
sistema hibrido puesto que al considerar el siguiente orden en la expansién asintética de dicha
funcion de Wigner aparecen contribuciones cuanticas como oscilaciones dentro de la elipse clasica.
Por lo tanto, sélo a este orden cero, la funcién de Wigner semi-clasica se corresponde con la
distribucién de probabilidad marginal clasica Fr(€). Gracias a la implementacién del formalismo
de Wigner-Weyl dicha distribucién marginal clasica y la distribuciéon de probabilidad cuéntica
del sistema han sido obtenidas de manera analitica para cada uno de los estados estudiados.

El hecho de que ya a 6rdenes bajos en la aproximacién semi-clasica aparezcan efectos cuanti-
cos nos dice que la matriz densidad hibrida dada por (3.3) constituye un modelo incompleto para
la descripcién del estado del sistema hibrido puesto que esta se corresponde con el orden més
bajo en la expansién asintética de funcién de Wigner semi cldsica. A partir del tratamiento de
las funciones de Wigner hemos conseguido una expresién analitica para la correccion de primer

orden de esta matriz densidad hibrida en los dos casos.

Vemos asi, que la implementacion del formalismo de Wigner-Weyl ofrece un enfoque en
el cual se pueden caracterizar, de manera sencilla, las distintas probabilidades asociada a la
medicién hibrida del sistema, esto es, la distribucién de probabilidad marginal clasica y la
probabilidad condicional cudntica. Ademaés este formalismo nos puede proveer informacién sobre
las distintas correcciones que debemos hacer a la matriz densidad hibrida (3.3) y también a una
posible ecuacién de von Neumann generalizada para de esta forma obtener una descripciéon mas
aproximada del sistema mecénico estadistico clasico-cudntico. Por lo tanto consideramos que
mediante este enfoque podemos mejorar la descripcion del sistema hibrido mecanico estadistico.
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