Trabajo de Fin de Grado

Un modelo de simulacién de procesos

pirodinamicos y de combustion de sbélidos

Grado en Fisica

Autor: Andrés Lain Sanclemente
Directores: Pilar Garcia Navarro y Adridn Navas Montilla

Departamento de Ciencia y Tecnologia de Materiales y Fluidos

10 de septiembre de 2021

a\ s2s  Universidad
Facultad de Ciencias 11}
Universidad Zaragoza T Zaragoza

1542



Andrés Lain Sanclemente INDICE

Indice

[1.3. 'Trabajos previos| . . . . . . .. .
[1.4. Objetivos y metodologial . . . . . . . . . . . .

W N = =

2D 11 — ol Br
[2.1. Fenomenologia experimental| . . . . . . ... ..o oo 00000000
[2.2. Hipoétesis del modelo| . . . . . . . .
2.3. Ecuaciones del modelal . . . . . . . . ..

co 00 = Ot W W

[2.5. Modelo completo| . . . . . . . ..

I3 B ] 3 —— I
Z




Andrés Lain Sanclemente

INDICE

|C. Esquemas numeéricos para la resoluciéon de sistemas de ecuaciones diferenciales |

|C.2. Algoritmos| . . . . . . . .

ID. Métodos numéricos para resolver la ecuacion del sélido|

ID.2. Algoritmos| . . . . . . . e

|[E. Solucion exacta del problema de Riemann para las ecuaciones de Euler|

[FF. El método de Godunov]

|G. Métodos aproximados para resolver el problema de Riemann|

[H. Condiciones de contorno de las ecuaciones del gas|

[I. Refinamiento adaptativo|

T Condici 1 — F I T 0l

IN. Verificacion completa de los métodos de resolucion del gas|

49
49
50

51
o1
95

58

65

68
68
68
69

71

74

76

83

90
90
92

99

101

I



Andrés Lain Sanclemente INDICE DE CUADROS

Indice de cuadros

|[1. Tests realizados para verificar el buen tuncionamiento de los solucionadores del sélido. |

| CE significa «convergencia a estado estacionario» y I’ significa «transitorio».. . . . . 15
3. 'Tests realizados para verificar el buen tuncionamiento de los solucionadores del gas. |
| CE significa «convergencia a estado estacionario» y T significa «transitorio».|. . . . . 104

11



Andrés Lain Sanclemente INDICE DE FIGURAS

Indice de figuras

[I.  Izquierda: despegue de la lanzadera espacial Discovery para la mision STS-120 (23 [

| de octubre de 2007) (fotografia extraida de |4]). Centro: fuegos artificiales (fotografia [

| tomada de Popular Mechanics). Derecha: demostracion de disparo de canon en el [

| fuerte McHenry, en Estados Unidos (fotografia tomada de National Park Service).. . 1

[2. Diferentes formas en las que se puede posicionar el combustible. La linea verde denota |

| la posicion del frente de combustion, la interfase entre el sélido v el gas. Izquierda: |

| configuracion de quemado hasta el final. Derecha: configuracion de quemado radial| . 2
3.  Resumen del modelo empleado.| . . . . . . .. . ... L oo 9
4. Esquema del método de voliimenes finitos.| . . . . . . .. ... ... ... .. 10

. Arriba: solucion del test 1. Abajo: solucion del test 2. Izquierda: sin refinamiento |

| adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.|. . . . . . . . ... ... ... ... 16

6. Arriba: solucién del test 3. Centro: solucion del test 4. Abajo: solucidon del test 5. |

| Izquierda: sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo| . . . . 17

7. Solucion del test 3. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. lzquierda: |

| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo . . . . . . . . .. 18

[8. Solucion del test 9. Arriba 1zquierda: densidad. Arriba derecha: temperatura. Centro |

| izquierda: presion. Centro derecha: area. Abajo izquierda: velocidad. Abajo derecha. |
| namero de MachlJ . . . . . . ... 19

9. Soluciéon del test de combustion en cidmara cerrada. Arriba izquierda: temperatura. |

| Arriba derecha: presion. Centro izquierda: densidad. Centro derecha: velocidad. Abajo |

| izquierda: velocidad de quemado. Abajo derecha: posicion del frente de combustion.|. 20

| 1zquierda: temperatura. Arriba derecha: presion. Centro izquierda: densidad. Centro |

| derecha: velocidad. Abajo 1zquierda: velocidad de quemado. Abajo derecha: posicion |

| del frente de combustion.l. . . . . . . .. 22

| 1izquierda: temperatura. Arriba derecha: presion. Centro 1zquierda: densidad. Centro |

| derecha: velocidad. Abajo 1zquierda: velocidad de quemado. Abajo derecha: posicion |

[ del frente de combustionl. . . . . . . . . .. 23
(2. Conducto de area variablel. . . . . . . . . . . ... ... 26
[13.  Variacion del area a lo largo del conducto.f . . . . . . . ... ... ... . 32
[I4. Volumen de solidol] . . . . . . . . . . 36
|15.  Volumen de control elegido para la deduccion de las condiciones de contorno.| . . . . 43

[16. Arriba izquierda: choque, discontinuidad de contacto, choque. Arriba derecha: rare- |

| faccion, discontinuidad de contacto, choque. Abajo izquierda: choque, discontinuidad |

| de contacto, raretaccion. Abajo derecha: rarefaccion, discontinuidad de contacto, ra- |

[ refacciOn. . . . . . 59

[17. Volumen de control que incluye la ultima celda sélida y la primera celda gaseosa.| . . 76



https://www.popularmechanics.com/home/lawn-garden/a21966868/july-4-bottle-rockets-fire-danger-fireworks/
https://www.nps.gov/subjects/sound/sounds-cannon.htm

Andrés Lain Sanclemente

INDICE DE FIGURAS

[I8. Grafica de la funcion f (M) que aparece en el teorema |2 en la pagina 83| para v = 1.4, 89
[19.  Solucion del test 0. Arriba izquierda: densidad. Arriba derecha: velocidad. Abajo: |
| PTESION.| . . . . . .. 104
[20.  Solucion del test 1. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . . . .. 105
[21. Solucion del test 2. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. lzquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . . . .. 106
[22. Solucion del test 3. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. [zquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo| . . . . . . . . .. 107
[23. Soluciéon del test 4. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . . . .. 108
[24.  Solucion del test 5. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . . . .. 109
[25.  Izquierda: solucion del test 6; densidad. Derecha: solucion del test 7; densidad.|. . . . 110
[26.  Solucion del test 8. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con reinamiento adaptativo . . . . . . . . .. 111
[27. Evolucion de la malla computacional en funcidon del tiempo. Arriba izquierda: test |
| 1. Arriba derecha: test 2. Centro izquierda: test 3. Centro derecha: test 4. Abajo |
| 1zquierda: test 5. Abajo derecha: test 8. . . . . . .. ..o o0 112
[28. Solucion del test 9. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. lzquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo| . . . . . . . . .. 113
[29.  Solucion del test 9. Arriba: area. Centro: velocidad. Abajo: nimero de Mach. Izquier- |
| da: sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . .. 114
[30.  Solucién del test 10. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. Izquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . . . .. 115
[31.  Solucion del test 10. Arriba: area. Centro: velocidad. Abajo: nimero de Mach. Iz- |
| quierda: sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . 116
[32.  Solucion del test 11. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. Izquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . . . .. 117
[33.  Solucion del test 11. Arriba: area. Centro: velocidad. Abajo: nimero de Mach. Iz- |
| quierda: sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . 118
[34.  Solucion del test 12. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. lzquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . . . .. 119
[35.  Solucion del test 12. Arriba: area. Centro: velocidad. Abajo: nimero de Mach. Iz- |
| quierda: sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . 120
[36.  Solucién del test 13. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. Izquierda: |
| sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . . . . .. 121
[37. Solucion del test 13. Arriba: area. Centro: velocidad. Abajo: numero de Mach. Iz- |
| quierda: sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.| . . . . . 122




1 INTRODUCCION
Andrés Lain Sanclemente

1. Introducciéon

1.1. Motivacion

Existen situaciones en las que se requiere hacer uso de una gran cantidad de energia en un corto
periodo de tiempo como, por ejemplo, disparar un proyectil con un arma de fuego, realizar una vola-
dura en la construccién de una carretera o enviar satélites al espacio. En todos estos casos, se libera
la energia almacenada en un material mediante una reaccién quimica, generalmente una combustion.
Los materiales que presentan estas caracteristicas reciben el nombre de materiales altamente ener-
géticos [1I]. La mayoria de estos materiales son solidos y ampliamente utilizados tanto en coheteria,
como en balistica y en pirotecnia [11 2, 3]. Los antiguos transbordadores espaciales Space-Transport-
System (STS), por ejemplo, contaban con dos propulsores recuperables de combustible s6lido que se
empleaban durante la primera fase del vuelo [4]. En la ﬁgura podemos ver muestras de estos usos.

Figura 1: Izquierda: despegue de la lanzadera espacial Discovery para la mision STS-120 (23 de
octubre de 2007) (fotografia extraida de [4]). Centro: fuegos artificiales (fotografia tomada de Popular
Mechanics). Derecha: demostracion de disparo de canoén en el fuerte McHenry, en Estados Unidos
(fotografia tomada de National Park Service).

El analisis cuantitativo de las leyes detrds de los procesos que dan lugar a los ejemplos de la
figura [I] permite responder a preguntas como las siguientes: en un canoén, jcual es la relacion entre
la masa de polvora empleada y la velocidad de salida del proyectil? ;Cuéan largo ha de ser el barril?
. Qué presion va a tener que soportar? A la hora de lanzar un cohete (o un fuego artificial), §cuanto
combustible hay que emplear? ; Hasta qué altura llegara? ; Qué presién tiene que soportar la camara
de combustion?

1.2. Fundamentos

Para comenzar, supongamos que tenemos un cilindro de metal cerrado por uno de sus extremos
y abierto por el otro. Introducimos un combustible solido (normalmente un material granulado como
la pélvora) en su interior. Dicho combustible cumple que los productos de su reaccién de combustion
son gases. Ahora, presionamos el combustible hacia las paredes del recipiente para que se quede
pegado. Por dltimo, posicionamos el cilindro en posiciéon vertical y prendemos fuego al combustible.
Acabamos de describir el cohete mas sencillo que podemos imaginar.
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Figura 2: Diferentes formas en las que se puede posicionar el combustible. La linea verde denota la
posicion del frente de combustion, la interfase entre el solido y el gas. Izquierda: configuracién de
quemado hasta el final. Derecha: configuraciéon de quemado radial.

En este ejemplo que acabamos de mencionar es posible disponer el combustible de diversas formas
dentro del cilindro; en la figura [2] mostramos las dos mas sencillas: la configuracion de quemado
hasta el final, que se corresponde simplemente con ir rellenando el recipiente de combustible, y la
configuracion de quemado radial, que consiste en colocar el combustible en una corona cilindrica
de forma que quede un hueco en el centro por el que puede circular el gas. La primera permite
introducir una mayor cantidad de combustible que la segunda, pero en esta tltima el adrea del frente
de combustion (la interfase entre el sélido y el gas) es mayor, lo que permite generar un mayor flujo

maésico de gas a la salida del cohete y, por tanto, un mayor empuje.

1.3. Trabajos previos

Mientras que en la literatura es facil encontrar textos que traten la combustion de gases, tanto
desde una perspectiva tedrica (como los libros [5], [6] v [7]) como desde una perspectiva computacional
(por ejemplo, el libro [8] o la tesis doctoral [9]), resulta algo mas dificil encontrar textos igual de
detallados que traten la combustion de sélidos. De hecho, los que existen suelen tener una perspectiva
quimica y experimental, como [I], [2], [3] y [10]. Por otra parte, en la literatura pueden encontrarse
articulos, como [11], [12], [13] y [14], en los que se describe como tratar el quemado de un combustible
s6lido mediante simulaciones numéricas.

Los autores de [I1] llevan a cabo una simulacién de un motor de cohete bidimensional en estado
transitorio, empleando las ecuaciones de Navier Stokes con la modificaciéon arbitraria lagrangiana
euleriana en la zona del gas y los modelos elastico no lineal de Arruda-Boyce y viscoelastico de
Maxwell generalizado en la regiéon del solido, para tener en cuenta la deformaciéon de los granos
que lo forman. Para la integracién temporal hacen uso de los esquemas numéricos de disminucién
de variacion total (TVD) de Runge-Kutta de tercer orden y el puntual de Gauss-Seidel. La ley de
pirolisis utilizada es la ley de Vieille y cuentan con un algoritmo de refinamiento adaptativo que
cambia la malla de cdlculo cuando las variaciones geométricas superan un cierto umbral.

En [12], se lleva a cabo una simulacion bidimensional en estado pseudo-estacionario de un sistema
en el que el solido esta separado en dos fases, un combustible y un comburente. Se deducen las
condiciones de contorno empleadas para la interfase solido-gas y se hace uso de un método implicito
de tercer orden para la integracion temporal de las ecuaciones de Navier-Stokes, las ecuaciones con

las que se modela el gas. En el sélido se considera tmicamente la difusion del calor.
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Los articulos [13] y [14] tratan la configuracion de quemado radial (parte derecha de la figura [2)).
Para ello, resuelven las ecuaciones de Euler unidimensionales en estado transitorio para conductos
de area variable tanto espacial como temporalmente mediante un esquema de Runge-Kutta de tercer
orden para la integraciéon temporal y un esquema de separaciéon de flujos también de tercer orden.
Como ley de pirdlisis emplean la de Vieille y tienen en cuenta el quemado erosivo. Sin embargo, no

consideran ninguna ecuacién para la zona del sélido.

1.4. Objetivos y metodologia

El objetivo principal de este trabajo es resolver la configuracion de quemado hasta el final (parte
izquierda de la figura , de forma que podamos obtener todas las variables de interés (temperatura,
presion, velocidad, densidad, etc.) como funciones del espacio y del tiempo. Para ello, seguiremos
los siguientes pasos:

» Formular un modelo lo més sencillo posible que capture las caracteristicas fundamentales del
problema.

= Deducir a partir de las hip6tesis del modelo las ecuaciones que emplearemos en las zonas sélida

y gaseosa, asi como las condiciones de contorno en la interfase.

= Presentar los métodos numéricos empleados para la resolucién de las ecuaciones e implemen-
tarlos en C-++.

= Validar la resoluciéon numérica. Para ello, comenzaremos comparandola con soluciones co-
nocidas en los casos particulares en los que s6lo hay gas o s6lo hay sélido y, después, la
compararemos con las soluciones que pueden obtenerse del modelo completo en aproximacién

estacionaria.

2. Desarrollo teérico del modelo

2.1. Fenomenologia experimental

Antes de introducir el modelo, presentaremos un resumen de hechos experimentales conocidos
que atafien a nuestro problema. El proposito sera identificar cuales de estos hechos resultan funda-
mentales y qué otros son més bien accesorios, con el objetivo de construir el modelo mas sencillo

posible.

Hecho 1. El mecanismo concreto mediante el cual tiene lugar la reaccion quimica depende fuerte-
mente del combustible empleado. Por ejemplo, en la combustion de una mezcla de estireno y per-
clorato de amonio, tienen lugar diversas reacciones de descomposicion, de manera que la verdadera
reaccion de combustion ocurre en fase gaseosa y los diversos componentes llegan a este fase sin haber
sido mezclados previamente [15]. En otras palabras, la superficie de quemado es seca. Sin embargo,

en la combustion de la pdlvora, el nitrato de potasio se funde, pero no llega a vaporizarse y es el
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responsable de que la reaccion se acabe propagando [3]. De hecho, cuando la pélvora se prepara con
un exceso de nitrato de potasio, es posible observar a simple vista un chorro de nitrato de potasio
fundido. Por tanto, en la reaccion de combustion no todas las sustancias participantes se encuentran

en fase gaseosa. En otras palabras, la superficie de quemado es himeda.

Hecho 2. Una reaccion de combustion real puede involucrar centenas de especies quimicas diferentes
y estar compuesta por miles de reacciones elementales. Por ejemplo, la reaccion de combustion del
metano tnvolucra 53 especies y 325 reacciones elementales. Por su parte, la combustion del biodiésel
requiere sequir el rastro de 3012 especies quimicas a lo largo de 8820 reacciones elementales [J].

Hecho 3. La existencia de una gran cantidad de reacciones de equilibrio entre especies quimicas hace
que, ademds de los productos principales de la reaccion de combustion, aparezca todo un conjunto
de productos secundarios cuya concentracion depende fuertemente de las condiciones de presion,
temperatura y de la razon de equivalencia ®. La razon de equivalencia es una medida de cudn este-
quiométrica es la mezcla. Se tiene ® = 1 si la mezcla se encuentra en proporciones estequiométricas,
® < 1 cuando hay un exceso de comburente y ® > 1 cuando hay un exceso de combustible. Ademds,
la concentracion de los productos principales también puede variar sensiblemente en funcion de la
razon de equivalencia. Por ejemplo, en el caso de la combustion del propano, los productos principales
son Hy O, COz, Oz, No, Hy y CO y la concentracion molar de CO es despreciable (< 0.1 %) cuando
& < 0.8, pero llega a ser un 10% cuando ® = 1.4. De forma similar, la concentracion de Oy (un

producto secundario de la reaccion) desciende tres drdenes de magnitud entre ® =1 y ® = 1.3 [5].

Hecho 4. La anchura de la zona en la que tiene lugar la combustion es pequena en comparacion con
las dimensiones del cohete. Por ejemplo, en la mezcla de estireno y perclorato de amonio mencionada
en el hecho la anchura de dicha zona es aproximadamente de 50 um [15], una longitud despreciable
comparada con el tamano de un fuego artificial o un cohete, que es al menos del orden de unos
centimetros.

Hecho 5. Ezperimentalmente, se encuentra que la velocidad a la que avanza el frente de combustion

(llamada velocidad de quemado v,) viene dada por la expresion

P n
Vg = a (Pref> s (21)

donde P es la presion del gas en la interfase, Py es una presion de referencia, n es un pardmetro

adimensional experimental, cuyo wvalor se sitia entre 0 y 1, y a es otro pardmetro experimental
con dimensiones de velocidad [1, [2, [3, [16]. La ecuacion se conoce con distintos nombres en la
literatura: ley de Vieille, ley de Piobert y ley de San Roberto. En el caso de la polvora [3], tenemos
n = 0.325, a = 3.38 =% y Pt = 6894.76 Pa, lo cual se traduce en una velocidad de quemado a

presion atmdsfera de vy (P = 1 atm) ~ 8.10 ==,

Hecho 6. En el quemado de sdlidos que no cuentan con su propio comburente puede resultar deter-
minante el transporte de masa por difusion y/o por turbulencia. Por ejemplo, en la combustion del

carbon la difusion del oxigeno cerca del frente de combustion es un elemento clave [5].
4
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Hecho 7. Cuando el gas fluye a alta velocidad de forma paralela a la interfase solido-gas, los granos
que conforman el sélido se erosionan y, como consecuencia, la velocidad de quemado aumenta. Este

fenomeno recibe el nombre de quemado erosivo [10].

Hecho 8. Dependiendo del material, el aumento de la temperatura del solido puede hacer que sus

propiedades eldsticas cambien, haciendo que el frente de combustion se deforme [10].

Hecho 9. Es posible que los productos de la reaccion de combustion no sean todos gases, sino
que haya sdlidos en suspension que son transportados por el gas. FEsto ocurre precisamente en la
combustion de la polvora [3]. Es mds, a veces los sdlidos transportados por el gas se encuentran
todavia en combustion.

Hecho 10. Cuando se quema un combustible en la configuracion de quemado hasta el final (véase la
parte izquierda de la figura @), se observa que la velocidad de quemado permanece aprorimadamente
constante tras un corto estado transitorio asociado al proceso de encendido [2, [3].

2.2. Hipoétesis del modelo

De los hechos y [3] se deduce que, aun cuando conozcamos perfectamente el mecanismo de
reaccién, llevar cuenta de todas las especies quimicas y las transformaciones entre ellas puede resul-
tar prohibitivo computacionalmente, sobre todo teniendo en cuenta que los sistemas de ecuaciones
diferenciales asociados a reacciones quimicas suelen conllevar una especial dificultad por requerir pa-
sos de tiempo mintsculos cuando se hace una discretizacion explicita [5, [I7] y, por tanto, es preciso
emplear métodos especiales para su resolucién. Todo esto nos lleva a que, en pos de la sencillez, lo
més razonable es considerar un Gnico reactivo, un tnico producto y una tnica reaccién quimica. Por
su parte, el hecho [4 justifica que podamos tratar la zona de combustion como si fuera un objeto bi-
dimensional (el frente de combustion) en vez de un volumen, como es realmente. Adicionalmente, el
hecho [I| nos hace ver que, como el mecanismo de reaccion varia fuertemente en funcién del combusti-
ble empleado, puede resultar complicado encontrar una expresion tebrica que describa correctamente
la cinematica de la reaccién de combustiéon de cualquier material. Por ello, resulta mucho méas con-
veniente suponer cierta la ley de pir6lisis dada en el hecho [5| e incorporarla a nuestras hipotesis. La
situacion descrita en el hecho [0] resulta bastante particular, asi que simplemente supondremos que
no nos encontramos en ese caso; es decir, que los sélidos que emplearemos seran mezclas preparadas
de combustible y comburente en proporciones estequiométricas. En lo que respecta a los hechos [7]
By [0 claramente se corresponden con «efectos de segundo ordeny y, en consecuencia, tiene sentido
ignorarlos con el fin de formular el modelo de quemado mas sencillo posible. Por ultimo, el hecho [10]
parece més bien algo que nuestro modelo deberia ser capaz de reproducir en vez de algo que haga
falta suponer.

La discusién anterior motiva que realicemos las siguientes hipotesis:

Hipoé6tesis 1. Ezxiste un inico reactivo, que se encuentra en estado solido, un inico producto, que

se encuentra en estado gas, y los relaciona una unica reaccion quimica.

5



2 DESARROLLO TEORICO DEL MODELO
Andrés Lain Sanclemente 2.2 Hipotesis del modelo

Hipétesis 2. FEl sdlido es una mezcla homogénea de un combustible y un comburente en proporciones

estequiométricas.
Hipoétesis 3. La velocidad del solido en todos sus puntos es nula en todo instante de tiempo.

Hipoé6tesis 4. La zona en la que se produce la reaccion quimica es bidimensional, es decir, existe
una interfase que separa el reactivo y el producto de la reaccion.

Hipétesis 5. La temperatura es una funcion continua en todo el dominio. En particular, la tempe-

ratura del solido y el gas en el punto de contacto entre ambos es la misma.

Hipétesis 6. El solido y el gas estdn siempre en equilibrio en la interfase; es decir, las condiciones

de contorno se adaptan instantdneamente a los cambios en el gas y en el sdlido.

Hipétesis 7. La velocidad de quemado vy, la velocidad a la que avanza el frente de combustion,

P n
'Uq =a <]3,r.ef> s (22)

donde P es la presion del gas en la interfase y n y a son pardmetros que dependen del combustible

obedece la ley de Vieille

empleado y han de obtenerse experimentalmente.

Hipo6tesis 8. No se produce quemado erosivo.

Hipétesis 9. El sdlido no se dilata ni se contrae.

Hipotesis 10. FEl gas es ideal y tiene conductividad térmica y viscosidad nulas.

Hipotesis 11. El flujo de calor ¢ obedece en todo punto del dominio la ley de Fourier
7= —kVT, (2.3)

donde k es la conductividad térmica del material y T es la temperatura.

Hipétesis 12. El dominio es un conducto rectilineo con simetria azxial y seccion circular de didmetro
lentamente variable. Ademds, la superficie lateral del dominio es una pared perfectamente adiabdtica;
es decir, no se intercambia calor con el exterior a través de ella. Por iltimo, el promedio de cualquier
funcidn en la seccion trasversal puede aproximarse por dicha funcion evaluada en los promedios de
las variables de las que depende.

La eleccion de las hipotesis [I] a [0 salvo la hipotesis [6] esta justificada por los comentarios
realizados anteriormente. La necesidad de anadir la hipotesis [6] se debe a que hace falta alguna
suposiciéon adicional para poder deducir las condiciones de contorno entre el sélido y el gas. La
eleccion de esta hipoétesis concreta y no de otra se explica por su sencillez y porque el hecho[10|da a
entender que se tiene que llegar a un especie de estado estacionario. La introduccién de la hipotesis
permite simplificar las ecuaciones de Navier-Stokes, que son las que describen el comportamiento

6
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del gas, haciendo que se reduzcan a las de Euler. Esta simplificaciéon preserva todos los componentes
esenciales del comportamiento del gas, deja a un lado aquéllos més accesorios y, en el proceso,
simplifica su resolucién. Hemos introducido la hipotesis [11| para poder llegar a la ecuaciéon del calor
del s6lido en su forma estdndar. Por tltimo, la hipotesis tiene como objetivo poder considerar
un modelo unidimensional para la resoluciéon de nuestro problema, en lugar de tener que formular

las ecuaciones en tres dimensiones. Para més detalles respecto a esto ultimo se recomienda leer el

apéndice |A en la pagina 20|

2.3. Ecuaciones del modelo

Para deducir la ecuacién que gobierna el comportamiento del sélido, se parte de la ecuaciéon del

calor en tres dimensiones y se aplica el lema [l en la pagina 27, obteniendo

(2.4)

0(TA) _2 ks 87TA
ot Oz

PsCV,s Ox

donde T' = T (z,t) es la temperatura, ps es la densidad del solido, ks es su conductividad térmica,

cy,s es su capacidad calorifica especifica a volumen constante y A = A (z) es el area de la secciones

transversales del conducto. La demostraciéon completa se encuentra en el apéndice B en la pagina 36|

En lo que respecta al gas, se parte de las ecuaciones de Navier-Stokes y se aplican las suposiciones
de viscosidad y conductividad térmica nulas, que permiten trasformar las ecuaciones de Navier-Stokes

en las ecuaciones de Euler. Tras reordenar levemente los términos, se aplica el lemal|l en la pagina 27|

para obtener las ecuaciones unidimensionales correspondientes. Por iltimo, se aplica que el gas es
ideal. Finalmente, se llega a las ecuaciones

(,ft (04) + 3 (pA) =0, (25)

g (pod) + o ([pv + P] ):ngerfA, (2.6)

gt < |:CV9T+ —v } ) 88 Kp <cv,gT+ ;ﬂ) + P) UA:| = pfuA, (2.7)
P = pRT, (2.8)

donde p = p(z,t) es la densidad del gas, v = v (z,t) es su velocidad, P = P (z,t) es la presion,
T =T (x,t) es la temperatura, cy,4 es la capacidad calorifica especifica a volumen constante del gas,
R es la constante del gas, f = f (z,t) son las fuerzas externas por unidad de masay A = A (z) es el
area de las secciones transversales del conducto. Incluimos las fuerzas por unidad de masa f porque,
por ejemplo, un cohete en vuelo constituye un sistema de referencia no inercial y este término nos
permitird introducir la fuerza de arrastre. La ecuacion describe la conservacion de la masa; la
ecuacion [2.0] la conservacion del momento lineal; la ecuacion 2.7} la conservacion de la energia y la
ecuacion 2.8 es la ley de los gases ideales. La demostracion completa se encuentra en el apéndice

len la pagina 36|
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2.4. Condiciones de contorno

Conocidas las ecuaciones que se cumplen en el dominio sélido y en el dominio gaseoso, el siguiente
paso serd relacionar los valores de las variables del solido y del gas en la frontera, en el frente de
combustion. Como consecuencia directa de la hipotesis [5] obtenemos que la temperatura a ambos
lados del frente de combustion debe ser la misma, es decir,

T (J:q_) =T (ac;') , (2.9)
donde
T(x,) = lim T(x), T(x;)= lim T(x) (2.10)

y con x4 denotamos la posiciéon del frente de combustion. Estamos suponiendo que el solido se
encuentra a la izquierda de x4 y, por tanto, que el gas se sittia a la derecha. Para obtener el resto
de condiciones de contorno, partimos de las ecuaciones de conservacién de la masa y la energia en
forma integral, tomando como volumen de control un cilindro de altura infinitesimal que se desplaza
con el frente de combustién de manera que una base del cilindro siempre se encuentra en la zona
solida y la otra siempre esta en la zona gaseosa. En virtud de la hipotesis [0 la masa y la energia
almacenadas en el cilindro no pueden variar en el tiempo. Imponiendo dicha condicién, se obtienen

las siguientes ecuaciones

psvg = p (x7) (v (z]) +vq), (2.11)
o ) = kl (pqu [(Cv,s v T (ag) + AH — 102 ()|~ P (af) v (@)) 1)

donde v, es la velocidad de quemado y AH es la entalpia liberada por unidad de masa por la
reaccion quimica. La ecuacion [2.17] describe la conservacion del flujo maésico en la interfase y la
ecuacion 2.12| representa la conservacion del flujo de energia. Puede verse la demostracion completa

de las condiciones de contorno en el apéndice [B en la pagina 36|

2.5. Modelo completo

En la figura 3] ofrecemos un resumen gréafico del modelo. Para una enunciaciéon formal, constltese

el teorema [1 en la pagina 46|

3. Resoluciéon numérica

En esta seccién haremos un resumen de las técnicas empleadas para resolver numéricamente las
ecuaciones en derivadas parciales obtenidas. De aqui en adelante, supondremos que las fuerzas

externas son nulas, es decir, f = 0.

3.1. EIl método de los voltimenes finitos
Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que es
susceptible de escribirse de la siguiente forma
U OF

o7 (@) + 5 (@,1) = S (1), (3.1)
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Pty a, n, AH f=flat)
2y = (1) _ZNeh
sélido gas
T =1T(z,t) p=p(z,t), v=uv(z,t), P=Plx,t), T =T(x,t)
Cv,g, R
2 (pA) + £ (pwvA) =0
2 (pvA)+ Z ([pv? + P] A) = P22 + pfA
a7 (pleveT + 30°] A) +
+2 [(p(cvigT + 2v?) + P) vA] = pfvA
P = pRT

Figura 3: Resumen del modelo empleado.

donde U : R x R —» R™ recibe el nombre de vector de variables conservadas, F:RxR— R™
constituye el vector de flujos y S:R xR —s R™ es el vector de los términos fuente. Nétese que
todas las ecuaciones de nuestro modelo estan escritas en la forma[3.1] Si, a continuacion, integramos

las ecuaciones anteriores en el intervalo espacial [a, b], obtenemos

b oU b oF b
/aat(xat)dSU‘F/a am(l‘,t)d:z—/a S (z,t)dz. (3.2)

Conmutando la derivada temporal con la integral espacial y calculando la segunda integral del primer

miembro mediante la Regla de Barrow, se llega a

;(Lbﬁ(x,t)dx> + F(b,t) — F (a,t) :/abg'(x,t)dx. (3.3)

Dividiendo por la longitud b — a, llegamos a la siguiente expresion

o/ 1 [t F,t)—F(at) 1 [*%
a <b—a,/a U(.I,t) d$> + b 0 == b— a/a S(.’E,t) de’ (34)

Notese que ﬁ ffﬁ (z,t)dx es justo el valor medio de U en el intervalo [a,b] a tiempo t y que
= f; S (x,t) dz, de nuevo, es el valor medio de S en el intervalo [a,b] a tiempo t. Ademés, cabe
destacar que la formula que hemos obtenido es exacta.

La ecuacién inspira un método para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de la forma de la ecuacion La idea es dividir el eje horizontal en una serie de
intervalos, que llamaremos celdas. Si tenemos n celdas, denotaremos la particiéon del eje horizontal
mediante
<Tr ,1 (3.5)

1 1 1 1,
2 1+3 n—3 n+3
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u/\
Uj—1
W
(15) *
Uj4-1
U1 u
n—1 Uy,
> X
T1 T3 Ts Li—g Tyl Tyl Tivd Tp-2 Tp 1 Tpyl

Figura 4: Esquema del método de voltmenes finitos.

de forma que los extremos de la celda i-ésima sean Ty 1Y T Ademas, en cada celda guardaremos
2 2
el promedio del vector de variables conservadas, es decir,

_, 1 Tyl
Ui (t) = 1/ "2 0 (2, t) da. (3.6)

De esta forma, estaremos aproximando la funciéon U (z) por una funcién constante a trozos. En la
figura || ofrecemos una representacion gréafica para el caso en el que u = U es un escalar. Evaluando
la ecuaciéon ena=x,_1yb=ux, 1, obtenemos

2 2

o 1 T, 1 ﬁ<$»+;, )—ﬁ(m_;,t) 1 T, 1
= / +§U(az,t)dx + s M- RAVA / +?S(az,t)dx
ZACNEESYA S LY
(3.7)

A la vista de la ecuacion [3.6], podemos escribir

aU’ ﬁ(l’lr;,t)—ﬁ(l';;,t) 1 1

AP S w2 _ / 25 (1) da. (3.8)

ot Tivd = Ti-g Tirg ~Tig Sy

Es decir, hemos pasado de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales a un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias con n - m variables, donde n es el numero de celdas y m es el

ntmero de ecuaciones del sistema en derivadas parciales original:

= -

AU ﬁ(:ﬂ_;,t) —ﬁ(;v ;,t) 1 1
— = o T / +ZS(nv,t)daU Vi=1,...,n. (3.9)

o
|
(ST

10
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Para resolver el sistema anterior, deberemos encontrar una forma de estimar los flujos F (J;Z._ 1, t) y
2

5 S3\n
F ( Tipds t) a partir de los valores en las celdas {UZ} y aplicar alguno de los métodos numéricos

estandar para la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

3.2. Solucion de las ecuaciones del soélido

Comparando la ecuacion del calor dada en[2.4]con la ecuacion vemos que existen las siguientes

correspondencias
74, f=-a2La 0 (3.10)
u= = —a— 5= .
) ax ) )
donde o = p -~ . Para la estimacién de los flujos de la ecuacion |3.9) haremos uso de la aproximacion

de diferencias ﬁnltas centradas para el término g—g; de esta forrna,
Tiv1 —T;

donde
Z; 1 + Lipl
2

Como método numeérico para resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias dadas en la ecuacion

x; = (3.12)

usaremos tanto el método de Euler explicito como el implicito, ambos de primer orden. El método

implicito es incondicionalmente estable [18], mientras que el explicito es estable siempre que

1 2
At) < min —(:p 1 — T, 1) . 3.13
(At) < i=l..,na \" Tz T3 (3.13)
Los esquemas numéricos, asi como su deduccion completa, estan disponibles en el apéndice

3.3. Soluciéon de las ecuaciones del gas

Comparando las ecuaciones [2.5] 2.6] y [2.7] con la ecuacion [3.1], vemos que

pA pvA 0
U= pvA , F= [pv?+P| A , S= P% . (3.14)
p [cmgT + %1)2] A (,0 (CV,gT + %212) + P) vA 0

Como esquema de actualizacion temporal, emplearemos el dado por el método de Godunov

o o At . . $(3+1)
i+l i— +1 £(9)

/ (x,t)dzdt, (3.15)

11
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donde B
By~ (0 (1) 20

-

y U (s,7) es la solucion del siguiente problema de Riemann:

( aﬁz 1 ﬁ —
S (5,) S (s,7) =D
(3.17)
- ﬁz s < T 1
U1 (1=0)= 2
5 o
UZ'+1 s > {EH_%

Nuestro siguiente objetivo sera, por tanto, encontrar métodos que permitan obtener U (:):Z 41, O). Se
2
trata de un problema fundamental en la Mecéanica de Fluidos Computacional y, por tanto, ha sido

ampliamente estudiado [I7]. Cabe destacar lo siguiente:

= Para el problema de Riemann asociado a las ecuaciones de Euler unidimensionales con area
constante existe un método numérico que permite calcular la solucién con precisiéon arbitraria;
por esa razon, recibe el nombre de solucionador exacto. Lo describimos en el apéndice |k en la

= Q

= Para el problema de Riemann asociado a las ecuaciones de Euler unidimensionales con area
variable hace falta recurrir a métodos aproximados de resolucién, como los métodos de Harten
Lax y van Leer (HLL), HLLC o el método de Roe. Describimos éstos en el apéndice
[pagina 68 La practica habitual es usar estos solucionadores aproximados incluso cuando el
area es constante porque son maés eficientes computacionalmente que el solucionador exacto.

Retomando la ecuacion [3:15] el método de Godunov es estable siempre que
Iin {%’% Tl Tigs T xi—i—%}

max ’
S i+l

At <  min

i=1,....n—1

(3.18)

donde Siriaf‘ es la méaxima velocidad de las ondas que intervienen en la resolucién del problema de
3

Riemann ¢ + % Como veremos més adelante, en cada iteracién usaremos la expresion para
determinar el maximo paso de tiempo posible. Para méas informacién, constultese el apéndice [F en Ia

Por tltimo, aplicaremos el método de Euler explicito (véase la ecuacion [C.10 en la pagina 50))

para realizar la integral temporal del término fuente. Por tanto, el esquema de actualizaciéon queda

K3 2

F_,-F +/i+§§(x,t)dx , (3.19)
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donde F; 1 = F (Ui 41 (:L‘Z 4L 0)) viene dado en cada caso por uno de los cuatro métodos mencio-
2 2 2

nados anteriormente.

En el apéndice [H en la pagina 71| detallamos cémo implementamos las condiciones de contorno

en la zona gas.

3.4. Refinamiento adaptativo

Con el fin de no emplear mas celdas de las necesarias en la resolucion, hemos desarrollado un
sencillo algoritmo que cambia el mallado en cada paso de tiempo y lo adapta a las necesidades del

problema. Describimos su funcionamiento en el apéndice [[ en la pagina 74]

3.5. Condiciones de contorno numeéricas en la interfase

Dado que en nuestro problema la interfase entre el sélido y el gas se desplaza con el tiempo, es
menester realizar cambios en el mallado en cada iteracion temporal, ajustando las longitudes de las

celdas de la frontera o incluso convirtiendo una celda de s6lido en una celda de gas. Deducimos cémo

se han de llevar a cabo estos cambios en el apéndice [J en la pagina 76|

3.6. Breve comentario sobre el programa

El programa escrito para la resolucién de las ecuaciones ha supuesto la redacciéon de mas de
22000 lineas de codigo y su esté disponible en |GitHubl Alli ofrecemos también un documento PDF
con la documentaciéon del programa, que ha sido generado automéaticamente mediante Doxygelﬂ

Terminaremos esta seccién con un esquema del bucle principal del programa. Dicho bucle es una
funcién que recibe como parametro el maximo paso de tiempo que se quiere dar. Llamaremos a dicho
parametro At. El esquema es el siguiente:

1. Calculamos la velocidad de quemado vy (t(j)).

2. Si en la simulaciéon hay celdas gaseosas, resolvemos el gas.

5 n—1

a) Calculamos todos los flujos numéricos {Fl 41 } entre las celdas que no estan en la
2 ) =1

frontera del dominio mediante alguno de los solucionadores de Riemann (al inicializar la

simulacion se puede escoger cuél usar).

b) Determinamos el méaximo paso de tiempo que nos impone el método de Godunov y

cambiamos el paso de tiempo At si es necesario:

Tipl = T4

1
At < min ¢ CFL - ‘72m1'n ) AV (3.20)
o méx{S;naf( méx}

150.,1
3 3

"Doxygen| es una herramienta para generar la documentacion de una libereria de C++ a partir de comentarios
escritos en el propio codigo.
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donde CFL es el nimero de Courant-Friedrichs-Levy, un ntimero real entre cero y uno
que multiplica al maximo paso de tiempo teérico, sirviendo como un factor de seguridad.
Nosotros hemos tomado CFL = 0.9.

¢) Sien la simulacion hay interfase sélido-gas, dividimos el paso de tiempo por 1.5 hasta que
se cumplan unas condiciones de estabilidad asociadas a las ecuaciones de actualizacion

obtenidas para las celdas de la interfase. Concretamente, mientras

(”)
IpsAvoy — Fil (A1) PP A, - 1| (at)
(7) 4G);() ) 40D 1asc L@ > 0.03, (3.21)
pg Ag’lg pg Ag'lg max{‘vg ‘,0_1}

hacemos At + <= (At).

d) Si tenemos alguna condicion de contorno de tipo pared o periddica, calculamos el flujo

correspondiente y actualizamos al siguiente instante temporal las celdas afectadas.

e) Actualizamos todas las celdas del gas salvo las de la frontera mediante la expresion del
método de Godunov

F

)

7 L( ) Vi=2,...,n—1 (3.22)

f) Actualizamos todas las celdas con la contribucion de los términos fuente, que discretiza-
mos de forma explicita y centrada.

T, 1 — T, 1

_ _ At Tyl
UM—Ui—i—/ +§S(m,t)da} Vi=1,...,n. (3.23)
i+3 i—5 v

g) Aplicamos las condiciones de contorno que queden.

h) Si en la simulacion hay interfase solido-gas, hacemos lo siguiente.

1) Calculamos la nueva posicion del frente de combustion x((lj ),

2) Si a:((lj D s sitda més a la izquierda que el limite izquierdo de m-ésima celda del
solido, juntamos las celdas n — 1 y n del s6lido mediante un método que preserva la
energia total y el gradiente de temperatura.

3) Calculamos pgj +1) y vgj +1) y obtenemos todos los coeficientes de la ecuacion de la

T

temperatura , de acuerdo con las férmulas del apéndice |J en la pagina 761

3. Si en nuestro problema hay celdas de sélido, resolvemos la ecuaciéon del calor en ellas con las

condiciones de contorno que correspondan.

4. Si en la simulacion hay interfase sélido-gas, movemos la frontera derecha de la dltima celda del

solido de la posicién xt(lj Jala :c((lj *1 A la hora de mover la frontera izquierda de la primera celda
gaseosa, ponemos un limite a la maxima longitud que puede tener dicha celda, de manera que
si no la podemos alargar lo suficiente, creamos todas las celdas gaseosas que haga falta hasta

14
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llegar. El criterio de maxima longitud es tal que mantiene constante la densidad de celdas por
unidad de longitud a lo largo de la simulacién. Todas las celdas nuevas que se creen tienen el

mismo vector de variables conservadas que la celda que hemos intentado alargar.
5. Avanzamos el tiempo, t < t + At.

6. Refinamos la malla, si procede.

4. Resultados

Primero, validaremos el programa en el caso particular en el que sélo hay sélido, después ve-
rificaremos el caso particular en el que tnicamente hay gas y, por tltimo, validaremos el modelo
completo.

4.1. Validacién de los solucionadores del sélido

En todos los tests que presentamos, consideramos un material de densidad ps = 2700 %, conduc-
tividad térmica ks = 237 % y capacidad calorifica especifica a volumen constante cy s = 890 ﬁ
colocado en un cilindro de longitud L = 1m y de seccién constante A = 1dm?. Hemos realizado una
discretizacion inicial de 100 celdas. En la tabla 1] indicamos las condiciones de contorno de cada test,

asi como las condiciones iniciales de las que partimos. Los resultados pueden verse en las figuras

y [0} En el apéndice [M en Ta pagina 99 explicamos como hemos obtenido las soluciones exactas con

las que comparamos.

Tipo Condicién de Condicién de .
L Tiempo
Test de Condicién inicial contorno a la contorno a la fnal
na
test izquierda derecha
. 1
1| CE | o 28K s1ow<s g—T:OE ?:og 10000's
348K si z>1 v v
2 CE T (x) =300K T=273K T=373K 10000 s
3 T T (z) = (300 + 30sen (££)) K T=300K T =300K 600 s
T
4 CE T (x) = 300 K T =300K 27; == 80000 s
T
5 CE T (z) =300K g—w = ﬁ T =450K 40000 s

Cuadro 1: Tests realizados para verificar el buen funcionamiento de los solucionadores del sélido. CE
significa «convergencia a estado estacionario» y T significa «transitorio».

4.2. Validacion de los solucionadores del gas

Para verificar el buen funcionamiento del programa a la hora de resolver el dominio gaseoso,

hemos realizado catorce tests, que describimos en detalle en el apéndice [N en la pagina 101, Por
15
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m— solucién exacta m— solucién exacta
mm Fuler explicito . Fuler implicito mmm Fuler explicito mmm Fuler implicito
—H —H
348 348
336 336
I + I +
&~ E 3 &~ ¥
311 § 311§
E;\H\H\|H\\HH|\H\\H\|HHHH|\ E;\\\\\\\I\\\\\\\\I\\\\\\\\I\\\\\\\\I\
298 \\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\\\:\\\\l’ 298 \\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\\\:\\\\l’
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (m) z (m)
m— solucién exacta m— solucién exacta
mmmm Fuler explicito . Fuler implicito mmm Fuler explicito === Fuler implicito
373 373
348 348
\:%/ 323 E/ 323
&~ ~
298 298
273 273

Figura 5: Arriba: solucion del test 1. Abajo: soluciéon del test 2. Izquierda: sin refinamiento adapta-
tivo. Derecha: con refinamiento adaptativo.

simplicidad, aqui incluimos tinicamente los resultados de los tests 3 v 9. El test 3 es un problema
de Riemann, mientras que el test 9 se corresponde con un problema de flujo en un difusor. En el
primero, estamos comprobando si nuestro programa es capaz de reproducir un estado transitorio
conocido y, en el segundo, si es capaz de converger a un estado estacionario conocido. Pueden verse

los resultados en las figuras[7]y

4.3. Casos de estudio del modelo

En los tres tests que presentaremos a continuacién, usaremos los siguientes valores para los
parametros del modelo, ps = 2082 %, ks = 82.02 %, cy,s = 895 kgi.K, cyg = 731 kgi.K, R =160 kgi.K,
a = 0.00338 %, n = 0.325, AH = 106 k—‘]g. Los datos se han extraido de [3] o se han calculado a
partir de datos presentes en [3] y son valores cercanos a los que tendria la pélvora. En todos los tests
empleamos el esquema implicito para solucionar la ecuaciéon del calor en el sélido y el método de Roe
como solucionador del problema de Riemann en el gas. Hemos empleado refinamiento adaptativo
en la zona del sblido. Cabe destacar que las simulaciones que presentamos en este apartado han
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316.8
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L
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mm Fuler explicito
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. Fuler implicito
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. Fuler implicito

m— solucién exacta

e Fuler implicito

m— solucion exacta
mmm Fuler explicito mmm Fuler implicito
316.8

312.6

308.3

— colucidn exacta ~— === Euler implicito

600

525

450

375

= solucién exacta === Euler implicito

450

413

375

Figura 6: Arriba: solucién del test 3. Centro: soluciéon del test 4. Abajo: solucion del test 5. Izquierda:
sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.

requerido un tiempo de computaciéon del orden de dia y medio, ya que se ha tenido que reducir

mucho el paso de tiempo para cumplir las condiciones de estabilidad de una de las ecuaciones de

actualizacion de la interfase (véase el apéndice|J en la pagina 76)). Puede verse una version animada

de las figuras que mostraremos en [Youtubel
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Figura 7: Solucién del test 3. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presiéon. Izquierda: sin
refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 8: Solucion del test 9. Arriba izquierda: densidad. Arriba derecha: temperatura. Centro iz-
quierda: presion. Centro derecha: drea. Abajo izquierda: velocidad. Abajo derecha: nimero de Mach.

4.3.1. Combustion en camara cerrada

Comenzaremos con el test més sencillo de todos. Tenemos un cilindro de 5 cm de radio y 30 cm
de longitud. El cilindro esta relleno de combustible hasta z = 29 cm y el ultimo centimetro esta
lleno de aire. El cilindro esté cerrado por sus dos bases. En ¢ = 0, se prende fuego al combustible y
dejamos evolucionar la simulacion hasta ¢t = 2.15s. En este caso se espera que la presion, la densidad

19



Andrés Lain Sanclemente

4 RESULTADOS
4.3 Casos de estudio del modelo

— o proximacion estacionaria

— aproximacion estacionaria

t =0.00 s =0.408 s t =0.00 s t =0.408 s
t=0.817s m—t = 1.23 s t=0.817s m—f =123 s
m— = 1.63 s m— = 2.04 s m— = 1.63 s m— = 2.04 s
h
1.93-10% j PP
1.52-10%
<
~—t.11-10%
~
700
L M B AR i I R N R N RN NNERE SEEEE RREEE NN R REEEE R R
200 okt L Ly N EuE S |
0.000 0.075 0.150 0.225 0.300 0.075 0.150 0.225 0.300
z (m) z (m)
— aproximacién estacionaria — aproximacion estacionaria
t=0.00s t=0.408 s t=0.00 s t=0.408 s
t=0817s — = 1.23 5 t=0817s =——1t=123s
m— = 1.63 5 — = 2.04 5 =—1=1.63s ——1=2.04s
L o 7=
2.02-10° —fm W 100 3
152-10° 4 0.50
HE E El = E
Ior-100 F ~— 0.00 ¥
< 3 S
510 —0.50 4
gguuuuluuHHIHHHHIHHHHI_\ E;\HHH|HHHH|HHHH|HHHH|\
e o ey
0.000 0.075 0.150 0.225 0.300 0.000 0.075 0.150 0.225 0.300
z (m) z (m)
0.134 0.290
0.103 0.222
A~ —
Bl g
~— 0.071 ~— 0.154
S
=4 8]
0.040 0.086
0.008 ,HH:HH:HH:HH HH:HH:HH:HH:) 0.018
0.00 0.54 1.08 1.61 2.15

Figura 9: Solucién del test de combustién en camara cerrada. Arriba izquierda: temperatura. Arriba
derecha: presion. Centro izquierda: densidad. Centro derecha: velocidad. Abajo izquierda: velocidad

de quemado. Abajo derecha: posiciéon del frente de combustion.

y la temperatura asciendan rapidamente hasta unos valores de saturaciéon, que pueden calcularse

mediante los resultados obtenidos en el apéndice|L en la pagina 90, Por tanto, también se espera que
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la velocidad de quemado crezca rapidamente y acabe saturando. Pueden observarse los resultados

en la figura[9

4.3.2. Combustion en camara semiabierta con seccidén constante

De nuevo, consideraremos un cilindro de 5 cm de radio y 30 cm de longitud. El cilindro esta
relleno de combustible hasta x = 29 cm y el dltimo centimetro esta lleno de aire. El cilindro esta
cerrado por su base izquierda, pero esté abierto por su base derecha, por lo que el aire puede salir
del dominio. La condicién de contorno a la salida es que la presion del gas sea la atmosférica. En
t = 0, se prende fuego al combustible y dejamos evolucionar la simulacién hasta ¢ = 35s. En este

caso, el modelo en estado estacionario (véase el apéndice |L en la pagina 90)) predice que la presion,

la temperatura, la densidad y la velocidad del gas son constantes tanto en el espacio como en el
tiempo. Por tanto, la velocidad de quemado también deberia permanecer constante. Pueden verse
los resultados en la figura

4.3.3. Combustién en camara semiabierta con seccidén variable

Esta vez, al cilindro de 30 cm de longitud y 5 cm de radio del apartado anterior le acoplamos
una tobera de 5 cm de longitud, de forma que el area a la salida es 10 veces menor que el area de
la zona en la que se encuentra el sélido. De nuevo, la condicién de contorno a la salida es que la
presion del gas sea la atmosférica. En ¢ = 0, se prende fuego al combustible y dejamos evolucionar la
simulacién hasta t = 30s. Esperamos que la presion en la interfase sea mayor en este caso que en la
simulacién anterior, por lo que el combustible deberfa quemarse también mas rapido. Los valores de

la aproximacion estacionaria los hemos obtenido con el esquema numérico que presentamos al final

del apéndice [L en Ta pagina 90| Pueden verse los resultados en la figura [11}

5. Conclusiones

En este trabajo,
= Se ha planteado un modelo sencillo, justificando con hechos experimentales todas las hipotesis.

= Se han deducido las ecuaciones para las zonas sélida y gaseosa y se han obtenido las condiciones

de contorno en la interfase.
= Se han expuesto los métodos numéricos utilizados y se han implementado en C++.

= Se ha verificado, mediante cinco tests para el soélido y catorce tests para el gas, el correcto
funcionamiento de los métodos numéricos en los casos particulares en los que s6lo hay sélido

o s6lo hay gas.

= En la verificaciéon del modelo completo, se ha visto que:
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Figura 10: Solucion del test de combustién en cadmara semiabierta con secciéon constante. Arriba
izquierda: temperatura. Arriba derecha: presion. Centro izquierda: densidad. Centro derecha: velo-
cidad. Abajo izquierda: velocidad de quemado. Abajo derecha: posicién del frente de combustion.
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Figura 11: Solucién del test de combustion en cadmara semiabierta con seccidén variable. Arriba
izquierda: temperatura. Arriba derecha: presion. Centro izquierda: densidad. Centro derecha: velo-
cidad. Abajo izquierda: velocidad de quemado. Abajo derecha: posicién del frente de combustion.
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e En el caso de una combustiéon en camara cerrada, la simulacién en estado transitorio

converge a los valores que predice el modelo en estado estacionario.

e En una combustion en cAmara semiabierta, el modelo predice que la velocidad de quemado

permanece aproximadamente constante, reproduciendo el hecho

e La resolucion de la combustion en caAmara semiabierta no resulta satisfactoria, puesto que
aparecen oscilaciones, seguramente debidas a la forma en la que se han implementado las

condiciones de contorno en la interfase.
Del trabajo realizado puede concluirse que:

= Las condiciones de contorno imponen una fuerte restricciéon en el paso de tiempo y, en conse-
cuencia, las simulaciones del modelo completo requieren del orden de 1000 veces més tiempo

de computo que cuando sélo hay gas.

= A pesar de la sencillez de las hipdtesis del modelo, la resoluciéon numérica de las ecuaciones

resulta extraordinariamente compleja.

= Kl refinamiento adaptativo puede ser muy util en problemas en los que se mezclan fendémenos

de diferentes escalas en un mismo dominio, como en nuestro caso.
Por todo lo anterior, para el futuro se recomienda:

= Cambiar la forma en la que estan implementadas las condiciones de contorno de la interfase,

de forma que desaparezcan las oscilaciones.

= Resolver todas las ecuaciones, incluidas las del gas, de forma implicita para poder dar pasos

de tiempo mas razonables.

= Comparar las simulaciones numéricas con datos experimentales.
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A TRANSFORMACION DE ECUACIONES TRIDIMENSIONALES A
ECUACIONES UNIDIMENSIONALES CON AREA VARIABLE
Andrés Lain Sanclemente

A. Transformacion de ecuaciones tridimensionales a ecuaciones uni-

dimensionales con area variable

Matematicamente, el dominio descrito en la hipotesis|[12 en la pagina 6| puede formularse de la si-

guiente manera: Ja, b € R con a < b tales que existe un difeomorfismo ¢ : [a,b]x {(y,z) € R? : y* + 22 < 1} —
D de clase CY, siendo D el dominio del problema; es decir, el dominio es difeomorfo a un cilindro.

Proposicién 1. Sea D C R3 el dominio espacial de nuestro problema. Si existen a,b € R y ¢ :
[a,b] x {(y,2) € R?: y? + 22 < 1} — D de clase C®?) entonces eriste una funcion A : [a,b] — R
llamada seccion o drea transversal, definida por

A(x) = // dy'd?, (A1)
w({z}x{(y,2)eR%:y? +22<1})

que satisface las siguientes propiedades
1. A(xz) > 0Vzx € [a,b],
2. AeCW,

La figura[19 ilustra el contenido de esta proposicion.

Figura 12: Conducto de area variable.

Demostracion. Por el Teorema del Cambio de Variable, podemos escribir A (x) como sigue

nesy det [7 (2, , 2)]| dyd. (A.2)
{(y,2)€R2:y2+22<1}

Como ¢ es un difeomorfismo, en particular es invertible, luego debe ser det [Jp (x,y, z)] # 0. Por

consiguiente, A (z) > 0 Vz € [a,b]. Como ¢ € C?), Jp : R3*3 — R3*3 es una funciéon matricial

de clase C) pues todas sus componentes son de clase C"). Ahora bien, el determinante es una

funcion de clase C(°) | pues puede escribirse como un polinomio de tantas variables como elementos
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tiene la matriz sobre la que actia. En consecuencia, det [Jo (z,y,2)] € CM). Ahora bien, como
es det [Jo (z,y,2)] # 0 V(z,y,2) € [a,b] x {(y,2) € R?: y? + 22 <1}, y det[J¢] es una funcion
continua en el cilindro, necesariamente ha de ser de signo constante. Eso conlleva que al aplicar el
valor absoluto nunca estaremos evaluando éste en el punto anguloso y, por tanto, |det [Jy]| € C(1.
Por el Teorema de Derivacion bajo Signo Integral, obtenemos que A : [a,b] — R es una funcion de
clase C(), Q.E.D.

Por tanto, gracias a la proposicién [I en la pagina anterior] podemos garantizar que la hipotesis

[12 en la pagina 6| garantiza la existencia de una funcién area o seccién trasversal.

Lema 1 (Transformacion 3D a 1D con seccién variable). Sea V un compacto de R® homeomorfo a un
cilindro. Para obtener las ecuaciones unidimensionales asociadas a unas ecuaciones tridimensionales,

basta llevar a cabo las siguientes sustituciones:

1. dada f:V x (0,00) — R,

donde

_ 1 . .
f(x,t)= @) //A(I) f(r,t)dA; (A4)

2. dada f:V x (0,00) — R,

donde
1 g .
Pt =g [, FEDaa (A6)

3. dadas f : V x (0,00) — R y 7: V x (0,00) — R3 tal que =0 en la superficie lateral,

9 (fvA)

V- [f (7 )T ()] — o

(z,t), (A.7)

donde

. 1 . ‘
fo(z,t) = @) //A(x) f (7 t) vy dA; (A.8)

4. dada f :V x (0,00) — R, siempre que nos encontremos en un régimen de dreas lentamente
variables (lo suficiente como para que sen 6 = tan 0, siendo 6 el dngulo de apertura del conducto)
y que f = cte sobre la superficie lateral en las superficies asociadas a x = cte,

o (F4) 9A

ey = T - g e 2 ), (A9)

ox

donde
— 1

f(z,t) = A //A(m) f (7, t) dA; (A.10)
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5. dadas f:V x (0,00) — R yg:V x (0,00) — R tales que Vf =0 en la superficie lateral,

= = . 8f
V- (997) (70 — ax< 95 >(a:), (A.11)
donde
3f
A; A.12
95, o) (%d (A.12)
6. dadas f :V x (0,00) — R y 7:V x (0,00) — R tales que T =0 en la superficie lateral del
ctlindro,
0(12) 0(fun) | O(ferv) 2 (134)
Al
Ox * oy + oz Ox (2,1), (A-13)
donde )
fo2(x,t :// f (7, 1) v (7 t) dA. A.14
0= 50 [ FE0EED (A1)

Hemos indicado con — las sustituciones que conllevan alguna aproximacion; el resto son sustitu-

ciones exactas.

Demostracion. Supongamos que partimos de una ecuaciéon diferencial

8u1 8u1 8’LL1 8u1 6u1 8’&1 6u1 8U1 -
g1 <U1,at,ax,8y,8z,u2 . >++g < 178t78x,ay,az,u2,...> —O (A15)

Integramos ambos miembros de la ecuaciéon en todo el volumen V| obteniendo

8’LL1 8'&1 5‘u1 8u1 6u1 Bul .
ﬁ |:g1 (ul, 8.7; aZ,UQ,...>—|—"'—|—g <U1, ot ax aZ,UQ,...>:| dV =0 «—

(A.16)
8u au ou

8u1 8u1 8u1 .
///gn(ul, e 827@,...)&/—0.

El objetivo sera transformar cada integral en una expresion de la forma f; h (z)dz. Asi, la igualdad

(A.17)

anterior se convertira en una del estilo

b b
/hl(x)da:+---—|—/hn(x)d:z:()<:> (A.18)

— /b [y (2) + - + By (2)] dz = 0. (A.19)

Como la integral anterior debera ser cero independientemente de los valores de a y b (podemos

integrar en un cilindro mas grande o méas estrecho y la ecuacién debe cumplirse igualmente), nece-
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sariamente sera

hi(z)+- -+ h,(x)=0 Vz€la,b. (A.20)

Con esto, hemos demostrado que, si conseguimos trasformar la integral volumétrica de cada sumando
de g en una integral entre a y b en la direcciéon X, entonces sera cierto que bastara sustituir g; por
h1, g2 por ha, etc.

Hecho esto, estudiemos cada uno de los puntos del enunciado.

1. Aplicando el Teorema de Fubini, tomando como secciones las areas transversales del cilindro

y proyectando sobre el eje X, se tiene

[} Lav- /(/’6@0 (a.21)

A continuacién, suponiendo que f sea suficientemente «buena», conmutaremos la derivada

temporal con la integral en la seccién, obteniendo

//v %dv _ /:Oat (//Am fdA) de. (A.22)

Para proseguir, multiplicaremos y dividiremos por A (z) justo a la izquierda de la integral
sobre la seccién. Asi,

I =[5

donde hemos identificado la funcién f (), que venia dada en el enunciado.

fdA dz / a(éfA)da:, (A.23)

=f(z

2. Al igual que en el caso anterior, aplicaremos el Teorema de Fubini, proyectando sobre el eje X
y tomando como secciones las areas trasversales del cilindro. De esta forma,

f =[], 7o) an i

Multiplicando y dividiendo por A (x) a la izquierda de la integral sobre la seccién e identificando

f (z), llegamos al enunciado. En efecto,

///V fdv = / ’ A(z)Aiﬁ) //A o fdA | dz = /a b?Adx. (A.25)

=f(z)
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3. Aplicando el Teorema de la Divergencia, tenemos

// V- (f7)dV = fU-dA. (A.26)
Vv ov

Escindimos la integral a lo largo de la frontera de V' en tres integrales: la tapa correspondiente
a T = a, la tapa correspondiente a x = b y la superficie lateral, que denotamos con SL. De esta

//vﬁ.(fﬁ)dV_//A(a)fﬁ.d/TJr/A(b)fg.dj+/Squ7.dj, (A.27)

Como, por hipétesis, es @ = 0 en toda la superficie lateral, la tltima integral se anula, y, por

forma,

tanto, tenemos que

//Vﬁ.(fﬁ)dV—/A(a)fﬁ.dﬁ'+/A(b)fg.dj_ (A.28)

Es claro que en las tapas sera dA || Z. De hecho, en la tapa correspondiente a x = a tenemos
d4A = —2dA y en la tapa correspondiente a x = b es dA = ZdA, pues debemos escoger la

normal exterior. En consecuencia,

//Vﬁ.(fﬁ) dV://A(a) fa.(_ge)dA+/A(b) fi- & dA. (A.29)

Uz, tenemos

//Vﬁ.(fa) dv = _//,4<a) fo dA+//A(b) fog dA. (A.30)

Multiplicando y dividiendo por el area delante de cada una de las integrales e identificando las

@i
&>
|

Como

funciones del enunciado, se llega a

SN dV — —A (q) v 1 v dA —
//VV-(fv)dV— A()A(a)/A(a)fszJrA(b)A(b)/A(b)fa:dA

—Fo(a) —Fo(b)
—A(a) fo(a)+A(b) fo(b).

Ahora bien, por la regla de Barrow, podemos reescribir la expresion anterior mediante una

//V V- (fo)dV = /ab de. (A.32)

=V f - 2, escribimos

/// F-dV = ///Vf &dVv. (A.33)

(A.31)

integral

4. Teniendo en cuenta que % 8f =
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Ahora, podemos aplicar un corolario del Teorema de la Divergencia, obteniendo

//V gidv = %[év fi-dA. (A.34)

Al igual que en el punto anterior, escindimos la integral a lo largo de la frontera de V en tres

integrales: una por cada tapa y una para la superficie lateral (SL). De esta forma,

// de_// ffc-dA‘Jr/ ffc-d/_f—i—/ fi-dA. (A.35)
v Oz Aa) A(b) SL
—_—
:le ::12

Llegado este punto, trabajaremos con cada uno de los términos marcados por separado. Co-
menzaremos con I7. Es claro que en las tapas sera dA | . De hecho, en la tapa correspondiente
az = a tenemos dA = —2dA y en la tapa correspondiente a x = b es dA = 2dA, pues debemos

escoger la normal exterior. En consecuencia,

I = / ” fi-(—2)dA + //A " fioidA=— //A " fdA + //A " fdA. (A.36)

Multiplicando y dividiendo por el area delante de cada integral e identificando términos, ob-

tenemos 1 1
I:—Aa// fdA+Ab// fdA =
' @) 3 (a) JJ a(a) ®) 7 (0) JJ aw)
n > (A.37)
=f(a) =f(b)
= —A(a) f(a) + A(b) f ().
Aplicando la Regla de Barrow, podemos expresar lo anterior mediante una integral. En efecto,
b9 (fA)
I = ——~dx. A.
: / o a (A.38)

Prosigamos con Is. Véase la figura[13 en la pagina siguiente] Usaremos coordenadas cilindricas

para hacer la integral:

b 21
I, = // fi-dA = / fr(z, ) & - ndede, (A.39)
SL x ©

=a =0

donde r (z, ) es la distancia de la superficie lateral al centro del cilindro, que es funcion tanto
de x como del dngulo ¢, y 7 es la normal exterior a la superficie. Puede verse en la figura la

figura [I3 en Ta péagina siguiente| que, de hecho,

or
h=— = . A4
T-n senf, tané o (z,p) (A.40)
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r+dx

Figura 13: Variacion del area a lo largo del conducto.

Por otra parte, la expresién para el area de la seccidén trasversal en coordenadas cilindricas es

27 r(z,p)
A(z) = / / pdpdep. (A.41)
=0 J p=0

Derivando con respecto a x en ambos miembros y aplicando la regla de Leibniz de Derivaciéon

Bajo Signo Integral, obtenemos

2m r
o) = / RCeracere (A.42)

Volviendo a la expresion [A.39 en la pagina anterior] como estamos en el régimen de areas

lentamente variables, de forma que podamos aproximar sen f = tan ), tenemos que
b 27
b=[ [ 1o (-snd)dods ~
r=aqa =0
b 27
~ —/ / f(z, )7 (x,¢) tan Odpdx = (A.43)
r=aqa =0
b 2 or
= - fla,@)r(z,9) 5 (2,0) dpda.
r=a =0 x

Por hipétesis, f = cte en la superficie lateral cuando x = cte, es decir, podemos suponer que
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f no depende de ¢ y sacarla fuera de la integral. De esta forma,

b 2m o
~ _/x_a flst, [/SO_Or(x,go) a—; (z,p)dp| dz. (A.44)

/

=94 (a)

Ahora bien, por la ecuacion[A.42 en la pagina anterior] el término marcado es justo la derivada

del area con respecto de x. Por ende, podemos escribir

b
oA
L~ — / floy S da (A.45)

Volviendo a la ecuacion [A.35 en Ta pagina 31| tenemos que

//vgide/abafA /f!s,L /ab

5. Aplicando el Teorema de la Divergencia, obtenemos

/// gi dV %Vgﬁf-d[f. (A.47)

Al igual que en los puntos anteriores, escindimos la integral a lo largo de la frontera de V' en

9 (FA) oA
ox ~ flsu 5y ox

dz. (A.46)

tres integrales: una por cada tapa y una para la superficie lateral (SL).

/// QVf dV //A(a)gi dA+//A(b gVf- dA+//S;Lgvf dA. (A.48)

Por hipétesis, sabemos que v f= 0alo largo de toda la superficie lateral, luego la tercera
integral se anula. Asi,

/// QVf dV // gVif- dA+// gV f-dA. (A.49)

Es claro que en las tapas sera dA || Z. De hecho, en la tapa correspondiente a x = a tenemos
d4A = —2dA y en la tapa correspondiente a x = b es dA = ZdA, pues debemos escoger la

normal exterior. En consecuencia,

/// (99r)av = //A (a)gvf #)dA+ //A ,09rad Az (A.50)

Teniendo en cuenta que v f-z= %, obtenemos

/ARGE // fas ff a e
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Multiplicando y dividiendo por el area delante de cada integral e identificando términos, lle-

gamos a
/// gi dV— // gadi—l—A //A(b di:
=92L (a) —92L (1) (A.52)
_ —A(a)gg‘i(a) +A(b)gg‘£(b).

Por ultimo, aplicando la regla de Barrow, tenemos

/// gi dV /ab(,3 (gi >dx. (A.53)

6. Teniendo en cuenta que 3 89 =

.

Vg - Z, podemos escribir

0 (fuzvy) n 0 (fugvy) qV =

ox dy 0z (A.54)
/// fv -zdV + // V (fopvy) - gdV + // V (fogvy) - 2dV.
Aplicando un corolario del Teorema de la Divergencia, obtenemos
a 2
/// (fvx) + 0 (fv:ﬁvy) + 0 (fvxvz) v =
v ox dy 0z
= foli - dA + # fvavyd - dA + fogv,2-dA =
v v oV (A.55)

—

= fog (V2T +vyy +v,2] - dA =
oV

= fo,v-dA
°1%

Escindimos la integral a lo largo de la frontera de V' en tres integrales: la tapa correspondiente
a x = a, la tapa correspondiente a x = b y la superficie lateral, que denotamos con SL. De esta

///V [8 (af;)%) N 8(f;;vy) . 3(f;;vz)

:/ fvxﬁ.d/h/ vaU-d/T—i—/ fo,7 - dA.
A(a) A(b) SL

Como, por hipétesis, v = 0 en toda la superficie lateral, la ultima integral se anula, y, por

forma,

dV =

(A.56)
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tanto, tenemos que

///V la(gf) +8(fav;vy) +6(f;;~vz) dV:/A(a) fo, - dA + //A(b) fu,o-dA. (A5T)

Es claro que en las tapas sera dA || Z. De hecho, en la tapa correspondiente a x = a tenemos

dA = —#dA y en la tapa correspondiente a = b es dA = ZdA, pues debemos escoger la

dV:// fvzﬁ-(—fc)dAJr// fou7- 3 dA =
Aa) A(b)
:_// fvgdAJr// o2 dA.
Aa) Ab)

normal exterior. En consecuencia,

///V [8 (éf;fﬁ) N a(f;;vy) ) 3(f;;vz)

(A.58)
Multiplicando y dividiendo por el area delante de cada integral, llegamos a
o 2
/// (Fo2) | 0(fvavy) | O (Fowva) | 4y
% ox 8y 0z
1 1
=—A(a // fo2dA+A (b // fo2dA
( )A(a) Aa) ( )A(b) A(h) (A.59)
~Fu(@) —F2)

= — A(a) fo2 (a) + A (b) fo2 (b).

donde hemos identificado los términos marcados. Por iltimo, aplicando la regla de Barrow,

///V [a(gsi) N a(f;;vy) N 3(@);%)

obtenemos

av = / b de. (A.60)

Q.E.D.
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B. Deduccion de las ecuaciones del modelo

Proposicién 2 (Ecuacién del calor). Sea V' C R?® un abierto acotado, relleno de un sdlido de con-
ductividad térmica ks, densidad ps y calor especifico a volumen constante cys, todos ellos constantes.

Entonces, en todo punto del sélido y en cualquier instante de tiempo debe satisfacerse

or

2
S =aVT, (B.1)
ks

donde o0 = .
PsCV,s

Demostracion. Consideremos un volumen de sélido 2 C V cualquiera. Véase la figura[14] Entonces,

Figura 14: Volumen de sélido.

la energia almacenada en dicho volumen seré

E= ///Q pscy.sT (7, 1) dS. (B.2)

Ademas, en cada punto de la frontera de € (la superficie exterior) habra un determinado flujo de
calor por unidad de tiempo y area ¢. Para llegar al resultado basta con que hagamos un balance
integral en nuestro volumen 2, pues sabemos que la variacion de la energia almacenada en 2 se
deberé unicamente al flujo de calor en su superficie. En consecuencia,

a1 (/// pscv,sT (71) dQ) %}f _ﬁgg g7 t) - dA. (B.3)

El signo menos viene de que cuando el flujo es paralelo a dA (o sea, paralelo a la normal exterior),
la energia del volumen €2 disminuye. Aplicando el Teorema de la Divergencia tenemos

ot <///pszs (7,t) dQ> // V-G (7 1) dQ < (B.4)
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— % (///ﬂ pecy.sT (7 1) dQ> + //Qﬁ LG t) dQ = 0. (B.5)

Suponiendo que la funcién temperatura es suficientemente «buena», podemos conmutar la derivada

temporal con la integral, llegando a

///Q [{i (pscv.sT (7,1)) + V - J(F,t)} dQ = 0. (B.6)

Ahora bien, hemos llegado a que esta ecuaciéon debe cumplirse para cualquier subvolumen QQ C V.
Por consiguiente, el integrando debe ser nulo, es decir,

0 -
5 (pscvsT (7)) +V-q(r,t) =0 VreV. (B.7)

Por la hipétesis [IT en Ta pagina 6], el flujo de calor vendra dado por la ley de Fourier

T(Ft) = —kVT (7,1) . (B.8)

Sustituyendo dicha expresion en la ecuacion [B.7] tenemos

% (psevsT (7 1)) + V - (—kﬁT) —0 VFeV AVteR. (B.9)

Como ps,cy,s ¥ ks son constantes, podemos sacarlas de las respectivas derivadas, obteniendo

oT
PsCVs s (Ft) — ks VAT (Ft) =0 VFPeV AVEER «— (B.10)
oT ks 9
— (Ft) = ——VT(r\t) VreV AVteR B.11
oy (7, t) psCV,sv (rit) Vre €ER, ( )
que es la expresiéon del enunciado. Q.E.D.

Proposicion 3 (Ecuaciones en el solido). En el sdlido la unica variable es
» [a temperatura T =T (z,t).

Intervienen, ademds, cuatro pardmetros:
= [a densidad del solido ps,
= [a conductividad térmica del sdlido ks,
» la capacidad calorifica especifica a volumen constante del sélido cys.
» el drea de las secciones transversales del conducto A = A (x).

La evolucion temporal y espacial de la temperatura obedece a la ecuacion del calor

d(TA) 0 ( ks 8TA>_ (B.12)

ot  Ox pscvys%
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Demostracion. Por la hipotesis [I en la pagina 5| sabemos que tinicamente tenemos que considerar

una especie quimica. Por la hipodtesis [2 en la pagina 6] las propiedades del s6lido serédn las mismas

en todo punto del espacio y en todo instante de tiempo. Por la hipdtesis [3 en la pagina 6] el solido

permanecerd inmovil en el tiempo. Por la hipotesis[9 en la pagina 6] no hace falta que consideremos

la elasticidad del sélido. En consecuencia, la tinica variable del solido que estamos permitiendo que
varie tanto en el espacio como en el tiempo es la temperatura. Siendo asi las cosas, sera suficiente
considerar la difusién del calor en un sélido con densidad, capacidad calorifica y conductividad

térmica constantes. En tres dimensiones, bajo la hipotesis 11 en la pagina 6| (la ley de Fourier), la

ecuacion que describe ese proceso es la dada por la proposicion [2 en la pagina 36|

ok
ot PsCV.s

or - ks =
VT — —=V_ < VT> . (B.13)
ot PsCV,s

Para transformar esta ecuacion tridimensional en una unidimensional, bastaréa aplicar los puntos 1

y b del lema|l en la pagina 27, Su uso esta justificando por la hipotesis |12 en la pagina 6| (dominio

difeomorfo a un cilindro y superficie lateral adiabatica). De esta forma, la ecuacion anterior se

transforma en

8(TA) o < ks 8TA>_ (B.14)

ot oz pchVS%

Por la hipétesis |12 en la pagina 6, podemos aproximar la ecuacién anterior de la siguiente manera

d (T A) a( ks 8TA>. (B.15)

ot ox PsCV.s oz

Finalmente, abusando de la notacion, llamando 7' = T, llegamos a la ecuacién del enunciado

(T A) a( ks aTA>. (B.16)

ot oz pscvys%
Q.E.D.

Proposicion 4 (Ecuaciones en el gas). En el gas hay cuatro variables:

» la densidad p = p (z,1),

la velocidad v = v (z,t),

la presion P = P (z,t),

la temperatura T =T (z,t).
Ademds, intervienen los siguientes pardmetros:
» la capacidad calorifica especifica a volumen constante del gas cy,g,

= [a constante del gas R,
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» las fuerzas externas por unidad de masa f = f (x,t),
» el drea de las secciones transversales del conducto A = A (x).
Las variables y los parametros estdn relacionados entre si a través de:

1. la ecuacion de conservacion de la masa

% (pA) + a% (pvA) =0, (B.17)

2. la ecuacion de conservacion del momento lineal

0 0 9 _ 0A
g (pvA) + 7 ([pv° + P] A) = P% +pfA, (B.18)

3. la ecuacion de conservacion de la energia

9 12 9 12 _
Y (p [cv,gT—i— 5Y ] A> + o [(p (cvng—i— 5Y > —|—P> ’UA:| = pfovA, (B.19)

4. la ley de los gases ideales
P =pRT. (B.20)

Demostracion. Partiremos de las ecuaciones de Navier-Stokes en forma conservativa:

P
A B.21

8 = =d = —
5(pq7)+v-(m7(§m7):—VP+V-%’+pf, (B.22)

donde ¢ es el tiempo, p es la densidad del gas, v es su velocidad, P es la presion, 7' es el tensor de
esfuerzos viscosos, f son las fuerzas volumétricas por unidad de masa, e es la energia interna del
fluido, ¢ es el flujo de calor y @ es calor liberado por unidad de volumen. Gracias a la hipotesis

[10 en la pagina 6| se anulan los esfuerzos viscosos, por lo que serd 7 = 0. La combinacion de las

hipotesis [10 en la pagina 6| (conductividad térmica nula) y |11 en la pagina 6| (ley de Fourier) lleva

a la anulacion del flujo de calor, es decir, a que ¢ = 0. Ademas, como dentro del gas no se produce
ninguna reaccién quimica, podemos estar seguros de que no se generara energia en el gas y, por

tanto, serd = 0. Por consiguiente, las ecuaciones anteriores se reducen a

9P, _
5+ V(o) =0, (B.23)
o - o - —
5 (PO + V- (pi® ) = =VP +pf, (B.24)
o 1, N 1, - .
e pe+§v + V.| pv e+§v =V . (=P?)+pf -7, (B.25)
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que son justo las ecuaciones de Euler. Reordenando ligeramente los términos en la segunda y tercera

ecuacion, tenemos

dp =
. = B.2
5 TV (pv) =0, (B.26)
0, 0 & [\~ = =
g(ﬂ@*‘v'(PU@UWLPH):Pf? (B.27)

gt <p[€+;v])+6-(<p[e+;v2]+P>{;’>:pf-@ (B.28)

Hecho esto, ya estamos en disposicién de obtener las ecuaciones unidimensionales asociadas. Para

ello, al igual que en el caso del s6lido, emplearemos el lema |l en la pagina 27, Comenzaremos con la

ecuacion de conservacion de la masa

O . =0. B.29
t—}—V (pv) =0 ( )

Teniendo en cuenta la hipotesis |12 en la pagina 6| (dominio difeomorfo a un cilindro), como ¥ = 0 en

la superficie lateral (en una pared la velocidad del fluido ha de ser cero), podemos aplicar los puntos

1y 3 del lema|l en la pagina 27| para obtener

O (34) + o (A) = 0. (B.30)

Por la hipétesis |12 en la pagina 6, podemos reescribir la ecuacién anterior como

0

9
5 (pvA) = 0. (B.31)

(PA) + p

Abusando de la notacién, llamando p =p y v = 7, llegamos a la ecuacion del enunciado

0

5 (P4 + 9 (pvA) = 0. (B.32)

Oz

Prosigamos con la ecuacién de conservaciéon del momento

0 - "
a(pﬁ)—FV-(pU@U—i-PH):pf. (B.33)

En concreto, nos centraremos en la componente X de la ecuacion vectorial anterior. Recordando que

8A11 + 5A21 + 5A31

Ugly VgV

Q7® 17 = vay Uz% vaz ) V cA= 81412 + 8A22 + 8A32 ’ <B34)

81413 + 81423 + 81433

VgUy  VyUy vz
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donde
A Az Agg
A=Ay Ap Ax |, (B.35)
Azr Aszz Asg

la primera componente de la ecuaciéon queda

d 9 (pv2) 9 (pvgvy) O (pvgv.) OP
g (pvg) + 0w T By t—0, T~ pfa. (B.36)

Teniendo en cuenta la hipotesis |12 en la pagina 6| (dominio difeomorfo a un cilindro), como @ = 0 en

la superficie lateral y la seccion varia lentamente por la hipétesis|[12 en la pagina 6, podemos aplicar

los puntos 1, 2, 4 y 6 del lema|l en la pagina 27| transformando la ecuacién anterior en

0 0 [— 0 (PA) 0A —
g Y (02 _
5 (pvz A) + o (pva) + o Plg, = o = pfzA. (B.37)

Aplicando la hipoétesis [12 en Ta pagina 6] podemos reescribir lo anterior como

0

_ d(PA) 50A _
ot (PzA) + o

)
op (PTtA) + —5— = P =7 f.A (B.38)

Abusando de la notacion, es decir, tomando p =p, v =75, P= Py f = f,, obtenemos la ecuacion
del enunciado. En efecto,

;) &, ) A

g (pvA) + . (pv*A) + p (PA) — Pa— pfA — (B.39)
0 0 0A

= o (vd) + o ([pv* + P] A) = P+ pfA. (B.40)

Proseguiremos con la ecuacién de conservacion de la energia

gt <P[€+;v]>+ﬁ~(<p[e+;vz]+P>17>:pf.@“ (B.41)

Teniendo en cuenta la hipotesis |12 en la pagina 6] (dominio difeomorfo a un cilindro), como 7 = 0

en la superficie lateral, podemos aplicar los puntos 1, 2 y 3 del lema [l en Ia pagina 27| para obtener

wle ) (Gl o)) ren o

Dado que la fuerza unicamente se aplica en la direccion X, tenemos f - v = fpv,. Ademas, haciendo
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uso de la hipétesis[12 en la pagina 6] llegamos a

gt (p {e + ;vz] A) + aam ((p [e + ;1)2} + P) vA) = pf. Uz A. (B.43)
Abusando de la notacién, es decir, llamando p=p,e=¢, P=P, f = f, y v = U = Uy, tenemos
gt (p [e + ;112} A> + 8833 <<p [e + ;vg] + P> UA) = pfvA. (B.44)
Segun la hipdtesis [10 en la pagina 6| el gas es ideal. Por tanto, es e = cy,4T'. Por ende,
0 1, 0 14
5 <p [cng +3v } A> + 9 [(p <cv,gT +3v ) + P> ’UA:| = pfvA, (B.45)

que justo es la ecuacion del enunciado.

Unicamente nos queda comentar que se cumple la ley de los gases ideales de forma trivial por la

hipotesis |10 en la pagina 6| (gas ideal). Q.E.D.

Proposiciéon 5 (Condiciones de contorno). Sea x4 (t) la posicion del frente de combustion. Supon-
dremos sin pérdida de generalidad que el solido se encuentra a la izquierda de x4 y, por tanto, que

el gas se encuentra a la derecha. Las condiciones de contorno en la interfase son las siguientes:

1. continuidad de la temperatura

T(x;) =T (), (B.46)
2. conservacion del flujo mdsico

pay = p (a7) (0 () + 1) (B.47)

3. balance energético

Zf (zg) = ,: (pqu [(cv,s —cvg) T (zg) + AH — %19 (@) = P () (x;)) . (B.48)

donde
fzg) = lm f(z), f(z)):= lim f(x), (B.49)

— +
I—)Iq LK—)Z'q

v (t) es la velocidad de quemado y AH es el incremento de entalpia por unidad de masa de la
Teaccion quimaica.

Demostracion. Véase la figura [15 en la pagina siguientel

1. La igualdad de temperaturas se debe directamente a la hipotesis [5 en la pagina 6]
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Figura 15: Volumen de control elegido para la deduccién de las condiciones de contorno.

2. Partiremos de la ecuacién de conservacion de la masa en forma integral

;(///Vpdv>+7§évp(ﬁ—ﬁc)-dﬁ_o, (B.50)

donde p es la densidad total (suma de la del gas y la del solido), ¥ es la velocidad y @, es la
velocidad a la que se mueve el volumen de control. Tomaremos como volumen de control un
cilindro de altura diferencial centrado en el frente de combustion que se desplaza solidariamente
con él, de forma que una de sus tapas esté siempre completamente contenida en la zona sélida

y la otra esté siempre completamente contenida en la zona gaseosa, como muestra la figura

Por la hipotesis [6 en la pagina 6] la interfase esta en equilibrio y, por tanto, la masa que

hay contenida en el cilindro no puede variar en el tiempo. Por consiguiente, el término de la
derivada temporal total se anula, lo que nos reduce la ecuacién a

# p (T + vgd) - dA =0, (B.51)
oV

donde hemos usado que la velocidad del volumen de control es @, = —v4&. Recordando que

dA es paralelo a la normal exterior, obtenemos la siguiente condicién
o) [ (x) Fu Ale) 4o (@) (@) Tl A =0, (BA2)

Como no hay gas a la izquierda del frente de combustion y el solido permanece inmévil por

la hipo6tesis |3 en la pégina 6|, sera v (:Eq
combustién tnicamente hay solido, serd p (wq_) = ps. Por ultimo, por la proposiciéon

pagina 26| (que es una consecuencia de la hipotesis [12 en la pagina 6)), el drea es una funcion

) = 0. Ademas, como a la izquierda del frente de

continua en todo el domino. Por consiguiente, A (azq_) =A (x;) En resumen, tenemos

— psvgA () +p (27) [v (2]) +vg] Azg) =0 = (B.53)
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= psUg =p (ZL'(—;) v (:L':;) + vg] - (B.54)

3. Partiremos de la ecuacién de conservacion de la energia en forma integral

d(/// EdV>+ E(@—7,)-dA=

dt v oV

:—# (j-d/h// QdV+///pf-UdV+# 7.7 dA,
oV 1% 1% ov

donde E es la densidad de energia total por unidad de volumen, p es la densidad total (suma

(B.55)

de la del solido y el gas), ¢ es el flujo de calor por unidad de area y tiempo, Q es la energia

liberada por unidad de volumen, f son las fuerzas externas y 7 es el tensor de esfuerzos total.

Como el tensor de esfuerzos total cumple 7 = 7 — Pl y, por la hipotesis |10 en la pagina 6], los

efectos viscosos son despreciables, tenemos que 7 = —PI. En consecuencia,

(i(///VEdV>+#WE(U—EC)-dE:
:_%V@.MJF///VQWJF///VJ-ﬁdV—%[éVPa-dA’.

Al igual que en el caso anterior, tomaremos como volumen de control un cilindro de altura

(B.56)

diferencial centrado en el frente de combustién que se desplaza solidariamente con él, de forma

que una de sus tapas esté siempre completamente contenida en la zona sélida y la otra esté

siempre completamente contenida en la zona gaseosa, como muestra la figura [I5 en Ta paginal

Por la hipotesis[6 en Ta pagina 6] la interfase esta en equilibrio y, por tanto, la energia

que hay en el cilindro no puede variar en el tiempo. En consecuencia, el término con la derivada
temporal total se anula. De esta forma, la ecuaciéon queda

E(U—ﬁc)-dffz—# (j-dﬁ+// de+/// pf - TdV — PG-dA.  (B.57)
ov oV 1% 1% ov

Aplicando la hipotesis |11 en la pagina 6| (ley de Fourier) y teniendo en cuenta que U, = —v,2,
obtenemos
E (0 +v,i) - dA = kVT - d/f+// de+/// pf- 6dV—# P7-dA. (B.58)
oV oV ) v ) v oV
=1 =12 =13 =y :‘2?5

Calcularemos cada término de forma separada. Recordando que dA es paralelo a la normal

exterior, llegamos a

I= B (rg) (v () +0) A (a7) + B (1) (v (a) +u) A(wf) . (B59)
b=k (a7) 90 (5) Aley) +E () 0 (o) A (). (B.60)
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I =P (a7) v (57) A a7) ~ P (a7) v () A (a7) (B61)

La integral Iy se anula ya que la medida del conjunto de integracion (el volumen del cilindro)

Tq+e .
L=1lim [ // pf - 7dA | dz = 0. (B.62)
=0 Jg,—c A(z)

Sin embargo, no ocurre lo mismo con la integral I3 ya que, en nuestro modelo, () es proporcio-

tiene a cero. En efecto,

nal a una delta de Dirac centrada en x,. Dicho de otra forma, aunque el volumen de integracion
tiende a cero, al ser el frente de combustiéon un objeto bidimensional que sigue estando com-
pletamente contenido en el cilindro, la integral mantiene un valor no nulo. Calcularemos su
valor mediante un argumento distinto. Sabemos que la energfa liberada por unidad de masa
quemada es AH. Ahora bien, en un periodo de tiempo dt, el frente de combustién avanza una
distancia dzy = v,dt (por definicién de velocidad de quemado). Por tanto, en un tiempo dt, se
quema una masa psA (2 ) |dzy| = psA (z;) vedt de combustible. En consecuencia, la energia
liberada por unidad de tiempo a causa de la reaccién quimica seré

(masa liberada en un dt) - (energia liberada por unidad de masa)

° dt -
_psA (z) vgdt (AH)
B dt

(B.63)

= ps (AH) v A (xq_) .

Juntando los resultados obtenidos de vuelta en la ecuacién [B.58 en la pagina anterior| obte-

B () (v () + ) Aleg) + B (o) (v (o) +00) A () =
=k (ay) O (a7) Aag) + k() O (o) A (o) +
+ps (AH)vgA (z) +

+P (2g) v (2g) Aeg) = P (ag) v (2g) A(zg)

nemos

(B.64)

Por la proposicion |l en la pagina 26| (que es una consecuencia de la hipotesis|12 en la pagina 6)),

el drea es una funcién continua en todo el domino. Por consiguiente, A (x;) =A (a:;r), lo que

nos permite eliminar el area de la ecuacién anterior al ser un factor comtn en todos los términos.

Como consecuencia de la hipotesis |3 en la pagina 6| (solido inmovil), tenemos v ( ) = 0. Por

la hipotesis |10 en la pagina 6| (conductividad térmica del gas nula) es k (x;) = 0. La energia

por unidad de volumen es suma de la energia interna mas la energia cinética. Como el solido

permanece inmévil por la hipétesis |3 en la pagina 6l tenemos

E (iL‘q_) = pscy,sT (x;) , (B.65)

E () = p(af) (WQT (a7) + 20” @;)) . (B.66)
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Por el punto 1 de la proposicion, serd T’ (xq_) =T (i’;) En conjuncién, la ecuaciéon [B.64 en la

[pagina anterior| queda

= pavgeraT () + (v T () + 50 ) ) o (7)o () +v4) =
= ksgz (z7)+ (B.67)

+ps (AH) v+
—P (z) v (zq) -
Por el punto 2 de la proposicion, psvg = p () (v (2}) + vq). Por consiguiente, podemos

reescribir la ecuacion anterior como

(2g) +ps (AH) vy = P (a) v (7).

1 oT
[cugT (xq) + 51)2 (z) —ev,sT (xq)] PsVqg = _k“"’%

Despejando el gradiente de temperatura, obtenemos

or

o (z7) = kls <pqu {(Cv,s —cvg) T (zq) + AH — %UQ (ZE(—;) - P (ZL';_) v (:L';;)) . (B.69)

Teorema 1. Las variables consideradas serdn:

» [a densidad del gas p = p (z,1),

la velocidad del gas v = v (x,t),

la presion del gas P = P (x,t),

la temperatura T =T (x,1),
= la posicion del frente de combustion xq = x4 (t).
Ademds, supondremos conocidos los siguientes pardmetros:
= [a densidad del sdlido ps,

» la capacidad calorifica a volumen constante del solido cy g,

la conductividad térmica del solido ks,

la capacidad calorifica a volumen constante del gas cy,g,

la constante del gas producto de la reaccion R,

las fuerzas externas por unidad de masa f = f(x,t),
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el drea del conducto A = A (x),

la presion de referencia que aparece en la hipdtesis@ denotada Pref ,

la velocidad de quemado del sdlido a la presion de referencia, denotada a,
» el exponente n que aparece en la hipdtesis|7,

» [a entalpia liberada por unidad de masa de la reaccion quimica (AH).

Bajo las suposiciones planteadas, las variables se relacionan entre si mediante las siguientes ecua-

ciones:

= en el solido,

1. la ecuacion del calor

0(TA) 0 ks OT
_ il . B.
Ot Oz <psCV,s Oz > ’ (B.70)
= en el gas,
1. la ecuacion de conservacion de la masa
0 0
— (pA — A) = B.71
5 (PA) + 5 (pvA) =0, (B.71)
2. la ecuacion de conservacion del momento lineal
15) 0 0A
— (pvA) + — 24 PlA)=P— A B.72

3. la ecuacion de conservacion de la energia

En (p [cv,gT + 5V ] A) + 97 [(p <cv79T + 3V > + P) ’UA:| = pfuvA, (B.73)

4. la ley de los gases ideales

P = pRT, (B.74)
= la ley de pirolisis
n
dzg P (z3)
e’ : B.75
Uq dt a ( Pref ) ( )
= las condiciones de contorno,
1. continuidad de la temperatura
T (z;) =T (27), (B.76)
2. conservacion del flujo mdsico
PsVqg = P (x;r) (v (a:;) + vg) (B.77)
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3. balance energético

o o) = (v fev = v T + 81 = 302 ()| - P ) 0 (07

(B.78)

Demostracion. Este teorema no es mas que un compendio de las proposiciones [3 en Ta pagina 37} []

len la pagina 38|y [5 en la pagina 42| junto con la hipotesis |7 en la pagina 6] Q.E.D.
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C. Esquemas numéricos para la resolucién de sistemas de ecuacio-

nes diferenciales ordinarias

C.1. Desarrollo

Sea U : © C R — R™ una funcién vectorial de clase C(1). Supongamos que U satisface el

siguiente problema de valor inicial

—

— —

a0 /-
EzF(U,t), T (to) = . (C.1)

Para calcular la solucién U (t) entre los instantes t = tg y t = ty, realizamos una particion del eje
temporal
to=10 <t < <t0) < <t = ¢4 (C.2)

y denotamos
U (tU)) =y, (C.3)

A continuacién, integraremos la ecuacion diferencial entre tU) y tU+D  llegando a

G+ 3 t(G+1)
/ Y 4 = / F (U’, t) dt. (C.4)
() dt +)

Por la regla de Barrow, tenemos

t(G+1)

U (t(j“)) U (t(j)> = /(A) F (U‘,t) dt < (C.5)
1

$(3+1)

s §U _ G0 4 / F(0,1) ar. (C.6)

+(7)

Se pueden obtener diferentes métodos numéricos dependiendo de como se aproxime la integral
de la ecuacién Por ejemplo, el método de Euler explicito consiste en aproximar el integrando
por su valor en el limite inferior de la integral, es decir, F ((,7715) ~ F (ﬁ(j),t(j)). Por su parte,
el método de Euler implicito consiste en aproximar el integrando por su valor en el limite superior
de la integral, o sea, F' (ﬁ,t) ~F (ﬁ(j+1),t(j+1)). De esta forma, la formula de actualizacion del

método de Euler explicito es
gu+h = G0 4 (t(j+1) _ t(j)) P (U’v(j)’t(j)> ’ (C.7)
mientras que la de Euler implicito queda
gU+D = G0 4 <t<j+1> _ t(j)) F <ﬁ(j+1)7t(j+1)) ' (C.8)

Ambos son métodos de primer orden. La ventaja del método explicito es que puede calcularse
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
C.2  Algoritmos

UUFY directamente si se conoce el estado UU), mientras que en el implicito es menester resolver

una ecuacion algebraica (que casi siempre seré no lineal) para obtener el valor de UG+, A cambio,

el método implicito es mucho més estable que el explicito, lo que permite emplear pasos de tiempo

mayores.

C.2. Algoritmos

Para el problema de valor inicial

consideramos los algoritmos:

= Buler explicito

s Buler implicito

donde

—

AU /- - =
o= F (U, t) . Ulto) = Uy, (C.9)
gD = 70 4 (A1) F <[j(j)7t(j)> 7 (C.10)
OO+ = GO 4 (A4 F <ﬁ(j+1)’t(j+1)> , (C.11)
At = tU+D) _40), (C.12)
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D. Meétodos numéricos para resolver la ecuaciéon del sélido

D.1. Desarrollo

Recordemos (véase el teoremal|l en la pagina 46|) que la ecuacion que hay que resolver en el sélido

es
0(TA) 0 oT

=—|a—A D.1

ot oz <a Oz > ’ (D-1)

donde o = ps’Z; . Comparando con la ecuacién |3.1 en la pagina 8 vemos que existen las siguientes

correspondencias
TA, f 8TA 0 (D.2)
u= = —a— s=0. .

Y ax Y

Para la estimacion de los flujos de la ecuacion 3.9 en la pagina 10| haremos uso de la aproximaciéon

de diferencias finitas para el término g—g, de esta forma,

Tiy1 —T;
donde .
T, 14+@ 1
T = 12#2"'2 (D.4)

Como método numérico para resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias que aparecen en [3.9]

len la pagina 10| usaremos tanto el método de Euler explicito como el implicito, ambos de primer

orden. Comenzaremos con el explicito. Teniendo en cuenta las expresiones|[C.10 en la pagina anterior]

[3.9 en Ta pagina 10|y [D.3], obtenemos

@) (@) @) ()
i T Ti+1_Ti
G+1) _ . () —ad (%5) sy T4 <xi+l> e
u =y + (At) — (D.5)
$i+% - xi_%

Ti—Ti—1 Ti+1—T;
+1—7T 1;(])_*_
LTipl = %1
aA (m 1)
T3 ()
+ : Ty

Proseguiremos con el implicito. Teniendo en cuenta las expresiones |C.11 en la pagina anterior], [3.9
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len la pagina 10|y [D.3 en la pagina anterior] llegamos a

TUHD Gt TUTH U+
G+ _ ) —ad (ny) St Hed (ng) S
u, = + (At) (D.7)
Tivl = %1
Haciendo uso de la ecuacion [D.2 en la pagina anterior| podemos escribir 7' = % y, por tanto,
1,,G+1) 1, G+ 1, G+ 1, G+
A% T A % A vt TA Y
(G+1) () —ad (ml*%> Ti—Ti—1 +ad (xl+%) Tit1—T;
ug = 4 (At) <~ (D.8)
Ti1— T 1
2 2
aA (%_l> At (s
= : i 1u,(;j_J[1)+
<$z+é B lizf%) (‘Tl -y 1) i
aA(;B 1) aA(mHl)
- + =" At 4
+ T;—Ti—1 Ti+1—T4 X + 1 ’E]+1)+ (D 9)
Tipl =% 1 i
aA (:L’i+1) At ,
2 G+1) _ ()
i =g

(“"H% - xi—%) (@is1 = i) At
Hecho esto, tnicamente nos queda deducir como tenemos que imponer las condiciones de con-
torno. Al final, esto se reflejarda en el uso de unas ecuaciones distintas para la actualizacion de la
variable conservada en la primera y en la ultima celda. Consideraremos dos tipos de condiciones de
contorno: temperatura fija (tipo Dirichlet) y gradiente fijo (tipo Neumann o Robin). En el primer
caso, conocemos el valor de la temperatura en la frontera exterior del mallado, es decir, tendremos
T (:U 1 ) =f({t)oT (xn +1 ) = ¢ (t), dependiendo de donde se aplique la condicion de contorno. En
el segundo caso, conocemos una ecuacién que relaciona el gradiente de temperatura en la frontera
con la propia temperatura, o sea, g% (:L'%) =f (T (IE%) ,t) 0 g—g (ajn+%> =g (T (:EnJr%) ,t).
En el primer caso, independientemente de si usamos el esquema explicito o el implicito, para

imponer la condicién de contorno basta con hacer
ugj-*-l) = f(t) A, WUt =g (1) A, (D.10)

segiin corresponda. El segundo, sin embargo, es algo més complicado. En el caso explicito, recurrimos,

de nuevo, a las expresiones [C.10 en la pagina 50} [3.9 en la pagina 10|y [D.3 en la pagina anterior]

que nos permiten escribir

—aA (g;%) f (Tl(j),t(j o
X

) _(3)
)) +aA (fl)g) L T
2
-z

ugj“) = ugj) + (At) (D.11)

ol
Wl
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D.1 Desarrollo

0
. , —aA (v, 1) " +aA(r;1)g Ty )
g oy A S e (o (W00)
Tpyl =Ty 1
segiin corresponda. Equivalentemente,
uf ™ =uf? + (A1)
() 4@
oA (o)) (1)
- +
T3 —T1
2 2
- aA <x%> Tl(j)+ (D.13)
(e2 = 1) (2 — )
N ) )
2
(r2 = 1) (23— )
y
ud ) =ul) 4 (At)
n—1
(Tn — Tp-1) (:z:n+; z, 1)
A D.14
@ (xnfé) T,gj)—l— ( )
(Tn — Tp-1) (xn+1 wn_%>
() 40)
(o) (1.9)
Tppl =T 1 ’
respectivamente.

Para el método implicito consideraremos tinicamente el caso particular en el que f (t) = 81 (¢) T (:L' 1 > +

Bo(t) o gt) =m@)T (anr;) + 72 (t). De nuevo, teniendo en cuenta las expresiones
2
[pagina 50] [3.9 en la pagina 10|y |D.3 en la pagina 51| llegamos a

C.11 en 14

i (G+1) _p(i+1)
. . —aA (z1) |8 (tUHD T(J+1)+52 tUHD) |+ oA (zs Ty =T
ugJJrl) :ugJ) —I—(At) ( 2) [ ( ) 1 ( )] ( 2)

r2—1

— (D.15)

MY
[N

LE (j+1) G+ (+1)
WD) — g, 0) 4 (At) —od (xn—%> Tn—wn1 T ad (xm-%) [')’1 (t Iy + 72 (t J ))]
n n $n+% — l‘n_% )

(D.16)
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segtin corresponda. Haciendo uso de la ecuacion [D.2 en la pagina 51} podemos escribir T'= % y, de

esta forma, obtenemos

CARRI WY CAnY

. A B
—aA (:U%> [Bl(ifl))ugyﬂ) + B (t(jﬂ))} L aAd (ac%) Ay U3 %=

i1 . T2—T1
W Z 9 4 () B
c (D.17)
y
o () EEEE 0 () [ (S 02 (01))
ug—l—l) _ uﬁ{)+(At) n—sz Tp—Tn—1 ) xn+§ Ay, 7
nal n_l
i ’ (D.18)
respectivamente. Operando, se obtiene
aAlxs
sy, 40
aA (ac%) B1 (t )—i— pr— g—kl gjﬂ)—i—
r3s —T1 Al
2 2
ad (x%) At (1) _ (D-19)
_ IUQ =
(v2 = 1) (g — 3 ) A2
) ad (21) 52 (194
=u” — (&) T3 — X1
3 3
y
ad ("”w%) At (+1)
A u -1 +
(T — Tp—1) <mn+% — xn_l) n—1
aA(x 1)
"2 nA ( ) t+1)
| memman T Ty )M ( ) At 11| ubty (D.20)
Tpil =T, 1 Ap !
2 2
. aA (anr;) 72 (t0F1)
:u§])+(At) x 12—.7: 1 ’
respectivamente.

El método implicito es incondicionalmente estable (Burden y Faires, 2001)[18], mientras que el

o4
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D.2  Algoritmos

explicito es estable siempre que

D.2. Algoritmos

= Buler explicito.

o 1 =1:

o temperatura fija T (;U;) = f(t)
2

o gradiente fijo g—g (1‘;) =f <T (:El) ,75)
2 2

ung) :ugj) + (At) -

o Vi=2,....n—1,

171—'—
e
ozA(:pZ 1) OzA(l“Hl)
T;—Ti—1 + Ti+1—T; 1"12(])_’_
LTivl = Tp-1
aA (mi+;> ,
+ : )
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D.2  Algoritmos

o temperatura fija T' (azn+%) =g(t)

u%j-l—l) —g (t(j+1)) A,

o gradiente fijo g—g (xn+;) =g (T (anr;) ,t>
2 2

WUt =) 4 (At).-

. { ad (2,4) O
(Tn, — Tp-1) (ZL‘n+l xn_%> n—1
aA (a:n é) T7(Lj)—|-

= Fuler implicito.

o 1 =1:

o temperatura fija T' <$%> = f(t)
Wt = g (t(jJrl)) Ay,

o gradiente fijo lineal g—g (:%) =06 ()T (l’%) + 52 (1)

' Al xs
ad (x%) By (tU+D) + 362(1‘21> At ety
T3 —T1 A '
2 2
- aA <w%> At é”l)
(1’2 —$1) (ZE% —l'%) AQ
ad (z1) By (tUFD
— ugj) _ (At) ( ;)_1( )

o6
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D.2  Algoritmos

od (miﬁ) At (1)
A 1—1 +
(acﬁl -z, 9 (@j —ai-1) P
aA(x 1) aA(xi+l)
+ = At
n Ti—xi_1 vipi—zi B £J+1)+
xi-l-l :L'Z 1 Az
2
ad (‘”H%) At G+ _ ()
i+1 %
(5”1# o l) (i1 — @) Aitr
e i =n:
o temperatura fija T (;UnJr%) =g(t)
WGt = ¢ <t(j+1)> A
o gradiente fijo 4= (mn+%) =n )T (mn+1> + 72 (t)
ad (xn—%) At (j+1)
1 uy 1+
(Tn — Tp-1) (xn+% - xn7%> n—1
ozA(x 1)
1 -
N s —ad (%Jr%) 7 (E9D) A (+1)
— 4 1 1
X 1—x 1 An
n+3z n—3

o7

(D.29)

(D.30)

(D.31)



E SOLUCION EXACTA DEL PROBLEMA DE RIEMANN PARA LAS
ECUACIONES DE EULER
Andrés Lain Sanclemente

E. Solucién exacta del problema de Riemann para las ecuaciones
de Euler

En este apéndice daremos la solucion del problema de Riemann para las ecuaciones de Euler con

area constante. Es decir, proporcionaremos la solucién del problema de valor inicial

oU  OF
— 4+ —=0 E.1
ot Tor (1)
5 ﬁL si <0
U(z,0)=1 _ : (E.2)
Up si x>0
donde
P pv
p (evsT+ 402) o (evT + 10%) + Pl

Para ello, nos basaremos en el libro [I7]. Existen cuatro posibles configuraciones posibles para la
solucién, que presentamos en la figura

Sin mas dilacién, presentamos el algoritmo de resolucion.

= Si tenemos vacio a la derecha, es decir, si pg =0y Pr = 0, la solucién es

oL si % <wvr —cr
2
— — —1 .
p(z,t) =1 pr %—i—ﬁ(zm—%)r si v —cp <F < Shpo (E.4)
0 si 7> 50
vy, si T<vp—cp
v(z,t) = % [CL + %UL + ﬂ si vy —cp <7< S (E.5)
g)? si % Z S*L
Py, si % <wp —cyp,
2y
— 2 —1 ~y—1 .
P(x7t) PL [ﬁ—i_(’ylﬁ(vl/_%)} S1 'UL—CLS%SS*L7 (E6)
0 si % > S*L
donde
P
S, = vp + L , Ccp = ’ny. (E7)
1 PL
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ECUACIONES DE EULER

Figura 16: Arriba izquierda: choque, discontinuidad de contacto, choque. Arriba derecha: rarefaccion,
discontinuidad de contacto, choque. Abajo izquierda: choque, discontinuidad de contacto, rarefac-
cion. Abajo derecha: rarefaccion, discontinuidad de contacto, rarefaccion.

= Si tenemos vacio a la izquierda, es decir, si pr, = 0y Pr, = 0, la solucién es

2

)]ﬁ si Syip < % <vgr+cRr> (E.8)
si 7 > VR +cCR
si T < S
(E.9)
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0 si 7 < S«r
2y
_ — —1 .
P (z,t) = Pgr %—ﬁ(vpb—%)]v sii Sip< § <vp+crs
Pr si %ZUR—FCR
donde
QCR PR
SsiR=VR— —, CR= [V — -
y—1 PR

= Si generamos vacio en la regiéon estrella, es decir, si

VR — VL > 1(CL+CR),

siendo ¢y, = ’y% y Cr = 1/7% , entonces la solucién es

T<vp—cp

PL si
(v

p(z,t) = 0 st S < ¢

2 -1 v—1 :
PL {m + e (L — %)} st v —ep < § < S
< S*R ’

2 _ o=l _z) |t ' T
PR [m 4 D)en (vr t)] si Sip<F<vr+cr

> VR +CR

] z
PR S1 i

<wp —cL

4 T
v, S1 i

L[%—l—%w#—ﬂ si vp—ep << S

I
v (l‘,t) = (,? si Sz < % < Sir
%[—CR—F%IUR—F%} si Sir < 7 <UR+cCR
VR si % > VR + CR
.
P, 7 <vL—cL
2y
2 v—1 z\ |1 T
PL[ﬁ‘Fm(UL—;)} vp —cp < § < S
P(z,t) = 0 si S <§<Snr
2y
2 o=l _z)|! i z
Pr [’y—i—l (+1)cr (vr t)] st Sip <7 SWR+CR
Pr si 7> VRt CR
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donde
2a P
S*LZUL—FiL, cr, = ’ny, (E.16)
v—1 PL
2c P
S«r = VR — R , CR= 'y—R. (E.17)
-1 PR

= En otro caso,

1. calculamos la presion en la region estrella resolviendo la ecuacion algebraica

donde
]
(P—Pr) |phh-|” st P>Pr (choque)
fr(P) = fL - (®19)
72?1 [(é) — 1] si P<Pr (rarefaccion)
1
(P—Pp) |52%-|" si P>Pg (choque)
fr(P)=1 [ ’J : (E.20)
2en {(}!;) T 1] si P<Prp (rarefaccion)
2 v—1 2 v—1
A _  Ap— P, (B21
AR O N AR R CE v+ " e
P, P,
cL= /v, cr= [, (E.22)
PL PR

mediante el método de Newton-Raphson. Para ello, necesitamos conocer el valor de la
derivada de f, que viene dada por

df dfiL dfr
con
1
A 2 P—p .
dfp (P) = (BLiP) [1 - 2(BL1+LP):| si P>Pp (choque) (E.24)
— 2B 7 .
> lecL (P%) > si P <Py (rarefaccion)
1
A 2 P-p .
afn o _ | (580) L= olily] s PP (chomue)
1p (F)= s : (E.25)
pRlcR (1%) ! si P <Pgp (rarefaccion)
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Como estimacion inicial utilizamos

NPL+PR

P, E.26
: (5.26)
Si el algoritmo no converge, probamos de nuevo con la estimacién

P, ~ tol, (E.27)

donde «tol» es la tolerancia con la que estamos calculando la solucion de la ecuacion

len la pagina anterior]

2. Obtenemos el valor de la velocidad en la zona estrella

v, = UL+IUR+fR2(P*)fL(P*)' (E28)

3. La solucién es

o

PL,choque (ZC, t) si > P

si

e
18
|

PL rarefaccion ('ra t) s <Py
P (.’E, t) = ’ (E29)

PR,choque (33, t) si P,> Pp ) .
sl 3 2 Uk
PR, rarefaccién (5Ua t) si P, <Pg
};7*_’_"/7*1
o |E] s sz,
PL,choque (J}, t) = L PL R (ESO)
oL si % < Sy
pL si 7 < Sur
2
PL rarefaccién (x,t) = \PL [% + (7+_)1CL (UL — %)} i si Sy < % < St 5 (E31)
1
pL (5;)” si Srp <2
P +ﬂ
PR [fﬁ pZHl] si. $<Sr
PR,choque (xa t) = 7+ PR + , (E32)
PR S1 % > Sk
PR si %> Sur
2
PR rarefaccién (.I, t) = 5 PR [% - (’Y;er)lcR (UR — %)} LS Str < % < SHR, (E33)
~y—1
PR (1];) > si 7 < Str
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> Py,
<P
> Pp

< Pgr

I8
IV

+I8

si

si

si

VL ,choque (377 t) si Pk
VL rarefaccion (x7 t) si P
v(z,t) =
VUR,choque (1'7 t) si P
VR, rarefaccion (JJ, t) si P
Ve sl
VL, choque (ZC, t) =
vy, si
vr
— 1
V[, rarefaccion (:Ua t) = % cr, + WTUL + %
Vx
Ve si
VR, choque (33; t) =
VR si
VR
VR, rarefaccion (1'7 t) = % |:—CR + %‘LUR + %
U
PL,choque (.’L‘, t) si Py
LPL,rarefaccic’)n (l‘, t) si Pk
P (z,t) =
PR,choque (:I:7 t) si Py
PR,rarefacci(’)n (337 t) si Pk
P, si
PL,choque (5177 t) =
P si
Py,
PL,rarefaCCién (.T, t) =14 P % + (711)10L (UL _z
P

63

I8
IN

I8

si

si %gv*
)

si %Zv*

bl

7 <Sur

si Str<§ < SHr:

si
> Py,
<Py

> Pg

< Pgr

si

I8
N
S
*

si

I8
Vv
i~

*

(E.34)

(E.35)

(E.36)

(E.37)

(E.38)

(E.39)

(E.40)
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P, si % < Sg
PR,choque (.%', t) = ) (E42)
PR si % > SR
Pr si % > Sur

PR,rarefacci()n (x,t) = PR [% — ﬁ (UR - %)} 1 si STR < % < SHR ) (E43)

P, si % < Srtr
donde

1 1

y+1P. ~v—1]2 y+1P, ~vy—1]|2
S =vg — —_— — Sr = — E.44
L =UvL —CL [ 2 Py N y WR=URTCR 2y Pr + 2 ;o ( )
Sur =vp —cr, SHR=VR+ cR, (E.45)

P\ = P\ T

STL = VUx — C[, <_PL> y STR = Vx + CR <]DR> . (E46)
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F. El método de Godunov

Partimos de una ecuaciéon en derivadas parciales

oU OF .
E(xvt)—i_%(xvt) —S($,t) (Fl)

] x [t9),+U+D]. Entonces,

tal que F (x,t) = F ([7 (x,t)) y la integramos en el dominio [wi_;,xH;
2 2
t(]+1) t(J‘H)

/ / (z,t) dtdx+/ / (x,t) dtda:—/ / (z,t)dtdz. (F.2)
) @)

Por el Teorema de Fubini, podemos intercambiar la integral espacial y temporal del segundo sumando

t(]+1)

del primer miembro y realizar ese mismo cambio en el segundo miembro. Ademas, por la Regla de

Barrow, podemos evaluar la integral temporal del primer sumando del primer miembro. De esta

forma,
Tl ) B t(G+1) $(+1)

/ ? [U (:U,t(j+1)> — U x t(J dx+/ / t) dedt = / / (z,t) dzdt.
x. 1 7) 1 (7) 1
i-3 -3 i-3

(F.3)
De nuevo, usando la Regla de Barrow en la integral espacial del segundo sumando del primer miem-
bro, obtenemos

/m% U (l‘,t(j+1)> dz —/

i—

$(G+1)

() [ [ () < F (gt e

Nl
o
|
(S

+(G+1) (F4)
/ / (z,t)dadt <—
(4) it
2
— e U (]+1)> dz — /“H; U (l‘ t(])) de =
z,_1 z,_1
2 LG4 (F.5)
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Dividiendo por z;, 1 —z,_1 a ambos lados, llegamos a
2 2

e )
1 Tirdl o , 1 Titrd o ;
ey G p—
Sy~ Oy Je T =Ty
LG+ 1G+D) +G+D)

/ S (z,t) dadt

1 -
- / F(xi_l,t)dt—/ F (gt dt+/
ﬂfi+% - xi,% () 2 ()
(F.6)

Por la ecuacion (3.6 en la pagina 10| tenemos que los términos marcados son justo los valores promedio

en la celda i-ésima de las variables conservadas, el primero en el instante tU*1 y el segundo en el
instante t). siendo At = t(+1) — ¢(n),

Para proseguir, nétese que, con el método de los volumenes finitos, la funciéon U es constante a
trozos. En consecuencia, en la frontera entre dos celdas tenemos siempre una discontinuidad en U.
Si pudiéramos garantizar que avanzamos la simulacién lo suficientemente poco como para que las
ondas recorran a lo sumo una celda, entonces cada frontera entre dos celdas tinicamente se veria
afectada por la que tiene a la izquierda y la que tiene a la derecha. Es decir, bajo esa condicion,
en cada frontera entre celdas tendriamos un problema de Riemann independiente de los demas. Si
llamamos Si“f%x a la maxima velocidad en valor absoluto que interviene en la resoluciéon del problema
de Riemann asociado a la frontera entre las celdas i e ¢ + 1, entonces las ondas del problema 7 + %
recorreran una distancia menor o igual que ngf (At) en las celdas i e i + 1. Si queremos que dicha
distancia sea menor que la longitud de las celda25, debemos imponer

Smax (At)

il —x,_1, SME(AL) < Tips =,

1.
—_=) =
=3 ’+2 i+3

T, (F.7)

[NIES

Extendiendo la condicién a toda la malla, obtenemos que la condicién anterior debe satisfacerse

Vi=1,...,n — 1. Equivalentemente, podemos escribir
X, 1 —T; 1 X1 3 —T;, 1
i+5 =3 i+5 i+3 .
it+1 i+3

Es decir, debe ser

min {SC,L-+; T T LT3 $i+1}
At < ; Smax : =, Vi=1,...,n—1 (F.9)
1+§
y, por tanto,
At < min s i 2 e (F.10)
i=1,...n—1 S
z+2

Volviendo a la ecuacion [F.6], suponiendo que se cumple la condicion [F-10] entonces, como hemos
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dicho antes, en cada frontera entre celdas tenemos un problema de Riemann. En un problema de
Riemann, la solucién en el punto de discontinuidad inicial es independiente del tiempo, por lo que
- - —
U(xi+%,t>:U<xi+%,0>:cte Vi=1,...,n—1. (F.11)
Por hipoétesis, los flujos en cada punto tnicamente son funcién del valor de las variables conservadas
en ese punto, luego los flujos en las fronteras entre las celdas también permaneceran constantes y,
de hecho, sera

—

oy =F(a0,t) = F (0 (2,,1,0)) ¥i=1,..,n-1. (F.12)

En definitiva, sustituyendo en la ecuacion [F.6 en Ia pagina anterior] obtenemos

) ) 1 $(3+1) $(3+1) $(3+1) €1
gut g - -~ / E_ldt—/ Fi+1dt+/ S (z,t) dadt | =
Tipd =L 1St 2 £(4) 2 t0) T,y
At ~ . 1 $(3+1) T1
:7<Fi—l_Fi+l>+7 / 2S(ac,t)dacdt.
xH_% —xi_% 2 2 xi+% _xi—% t(3) xz;%

(F.13)

O, equivalentemente,

~(j+1 =(j At = = 1 Yitd &
Uz‘(H ) _ Ui(ﬁ) +7( 1 —Fy, >+$11/t /:U * S (x,t)dxdt. (F.14)
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G. Meétodos aproximados para resolver el problema de Riemann

Toda la informacion de este apéndice se ha extraido del libro [17].

G.1. Meétodo HLL

1. Realizamos una estimaciéon de las velocidades de onda maximas mediante promedios de Roe

1

5=

/o1 A VoRA - J/prL H H ~ 1
PLALYL T VPRARVR & VPL L+ VPR i3 5:\/(7—1)<H—2172>

VpLAL +VprAR VPL + /PR ’
(G.1)
Sp=v—¢ Sp=0v+c¢c (G.2)
2. Calculamos el flujo numérico y la maxima velocidad de onda del problema

ﬁL si 0< 5,
Fypy = { St SSnlUnle) g <0< 8p, (G-3)

Fr si 0> Sg
it = méx {|Sc|,[Srl}, (G.4)

donde

Fy, :ﬁ(ﬁL), FR:ﬁ(ﬁR). (G.5)

G.2. Método HLLC

1. Realizamos una estimacion de las velocidades de onda maximas mediante promedios de Roe

1

V=

/or A VoRA - JpLH H ~ 1
pPLAL VL + VPRAR VR = VPL L+ VPR R’ 5:\/(71)(}[252)

VPLAL + VprRAR VPL + /PR ’
(G.6)
Sp=0v—-¢ Sr=0+¢, (G.7)
_ PrAR — PLAL + pror AL (St —vi) — prvRAR (SR — VR)
Sy = . (G.8)
pLAL (SL —vL) — prRAR (SR — VR)
2. Calculamos el flujo numérico y la maxima velocidad de onda del problema
ﬁL si 0< Sy
- ﬁL—FSL((j*L—ﬁL) si. S <0< S,
Fii=4q _ . . , (G.9)
? FRJrSR(U*R*UR) si S, <0< Sp
ﬁR si 0> Sg
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ﬁégzméX{ISLI,IS*I’ISRIL (G.10)
donde
Py :F(UL), FR:F<UR>, (G.11)
1
- Sp, —wv
U = prAp ( SZ — ;) S, , (G.12)
E P,
ﬁ + (S* - UL) [S* + WL_UL)]
1
= Sr — vR
Er Pr
TJI; +(Sx —vR) [S* T pR(SRR_UR):|

G.3. Meétodo de Roe

1. Calculamos los promedios de Roe

1

VpLA VprA - H H -1
prArvr + VprARVR 5 VPLHL+ VPR L3 E:\/(7—1)<H—252>.

U= ] 1 )
VPLAL + VprAR VPL + /PR
(G.14)
2. Obtenemos los valores propios del jacobiano de Roe
M=0—¢ X=0, M=0+é (G.15)
3. Determinamos los vectores propios del jacobiano de Roe
1 1 1
Ki=|o-¢ |, Ka=| 5 |, Ks=| s+¢ (G.16)
H— ¢ 12 H + e
4. Computamos las amplitudes de onda
N 1 ~ -2 ~
Qg = —— |(Aur) (H — 97 ) + 9 (Auz) — Aug|, (G.17)
¢
- 1 L. -~
a1 = o [(Aup) (04 ¢) — Aug — éag], (G.18)
a3 = Aug — (dl + 5[2) . (G.lg)
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5. Calculamos los estados promedio de Roe
N prArvr + a1 (0 —¢)
A),p = PLAL + a1, Vi = - G.20
(PA),r, = pLAL + a1 L oL AL T (G.20)
- (5 o~ 1 2
(PA), = (v = 1) | BLAL +éa (H = 56) = 5 (pA), 0% | (G.21)
(PA).L 5 5
L = 4|7 =, ML =vL—cr, AR = UsL — Gl G.22
(o). (622
~ pRARUR—&g (77+6)
A = pRrAR — a3, Uxp = n G.23
(p )*R PRAR 3 R pRAR s ( )
- (s 1 2
(PA),p = (v = 1) |ErAr = Gs (H +2) = 5 (04).p0p| (G.24)
PA ~ ~
CxR = "}/( )*R ,  A3L = Uxr + C«xR, A3R = UR + CRr. (G.25)
(pA)*R
6. Calculamos el flujo y la méxima velocidad de onda.
lSiS\1L<O<S\13, .
Fi—i—% = Iy, —I—delKl, (G.26)
mix _max{\Al{,‘Xg | ‘} (G.27)
donde ~ ~
= = (7 T 5 AR — A1
Fr=F(Ur), M=Mp|=—"—]. (G.28)
( ) <>\1R - )\1L>
= Si 5\3L <0< 5\33,
F;+% = F )\3@3K3, (G29)
ﬁééx = max { ‘)\1‘ ‘)\2 ‘} (GBO)
donde
= = (7 5 A3 — A3p
r=F(Ugr], /\3—)\33 . (G.Sl)
( ) ()\31% - >\3L>
= En caso contrario,
3
_ 1/ = o R
E+§_2(FL+FR_ZQI€’A’€ Kk>, (G.32)
k=1
fjra: = méx (‘)\1‘ ‘)\2 D (G.33)
donde
Fp=F <UL) , Fp=F (UR> : (G.34)
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H. Condiciones de contorno de las ecuaciones del gas

Hemos considerado los siguientes tipos de condiciones de contorno.

= Una pared, es decir, v1 =00 v, 1 = 0, segiin corresponda. Para implementar esta condicion,
2 2

+
creamos una celda fantasma a la izquierda de la primera celda o a la derecha de la tltima

celda, respectivamente. El vector de variables conservadas de la celda fantasma satisface
(@) ()
1 1
(@) (@)
3 3

donde (UZ) ~simboliza la componente j-ésima del vector de variables conservadas asociadas a
J

la celda i-ésima. El flujo ﬁ; o) ﬁn 41 se obtiene mediante el solucionador de Riemann aplicado
2 2

alas celdas Oy 1 on y n+ 1, segiin corresponda.

» Condiciones de contorno periddicas, es decir Ur = U,
2

mediante el solucionador de Riemann aplicado a las celdas n y 1.

+1- El flujo F% = Fn+% se obtiene

s Condiciones de contorno libres. Cambiamos la formula de actualizacion de la celda 1 on a

T = (1 - @)UY 4 a0V, (H.2)
090 = (1= )OS + pOY, (1.3)
donde
xr1 — T2 Tp — Tp-2
prm— _——__ M _—e —_— H.4
« x3 _-7727 b Tn—1 _xn—2? ( )

(H.5)

segin corresponda. Es decir, realizamos una extrapolaciéon lineal del valor de la primera celda
a partir de las dos celdas situadas a su derecha o realizamos una extrapolaciéon lineal del valor
de la tltima celda a partir de las dos celdas situadas a su izquierda.

» Flujo y entalpia fijos; es decir, (pvA),; = f(t) y hi = g (t) o (pvA), = f (t) y hn = g (t), segtin
corresponda. Cambiamos la formula de actualizacion de la celda 1 o n a

) . (G+1)

Gy gy _ £ (V)

+ ap , v = , (H.6)
3 1 pgj+1)A1

(j+1) — (1

P1 ) ngH)

—
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ngH)x‘h
(jl(j+1) _ f (t(j+1)) , (H.7)
2 .
Lg (#0+D) 4+ 31 [of )] ]pﬁ’“)Al
. , f(tU+D
P = (1= B) p ) + gD, Wt = (5‘+1)>’ (H.8)
pr An
P£Lj+1)An
gD = £ (tUtD) , (H.9)
1 (4G —1 [ G+D]?] G+
;g (t(]+ ))—1'727,}/ [Un :| :|pn An
donde
a=22"72 5_ In" %2 (H.10)
T3 — T2 Tpn—1 — Tp—2
T, 1 +x, 1
; hi: (H.11)

seglin corresponda.

» Presion fija; es decir, P, = f(t) o P, = f(t), segin corresponda. Cambiamos la formula de
actualizacion de la celda 1 on a

P — (1 a) o0+ gt 0D — (1 ) oD 4 o, (H.12)
VA
gUty = ot o A , (H.13)
] ; . 2
(5527 000+ 7 [ ) 4
P = (1= 8) ) + BT, oY = (1= By e+ oD, (H.14)
P£Lj+1)An
U+ — P0G 4, , (H.15)
) : . 2
(;lf (t0+0) + o+ [0+ ) Aq
donde
o= il — B g IO (H.16)
3 — X2 Tn—1 — Tn-2
il +x. 1
xT; hi: 9 ) (H17)
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segin corresponda.

» Densidad, velocidad y presion fijas; es decir, p1 = f(t), vi = g(t) y PL = h(t) o pn = f (1),
v, =g (t)y P, = h(t), segun corresponda. Cambiamos la formula de actualizacion de la celda

lona
P (t(j-i-l)) A (t(j+1)) . POt —p (t(j+1)> : (H.18)

VA
p§j+1)v§j+1)A1

. . . 2
<1P1(J+1)+%pgj+1) o+)] >A1

: (H.19)

Pt A,

AV A, , (H.21)
. . . 2
(P 4™ o] 4,

PGt — (t(j—i-l)) WUt — g (t(j+1)) , PU+L —p (t(j+1)) : (H.20)

segln corresponda.
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I. Refinamiento adaptativo

La idea detras del algoritmo implementado es la siguiente: vamos recorriendo las celdas del
mallado y de alguna forma medimos cuan diferentes son los valores conservados en una celda de los
de sus vecinos. Si los valores son préoximos, entonces juntamos las celdas en una. Por el contrario, si
los valores distan mucho, dividimos la celda en dos.

La funcién que usamos para determinar lo mucho que se parecen las variables conservadas de

dos celdas vecinas es

1 - 1 -
HAUi+1_AUi
detalle (Cj, Ciy1) = 1@“ : 21 . (1.1)
P ]| Mt e N el |

El funcionamiento del refinamiento adaptativo puede controlarse con los siguientes parametros:

» umbral de detalle para subdividir: si méax {detalle (C;_1, C;), detalle (C;, Ci1+1)} es mayor que

este parametro, dividimos la celda i-ésima en dos;

» umbral de detalle para juntar: si detalle (C;_1, C;) es menor que este parametro, juntamos las

celdas C;_1 y Cj;

» longitud méxima de celda: nunca se juntaran celdas si la longitud de la celda resultante es

mayor que este paradmetro;

= Jongitud minima de celda: nunca se dividira una celda en dos si la longitud de alguna de las
nuevas celdas resultantes es menor que este parametro;

= maxima longitud de celda en la frontera: nunca se juntaran celdas cercanas a la frontera si la
longitud de la celda resultante es mayor que este pardametro (por celdas cercanas a la frontera
nos referimos a las celdas C1, Co, Cs, Cy, Cp_3, Cp_a, C1 y Ch, es decir, a aquellas que
estan a una distancia de menos de cuatro celdas de los bordes);

= periodo de refinamiento: indica cuantos pasos de tiempo avanza la simulacién desde que se ha

refinado la malla hasta que se vuelva a hacerlo.

Al subdividir una celda Cj, creamos dos celdas Cj, y C;, que cumplen

Tyl =% 1, xiﬁ-%:f:wh—%’ Tiprd =Tyl (1.2)
1 $i1+l 1 mi2+l

A = PA(z)dr, A, = * A(z)dz, (1.3)
xi1+% — Ty -1 T4 xiﬁ-% Tip—1 Tip—1

Uy, =U; =U,,. (L.4)
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Al juntar dos celdas Cj, v C},, creamos una nueva C; que cumple

Til =%y Ly Zipl = Tpqls (L5)
1 Tird
A= — A(z)d, (1.6)
Tiey ~ Tieg Tl
X, 1 — T, 1 X, 1 —X; 1
- 11+5 11—75 73 i2+35 1275 53
i = — Ui, + — Us,. (17)
Tipl =% 1 Tipl =T 1

A lo mencionado hay que anadir que nunca realizamos dos uniones de celdas seguidas. Es decir,
si, por ejemplo, tenemos tres celdas C;,, Cy,, Ciy1 y determinamos que las celdas Cj, y Cj, han de
juntarse en una celda Cj;, nunca juntaremos la celda C; con la celda Cjqq en la iteraciéon presente,
aunque cumpla todos los requisitos mencionados arriba. El objetivo es evitar unir una gran cantidad
de celdas a la vez, porque hacerlo puede desestabilizar la simulacién.

Terminamos diciendo que con el refinamiento adaptativo es posible conseguir un mayor nivel de
detalle en la solucién y con menos tiempo de computacion que sin él. Sin embargo, hay que ajustar
los parametros que hemos presentado para cada problema concreto. Refinar introduce ruido en la
simulacion y, dependiendo del problema, es posible que dicho ruido no se disipe lo suficientemente

rapido al avanzar el tiempo, lo que puede llevar a que la simulacién se vuelva inestable.
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J. Condiciones de contorno numéricas en el frente de combustion

Ty xgj+1) xgj) Tgidl

l LAz l
I — I

Psy ks, CV,s) A Cv,g5 R, AQ o

— F

T, Pg Vg, Py, Ty
e e
lgj—&-l) l(]+1)

Figura 17: Volumen de control que incluye la tltima celda sélida y la primera celda gaseosa.

Partimos de la situacion de la figura [I7] Inicialmente, el frente de combustion se encuentra en la

posicion x((jj) y en un paso de tiempo At estard en xgjﬂ) = x((]j) — Az = xéj) — v4At. Supondremos

que la nueva posicion del frente de combustion esté siempre contenida dentro de la celda so6lida. Por

) y acaba teniendo longitud lng) = lgj) — Ax.
Anélogamente, la celda gaseosa tiene inicialmente longitud léj ) y acaba teniendo longitud léj ) _

tanto, inicialmente la celda de sélido tiene longitud lgj

léj ) + Az. Nuestro proposito es deducir una ley de actualizacién que permita calcular las variables en
la celda solida y en la celda gaseosa en el instante tU1). Llamaremos pg a la densidad del gas en la
celda gaseosa, v4 a su velocidad, Py, a su presion y Ty a su temperatura. De igual forma, llamaremos

)

T a la temperatura del solido. Admitiremos que, inicialmente, sea Tq(j ) + Ts(j , pero impondremos

TU+Y = Tg(j ) _ Ts(j H), algo justificado por la suposicién |5 en la pagina 6l La razén por la cual

es posible que sea Té] ) #* Ts(] ) tiene que ver con el procedimiento que seguimos para el caso en el
que la nueva posicion del frente de combustiéon cae fuera de la celda sélida.
Para obtener la primera ley de actualizacién, partimos de la ecuaciéon de conservaciéon de la masa

y tomamos como volumen de control el presentado en la figura [17 en la pagina anterior] Operando,
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obtenemos

jt(///vpdv> :—ﬁgvpﬁ-dff. (J.2)

Discretizamos la ecuacion diferencial ordinaria anterior de forma explicita (véase la ecuacion

len la pagina 50]), obteniendo

( ///V ,odV> G ( ///V pdv> o "N < ﬁgv pﬁ’-d[f) () -

Por la hipotesis |3 en la pagina 6] el solido no se mueve, luego serd v = 0 en la frontera izquierda

del volumen de control. En la frontera derecha, la integral serd justamente la primera componente
del flujo numérico calculado por el solucionador del problema de Riemann entre las celdas 1 y 2 del

gas, que denotaremos fi. Es decir, tenemos

) v
(# pﬁ'-d/f) = // pvdA = fi. (J.4)
ov A 1
9+35

Ademas, como los valores en las celdas son constantes, debe ser

) , N
< ///V pdV> = ps Al + plD Agl). (J.5)

Sustituyendo todo lo comentado en la ecuacion [J.3] llegamos a

ps ALY 4 pIFD AGTD = p A1) 1 pD A (A1) f = (J.6)
= pUDAJGTD = oA, (zgﬂ - zgﬂ‘“)) + pDAJID — (AL) fi. (3.7)
Teniendo en cuenta que lgjﬂ) = lgj) — Az = 19) — v,At, llegamos a
PéjH)Agl_ng) = psAsvq (At) + ng)Agls(ij) — (A fi = (7.8)
s g0 = PEAS + (peevy = 1) (A1) (19)

(7+1)
Aglg
Con esto, hemos obtenido una ecuacion que podemos emplear para actualizar el valor de la densidad

del gas.

Prosigamos con la ecuacién de conservaciéon del momento lineal

i(///vpﬁdv>+%lévpﬁ(ﬁ-dﬁ) = — WPdA‘Jr%[évf’-dj+///vpfdv+///vgdv, (J.10)

donde el término [[f;, §dV simboliza el momento lineal creado por unidad de tiempo que no se debe
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a las fuerzas externas. En nuestro caso, este término traerd cuenta del momento lineal generado

en la interfase solido-gas. Por la hipotesis [10 en la pagina 6| (viscosidad nula), tenemos 7 = 0.

Reordenando la ecuacioén, obtenemos

(i(///vpﬁdv> _ [ﬁgvpﬁ(ﬁ.dj) +§§1§de§] +///fodv+///vgdv. (J.11)

A continuacion, llevamos a cabo una discretizacién semiimplicita de la ecuacién anterior; en con-
creto, discretizaremos el término [J] fv 5dV de forma implicita y todos los deméas de forma explicita.
Escogemos esta discretizacion en concreto por razones de estabilidad, pues se ha comprobado ex-
perimentalmente que la versiéon completamente explicita de la ecuacién requiere pasos de tiempo
todavia menores. En todo caso, obtenemos

( ///V PﬁdV) T ( ///V pﬁdV) v (A(tz Mév pi (7 dd) + (%fév) Pd/f] 7
+ (A1) (///V pde> + (A1) <///V ng)

Por la hipotesis 3 en la pagina 6} la velocidad del sélido es nula. Por tanto, de las integrales sobre la

(J.12)

frontera izquierda del volumen de control, iinicamente es no nula la que incluye la presién, que sera
la misma que la del gas ya que la presién del sélido se adapta. Por su parte, justo la suma de las
dos integrales sobre la frontera derecha del volumen de control constituyen la segunda componente
del flujo numérico calculado por el solucionador del problema de Riemann entre las celdas 1 y 2 del
gas. Es decir,

| ()
y 10) , ,
[# pi (7 ad) + # PdA] — |-POA, + // (> +P)dA| | =—PYA+ fy
av ov A,

~~

=f2

(J.13)
Por tltimo, para obtener el valor de la integral []] fV §dV recurriremos a la condicién de contorno

sobre el flujo (véase la ecuacion [2.11 en la pagina 8) adaptada al caso de &rea variable

psVqAs = pg (Vg + ) Ag = psvgAs = pgugAg + pgvgAg (J.14)

<= flujo masico = pyvgAy = (psAs — pgAg) vg. (J.15)

El momento lineal que se crea por unidad de tiempo en la interfase debe ser

///V §dV = pgngg = pggAgvg = (psAs — pgAyg) vqvg. (J.16)
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Teniendo todo esto en cuenta, volviendo a la ecuaciéon [J.12 en la pagina anterior, obtenemos

p(y+1) (g+1)A l( j+1) _p( 7) (J)A l( ) 4 [ g(j)As — f2i| (At) +

1 . . ()
+ [pg])f ])Aglg] + (p A, _p(9+ )A ) qvéﬁ )} (At)
Operando, llegamos a
[ngH)Aglg(;jJrl) - <PsAs - ngH)Ag) Yq (At)] Uéjﬂ) = (1.18)
= pD AJND + (AL) | PD A, — fo+ pD O A,1G) .
Pg Vg Lgtg g s T J2T Py 9'g
Teniendo en cuenta que v, (At) = Az y que lgjﬂ) = léj) + Az, tenemos
[pg“)Ag (l;ﬁ —|—2(Ax)> e Ay (Ax)} (G+1) _
o . , (J.19)
— P 419D + (At) [PgU)AS — fotpV) f<J>Agz§J>} —
oy P A (a0 [P A — ok o 04
= vy . (J.20)

p§ 04, (1§ +2(82)) - pA, (Ax)

De esta forma, hemos obtenido también una férmula de actualizacién para la velocidad.
Para terminar, debemos hallar una expresién que nos permita actualizar la temperatura. Con
tal fin, recurriremos a la ecuacion de conservacion de la energia

i(///vEdV>+ aVEsz/T:
:—ﬁgv(j-dff—k///deV—k///fo-UdV—lrﬁgVU-%-d/f.

Como el tensor de esfuerzos total cumple 7 = 7/ — PI y, por la hip6tesis (10 en la pagina 6}, los efectos

(J.21)

viscosos son despreciables, tenemos que 7 = — PI. En consecuencia,

m </// EdV) Ea dA =
:_%[év dA+// de+/// pf-TdV — %[évpu dA.

Reordenando términos, obtenemos
dt v

:—{ EU-dquL# PU-d/T]—# @dff%—/// de+/// pf - TdV.
oV oV oV |4 |4

79

(J.22)

(J.23)



J CONDICIONES DE CONTORNO NUMERICAS EN EL FRENTE DE
COMBUSTION

Andrés Lain Sanclemente

De nuevo, llevaremos a cabo una discretizacion semiimplicita. El término 9‘;68\/ q-d A lo discretizaremos

de forma implicita y el resto de forma explicita. De esta forma

(///‘/Edv>(j+1) B (///‘/Edv>(j) ' '
= — (At ( b Ev-dA + ﬁév PG - dﬁ) v (At) (#qu*- dA’) o -
+ (A (//dev>m + (A (///fo- aav)m.
(J.24)

Por la hipétesis|3 en la pagina 6| (solido inmovil), la velocidad del sélido es cero. Por su parte, gracias

a las hipotesis [10 en la pagina 6| (conductividad térmica nula) y |11 en la pagina 6| (ley de Fourier),

sabemos que la integral del flujo de calor se anulara en x g+1- Ademas, se tiene
2
)
| @E+ppan) (1.25)
A 1
o+

donde f3 es la tercera componente del flujo numérico calculado por el solucionador de Riemann entre

las celdas 1 y 2 del gas. El término ( 1] fv Q dV) ’ es menester calcularlo con el mismo cuidado que

el que seguimos para la demostracion de la proposicion |5 en la pagina 42| En esa demostracion (véase

la ecuacion [B.63 en la pagina 45|) obtuvimos que

< // ; Q dV) v = ps (AH) v A, (J.26)

Haciendo uso de todo lo comentado hasta el momento, la ecuacion [J.:24] se puede reescribir como

. . . o1 a2 )
= pacy TO AL 4 Y <6V79T9<J> 2 [o9] )Agl§]>+ (.27)
oT (G+1)
[—ks {ax (l’s_é):| — f3+ps (AH)vgAs| (Al).
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Operando, obtenemos
(MVS AU 4 pt ey A l(j+1>) T+ —
= pscvsT, T ALY + p( Ney g(J)A 1U) 1
%Ag <p§]j) W)} 15— g+ o é]+1)]25(j+1)) N (J.28)

oT (3-+1)
kA L’)w (xl)} — 3+ ps (AH) v, A,

2

(At).

Aproximaremos el gradiente de temperatura mediante diferencias finitas centradas, es decir,

or G ) G
[ax (= 2)} QNN ER (J:29)

donde
(J+1) + x(ﬂ+1) (J+1) + x(jH) (J) L+ a:( 7)

xgj-i-l)_ S+2 2 x(j‘f‘l) —3 2 _ -3 -3 (1.30)

2 v sl 2 2 ’

U _

yva que la frontera izquierda de tltima celda de s6lido no se desplaza, y hemos usado que
TUT) = 76U+ De esta forma,

(psCV,sAsl(j+1) + p(j+1)CV A l(j+1)) T+ =

= pseys TV AJD) +p(J)CV T( )A l(J)

Cv,s
+,A ( ) [of ] — 0 [og ] léj+1>>+ (J.31)
TG gl

1 1
xgﬁ) xSJ )

ot pu(AH) A, (M) =

sg - . -1
+1 TS
xgj ) - mgjil )

. . ‘ At
<pscv,sAsl§J+1) + pngrl)Cv,gAglng) + ksAsM> T(]H) _
s—1

= pscysTW A1V +p(J)CV T( )A l(y)
1 , , . i o -
gt (o) [0] 0 =0 o >} )+
(ps (AH) vgAs — f3) (At).

En resumen, hemos obtenido las siguientes leyes de actualizaciéon

(J.32)

l§j+1) — léj) + v, (A1), (J.33)
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10D =10 g (A1), (J.34)
(G+1) _ péj)Agléj) + (psAsvg — [1) (A?) (J.35)
Pg = 4G ’ ~
glg
A 4 @0 [0~ g 0 04, s
Ug = - - 5 .
p§ 04, (1§ + 2(82)) — pAs (Ax)
At (+1)
— koA NI, xSfPTS‘l +
A00D 1+ U D, A4 10D 4 A At T+ _
Pscv,sAsly T+ pg T ey g Agly T + ks SO _ G |t T
§ sl (J.37)

= pscy,s T AJAD + pP ey T Al +

1 . N2 . i1 11 2 i
e (o) (9] 19— e [0 0 ) +
(ps (AH) vgAs — f3) (At).

(J+1) (+1)
9

Notese que, por ejemplo, aunque en la ecuaciéon para v aparece pg =, esto no supone ningun

. . i+1 . .
problema porque se ha podido determinar pg,] *1 anteriormente en otra ecuacion en la que no aparece

j+1 . : . L : .
véj ). Dicho de otra forma, el sistema de ecuaciones de actualizacién obtenido es triangular. La
Unica ecuacién que resulta méas complicada de solucionar es la de la temperatura, ya que aparece
la temperatura en la pentiltima celda sélida. Por ello, lo que hacemos es usar esta ecuacién como

ecuacion de contorno en la resolucién implicita de la ecuacién del calor.
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K. Resolucion exacta de las ecuaciones de Euler en estado estacio-

nario

Teorema 2. En estado estacionario y cuando las fuerzas externas se anulan, las ecuaciones de

FEuler unidimesionales con drea variable son equivalentes a las siguientes ecuaciones:

0l 1
o _7=1,p L Tl o y—1_, v—T1
— = M 1, —= M 1 —=|—M 1 K.1
T 2 T P (2 * T g M : (K.1)
M
d(f(M)A) =0, f(M)= s (K.2)

(14252 a2) 777

donde Ty, Py y po son la temperatura, presion y densidad del gas, respectivamente, cuando éste se

encuentra en reposo.

Demostracion. Partimos de las ecuaciones de Euler (véase la proposicion 4 en la pagina 38))

0 0
il = = K.
5 (PA) + 5 (pvA) =0, (K.3)
0 0 9 0A
5 (pvA) + 3 ([pv° + P] A) = P+ pfA, (K.4)
5 (p |:CV79T + 3V ] A) + 7 [(p <cv7gT+ 3V > + P) ’UA:| =pfvA (K.5)
Por hipétesis, estamos en estado estacionario y las fuerzas externas se anulan, luego
9 (pvA) =0 (K.6)
gz LYY T '
0 0A
5, ([pv* + P]A) = P, (K.7)
0 1 5
LG cv,gT + 3V + P |vA| =0. (K.8)
O, equivalentemente, en términos de diferenciales tenemos
d(pvA) =0, (K.9)
d [(pv® + P) A] = PdA, (K.10)

d <(p <cv,gT + ;vz) + P> UA> =0. (K.11)

Usando la ley de los gases ideales podemos escribir T" en funciéon de P. En efecto,

P =pRT <— pT = % (K.12)
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y, por tanto,

d (<62’9P + %pvQ + P) UA> = 0. (K.13)

, . C ., ., . P
Podemos expresar el término % en funcién de la constante de compresion adiabatica del gas +.

Efectivamente,

g _ v L (K.14)
R cpg—cvgy v—1

)

Sustituyendo, llegamos a

d LP—i—lpv2+P vA] =0 <= d L+1 P+1pv2 vA| =0 <= (K.15)
v—1 2 v—1 2

= d ((7713 + pv2) UA) = 0. (K.16)

En conclusién, deben cumplirse las siguientes ecuaciones:

d(pvA) =0, (K.17)
d [(pv* + P) A] = PdA, (K.18)
L B _
(s (b 5p) 4) =0 K19

Expandimos la ecuacién asociada a la conservacién del momento lineal, obteniendo
d[pvAv + PA] = PdA. (K.20)

Por la ecuacion [K.I7] pvA es una constante, luego podemos sacar dicho término fuera de la diferen-

cial. De esta forma,

< pvAdv+d(PA) - PdA=0 — (K.21)
— pvAdv + AdP =0 <= (K.22)
< pvdv +dP = 0. (K.23)

Por su parte, expandiendo la ecuacion llegamos a

1
d {2/)1)/11)2 + ﬁPvA =0. (K.24)
De nuevo, por la ecuacion pvA es una constante y podemos sacarla fuera de la diferencial. Por
consiguiente,
1
pvAd <2112) + le (PvA) =0 <~ (K.25)
N —
— pv’Adv + le (PvA) =0 — (K.26)
/'Y J—
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— p?Ady+ - [VAP + Pd (vA)] = 0. (K.27)
N -
De la ecuacion [K.17 en la pagina anterior] se deduce que
vA
d(pvA) =0 <= vAdp+ pd (vVA) =0 <= d(vA) = ——dp. (K.28)
p
Y, sustituyendo este hallazgo en la ecuacion [K.27] se llega a
PvA
pv? Adv + Ll [UAdP 20 dp} =0. (K.29)
N —

Como vA es un factor comun de todos los términos, lo podemos eliminar, obteniendo

P
¢¢pr%7FP—®yﬂl (K.30)
v—1 p

Haciendo uso ahora de la ecuacion [K.23 en la pagina anterior], podemos eliminar v y dv de la ecuacién

anterior. De esta manera,

P
—dP+—’7<dP—cm):o‘¢$ (K.31)
y—1 p
P
= <7—1)dP—-/7dp:O<¢: (K.32)
y—1 y—=1p
—(y—1 P
= de — L—dp =0 < (K.33)
y—1 y—1p
1 P
= ap - —dp=0 <= (K.34)
y—1 y—1p
P P d
<— dP—7—dp=0 <= — = v—p. (K.35)
p P p

Por consiguiente, integrando la ecuacion diferencial anterior entre los valores de la presion y la

densidad en reposo y una presion y densidad arbitraria, obtenemos

P / /
dpP P dp P
/ B = ’y/ — = [lnP'}PO = [lnp']zo = (K.36)
Po po
(2 om(2) = 2o (2) (K.37)
P) i J2) Py \po) ° '
Por la ley de los gases ideales, tenemos
pRT P p\” T p\7 !
=== = = . K.38
poRTy Py (PO) T Po ( )
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Recordando la ecuacion [K.23 en la pagina 84| obtenemos
dP
pvdv +dP =0 <= vdv+ — =0 <~ (K.39)
p
1 dP
= d <21)2> +—=0 (K.40)
P

y sustituyendo p en funcién de P via la ecuacion [K.37 en la pagina anterior] podemos escribir

1

1 dp 1 Py 1
d(v2> b =0 = d<u2> + 0 p AP =0 (K.41)
2 P\~ 2 Po
m (%)
1
1 Py 1
— d (vz) — 0 pap, (K.42)
2 P0
Integrando la ecuacion anterior entre la velocidad y la presion en reposo y una velocidad y presion
arbitrarias, llegamos a
1
vl Py [r
/ d <v/2> = —0/ PP = (K.43)
0 2 Po Jp,
1
1 1 P _1 -1i+1
= Sp?=——— 0 (patl_pth) (K.44)
2 -5 +1 po
Teniendo en cuenta que
1 —1
1—-—=21"" (K.45)
v Y
podemos escribir
1
1 Py 1=1 =
“2—__ T Yo (p5 o )| = (K.46)
2 ¥—=1 po
1
1 Py a1t P
e 2+ [opE 20 (K.47)
2 y—1\ po Po
De nuevo, a partir la ecuacion |K.37 en la pagina anterior| podemos expresar
2! . 5
P P~ Py P~
:<P) s P (K 48)
Po Po py PO Po p
0
Y, sustituyendo en la ecuacion [K.47] obtenemos
1
1 Py 11 PR
by S (L - 5L ) PP (K.49)
2 y—1\ p P0
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1 P P
— oty L < — 0) =0. (K.50)
2 Y=1\p po
Escribiendo P en funcién de T'y p via la ley de los gases ideales, obtenemos
1, v (pRT  poRIy 1, Y
= — =0 << = ——R(T —-Ty) =0. K.51
2v+7—1<p P0 2v+7—1 ( o) (K.51)
Introduciendo el ntimero de Mach,
2
M=" < v=Mc = v* = M? Q:Mz(\/fyRT) — yM?RT, (K.52)
c
obtenemos )
SYRMT + LlR (T—Tp) =0 < (K.53)
v —
1, 1
<:>§MT+—1(T—TO):0<:> (K.54)
v —
e (fary 1 \p L 7 e (K.55)
2 N—1)" =1 '
= —=—M"+1 K.56
T~ 3 + (K.56)
Sustituyendo 7" mediante la ley de los gases ideales, tenemos
Py
oF —1 P —1
wE T Pl = DT (K.57)
R 2 P L0 2

A continuacién, expresamos p en funcion de P mediante la ecuacion [K.37 en Ta pagina 85| obteniendo

1 1
Po(P\» ~v—1 o, PN y-1
— | = =—M l = | = =—M+4+1 K.58
P<P0) 2 * (P) 2 * (K.58)
P\ 5 1 P 1 =
0\ "~ v 2 0 v 2 T
_ =1 "M 1 —=|—M 1 . K.
= <P> 5 +1 = P ( 5 + > (K.59)

Ahora, simplemente, haciendo uso de la ecuacion [K.37 en a pagina 85| llegamos a

ol

1
2 —1 o1 -1 =1
PY (o +1) = 2o (o) (K.60)
P 2 p 2

Para concluir, trabaremos la ecuacion [K.17 en Ta pagina 84] Expresando la velocidad en funcion

del nimero de Mach, obtenemos

d(prd) =0 <= d(pMcA) =0 = (K.61)
— d (pM\/’yRT A) —0 «— d (pMﬁA) —0. (K.62)
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Dividiendo por pgTp a ambos lados, obtenemos

p T4\ _
d (pOM\/;A) = 0. (K.63)

Haciendo uso de las expresiones [K.56 en la pagina anterior] y [K.60 en la pagina anterior] es posible

llegar a

d —M Al =0 <= (K.64)

— d — = 0. (K.65)

Teniendo en cuenta que

= K.
=1 2 2(y=1) 2(y-1) (K.66)
obtenemos
M
d Al =0 (K.67)
1 2(v—1
(14 152 m2) %
Q.E.D.

En todas las ecuaciones dadas en el teorema |2 en la pagina 83| menos en una se pueden despejar

las variables que intervienen analiticamente. La restante, la ecuacion d (f (M) A) = 0, es menester
resolverla numéricamente. Para ello, aprovecharemos que f satisface

df M? -1
7 A a— / o
(0922 1) ((y — 1) M2 +2)
a2 f 2(y+1) M (M2 - 3)
= . (K.69)

(y—1)M? Sl 2 1 92
(G 4 1) (5 — 1) M2+ 2)

Es decir, f es una funcién creciente entre M = 0y M = 1 y es decreciente para M > 1, teniendo
en M = 1 un punto de inflexion. Ademas, f presenta curvatura negativa entre M =0y M < /3’
y curvatura positiva para M > /3, poseyendo un punto de inflexion en /3. Estas caracteristicas
facilitan el disefio de un método numeérico para la resoluciéon de la ecuacién. La tdnica complicaciéon

es que cada punto de f ((0,00) — {1}) posee dos antiimagenes, una satisface M < 1y la otra cumple

M > 1. Todo esto puede verse en la figura (18 en la pagina siguiente] En consecuencia, es preciso

conocer de antemano si el flujo es subsonico o supersénico. Para el caso subsonico (0 < M < 1),

aplicaremos el método de la biseccion para obtener M. Dentro del caso supersonico, si f (M) >
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f (\/? ), aplicaremos también el método de la biseccién en el intervalo [1, V3 ] En el caso restante,
haremos uso del método de Newton-Raphson y tomaremos M = /3" como estimacion inicial. Dado

que la curvatura de la funcion es positiva para M > /3", la convergencia del método esta garantizada.

0.434
0.362
E 0.290
S~—
“
0.217
0.145
0.072
0.000

Figura 18: Grafica de la funcion f (M) que aparece en el teorema [2 en la pagina 83| para v = 1.4.
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L. Resolucion del modelo en estado estacionario

L.1. Combustién en caAmara cerrada

Proposicion 6. Si tenemos un tubo de drea constante cerrado por los dos extremos, de paredes
adiabdticas y completamente relleno de combustible, suponiendo que la densidad del gas, su tempe-
ratura y la presion son homogéneas espacialmente, entonces resulta que también son constantes en

el tiempo y vienen dadas por las expresiones

T_ AH
Ty = %Co‘j—’—’ pg = ps, Fg=psRTy, (L.1)
7g

donde T es la temperatura a la que estaba el combustible antes del comienzo de la combustion.

Demostracion. Partimos de la ecuacién de conservacién de la masa en forma integral

;(///Vpdv>+§égvpﬁ-djzo. (L.2)

Como ¥ = 0 en ambos extremos del tubo, obtenemos que la masa total se preserva

Ll

O, equivalentemente,

d d
a [ps2gA+ pgA(L — 24)] =0 = a [psq + pg (L — x4)] = 0, (L.4)

donde L es la longitud del tubo, A es su seccién y z, es la posicién del frente de combustion.

Evaluando en el instante inicial, cuando L = x4, obtenemos que
pstq+ pg (L — xq) = psL <= pg(L —xq) = ps (L — xq) <= pg = ps. (L.5)

Por otra parte, consideremos la ecuacién de conservacion de la energia en forma integral

(i(///vEdV>+ b pr-dd=
:—ﬁqufdﬁ+///dev+///vpf.5dv+ﬁgvﬁ'%-d/T.

Como el tensor de esfuerzos total cumple 7 = 7/ — PI y, por la hip6tesis (10 en la pagina 6}, los efectos

(L.6)
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viscosos son despreciables, tenemos que 7 = —PI. En consecuencia,

o (/// EdV) EU dA =
:_ﬁgv dA+// QdV—|—///pf-z7dV— b Pii-dA

De nuevo, como ¥ = 0 en los extremos y las paredes son adiabaticas, es decir, ¢ = 0, debera ser

i(///vEdv> ://dev. (L.8)

Calculamos el término [ fv Q dV de la misma forma que seguimos en la demostracion de la propo-

(L.7)

sicion |5 en la pagina 42| En esa demostracion (véase la ecuacion [B.63 en la pagina 45|) obtuvimos

///V QdV = ps (AH) v A. (L.9)
% ( ///V EdV> — py (AH) Au, (L.10)

obtenemos

T (/// EdV) = ps (AH)A( dé‘?) (L.11)

Introduciendo todas las constantes dentro de la derivada y pasando todo al mismo miembro, llegamos

% <//vEdV + ps (AH) A:cq> =0. (L.12)

Como estamos en una camara cerrada, la velocidad del gas se anulard en promedio, ya que el

que

Luego

_dzq
Usando que vy = —-g2,

momento lineal total habré de ser cero. Por tanto, podemos despreciar la energia cinética del gas.
Por otra parte, en el sélido la transferencia de calor tiene lugar tinicamente mediante difusion, que es
un proceso muy lento en comparacion con el quemado del combustible. En consecuencia, podemos
suponer que la temperatura del s6lido no varia y sigue siendo la que tenia antes de iniciarse la

combustiéon. De esta forma,

// EdV = pscyT-ocAxg + pgev,gTyA(L — z4) . (L.13)
%4

Y, por tanto,

d
T (psev,sT—ocAxg + pgevgTyA(L — x4) + ps (AH) Azy) = 0 <= (L.14)
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d
— T (s (cvsT—oo + AH) zq + pgev,gTy (L — z4)] = 0 (L.15)

Evaluando en el instante inicial, es decir, cuando x, = L, obtenemos

ps (cv,sT—oo + AH) zg + pgevgTy (L — 34) = ps (cvsT-oc + AH) L = (L.16)
= pgcvgly (L —xq) = ps(cvsT-oo + AH) (L — z4) <= (L.17)
cv,s I oo + AH
= pycvgly = ps(cvT-o + AH) = T, = s ( V’Sp c";’ ). (L.18)
9CV.g

Haciendo uso de la ecuacién |[L.5 en la pagina 90| llegamos a

T AH
T, = Vel T O (L.19)
Vg
Por dltimo, para obtener la presion aplicamos la ley de los gases ideales
P, = p,RT, = psRT,, (L.20)
donde, de nuevo, hemos empleado la ecuacion [L.5 en la pagina 90| Q.E.D.

L.2. Combustién en ciAmara semiabierta

Proposicion 7. En estado estacionario y suponiendo que el drea no varia en la zona del sélido, su

temperatura viene dada por la expresion

T = 2 e T, (L.21)

v Oy

donde y = 0 es la posicion del frente de combustion, el solido se encuentra en valores negativos de

ks

Yy, a =5y T _« es la temperatura que tenia el sélido antes del inicio de la combustion.

Demostracion. Partimos de la ecuacion del calor en el sélido (véase la ecuacion [2.4 en la pagina 7))

0(TA) 0 oT
=—|(a=—A L.22
ot oz <a Oz > ’ (L.22)
donde a = psﬁﬁ. Como, por hipdtesis, el area es constante, obtenemos
oT 0 oT
— =——la—. L.2
ot ox (0‘ oz ) (L.23)

El siguiente paso sera expresar la ecuacién anterior desde la perspectiva de un observador que se
desplaza con el frente de combustion. Para ello, hacemos el cambio de variable

y=x+uvgt, 1=t (L.24)
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Aplicando la regla de la cadena, obtenemos que toda funcion f (x,t) de clase CM) satisface

x
)
T t
2 (1.25)
t T
-
t

of of oy of or of

9 oy oz Tor ar oy’ (L.26)
>y
af of oy of ar  of _of L2

ot oy ot or ot oy " or

=vq =1

Por tanto, la ecuacion [L.23 en Ia pagina anterior] queda

or or 0 oT

El observador que se mueve con el frente de combustién se encuentra en estado estacionario, por lo

que sera ?TZ = 0. De esta forma,
oT 0 oT
— = —|a— L.29
Ty~ oy <a8y> (1:29)
Como v, es constante, podemos meterla dentro de la derivada, llegando a
0 0 oT
— (w,T)=—=—a—]. L.30
oy ") = 3 <a8y> (£.30)
Por consiguiente, debe existir C” € R tal que
oT
aafy = ’UqT + C//. (L?)].)
Equivalentemente, existe C’ € R tal que
oT
= Sl (L.32)
dy «

Haciendo uso del método de los coeficientes indeterminados, sabemos que la solucion de la ecuaciéon

diferencial anterior es de la forma
T (y) = BeaV + C, (L.33)

con B, C' € R. Para obtener el valor de dichas constantes impondremos dos condiciones de contorno.
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Calculamos la derivada de la expresion anterior

oT Vg Y
M (y) = nge a Y, (L.34)

y la evaluamos en el frente de combustion.

oT Vg

a 0T
a—y(O)-B < B —

. =0y O (L.35)

Por otra parte, si nos alejamos lo suficientemente del frente de combustion, por ejemplo, si hace-
mos tender y — —oo, los puntos a los que nos estaremos moviendo se encontraran lo suficientemente
alejados del frente de combustién como para que estén desconectados causalmente de él. En otras
palabras, la temperatura de dichos puntos del sélido deberé ser la que tenia el solido antes de la
combustion, es decir, la temperatura ambiente T__,. Por consiguiente, debe ser

m T (y) = T-oo. (L.36)

Yy—+—00

A la vista de la ecuacion [L.33 en Ia pagina anterior] lo anterior implica

C =T «. (L.37)

Sustituyendo las ecuaciones [..37] v [.35] en [[.23 en la pagina 92, obtenemos

o o7

L 0edv 4T . 1.38
Uqay()e + (L.38)

T(y) =

Q.ED.

Observacion 1. Noétese que el resultado obtenido en la proposicion anterior es independiente del
modelo que usemos para describir el quemado del sélido.

Proposiciéon 8. En estado estacionario y suponiendo que el drea no varia en la zona del solido, la
temperatura en el frente de combustion T, satisface la ecuacion

Ve

c?

1
<cv,g +R ) T.=AH + cysT-oo — Qqﬂ (L.39)

Ve + Vg

donde el subindice ¢ indica «en el frente de combustions.

Demostracion. Partimos de la ecuacién obtenida en la proposicién [7 en la pagina 92| evaluandola

en el frente de combustion (y = 0).

T(0) = ;“;z (0) + T wx. (L.40)

Recurriendo a la ecuacion |2.12 en la pagina 8|7 podemos expresar %—Z (0) en funcion de otras variables
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en el frente de combustion. De esta forma,

a1 1
T.= —— (pqu [(Cv,s —cyg)Te+ AH — vg] — Pcvc> + T o, (L.41)
vg ks 2
donde estamos usando el subindice ¢ para indicar «en el frente de combustidény». Sustituyendo o =
ks obtenemos
PsCV,s
1 ks 1 14
T. = — — | psvg |(cvis —cvg) Te + AH — zv; | — Pove | + T-os <= (L.42)
Vg PsCv,s ks 2
1 1 P,
— T.= [(cv,s —cvg) Te+ AH — —v2 — C”c] + T o = (L.43)
Cv,s 2 PsVq
1,5, P
= cysle = (cvs—cvg)Te+ AH — ol ~ P + ey T-o (L.44)
sUq
1 P,
= ey T =AH — =02 — < 4 o) T .. (L.45)
2 PsVq

Empleando la condicién de contorno referida a la conservacion del flujo (véase la ecuacion [2.11 en
la pagina §|), podemos escribir

PsVg = pe (Ve + vq) (L.46)
y, por tanto,
1 P.v
T,=AH — —v? - ——¢¢ T . L.47
Vgte 2% " b (Ve + vq) T Vst oo (L47)

Empleando la ley de los gases ideales para sustituir P., obtenemos

1 pcRTv
T.=AH — —? - =< T o = L.48
rote 2% (v tvg) Ve (L.48)
1 v

= cyTe=AH +cyToo — 51)3 — va J:UqTC = (L.49)
— F R )T = AH 4 ey T — 202 (L.50)

C = C — — =V.. .

‘/)g ,UC + ,Uq c V,S oo 2 C

Q.E.D.

Corolario 1. La temperatura del frente de combustion es aproximadamente independiente de las
condictones cinéticas del gas y depende unicamente de pardmetros del combustible y de la temperatura

ambiente. Ademds, se tiene
- CV75T_OO + AH

T, ~ L.51
c v iR (L.51)
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Demostracion. Partimos de la expresion de la proposicion [8 en la pagina 94

Ve

1
<chg +R > T.=AH + CV,ST—OO - 5”2 (L52)

Ve + Vg

Generalmente, AH ~ 10° kig, mientras que v ~ 40 7 = v2 ~ 1600 kig y es claro que 1600 < 10,
Por otra parte, v, ~ 1% y 407 > 1<%, Por consiguiente, podemos despreciar el término %vg frente

a AH y podemos aproximar Ucﬂ’:vq 2 Z—z = 1. Por ende,
T AH
(v + R)To o AH + ey Tone o= T,n Vil TOT (L.53)
’ ’ cvgt+ R
Q.E.D.

Proposicion 9. La velocidad del gas en el frente de combustion estd relacionada con la presion por

Ve Pc n—1
~ ) L.54
Uc(Pc:Patm) (Patm) ( )

la expresion

donde Pgiy, es la presion atmosférica y n es el exponente de la presion en la ley de pirdlisis. La
velocidad del gas en el frente de combustion a presion atmosférica puede calcularse mediante la

formula
n—1

P
Ve (Pe = Pagm) =~ apsRT. ;5;“ : (L.55)

ref

Demostracion. De la condicion de contorno asociada a la conservacion del flujo (véase la ecuacion

[2.11 en la pagina §)), obtenemos que

psVq = pe (Ve + vg) . (L.56)
Generalmente, serd v. > v, y, por tanto, podremos aproximar

PsUq R Pele = Ve & &vq. (L.57)

C

Sustituyendo la densidad del gas mediante la ley de los gases ideales, obtenemos

Ps psRIT:

Ve = D, 'Uq = P
RT. ¢

Vg (L.58)

Haciendo uso de la ley de pirolisis (véase el teorema [l en la pagina 46)), llegamos a

psRT. ( P.\" prt
A = apsRT.—5—. L.59
ve P, . (Pref> Wetep rof (L9
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Evaluando en la presiéon atmosférica, tenemos

Pnfl
Ve (Pc = Patm) ~ apsRT, (Pc = Patm) ;tnm . (L6O)

ref

Sin embargo, por el corolario[l en la pagina 95| sabemos que la temperatura del frente de combustiéon

no depende significativamente de las variables cinéticas del gas. Por tanto, T, ~ T, (P. = Patm) ¥

podemos escribir
pol
Ve (Pe = Pagm) = apsRTC%. (L.61)

ref

Dividiendo la ecuacion [L:59 en Ta pagina anterior] por la ecuacion [L.61] llegamos a

n—1

Ve CL;)SRTCL’I%éf - < P. >n1 L6
Ve (PC = Patm) GPSRTC Pj;t”{:;l - Patm . .
Q.E.D.

Corolario 2. El nimero de Mach en el frente de combustion satisface la misma ley que la velocidad

M. ~ (L " (L.63)
Mc (P - Patm) - Patm ’ ’

Demostracion. Partimos de la expresion de la proposicion [9 en la pagina anterior|

Ve Pc n—1
R . L.64
Ve (Pc:Patm) (Patm) ( )

Expresamos la velocidad del gas en funciéon del niimero de Mach

M, =2 «— v, = My, = M, \/7RT, . (L.65)

Ce

Sustituyendo, obtenemos

(L.66)

M, /vRT, N ( P, >"‘1
Mc (Pc = Patm) \/’YRTC (Pc = Patm)' Patm .

No obstante, por el corolario [1 en la pagina 95, 7. no depende apreciablemente de P., asi que

podemos considerarla una constante. En consecuencia,

]\4’C Pc n—1
~ . L.
Mc (P — Patm) <Patm> ( 67)

Q.E.D.

Para obtener todas las variables de interés a partir de los datos del combustible (T¢, R, 7, n, M atm)
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y de la geometria (A, A¢), donde usamos el subindice e para denotar «en la salida», necesitamos

poder calcular la presion a la salida, que sera la atmosférica, a partir de la presion en el frente de

combustién. Para ello, partimos de la ecuacién de la presiéon del teorema [2 en la pagina 83|

ol

—=|—M"+1 . L.
b= (1) (L.68)

Evaluando en P = P,y P = P, = Py, obtenemos

i 4

P -1 -1 F -1 -1
> = (72M2 + 1> T = = (72M2 + 1) i (L.69)
C e
y, dividiendo una entre otra, llegamos a
1 1 2
Py (LM2 + 1) T =132 =
P. 2 c P 7M -+ 1
By - v S Fe - (731]\4021 < (L?O)
P. (%Mg + 1) i ¢ = Me+
=1 7r2 =1
=M=+ 1\"7"
<= P.=P, f_liz : (L.71)
Mg+ 1

De esta forma, calcular la presion en la caAmara de combustion es equivalente a resolver la ecuacion

algebraica

(L.72)

Jie
%wﬂm+1>w_ 0
e — i

“mzﬂ<?M%mww+1

donde calculamos M, a partir de P, mediante la ecuacién del corolario |2 en la pagina anterior]y el

numero de Mach a la salida en funcion del nimero de Mach en el frente de combustién resolviendo

numéricamente la ecuacion d (f (M) A) = 0 que aparece en el teorema [2 en la pagina 83|
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M. Verificacion de los métodos de resolucion del sélido

En estado estacionario, la ecuacion del calor (vease la ecuacion [2.4 en la pagina 7)) queda

0 ks 0T '\ o (oT [\
92 (pSCV,s 8:1:A> =0 < o ((% A> = 0. (M.1)

Y, en el caso de que el area sea constante (como en todos los tests que hemos hecho), lo anterior es

equivalente a
O*T
— =0 <= T(z)=ax+b. (M.2)
En el caso del test 1, la solucién en estado estacionario serd una linea horizontal, ya que las
condiciones de contorno imponen a = 0. La temperatura debera ser la temperatura promedio de la
condicién inicial, es decir,

1

L
208 K + 348 K
Ttem(Hoo)(x):L/ T (2,0)dy = 228K+ 318K
0

5 =323 K. (M.3)

Para el caso del test 2, obtenemos los valores de a y b de la ecuacion|[M.2]a partir de las condiciones

de contorno

23K =T(0m) =56, 313K=T(1m)=a+b < (M.4)
K
<— b=273K, a=100—. (M.5)
m
Por tanto,
K
Tiest 2 (z) = 100 —z 4 273 K. (M.6)
m

Para el test 4, obtenemos las siguientes ecuaciones

1 oT
Ademas,
1
T(1m)=a+b < T(lm)= T (1m)+300K < T(1m)=600K. (M.8)

De esta forma, llegamos finalmente a que a = 300 % y, por tanto,
K
Tiest 4 (x) = 300 —zx + 300 K. (M.9)
m
En el caso del test 5, obtenemos las siguientes ecuaciones

1 oT
5T (0m) = (0m) =a, 450K =T (1m)=a+b. (M.10)
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Por otra parte, debe ser T'(0) = b. Por tanto,
1 2
450K = 5b+b <= b= 450K = 300 K. (M.11)

Por ende,
K
Tiest 5 () = 150 - + 300 K. (M.12)

En lo que respecta al test 3, como nos encontramos en el caso de area constante, la ecuaciéon del

calor (véase la ecuacion [2.4 en la pagina 7)) se reduce a

oT 0*T
— =a— M.13
ot ~ “ox2 (M.13)
siendo a = ﬁ. Supondremos separaciéon de variables,
T (xz,t) =X ()7 (1) (M.14)
e impondremos
T
X (z) = 30 (—) K. M.15
() = 30sen (1 (M.15)
La ecuacion diferencial queda
dr d2X
X— =a1—F <= M.16
at — a2 (M.16)
mx \ dr —3072
30 sen (E) T (t) K=ar(t)- ( T2 > sen (mz) K. (M.17)
Para que la ecuacién anterior pueda darse, es claro que debe ser
dr 2 ar (t) 2
—(t) = — t = — = M.18
3 B =—or(t) T <= ) T (M.18)
d 1 2 1m?
= T () =0 e T(t)=e = (M.19)
dt w2
En consecuencia,
T (z,t) = 30sen (mx) e w2l K (M.20)

es solucién de la ecuacién del calor. Como en la ecuacién del calor el término de menor orden que
aparece es de orden 1, podemos sumar una constante arbitraria y seguiré siendo solucién. Por tanto,
la solucién del test 3 queda

Tyest 3 (z,t) = 300 K + 30sen (rz) e x2' K. (M.21)

100



N VERIFICACION COMPLETA DE LOS METODOS DE RESOLUCION DEL
GAS
Andrés Lain Sanclemente

N. Verificacién completa de los métodos de resoluciéon del gas

Para la verificacién de los métodos de resolucién de la zona gaseosa se han llevado a cabo 14

tests, cuyas caracteristicas estdn descritas en la tabla |3 en la pagina 104l El test 0 es simplemente

una comprobaciéon de que el programa es estable, pues partimos ya de un estado estacionario y
esperamos que todo permanezca constante en el tiempo. Los tests 1 y 8 son problemas de Riemann
extraidos de [17], cuya solucion exacta hemos obtenido mediante el método descrito en el apéndice

len la pagina 58 Por su parte, los tests 9 a 12 son problemas con area variable y lo que buscamos en

estos casos es la convergencia a un estado estacionario, que podemos calcular exactamente mediante

el método descrito en el apéndice [K en la pagina 83| Por ultimo, en el test 13 esperamos que se

forme una onda de choque, pero no podemos comparar con una solucién exacta. Los resultados

pueden verse en las figuras [20 en la pagina 105 a[37 en Ia pagina 122 Para los tests 1, 2, 3,4, 5y

8 ofrecemos una versiéon animada de la solucién en [Youtube. En casi todas las figuras ofrecemos el
mismo problema resuelto con y sin refinamiento adaptativo. En los problemas de Riemann, puede
verse que, excepto en el test 8, la soluciéon con refinamiento adaptativo se aproxima mejor a la
solucion exacta. En el test 1, llama la atencién una aparente discontinuidad dada por los métodos
HLL y HLLC cerca de = = 0.3. Esta se debe a que nos encontramos cerca del punto sénico y, en
esos casos, los métodos HLL y HLLC con la estimacién de promedios de Roe para las velocidades
de onda no son fiables. Los tests 6 y 7 estan hechos precisamente para observar que el método HLL
no es capaz de reproducir perfectamente la solucién en todos los casos, ya que tinicamente tiene en
cuenta dos ondas en vez de las tres que tiene el problema real. En el test 12 llama la atencién la
formacion de una onda de choque justo después del punto sénico, que hace que la solucién numérica
se desvie de la exacta. No obstante, resulta curioso que usando el refinamiento adaptativo puede
evitarse la formacion de dicha onda de choque. Este fallo del programa se debe seguramente a que
hemos usado una discretizacién centrada para el término fuente del area y quizas habria sido més
apropiado incluirlo dentro de los flujos numéricos, como suele hacerse en la resoluciéon de este tipo

de problemas. Por tltimo, en la figura [27 en la pagina 112| puede verse como cambia el mallado en

funcién del tiempo en los tests resueltos cuando empleamos el refinamiento adaptativo.

Condicién Condicién
Longitud
Tipo| de de Numero
domi- cv,g R Tiempo
Test| de Condicién inicial Area (m2) contorno contorno de
s J J
mio | (k)| (k) final
test a la a la celdas
(m)
izquierda derecha
pz) =1
v(z)=1
0 CE 1 1 2.5 1 v=0 v=0 100 1000 s
P(z)=1
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Condicién Condicion
Longitud
Tipo| de de Numero
domi- cVv,g R Tiempo
Test| de Condicién inicial Area (m?) contorno contorno de
: J
nio (m) (kg~K final
test ala a la celdas
(m)
izquierda derecha
1 z < 0.3
p(z) =
0.125 xz > 0.3
0.75 z < 0.3
1 T v(z) = 1 1 2.5 1 libre libre 200 0.2s
0 x> 0.3
1 r < 0.3
P(x) =
0.1 xz > 0.3
1 xz < 0.5
p(z) =
2 z > 0.5
-2 x<0.5
2 T v(z) = 1 1 2.5 1 libre libre 200 0.15s
2 z > 0.5
3 z<0.5
P (z) =
3 x>0.5
1 xz < 0.5
p(x) =
1 xz > 0.5
0 =<0.5
3 T v(x) = 1 1 2.5 1 libre libre 200 0.011s
0 x>0.5
1000 z < 0.5
P(z) =
0.01 z > 0.5
p(z) =
5.99924 x < 0.4
5.99242 xz > 0.4
v(x) =
4 T 10.5975  z < 0.4 1 1 2.5 1 libre libre 200 0.035s
—6.19633 z > 0.4
P(z) =
460.894 =z < 0.4
46.0950 x> 0.4
1 z < 0.8
p(x) =
1 x=>0.38
v(z) =
5 T —19.59745 = < 0.8 1 1 2.5 1 libre libre 200 0.012s
—19.59745 z > 0.8
1000 z < 0.8
P(z) =
0.01 z > 0.8
1.4 x<0.5
p(z) =
1 z > 0.5
0 z<0.5
6 T v (z) = 1 1 2.5 libre libre 200 2s
0 =>0.5
1 z < 0.5
P (z) =
1 xz > 0.5
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Condicién Condicion
Longitud
Tipo| de de Numero
domi- cVv,g R Tiempo
Test| de Condicién inicial Area (m?) contorno contorno de
: J J
mo | (w'w)| (k) final
test a la a la celdas
(m)
izquierda derecha
1.4 x < 0.5
p(z) =
1 x > 0.5
0.1 xz < 0.5
7 T v(z) = 1 1 2.5 1 libre libre 200 2s
0.1 x>0.5
1 z < 0.5
P(z) =
1 xz > 0.5
1 xz < 0.5
p(z) =
1 z > 0.5
2 z < 0.5
8 T v(z) = 1 1 2.5 1 libre libre 200 0.8s
-2 x > 0.5
0.1 x < 0.5
P (z) =
0.1 x>0.5
flujo =
— kg k
p(x) =2.14 5% 586.64 K&
585.1 K& entalpia = P=
9 CE v(z) = WA(;’) 2+ 0.002z 1000 717.5 287 1000 100 s
3.02 - 101325 Pa
P (x) = 180000 Pa
5 J
10 kg
p=
1.2322 ke
— kg _m
P(“?)—I-QH;S v—m
10 | CE v (@) =500 % 2 4 0.002 1000 717.5 og7 | 3673375 libre 1000 100 s
P (x) = 100000 Pa P=
82475 Pa
flujo =
kg
p(z) =2.22 kg 932.84 <2,
— 500 m 2+ entalpia =
11 | CE v (z) =500 2 717.5 287 libre 1000 0.1s
2.0702 (z — 1)2 3.02 -
P (z) = 100000 Pa, ( )
5 J
10 ke
N flujo =
— g kg
p(z) =2.22 s 4 932.85 ==,
422 m?3 2+ entalpia = P =
12 CE v(x) = Tlﬁ 2 717.5 287 1000 0.2s
2.0702 (z — 1)? 3.02 - 187894 Pa
P (z) = 180000 Pa
5 J
10 g
flujo =
p(e) =222 5% 932.85 k&
422 m3 24 entalpia = P =
13 | CE v(@) = 2 717.5 287 1000 0.1s
2.0702 (x — 1)? 3.02 - 130000 Pa
P (x) = 80000 Pa
5 J
10 b=
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Cuadro 3: Tests realizados para verificar el buen funcionamiento de los solucionadores del gas. CE
significa «convergencia a estado estacionario» y T significa «transitorio».

m— solucién exacta m— solucién exacta
== (Godunov-HLL = Godunov-HLLC = Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC
mm (Godunov-Roe Godunov-exacto == (Godunov-Roe Godunov-exacto
1 ™
1.01 4= 1.00 =
076 ¥ 050
: <
2 o051 F = 0.00 F¢
E o ~ E 3
< ¥ s ¥
025 ¥ -050 F
EE\H\HH|\H\\H\|HH\H\|H\\HH|\ gg\\\\\\\\|\\\\\H\|\H\HH|HH\H\|\
000 \\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I’ 71'00 \\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I’
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (uw.a.) z (va.)

m— solucién exacta

= (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto

Figura 19: Solucion del test 0. Arriba izquierda: densidad. Arriba derecha: velocidad. Abajo: presion.
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m— solucién exacta m— solucién exacta
== (Godunov-HLL = Godunov-HLLC == (Godunov-HLL s (Godunov-HLLC
s (Godunov-Roe Godunov-exacto = (Godunov-Roe Godunov-exacto
1 1
101 <4 ro1 4
076 ¥ 0.76
< ¥ < ¥ ) S
2 o F E o F ‘
s s —
025 F ‘ 0.25 |
E;H\H\\l\\\\\H\l\\\\\\\\l\\\\\\\\l\ g;wm\H\|\H\HH|\H\\H\|HH\H\|\
000 \\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I’ 000 \\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I’
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (wa.) z (ua.)
m— colucién exacta m— solucién exacta
= Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmm= Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto == (Godunov-Roe Godunov-exacto
™ ™
137 = i 1.38 =
103 103
% E 3 5 ¥/
=] 0.69 3 = 0.69 9
N~— x S~— =
= I S I
034 F 035 F
E T T T T IR E T TN TR S
0.00 \\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\\\:\\\|7_f\\:\\\\|’ 0.00 \H\:H\\|HH:\H\|\H\:HH|vvvv:”\”\““‘H
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (ua.) z (wa.)
m— colucién exacta m— solucién exacta
= (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto == (Godunov-Roe Godunov-exacto
7 7
1.01 = 1.01 =
076 ¥ 076 F
2 ERNEE -
Q. .
025 F 025 F
0.00 R 0.00 H
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00

Figura 20: Soluciéon del test 1. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: sin
refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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m— solucién exacta m— solucién exacta
== (Godunov-HLL = Godunov-HLLC == (Godunov-HLL s (Godunov-HLLC
s (Godunov-Roe Godunov-exacto = (Godunov-Roe Godunov-exacto
0.75
0.56
-
<
= 038 -
S v
QL
0.19
0.00 R
0.50 0.75 1.00
z (u.a.)
m— colucién exacta m— solucién exacta
= Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmm= Godunov-HLLC
s (Godunov-Roe Godunov-exacto = (Godunov-Roe Godunov-exacto
1.43
0.72
N
S
= 0.00
N~—
>
—0.72
—1.43

m— colucién exacta m— solucién exacta
= (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto == (Godunov-Roe Godunov-exacto

Figura 21: Soluciéon del test 2. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: sin
refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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m— solucién exacta
= Godunov-HLLC

Godunov-exacto

|

r

== (Godunov-HLL

s (Godunov-Roe

|

py (n.a.)

m— colucién exacta
mmm= (Godunov-HLLC

Godunov-exacto

= Godunov-HLL

s (Godunov-Roe

m— colucién exacta
mmm= (Godunov-HLLC
Godunov-exacto

= (Godunov-HLL

== (Godunov-Roe

103
750
\'»_3/ 500
A,
250
0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

z (u.a.)

m— solucién exacta
s (Godunov-HLLC
Godunov-exacto

== (Godunov-HLL
= (Godunov-Roe

N
<
=
N~—
=)
QL
m— solucién exacta
= (Godunov-HLL mmm= Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto
19.8 ﬁ‘— =T
14.9
/T /
<
= 9.9
S~—
>
5.0
0.0 ,w.::::::::::::::::::::::::Lﬂ#ﬁ*—)‘,,,.,,,,,
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

m— solucién exacta
mmm= (Godunov-HLLC
Godunov-exacto

= (Godunov-HLL

== (Godunov-Roe

IVVVV|VVVVIQ

0.75 1.00

Figura 22: Solucion del test 3. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: sin
refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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m— solucién exacta m— solucién exacta
== (Godunov-HLL = Godunov-HLLC == (Godunov-HLL s (Godunov-HLLC
s (Godunov-Roe Godunov-exacto = (Godunov-Roe Godunov-exacto
”—v ”—v
311 4 322 4
233 ¥ 242 F
2 156 F 161 ¥ J
= E 3 E 3
QU E = +*
78 F l 81 F
E;H\HH|\H\\H\|HH\H\H\\HH g\\\\\H\|\H\HH|\H\\H\|HH\H\|\
00 \\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\\\\\:\\\\ 00 \\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I\\\\:\\\\I’
0.00 0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (wa.) z (ua.)
m— colucién exacta m— solucién exacta
= Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmm= Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto == (Godunov-Roe Godunov-exacto
7 7
196 e 19.6 o
13.2 % 132 %
3 E 3 3 E3
= 6.7 ¥ = 6.7 ¥
N~— x S~— =
= I S I
02 F 02 F
gg\\\\\H\|H\\HH|\H\\H\|H E;H\H\\|HH\H\|\H\HH|H
—6.2 \\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\V|VVVV|’ —6.2 \\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\\\:\\\\l\\\!|vvv!|
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (ua.) z (wa.)
m— colucién exacta m— solucién exacta
= (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto == (Godunov-Roe Godunov-exacto
™ ™
1.70 - 10° - 1.77-10° s
1.28-10° F 1.33-10° F
£ wF 2 wF
Q. .
430 fE— 440 F
0E;\HIHH|H\\IHH|HHIHH|HL’*’"“‘\ 0E;H\IH\\|HHIHH|HHIHH|H——1\
\\\\|\\\\I\\\\[\\\\I\\\\[\\\\I\\\|\\\\I’ \\\\[\\\\I\\\\|\\\\I\\\\[\\\\I\\\\[\\\\I’
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (u.a.) x (u.a.)

Figura 23: Solucion del test 4. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: sin
refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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m— solucién exacta m— solucién exacta
== (Godunov-HLL = Godunov-HLLC == (Godunov-HLL s (Godunov-HLLC
s (Godunov-Roe Godunov-exacto = (Godunov-Roe Godunov-exacto
”—v ”—v
6.1 6.0 -
16 F 15 ¥
— ¥ — ¥
< Ed < ¥
2 s ¥ 2 30 F
> +* > = =
QU E = QL +*
15 F 15 ¥
] F—
00 0.0 R
0.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (u.a.)
m— colucién exacta m— solucién exacta
= Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmm= Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto == (Godunov-Roe Godunov-exacto
T 0.0 =
—4.9
-
<
= —-9.8
S~—
>
—14.7
‘.HH,I—) —19.6 .HHHH:HHHH:HHHlfﬁ‘?‘?‘ﬂ,—)
1.00 .75 1.00
m— colucién exacta m— solucién exacta
= (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmm= (Godunov-HLLC
== (Godunov-Roe Godunov-exacto == (Godunov-Roe Godunov-exacto
7 7
10° e 10° o
750 750 ¥
N E 3 N *
« ¥ « ¥
= 500 9 j=] 500 9
S~— E = SN— E =
Q, E3 A ¥
250 F 250 F
0 TR ) 0 ::::::,Lﬁﬂ—)
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z (u.a.) x (u.a.)

Figura 24: Soluciéon del test 5. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: sin
refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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m— solucién exacta m— solucién exacta

mmmm (Godunov-HLL mmmm (Godunov-HLLC = (Godunov-HLL mmmm Godunov-HLLC

mmm (Godunov-Roe Godunov-exacto s (Godunov-Roe Godunov-exacto

1 1

141 4 141 4
131 ¥ 131
- x > x
< E 3 < E 3
5 1.20 —;— = 1.20 —;—
> +* > = =
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Figura 25: Izquierda: solucién del test 6; densidad. Derecha: soluciéon del test 7; densidad.
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Figura 26: Solucion del test 8. Arriba: densidad. Centro: velocidad. Abajo: presion. Izquierda: sin
refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 27: Evolucion de la malla computacional en funcién del tiempo. Arriba izquierda: test 1.
Arriba derecha: test 2. Centro izquierda: test 3. Centro derecha: test 4. Abajo izquierda: test 5.
Abajo derecha: test 8.
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Figura 28: Solucién del test 9. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. Izquierda: sin
refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 29: Solucion del test 9. Arriba: area. Centro: velocidad. Abajo: niimero de Mach. Izquierda:
sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 30: Solucién del test 10. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. Izquierda:
sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 31: Solucién del test 10. Arriba: area. Centro: velocidad. Abajo: nimero de Mach. Izquierda:
sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 32: Solucién del test 11. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. Izquierda:

sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 33: Solucion del test 11. Arriba:



N VERIFICACION COMPLETA DE LOS METODOS DE RESOLUCION DEL

GAS
Andrés Lain Sanclemente

B solucion exacta ~— === Godunov-Roe m—— solucién exacta === Godunov-Roe

kg
Py <m3

1.56

1.34

N solucién exacta ~— == Godunov-Roe m— solucién exacta ~— === Godunov-Roe

296

282

— 269

~ 273

262

N solucién exacta ~— === Godunov-Roe m— solucién exacta ~— === Godunov-Roe

1.89-10°
1.65 - 10°
~—~
<
&y 41108
a8

1.17-10°

9.3-10*

Figura 34: Solucién del test 12. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. Izquierda:
sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 35: Solucion del test 12. Arriba: area. Centro: velocidad. Abajo: nimero de Mach. Izquierda:
sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 36: Solucién del test 13. Arriba: densidad. Centro: temperatura. Abajo: presion. Izquierda:

sin refinamiento adaptativo. Derecha: con refinamiento adaptativo.
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Figura 37: Solucién del test 13. Arriba:
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