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1. Introduccion

Durante mas de dos siglos, la friccion entre sélidos ha sido descrita mediante las leyes de
Amontons-Coulomb ([1], [2]). Aunque Leonardo da Vinci ya habia sentado las bases de estas,
fue Amontons quien las formulé y Coulomb quien las verifico.

Sean dos cuerpos sélidos, sometidos a una fuerza F tangencial relativa y presionados entre
si por una carga o fuerza normal W, existe una fuerza de rozamiento F'rp debida a la friccién de
los sélidos, que se opone al movimiento. Coulomb [2] observé que, en funcién de si los cuerpos
se encontraban en reposo, esta fuerza se comportaba de manera distinta.

Si los cuerpos se encontraban en reposo, la fuerza de rozamiento era igual en médulo y
direccién (pero en sentido opuesto) a la fuerza tangencial relativa F', siempre y cuando dicha
fuerza no superase a la llamada fuerza de rozamiento estdtico Fs. Asi, F resultaba ser una
fuerza critica que representa el umbral entre las situaciones de reposo y de movimiento relativo
entre los cuerpos.

Una vez superado el umbral Fy y, por tanto, iniciado el movimento, la fuerza de friccion
decaia y se oponia al movimiento. Esta es la llamada fuerza de rozamiento dindmico Fy, v es
aquella que aparece cuando los cuerpos se encuentran en situacion de movimiento relativo.

Una vez diferenciados los dos tipos de fuerza de rozamiento, se encontraron las siguientes
propiedades:

= La fuerza de fricciéon o rozamiento es proporcional al médulo de la carga o fuerza normal
W, y esta proporcionalidad es lineal y dada por una constante denominada coeficiente
de rozamiento. Al igual que ocurre con la fuerza de rozamiento, diferenciaremos entre

coeficiente de rozamiento estdtico y dindmico.

Fe=pe- W  Fyg=pqg-W (1)

= Kl coeficiente de rozamiento p es independiente del area de contacto macroscépica X
(también llamada drea aparente de contacto) .

s La friccién dindmica no depende de la velocidad de desplazamiento.

Sin embargo, la anterior resulté ser una descripcion demasiado aproximada. En la actuali-
dad la descripcién de la friccién entre sélidos es mucho méas compleja, siendo necesario tener
en cuenta un mayor numero de variables. Ademads, las leyes clasicas de Amontons-Coulomb re-
sultan totalmente erréneas cuando salimos del marco de la friccién seca; es decir, friccion entre
superficies no lubricadas. La adicién de un lubricante modifica las propiedades tribolégicas, en-
trando en juego la fisica de Fluidos, y haciendo necesario el abordaje del problema de manera
totalmente distinta.

En el presente trabajo se pretende estudiar en profundidad las teorias actuales existentes
para abordar problemas de friccién seca entre sélidos, asi como su visualizacion, con el objetivo

de una mejor comprensién de estas.



2. Objetivos

Actualmente, la friccidn seca entre sélidos es descrita mediante las llamadas teorias de rate
and state, que establecen que la fricciéon depende de la velocidad de deslizamiento relativo entre
las superficies (rate) y del estado de dichas superficies (state). El primer objetivo de este trabajo
consistird en entender en qué consisten estas teorifas y las evidencias que han motivado que
fueran formuladas.

Se exploraran diversas formas de describir la friccién, y se analizaran las dinamicas que
conllevan las diferentes formas funcionales de la fuerza de friccion.

Ademds, se hard un andlisis tedrico de la dindmica de un modelo sencillo compuesto por un
bloque y un muelle. Esto nos llevara a entender la naturaleza del llamado fenémeno de Stick-
Slip, observado de manera universal en problemas de friccion a velocidades muy lentas, donde
el sistema se vuelve inestable.

Finalmente, se buscard la visualizacion de las dindmicas estudiadas a lo largo del trabajo

mediante su implementacién.

3. Evidencias de la necesidad de nuevas teorias.

A pesar de que las leyes de Amontons-Coulomb fueron formuladas hace ya mas de dos siglos,
no ha sido hasta recientemente que se han ido observando algunas incongruencias hasta dar
lugar a las nuevas teorias.

Por un lado, se encontré que las superficies de contacto aparentemente lisas en la macro-
escala cuentan con unas micro-rugosidades en la microescala, generandose unos microcontactos
entre ellas. Tabor distinguié entre lo que llamé el drea de contacto real ¥, y aparente Xqpp.
Mientras que Yy, se refiere al drea de contacto en la macroescala, ¥, tiene en cuenta sélo los
microcontactos. Esta diferenciacién hizo posible la ley de Tabor, que establece que la fuerza de
rozamiento viene dada por la siguiente expresion, donde 7, se refiere al esfuerzo cortante o de
friccion [1]:

FR = Ts ET (2)

La introduccién de este nuevo concepto permite entender la relacion existente entre la fuerza
de friccién y la fuerza normal, descrita en la ecuacién (1). La mayor parte de los sélidos que
tienen propiedades eldsticas son capaces de soportar un esfuerzo maximo a partir del cual se
comienzan a deformar plasticamente. Si suponemos un microcontacto con un drea de contacto
dado, podemos pensar que, si la fuerza normal entre las superficies es suficientemente alta, este
se pueda deformar, implicando un aumento del area de contacto conforme mayor sea la carga
entre las superficies. Esto explica la dependencia aparentemente lineal de la fuerza de friccion
con la carga Fr o< W, que describian las leyes de Amontons-Coulomb [1].

Sin embargo, esta dependencia lineal con W no termina de ser del todo cierta. Se ha observado
que sélo resulta valida en un determinado intervalo de fuerzas. En el caso de que la carga sea
demasiado grande o demasiado pequena, el drea de contacto real se hace comparable al area
de contacto aparente, invaliddndose la dependencia lineal supuesta. En el caso de metales, el
intervalo en que esta dependencia es valida puede comprender fuerzas de compresién de varios
6rdenes de magnitud. En la figura 1 se muestra la friccién de acero sobre aluminio. Se observa
que el coeficiente de friccidon se mantiene constante ante cambios en la carga a lo largo de todo
el intervalo estudiado, lo que supone que Fr = cte - W o« W [2].
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Figura 1: Coeficiente de friccién del acero so-
bre aluminio pulido mediante electrdlisis. Las  Figura 2: Coeficiente de friccién en un expe-
cargas oscilan desde los 10mg hasta los 10kg, rimento de stop and go. Estos experimentos
abarcando un intervalo de 10N. A lo largo de  demuestran el fortalecimiento del coeficiente
todo el intervalo el coeficiente de rozamiento de friccién con el aumento del tiempo de es-
es constante. Gréfica obtenida de [2]. pera t,,. Grafica obtenida de [1].

Por otro lado, se encontré que si un bloque se desliza sobre una superficie en la que colocamos
el sistema de referencia, y éste es sometido a una fuerza F intermitente de tal manera que se vayan
intercalando periodos de reposo con periodos de movimiento a velocidad constante, la fuerza de
friccidn estatica umbral y, por tanto, el coeficiente estatico umbral pg, crecen logaritmicamente
con el llamado tiempo de espera t,,, es decir, el tiempo durante el cual el bloque se mantiene en
reposo antes de reanudar el movimiento. En la figura 2 podemos ver un ejemplo de estos llamados
experimentos de stop and go. Es de aqui de donde surge el concepto de envejecimiento o ageing:
las superficies de friccién se debilitan (us decae) con el deslizamiento, mientras que se hacen més
fuertes (aumenta ps) conforme mayor sea el tiempo que permanezcan en reposo relativo. Esta
recuperacion del coeficiente de friccion en las situaciones de reposo se conoce como healing. En la
figura 3 podemos ver cémo el coeficiente de friccién estatico umbral aumenta logaritmicamente
con el tiempo de contacto o de espera en una diversidad de materiales diferentes. En todos ellos
el exponente que gobierna dicho incremento es del orden de 1072.

Dieterich y Kilgore [3] encontraron que la dependencia entre el drea de contacto real y el
tiempo que el bloque se mantenia quieto sobre una misma superficie de contacto X, (t,) es
logaritmica, al igual que sucedia con el coeficiente de friccién ps(ty,). De esta manera es directo
ver que existe una dependencia entre el drea de contacto real y el coeficiente de friccién X, (us).
Si hacemos una revisién de las leyes de Amontons-Coulomb, vemos que es cierta la ley que afirma
que el coeficiente de friccién es independiente del drea de contacto macroscépico (o aparente).
Pese a ello, resulta ser una descripcion incompleta, pues no hace distincién con el area de contacto
real, con la que si que existe una dependencia.

Sin embargo, la evidencia que mas contrasta con la descripcién de Amontons-Coulomb es la
aparicién de experimentos como el de la figura 5. Estos muestran cémo, en principio, no podemos
distinguir un experimento de rozamiento estatico, durante un tiempo de contacto dado, de un
experimento de rozamiento dindmico a velocidades muy bajas. Es por esto que ambos coeficientes
deben ser estudiados desde una perspectiva comun.

Se define distancia caracteristica Dy como aquella a lo largo de la cual un cuerpo desliza
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Figura 3: Coeficiente de friccién estatica umbral pg frente al tiempo de espera t,,. Se observa

dependencia logaritmica, donde B = %. Gréfica obtenida de [1]

sobre un microcontacto antes de desaparecer, y es del orden del micrometro. Esto nos permite
definir el tiempo de contacto para un microcontacto cualquiera como At = Dy/v, donde v es
la velocidad de deslizamiento de las superficies. Asi, la figura 5 muestra cémo los coeficientes
estaticos y dinamicos se pueden entender en un marco comun, entendiendo a los primeros como
coeficientes dindmicos medidos a velocidades muy bajas.

Otra manera més intuitiva de entenderlo, seria partiendo de uno de los ya mencionados expe-
rimentos de stop and go. En estos experimentos, las superficies se mantienen en reposo durante
un tiempo tras el cual se hace deslizar el sistema de nuevo. Si medimos el coeficiente de friccion
justo antes de reanudar el movimiento, estaremos midiendo el coeficiente de friccién estatica.
Ahora, suponemos que cada vez que repetimos el proceso, permitimos el deslizamiento sélamente
durante una distancia del orden del um (~ Dy), hasta alcanzar los siguientes microcontactos.
Ademds, iremos disminuyendo el tiempo de contacto antes de reanudar el movimiento hasta
hacerlo infinitamente pequeno. Si nos paramos a pensarlo, la situacion descrita no es mas que
una situacion de deslizamiento donde el coeficiente de friccion que estariamos midiendo seria el
coeficiente de friccién dindmica. Asi, en vez de ver el movimiento del bloque como una situacién
distinta a la de reposo, podemos verlo como una sucesién de situaciones de reposo con tiempos
de contacto tan pequenos que resultan imperceptibles.

De la misma manera, en el marco de velocidades pequenas, del orden del pum/s, podemos
pensar que cuanto mas rapido se mueva el bloque menor serd el tiempo de contacto de los
microcontactos. Esto lleva a un debilitamiento del coeficiente de rozamiento conforme aumenta la
velocidad, permitiéndonos recuperar la observacién macroscépica de ps > pg. También conduce
obligatoriamente a inestabilidades dindmicas, ya que un aumento de la velocidad conduce a
una disminucién de la friccidon, que a su vez lleva a un nuevo aumento de la velocidad. Esto
se manifiesta en forma de un fenémeno llamado Stick-Slip, observado de manera universal en
problemas de friccién a velocidades muy lentas (figura 4).

La dependencia p4(v) de nuevo contrasta con las leyes de Amontons-Coulomb, que afirman
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Figura 4: Fenémeno de Stick-Slip. Elongacién de un muelle unido en un extremo a un bloque y
del que se tira a velocidad constante por el otro extremo. En cada uno de los saltos del bloque

la elongacién decrece rapidamente y vuelve a deslizar.

lo contrario. Cabe decir que a velocidades medias esta dependencia practicamente desaparece,
tratdndose de una buena aproximacion. Sin embargo, conforme consideramos velocidades de or-
den superior, la dependencia pg(v) cambia, aumentando el coeficiente de friccién con el aumento

de velocidad. Todo esto se puede ver en la figura 6.
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Figura 6: Resultados expermientales de Hes-
lot et al, (1994). Coeficiente de fricciéon en
funcién de la velocidad de un bloque unido a
un resorte. Gréfica obtenida de [5]

4. Stick-Slip y teorias de rate and state

La dependencia existente entre el coeficiente de rozamiento y la velocidad, cuando esta es
pequena, lleva a unas inestabilidades. Si la velocidad aumenta, la friccién disminuye, dando pie
a que la velocidad aumente de nuevo y se repita el ciclo. Fisicamente esto se manifiesta como
unos saltos tras los cuales el bloque se mantiene en reposo durante un instante (Stick), antes de
volver a deslizarse (Slip) y repetirse el proceso (ver figura 4).

Este fenémeno puede estudiarse con la ayuda de un modelo sencillo que se muestra en



la figura 7. En este modelo de sustituye el bloque por una dindmica de un unico grado de
libertad. Su centro de masas es sometido a interaccién elastica con un soporte del que se estira a
velocidad constante V', que llamaremos velocidad de arrastre, asi como a una fuerza de rozamiento
proporcional a la carga aplicada. La fuerza con la que se estira del soporte, es la llamada fuerza
lateral, y es igual a la fuerza elastica sobre el bloque en el caso contemplado, en el que la velocidad
de arrastre es constante V = cte.

Flat = K (Xo-x)

Firiccion

Figura 7: Esquema del modelo. Situamos el sistema de referencia sobre una de las superficies.
Suponemos un bloque que presiona dicha superficie con una fuerza normal W y del que se
tira con una fuerza tangencial Fj,; a través de un resorte, de tal manera que la velocidad de

estiramiento V sea constante.

De esta manera la ecuacién del movimiento del bloque vendra dada por

Mi = K(zo(t) —x) = Wpa (3)

donde zq es la posicién del extremo del muelle del cual estiramos. Puesto que lo hacemos con
una velocidad V' constante, se cumple que xo(t) = 20 inicial + V't

Nuestro siguiente paso debe ser buscar una expresién para el coeficiente de friccion pg. Ya
sabemos que debe depender de la velocidad & del bloque, pero eso no es todo. Si pg dependiese
exclusivamente de la velocidad, entonces su valor cuando el bloque estuviera quieto (régimen
estatico) seria siempre el mismo, independientemente del tiempo de contacto trascurrido. Es por
esto que resulta necesario definir una variable que mida el estado de la superficie de contacto,
que llamaremos ¢. De aqui surgen las llamadas teorias de rate and state, que establecen que la
friccién depende de dos variables que evolucionan con el tiempo: la velocidad y el estado (& y
¢) ([6] , [7)).

La ley de Dieterich (o Ageing law) es una de las posibles descripciones que existen actual-
mente para la evolucién de ¢ (de esto se volvera a hablar més adelante).

p=1- ;—d) (Ageing law) (4)
0

La propia necesidad que teniamos de definir la variable ¢, responsable del fortalecimiento
del coeficiente de fricciéon en aquellos momentos en que el bloque queda quieto, muestra que ¢
debe ser funcién del tiempo. De hecho, si hacemos un anélisis dimensional de la ecuaciéon (4), ¢
resulta tener dimensiones de tiempo.

Esta ley, en el caso estatico, conduce a una identificaciéon directa de ¢ con el tiempo de
contacto. Asi, podemos identificar esta variable con el llamado tiempo efectivo de contacto,
responsable del envejecimiento, ya mencionado anteriormente.

Una vez definida la variable de estado ¢, podemos considerar la ley de fricciéon de Rice-Ruina
(cap. 2.4 de [1]), que establece que el coeficiente de friccién dindmico, viene dado por lo siguiente:



pa(p, &) = udo+Aln<%> + Bin <(fo> (5)

donde A y B dos constantes y g0, ¢o v Vo son valores de referencia. Consideraremos que estos
son g0 = pa(Vo) y o = ¢(Vo) = Do/ V.

4.1. Solucién estacionaria y analisis de la estabilidad

Una vez definidas todas las ecuaciones que rigen la dindmica del modelo descrito, conviene
hacer un estudio de lo que estas implican ([8], [9]).

Lo primero que conviene buscar es la solucién estacionaria del sistema, si existe. Esta serd
aquella que anule el sumatorio de fuerzas y cumpla & = 0. Esto implica que la velocidad & del
bloque ha de ser constante y, por consiguiente, coincidir con la velocidad con la que el muelle es
estirado (que habfamos llamado velocidad de arrastre), siendo Zestqe = V.

Ademas, a partir de la ec. (3) se obtiene que

w
0= K(l‘o(t) - l’) -W-pg = :L'(t)estac = :Eo(t) K *Hd (6)
Si pasamos xg a restar al lado izquierdo de la igualdad, obtenemos una expresién para la
elongacion del muelle. Puesto que el bloque lleva la misma velocidad que el extremo del muelle
del que estiramos, esta elongacién resulta ser constante y, como la fuerza normal W y la constante
de elasticidad K también lo son, de nuevo ug debe ser constante. Asi, viéndose la dependencia

de pq(x, @) en la ec (5) y sabiendo que & =V, se llega a que ¢ = cte .

w . .
() —2o()| = 7 - =cte = pali, @) =pa=cte = i =cte (7)
Ya sabemos qué valor toma &, nos queda saber el que toma ¢. Igualando qb =0en laec. (4)
se llega a
D
(Z)estac = 70 (8)

Para este caso particular, podemos encontrar un significado fisico para ¢: tiempo necesario
para que una nueva configuracién de microcontactos sustituya a la anterior o, lo que es lo mismo,

el tiempo que tarda el bloque en recorrer Dy.

4.1.1. Analisis de la estabilidad

Se ha calculado entonces la solucién estacionaria de las ecuaciones que describen la dindmica
del bloque.

Ahora estudiaremos la estabilidad de esta solucién. Vamos a suponer que la solucién esta-
cionaria es perturbada ligeramente y que dicha perturbacién viene dada por dz, d& y d¢ para
cada una de las variables de evolucién. Aplicandolo a las ecuaciones del movimiento, se tiene:

0F = —%(5%’ - % O(pa(z, ¢)) 0p = —556;;)0 — (5¢— 9)

Como el coeficiente de friccién es funcion de & y ¢,

5%

(pa(, ¢)) = B6 (In(¢)) + Ad (In(i)) = B

+ A— (10)



Estamos estudiando la estabilidad de la solucion estacionaria. Esto significa que debemos
particularizar las expresiones de las perturbaciones al caso estacionario, de tal manera que
(11)

T = Testy T = Test Y @ = Pest-

¥ (a5, 42

|

. K
=t [P, Y
. 0L |4
§p = —— — 6p— 12
b= —d0p (12)
Tenemos un sistema de 3 grados de libertad {dz, d¢ y dp}.
. K W [ _Vio op
0 = M&x " [B Dy -I-AMV (13)
. op V
op = Vi 5¢FO (14)
(15)

op = Moz
Ahora, sea A la matriz del movimiento, que cumpla 6% = AJ0Z, suponemos una solucién del

sistema tal que, si A es autovalor de A y ¥ su respectivo autovector, sea
ox U1
it (16)

op [ =1 v2

De esta manera, sustituyendo las soluciones (16) y sus respectivas derivadas en las ecuaciones

WEV ) + W, =0
(1)

(13), (14) y (15), se obtiene :

(—)\2 + %)Ul + MDq
(—Mi)\)m +v3=0
(N4 Wy v\ (v 0
N+ ) v v | =0 (18)
0

0

—MiA 0
La matriz anterior resulta ser (A — A1), donde A era la matriz del movimiento, A su autovalor

vy 1 la matriz identidad. Esto implica que, si hacemos su determinante e igualamos la expresiéon
a cero, podremos calcular los posibles autovalores. Esto serd clave para hacer un andlisis de la

1 V3

estabilidad del sistema. Se llega a la siguiente ecuaciéon
. V. WA WA-B) K)\. KV
—iX3 — [ =+ —= | \? ———+ — i =0 19
! (Do * MV) i ( MDo M) "M Do (19)
Esta ecuacién ha sido resuelta por T.Baumberger y C. Caroli [1], y es en el capitulo 2.4 y

en el apéndice C donde analizan sus soluciones.
Si Im(\) > 0, todas las perturbaciones cerca del equilibrio decaen, teniendo asi desliza-

miento localmente estable. Lo contrario sucede para el caso de Im()\) < 0, donde tendremos

comportamiento inestable en el régimen estacionario.



El resultado es una bifurcaion de tipo Hopf, donde la constante elastica critica K. es el
parametro de bifurcacién, implicando que, para K > K., tendremos régimen estacionario estable
mientras que, para K < K, el régimen estacionario sera oscilatorio. Fisicamente, esta dindmica
oscilatoria se manifestard como la dindmica de Stick-Slip.

T.Baumberger y C. Caroli [1] calculan el pardmetro de bifurcacién:

K. (B-4) 1+ MV? 1 (B-A)
W~ Dy WDoA|~ Dy

Puesto que K. depende de la resta (B — A), sea un valor de K dado, es posible estimar qué

(20)

tipo de dindmica tendremos, segtn los valores de A y B que elijamos. Como ya se ha mencionado
anteriormente, ambos valores son constantes y dependeran de las superficies de friccién.

Podemos apreciar que, en el caso de que la resta dé lugar a un valor negativo (B—A4) < 0, la
dindmica serd siempre estable. Esto se debe a que, para este caso particular, siempre se cumple
K. < 0 < K, sea cual sea el valor de la constante de elasticidad K, ya que esta es siempre
positiva K > 0.

Sin embargo, para visualizar Stick-Slip, deberd cumplirse que (B — A) > 0, ademés de darse
las condiciones necesarias de V' y K, de tal manera que K < K..

Cabe particularizar en el caso de A < 0. Esto significa que la fuerza de rozamiento decrece
con la velocidad. Puesto que la friccion siempre crecerd con el tiempo de contacto debido al
healing (ver capitulo 3), B ha de ser positiva. Asi, en el caso de que A sea negativa, se cumplird
siempre que (B — A) > 0y, si el valor de K es suficientemente bajo, tendremos Stick-Slip. Esto
es consistente con lo descrito en el capitulo anterior, donde se explicaba cémo el decrecimiento
de la friccién con la velocidad daba lugar a inestabilidades.

La expresion (20) viene descrita por la suma de una constante y un término dependiente de
la velocidad de arrastre, que llamaremos término de inercia. Si consideramos los valores tipicos
Do ~ 1um y A ~ 1072 para el deslizamiento de un bloque y masas tipicas de un bloque real
(W = Mg =~ 10N), el término de inercia se hace despreciable a velocidades de arrastre pequenas
V' < 100pm/s, permitiendo despreciarlo en la ecuacién anterior, siempre que trabajemos en este

rango de velocidades.

3 ———y — T
o
2
° Steady sliding T
[=2]
[ =
—~ [ Ke]
'TE 2 ° — g
£
N ® 5
o ® n
g Stick—slip o
S 1
E
0 L L L 0
0.1 1 10 100
V(ums™)

Figura 8: Diagrama de estabilidad de la Figura 9: Elongacién del muelle frente al
dindmica de un PMMA /PMMA MCIs en el tiempo para papel/papel MCIs a una veloci-
rango de velocidades pequenas. Gréfica obte- dad de estiramiento de V = 1um/s. Gréfica
nida de [1]. obtenida de [1].

Si observamos la ecuacién (20), podemos ver que K. es constante con la velocidad V. Sin
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embargo, resultados experimentales como los de la figura 8 muestran lo contrario. (%)c no
es estrictamente constante, sino que decrece lentamente con el aumento de V. Por otro lado,
podemos observar como por encima del valor critico tenemos deslizamiento estable y, por debajo,
régimen inestable (Stick-Slip), que se corresponde con lo obtenido en el modelo descrito. Asi, el
modelo de Rice-Ruina (5) nos da una idea cualitativa de la dindmica.

En la figura 9 podemos ver que, conforme el valor de (K /W) decrece, la dindmica se bifurca de
manera continua desde régimen estable (curva superior) hasta tener régimen inestable, con Stick-
Slip (curva inferior). Esto constrasta con lo obtenido en el modelo tratado, donde la transicién
es abrupta.

Estas discrepancias aparecen por haber asumido en (5) que dug/0 (In(¢)) = B = cte y
Oug/0 (In(z)) = A = cte. Baumberger y Caroli curan estas discrepancias anadiendo términos
de segundo orden en (5), como In?, In*% o incluso (In(¢)) - (In(i)).

Con todo esto, debido a la complejidad de la ecuacidon que se obtendria tras la correcién,
podemos afirmar que el modelo de Rice-Ruina considerado es una buena aproximacién de la
dindmica considerada. Ademads, en el siguiente capitulo, se hard una simulacién del modelo
descrito para analizar su comportamiento en profundidad y la utilizacion de ecuaciones més
complejas con términos de In?, lo imposibilitarfa.

Cabe mencionar la existencia de un articulo publicado recientemente en Nature Geoscience
[10], en el que exploran la idea de anadir términos dependientes del logaritmo de la velocidad a
parametros que hasta ahora se han considerado constantes. Estos son A y Dy. Los resultados que
obtienen para dindmicas lentas de Stick-Slip comparten caracteristicas con datos reales recogidos
en fallas tectonicas naturales. Si sustituimos las expresiones de A y Dy en la ecuacién para pig,
se puede ver que realmente esto es equivalente a afiadir términos de In? a la expresién de fig.

4.2. Evolucién temporal del estado gb

En pédginas anteriores ya se ha argumentado que el coeficiente de friccion debia depender de
una variable que midiera el ‘estado’ de las superficies de contacto que friccionan entre si; esta
es ¢. Asi mismo, esta variable coincidia con el tiempo de contacto efectivo de cada uno de los
microcontactos, que a su vez dependerd de la dindmica de las superficies en cada instante de
tiempo. Con todo esto queda claro que ¢ es funcién del tiempo.

La evolucién temporal de ¢ se ha descrito de diversas maneras, y es que todavia no se ha
encontrado una férmula matematica tinica que describa todos los datos experimentales que se han
recogido hasta la fecha. Todas las leyes existentes actualmente son fenomenolégicas y no existe
una derivacion formal de las mismas. En funcién de las distintas observaciones experimentales,
se han propuesto diversas formas funcionales. Las mds conocidas son las leyes de Dieterich (o

Ageing law) y Ruina ( o Slip law), aunque existen otras, como la ley de Nagata.

d=1-— 6 (Ageing law) (21)
Do
b= —f)ﬁ n (gﬁ) (Sliplaw) (22)

Estas dos leyes cuentan con algunas diferencias importantes.
Por un lado, segin la ley de Ruina (22), la variable de estado sélamente evoluciona en

el tiempo para aquellos microcontactos que estén deslizandose. Esto es, si las superficies se
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encuentran en reposo relativo, entonces lim ¢ = 0.
—0

Sin embargo, en capitulos anteriores se ha hablado del llamado healing [11]. Decfamos que
los microcontactos y, por tanto, las superficies de friccién se hacen maés fuertes conforme mayor
sea el tiempo que estas estan en reposo relativo. Esto refleja la necesidad de que la variable de
estado aumente en el tiempo cuando la velocidad sea nula. Precisamente es lo que ocurre con la
ley de Dieterich (21), donde h'n% qb =1, y es la razon por la que el 1 positivo que aparece en la
expresion es conocido como t%?mino de recuperacion o healing term.

En la figura 10 se muestra la forma funcional de cada una de las dos leyes y los efectos que
estas generan en la variable de estado ¢. En azul se muestra la ley de Dieterich, mientras que
en rojo se muestra la ley de Ruina. Como cabia esperar, en el caso de la ley de Dieterich, )
aumenta de manera brusca y llega a su valor méximo (la unidad) en cada una de las situaciones
de reposo, tras las cuales disminuye con el movimiento, alcanzando incluso valores negativos.
Esto se manifiesta en la forma de ¢ de manera que, tras cada salto, crece mucho linealmente,
con pendiente muy pronunciada, para disminuir de nuevo bruscamente cuando gZ) alcanza valores
negativos. En el caso de la ley de Ruina, qb se hace nulo en el instante de tiempo en que tiene lugar
el reposo. Sin embargo, crece rapidamente hasta alcanzar su valor maximo. La forma curiosa de
gﬁ se manifiesta en ¢ de manera que esta tltima tiene forma de exponencial (distinta a la forma
lineal que se observa con la ley de Dieterich). Puesto que los valores méximos de qﬁ en el caso de
la ley de Ruina son menores que los observados en la ley de Dieterich, ¢ no alcanza valores tan
altos.

4,59 - Ageing law|
«  Slip law

4,0
3,54
3,04
2,5

2,04

@(s)

154

10] 54 + Ageing law
B +  Slip law

0,5+ -6
0,0 -7 4
-0.5 T T T T T T T T T T 1 -8 T T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
t(s) t(s)

Figura 10: Comparativa de la forma funcional de las leyes de Dieterich y Ruina. A la izquierda
se tiene la evolucion temporal de la variable ¢, mientras que a la derecha se tiene la evolucion
de su derivada. En ambos casos se muestra la ley de Dieterich con color azul y la ley de Ruina
con color rojo. Evolucién realizada mediante el método de Runge-Kuta. Parametros utilizados:
V = 1um/s, K = 10°N/m, A = 0,01, B = 0,02, Vo = 9,5um/s, Dy = lum, po = 0,6,
Myioque = 1kg, W = 10N.

La afinidad de la ley de Dieterich con el concepto de healing, podria llevarnos a pensar que
es mas correcta que la ley de Ruina, desechando asi esta tltima. Sin embargo, la forma funcional
de la ley de Ruina ha resultado ajustarse mejor a los datos recogidos en experimentos en los que
la velocidad de arrastre se hace aumentar de manera repentina.

Simulaciones numéricas han mostrado que la caracteristica de la ley de evolucién de ¢ mas
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relevante en la dindmica de terremotos es su respuesta ante saltos en la velocidad de arrastre.
En el articulo [12], se hace un estudio de las leyes de Ruina, Dieterich y Nagata, con objetivo
de entender cudl de las 3 leyes es més apropiada para simulaciones de terremotos. Para ello
simulan y comparan con experimentos en los que la velocidad de arrastre describe saltos de
1, 2 y 3 érdenes de magnitud. En todos los casos la ley de Ruina se ajusta mejor a los datos
experimentales que la ley de Dieterich.

Otro tipo de experimentos recurrentes son los ya mencionados experimentos de stop and go.
Este tipo de experimentos se llevan a cabo con el objetivo de medir el healing de las superficies
de contacto durante los periodos de reposo. Estos experimentos han respaldado siempre la ley de
Dieterich, debido al término de recuperacion o healing, con el que esta ley cuenta. Sin embargo,
recientemente se ha observado que la recuperacion del coeficiente de friccion en el tiempo Apy, en
los momentos en los que las superficies se mantienen en reposo relativo (conocido como frictional
healing) depende de la rigidez del sistema K. Estudios como el de la figura 11 muestran que, si
la ley usada es la de Dieterich, la recuperacion de la friccién no cambia su comportamiento ante
variaciones en K. En naranja se muestran datos experimentales reales, mientras que en verde se
muestran los resultados obtenidos usando esta ley.

Si echamos un vistazo a los valores de la rigidez utilizados en cada caso, podemos ver que
para valores pequenos de esta (K = 0,472 en verde y K = 0,27 en naranja), los resultados
obtenidos son parecidos, y los puntos naranjas se montan sobre la linea verde. Sin embargo,
si consideramos valores mas altos de rigidez, esto no es asi. Segun lo obtenido con la ley de
Dieterich, grandes cambios en la rigidez implican pequenios cambios en el frictional healing. Esto
contrasta con la realidad, que muestra un frictional healing mayor con valores de rigidez mas
pequenos que los usados con la ley de Dieterich (ver que los puntos experimentales de K = 8
quedan por encima de la linea verde de K = 14,165). Ademés, es ficil apreciar que la pendiente
de las lineas verdes, que usan la ley de Dieterich, es en todos los casos constante, contrastando
de nuevo con la realidad.

Este contraste con los resultados experimentales resta afinidad a la ley de Dieterich, pu-
diéndonos inclinar asi hacia la ley de Ruina que, a pesar de no contar con un término de healing,
el frictional healing si que responde a cambios en la rigidez ([12], [13]). En definitiva elegir una

ley u otra dependerd de la situacién ante la que nos encontremos.

10 - 0.10
o k027 (a)
O x~8 ,
8 O k=027, shifted I:I/ 7 008
== Aging, k=14.165 EP -7
v
o 6] —. Aging F—0472 ® 7 0.06
2 o o 5
N 7
24 w 0" 0.04 5
< QD,//.//O/
2 Oy -7, 0.02
o_--p
0——=—Qn=""0 0.00
10 107! 10° 10! 102 10° 10*
thota ! (Dc/'V7)

Figura 11: Frictional healing en funcién del tiempo de recuperacién transcurrido, antes de vol-
ver a reanudar el movimiento. Mientras que en naranja se muestran resultados experimentales
recogidos en laboratorio, en verde se muestran los obtenidos con la ley de Dieterich. Gréfica
obtenida de [13].
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En [14] se llevaron a cabo una serie de experimentos que implicaban saltos en el esfuerzo
cortante. Ninguna de las dos leyes Dieterich y Ruina, se ajustaron a los datos experimentales de
laboratorio. Para solucionar el problema propusieron la ley de Nagata. Su formulacion se hizo
anadiendo un término extra a la ley de Dieterich que dependiese de la derivada del esfuerzo, con
objetivo de intentar ajustarse mejor a los datos experimentales observados.

p=1- ‘l/)(f - % (Nagatalaw) (23)

Aqui 7 es el esfuerzo cortante (ver ec. 2) y o es el esfuerzo normal, de tal manera que
p = 7/o. La ecuacién anterior (23) depende de una nueva constante c. En el mismo articulo
estimaron que, si ¢ ~ 2, la ley se ajustaba a los datos experimentales que estaban considerando.

Sin embargo, estudios posteriores como el que hacen en el ya citado articulo [12] descubren
que, en experimentos en los que la velocidad de arrastre describe saltos, son necesarios valores
de ¢ en el rango de 10 — 100 para conseguir un buen ajuste con la realidad. En la figura 12 se
muestra como segun el valor elegido de ¢, la ley de Nagata se acerca més al comportamiento de
la ley de Dieterich o al de la ley de Ruina. En (A) se muestra Nagata con ¢ = 1, siendo afin a ley
de Dieterich. En (B) se muestra Nagata con ¢ = 10, afin a la ley de Ruina. En ambos casos, las
leyes se ajustan mejor si se consideran saltos pequenos en la velocidad, frente a saltos grandes.
Puesto que no hay manera de estimar el valor de ¢ idéneo para cada experimento hasta que no
se hace un ajuste con dichos datos experimentales, estos experimentos que implican saltos en la

velocidad es suficiente describirlos usando la ley de Ruina.

0.1 0.1
0.05 0.05
0 0 3
-0.05 . 7 -0.05

At Aging ¢ : Slip
—:Nagata,c =1 —: Nagata, ¢ = 10
+2 + 6 +2 + 6
107, , 10
-0.1¢ 7 1 10 1-01
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Slip/DC (SIDC) Slip/DC (ESIDC)

Figura 12: Comportamiento de la ley de Nagata en funcién de cual sea el valor de ¢ elegido.
Se muestra el frictional healing Ap para distintos saltos en la velocidad de arrastre (6rdenes de
10%2, 10** y 10%0). Gréfica obtenida de [12]

Ademds, aunque se crea que el valor de ¢ depende del material, en [12] se observa que son
necesarios distintos valores de ¢ para experimentos iguales, en los que sélo se modifica el orden
de magnitud del salto de velocidad. Esto arroja dudas sobre la dependencia de ¢ con el material.

Por todo esto, parece que, aunque la ley de Nagata es un primer paso en el intento de formular
una ley tnica que comprenda todos los datos experimentales hasta la fecha, su dependencia de
un mayor nimero de variables la hace, a efectos préacticos, poco ttil, siendo mejor una eleccién
entre la ley de Dieterich o de Ruina en funcién del problema ante el que nos encontremos. Esta
es la razén por la que estas dos leyes se sitian por delante en popularidad.
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5. Simulaciéon del modelo descrito. Visualizacion del fenémeno
Stick Slip y su comportamiento ante cambios en los parame-
tros elegidos.

Con el objetivo de entender mejor el efecto de la variable de estado ¢ en la friccién, asi
como su dependencia con la velocidad relativa entre las superficies #, se ha implementado el
modelo descrito en el capitulo anterior. En este considerabamos un bloque sometido a interaccién
eldstica con un soporte que se mueve a velocidad de arrastre constante V', asi como a una fuerza

de rozamiento proporcional a la carga aplicada.

5.1. Adaptacién de las ecuaciones para la implementacion del modelo

Tal como se ha descrito en el capitulo anterior, la evoluciéon del bloque en el tiempo vendra
dada por las ecuaciones (3) y (5). Asi mismo, la variable de estado evolucionard segin las
ecuaciones (21) y (22), en funcién del caso que queramos estudiar. Estas ecuaciones describen
bien la dindmica desde el punto de vista analitico. Sin embargo, al implementarlas no se obtiene
el resultado esperado.

Esto sucede porque la integracién de las ecuaciones del movimiento puede dar lugar a la
presencia de velocidades negativas, en el caso de que el bloque retroceda al oscilar por la accion
del muelle. Tal como esta descrita la fuerza de friccién, es una fuerza que se opone al movimiento
del bloque, y habremos de ajustar el signo de esta en funcién del signo de #. Esto es posible
corregirlo introduciendo en la ecuacién del movimiento el signo de la velocidad (ec. 24) donde
& /|%| = £ segin la velocidad sea positiva o negativa .

Mz = K(zo(t) — z) + %Wﬂd (24)

Ademads, tanto la variable de estado como el coeficiente de friccién son fisicamente indepen-
dientes del sentido movimiento; asi, resulta necesario prescindir del signo de la velocidad del
bloque cuando calculemos estos dos valores.

Para agilizar el funcionamiento del programa, asi como asegurarnos de que el orden de las
variables no se salen de aquel que es capaz de soportar el programa, serda necesario adimensio-
nalizar las ecuaciones. El espacio se pasa a medir en unidades de la longitud caracteristica Dy,
y el tiempo se pasa a medir en unidades de un periodo T tal que 1/T = wy = /K/M.

Asi, la adimensionalizacién de las ecuaciones se hara de tal manera que

K
.T:Dio Y = woo T =wol = Mt
(,Z'/ _ T V—V _ w 1/)0 _ WODQ
woDo KD Vo

Por tanto, las ecuaciones del movimiento quedan

7" = (o1 — %) £ Wpa(y, T') (25)
) = i+ Bin () + Al (26)
P =1— |7 (Ley de Dieterich) (27)
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P = —|Z | in(|Z' ) (Ley de Ruina) (28)

5.2. Suponemos que [y = jip = cte

Con objetivo de entender realmente qué supone la dependencia pg = pg(#,¢), vamos a
empezar considerando el caso de A = B = 0. En este caso, podemos considerar ug = cte, de
tal manera que la ecuacién (3) pasaria a ser una ecuacién diferencial lineal no homogénea de
segundo orden, con solucién analitica dada por
V — &in

Ax(t) = (x,m — Z0,ini + 'LLI‘(/V) - cos(wot) + i sin(wot) + % (29)

wo
Para encontrar la velocidad del bloque, podemos despejar su posicién de tal manera que

z(t) = xo(t) — Ax(t). Derivando esta expresion se obtiene:

VvV —

V= ini cos(wot)} (30)
wo

. W .
z(t) =V — [—wo : <3:,m — T0,ini + ,uK> - sin(wot) + wo -
Habiamos definido la fuerza lateral como aquella necesaria para mantener la velocidad de
arrastre constante, es decir, aquella con la que se estira del soporte. Asi, deciamos que Fju(t) =
K - Ax(t). Si sustituimos la expresién para la elongacién (29), se tiene:

w V —Zini . w
Fiat(t) = K Kﬂfzm — Z0.ini + MK) - cos(wot) + Z it sin(wot) + M} (31)

wo K
Es facil darse cuenta de que el tltimo término corresponde con la fuerza de friccién Fr = uW,
simplificando la constante elastica.

V —Zip

w i
Fa(t) =K Ka;zm — T0,ini + ,u> - cos(wot) + . sm(wot)} + Fr (32)

K

En la figura 13 se muestra la elongacién del muelle, la velocidad del bloque y la fuerza lateral

wo

del sistema. El resultado en todos los casos son oscilaciones en torno a una constante. Cabe
destacar que dichas constantes son, en el caso de la velocidad del bloque, el valor de V, en el
caso de la fuerza lateral, el valor de Fr, y en el caso de la elongacion, su valor medio . Esto serd
de gran importancia para entender la dindmica. Ademds, si observamos la figura, las oscilaciones
de Az y F, son proporcionales (Fiq(N) = 0,1 - Ax(um), pues K = 105N/m), tal como cabfa
esperar del analisis analitico realizado. Sin embargo, puesto que la velocidad es la derivada de
la elongacién mas una constante, esta tiene un desfase —m/2 respecto a la elongacién y fuerza
lateral.

Cuando se comienza a estirar del muelle la velocidad de arrastre es mayor que la velocidad
del bloque (& < V), esto supone un aumento en la elongacién y, por tanto, en la fuerza lateral.
En este caso, la fuerza lateral supera a la fuerza de rozamiento (Fj,; > Fg), dando lugar a una
aceleracién positiva en el bloque, cuya velocidad aumentara hasta alcanzar a V.

Si la velocidad del bloque y de arrastre son iguales (V = &), la fuerza lateral alcanza su valor
maximo (Figt = Flat,maz), y comienza a disminuir hasta ser igual que la fuerza de rozamiento
(Flat = Fr). A lo largo de este periodo de tiempo, el sumatorio de fuerzas sobre el bloque es
positivo y, por tanto, la velocidad sigue aumentando (& > V') hasta alcanzar su valor méximo
(£ = Tpmgz), coincidiendo con el instante en que las fuerzas lateral y de rozamiento se igualan
(z =0).
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Figura 13: Evolucién de Az, velocidad del bloque # y fuerza lateral Fj,; (A = B = 0). Se
presentan las soluciones analiticas de las ec. (29), (30) y (32), junto con las calculadas mediante
el método de Runge-Kuta (V =1, Vo = 9,5um/s, Dy = 1pum, p = po = 0,6, Myoque = 1kg,
W =10N y K = 10°N/m).

A partir de este momento, la fuerza lateral es superada por la fuerza de rozamiento (Fjq <
FRr) y la velocidad del bloque disminuye hasta alcanzar de nuevo el valor de la velocidad de
arrastre (V' = ). En este caso la fuerza lateral alcanza su valor minimo (Fiot = Flat,min)
y, mientras & sigue disminuyendo, la fuerza lateral aumentard hasta alcanzar a la fuerza de
rozamiento (Fj,; = FR). Es a partir de este momento que comienza el ciclo de nuevo.

Cabe notar que los resultados obtenidos con el método de Runge-Kuta coinciden perfecta-
mente con la solucién analitica obtenida del sistema. Esto nos da una pista para suponer que el
modelo utilizado funciona correctamente o que, al menos, lo hace en la situacién simplista de
tener un coeficiente de rozamiento constante.

La dindamica observada son oscilaciones constantes de muy pequena amplitud y periodo
debido a la accién del soporte, y no se observa Stick-Slip. Para ello serd necesario introducir
un término en el coeficiente de rozamiento, dependiente de la velocidad, y que conduzca a
inestabilidades (A < 0).

5.3. Anadimos un término dependiente de la velocidad (A < 0)

Con el objetivo de entender la naturaleza de la dindmica del modelo descrito, se va a asumir
que la fuerza de friccién ya no es una constante, pero depende unicamente de la velocidad del
bloque #. Esto implica anadir un término al coeficiente de friccién, que vamos a considerar que
tiene dependencia logaritmica con la velocidad y que ademas lo debilita. Este término serd de la
forma In(1+42/Vj). El 1 anadido dentro del logaritmo es necesario para evitar que el coeficiente
de fricciéon diverja para velocidades nulas, en cuyo caso se tendrd un valor de coeficiente de
friccién estético tal que p(z) = po. Ademds, puesto que p es independiente de la direccién del
movimiento, habremos de prescindir del signo de la velocidad.

||

w(@) = po— A-In <1 + Vo) (33)

En la figura 14 se observa la forma funcional Fr(%) de la fuerza de friccién donde Fr = Wp.
En la figura 15 podemos ver la evolucion de la posicién del bloque para diferentes valores
de A. Para valores pequenos, como es el caso de A = 0,001, el bloque desliza de manera casi
continua. Sin embargo, conforme A aumenta, se observa, Stick-Slip; es decir, el bloque se mantiene

deslizando muy lentamente (velocidades del orden de 10~2um/s) durante periodos de tiempo
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de la ley de friccién logaritmica. Pardmetros  tre V' = 5um/s y constante de elasticidad
utilizados: Fy = 6N, A = 0,01, W = 10N, K = 10° N/m. Se considera una masa del blo-
Vo =9,5um/s que de M = 1kg.

tras los cuales salta para volver a deslizarse y comenzar de nuevo el ciclo. Estos saltos son cada
vez més evidentes conforme consideramos valores de A més grandes.
Para entender mejor la dinamica conviene analizar las fuerzas que actian en el sistema. Estas

son la fuerza lateral y la fuerza de rozamiento, de tal manera que

Flat = K(zo — X(1)) (34)

Hemos visto que para valores de A suficientemente altos se observan periodos de lento des-
lizamiento seguidos de saltos. Si observamos la figura 16, nos damos cuenta de que, durante los
periodos de deslizamiento, la fuerza de friccién es practicamente constante F'r jccisn ~ Fo = W g
pues el término dependiente de la velocidad se hace practicamente nulo, debido a las pequenas
velocidades de deslizamiento del bloque (ver ec. (35)). Sin embargo, como la velocidad de arrastre
es mucho mayor que la velocidad del bloque (& << V), la elongacién aumenta con el desliza-
miento de manera lineal. Asi, la fuerza lateral, que es proporcional a la elongacién, aumentard
de la misma manera, hasta alcanzar a la fuerza de friccién Fj,; = Fp , tal como se ve en la figura
17. En el momento en que la fuerza lateral supera a la fuerza de rozamiento, el bloque se ve
sometido a una aceleracién positiva. Al principio, la velocidad del bloque sigue siendo menor
que la velocidad de arrastre & < V', lo que supone que la fuerza lateral siga aumentando. A su
vez el aumento en la velocidad del bloque implicard un decaimiento en la friccién que, debido
a la dependencia logaritmica existente con la velocidad, serd abrupto. Es en este momento que
tiene lugar el salto. El avance del bloque tras dicho salto da lugar a que la elongacién disminuya
y, con ella, la fuerza lateral, repitiéndose el proceso.
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Figura 16: Fuerza de friccion frente al tiempo, Figura 17: Fuerza elastica frente al tiempo,
donde Frriceisn = Fo — 10A - In(1 4+ v/V0). donde Fi; = K(xg — x(t)).

Una pregunta que nos podemos hacer es como se comporta el sistema en funcién de los
valores de la velocidad de arrastre V elegidos. En la figura 18 se muestra la fuerza lateral para
velocidades de arrastre en el rango de 2 a 100 um/s, a un valor de K = 10° N/m dado. En todos

los casos se obtiene dindmica de Stick-Slip, siendo la estabilidad del sistema independiente de
V.

8.5

V=2 V=5 V=10 V=100

751

Flat(N)

6.5

5.5

tiempo(s)
Figura 18: Evolucién temporal de la fuerza lateral ante saltos en la velocidad de arrastre. Para
t < 20s se tiene V = 2um/s, para 20 < t < 30s se tiene V = 5um/s, para 30 < t < 40s se
tiene V = 10um/s y para 40 < t < 50s se tiene V' = 100um/s. En todos los casos A = 0,01,
M = 1kg, K = 10°N/m, Vo = 9,5um/s.

5.3.1. Otras formas funcionales.

Es posible considerar otro tipo de dependencias Fr(v) con las que visualizar Stick-Slip. Esto
es lo que hace Persson en el capitulo 7.6 de [15], donde considera leyes més ‘simples’, afiadiendo
un término de amortiguamiento en la fuerza de friccién (ver figura 19). En los casos a, b, d y e,
este término de amortiguamiento es lineal, pudiéndose escribir la fuerza de friccion de la forma
F(v) = Fo+ g -v. En los casos ¢ y f no se tienen formas tan sencillas.

A la izquierda de la figura 19, se muestra la expresiéon utilizada para la friccion en funcién de
la velocidad de deslizamiento. A la derecha, se muestra la fuerza lateral Fj,; = K(Vt—z) a una
velocidad de arrastre V' dada, que se aumenta de manera abrupta a t = 50s, pudiéndose conocer
asi el comportamiento de las leyes ante cambios en V. Observando lo obtenido para Fj,:, vemos
que algunos casos dan lugar a Stick-Slip, mientras que otros no.
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Figura 19: Posibles leyes de fricciéon a considerar. A la izquierda se representa la fuerza de

(d)

friccién en funcién de la velocidad F(v) y a la derecha se representa la fuerza lateral Fj,.(t) =
K (vst — x(t)) frente al tiempo y ante cambios en la velocidad de estiramiento. Sea F, > Fy,
las leyes de friccién presentadas son (a) F' = Fyv/vg, (b-f) F < Fysiv =0ysiv >0
entonces (b) F = F,(1+4v/vg), (¢) F = F,/[1 + (v/v)?], (d) F = Fy, (e)F = Fy(1 + v/v), ()
F = Fy[1 + (v/v0)?]"/2. Gréficas obtenidas de [15].

Deslizamiento estable:

En los casos (a) y (b) se obtiene deslizamiento estable para cualquier valor de V. En ambos
se considera que la fuerza de friccién dinamica es mayor o igual a la fuerza de friccién estatica,
que en el primero de los casos serd nula y en el segundo sera igual a Fj,.

En el caso de (a) la fuerza estéatica es nula, es decir, el bloque desliza desde el instante ¢t = 0.
Al comienzo, el bloque se mueve de manera muy lenta y, como la velocidad de arrastre es mayor
que la del bloque (& < V), la fuerza lateral aumenta (ver el pico al inicio de la grafica de la
fuerza lateral), quedando por encima de la fuerza de friccién (Fj,; > Fr). Esto lleva a que el
bloque acelere positivamente. Asi, debido a la dependencia Fg « &, la fuerza de fricciéon también
aumenta con la velocidad, hasta igualarse a la fuerza lateral, que a su vez disminuye (Fj,; = FR).
A partir de este momento la aceleracion sobre el bloque se hace nula y las velocidades de arrastre
y del bloque se igualan © = V, manteniéndose asi la fuerza lateral constante en el tiempo, y
dando lugar a un deslizamiento estable.

En el caso (b) la dindmica desde que comienza el movimiento es la misma que en (a). Sin
embargo, el movimiento no tiene lugar hasta que la fuerza lateral no se iguala con la fuerza
de rozamiento estdtico, que en este caso no es nula, sino igual a F,. El resultado es la misma
dindmica con la salvedad de que en el caso (b) la fuerza lateral debe aumentar en el tiempo

hasta alcanzar el umbral estatico, y no es hasta este momento que comienza el deslizamiento.

Stick-Slip:

En los casos (c) y (d) se obtiene Stick-Slip para cualquier valor de la velocidad de arrastre .

En el caso (d) consideramos que la fuerza de friccién dindmica es constante y menor que
la fuerza de friccién estatica (Festatica = Fu, Fainamica = Fp, donde F, > Fp). Inicialmente el
bloque se encuentra en reposo y, conforme el tiempo avanza, el muelle se estira, aumentando
asi la fuerza lateral. Cuando ésta alcanza el umbral F,, las superficies comienzan a deslizar y
la friccién decae a su valor dindmico Fjp. Este decaimiento abrupto en la friccién, supone una
aceleracion positiva hacia la derecha (la fuerza lateral sigue siendo igual a Fy), que lleva al bloque
a describir un salto, tras el cual se vuelve a encontrar en reposo y repitiéndose asi la dindmica

descrita.
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En el caso (c), en lugar de considerar un cambio abrupto entre la friccién estatica y dindmica,
se considera un cambio continuo hasta alcanzar un minimo. Esto implica que la aceleracion del
bloque en el momento en que se alcanza el umbral no es tan abrupta, sino que comienza siendo
pequenia y poco a poco aumenta. El resultado son oscilaciones en el muelle, en lugar de los saltos
que describia el caso (d).

Cabe destacar la similitud existente entre la la ley descrita en el caso (c) y la descrita en la
figura 14. Como se ha podido comprobar en la figura 18, el sistema descrito por la ley de friccion
logaritmica, mostrada en la ecuacién (35), describe dindmica de Stick-Slip para cualquier valor
de la velocidad de arrastre V. Debido a la similitud de la forma funcional de ambas leyes, no es
de extranar que suceda lo mismo en el caso (c).

Dinamica variable segiin la velocidad de arrastre:

En los casos (e) y (f) se obtiene Slick-Slip para ciertos valores de la velocidad de arrastre V
por debajo de un umbral V' < V. y deslizamiento estable por encima de este V' > V.

En el caso (e) se considera un cambio abrupto en la fuerza de friccién cuando el bloque pasa
del reposo al movimento, exactamente igual que se habia considerando en el caso (d). Ahora
bien, una vez alcanzado el umbral, la fuerza de friccién dindmica aumenta con la velocidad.
Para velocidades bajas, la fuerza de friccién dindmica siempre queda por debajo de la fuerza
de friccién estatica (Fr < F,), dando lugar a Stick-Slip, igual que ocurria en el caso (d). Sin
embargo, para velocidades altas, la fuerza de friccién dindmica se hace mayor que la fuerza de
friccién estdtica (Fr > F,), obteniéndose asi una dindmica similar a los casos (a) y (b), donde
tenfamos deslizamiento estable.

El caso (f) es el mas complejo. De nuevo, al igual que en el caso (e), la fuerza de friccién decae
de manera abrupta cuando comienza el movimiento y aumenta con la velocidad, pudiéndose
distinguir entre las dos posibles dindmicas segtn la fuerza de friccion dindmica supere la fuerza
de friccién estédtica o no. En contraste con el caso (e), la dependencia de la fuerza de friccién con
la velocidad no es lineal sino que, para velocidades pequenas, es practicamente constante y, si
consideramos velocidades mayores, la fuerza de friccién aumenta con una pendiente pronunciada.
Como resultado, la transicion entre las dos dinamicas tiene lugar a velocidades mayores que en

el caso (e).

1K stick-sli smooth

klk,

% 02 0

Vs/ VYo

Figura 20: Diagrama de fases (K, V') para la ley de friccién descrita en la figura 19(f). La zona
rayada muestra dinamica de Stick-Slip y la zona blanca muestra deslizamiento estable. Imagen
obtenida de [15].

En [15] se hace un anélisis de la estabilidad de esta forma funcional y se calcula el diagrama de

fases que se observa en la figura 20, mediante integraciéon numérica de la ecuacién del movimiento.
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Tal como se muestra en la figura, la estabilidad del sistema depende claramente de la velocidad
de arrastre, resultado que, tal como se comentd en el capitulo anterior, coincide lo observado
experimentalmente (figura 8). Sin embargo, la dependencia de la estabilidad con la constante de
elasticidad K, no es la observada experimentalmente. De hecho, segin este modelo, por encima
de un valor muy bajo de elasticidad K, la estabilidad de la dindmica es independiente de ella,
contrariamente a lo mostrado en la figura 8, donde se puede ver que siempre hay un valor de K,
donde la dindmica cambia. Asi, se manifiesta la necesidad de introducir otro término a la friccion,

que sea dependiente de la variable estado ¢, y entre en juego el concepto de envejecimiento.

5.4. Consideramos la dependencia g = q(Z, @)

A estas alturas debe quedar ya clara la necesidad de introducir en la fuerza de friccion
una dependencia no sélo con la velocidad relativa entre las superficies de friccion, sino también
con la variable estado ¢, que nos media el tiempo efectivo de contacto entre dichas superficies.
Asi, se procede a visualizar la ya descrita ley de friccién de Rice-Ruina al completo, es decir,
considerando no sélo A # 0 (como se hacia en el apartado anterior), sino que también B # 0.

En el capitulo 4.1.1 se hizo un analisis de la estabilidad del modelo, y se explicé que, para
poder visualizarse Stick-Slip, debia cumplirse que (A — B) < 0 y a su vez darse las condiciones
necesarias de V' y K. También se comentd que el término dependiente de la velocidad de arrastre,
que establecia la relacién de esta con la estabilidad del sistema, era despreciable para velocidades
de arrastre pequenas V' < 100um/s (ver ecuacién (20), que se recuerda a continuacién).

K. s M (36)
w Dy

Asi, realmente sélo podremos hablar de una constante de elasticidad critica K. y nunca de
velocidad de arrastre critica V.. A continuacién se va a proceder a comprobar estos resultados.

En la figura 21 podemos visualizar cémo, dado un valor de la velocidad de estiramiento V/,
la dindmica varfa en funcién de la constante eldstica K. Podemos ver que, para K = 10°N/m,
la dindmica es claramente inestable, mientras que para K = 1,05 - 10°N/m, el sistema ya es
un atractor, y llega antes a la estabilidad conforme mayor es K. Esto sucede para los dos casos
contemplados, con velocidades de arrastre V- = 1um/sy V = 10um/s. Podemos calcular el valor
tedrico de la constante eldstica critica K. mediante la expresion (36), utilizando los pardmetros
introducidos en la simulacién. Estos son Dy = 1lum, W = 10N, A = 0,01 y B = 0,02. Se obtiene
un valor critico de K. = 10°N/m, que coincide justamente con el tinico valor contemplado de
K en la figura 21 que da lugar a Stick-Slip. Esto concuerda con lo analizado, de nuevo, en el
capitulo 4.1.1, donde se dijo que se obtendrian inestabilidades para K < K.y dindamica estable
para K > K.

Asi mismo, podemos, a un valor dado de K, ver si cambia el tipo de dindmica ante cambios
en la velocidad de arrastre V. En la figura 22(a) se muestran saltos en la velocidad de arrastre,
barriendo velocidades dentro del intervalo 1 — 100pm/s. Puesto que el valor de la constante
K utilizada es el valor critico K. = 10°N/m, se obtiene Stick-Slip para todas las velocidades
de arrastre consideradas. Por el contrario, en la figura 22(b) se utiliza una constante eldstica
K =1,2-10°N/m > K_, obteniéndose deslizamiento estable en todos los casos. Asi se comprueba
la independencia de la dindmica con la velocidad de arrastre.
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Figura 21: Evolucion de la elongacién para diferentes valores de la constante elastica K. En
la figura de la izquierda se muestran resultados para velocidad de estiramiento del muelle de
V = 1pum/s, mientras que en la figura de la derecha tenemos V' = 10um/s. Evolucién realizada
mediante el método de Runge-Kuta. Evolucién de ¢ descrita por la Ley de Ruina. Pardmetros
utilizados: A = 0,01, B =0,02, Vo =9,5um/s, Do = 1um, pig = 0,6, Myjoque = 1kg, W = 10N.
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Figura 22: Evolucién temporal de la elongacién del muelle Az ante saltos en la velocidad de
arrastre V. En el caso (a) se introduce una constante de elasticidad K = 10°N/m = K.,
observdndose dindmica inestable. En el caso (b) K = 1,2-10°N/m > K_, observandose dindmica
estable. Las velocidades de arrastre contempladas son (a) V = 2, 5, 10, 20, 50, 100um/s, (b)
V =5, 10, 20, 50, 100um/s. En ambos casos las oscilaciones descritas para V' = 50, 100um/s
tienen un periodo tan pequeno que no se aprecian en la escala de tiempo utilizada. Se han

utilizado los mismos parametros y leyes de evolucién que en la figura 21.
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Cabe destacar que, a pesar de que en las figuras 21 y 22 la evolucién de la variable estado
¢ viene dada en todos los casos por la ley Ruina, haber utilizado alguna otra de las leyes de
evolucién existentes, como la ley de Dieterich, nos hubiera dado los mismos resultados cuali-
tativos. En la figura (23) se muestran todas las variables de evolucién (Ax, ¢, &, &, py d)),
utilizando tanto la ley de Ruina (en rojo) como la ley de Dieterich (en azul). Cualitativamente
se comprueba que la dindmica es la misma, aunque cuantitativamente los resultados varien de

una ley a otra, debido a sus diferentes formas funcionales.
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Figura 23: Evolucién temporal del bloque mediante el método de Runge-Kuta. La linea roja

corresponde a la Ley de Ruina y la linea azul corresponde a la Ley de Dieterich. Se muestran:

(a) (z = o) , (b) ¢, (¢) &, (d) Z, () pa y (F) ¢.

6. Conclusion

La friccién seca entre sélidos es clave en estudios tan importantes como la friccién entre rocas
en fenémenos sismicos ([16], [17]) o como el fenémeno de envejecimiento de contacto, presente
en experimentos de friccién en la nanoescala utilizando un microscopio de fuerza atémica ([18],
19], [2)).

En el presente trabajo se han estudiado las teorfas mas recientes hasta la fecha, las teorias
de rate and state, y las evidencias que han motivado que fueran formuladas. Estas teorias se
basan en introducir en la fuerza de friccion términos dependientes, tanto de la velocidad relativa
entre las superficies que deslizan, como de una nueva variable ¢ llamada variable de estado, que
depende del tiempo de contacto entre dichas superficies. Fueron motivadas por observaciones
experimentales que sugerian, entre otras evidencias, un fortalecimiento del coeficiente de roza-
miento estatico con el tiempo que dos superficies se encontraban en reposo relativo, una clara
dependencia del coeficiente de rozamiento dindmico con la velocidad de deslizamiento relativa,

y la incapacidad de distinguir un experimento de rozamiento estatico de un experimento de
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rozamiento dindmico a velocidades bajas.

Sin embargo, a lo largo del trabajo se ha visto que, tanto la dependencia de la friccién con
la velocidad y el estado, como la evolucién temporal de esta tltima variable, se pueden describir
de diversas maneras.

Por un lado, introducir en la friccién un término dependiente de la velocidad manteniendo una
independencia con el estado, puede dar lugar a dindmicas muy diversas ante formas funcionales
de p(v) distintas. Con alguna de las leyes para la friccién pu(v) estudiadas, se ha observado que, al
aplicarlas a un modelo sencillo formado por un bloque y un soporte, la estabilidad de la dindmica
presenta una dependencia con la velocidad con la que estira del muelle, comportamiento afin a
observaciones experimentales como las vistas en la figura 8. Sin embargo, la introduccién de ¢
en la friccién es necesaria para entender el fortalecimiento de las superficies de contacto cuando
estas se encuentran en reposo relativo (healing) y su debilitamiento cuando deslizan (ageing).

La ley de Rice-Ruina es la mas utilizada actualmente para describir la friccién basada en las
teorias de rate and state. Sin embargo, al aplicarla al modelo sencillo descrito (compuesto por
un bloque y un soporte) y estudiar la estabilidad del sistema resultante, se ha mostrado no ser
del todo correcta. El resultado del estudio realizado ha sido una bifurcacién, donde la constante
eldstica critica K. determina si la dindmica es estable o inestable. Pese a que este resultado
coincide con lo observado en la figura 8, es incompleto, pues no se observan dependencias en el
tipo de dindmica con la velocidad de arrastre V', como cabria esperar. A pesar de este contraste
de resultados, actualmente no existe ninguna formulacién tedrica que describa la dindmica de
mejor manera. Algunos estudios como [10] han explorado la idea de anadir términos del tipo
In?, pero sigue siendo una pregunta abierta en la actualidad.

Por otro lado, existen diversas leyes para la evolucién de ¢. En el presente trabajo se han
estudiado las 3 més famosas (Dieterich, Ruina y Nagata). Todas ellas tienen caracteristicas
interesantes, existiendo datos experimentales que verfican aspectos de cada una de ellas. Sin
embargo, no existe una forma funcional tnica, que verifique todos los datos experimentales exis-
tentes a la vez (como la friccién en fendmenos sismicos para diferentes materiales o experimentos
de laboratorio de slide-hold-slide [12]). De nuevo es una cuestién abierta encontrar una ley tnica
para la evolucion temporal de la variable estado (;S

Asi, es claro que todavia queda pendiente formular una teoria microscépica, capaz de explicar
todas las observaciones experimentales hasta la fecha. Cabe destacar que, aunque queda un largo
camino que recorrer, no ha sido hasta recientemente que se han dejado atras las leyes clasicas
de la friccién para formular las leyes actuales mas completas. En 30 afios se ha avanzado mas
en el campo de lo que se habia conseguido en mas de dos siglos. Esto arroja cierta esperanza en
la posibilidad de que esta supuesta teoria microscépica universal aparezca proximamente.
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