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A. Sobre la definicion del objeto matematico a ensefiar.

El objeto matematico sobre el que trata la propuesta didactica presente en este
trabajo es la trigonometria. Etimoldgicamente, la palabra trigonometria significa
medicion de triangulos y se puede definir como el area de las matemaéticas que tiene como
objetivo establecer las relaciones entre las medidas de los lados de un triangulo y las
amplitudes de sus angulos.

La propuesta didactica sobre trigonometria que se realiza en este trabajo esta
pensada para la asignatura de Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas de 4°
de ESO. Este es el primer curso del sistema educativo en el que se estudia trigonometria.
Veamos ahora la lista de contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje
referidos a la trigonometria que aparecen en el curriculo actual de la asignatura, que
pertenece a la Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el curriculo
de la ESO y se autoriza su aplicacién en los centros docentes de la Comunidad Autébnoma
de Aragon:

Contenidos

= Medidas de angulos en el sistema sexagesimal y en radianes.

= Razones trigonométricas. Relaciones entre ellas. Relaciones métricas en
los triangulos.

= Aplicacién de los conocimientos geométricos a la resolucion de problemas
métricos en el mundo fisico: medida de longitudes, areas y volimenes

= Aplicaciones informaticas de geometria dinamica que facilite la
comprension de conceptos y propiedades geométricas.

Criterios de calificacion y estandares de aprendizaje

o Crit MAAC.3.1. Utilizar las unidades angulares del sistema métrico
sexagesimal e internacional y las relaciones y razones de la trigonometria
elemental para resolver problemas trigonométricos en contextos reales.

v’ EstMAAC.3.1.1. Utiliza conceptos y relaciones de Ila
trigonometria basica para resolver problemas empleando medios
tecnoldgicos, si fuera preciso, para realizar los calculos.

o Crit MAAC.3.2. Calcular magnitudes efectuando medidas directas e
indirectas a partir de situaciones reales, empleando los instrumentos,
técnicas o formulas méas adecuadas y aplicando las unidades de medida.

v' Est. MAAC.3.2.1. Utiliza las herramientas tecnolégicas, estrategias
y formulas apropiadas para calcular angulos, longitudes, areas y
volimenes de cuerpos y figuras geométricas.

v' Est MAAC.3.2.2. Resuelve triangulos utilizando las razones
trigonométricas y sus relaciones.



v’ Est.MAAC.3.2.3. Utiliza las férmulas para calcular areas y
volumenes de triangulos, cuadrilateros, circulos, paralelepipedos,
piramides, cilindros, conos y esferas y las aplica para resolver
problemas geométricos, asignando las unidades apropiadas.

A continuacion, se presenta la lista de campos de problemas, técnicas y
tecnologias que se pretenden ensefiar con la propuesta de este trabajo:

Campos de problemas

*

*

*

Campo de problemas 1. Problemas de resolucion de triangulos
rectangulos.

- Campo de problemas 1.1: Problemas de medida indirecta, un triangulo.
- Campo de problemas 1.2: Problemas de doble observacion.

Campo de problemas 2: Problemas de resolucion de tridngulos no
rectangulos.

Campo de problemas 3: Calculo de longitudes, perimetros y areas.

Técnicas

YV V. V V

Y

Técnica 1: Conversion de medidas angulares.

Técnica 2: Relaciones trigonométricas fundamentales.

Técnica 3: Utilizar las definiciones de las razones trigonométricas.
Técnica 4: Reduccién al primer cuadrante.

Técnica 5: Resolucion de triangulos rectangulos.

Técnica 6: Resolucién de triangulos no rectangulos.

Tecnologias

Tecnologia 1: Medidas angulares y relacion entre ellas.

Tecnologia 2: Razones trigonométricas.

Tecnologia 3: Demostraciones de las relaciones trigonométricas
fundamentales.

Tecnologia 4: Demostraciones de las relaciones entre las razones
trigonométricas de angulos suplementarios, que difieren en 180° y que
suman 360°.

Tecnologia 5: Estrategia de la altura.



B. Sobre el estado de la ensefianza-aprendizaje de la
trigonometria.

Para realizar un estudio sobre como se ensefia habitualmente la trigonometria, se
van a analizar tres libros de texto de Matemaéticas orientadas a las Ensefianzas Académicas
de 4° de ESO de tres editoriales diferentes: SM, Anaya y Marea Verde.

B.1. Justificacién habitual de la introduccion escolar de la trigonometria.

En cada libro de texto, se introduce la trigonometria de una manera diferente. En
este apartado se detalla como la introduce cada editorial, en orden de menor a mayor
grado de justificacion de la introduccion de la trigonometria.

En el libro de SM, al introducir la trigonometria se define esta como la rama de
las matematicas que estudia las medidas de angulos y se menciona simplemente que se
aplica a otras ramas como la geometria y la astronomia. A continuacién, ya se procede
directamente a definir las razones trigonomeétricas y demas contenidos teéricos como las
identidades trigonométricas. Las aplicaciones de la trigonometria, que son la resolucion
de tridngulos y el calculo de longitudes, areas y volimenes, no aparecen hasta la siguiente
unidad.

En el libro de Marea Verde, aparece un pequefio apartado al principio de la unidad
donde se explica el significado, el objetivo y la historia de la trigonometria. Se dice que
el significado de la palabra trigonometria es medicion de triangulos y que su objetivo es
relacionar los lados de un tridngulo con sus angulos para poder calcular los unos mediante
los otros. Sobre su historia, se dice que su origen se remonta a la época babil6nica y que
su aplicacion historica ha sido “en agrimensura, navegacion y astronomia, ya que permite

calcular distancias que es imposible obtener por medicion directa”.

En el libro de Anaya, al comienzo de la unidad se hace un repaso por el desarrollo
de latrigonometria, histéricamente ligado al de la astronomia. El libro comienza hablando
de dos grandes astronomos de la antigua Grecia, Hiparco de Nicea, considerado el
inventor de la trigonometria y del astrolabio, y Ptolomeo, autor del mayor libro de
astronomia, el Almagesto. Se menciona que “la esencia de la trigonometria es sustituir
medidas angulares por medidas lineales” y que por ello Hiparco elabor6 tablas asociando
la medida de cada angulo con la longitud de su cuerda. Finalmente, se habla de la labor
de los matematicos indios y arabes en la trigonometria y de su extension por Europa a
partir del siglo XII. A continuacion, se dice que “la trigonometria se basa en la semejanza
de triangulos rectangulos” y se muestra un ejemplo de como se relacionan. En este
ejemplo, se quiere saber la altura de un arbol, y para ello se clava una estaca de 163 cm
en el suelo y se miden las sombras del arbol y de la estaca, que son 237 cm 'y 76 cm
respectivamente. Se resuelve por semejanza y, a continuacién, se relaciona con la



trigonometria para introducirla de la siguiente manera: “La altura del rbol se podria haber
obtenido multiplicando la longitud de su sombra por 163/76 = 2.145. Este numero es
el resultado de dividir los catetos de cualquier triangulo rectangulo con un angulo de 65°”,
ya que son semejantes. “Es, por tanto, un nimero asociado a este &ngulo. Se llama
tangente de 65°. [...] Estos numeros, actualmente, los obtenemos con la calculadora.”
Después de este ejemplo, ya se definen las razones trigonométricas y los demés
contenidos de la unidad.

B.2. Campos de problemas, técnicas y tecnologias que se ensefian
habitualmente.

En general, los campos de problemas, técnicas y tecnologias que se ensefian en
los tres libros de texto son los mismos. Como se muestra en este apartado, las principales
diferencias entre los libros se encuentran en los teoremas del seno y del coseno, que solo
los presentan SM y Marea Verde, y en los problemas con mas de un tridngulo no
rectangulo, los ejercicios de tridngulos no rectangulos con dos o ninguna solucion, los
problemas de volumenes y algunas férmulas geométricas obtenidas mediante
trigonometria, que solo se ensefian en SM.

Los campos de problemas que aparecen en los libros de texto son:

1. Problemas de resolucion de tridngulos.

Son problemas en los que se pide calcular una o mas distancias, longitudes o

angulos y hay que resolverlos aplicando técnicas de resolucion de triangulos.

Se pueden clasificar en:

1.1. Problemas de resolucion de triangulos rectangulos.

- Problemas de medida indirecta, en los que se pide calcular una 0 mas
distancias, longitudes o angulos y hay que resolver un triangulo
rectangulo.

- Problemas de doble observacion, en los que hay que calcular alturas o
longitudes inaccesibles a partir de dos medidas de angulos, realizadas al
visualizar distintos puntos desde el mismo lugar o el mismo punto desde
distintos lugares, y una longitud como dato adicional. Aparece mas de un
triangulo rectangulo para resolver.

1.2. Problemas de resolucion de triangulos no rectangulos.

- Problemas de medida indirecta, en los que piden calcular una 0 mas
distancias, longitudes o angulos y hay que resolver un tridngulo no
rectangulo. No aparece ninguno en el libro de SM.

- Problemas de célculo de distancias entre puntos inaccesibles. También
requieren realizar una doble observacion, por lo que habra que resolver
mas de un triangulo no rectangulo. Estos problemas solo aparecen en el




libro de SM; en Anaya se simplifica en un problema para que solo haya
que resolver un triangulo no rectangulo y dos rectangulos.
2. Problemas de céalculo de longitudes, perimetros, areas y volimenes.
Son problemas en los que se pide calcular longitudes, perimetros, areas o
volumenes de figuras geométricas, pero hay que resolver triangulos
previamente para obtener todos los datos necesarios. Solo en el libro de SM
se piden volimenes.

Las técnicas y tecnologias que se ensefian habitualmente son:

1. Sistemas de medidas de anqulos.

En los tres libros aparece la definicion de radian y se define como el angulo tal
que cualquier arco que abarca tiene la misma longitud que el radio con el que se ha
trazado. También en los tres libros se relaciona esta nueva medida con el sistema
sexagesimal para realizar la conversion entre grados y radianes, 360° = 2w rad 0
180° = m rad. Enlos libros de SM y Anaya se dice ademas explicitamente como cambiar
de unidades. La definicion de grado sexagesimal solo aparece en los libros de SM y Marea
Verde.

En cuanto a las tecnologias, la introduccion del radian se justifica en el libro de
Anaya como una manera de poder representar las funciones trigonométricas con la misma
escala en los dos ejes y para ello se define como medida de un angulo la longitud de su
arco en la circunferencia goniométrica, que luego resulta ser el nimero de radianes. SM,
en cambio, lo justifica en una nota al margen diciendo que la ventaja en la utilizacién del
radian es que es una unidad natural, que no depende de un nimero arbitrario de divisiones
de la circunferencia. Ademas, tanto en SM como en Marea Verde, se menciona que el
radian es la unidad de medida en el Sistema Internacional. Por otro lado, la tecnologia
que justifica la técnica del cambio de unidades es la relacion entre ellas, 360° = 2w rad,
que se demuestra en todos los casos utilizando la definicion de radian y la longitud de la
circunferencia.

2. Razones trigonométricas de un anqulo agudo.

En los tres libros de texto se definen el seno, el coseno y la tangente de un angulo.
Se definen mediante las correspondientes proporciones de los lados de un triangulo
rectangulo construido sobre dicho angulo, aunque SM también define la tangente como
el cociente entre el seno y el coseno. La cosecante, la secante y la cotangente de un angulo
solo se definen en los libros de SM y Marea Verde. Anaya ademés ensefia como realizar
un calculo grafico (aproximado) de las razones trigonométricas de un angulo y cémo
medirlas utilizando papel milimetrado.



La tecnologia que justifica estas definiciones es la semejanza de triangulos
rectangulos. En los tres libros de texto se demuestra mediante semejanza de triangulos
rectangulos que las razones trigonométricas dependen solo del angulo, de la amplitud, y
no del tridngulo elegido para medirlas, y que por lo tanto estan bien definidas.

3. Relaciones trigonométricas fundamentales.

En los tres libros de texto aparecen las dos relaciones fundamentales,

5 5 sena
sen“a+cos‘a=1 (1) y tana=C

(2),

osa

y la siguiente identidad trigonométrica mas conocida,

=sec’a (3).

1+ tan®a = — =
cos? q

Excepto en Anaya, también aparece la siguiente relacion:

1

e cosec’a (4).

1 + cotan®a = ;

En todos los libros se muestra mediante ejemplos como utilizar las relaciones
fundamentales para calcular las razones trigonométricas de un angulo conociendo solo
una de ellas. También se utilizan, principalmente en el libro de SM, para resolver
ejercicios de demostrar otras identidades trigonométricas.

Las tecnologias que justifican estas identidades son sus demostraciones,
utilizando las definiciones de las razones trigonométricas y el teorema de Pitagoras, o las
dos primeras relaciones fundamentales para demostrar las demés. Cabe sefialar que la
editorial SM no demuestra (2), ya que no la da como identidad trigonomeétrica sino como
definicién de tangente. Ademas, la demostracion de (3) en Anayay de (4) en Marea Verde
se dejan como ejercicio para que sea el alumno el que construya estas tecnologias.

4. Razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°.

En los tres libros se ensefian las razones trigonométricas de los angulos de 30°,
45°y 60°. En cuanto a sus tecnologias, las razones del angulo de 45° se calculan utilizando
un triangulo rectangulo isésceles y las razones de los angulos de 30° y 60°, utilizando un
triangulo equilatero dividido en dos triangulos rectangulos por su altura. Estos tridngulos
contienen los angulos mencionados. Como se pueden escoger los triangulos de cualquier
tamafo para calcular las razones trigonométricas, cada editorial elige diferentes
longitudes de los lados, 1 o L. Después, se aplica el teorema de Pitagoras y las
definiciones de las razones trigonomeétricas para calcularlas.



5. Resolucion de tridngulos rectangulos.

Esta técnica se ensefia en los tres libros de texto explicAndola como sigue a
continuacion y mediante ejemplos. Resolver un triangulo es hallar sus elementos
desconocidos a partir de los conocidos. Se pueden distinguir dos casos:

5.1. Se conocen dos lados.

El otro lado se calcula mediante el teorema de Pitagoras. Uno de los angulos
agudos se calcula despejandolo de la ecuacion planteada a partir de la definicién de la
razon trigonométrica que lo relaciona con los dos lados conocidos. Por ultimo, el otro
angulo se halla como el anterior o, mas rapidamente, mediante la propiedad de la suma
de los angulos de un triangulo.

5.2. Se conoce un angulo y un lado.

El otro &ngulo agudo se calcula usando la propiedad de la suma de los &ngulos de
un triangulo. Cada uno de los dos lados que faltan se calcula despejandolo de la ecuacion
planteada mediante la definicion de la razon trigonométrica que lo relaciona con el &ngulo
y el lado conocidos. Marea Verde menciona también la posibilidad de calcular el tltimo
lado con el teorema de Pitagoras.

Las tecnologias de estas técnicas son el teorema de Pitagoras, la propiedad de la
suma de los angulos de un triangulo y las definiciones de las razones trigonomeétricas.

6. Razones trigopnométricas de un dngulo cualquiera.

En los tres libros de texto, se define la circunferencia goniométrica y se utiliza
para definir las razones trigonométricas de un angulo cualquiera mediante las
coordenadas del punto P de la circunferencia que determina el angulo cuando se sitla
sobre ella. El seno de un angulo se define como la ordenada de su punto P;y el coseno,
como la abscisa. La tangente de un angulo se puede definir de dos formas. En el libro de
SM y Marea Verde se define la tangente como el cociente entre el seno y el coseno, 0
equivalentemente, entre la ordenada y la abscisa del punto P. En el libro de Anaya, se
define la tangente como el segmento de la recta t tangente a la circunferencia
goniométrica en (1,0) que va desde (1,0) hasta la interseccion entre t y la prolongacion
del lado OP del angulo, siendo O el origen. Esta representacion geométrica de la tangente
también aparece en el libro de Marea Verde, junto con la de la cotangente.

Tambien se habla en los tres libros de las razones trigonométricas de los angulos
mayores que 360° y del significado de los angulos negativos y se calculan las razones
trigonométricas de 0°, 90°, 180° y 270° (en Anaya como ejercicio). Por ultimo, SM y
Anaya indican también el signo de las razones trigonométricas segun el cuadrante en el
que se sitde el angulo.
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La tecnologia que justifica estas definiciones, aparte de la circunferencia
goniométrica, solo aparece en los libros de texto de Anaya y Marea Verde. En ellos se
menciona que esta definicion de las razones trigonométricas es compatible con la
definicién anterior para angulos agudos, es decir, se conserva la definicion para angulos
agudos y se amplia a angulos de cualquier signo y amplitud.

7. Relaciones entre las razones trigonométricas de ciertos &ngulos o reduccion al
primer cuadrante. Aplicacion a la resolucidn de ecuaciones trigonométricas.

Los cuatro tipos de angulos cuyas razones trigonomeétricas se pueden relacionar
son: complementarios, suplementarios, que difieren en 180° y que suman 360°. Estas
relaciones, excepto la primera, se utilizan para la técnica de reduccion al primer
cuadrante. Esta técnica consiste en relacionar las razones trigonométricas de un angulo
del segundo, tercer o cuarto cuadrante con las razones de un angulo del primer cuadrante.
En el libro de SM, se ensefian todas las relaciones anteriores. En el libro de Marea Verde,
se explica la reduccidon al primer cuadrante, pero sin mencionar las relaciones que hay
entre los angulos. En el libro de Anaya, en lugar de explicar estas técnicas, plantean un
problema para que sea el alumno el que descubra las relaciones anteriores.

Después, en todos los libros, estas técnicas se aplican en algun ejercicio de reducir
angulos al primer cuadrante o de resolver ecuaciones trigonométricas. Solo en SM se
explica como dar todas las soluciones de las ecuaciones trigonométricas; en Anaya y
Marea Verde solo se piden las dos soluciones que hay en un intervalo de 360° de longitud.

Las tecnologias con las que justifican los libros estas técnicas son las definiciones
de las razones trigonométricas para cualquier angulo utilizando la circunferencia
goniomeétrica.

8. Resolucion de tridngulos cualesquiera.

Al explicar esta técnica, SM y Marea Verde utilizan los teoremas del seno y del
coseno. En cambio, Anaya resuelve los triangulos mediante la estrategia de la altura. SM
es el unico libro que estudia los casos en los que puede haber dos o ninguna solucion.

8.1. Mediante la estrategia de la altura.

Consiste en trazar una de las alturas del triangulo, de modo que resultan dos
triangulos rectangulos que se pueden resolver por separado o simultdneamente. Se
resuelven por separado cuando se pueden hallar elementos en uno y luego se utilizan para
obtener los elementos del otro. Se resuelven conjuntamente cuando es necesario plantear
un sistema de ecuaciones aplicando razones trigonométricas en cada triangulo. Las
tecnologias que se ensefian en este caso serian la estrategia de la altura y la resolucion de
triangulos rectangulos, que tiene a su vez sus propias tecnologias vistas anteriormente.
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8.2. Mediante los teoremas del seno y del coseno.

Los teoremas del seno y del coseno son dos técnicas que solo se ensefian en los
libros de texto de SM y Marea Verde; en el de Anaya solo se sugiere buscarlos en la web
como ampliacion teorica. En cuanto a sus tecnologias, SM demuestra los dos teoremas
después de enunciarlos y Marea Verde solo demuestra el del seno.

Para resolver triangulos, la técnica consiste en aplicar dos veces uno de estos
teoremas y una vez la propiedad de la suma de los angulos de un tridngulo. El teorema
que se utiliza se elige dependiendo de los elementos del triangulo que se conozcan. Si se
conocen dos angulos y un lado o dos lados y el &ngulo opuesto a uno de ellos, se aplica
el teorema del seno. Si se conocen los tres lados o dos lados y el angulo que forman, se
aplica el teorema del coseno. Las tecnologias de esta técnica son los dos teoremas y la
propiedad de la suma de los angulos de un triangulo.

9. Utilizacion de la calculadora en trigpnometria.

En una seccién del libro de Anaya y en notas al margen del libro de SM, se
explican técnicas para utilizar la calculadora en trigonometria. Se ensefia como
seleccionar el modo para trabajar con grados o con radianes, poner los grados en forma
decimal o en forma sexagesimal, hallar las razones trigonométricas o cémo calcular las
razones trigonomeétricas inversas. La tecnologia es la propia calculadora.

En el libro de SM se ensefian también las siguientes técnicas, justificadas con sus
demostraciones utilizando las razones trigonomeétricas:

10. Expresion del radio, r, y la apotema, a, de un poligono regular en funcién del
numero de lados, n, y de la longitud de cada lado, [.
r=1/(2sen(180°/n)), a =1/(2tan(180°/n))
11. Férmula del area, A, de un tridngulo en funcién de dos lados, a y b, y el &ngulo

comprendido entre ellos, €.

A= %ab senC

B.3. Efectos que produce esta ensefianza sobre el aprendizaje del alumno.

En resumen, las tres editoriales tienen una forma de explicar la trigonometria
bastante similar. En general, primero se institucionalizan las técnicas, justificandolas
mediante sus tecnologias; en segundo lugar, se muestran ejemplos durante la explicacion
de la técnica o inmediatamente después; y, por tltimo, se proponen ejercicios o problemas
para trabajar la técnica. No suele haber un momento del primer encuentro o exploratorio
donde el alumno se encuentre por primera vez con un tipo de problema y tenga que buscar
o0 construir personalmente, con ayuda del profesor y de sus compafieros, las técnicas para
resolverlo.
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De esta manera, si se sigue fielmente la ensefianza de los libros de texto se produce
lo que Brousseau identifica en su Teoria de Situaciones Didacticas como efecto Topaze,
que sucede cuando se le sugiere al alumno la forma de afrontar los problemas propuestos
y el estudiante llega a la solucién, pero no ha sido por sus propios medios, lo que impide
la construccion de conocimientos por parte del alumno y un aprendizaje significativo
(Chavarria, 2006). Teniendo en cuenta esta teoria y los principios del aprendizaje socio-
constructivista, es positivo favorecer la autonomia en el aprendizaje y que haya momentos
en que los estudiantes asuman la responsabilidad del aprendizaje y sean protagonistas en
la construccién de los conocimientos (Godino, 2013). Ademas, segun la concepcion
constructivista de las matematicas, es importante mostrar a los alumnos la necesidad de
cada parte de las matematicas antes de que les sea presentada, que las aplicaciones
precedan y sigan a la creacion de las matematicas y que se construyan las estructuras
matematicas a partir de algunos problemas iniciales (Godino, Batanero y Font, 2004).
Todo esto haria que el alumno se sintiera motivado, adquiriera conocimiento matematico
para resolver problemas y construyera adecuadamente los conceptos matematicos. Sin
embargo, en los libros de texto las aplicaciones de la trigonometria se suelen dejar para
el final y las técnicas se explican con tanto detalle (por ejemplo, la resolucion de
triangulos) que no se deja nada al alumno por descubrir.

En los tres libros de texto analizados, 1o més préximo a un momento del primer
encuentro es la introduccion de la trigonometria que realiza el libro de Anaya, en el que
aparece un ejemplo de problema de trigonometria resuelto por semejanzay que sirve para
introducir las definiciones de las razones trigonométricas y justificar su definicién y su
uso, pero no es el propio alumno el que descubre estas técnicas. Ademas, esta editorial
permite que el alumno construya la técnica de reduccion al primer cuadrante mediante
unos ejercicios (aunque no queda clara desde el principio la finalidad de esta técnica) y
es el unico libro que explica la resolucion de triangulos no rectangulos sin utilizar los
teoremas del seno y del coseno. De esta manera se favorece mas el pensamiento reflexivo
en lugar de la memorizacion de férmulas y la mecanizacion, al contrario de lo que sucede
en los otros dos libros o con las técnicas 10 y 11 del libro de SM.

Por otro lado, en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se
establece el curriculo basico de la ESO y del Bachillerato se dice:

La resolucion de problemas y los proyectos de investigacion constituyen ejes
fundamentales en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las Matematicas. La
habilidad de formular, plantear, interpretar y resolver problemas es una de las
capacidades esenciales de la actividad matematica, ya que permite a las personas
emplear los procesos cognitivos para abordar y resolver situaciones
interdisciplinares reales, lo que resulta de méximo interés para el desarrollo de la
creatividad y el pensamiento légico. (p. 389)
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Sin embargo, la resolucion de problemas no parece ser el eje principal en el que
se basan los libros de texto, sino mas bien las técnicas y los ejercicios que las trabajan.

C. Sobre los conocimientos previos del alumno.

En esta seccidn, trataremos la cuestion de los conocimientos previos que necesita
el alumnado antes de su primera toma de contacto con la trigonometria y su adquisicion.

C.1. Conocimientos previos que necesita el alumno para afrontar el aprendizaje
de la trigonometria.

- Clasificacion de triangulos.

- Propiedades geométricas como la suma de los &ngulos de un triangulo o la
longitud y los grados que tiene una circunferencia.

- Teorema de Pitagoras.

- Teorema de Tales.

- Semejanza de triangulos.

- Formulas de areas y volumenes de figuras geomeétricas.

- Resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones.

C.2. Enseflanza anterior.

Todos estos conocimientos previos deberian haber sido adquiridos por el alumno
a través de la ensefianza anterior, segun los contenidos que recoge el curriculo de la ESO
de Aragon de la LOMCE. La semejanza de triangulos se ensefia por primera vez en 2° de
ESO y se vuelve a estudiar en 4° de ESO, normalmente justo antes del tema de
Trigonometria, por lo que los alumnos deberian tener recientes estos contenidos. El resto
de contenidos comienza a estudiarse en 1° de ESO, 0 en 2° de ESO en el caso del teorema
de Tales, y se van repasando y ampliando durante todos los cursos de la ESO, asi que son
contenidos que deberian tener ya asimilados. Aun asi, se van a proponer dos actividades
a los alumnos para que repasen y tengan presentes todos estos contenidos previos.

C.3. Actividades sobre los conocimientos previos.

Mediante las siguientes actividades se va a tratar de asegurar que los alumnos
posean dichos conocimientos previos.

1. Responde a las siguientes cuestiones sobre el triangulo rectangulo de la
imagen:
a) Calcula los lados y los angulos desconocidos del triangulo.
b) Traza una altura del triangulo de manera que este se divida en dos
triangulos. ¢Son semejantes los dos nuevos triangulos al triangulo
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original? ¢Por qué? ¢Conoces alguna otra forma de obtener tridngulos
semejantes?

c) Calcula los lados desconocidos de los nuevos triangulos.

d) Para cada uno de los tres triangulos divide sus lados dos a dos, es decir, un
cateto entre la hipotenusa, el otro cateto entre la hipotenusa y un cateto
entre el otro cateto. ;Qué observas? ¢Por qué sucede esto?

2. Dibuja las siguientes figuras geométricas y anota la formula de su éarea y/o
volumen: tridngulo, rombo, trapecio, poligono regular, cilindro y cono.

D. Sobre las razones de ser de la trigonometria.

La razon de ser que se va a tener en cuenta para la introduccion escolar de la
trigonometria va a ser el calculo de medidas indirectas de longitud o de distancias entre
puntos inaccesibles. Esta razon de ser es una de las razones de ser historicas que dieron
origen a la trigonometria y que se presentan a continuacion. Segin Massa (2003), conocer
la historia de las matematicas proporciona una vision mas completa de la materia tanto al
profesor como al alumno y puede mejorar la ensefianza y aprendizaje de determinados
conceptos.

D.1. Razones de ser histdricas que dieron origen a la trigonometria.

A continuacion, se hace un recorrido por la historia de la trigonometria y las
razones de ser que le dieron origen, con la informacién recogida por Flores (2008) y
Quintero (2015).

El primer registro que se conoce de la trigonometria es una tablilla de barro
Ilamada Plimpton 322 (1600 a.C. - 1900 a.C.) encontrada en la antigua region de
Babilonia, y que contiene una serie de ternas pitagoricas, es decir, ternas de numeros que
son lados de un triangulo rectangulo. Los babilonios utilizaban las razones
trigonométricas para realizar medidas en agricultura y para analizar el movimiento de los
cuerpos celestes en astronomia. Al mismo tiempo, en Egipto utilizaron la medicion de
triangulos para la construccion de las piramides o para la medicion de las tierras y la
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recuperacion de sus fronteras cuando habia inundaciones. Por ejemplo, sabian calcular
cuél tenia que ser la inclinacién de una piramide conociendo su altura y el lado de su base.

En la Grecia clésica, los datos astrondmicos acumulados por los astronomos
babilonios de los siglos IV y V a.C. permitirian a los matematicos de la época construir
la trigonometria gradualmente. En el siglo 111 a.C., hallando las medidas de determinados
triangulos, Aristarco de Samos calculé la distancia de la Tierra al Sol en relacion a la
distancia de la Tierra a la Luna y Eratéstenes midi6 las dimensiones de la Tierra. En el
siglo Il a.C., Hiparco de Nicea construy6 una tabla de cuerdas, precursora de las tablas
trigonométricas actuales, en la que se relaciona un angulo con la longitud de la cuerda de
su arco en una circunferencia de radio r. Otros matematicos que contribuyeron a
desarrollar la trigonometria mas adelante fueron Menelao de Alejandria, alrededor del
afio 100 d.C., y Ptolomeo, alrededor del afio 150 d.C., autor del Almagesto, la obra méas
importante de la trigonometria en la antigiiedad. En esta obra se recogen los trabajos
astrondmicos de sus predecesores, y en ella aparece una tabla de cuerdas y se explica
como construirla y cémo utilizarla para calcular los elementos desconocidos de un
triangulo a partir de los conocidos. Ademas, utilizaban la trigonometria para construir
astrolabios y relojes de sol, y la trigonometria de Ptolomeo fue utilizada durante muchos
siglos por los astronomos como introduccion bésica.

Al mismo tiempo, matematicos y astronomos de la India como Aryabhata
desarrollaron un sistema trigonométrico basado en un predecesor de la funcién seno en
lugar de cuerdas como los griegos. Esta funcion seno no se definia mediante la proporcion
con la que se define el seno en la actualidad, sino que era la longitud del lado opuesto al
angulo en un triangulo rectangulo de hipotenusa dada, por lo que dependia de la longitud
de esta. Ademas del seno, también estudiaron otras funciones trigonométricas.

En la cultura arabe, fueron fundamentales dos libros griegos: el Almagesto de
Ptolomeo, que les ensefiaba a orientarse por las estrellas, y los Elementos de Euclides,
con el que aprendieron a hacer dibujos que sefialasen la direccion de La Meca desde
cualquier parte de la Tierra. Esta civilizacion fue la que mas contribuy¢ al desarrollo de
la trigonometria, por ejemplo, estudiaron las seis funciones trigonométricas, las
relaciones entre ellas y teoremas como las férmulas del &ngulo doble, del angulo mitad,
del angulo suma o el teorema de los senos. Utilizaron la trigonometria en astronomia,
para estudiar la variacion de la distancia entre el Sol y la Tierra o calcular con mucha
precision el angulo que forma el eje de la Tierra con el plano de su orbita.

En el siglo X1l comienzan a aparecer en Europa traducciones de libros de
matematicas y astronomia éarabes, hecho que lleva a la familiarizacion con la
trigonometria. El primer trabajo significativo en este campo en Europa fue escrito por el
matematico y astronomo Johann Muiller, que detalla y crea varias herramientas de gran
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utilidad, asi como explica, analiza y muestra la obra de Ptolomeo. Ademas, el astronomo
Georges Joachim introdujo el concepto moderno de las funciones trigonométricas como
proporciones en vez de longitudes de determinados lados.

A comienzos del siglo XV1I, el matematico John Napier descubrio los logaritmos,
lo que ayudod a realizar calculos trigonométricos. A mediados del siglo XVII, Isaac
Newton descubre el célculo diferencial e integral y se introducen las funciones seno,
coseno y tangente como series de potencias. De este modo, las funciones trigonomeétricas
se incorporan al Analisis y adquieren un mayor rigor matematico. En el siglo XVIII, el
fisico y matematico Leonhard Euler, explico que las propiedades de la trigopnometria eran
consecuencia de la aritmética de los ndmeros complejos y definid las funciones
trigonométricas utilizando expresiones con exponenciales de numeros complejos.

Durante el siglo XX la trigonometria ha realizado muchos aportes en el estudio de
los fendmenos de onda y oscilatorio, asi como del comportamiento periddico, el cual se
relaciona con las propiedades analiticas de las funciones trigonomeétricas. En astronomia
se utiliza para medir distancias a estrellas proximas, para la medicién de distancias entre
puntos geogréficos, y en sistemas de navegacion satelital.

D.2. Problema de introduccion de la razén de ser de la trigonometria.

El siguiente problema pretende introducir las razones trigonométricas planteando
desde el inicio una situacion relacionada con la razon de ser de la trigonometria, de la que
todavia no tienen la técnica para su resolucién y van a ir construyéndola poco a poco.

Cuando los rayos de sol inciden formando un angulo de 60° con el suelo, se mide
la sombra que proyecta un edificio y la medida es de 10 metros.

a) Encuentra una manera de calcular la altura del edificio.

b) En el mismo instante, se mide la sombra que proyecta una persona de 1.72
metros y la sombra mide 0.99 metros. Con estos datos, calcula la altura del
edificio. ;Qué definiciones o resultados matematicos has utilizado?

c) Dibuja un angulo de 60° y varios triangulos rectangulos semejantes a partir de
él. Realiza diferentes mediciones en los triangulos. ; Qué medidas permanecen
constantes en triangulos semejantes? ¢Dependen solo de un angulo?

d) Utiliza el applet de GeoGebra que se encuentra en
https://www.geogebra.org/m/Xw3vMM9IC para comprobar tus respuestas.

e) Calcula ahora la altura del edificio utilizando una de estas razones.
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D.3. Metodologia

Como muestra Sanchez (2010), la estrategia didactica utilizada por el profesor en
la clase de trigonometria suele ser la exposicion y los recursos que utiliza son los
tradicionales, lo cual genera un alumno pasivo, cuyo aprendizaje no es significativo y que
demuestra un conocimiento superficial de la trigonometria.

Por ello, se intentard que el aprendizaje del alumno sea significativo, que el
alumno construya su propio aprendizaje a partir de sus conocimientos previos,
relacionandolos con los nuevos conocimientos que intentara descubrir por si mismo. De
esta manera, las razones de ser de la trigonometria quedaran expuestas, para que el
alumno vea una finalidad a lo que esta aprendiendo. Se buscara transmitir no solo
conocimientos procedimentales, sino también actitudinales.

Segun Sanchez (2010), la integracion de las TIC para apoyar el proceso de
ensefianza-aprendizaje de las ciencias tiene un gran potencial, ofreciéndole al estudiante
la interaccion y manipulacién de contenidos y problemas matemaéticos, permitiendo
modificar condiciones, controlar variables y manipular fenémenos.

Por esta razon, ademas de los recursos tradicionales como la pizarra y el libro de
texto, se utilizaran herramientas tecnoldgicas para facilitar la comprension de la
trigonometria. Asi mismo, se promovera el aprendizaje cooperativo, que les permitira
adquirir competencias comunicativas y de transferencia de conocimientos.

Los momentos de estudio que se recogen en la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico de Chevallard (1999) por los que pasaran los alumnos en esta fase de
introduccion serén los tres primeros: el momento del primer encuentro, el momento
exploratorio y el momento de constitucion del entorno tecnoldgico-teorico.

La actividad la realizaran en parejas con un ordenador, si es posible, para manejar
el applet de GeoGebra, y también habrd momentos de puesta en comun para
institucionalizar las razones trigonométricas o para comprobar, por ejemplo, que todos
han obtenido las mismas razones trigonométricas del angulo de 60° aunque hayan
dibujado triangulos de diferentes tamafios.

E. Sobre el campo de problemas.

Los campos de problemas que se presentaran en el aula son los problemas de
resolucion de triangulos, rectangulos y no rectangulos, y los problemas de célculo de
longitudes, perimetros y areas.
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E.1. Problemas que se van a presentar en el aula.

Problemas de resolucién de tridnqulos rectdnqulos

Primer caso: Se conoce un angulo agudo y la hipotenusa.

1.

Una cometa vuela de modo que su cuerda forma un angulo de 50° con la
horizontal. Si la cuerda mide 50 m, ¢a qué altura se encuentra la cometa?

Un cable de 35 m sujeta un poste vertical formando un angulo de 34° con el
suelo. ¢A qué distancia del poste se ha fijado el cable al suelo? ;Qué altura
tiene el poste?

Segundo caso: Se conoce un angulo agudo y un cateto.

3.

Un avién a 10 km de altura va a aterrizar descendiendo con un angulo
constante de 3° con la horizontal. ;Cuantos km recorrera horizontalmente
hasta llegar al suelo?

Calcula la profundidad de un pozo de 1.5 m de didmetro si, cuando esta vacio,
desde el borde vemos el borde opuesto del fondo bajo un &ngulo de 70° con la
horizontal. Si sube el agua y ahora vemos el borde opuesto del agua bajo un
angulo de 42°, ;cuanto ha subido el agua? ;Qué volumen de agua hay ahora
en el pozo?

Tercer caso: Se conocen dos lados.

5.

En una sefial de trafico se indica que la pendiente de la carretera es del 8%, es
decir, por cada 100 m recorridos horizontalmente se ascienden 8 metros. ¢, Cuél
es el angulo de inclinacién de la carretera?

Un barco navegando en linea recta ha recorrido 200 m para cruzar un rio de
150 m de anchura. {Con qué angulo respecto a la linea de la orilla lo ha hecho?
Para llegar a la ventana de un octavo piso situado a 26 metros de altura, los
bomberos van a utilizar una escalera que alcanza los 25 metros de longitud en
su maxima extension y que esta situada sobre un camion de 2 metros de altura.
Si lo mas cerca que se puede situar el camién del edificio es a 6 metros,
¢podran alcanzar la ventana? En caso afirmativo, ¢qué longitud tendra la
escalera 'y qué angulo formara con la horizontal? ; Cual es la méxima distancia
a la que se puede colocar el camidn para poder alcanzar la ventana?

Una persona ha subido una cuesta andando 400 pasos y segun el GPS en 2D
del movil ha recorrido 200 metros. Suponiendo que 1 paso de la persona
equivale a 0.6 m, ;qué angulo de inclinacion tenia la cuesta? ¢Cual era su
porcentaje de pendiente? ¢Cuantos metros ha ascendido?

Para medir las dimensiones de la Tierra, Eratostenes realiz6 el siguiente
procedimiento. En primer lugar, supongamos que la Tierra es una esfera
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perfecta y que las ciudades de Siena y Alejandria se encuentran en el mismo
meridiano y a 843 km de distancia. En el mismo instante en el que en la ciudad
de Siena los rayos del sol inciden completamente verticales el dia del solsticio
de verano, en Alejandria la sombra de un poste vertical de 1 m mide 13 cm.
a) ¢Qué angulo forman los rayos del sol con la vertical en Alejandria?
b) ¢Cuanto mide el angulo central de la circunferencia de la Tierra que
abarca el arco entre las dos ciudades?
c) ¢Cuanto mide la circunferencia de la Tierra y su radio?

Problemas de doble observacion.

10.

11.

12.

13.

14.

Se quiere saber la altura de un edificio a cuyo pie no podemos acceder.

Tenemos un teodolito para medir angulos y un metro para medir distancias,

pero no podemos medir la distancia desde el lugar donde medimos el angulo

correspondiente hasta el pie del edificio.

a) ¢Qué medidas podemos tomar para poder calcular la altura del edificio?
¢De qué manera podemos calcularla? Para ayudarte, haz un dibujo de la
situacién poniendo como incdgnitas la altura del edificio, h, y una
distancia desconocida desde el pie del edificio, x.

b) Sigue las instrucciones de tu profesor para construir un teodolito casero y
halla la altura de un edificio de tu alrededor realizando antes las
mediciones oportunas.

El piloto de un helicoptero observa su destino con un angulo de depresion de

30°y cuando ha recorrido 3 km el &ngulo es de 50°. ;A qué altura se encuentra

el helicéptero? ¢ Cuantos kilometros le quedan para llegar a su destino?

En un punto de una calle de 7.5 m de ancho se sitGa una escalera de 6 m de

longitud que se apoya sobre la fachada de un edificio a una altura de 4.75 m.

Si se mueve la escalera hacia el otro lado de la calle girando sobre su base,

¢llegara a apoyarse sobre la fachada opuesta? En caso afirmativo, ¢a qué altura

de la pared se apoyara y qué angulo formaréa con el suelo?

Se quiere extender un cable que una los puntos mas altos de una de las torres

de la Basilica del Pilar y de la torre de la Catedral de La Seo, dos torres que

distan 300 m la una de la otra. Una persona se sitia a 100 m de la primera torre

y ve su punto mas alto con un angulo de 42.6° y el punto mas alto de la otra

torre con un angulo de 24.2°. ;Cuanto miden las torres? ;Cuantos metros de

cable se necesitan?

Desde un globo a 70 m de altura se divisa al norte una ciudad con un angulo

de depresion de 60° y al oeste otra ciudad con un angulo de 45°. ;Qué distancia

hay entre las dos ciudades?



Problemas de resolucién de tridngulos no rectanqulos

15.

16.

17.

18.

19.

El mastil de la pasarela del Voluntariado de Zaragoza apunta hacia el este
formando un angulo de 60° con el suelo. En el momento en el que los rayos
del sol inciden desde el oeste con un &ngulo de 20° respecto a la horizontal, la
sombra del mastil alcanza los 258.5 m desde su base. ;Cual es la altura del
mastil? ¢Qué longitud tiene? Cuando los rayos del sol incidan desde el este
formando un &ngulo de 45° con la horizontal, ¢cuanto medira la sombra del
mastil?

Las agujas del reloj del Big Ben miden 2.7 m, la de las horas, y 4.3 m, la de
los minutos. Si el reloj marca las 10:10, ¢cudl es la distancia entre los extremos
de las agujas?

La montafa rusa Dragon Khan tiene una subida de 54 m de longitud seguida
de una bajada de 49 m de longitud. Si en total se han recorrido 76 m en
horizontal, ;qué angulos forman las dos pendientes con la horizontal?
Plantea un problema que se resuelva mediante un triangulo no rectangulo ABC
conociendo AB =23 cm, BC =35cmy A =53°y resuélvelo.

El reloj solar de Vadorrey se encuentra en Zaragoza y es el mas grande del
mundo, con un gnomon de 45.67 metros de longitud.

a) El gnomon de un reloj solar se construye paralelo al eje de rotacién de
la Tierra. Sabiendo que la latitud del lugar es 41° 39’ 15” N, calcula el
angulo de inclinacion del gnomon con respecto a la horizontal y hacia
qué direccion apunta.

b) Calcula cuanto mide la sombra del gnomon a las 12 h (hora solar) en
funcion del d&ngulo a con el que inciden los rayos del sol con respecto
a la horizontal en ese lugar y momento. Sabiendo que, alas 12 h, a =
71.78° en el dia del solsticio de verano y a = 24.91° en el dia del
solsticio de invierno, ¢cual es la maxima y la minima longitud que
proyecta la sombra del gnomon a las 12 h a lo largo del afio?

c) En los relojes solares, las lineas del suelo que marcan las horas se
distribuyen en orden creciente de oeste a este y de manera que las 12
h se encuentren en la linea meridional del gnomon y las lineas formen
angulos de 15° con su linea contigua. Calcula como en b) la longitud
de la sombra del gnomon para las 15 h (hora solar) en funcion del
angulo a, y la longitud méxima y minima sabiendo que a esa hora o =
48.55° en el solsticio de verano y a = 12.28° en el de invierno.

d) Si hacemos lo mismo para las 9 h, ¢cuéles serian los resultados?

e) ¢En qué hora varia menos la longitud de la sombra a lo largo del afio,
9h,12ho15h?
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Célculo de longitudes, perimetros y areas.

20. Halla la altura y el area de un parche con forma de tridngulo obtusangulo
sabiendo que dos de sus lados miden 13 cm y 28 cm y que el 4ngulo que
forman estos es de 35°.

21. Para la confeccidn de un baldn de fatbol se necesitan doce pedazos de cuero
de color negro con forma de pentagono regular y veinte pedazos de color
blanco con forma de hexagono regular. Si el lado de estos pedazos mide
4.3 cm, ¢cuél es su radio? ¢cuénto cuero negro y cuanto cuero blanco lleva
cada baldn de fatbol?

22. Una parcela con forma de trapecio rectangulo tiene una base menor de 15 my
el lado que no es perpendicular a las bases mide 12 m. Si el angulo que forma
ese lado con la base menor es 146° 26°, ;cuanta superficie tiene? ;cudl es su
perimetro? ;cuanto miden sus diagonales?

E.2. Modificaciones de la técnica inicial que va a exigir la resolucién de los
problemas.

Con los conocimientos previos, a la hora de resolver un triangulo como los que
aparecen en estos problemas, se dibujaria sobre el papel un triangulo semejante al del
problema con los datos que nos dan, y midiendo los lados y angulos del triangulo dibujado
se podrian saber los del triangulo del problema aplicando la proporcionalidad de los lados
y la igualdad de angulos de tridngulos semejantes. Ahora, después de descubrir las
razones trigonométricas y aprender a obtenerlas con la calculadora, podemos relacionar
los &ngulos agudos de un triangulo rectangulo con las proporciones de los lados sin tener
que dibujar un tridngulo semejante ni hacer mediciones, con los consiguientes errores de
precision o redondeo que se podrian cometer. De esta manera, se pueden hallar todos los
elementos de un triangulo rectangulo conociendo dos de ellos, ademas del angulo recto.
Para resolver un tridngulo no rectangulo, se traza una altura para dividirlo en dos
triangulos rectangulos y se resuelven estos por separado o simultaneamente.

En los primeros problemas solo hay que aplicar una razén trigonométrica y
resolver una ecuacion, pero después los resultados cada vez serdn menos inmediatos y
habra que resolver mas de un triangulo, descomponer un triangulo no rectangulo en dos
triangulos rectangulos, aplicar mas de una razon trigonométrica o plantear y resolver un
sistema de ecuaciones.

E.3. Metodologia

La ensefianza de la trigonometria sera a través de la resoluciéon de problemas.
Segun Torres (2006), la ensefianza a través de la resolucion de problemas es actualmente
un método muy usado para poner en practica el aprendizaje activo y significativo, ya que
se centra en los procesos de pensamiento y aprendizaje y en el desarrollo o construccién

22



de las ideas matematicas por parte del alumno, fomentando asi su autonomia, capacidad
mental, creatividad y confianza. Para Brousseau (como se citdé en Benitez y Benitez,
2014), a los alumnos se les plantea un problema para que adquieran un conocimiento
nuevo, que es la propia resolucion del problema, por lo que debe ser planteado al inicio
de la leccion. Ademas, es importante que el estudiante utilice todas sus capacidades y
conocimientos para encontrar la solucion, que sienta la responsabilidad de resolverlo y
que el rol del profesor sea solo de guia mediador durante la resolucion del problema
(Benitez y Benitez, 2014). Por ultimo, se fomentara el trabajo cooperativo, ya que
favorece la construccién de conocimientos, la implicacion en la tarea, el respeto por las
percepciones distintas, el valor de la argumentacion, el desarrollo cognitivo y el desarrollo
social y, en consecuencia, mejora el rendimiento académico, la motivacién y las
relaciones interpersonales (Lopez y Acufia, 2011; Pons, Gonzélez-Herrero y Serrano,
2008).

Los problemas propuestos seran realizados por los alumnos mediante trabajo
cooperativo en grupos de cuatro personas, en los que tendran que aprender y ayudar a
aprender a sus compafieros, ya que cualquier miembro del grupo puede ser preguntado
por la resolucién de los problemas. Dentro de cada grupo intentaran primero realizarlos
individualmente y después pondran en comun las técnicas que han utilizado para
resolverlos. De este modo, todos los miembros tendran la oportunidad de descubrir por si
mismos la resolucién de los problemas y después, en la puesta en coman, podran aprender
otras técnicas o estrategias de resolucion de sus compafieros. Una vez los grupos hayan
resuelto uno de los problemas de cada campo, se organizara una puesta en comun y debate
con toda la clase para que surjan todas las estrategias posibles de resolucion y el profesor
institucionalice la técnica utilizando las producciones de los alumnos. Después realizaran
el resto de problemas para consolidar el conocimiento de la técnicay se pondran en comun
las resoluciones de cada grupo.

F. Sobre las técnicas.

En esta seccion, se disefian y analizan los distintos tipos de ejercicios que se van
a presentar en el aula para trabajar las técnicas asociadas a la trigonometria.

F.1. Ejercicios que se van a presentar en el aula.

Técnica 1: Conversion de medidas angulares.

1. Realiza las siguientes conversiones de medidas angulares sin calculadora y
después comprueba tus soluciones con la calculadora:
a) Escribe en radianes 90°, 180°, 270° y 360°.
b) Escribe en grados m/6 rad, n/4 rad y n/3 rad.
c) Escribe 135° en radianes y 2n/3 rad en grados.
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d) Escribe 64° 50’ en radianes y 1 rad en grados.

Se trabaja la técnica de conversién de medidas angulares y del uso de la
calculadora. Esta técnica es adecuada para cualquier problema en el que aparezcan
unidades angulares distintas y haya que convertirlas para trabajar con las mismas
unidades.

Técnica 2: Relaciones trigonométricas fundamentales.

2. Calcula las razones trigonométricas de a, angulo agudo, si sena = 0.2.
3. Demuestra las dos relaciones fundamentales sen® a + cos? @ = 1y tana =
sen a/cosa.
4. Demuestra las siguientes relaciones trigonomeétricas:
a) 1+ tan®a = 1/cos?a.
b) 1/cosa —cosa =tana sena
c) sen?acos?a + cos*a = cos?a

5. Calcula las razones trigonométricas de a, angulo agudo, sabiendo en cada caso

que:

a) tana=+/3/3
b) sena=1/3
C) cosa=1/3

¢Cuéanto suman los angulos de los apartados b) y ¢)?

6. Calcula las razones trigonométricas de a sabiendo que cosa = 1/3 y que no
es un angulo agudo.
7. Comprueba si son ciertas estas afirmaciones:
a) Sisena = 0.4, entonces cosa = 0.6.
b) Sitana = 1, entonces cosa = sena.
c) Sitana = 2/3,entoncessena = 2y cosa = 3.
d) Sicosa = (sena)/n, entonces tana = n.
e) Sicosa = 0.6, entonces tan o > 1.
8. Razona si hay un angulo a que cumpla cosa = 3/5y tana = 4/3.

9. Sicosa = sena, aangulo agudo, halla las razones trigonométricas de a.

Estos ejercicios sirven para trabajar la técnica de utilizar las relaciones
trigonométricas fundamentales para demostrar otras identidades trigopnométricas o para
calcular las restantes razones trigonométricas de un angulo conociendo una de ellas y el
cuadrante en el que se sitta el angulo en la circunferencia goniométrica. Estas relaciones
no suelen utilizarse para resolver los problemas de trigonometria.
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Técnica 3: Utilizar las definiciones de las razones trigonométricas.

10.

11.

12.

13.

14.

En un triangulo rectangulo cuyos lados miden BC = 100 cm, AC = 60 cm y

AB = 80 cm:

a) Calcula las razones trigopnométricas del angulo B.

b) Si la altura que divide al triangulo en dos triangulos rectangulos mide 48
cm, calcula las razones trigonométricas del angulo B en uno de los nuevos
triangulos. ¢ Coinciden con las razones halladas en a)? ¢Por qué?

¢) Calcula las razones trigonométricas del angulo € y comparalas con las del
angulo B. ¢Qué observas? ;Bajo qué condiciones sucede esto?

Dibuja un triangulo rectangulo isésceles.  Cuanto miden sus angulos? Calcula

sus razones trigonomeétricas.

Dibuja un triangulo equilatero. ¢Cuanto miden sus angulos? Calcula sus

razones trigonomeétricas y las de su &ngulo mitad.

Calcula las razones trigonométricas de 0°, 90°, 180°, 270° y 360° y halla el

signo de cada una en cada cuadrante.

Si a y o son angulos agudos tales que a < a’, compara sus razones

trigonometricas. Haz lo mismo para cada cuadrante.

Con estos ejercicios se trabaja el calculo de las razones trigonométricas, y a la vez
descubren las razones de los angulos 30°, 45° y 60° y las de los angulos de los ejes de
coordenadas, asi como el crecimiento y decrecimiento de las razones trigonométricas. Es
necesario aprender a calcular las razones trigonométricas para todos los campos de
problemas de trigonometria.

Técnica 4: Reduccidn al primer cuadrante.

15.

16.

17.

18.
19.

Halla los angulos comprendidos entre 0° y 360° sabiendo en cada caso que:
a)cosx =1/2 b)cosx =—1/2
Conociendo las razones trigonométricas de 60°, calcula las de 120°, 240° y
300°. ¢ Qué relacion tienen estos angulos con el de 60°?
Busca la relacion existente entre las razones trigonométricas de un angulo
agudo a y las razones de los angulos 1802 — a, 1802 + a y 3602 — a. Para
ayudarte, dibuja cada uno de ellos sobre la circunferencia goniométrica junto
a un angulo agudo o de razones cosa = x Yy sena =y. Comprueba tus
soluciones con el applet de GeoGebra https://www.geogebra.org/m/rxptud6u
A partir de las razones trigonométricas de 45°, halla las de 135°, 225°y 315°.
Halla las razones trigonométricas de estos angulos, reduciéndolas a otras
conocidas de angulos del primer cuadrante: a) 150° b) 600° c) —405°
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20. Halla los angulos comprendidos entre 0° y 360° que verifican las siguientes

ecuaciones:
a) 2cosx =+/3
b) tan5x = —1

C) cosx = sen 38°
d) 4sen?x—1=0

Con estos ejercicios se descubren y trabajan las relaciones entre las razones
trigonométricas de angulos suplementarios, que difieren en 180° y que suman 360°, asi
como la técnica de reduccién al primer cuadrante o la resolucién de ecuaciones
trigonomeétricas sencillas. Estas técnicas no suelen utilizarse para los campos de
problemas.

Técnica 5: Resolucién de tridngulos rectangulos.

21. Resuelve los siguientes triangulos rectangulos en A, conociendo:

a) BC =120 my B = 40°,
b) AC =55cm.y B = 14°.
c) AC =7my C =58°.

d) AC =4cmyAB =3cm.

e) BC =17myAC =8m.

22. Tenemos dos tridngulos ABD y BDC rectangulos en D y con un lado comin
BD que cumplen que A = 65° AB =18 cmy AD + DC = 32 cm. Calcula
BD, AD, DC y BC.

En el primer ejercicio, cada apartado da como dato distintos elementos del
triangulo. El segundo ejercicio es una primera aproximacion de cara a los ejercicios de
resolucion de tridngulos no rectangulos o una adecuacion de la técnica para los problemas
en los que aparecen dos tridngulos rectangulos. De esta manera se ejercita esta técnica,
que se utiliza para el campo de problemas de resolucion de triangulos rectangulos.

Técnica 6: Resolucidén de tridngulos no rectangulos.

23. Resuelve los siguientes triangulos ABC, conociendo:
a) BC =3cm, B =47°C =25°
b) B=85°4B =12m,BC =8m
c) A=50° AB =17cm, BC =29cm
d) AB =20m,BC =22m,CA =30m
e) AC =70cm, B=28° (=53°
En cada apartado se conocen elementos distintos del triangulo y hay una unica
solucion. De esta manera se ejercita esta técnica, que se utiliza para el campo de
problemas de resolucion de triangulos no rectangulos.
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F.2. Metodologia

Estos ejercicios estdn pensando para ejercitar las técnicas, por lo que deberan ser
realizados individualmente por cada alumno para que adquiera la habilidad de aplicar las
técnicas de la trigonometria. Una vez realizados, se corregiran los ejercicios en clase para
que todos vean los errores que han cometido y aprendan de ellos. Para la correccion de
cada ejercicio o apartado, saldra a la pizarra un alumno para explicar a sus compaferos
su resolucion. Los ejercicios 2, 3, 11, 12, 15, 16 y 17 sirven para institucionalizar técnicas,
por lo que se realizaran en grupo y se pondran en comun antes de que realicen el resto de
ejercicios de la técnica correspondiente.

G. Sobre las tecnologias (justificacion de las técnicas)

En esta seccion se van a tratar las tecnologias que se van a ensefiar en el aula, esto
es, las justificaciones de las técnicas que se han desarrollado anteriormente en este trabajo.

En el ambito educativo es importante ensefiar las demostraciones matematicas y
es uno de los procesos que los estudiantes deberian conocer y ser capaces de usar (Fiallo,
Camargo y Gutiérrez, 2013). A través de las demostraciones y argumentaciones logicas,
se evita el aprendizaje mecanico de formulas y su aplicacién de manera rutinaria y se
ayuda a los alumnos a comprender la necesidad de validar el conocimiento cientifico
(Crespo, 2005).

Para de Villiers (como se citd en Fiallo et al., 2013), las funciones de la
demostracion que se deben ensefiar en este nivel educativo son la verificacion, la
explicacion, y principalmente, el descubrimiento y la comunicacion.

G.1. Razonamientos mediante los que se van a justificar las técnicas y su proceso
de institucionalizacion.

A continuacién, se van a detallar para cada tecnologia las técnicas que justifican
y la manera en la que se van a institucionalizar los distintos aspectos de esta unidad
didactica en el aula.

La responsabilidad de justificar las técnicas sera del profesor, que es el que posee
los conocimientos necesarios, pero en lugar de impartirlos en una clase expositiva, se
tratard de que antes los estudiantes intenten construir las técnicas o justificarlas siguiendo
un razonamiento.

Tecnologia 1: Medidas angulares y relacién entre ellas.

La Técnica 1: Conversion de medidas angulares se va a justificar mediante las
definiciones de grado sexagesimal y de radian y mediante la relacion entre las dos
unidades y su demostracion.
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En primer lugar, se dara a los alumnos la definicion de grado y de radian de la
siguiente manera:

“Un grado sexagesimal se define como el angulo cuyo arco de circunferencia
mide 1/360 de la longitud de la circunferencia.”

“Un radian se define como el angulo cuyo arco de circunferencia mide lo mismo
que el radio de la circunferencia.”

A continuacion, sabiendo que la longitud de una circunferencia de radio r es 2mr,
se pedira a los alumnos que averigiien cuantos radianes hay en una circunferencia de radio
r, 2m. A partir de este resultado, se hara notar a los alumnos que como el nimero de
radianes que hay en una circunferencia no depende del radio, hay el mismo nimero de
radianes en cualquier circunferencia, 2. Por lo tanto, el radian es un unico angulo bien
definido, lo cual puede no ser visto a partir de la definicion.

Después, se pedira a los alumnos que relacionen ambas unidades sabiendo que la
circunferencia tiene 360° y que intenten aplicar esta relacion para averiguar a cuantos
grados equivale un radian. Por ultimo, se pondra en comun la resolucion de este ejercicio
para institucionalizar la técnica de conversion de medidas angulares, que se podra hacer
mediante una regla de tres o un factor de conversion.

Tecnologia 2: Razones trigonométricas.

En primer lugar, se introducen las razones trigonomeétricas de un angulo agudo y
se justifica que estan bien definidas mediante semejanza de triangulos rectangulos a través
del problema inicial de la unidad en el que también se pone de manifiesto la razén de ser
de la trigonometria. A partir de la puesta en comun de este problema se institucionalizaran
las definiciones de las razones trigonométricas de un angulo agudo. Mas adelante, se
ampliarén al resto de &ngulos utilizando la circunferencia goniométrica con ayuda del
applet de GeoGebra que se encuentra en https://www.geogebra.org/m/pyPGsGVc.

A su vez, las definiciones de las razones trigonométricas forman parte de las
tecnologias del resto de técnicas. Las razones de los angulos de 30°, 45° y 60° las
calcularan los alumnos realizando los ejercicios 11 y 12. La Técnica 5: Resolucién de
triangulos rectangulos, que necesita ademas de la resolucion de ecuaciones, la iran
desarrollando los alumnos con la guia del profesor conforme vayan realizando los
problemas y ejercicios relacionados, que contienen ejemplos de todos los casos posibles.

28


https://www.geogebra.org/m/pyPGsGVc

Tecnologia 3: Demostraciones de las relaciones trigonométricas fundamentales.

Para demostrar las relaciones trigonométricas fundamentales se utilizan las
definiciones de las razones trigonométricas y el teorema de Pitagoras. Las demostraciones
las realizaran los alumnos, pero con la ayuda del profesor, que les guiara cuando no sepan
continuar. Previamente, los alumnos pueden descubrir estas relaciones y estas seran
institucionalizadas por el profesor a traves de la resolucién del ejercicio 2, que es un
primer encuentro con el tipo de ejercicios de esta técnica.

Tecnologia 4: Demostraciones de las relaciones entre las razones trigonométricas de
angulos suplementarios, que difieren en 1809 y que suman 360¢.

Para justificar la Técnica 4: Reduccién al primer cuadrante, los alumnos
descubriran por si mismos estas relaciones a través de los ejercicios 15, 16 y 17. El primer
ejercicio es un primer encuentro con el tipo de ejercicios en los que se utilizan estas
relaciones, las cuales se descubren en el ejercicio 16, para el caso particular del angulo de
60°, y en el ejercicio 17, para el caso general de un angulo agudo a. En primer lugar, se
dibuja sobre la circunferencia goniométrica un angulo agudo y sus angulos relacionados
de los otros cuadrantes. Después, se calculan las razones trigonomeétricas de los angulos
mediante sus definiciones y, por altimo, se relacionan con las razones del angulo agudo.
Estos ejercicios se pondran en comun conforme los vayan haciendo para asi
institucionalizar estas relaciones y que puedan realizar el resto de ejercicios de la técnica.

Tecnologia 5: Estrategia de la altura.

La Técnica 6: Resolucion de triangulos no rectangulos se justificard mediante la
estrategia de la altura, que consiste en trazar una de las alturas del triangulo de manera
que aparezcan dos tridangulos rectangulos, lo que permite resolver el tridngulo resolviendo
los dos tridngulos rectangulos bien por separado o bien simultaneamente mediante un
sistema de ecuaciones. Cuando los alumnos ya hayan aprendido a resolver triangulos
rectangulos, se les pedird que piensen cdmo resolver un problema en el que aparece un
triangulo no rectangulo y den con la idea de trazar una de las alturas y asi obtener dos
triangulos rectangulos. Este primer ejemplo serad con un triangulo que se pueda resolver
por separado. Posteriormente, se les dara otro ejemplo en el que se encuentren con la
dificultad de no poder resolverlo por separado y tengan que pensar en plantear un sistema
de ecuaciones para resolver los dos triangulos rectangulos de manera simultanea, siempre
con la guia del profesor para que todos puedan seguir la explicacion.
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H. Sobre la secuencia didactica y su cronograma.

A continuacion, se presenta la secuenciacion de las actividades propuestas en los
apartados anteriores. Estas actividades se reparten en doce sesiones de 50 minutos.

Sesién 1: Conocimientos previos e introduccién a la trigonometria y las razones
trigonométricas.

Contenidos de la sesion:

- C.3. Actividades sobre los conocimientos previos.

- D.2. Problema de introduccion de la razén de ser de la trigonometria.

- Tecnologia 2: Razones trigonométricas (de un angulo agudo)

- Técnica 3: Utilizar las definiciones de las razones trigonométricas. Ej. 10

En esta sesion los alumnos realizardn en grupos las actividades sobre los
conocimientos previos y el problema de introduccion de la razén de ser de la
trigonometria. A partir de sus resoluciones, el profesor institucionalizara las definiciones
de las razones trigonométricas de un angulo agudo. Para terminar, los alumnos realizaran
el ejercicio 10 con GeoGebra para que aprendan también algunas de las herramientas con
las que se construyen los applets que se utilizan en clase. Con la guia del profesor,
aprenderan a construir en GeoGebra un triangulo rectangulo con las medidas de los lados
deseadas, a medir angulos y a realizar calculos como los de las razones trigonométricas.

Sesion 2: Medidas angulares.

Contenidos de la sesion:

- Tecnologia 1: Medidas angulares y relacion entre ellas.
- Técnica 1: Conversion de medidas angulares.

Una vez que ha quedado de manifiesto en la sesion anterior la necesidad de medir
angulos para calcular distancias, se van a estudiar las diferentes unidades de medida de
angulos, el grado sexagesimal y el radian, y la relacion que existe entre ellas para poder
realizar la conversion de unidades. Para terminar, los alumnos construiran por grupos un
teodolito vertical casero para que aprendan una manera de medir angulos en el mundo
real. El teodolito se puede construir con un transportador de angulos, un tubo fino como,
por ejemplo, el de un boligrafo, celo, hilo y un objeto que actie como plomada. Cuando
lo terminen pueden intentar utilizarlo para calcular, por ejemplo, la altura del aula con
ayuda tambien de un metro.
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Sesion 3: Problemas de resolucion de triangulos rectangulos .

Contenidos de la sesion:

- Campo de problemas 1: Problemas de resolucion de triangulos
rectangulos.
- Técnica 5: Resolucidn de triangulos rectangulos.

En esta sesion los alumnos realizaran por grupos problemas de resolucion de
triangulos rectangulos para seguir aprendiendo a través de la resolucion de problemas y
consolidar el conocimiento de la técnica.

Sesién 4: Razones trigonométricas de 302, 452 y 609 e identidades trigonométricas.

Contenidos de la sesion:

- Técnica 3: Utilizar las definiciones de las razones trigonométricas. Ejs.
11y 12.

- Tecnologia 3: Demostraciones de las relaciones trigonométricas
fundamentales.

- Técnica 2: Relaciones trigonométricas fundamentales.

En la cuarta sesién descubrirdn mas conocimientos sobre las razones
trigonométricas: hallaran las razones de los angulos de 30°, 45° y 60° y demostraran las
relaciones trigonométricas fundamentales. Después aplicaran estas identidades en la
resolucion de los ejercicios de la Técnica 2.

Sesién 5: Problemas de resolucién de triangulos rectangulos II.

Contenidos de la sesion:

- Campo de problemas 1: Problemas de resolucion de triangulos
rectangulos.
- Técnica 5: Resolucion de triangulos rectangulos.

En esta sesion terminaran los problemas de resolucion de triangulos rectangulos,
centrandose principalmente en los problemas de doble observacion. En el problema 10 se
introducen este tipo de problemas y tendran que realizar mediciones desde el patio del
instituto con los teodolitos construidos en la sesién 2 y hallar la altura de un edificio real.
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Sesidn 6: Razones trigonométricas de un angulo cualquiera y reduccién al primer

cuadrante.

Contenidos de la sesion:

Tecnologia 2: Razones trigonométricas (ampliacion)

Técnica 3: Utilizar las definiciones de las razones trigonométricas. Ejs.
13y 14.

Tecnologia 4: Demostraciones de las relaciones entre las razones
trigonométricas de angulos suplementarios, que difieren en 180° y que
suman 360°.

Técnica 4: Reduccion al primer cuadrante.

En la sexta sesidn se definen las razones trigonométricas para cualquier angulo y
los alumnos estudian su signo y su crecimiento o decrecimiento en cada cuadrante.
También descubren la técnica de la reduccion al primer cuadrante y la aplican en los
ejercicios de la Técnica 4. Esta sesion serd en el aula de informatica para que puedan
manipular los applets de GeoGebra de la circunferencia goniométrica y de la reduccion
al primer cuadrante.

Sesiones 7 y 8: Problemas de resolucién de triangulos no rectangulos.

Contenidos de la sesion:

Campo de problemas 2: Problemas de resolucién de triangulos no
rectangulos.

Tecnologia 5: Estrategia de la altura.

Técnica 5: Resolucion de tridngulos no rectangulos.

En estas sesiones realizaran los problemas de resolucion de tridngulos no
rectangulos. También se les presentara una herramienta para que puedan comprobar las
soluciones de los ejercicios que realicen de manera individual. Se trata de este applet de
GeoGebra en el que pueden comprobar las soluciones de las resoluciones de triangulos
para cualesquiera sean los elementos conocidos del tridngulo a resolver:
https://www.geogebra.org/m/cbx5dUeC
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Sesion 9: Problemas de célculo de longitudes, perimetros y areas y repaso del resto.

Contenidos de la sesion:

- Campo de problemas 3: Célculo de longitudes, perimetros y areas.
- Contenidos anteriores.

En la novena sesion, se realizaran los problemas correspondientes al segundo
campo de problemas, asi como también se deja tiempo para repasar el resto de contenidos,
corregir ejercicios no hechos en clase o dar algo de holgura por si no ha dado tiempo a
dar todos los contenidos en las sesiones previas.

Sesién 10: Repaso antes de la prueba escrita.

Esta sesidn se dedicara a repasar los contenidos de cara al examen y resolver las
dudas que planteen los alumnos que les han podido surgir al estudiar esta unidad.
Sesién 11: Prueba escrita.

Realizacion de la prueba escrita que se detalla en la seccion 1. Sobre la evaluacion.

Sesién 12: Comunicacion de resultados de la prueba y aprovechamiento.

En esta Gltima sesion se entregard a los alumnos la prueba corregida y con
feedback y se pondra en comln su resolucion para que todos aprendan de los errores
cometidos.

|. Sobre la evaluacion.

En esta seccion, se disefia la prueba escrita que evalUa el aprendizaje realizado por
los alumnos y se analiza cada pregunta segin los aspectos del conocimiento de los
alumnos que se pretenden evaluar con ella, las respuestas esperadas y los criterios de
calificacion.

[.1. Prueba escrita.

La siguiente prueba escrita esta disefiada para tener una duracién aproximada de
una hora y una puntuacion sobre 10. Los tres primeros ejercicios de la prueba estan
pensados para resolverlos sin calculadora y los cuatro dltimos con calculadora.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

(1 punto) Expresa todos los angulos de un triangulo isésceles tanto en grados
como en radianes sabiendo que su angulo desigual mide: a) m/6 rad b) 120°
(0.75 puntos) Escribe la medida de los tres lados de un tridngulo de manera que
formen un triangulo rectangulo y calcula las razones trigonométricas del angulo
menor del tridngulo.

Responde a las siguientes cuestiones:

a) (0.5 puntos) Demuestra la siguiente igualdad:

(sena + cos @)? + (sena — cos a)? = 2

b) (1.25 puntos) ¢Cuéntos angulos entre 0°y 360° tienen como tangente
24/10/3? ¢En qué cuadrantes se encuentran y cudl es la relacion entre ellos?
Calcula el seno y el coseno de cada uno de ellos.

c) (1 punto) Encuentra todos los angulos entre 0 y 2m radianes que verifican la
ecuacion 2 cos x tanx = —/2.

La nueva tirolina de Fiscal tiene una longitud de 2036 m y 400 m de desnivel.

a) (0.5 puntos) Calcula el angulo de inclinacién que forma la tirolina con la
horizontal.

b) (0.5 puntos) Calcula el porcentaje de pendiente e interpreta el resultado.

(1.5 puntos) Desde un punto a la orilla del rio Géallego se observa con un angulo

de 60° a un grupo de personas haciendo puénting. Cuando se tiran del puente, el

punto mas bajo al que llegan se observa con un &ngulo de 19°. Si la caida es de

20 metros, ¢a qué altura se quedan sobre el nivel del suelo? ¢ A qué distancia nos

encontramos de la vertical de la caida?

Resuelve estos tres problemas en los que el observador se sitda en el mismo lugar:

a) (0.5 puntos) Desde un punto A en lo alto de un acantilado se divisa un barco
B bajo un &ngulo de depresion de 7° con respecto a la horizontal. Si el barco
estd situado a 0.54 km de la base del acantilado, calcula la altura del
acantilado y la distancia AB.

b) (0.5 puntos) Desde el mismo punto A, se observa con un angulo de elevacion
de 55° un globo aerostatico C que vuela a 560 metros de altura sobre el nivel
del mar. Calcula la distancia AC.

¢) (1 punto) Si el &ngulo CAB mide 45°, calcula la distancia BC entre el barco y
el globo aerostatico.

(1 punto) Calcula el perimetro y el rea de un rombo sabiendo que un angulo mide

118° y la diagonal menor mide 34 cm.



|.2. Aspectos del conocimiento de los alumnos sobre la trigonometria que se
pretenden evaluar con cada pregunta.

Pregunta 1
>

R/
L X4

v

Pregunta 2

DO 74

<\

Pregunta 3

% VYV VY

R/
A X4

v

Pregunta 4

*

>
v

Pregunta 5

*

>
v

Pregunta 6

VOV OEE

Técnica 1: Conversion de medidas angulares.
Tecnologia 1: Medidas angulares y relacion entre ellas.
Est MAAC.3.1.1., Est MAAC.3.2.1.

Técnica 3: Utilizar las definiciones de las razones trigonométricas.
Tecnologia 2: Razones trigonomeétricas.
Est MAAC.3.1.1.

Técnica 2: Relaciones trigonométricas fundamentales.

Técnica 4: Reduccidn al primer cuadrante.

Tecnologia 2: Razones trigonométricas.

Tecnologia 4: Demostraciones de las relaciones entre las razones
trigonométricas de angulos suplementarios, que difieren en 180° y que
suman 360°.

Est MAAC.3.1.1.

Campo de problemas 1: Resolucién de triangulos rectangulos. (1.1)
Técnica 5: Resolucidn de triangulos rectangulos.
Est MAAC.3.1.1., Est MAAC.3.2.1., Est MAAC.3.2.2.

Campo de problemas 1: Resolucién de triangulos rectangulos. (1.2)
Tecnica 5: Resolucion de triangulos rectangulos.
Est MAAC.3.1.1., Est MAAC.3.2.1, Estt MAAC.3.2.2.

Campo de problemas 1: Resolucién de triangulos rectangulos. (1.1)
Campo de problemas 2: Resolucién de tridangulos no rectangulos.
Tecnica 5: Resolucion de triangulos rectangulos.

Técnica 6: Resolucién de triangulos no rectangulos.

Tecnologia 5: Estrategia de la altura.

Est MAAC.3.1.1., Est MAAC.3.2.1, Est MAAC.3.2.2.
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Pregunta 7

+ Campo de problemas 3: Calculo de longitudes, perimetros y areas.
» Técnica 5: Resolucion de triangulos rectangulos.
v Est MAAC.3.1.1, Est MAAC.3.2.1, Est MAAC.3.2.2., Est. MAAC.3.2.3.

|.3. Respuestas esperadas en cada pregunta.

A continuacion, se describen las respuestas que se esperan en cada pregunta en

funcién del conocimiento de los alumnos, tanto las respuestas correctas como los posibles
errores que podrian cometer.

Pregunta 1

36

a)

b)

Si el angulo desigual mide /6 rad.
Primero, se calculan los é&ngulos iguales: g rad + 2x =mnrad = 2x =

51

6
180° 51 180°

. =30°y —rad - = 75°.
T rad 12 T rad

5 . . .
rad = x = g rad. Y después, se convierten los radianes en grados: % rad -

-z 5 5 .
La solucién es% rad, rad,= rad en radianes y 30°,75°,75° en grados.

Si el angulo desigual mide 120°.
Primero, se calculan los &ngulos iguales: 120° + 2x = 180° = 2x = 60° = x =

nrad _ 27w

30°. Y después, se convierten los grados en radianes: 120° - oo~ 3

rad y
30° = = rad.

6
La solucién es 120°,30°,30° en grados y 2?” rad, % rad, % rad en radianes.

Otras respuestas correctas que se esperan:

- Convertir primero el angulo conocido, calcular después con la nueva
unidad los angulos iguales y por ultimo convertir estos.

- Convertir los angulos iguales mediante la propiedad de que los angulos de
un triangulo suman 180° o  rad después de convertir el &ngulo desigual
en lugar de con la equivalencia entre grados y radianes.

- Conocer ya que /6 radianes son 30° sin necesidad de realizar calculos.

- Dar las soluciones anotando los &ngulos en un dibujo.

Errores que podrian cometer:

- Utilizar distintas unidades en la misma ecuacion.

- Utilizar al revés la relacion entre unidades al hacer la conversion o no
recordarla bien.

- Errores aritméticos o algebraicos.



Pregunta 2

En primer lugar, hay que construir un tridngulo rectangulo. Para ello se escoge la
medida de dos de los lados y se calcula el tercero utilizando el teorema de Pitagoras.
Después, hay que calcular las razones trigonométricas del angulo menor. Se puede
razonar que el angulo menor es el que forma la hipotenusa con el cateto mayor de
diferentes maneras: argumentando que el angulo menor es el de menor seno o el de mayor
coseno Yy utilizando sus definiciones o simplemente con un dibujo del tridngulo. A
continuacién, se calculan las razones trigonométricas del angulo utilizando sus
definiciones:

cateto opuesto

cateto contiguo
; cosa = ;

cateto opuesto sena

cateto contiguo cosa

sena =

)

hipotenusa hipotenusa

Errores que podrian cometer:

- Escoger los tres lados del triangulo rectangulo arbitrariamente.
- Confundir el angulo menor.
- Confundir las definiciones de las razones trigonométricas o los lados del
triangulo.
Pregunta 3
a) (sena + cosa)?+ (sena — cosa)? = sen®a + cos? a + 2sena cosa +
+sen?a + cos?a —2senacosa=1+1=2. En = también podrian
responder 2 sen? a + 2 cos? a = 2(sen? a + cos? a) = 2.

b) Para cada nimero real existen dos angulos entre 0° y 360° cuya tangente tiene ese
valor. Como es un nimero positivo, estos dos angulos se encuentran en el primer
y el tercer cuadrante. La relacién entre los dos angulos es que se diferencian en
180° o, equivalentemente, que o' = 1802 + a. Para calcular el seno y el coseno
de los angulos, hay que plantear un sistema de ecuaciones mediante las relaciones
trigonométricas fundamentales.

sena 2v10

cosa 3
sen’a +cosa=1

. ., 2410 .
Por la primera ecuacion, sena = ‘/T_cos a. Sustituyendo esto en la segunda

2
.. 2v10 . .z
ecuacion, (T cos a) + cos? @ = 1. Si resolvemos esta ecuacion resulta que

3 2710
cosa == Y, por lo tanto, sena = —

37



, . .- 2v10
Para el angulo del primer cuadrante, seno y coseno son positivos: sen a = VT_ y

3

cosa = . Para el angulo del tercer cuadrante, seno y coseno son negativos:
2v10 3
sena’ = —Lycosa' =—-
7 7
-2
¢) 2cosxtanx = —V2 = 2senx = —/2 = senx = - Como sabemos que
Vi \/E -z v - ; - N
sen— = —, una solucion es x = — -, rad. Existe otro angulo que tiene el mismo
. 5
seno que —% , esta en el tercer cuadrante y se calcula como « + % = Tﬂ rad. Para
resolver este ejercicio se espera que los alumnos dibujen los angulos sobre la
circunferencia goniométrica.
Errores que podrian cometer:
- No recordar bien las relaciones trigonométricas fundamentales.
- Confundir los signos de las razones trigonométricas segun el cuadrante.
- Confundir o aplicar mal las relaciones de la reduccion al primer cuadrante.
- No tener en cuenta los signos negativos.
2
- No recordar que sen% = g
- No utilizar radianes en el apartado c).
- Errores aritméticos o algebraicos.
Pregunta 4

. . . -, 400 400
a) Elangulo de inclinacion a cumple sena = — = a = arcsen—— = 11.33°.

2036 2036

b) tana = tan11.33° = 0.2004. El porcentaje de pendiente es del 20.04 %, es

decir, por cada 100 metros recorridos horizontalmente se descienden 20.04
metros.

Otra respuesta esperable es que hallen el cateto desconocido y calculen la

pendiente dividiendo el cateto opuesto entre el cateto contiguo. También puede ser que
den el angulo en radianes o que redondeen a un numero distinto de decimales.
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Errores que pueden cometer:

- Interpretar mal el problema, confundir los datos del enunciado, no
entender lo que se pregunta.

- Aplicar una razén trigonomeétrica no adecuada o de manera incorrecta.

- Interpretar mal la solucién.



Pregunta 5

Tras hacer un dibujo de la situacion e identificar las dos incognitas que nos
preguntan (aqui h y x, respectivamente), se plantea un sistema de ecuaciones de este tipo:

h
tan19° = —
X
20+ h
tan 60° =
X

Por la primera ecuacion, h = x tan 19°. Sustituyendo en la segunda, x tan 60° =
20 + xtan 19° = x = 20/(tan 60° — tan 19°) = 14.41 m. Y, por lo tanto, h = 4.96 m

Solucién: Se quedan a 4.96 m del nivel del suelo y nos separan 14.41 m de la
vertical de la caida.

Errores que pueden cometer:

- Interpretar mal el problema, confundir los datos del enunciado, no
entender lo que se pregunta, representar mal la situacion.

- Aplicar una razon trigonométrica no adecuada o de manera incorrecta.

- Errores aritméticos o algebraicos.

Pregunta 6

En cada apartado hay que representar la situacion descrita en el enunciado y
calcular las distancias pedidas mediante resolucion de triangulos:

a) Laaltura del acantilado es h = 540 tan 7° = 66.30 m.
La distancia desde A hasta el barco es AB = 540/cos 7° = 544.06 m.

b) La distancia desde A hasta el globo es AC = (560 — h)/sen 55° = 602.70 m.
c) Dibujamos el tridngulo ABC, trazando una de sus alturas para resolverlo:

h.l'

45'} x x.l'
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Con los datos que conocemos, podemos resolver cada tridngulo rectangulo por
separado y obtener finalmente la distancia del barco al globo, BC:

h' = AC sen45° = 426.17m

x = AC cos45° = 426.17m

x'=AB —x =117.89m

BC =+ h'? +x'2=44218m
Errores que pueden cometer:

- Interpretar mal el problema, confundir los datos del enunciado, no
entender lo que se pregunta, representar mal la situacion.

- Aplicar una razon trigonométrica no adecuada o de manera incorrecta.

- No tener en cuenta la altura h del acantilado en el apartado b).

- Errores aritméticos o algebraicos.

Pregunta 7

Tras representar el rombo, se calcula por resolucion de triangulos el lado y la
diagonal mayor, que son los datos que faltan para poder hallar el perimetro y el area. Los
lados miden [ =17/cos59° =33 cm, luego el perimetro es P =4l =132 cm.

Calculamos ahora la diagonal mayor: g = 17tan59° = D = 34tan 59° = 56.6 cm.

Luego el dreaes A = Dz—d = 961.95 cm?.

Errores que pueden cometer:

- Confundir los datos del enunciado, representar mal la situacion.

- No recordar la formula del &rea del rombo.

- Aplicar una razoén trigonométrica no adecuada o de manera incorrecta.

- Hacer los célculos con el angulo dado completo en lugar de con la mitad.
- Errores aritméticos o algebraicos.

|.4. Criterios de calificacion.

Para corregir el examen se va a emplear el modelo de tercios, un modelo de
penalizacion de errores creado por Gairin, Mufioz y Oller (2012). Segun este modelo, hay
que distinguir las tareas necesarias para resolver un ejercicio en tareas principales, tareas
auxiliares especificas y tareas auxiliares generales. A la hora de calificar, el conjunto de
errores en las tareas auxiliares solo puede penalizar hasta el 67% de la puntuacion y los
errores en las tareas principales pueden hasta el 100%. Dentro de las tareas auxiliares, los
errores en las tareas auxiliares generales solo pueden penalizar hasta el 33% de la
calificacion y las especificas hasta el 67%.
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Para finalizar, se presenta a continuacion la division de las tareas para cada
pregunta de la prueba escrita:

Pregunta 1
Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Conversion de medidas angulares.
Tareas auxiliares (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):

- Utilizar la propiedad de la suma de los &ngulos de un triangulo para
calcular los angulos de un triangulo is6sceles conociendo el angulo

desigual.

Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Operaciones aritméticas.
- Resolucion de ecuaciones.

Pregunta 2

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):
- Célculo de las razones trigonométricas.
Tareas auxiliares (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):

- Utilizar el teorema de Pitagoras para obtener las medidas de un triangulo
rectangulo.

Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Operaciones aritméticas.
- Resolucion de la ecuacion.

Pregunta 3a

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):
- Demostrar la igualdad utilizando la primera relacién fundamental.
Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Operaciones aritméticas.
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Pregunta 3b

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Conociendo la tangente, identificar los cuadrantes en los que se encuentran
sus angulos y la relacion existente entre ellos. (30%)
- Calcular el seno y el coseno de cada angulo. (70%)

Tareas auxiliares (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):

- Plantear el sistema de ecuaciones con las relaciones trigonométricas
fundamentales.

Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Operaciones aritméticas.
- Resolucién del sistema de ecuaciones.

Pregunta 3c

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Utilizar las relaciones de la técnica de reduccion al primer cuadrante para
hallar los angulos que cumplen la ecuacion dada.

Tareas auxiliares (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):

- Utilizar la segunda relacion fundamental. (32%)
- Utilizar radianes. (10%)

- Conocer que sen= = g . (25%)
Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Operacidn aritmética.
- Resolucion de la ecuacion, despejar sen x.

Pregunta 4a

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Interpretar el enunciado, representar la situacion, identificar incognitas.
- Seleccionary utilizar correctamente la razon trigonometrica adecuada para
calcular el angulo de inclinacion.

Tareas auxiliares (penalizacién hasta el 67% y seguir corrigiendo):
Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
- Utilizar y calcular la razon trigonomeétrica inversa para calcular el angulo.
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Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):
- Operacidn aritmética.
Pregunta 4b
Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Interpretar el enunciado, representar la situacion, identificar incognitas.
- Calcular la tangente del angulo y la pendiente.
- Interpretar el resultado de la pendiente. (40%)

Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):
- Operaciones aritméticas.

Pregunta 5

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Interpretar el enunciado, representar la situacion, identificar incognitas.
- Plantear el sistema de ecuaciones para hallar la altura y la distancia
pedidas.

Tareas auxiliares (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):

Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
- Calcular razones trigonomeétricas.

Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Operaciones aritméticas.
- Resolver el sistema de ecuaciones.

Pregunta 6ay 6b

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Interpretar el enunciado, representar la situacion, identificar incognitas.
- Seleccionar y utilizar correctamente las razones trigonometricas
adecuadas para calcular las distancias requeridas.

Tareas auxiliares (penalizacién hasta el 67% y seguir corrigiendo):

Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
- Calcular razones trigonomeétricas.

Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Operaciones aritméticas.
- Resolver las ecuaciones.
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Pregunta 6¢

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Interpretar el enunciado, representar la situacion, identificar la incognita.
- Emplear la estrategia de la altura y seleccionar y utilizar correctamente las
razones trigonométricas adecuadas para calcular la distancia requerida.

Tareas auxiliares (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):

Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
- Calcular razones trigonométricas.

Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Resolver las ecuaciones.
- Operaciones aritméticas.

Pregunta 7

Tareas principales (penalizacion hasta el 100% y dejar de corregir):

- Interpretar el enunciado y representar la situacion.
- Calcular el perimetro y el area.

Tareas auxiliares (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):

Tareas auxiliares especificas (penalizacion hasta el 67% y seguir corrigiendo):
- Hallar el lado y la diagonal mayor mediante resolucion de triangulos.

Tareas auxiliares generales (penalizacion hasta el 33% y seguir corrigiendo):

- Resolver las ecuaciones.
- Operaciones aritméticas.
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