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Resumen en espanol

Las funciones son uno de los objetos matematicos que mds importancia han cobrado

a lo largo de la historia. Sirven para modelizar comportamientos y dependencias entre
magnitudes y su estudio supone una de las grandes ramas de las matemaéticas, el anélisis.
En este trabajo se estudia como introducir este objeto y sus caracteristicas generales

en el curso de 4° de ESO. Para ello primero se hablard del estado de la ensehanza
analizando como se trata el tema “funciones y graficas” en tres libros de texto de
matematicas. Después se presentara una propuesta didactica para llevar al aula en la

que sea el alumno quien, a través de la resolucién de problemas, vaya trabajando las
distintas herramientas propias del andlisis de graficas y funciones como el estudio de

la continuidad, la monotonia, los extremos, las funciones definidas a trozos y la tasa de
variacion media. Esta propuesta busca dar una razén de ser a los objetos y conceptos
matematicos a la vez que cuida la manera de presentarlos, de forma que facilite el paso a

unas matemdticas mds avanzadas y un estudio mds riguroso en bachiller.

Resumen en ingles

Functions are one of the most important mathematical objects. They serve to
model behaviours and dependencies between magnitudes. Their study is one of the
big branches of mathematics, mathematical analysis. In this master’s thesis, we study
how to introduce functions and their general characteristics in the 4th year of secondary
school (10° degree). In approaching this, we will first discuss the state of teaching,
we’ll analyze how the topic * functions and graphs ” is treated in three mathematics
textbooks. Afterwards, we will present a didactic proposal in which it students who will
work through problem solving. They will work with different tools (such that the study
of continuity, monotony, the extremes, the piecewise functions, and the average rate
of change) to analize graphs and functions. This proposal seeks to give mathematical
objects and concepts a reason for being. At the same time, it takes care of the way of
presenting them, in a way that facilitates the transition to more advanced mathematics

and a more rigorous study in high school.
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Capitulo 1: Introduccion

El presente Trabajo final del Master de Profesorado de Secundaria aborda la
introduccion y estudio de propiedades generales de las funciones y gréficas en la
asignatura ‘Matematicas académicas de 4° de ESO”. Busca exprimir al maximo las
conexiones que tenga este objeto propio del andlisis con otras ramas de las matematicas
como el dlgebra y, sobre todo, con la utilidad que las funciones tienen como herramienta

para modelar situaciones reales.

El poder comprender la correlacion que se da lugar en los procesos funcionales
enriquece la capacidad de analizar situaciones del dia a dia que una persona puede
enfrentarse como adulto, es por esto que en la etapa secundaria obligatoria se estudia,
no solo con €l fin de conocerlo matematicamente de cara a futuros estudios cientificos,
sino con el fin de asimilar su funcionamiento y comportamiento, permitiendo asi hacer
un andlisis cuantitativo y cualitativo de lo que nos rodea, permitiendo estimar y prever

situaciones.

Este trabajo estd en sintonia pro tanto con la ley vigente (Orden ECD/489/2016),
que especifica que la accion didéctica debe buscar el desarrollo en el alumno de
competencias clave, definidas como las capacidades de poner en practica de forma
integrada conocimientos, habilidades, aptitudes, actitudes y rasgos de la personalidad
que permitan a un individua afrontar exitosa y eficazmente situaciones diversas
para la realizacién personal, la inclusion social y la vida laboral. Una de estas
competencias clave es la competencia matematica, consistente en las aptitud para
alcanzar razonamientos bien fundados, saber hace uso de las matematicas en funcion de
las necesidades de su vida como ciudadano, asi como identificar y comprender el papel
que desempefian las matematicas en el mundo. El razonamiento matemético potencia la
estructuracion mental, favoreciendo un pensamiento ordenado, y dando la capacidad de

crear y reconocer argumentos fundamentados a la hora de tomar y justificar decisiones.

Es por esto que la asignatura de matemdticas busca abordar aquellos contenidos
que suponen la base del conocimiento de la disciplina, ya que son estos objetos junto
a su comprension y razonamiento los que contribuye al desarrollo intelectual de los
individuos maés alld del mero conocimiento de aritmética, geometria, andlisis. ... Uno

de estos pilares de las matemaéticas son las relaciones funcionales.



Tras el anélisis del estado de la ensefianza-aprendizaje de este objeto matematico,
se presentard una propuesta diddctica que se espera suponga un desarrollo del
razonamiento matematico en los alumnos, trabajando capacidades como la vision
espacial y la abstraccion y que a la vez despierte interés acerca de las matematicas

mostrando la utilidad de las mismas.

1.1. Sobre la definicion del objeto matematico a ensenar

Las funciones son un objeto matemaético perteneciente a la rama del anélisis.
En el curriculo espaiol este objeto tiene su propio bloque de contenido (el bloque
IV), quedando clara asi la importancia que se le da su estudio. En este trabajo nos
centraremos en el tema que habitualmente se denomina “Funciones y Gréaficas” donde
se introduce y desarrolla el concepto de funcidn y sus caracteristicas generales. Este
trabajo no abordara el tema generalmente llamado “Funciones elementales” donde se
trabajan detalladamente ejemplos concretos de funciones, ya que el estudio de funciones
como la cuadratica, exponencial... debe tomar un enfoque distinto al estudio general,

diferenciando de forma clara el concepto de funcion de casos particulares de funciones.

Los contenidos que incluye el curriculo de la asignatura “Matematicas académicas
de 4° de ESO” correspondientes introduccion y el estudio general de funciones son los

siguientes:
— Interpretacion de un fendmeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o
expresion algebraica.
— Analisis de resultados.

— La tasa de variacién media como medida de la variacién de una funcién en un
intervalo. Reconocimiento de otros modelos funcionales: aplicaciones a contextos

y situaciones reales.

Estos contenidos se ven especificados mediante los estindares de aprendizaje, que
detallan qué contenido y herramientas se espera que el alumno aprenda durante 4° de
ESO:

— Reconocimiento de otros modelos funcionales: aplicaciones a contextos y

situaciones reales.
— Comprender el concepto de funcidn.

— Expresar una funcién de diferentes modos
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— Obtener una tabla a partir de la grafica de una funcion, y viceversa.

— Hallar el dominio y recorrido de una funcién, dadas su grafica o su expresion

algebraica.
— Trabajar con funciones definidas a trozos.
— Determinar si una funcién es continua o discontinua a través de su grafica.

— Determinar el crecimiento o decrecimiento de una funcion y obtener sus maximos

y minimos.

— Calcular la tasa de crecimiento y la tasa de variacion media de una funcién.

En los libros que se van a analizar posteriormente aparecen también otros

contenidos como

— Distinguir las simetrias de una funcion.
— Reconocer si una funcion es periddica.

— Conocer los distintos tipos de traslaciones de funciones.

que no aparecen en el curriculo oficial de Aragén. Sin embargo durante la propuesta
que se presenta en este TFM no se van a tener en cuenta ya que se considera que

son cualidades concretas de ejemplos concretos, y no caracteristicas estudiables

en funciones en general. Es decir, conceptos como la TVM o los mdximos pueden
observarse sobre cualquier funcién o grafica, mientras que la simetria solo es aplicable
a funciones pares o impares. Es por ello que de aparecer en un curso de 4° de ESO, este
contenido formaria parte del tema de “funciones elementales” en alguna seccién que

verse acerca de las caracteristicas de las funciones polindmicas.

La finalidad principal que presentan la asignatura “Matemaéticas académicas
de 4° de ESO” es formativa, es decir, la de ayudar a los estudiantes en el desarrollo
cognitivo, y su capacidad de andlisis y razonamiento, prepardndolo asi para su salida
de la ensefianza obligatoria, ya sea para la vida cotidiana como para sus futuros estudios.

Por otro lado, al tratarse de de una asignatura llamada “Matemaéticas Académicas”
y ser 4° de ESO el ultimo curso de educacion obligatoria, se espera ver en estas cierto
nivel ya avanzado de rigor y precision propios de unas matematicas mas maduras,
adaptadas a formar alumnos que ya han pasado por un momento de eleccion de
materias y han escogido ensefianzas académicas frente a las aplicadas. Este paso de las
matematicas escolares hacia las matematicas académicas se ve motivado ademds por el

nivel de madurez del alumnado, que ya se encuentran en una adolescencia mas cercana



a la vida adulta que a la nifiez. En 4° de ESO la materia toma un papel funcional y social

de cara a poder dar salto a otros estudios superiores.

1.2. Sobre el estado de la ensenanza-aprendizaje del
objeto matematico

En este capitulo se busca explorar como se trabajan las funciones en un curso de
Matemdticas Académicas de 4° de ESO. Para ello se analizard cdmo se ha abordado
dicho objeto matematico en distintos libros de textos correspondientes a la ensefianza
secundaria espafiola. tomados de las editoriales Santillana, Anaya y Brufio. Estos libros
de texto pertenecen a leyes educativas anteriores a la actual, lo que nos servird analizar
cuales son sus enfoques en cuanto a la razon de ser de las funciones y la manera de
abordar su estudio mediante distintos campos de problemas, técnicas y tecnologias, y
poder compararlos con lo que esperariamos ver acorde con el curriculum actual. No
se espera ver un fuerte enfoque competencial de la materia en estos textos que vamos
a analizar, sino que se espera uno mas centrado en el contenido disciplinar que en las

habilidades que su estudio desarrolla.

Si bien hoy en dia no es nada despreciable la cantidad de profesores de
matematicas que prescinden de libros de texto, estos suponen un importante referente
a la hora de analizar qué contenido se imparte y como se lleva a cabo esta ensefianza
de contenido matemaético. Es por eso que en este capitulo buscaremos responder a la
pregunta “; Qué enseflanza sobre el objeto matematico se realiza habitualmente en los

libros de texto?” refiriéndonos al tema de funciones de 4° de ESO.

Para el andlisis de los textos se partird del marco tedrico del enfoque Ontosemidtico
(Godino, Batanero & Font, 2007) y lo aprendido durante el master de profesorado.
Trataremos asi de identificar los siguientes tipos de entidades entre los elementos que

conforman las redes de objetos en cada uno de estos libros:

o Definiciones: en forma de frases que realizan la descripcién de un concepto.
Pueden tener méds o menos formalidad, pueden ser dadas o creadas por el alumno

y supone la definicion conceptual.

o Proposiciones: tecnologias como enunciados y propiedades de los conceptos. Los

cuales pueden estar explicados o validados con mayor o menor argumentacion.

o Lenguaje: expresiones y representaciones grificas o textuales que ayuden a la
comprension de un concepto u objeto, alimentando la imagen conceptual que los

alumnos tengan del mismo.



o Situaciones: también conocidas como razon de ser. Son aplicaciones extra

matematicas que motivan y dan sentido a la definicién de objetos.

o Procedimientos: algoritmos operaciones o técnicas que nuevamente pueden estar

mas o menos justificadas y argumentadas en base a tecnologias.

Procederemos analizando la secuencia didéctica que sigue cada uno de los libros
y remarcando los momentos donde aparece alguno de los elementos mencionados,
destacando cudles son los elementos aparecidos y cudles son sus carencias, tanto
respecto al contenido del curriculo, los aspectos relevantes acerca a las razones de ser,

técnicas 'y tecnologias, como los campos de problemas que presenta cada libro.

Qué definiciones y significados se esperan ver

Acorde con el curriculo vigente, y teniendo en cuenta que los contenidos que
abarca no han variado mucho con el paso de los afios, se espera que los libros de
texto aborden los contenidos curriculares acerca de las funciones ya mencionados

previamente.

Ademads, para evitar la creacién de una imagen conceptual de las funciones
construida mediante “parcheado”, sino mediante construccion, se espera que los libros

traten también:

— Cambios entre distintos sistemas de representacion.
— Comprension las multiples naturalezas que puede tener el dominio de una funcion.

— Diferenciacion entre extremo relativo y extremo absoluto.

En cuanto a la manera de presentar el contenido, se espera que la secuencia
didéctica parta de una situacion real que hagas las veces de razon de ser de las funciones
como una herramienta para modelizar y analizar situaciones. Por otro, la definicion
que se espera deberia involucrar la idea de asignacion a cada valor de una magnitud el
valor de otra, y las representaciones que se presenten sean enunciado, tabla, grifica y

expresion algebraica.

De cara a hablar de dominio se espera que se estudie por un lado la
incomputabilidad de la expresion algebraica de una funcién remarcando el porque de
la misma, y por otro se justifiquen dominios acotados por el significado y el contexto
real que define una funcién, siendo posibles dominios R™, N (esta tltima ligada a un

enunciado y mediante una tabla de valores),... .



Se espera ademads que se explique el concepto de funcién centrado e la forma que
tiene su grafo, y como la expresion algebraica define las coordenadas del mismo. Siendo
asi un primer acercamiento hacia la comprension de las ecuaciones y la geometria

analitica.

Para una mejor comprension del concepto de funcidn se espera que los libros no se
queden en mostrar Unicamente ejemplos de funciones de dominio real sino que exploren
casos mas generales, apareciendo las funciones R — R para el estudio de la continuidad.
Esta se espera sea tratada como la ausencia de saltos en el trazo (o més formalmente,
mencionando que es el grafo de un solo trazo), reconociendo estos saltos como valores
no “esperados”. Esta descripcion serviria de andamiaje del razonamiento que dara lugar

en un futuro al estudio de la continuidad con limites.

El crecimiento y decrecimiento de una funcidn se espera que se aborde
principalmente de una forma visual mediante la representacion grafica, pero también
mediante el reconocimiento de patrones en funciones de dominio natural, o incluso
razonando sobre expresiones algebraicas sencillas. Los maximos y minimos relativos
se espera se definan como puntos con mayor o menor valor que sus puntos cercanos y
no unicamente como cambio de tendencia. El estudio de maximos y minimos en 4° de
la eso se espera que solo se aborde para funciones discretas, o continuas mediante su

grafica.

Ademas la observacion de la monotonia debe justificar el calculo de la
variacion media y la introduccion de la férmula para su calculo con el fin de estudiar

cuantitativamente el crecimiento o decrecimiento de una funcidn.

El uso de funciones definidas a trozos se espera que tenga su razon de ser de nuevo

en situaciones reales.

Se espera que las propiedades de simetria y periodicidad ademads de ser analizadas
graficamente se trabajen con las formulas derivadas de la expresion algebraica y la
comprension de su significado. Por tltimo, este mismo significado de la formula
analitica y su correspondencia con el grafo serdn la tecnologia que justifiquen las
traslaciones de funciones como una transformacion de los ejes de coordenadas, tanto el

X como el Y, aunque no se espera que se mencione la idea de composicion de funciones.

Respecto a los campos de problemas que se esperan ver:

— Interpretacion de graficas que representan sucesos observables (buscandoles el

significado de la forma que toman).

— Interpretacion de graficas sin contexto (sefialando mdximos, minimos y

crecimientos, o reconociendo discontinuidades de manera visual)



— Paso de tabla o enunciado a grafica
— Estudio de dominios dada una expresion algebraica y segin el contexto.

— Calculo de TVM y uso de la misma para comparar situaciones.

A continuacion se presenta el andlisis de los 3 libros de texto.

a) Anaya 2010

El libro de texto de la editorial Anaya (Colera, Oliveira, Gaztelu, & Martinez
,2010) que se analiza a continuacion corresponde a la edicion de 2010, es decir,
ha sido editado bajo la legislacién de la LOE de 2006. Se trata de un libro de texto
para matematicas de 4 ESO opcién B (correspondientes a las actuales “Matematicas

Académicas’) a nivel nacional.

Las funciones ocupan un bloque diferenciado en este libro, que se corresponde
con los temas 4 y 5 (el primero dedicado al concepto de funcidn, que serd el que
analizaremos, y el segundo al estudio de funciones elementales). Aparecen a
continuacién del bloque de Aritmética y Algebra. Destacar que el tema 3 aborda las
ecuaciones e inecuaciones, en el cual se utilizan funciones como rectas o parabolas a

la hora de resolver graficamente una inecuacion.

Para resolver grédficamente una inecuacién con una sola incégnita,
fIx) <gx) o flx) 2 g(x):

1. Se representan las gréficas y = flx) e y = g(x), obteniendo con toda clari-
dad sus puntos de corte.

2. Se observa en qué intervalos se cumple la desigualdad deseada.

6 Resuelve gréficamente las siguientes inecuaciones te-
niendo en cuenta la representacién de la funcién

y=x2—5x+4:

Figura 1.1: Aparicion de funciones en el tema de ecuaciones.

El libro de Anaya abre el bloque de Funciones con un ejemplo y una grafica de un

ejemplo basado en una situacion real aunque no demasiado cercana al alumno



En una comarca hay una cierta especie de vegetal que
se encuentra con frecuencia. Se ha estudiado la canti-
dad media de ejemplares por hectdrea que hay a distintas
alturas. El resultado se da en la gréfica siguiente:

NUMERO DE EJEMPLARES
300 | | | ] | } 1‘ :

l Ll -1~ |

| |
200 !,.f/ \\
| | . I | !
EEEERER T S ACTURA (m)]
500 1000 1500

Figura 1.2: Primer ejemplo del tema de funciones.

Este ejemplo es la unica razon de ser que se da antes de definir las funciones como
la relacion entre variable dependiente e independiente, sin detallar la naturaleza de
dichas variables. Sin tomar més ejemplo que el grafico anterior ni trabajar con nada
expresable o computable, se definen los conceptos de recorrido y dominio y se dibujan

sobre gréficas para alimentar la imagen conceptual.

A continuacion el libro explica cémo representar funciones mediante gréficas,
enunciados, tablas y expresiones algebraicas. No se ve mencion de la expresion (x, f(x))
de coordenadas que definen una gréfica de una funcion. De cada representacion muestra
un unico ejemplo excepto de expresiones algebraicas de la que se muestran formulas
como el volumen de una esfera o otras tal vez desconocidas por el alumno como el

aumento de una lupa.

Se presentan problemas de interpretacion de graficas y tablas y de evaluacion de
féormulas que modelizan situaciones reales como la distancia de frenada en funcién de la

velocidad o el periodo de un péndulo en funcién de su longitud.

De cara a calcular el dominio usando la expresion algebraica, se dan las técnicas
como dom(+/x) = (0,e0) pero no se justifica el porque de la misma. Al dominio fruto
del contexto del problema lo lama ““voluntad de quien propone la funcién”. Notar que las

funciones que presenta este libro son todas con dominio R o intervalos de R.

En la funcién y = x> podemos dar a x un valor cualquiera 'y obtendremos el
correspondiente valor de y. Decimos que esta funcién estd definida en todo R
o bien que su dominio de definicién es|R o (—o, +e°).

Figura 1.3: Definicién de dominio.

Se pierden las situaciones reales en los problemas de estudio de dominio, no

apareciendo ningin problema que haga uso de contexto.

La continuidad se define después de presentar ejemplos de graficas con



discontinuidades sin contexto ni explicacion detrds, sino una definicién corta y poco
clara, para definir posteriormente la continuidad como ausencia de discontinuidad.
Destacar como se ve en la figura 1.4 que el ejemplar analizado presenta comentarios al
margen escritos por un alumno donde explica lo que no se explica claramente en el libro.
Esto muestra que, al menos en este caso, el libro da mds importancia al contenido en
forma de definicion, que a la comprension del mismo. Este ultimo hecho da a entender
que se trata de un libro que conserva gran parte del modelo docente de la ensefianza para

la resolucién de problemas.

D\h(bu.‘hvwkdid eutice
9 da ?\m\o d‘D)P\‘

e Lidls

La funcién del margen es continua en todo su dominio de definicién. s

Las tres funciones que hay a su derecha son discontinuas por distintos motivos:
a) Presenta un salto en el punto de abscisa .

b) Tiene ramas infinitas en el punto 4. Es decir, los valores de la funcién crecen
indefinidamente cuando la x se aproximaa a.

¢) Le falta un punto. Es decir, no estd definida en 4. Yy

Una funcién es continua cuando no presenta discontinuidades de ningtin tipo. ¢! N
. . DY ol
Una funcién es continua en un intervalo [z, 4] si no presenta ninguna dis- /. 0 ©

continuidad en él. i/}( i‘

Figura 1.4: Anotaciones a lapiz hechas por un alumno.

La definicién de funcidn creciente se hace uinicamente sobre un ejemplo de una
funcién en forma de grafica continua, tratando la definicion como un “porqué”. De esta
manera se confunde la definicion de la propiedad con la argumentacion de la misma.
Los maximos y minimos se definen tinicamente para funciones continuas tanto como
puntos de mayor valor que puntos préximos como un cambio de crecimiento, mostrando
mas énfasis en el segundo y sin aparecer diferenciacion entre extremo relativo y
absoluto. De nuevo se ve la importancia que el texto da a proporcionar herramientas al
alumno para “solucionar” por encima de la necesidad de proporcionarle conocimientos

para que comprenda los objetos.

La tasa de variacion media (TVM) es definida mediante la férmula del cociente
de incrementos. Se introduce su importancia como una manera de medir la “varianza”
de una funcidn, sin explicar a qué se refiere con esto. En este punto el libro retoma
las situaciones (razones de ser) reales en un problema de calculo de TVM donde una

funcidn representa la altura de una piedra que cae donde la TVM mide su velocidad.
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Por ultimo el libro de Anaya menciona la existencia de tendencias hablando de
“ramas” sin haber definido qué son.

Hay funciones en las que, aunque solo conozcamos un trozo de ellas, podemos
predecir cémo se comportardn lejos del intervalo en que han sido estudiadas,
porque tienen ramas con una tendencia muy clara.

Figura 1.5: Mencion de tendencia y ramas.

Y finalmente define periodicidad después de mostrar una grafica como ejemplo
que representa la altura de un cestillo de una noria que gira. Los problemas que plantea
son de reconocimiento de patrones y graficado de funciones periddicas a partir de una
porcion de grafico dada.

El tema siguiente a este serd el estudio de las funciones elementales como
polinémicas radicales, exponenciales y logaritmicas, no volviéndose a utilizar las
funciones en ningun otro punto del libro. Los temas de trigonometria y geometria
analitica son también posteriores al tema de funciones, aunque en estos las funciones
trigonométricas serdn tratadas inicamente como operadores y las rectas como

ecuaciones.

Conclusion

Como puntos fuertes destacan que define funcién como correlacion genérica sin
concretizar en valores numéricos reales. Utiliza funciones analiticas que modelizan
situaciones reales. Expone gréficas donde se puedan observar las propiedades que
menciona. Muestra un primer acercamiento al concepto de limite y ejemplo de

movimiento periddico que resultara ser una funcion trigonométrica.

Como puntos débiles, 1a secuencia sitia el estudio de funciones después del
estudio de ecuaciones. No se menciona la expresion (x, f(x)). Solo trabaja ejemplos de

funciones cuyos dominios son intervalos de R.

No se hace mencidn a simetrias ni traslaciones de funciones. Tampoco aparecen

funciones definida a trozos ni cambios de sistemas de representacion.

Para concluir, se trata de un libro basado en el modelo de ensefianza para la
resolucion de problemas. El tema comienza contextualizando y dando una razon de ser

al objeto funcion, pero esta se diluye conforme se ahonda en su estudio.

Si bien busca representar graficamente para que el alumno alcance una mayor
comprension del como utilizar las técnicas, por lo general este libro no explica las

tecnologias que justificarian el porque de que estas técnicas funcionen.
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b) Santillana 2011

La edicion de 2011 del libro de texto de la editorial Santillana (Escoredo, & Pérez,
2011) a analizar corresponde por fecha, al igual que el de Anaya, a la legislacién de la
LOE de 2006. De nuevo se trata de un libro de texto para matematicas de 4 ESO opcion

B a nivel nacional.

Las funciones aparecen en los temas 9, 10 y 11, siendo los dos tltimos dedicados
al estudio de funciones elementales. El bloque de Funciones aparece a continuacion
de los bloques de Algebra y Geometria, donde se trabaja con ecuaciones, funciones
trigonométricas y geometria analitica, aunque se hace sin mencionar en ningtin

momento el concepto de funcion.

La editorial Santillana introduce las funciones destacando los conocimientos
previos que deben tenerse, mencionando en qué momentos del libro se tratan estos
conocimientos. Estos son la ecuacion explicita de la recta, los puntos pertenecientes a
una gréifica y simetrias y traslaciones. Tras esta presentacion se define funcién como
la relacion entre dos magnitudes que denota X e Y y llama variable dependiente e
independiente destacando la unicidad del valor y para cada valor x. Remarca esta dltima
caracteristica comparando gréficas de funciones con gréaficas de curvas que no son
funciones A partir de este momento las graficas que se dibujen los ejes coordenados

aparezcan nombrados como X e Y.

Los sistemas de representaciéon como enunciado, expresiones algebraicas, tablas
de valores y graficas los presenta mediante un ejemplo. Los problemas que plantea son
tanto de cambio de sistema de representacion como de reconocimiento de funciones
frente a graficas o situaciones reales que no son funciones. Se menciona la expresion

(x, f(x)) que define el grafico de una funcién.

Destacar que antes de definir dominio, se remarca que a la hora de graficar una
tabla de valores se debe justificar el completado de puntos. Presenta un ejemplo de
paso de tabla a gréfica donde “unir puntos”, es decir, extender la funcién a un dominio
continuo, tiene sentido. Deja la invencion de un caso donde esto no se pueda hacer, es

decir, donde el dominio sea discreto, como problema a resolver.
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3 Realiza la grafica de la funcion definida por esta tabla de valores:

CEdadt@ne| o [ 5 [0 [ 16 [ |
| Estatura(m) | 05 | 11 | 14 |17 ] 18]

En el eje de abscisas marcamos los valores de la variable x, y en el eje
de ordenadas, los de la variable y. Asf, obtenemos los puntos de la gréfica.

Ademas, comprobamos si podemos unir los puntos. En este caso,
los puntos se pueden unir porque, aunque no aparezcan los valores
de las estaturas para todas las edades, en cualquier edad siempre habra

una estatura.

Figura 1.6: Extension de dominio discreto a continuo.

Las definiciones de dominio y recorrido se introducen sin motivacion (razon de ser)
pero las técnicas de obtencion del mismo si se justifican mediante las propiedades de las
operaciones division y raiz cuadrada.

De nuevo a partir de este punto los problemas que aparecen de estudio de dominios
ya no representan situaciones reales que contextualicen el estudio de funciones con

ninguna razon de ser intra matemadtica y extra matematica.

El libro plantea problemas de obtencion del dominio de funciones presentadas con

representaciones tanto graficas, analiticas o textuales.

Las funciones definidas a trozos son presentadas como un caso particular de
funciones pero se les da ninguna razon de ser ni se utilizan en otras secciones. El campo
de problemas asociado que se plantea es la representacion de funciones definida a
trozos y la obtencion de férmulas a partir de graficas. Al aparecer el tema de Funciones

Calcula el dominio y el recorrido de las siguientes funciones.

1
a) ) =~

DomiNio: La funcién no existe para x = 0, porque no podemos dividir
entre cero. Como podemos dividir entre cualquier otro nimero,
el dominio es todos los nimeros reales menos el cero: Dom f = R — {0}

RECORRIDO: En esta funcidén, la variable y nunca toma el valor 0, porgue
1 _—_—
no hay ningdn valor de x que cumpla que: = 0. Como de esa division

podemos obtener cualquier otro niimero, el recorrido es cualquier
valor excepto el cero: Im f = R — {0}

Figura 1.7: Problema descontextualizado.
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y Grdéficas después de Geometria Analitica se pueden plantear estos problemas. Sin

embargo no se menciona en ningiin momento que ecuacion de la recta es una funcion.

Puntos de corte con los ejes, continuidad, crecimiento, simetria y periodicidad se
engloban en una misma seccion llamada “propiedades de funciones”. Por lo general
todos estos términos aparecen unicamente definidos sin explicacion ni justificacion tras

ellos.

Destacar que se define la continuidad como unicidad del trazo de una gréfica para
posteriormente clasificar las discontinuidades en: inexistencia de valor y salto. Aparece
la definicion de funcidn constante pero los extremos los define solo como puntos de
cambio de la monotonia sin tener en cuenta posibles discontinuidades ni diferenciar

entre relativo y extremo.

Aparecen problemas de interpretacion de graficas sin contexto, asi como de

interpretacion de expresiones algebraicas.

Se definen sobre las férmulas f(X) las simetrias axial y central y la periodicidad.

De nuevo sin contextualizar ningtin ejemplo ni problema en situaciones reales.

Una funcion es periédica cuando los valores de f(x) se repiten cada
cierto intervalo.

f=fx+D=fx+2D=..=fx+k-T)
La amplitud, T, del intervalo es el periodo, siendo k un nimero entero.

Figura 1.8: Definicién funciones periddicas.

En los temas siguientes se estudiardn algunas funciones elementales como
polinémicas radicales, exponenciales y logaritmicas, y se dard paso al bloque de

Estadistica y probabilidad, no volviendo a utilizarse las funciones.

Conclusion

Como puntos fuertes destacar que relaciona el tema de funciones con otros
temas del libro, creando asi una imagen conceptual mas amplia del objeto y dandole
una razon de ser intra matemdtica muy fuerte. Muestra ejemplos de funciones con
dominio discreto, y justifica la fecnologia detras del calculo de dominios de expresiones

algebraicas.

Como puntos débiles, 1a secuencia del libro sitda el estudio de funciones después
del estudio de ecuaciones, incluso de geometria analitica. No aparece razon de ser para

el estudio de funciones mas alla de alguna aplicacion intra matematica.

No se hace mencidn a tasa de variacion media, traslaciones de funciones ni

dominios de distinta naturaleza.
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Para concluir, al introducir las funciones en un punto tan avanzado del temario,
el libro de Santillana puede permitirse utilizar contenidos ya vistos en geometria
analitica, permitiendo que el alumno obtenga una imagen conceptual méas amplia de las
funciones. Ademads, muestra justificaciones de algunas de las técnicas que presenta y
plantea ejercicios donde el alumno pueda alcanzar conclusiones que el libro no explicita,
acercandose asi a un modelo de ensefianza a través de resolucion de problemas, aunque
no se ven indicios de un momento de institucionalizacion posterior al razonamiento de

dichos ejercicios.

¢) Bruiio 1999

El libro de Bruiio es algo mds antiguo que los anteriores analizados. Su fecha
corresponda con la ley LOGSE (En concreto las modificaciones de la LOGEP). También
corresponde a la materia matemaéticas de 4° ESO opcion B, y es un libro de texto a nivel

nacional.

El bloque de Funciones ocupa los temas 9 y 10. Se analizaremos el tema 9,
siendo el 10 el correspondiente a los casos concretos de funciones exponenciales y
trigonométricas. En los bloques anteriores se estudia Niimeros, Algebra y Geometria.
En estos temas anteriores, a pesar de estudiarse a fondo ecuaciones y férmulas

trigonométricas, no se menciona el concepto funcion.

El bloque de Funciones se abre con un ejemplo de un caso real donde se modeliza
la altura de un cohete. Aunque pareciera que estd orientado a alumnos que tienen cierta
soltura con el concepto de funcién, podemos considerar que se trata de una razon de ser

de las funciones.

\_da altura, e, que alcanzaria un cobete que se lanza
verticalmente bacia arviba, antes de explotar, puede de-
terminarse mediante la funcion:

R
€ =vgt th

en donde vy es la velocidad inicial, g es la aceleracién de
la gravedad y t es el tiempo transcurrido.

Figura 1.9: Ejemplo que abre el tema.

De hecho la editorial Brufio en su libro de 4° de ESO no introduce las funciones
mediante ningun tipo de definicion. Comienza definiendo las funciones cuadraticas
como aquellas donde la variable independiente aparece multiplicada por si misma
y deduce, sin argumentar, que son aquellas de la forma f(x) = ax®. Presenta su

representacion gréfica y la llama pardbola. Los ejes aparecen nombrados como X e Y.
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La definicion de continuidad es claramente heredada de la definicion formal de

continuidad de funciones entre espacios normados.

Continuidad de una funcién

Una funcién es continua cuando,
para pequefios incrementos de la va-
riable independiente, se producen
pequeifios cambios de la variable de-
pendiente. Su gréfica se puede dibu-
jar sin levantar el lipiz del papel.

Figura 1.10: Definicién de continuidad.

Esta definicion parece, junto a la definicion de crecimiento y decrecimiento
estricto,al margen de la pigina, dejando el centro para el estudio de maximos y minimos
de funciones cuadraticas. En este caso las definiciones de crecimiento... etc, hacen las
veces de tecnologia para justificar hechos como que f(x) = ax? tiene un minimo en

(0,0) si a > 0. Solo menciona que a los extremos de las pardbolas se les llama vértices.

Los problemas que se plantean son de obtencion de gréfico y tablas de valores a

partir de una férmula, y estudio de monotonia de la funcion.

Sin definir ni explicar por que se llaman traslaciones, el libro de Brufio representa
graficamente y en forma de tablas pardbolas de la formay = ax®> +m,y = a(x +n)’y

y = a(x+n)?+ m, estudiando donde se encuentran sus vértices.

En una siguiente generalizacion define, de nuevo al margen, una funcién

cuadrética, ahora como una funcién de la forma y = ax® + bx +c.

Una funcién de la forma
y = ax’ + bx + ¢ es una fun-
cién cuadritica cuya grifica
es una paribola.

Figura 1.11: Definicion de funcién cuadratica.

Explica las técnicas a seguir para calcular sus elementos como puntos de corte, ejes
de simetria (sin definir ninguno de los dos) y vértice. No aparece ninguna razon de ser

ni tecnologia que justifique el porqué ni para qué de estas técnicas.

A continuaciodn, de cara a estudiar la posicion relativa entre recta y pardbola, da
por conocida la funcidn de una recta y presenta una situacion real que da una razon de
ser al estudio de puntos de corte entre funciones como modelizacién de dos objetos
que pueden estar o no a la misma altura. El proceder parte de la férmula analitica y,
mediante una tabla de valores se argumenta que en efecto las trayectorias son una recta y

una parabola. De cara a la resolucién se “convierten” las funciones en ecuaciones.
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La determinacién de los puntos de corte de la parabola y de la
recta se puede hacer analiticamente mediante la resolucién
del sistema formado por las dos ecuaciones:

bh=5t
bh=—2+20t-36

Figura 1.12: Puntos de corte entre funciones.

Las definiciones de simetrias (funcién par e impar) aparecen al margen de una
pégina que trata el caso de funciones de la forma f(x) = ax" y se estudian sin justificar
qué simetria se cumple para cada valor de n. Los problemas que plantea son de nuevo

representar graficamente expresiones algebraicas.

Presenta una nueva situacion real (razén de ser) para calcular la tasa de variacién
de una grafica que representa los ahorros durante un ano. Se define primeramente la

tasa de variacién f(b) — f(a) (relaciondndola con el crecimiento o decrecimiento) para

b)—f(a
posteriormente definir la tasa de variacion media w De nuevo los problemas
—a
planteados consisten en graficar funciones para posteriormente estudiar su TVM. Notar

que el primer problema expone una funcién de primer grado y plantea el hecho de que
su TVM es constante.

. Representa graficamente la funcién y = 2x - 3 y determina la tasa de variaciéon media en los inter-
valos:

3 2, 1] b) [0, 2] o -1, 4] d) [0, 4]

¥ ¢Con qué valor coincide siempre la tasa de variaciéon media?

Figura 1.13: Tasa de variacion media de una funcién de primer grado.

Por altimo estudia las funciones de proporcionalidad inversa sin dar una razon de
. .z . .z _k 13 T 14 )
ser para su introduccién. Grafica la funcién f(x) = © y llama “hipérbola equildtera” y
estudia su discontinuidad argumentando que no tiene sentido determinar %. Menciona
otros aspectos como asintotas argumentando tendencias mediante el calculo de valores

de f(x) cuando x se acercaa 0 0 a +eo.

Mais problemas de representacion grafica, en este caso de funciones inversas cierran

este tema.

En el siguiente tema aparecen al margen, mientras se trabaja con funciones

exponenciales y trigonométricas, las definiciones de dominio y recorrido

Conclusion

Como puntos fuertes, notar que hace uso, aunque tangencialmente, de la idea de

gréfica de funcién como un caso concreto de ecuacion. Relaciona la tasa de variacion
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media con la monotonia, facilitando una posible futura comprensién del concepto de
derivada. La tasa de variaciéon media aparece como respuesta a una situacion real y

diferencia entre tasa de variacion y tasa de variaciéon media.

Como puntos débiles, no se define de ninguna manera el concepto de funcién sino
que solo se presentan ejemplos de funciones reales de variable real. No predominan las
situaciones reales que justifiquen y den razon de ser a lo estudiado, ni explicacion de las

tecnologias que validen ninguna técnica.

No se hace mencion a la interpretacion de fendmenos o el andlisis de resultados, no
se considera el dominio como algo dependiente del contexto real detrds de una funcién.

No se presentan funciones que no sean los 5 tipos mencionados.

En forma de conclusidn, se trata de un libro que introduce la teoria general
conforme se trabaja con casos concretos. Se podria decir, salvado las distancias y desde
cierto punto de vista, que se trata de un modelo de ensefianza sobre la resolucion de
problemas, aunque claramente da mas importancia a dotar al alumno de la capacidad
de analizar los casos concretos presentados que a la comprension global del concepto
de funcién. Como consecuencia del enfoque tomado la imagen conceptual de funcién
que se crea en el alumno se concretizara demasiado en los ejemplos de funcién dados,

mientras que la definicion conceptual sera nula.

Conclusiones finales

Los tres libros introducen las funciones después de haber trabajado las ecuaciones,
pero solo en el libro de la editorial Anaya se mencionan las funciones en el tema de

ecuaciones.

El libro de Anaya presenta el tema Trigonometria y Geometria Analitica después
del de Funciones, mientras que Brufio y Santillana lo hace antes. Ninguno de estos
utiliza el concepto funciones en temas no dedicados expecificamente. Esta diferencia
en el orden de aparicion del temario permite nombrar los ejes X e Y en el libro de

Santillana y Bruiio, notacidon que no aparece en el libro de Anaya.

Entre el libro de Anaya y Santillana, este ultimo presenta una mayor presencia
de justificaciones de técnicas mediante tecnologias, ademas de hacer mas conexiones
con otros conceptos del temario. Por otro lado el libro de Bruiio presenta los conceptos
de manera disconexa y asociando cada definicién a un ejemplo concreto, dificultando
la visién global del concepto funcion y sus propiedades, es decir, no muestra buscar
la creacion de una imagen conceptual rica en el alumno sino simplemente dotarle de

herramientas mas propias de un trabajo ingeniero que de un quehacer matemaético.

De cara a continuar con la formacién matematica, ninguno menciona la idea de
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valor esperado a la hora de hablar de continuidad, aunque en Anaya y Bruiio si se hace
referencia a la idea de tendencia hacia el infinito. El mayor rigor podria parecer que lo
encontramos en el libro de Brufio debido a su uso del lenguaje, sin embargo el restringir
las definiciones al estudio de casos concretos podria dificultar una futura generalizacion

del concepto de funcion.
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Capitulo 2: Propuesta didactica

2.1. Conocimientos previos y forma de evaluarlos

Acorde con el curriculo de Aragon de la ORDEN ECD/489/2016, de 26 de mayo,
en el curso anterior 3° de ESO los alumnos han trabajado lo siguientes contenidos
relacionados con las funciones:

— Analisis y descripcion cualitativa de gréficas de fendmenos cotidianos.
— Estudio de caracteristicas de la grafica asociada a una situacion.

— Andlisis de situaciones de dependencia funcional en tablas y enunciados.

— Utilizacién de modelos lineales para estudiar situaciones mediante la tabla, la

representacion grafica y la obtencion de la expresion algebraica.
— Expresiones de la ecuacion de la recta.
— Funciones cuadraticas. Gréficas y uso para representar situaciones cotidianas.

Entre los contenidos curriculares de 1° y 2° de ESO destacan en relacién al objeto a

trabajar en esta propuesta:

1°ESO * Coordenadas cartesianas: representacion e identificacién de puntos
* El concepto de funcidn, variable dependiente e independiente. Formas de
presentacion: lenguaje habitual, tabla, grafica, y formula.
2°ESO * Crecimiento y decrecimiento. Continuidad y discontinuidad. Cortes con los
ejes. Maximos y minimos relativos. Andlisis y comparacion de gréficas.

* Funciones lineales: Representaciones de la recta a partir de la ecuacién y

obtencion de la ecuaciodn a partir de una recta.

La aparicién en estos cursos anteriores de gran parte del concepto de funcién

(junto con los conceptos de variable dependiente e independiente y sus formas de

19



representacion, asi como el trabajo con coordenadas cartesianas) supone que en 4°

de ESO el alumno debe tener formada una primera imagen conceptual de que es

una funcién. Los esfuerzos por tanto deben centrarse en reforzar y enriquecer estos
conocimientos ya estudiados. La tasa de variacion media y las funciones a trozos son los
unico contenido que, acorde al curriculo, son nuevos en el curso de 4°. Para introducirlos
son esenciales ciertos conocimientos acerca del concepto de funcién que los alumnos

deberian tener previamente:

Antes de comenzar a trabajar, interesa saber si el alumnado esta suficientemente
familiarizado con las relaciones funcionales como para proceder a la ampliacion de
la imagen conceptual que tienen de las funciones hacia un mayor rigor. La evaluacion
inicial ha de servir como diagndstico general de la situacion en la que se encuentran los

alumnos. Se expone a continuacién la prueba disefiada para ello.

Prueba de evaluacion inicial

Se realizardn una serie de cuestiones abiertas para responder por parejas. No se
pretende buscar respuestas correctas ni respuestas erroneas, sino que se pretende que
mediante la conversacion entre los integrantes de cada grupo vayan apareciendo los

distintos conocimientos que se espera los alumnos ya tengan.

Cuestion 1. Tengo un medidor de cercania que me graba como de lejos estoy de
mi casa, pero dltimamente creo que no va del todo bien. Esta es la informacion de la
distancia a mi casa en funcién del tiempo de las tres dltimas grabaciones. ;Qué esta mal

en las funciones que ha generado ni medidor?

hora | distancia
8:00 Om
b) 9:30 | 2000m
2) 9:30 3000m
15:00 | 3000m

¢) Por la mafiana me alejé hasta estar a

2km 'y después por la tarde me acerqué

a mi casa hasta estar a 3km.

Cuestion 2. Como habéis visto, las dos tltimas grabaciones el medidor ni siquiera

pudo dibujar la grafica. Dibujad vosotros la funcién que ha medido mi medidor roto.
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Cuestion 3. ;Como deberia ser la funcion de la distancia a casa durante el dia?

1. Dibujad una grafica posible que tenga altibajos.

2. Haced una tabla con los momentos que consideres destacables de la misma

marcandolos también sobre la grafica.

Las preguntas planteadas hacen referencia en primera instancia comprobar si los
alumnos comprenden el concepto de funcion, sirviendo como indicador de la capacidad
por parte del alumnado de relacionar una funcién con la situacioén que representan. Las
tres funciones presentadas y las preguntas sobre las mismas tocan tres aspectos que los
alumnos deberian conocer: continuidad, definicién y monotonia. Se evaltia ademads su
familiaridad con la materia haciendo una dltima pregunta abierta que involucra creaciéon
e interpretacion de grafico, paso a tabla de valores, y los conceptos de monotonia y

extremos que se espera que muestren al preguntar por “momentos destacables”.

Esta evaluacioén inicial se realizard a los alumnos sin mencionar previamente
que el tema que comienza es “Funciones y Graficas”. Tendra una duracién
aproximada de 30/35 minutos. Una vez realizada tendra lugar un primer momento de
institucionalizacion donde, tras preguntar a los alumnos que creen que van a trabajar en
este nuevo tema, se introduce las definiciones de funcién, dominio y rango tal y como se

explica en la seccién Seccion 2.6 Institucionalizacion, definiciones y tecnologias.

No se hace en esta prueba mencion a calcular dominio de definicién de una funcién
ya que, si bien es un concepto que los alumnos han trabajado en cursos anteriores, en
la propuesta toma un protagonismo suficiente como para no considerarlo como un
conocimiento previo necesario. En compensacion de esta ausencia estos conceptos
se refrescardn al alumnado en el momento de institucionalizacién previamente

mencionado.

2.2. Metodologia

Esta seccion engloba la metodologia que se va a usar a lo largo de toda la
propuesta. Se ha optado por explicarlo globalmente ya que se trata de una metodologia
homogénea a lo largo de la propuesta, independiente del campo de problemas que se
este trabajando, favoreciendo asi un ambiente de trabajo al que los alumnos puedan

acostumbrarse y sentirse comodos.

El aprendizaje de las matemaéticas requiere de una metodologia que haga al alumno
participe y protagonista de los razonamientos realizados sobre los objetos que se quieren

trabajar. Esto significa que tiene que ser él quien en la medida de lo posible llegue a
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las conclusiones, observe las propiedades, siga los argumentos y justificaciones. ..
En definitiva, el alumno no puede ser un elemento pasivo, sino participe del quehacer

matematico mediante el didlogo entre iguales y con ayuda de la guia del profesor.

Es por esto que los ejercicios de clase, ya sean problemas o actividades, que se
expondran en la propuesta de este TFM estan disefiadas para llevarse a cabo mediante

una metodologia activa a la vez que cooperativa.

Los problemas que se plantean durante esta propuesta se trabajardn en parejas o
grupos de tres que previamente hayan sido creados, preferiblemente con ayuda del tutor

del grupo clase.

La implementacion de los problemas partird de una reflexion en la que cada
pareja trate de enfrentarse a la situacion utilizando aquello que libremente consideren
necesario. De esta manera se fomenta la comunicacion y el intercambio de ideas al
mismo tiempo que se evitan grupos demasiado grandes donde unos alumnos aporten y

participen sustancialmente mds que otros.

El docente servird de guia para que sean los propios alumnos quienes resuelvan
los problemas que se les planteen y obtengan una respuesta. Estas respuestas en
todo momento deberd ir acompaiiada de un razonamiento que la justifique y del
planteamiento y el razonamiento seguido. Independientemente de si las respuestas dadas
son las correctas o no, se hard una puesta en comun a la clase de las mismas, en la que

las parejas o ternas argumentardn sus decisiones.

Ademads de los problemas por parejas se plantean también una serie de actividades.
Las actividades son en esencia problemas, generalmente de mayor duracion, pero
que han sido guionizados con mas detalle. Suelen contar con una componente de
cooperacién mayor que los problemas normales, involucrando a toda la clase en la
obtencion de un mismo resultado comin. Para algunas actividades se divide la clase en

grupos de 4 alumnos, lo cual puede hacerse simplemente juntando parejas.

Estas puestas en comun generaran un debate en clase acerca de lo trabajado y de las
distintas opciones de abordar una misma cuestion si es que las hay. Una vez explorados
los diversos enfoques surgidos en el aula se buscara alcanzar un consenso que englobe
a todos. Sera el profesor quien tome el protagonismo, convirtiendo ese consenso en una
institucionalizacion de los conceptos utilizados. Los alumnos anotardn en sus cuadernos,
preferiblemente de manera separada a las actividades, problemas y ejercicios realizado,
la institucionalizacion. Al final del tema cada alumno deberia disponer, ademas de unos
ejercicios con todos los razonamientos realizados, unas pocas hojas donde se condensa
todo lo aprendido y utilizado de manera ordenada con relaciones establecidas. Estas
hojas constituirdn un documento fisico de lo que deberia ser su imagen conceptual del

objeto funciodn, al cual pueden recurrir cuando quieran consultarlo, revisarlo y trabajarlo.
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Mediante esta metodologia se espera maximizar tanto la comprension de los
contenidos tratados en clase como la motivacion ante los mismos y la participacion e

interés por el aprendizaje.

2.3. Motivacion para la introduccion del concepto de
funcion

Las matematicas han sido utilizadas para representar, ordenar y analizar de manera

rigurosa y en la medida de lo posible objetiva el mundo.

Las funciones, como objeto matematico, cumplen su papel como herramienta que
matematiza situaciones reales facilitando su estudio y andlisis. Esta matematizacion
suele llamarse modelado. Se dice generalmente que las funciones sirven modelan
situaciones de dependencia. Esta propuesta hace uso de estas situaciones para dotar de
razon de ser al objeto funcién. Se les da de esta manera una aplicacion extra matematica
las funciones que veremos que es la razon histdrica por la que se introduce este objeto (y

en general por la que aparecen las matematicas).

Las funciones surgen como herramienta para profundizar en como es la relacion
de dependencia entre dos variables cuales quiera. Las expresiones algebraica o
féormulas que relacionan magnitudes, ya sea propia de intra-matemaéticas (ej: férmulas
geométricas) como extra-matematicas (formulas fisicas). Conforme avanzaba la ciencia
a lo largo de la historia iban apareciendo correlaciones en forma de férmulas que
modelizaban un comportamiento, y estas correlaciones terminaron por definirse como
funciones. De igual manera en la etapa escolar aparecen férmulas en distintas materias
y contenidos, las cuales en matematicas analizamos tratdndolas como funciones,

centrando la atencion en la variacion de una magnitud con respecto a la otra.

Ademads en esta propuesta las funciones también seran utilizadas para estudiar
comportamientos y hacer predicciones y suposiciones sobre el comportamiento tanto

a corto y a largo plazo de un valor ante el cambio de otro.

2.3.1. Breve historia de las funciones

Las matematicas surgen como herramienta para resolver problemas que la
humanidad se ha ido encontrando a lo largo de la historia, asi como para expresar
situaciones reales. David Darling (2004) argumenta que las 29 marcas que aparecen en
el hueso de Lebombo de hace 40000 afios contaban los dias que duraba el ciclo lunar,
siendo este el primer valor numérico del que se tiene consciencia. También aparecen

.Actos embrionarios geométricos.®" la simetria presente en algunas las herramientas del
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paleolitico superior (Gil, 2020) y en simbolos aparecidos en pinturas rupestres .

De igual manera, las funciones surgen de la necesidad de simplificar, organizar y

sintetizar informacion o sucesos de la vida real para poder analizarlo.

El concepto de funcién definido formalmente como objeto matematico
independiente no aparece hasta el siglo XVII con los inicios del calculo y el calculo
infinitesimal. La primera idea de funcion como relacion de dependencia entre dos
cantidades variables nacié de manos de matematicos como René Descartes (1596-1650),
Isaac Newton (1643-1727) o Gottfried Leibniz (1646-1716). Este tltimo en concreto
fue quien acuii6 el término “funcién” junto a otros términos relacionados: “variable”,

“constante” y “parametro”.

Sin embargo la historia de las funciones tiene origen mucho antes (Ponte, 1992).

Desde la antigiiedad se pueden encontrar ejemplos particulares de funciones como:

— Tablas de valores: Utilizadas para contar cantidad, representan una
correspondencia entre un conjunto de objetos dados y una secuencia de conteo

nameros.

— Tablas Babilonicas: Tablillas esculpidas en arcilla que datan de finales del milenio
IV antes de Cristo que asignan a cada valor numérico su reciproco, cuadrado, raiz

cuadradas, cubicas. ..

— Operaciones aritméticas: Las operaciones elementales como la suma o el

producto son funciones de dos variables.

En el siglo XIV Nicolds Oresme (1323-1382) introdujo un método para mostrar
graficamente distintas dependencias entre cantidades como las velocidades con el que
represent6 el movimiento uniformemente acelerado. Estas representaciones (Freixenet,
2017) pueden considerarse como las precursoras de la geometria analiticas que relaciona

funciones con su gréfica.

Estas graficas de Oresme no representaban expresiones algebraicas del tipo f(x)
como si sucede en la actualidad. Fue Leonard Euler quién introdujo el concepto de
“expresion algebraica”(Ponte, 1992) en sustitucion de otros términos utilizados hasta
entonces por sus predecesores. Entre estos predecesores destacan los ya mencionados
matematicos del siglo XVII y Jean Bernoulli (1667-1748), de quien Euler (1707-1793)
fue alumno, cuya definicién de funcién como “cantidad que se compone de alguna
manera de esa variable y constantes” introdujo definitivamente el término “funcién” en

el 1éxico matematico.

Hasta este punto de la historia, las funciones vienen motivadas por la asociacién

de valores mediante expresiones algebraicas (a excepcion de las tablas de valores). Sin
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embargo estas expresiones no pueden representar todas las relaciones de dependencia
existentes. Dirichlet (1805-1859) generaliz6 la definicion moderna de funcién numérica:
Una funciodn es una correspondencia cualquiera entre dos conjuntos de nimeros, que

asocia a cada nimero en el primer conjunto un tinico nimero del segundo.

Con esta definicion de Dirichlet el término funcién, motivado originalmente por
el estudio de gréficas curvas y expresiones algebraicas que modelan procesos fisicos de
dependencia entre dos magnitudes, se desliga completamente de sus representaciones y

cobra significado matematico por si mismo.

En las matemadticas de los siglos XIX y XX, con la aparicion de la teoria de
conjuntos, las funciones terminarian por desligarse ademds del sistema de numeracion
empleado incluso de la condicién de que la entrada y salida sean valores numéricos.
Actualmente los mateméticos hacen uso de funciones de todo tipo, desde las més

sencillas hasta las mds generales:

— Funciones booleanas: asignan “si” o “no” a elementos seglin cumplen o no una
caracteristica (ej: puerta l6gica AND que solo devuelve un “si”’ cuando todos los

elementos que recibe son “si”).

— Funtores que llevan objetos de una categoria a objetos de otra (ej: funtor olvido
que ‘“convierte” espacios topoldgicos en conjuntos, desprendiéndoles de su

estructura)

En esta propuesta se adopta la razén de ser histérica del concepto de funcion.

2.3.2. Problemas que motiven los distintos aspectos de las funciones
a trabajar

Se busca presentar al alumnado situaciones en forma de problemas, las cuales
puedan resultarles cercanas y den sentido y utilidad a la interpretacion y andlisis de

funciones, asi como las funciones definidas a trozos y la tasa de variacion media.

A continuacién se proponen tres problemas y una actividad donde surgen de
manera informal conceptos que mds tarde institucionalizaremos en nuestra propuesta.
La finalidad de estos problemas es plantear cuestiones que hagan pensar y que sirvan de
motivacion para la introduccidn e institucionalizacion de los conceptos nuevos a trabajar
en 4° de ESO.

Los dos primeros problemas mostraran relaciones funcionales, una en el ambito
de la biologia y otra en una situacion realista. Se estudiard el comportamiento de una

variable que depende de otra.
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El primer problema muestra situaciones donde esta variable aumenta o disminuye
y se producen saltos en sus valores. Ademads se dan situaciones de periodicidad y surgen

también los conceptos de maximo y minimo.

Problema 1. Nos planteamos analizar la evolucion de una poblacion salvaje de lince
ibérico. Crea una representacion visual que permita ver las consecuencias sobre la
poblacion de linces que tiene cada una de estas situaciones explicando brevemente
por qué crees que seria ast. Sefiala en que momento/momentos de cada una de estas

situaciones la poblacion de linces se encuentra en su mejor y peor momento.

a) Caza no controlada: Durante un periodo se permitio a los cazadores matar

libremente linces ibéricos.

b) Repoblacion: En un momento dado se libera en el territorio un grupo de linces

ibéricos que estaban en un zoo.

c) Aumento de conejos: Se introduce en un momento dado una gran cantidad de

conejos, animales de los que los linces se alimentan.

d) Situacion normal: en temporada de cria aumentan los nacimientos, los

fallecimientos se producen de manera constante durante todo el ario.

La resolucion de este problema puede verse en el Anexo 1.

A la hora de resolver este problema se espera que los alumnos dibujen una curva
como representacion visual y que hagan uso (nombréndolos o no) de los conceptos
como: decrecimiento (cuanto se trata de una situacion de caza no controlada), salto
en la continuidad (en el momento de repoblacién), crecimiento y tendencia (cuando se

introducen conejos). . ..

En este segundo problema se pide conocer tanto los valores que puede alcanzar una
variable (siendo estos el dominio y rango) de la modelizacion realizada de una situacion.
Surge también la expresion algebraica de una funcién como herramienta que permite

conocer todos sus valores.

Problema 2. Tenemos 10 piezas de domino que sabemos que miden 4cm de largo y 2cm
de ancho. Al colocarlas una detrds de otra se crea una fila, pudiendo estar cada pieza

colocada a lo largo o a lo ancho.

— /[ Qué longitudes puede tomar esta fila?

— ¢Cudntas fichas puede haber a lo ancho?;Cémo puedo saber cudnto mide esta

fila segtin el niimero de piezas a lo ancho?
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La correcta resolucion de este ejercicio desemboca en la observacion de que se
pueden obtener longitudes de entre 20 y 40 cm (puede ser que los alumnos especifiquen
que solo se pueden obtener valores pares). La segunda cuestion esta pensada para que
los alumnos razonen el dominio de la funcién longitud segun las piezas a lo ancho y

concluyan con la expresion algebraica de la misma.

El tercer problema plantea una situacion de la vida cotidiana donde el uso de la tasa

de variacién media facilita el andlisis a la hora de extraer las conclusiones requeridas.

Problema 3. Eres ciclista y todos los dias sales a pedalear, tienes una tabla donde
apuntas cada dia cuantos kilometros recorre. Con ayuda de Excel puedes ver la

siguiente grdfica de los 101 dias que lleva entrenando.

140

100

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Figura 2.1: Gréfica de elaboracion propia.

— ¢ Cudnto ha mejorando desde que empezo? ;y los ultimos 20 dias? ;y en los 20

primeros?
— ¢Cudnto dirias que corre mds cada dia respecto al anterior?

— ¢Cudndo ha mejorado mds? sin contar dias anomalos donde por razones externas

no haya podido ir tanto en bici.

— (¢ Cudndo podrd, aproximadamente, recorrer 150 kilometros en bici?

Este problema esta pensado para que alumno haga uso sin nombrarlo de tasas de
variacion, para a continuacion forzar el uso de algun tipo media entre las diferencias, la
cual serd la tasa de variacion media. Se espera que el problema sirva de justificacion de
su utilidad no solo para el analisis sino para la prediccion. Ademas, para realizar esta

prediccion una manera de proceder es dividiendo la funciones en distintos trozos.

Por ultimo, la siguiente actividad busca dar una razén de ser a las funciones

definidas a trozos.
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Actividad 1. Esta actividad se realizard en grupos de 4 alumnos. A cada grupo se le da

un totem mdgico que puede ser fisico (como un rollo de cartén con cara) o metaforico.

La actividad se ambienta en el cuidado del tétem, el cual requiere de atencion
constante, por lo que deben llevarlo siempre encima. Para ello se pone a los alumnos en
la situacion de que durante los iiltimos 40 dias se han ido repartiendo la tarea de cuidar
al totem entre los 4 miembros del grupo. De esta manera cada miembro del grupo ha

tenido el totem durante 10 dias.

Resulta que este totem mdgico tiene la capacidad de registrar cada dia la
velocidad mdxima a la que ha estado durante ese dia el alumno que lo porta. Queremos
dibujar una grdfica que represente esta velocidad. Como no podemos esperar 40 dias a
realizar la actividad cada miembro del grupo elegird una formula que serd la funcion

que dard la velocidad del totem en cada uno de los 10 dias que ha estado con él.

Cada alumno dibujard y escribird la formula de sus 10 dias y se la mostrard a su
grupo. El objetivo de la actividad es unir las grdficas de los 4 alumnos en una vinica
grdfica que contenga la informacion de las velocidades mdximas del tétem mdgico
durante los 40 dias. Una vez dibujada esta grdfica, cada alumno con un color distinto
para poder diferenciar las “partes” de la misma, y escrito sobre cada parte la formula
correspondiente, se pedird a los alumnos que la expongan al resto de clase. Se les
pedird que expliquen en voz alta la forma que tiene la funcion que han obtenido entre

los 4 miembros del grupo.

Esta actividad obliga a compactar la informacién de la gréifica obtenida y expresarla
de manera oral haciendo uso conjunto de lenguaje algebraico y coloquial. Se espera que
de esta necesidad aparezcan maneras de expresarse de la forma “la funcién es x> + 3
entre el dia 1 y el dia 10...”. Se contempla ademas la posibilidad de que algin grupo
haya contado los dias como 1,2,...,10,1,2,...,10 dando pie a preguntar si lo obtenido
al juntar las funciones asi es una funcién o es necesario que los dias se cuenten como
1,2,...,10,11,12,...,40.

2.4. Campos de problemas

En un curso como es 4° de ESO los objetos matematicos y el estudio que se hace
de los mismos alcanzan una mayor complejidad. En el caso de las funciones, estas
requieren de un desarrollo progresivo que parta de las nociones mds familiares y vaya

profundizando en los nuevos conceptos.

Tall y Vinner (1981) diferencian dos maneras de abordar la complejidad de

cualquier objeto matemadtico, por un lado la imagen conceptual y por otro la definicion
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conceptual. La definicién conceptual corresponde a un momento de institucionalizacion
y su naturaleza es la teoria pura, mientras que la imagen conceptual es subjetiva y esta
condicionada a como ha percibido y trabajado cada individuo un objeto. Es en esta
imagen conceptual donde radica la comprension, y es esta la que debemos explotar y

enriquecer en los alumnos.

En la actividad matematica llevada a cabo a la hora de introducir un nuevo objeto
y aprender sobre el mismo, se van agregando contenidos que se estructuran en una
red. Esta red de objetos que intervienen y emergen de los sistemas de practicas y las

relaciones que se establecen entre los mismos.

Es esta red, junto con la imagen conceptual lo que, secuenciando los problemas
a plantear en cinco distintas fases, se pretende enriquecer de manera ordenada. Sera el
alumno quien a través del planteamiento y la resolucion de las situaciones y problemas
que se le presenten, vaya construyendo la complejidad de las funcionas, estableciendo
relaciones entre las distintas propiedades, definiciones, procedimientos, situaciones,

representaciones, herramientas. . .

Estas fases corresponden con cinco distintos campos de problemas que se
establecen en esta propuesta como esenciales para que el estudio de las funciones y

gréificas de 4° de ESO se realice de manera progresiva y satisfactoria.

C1 Interpretacion de graficas: Un primer paso a dar en la comprensién de cualquier
objeto matematico es conectarlo con aquello que nos resulta més intuitivo, cercano,
o sencillo. En el caso de las funciones, sobre todo llegados a 4° de ESO, esto son
las graficas. A través de la grifica de una funcién pueden observarse visualmente
la mayoria de las caracteristicas y propiedades de la misma, tanto como objeto
matematico como herramienta que modeliza una situaciéon. También se incluyen
en este campo de problemas cambios de representacion sencillos que parten de
una gréfica, ya sea la extraccion de una tabla de valores a partir de una grafica o la
interpretacion de una grafica dada mediante la invencion de un enunciado para la

misma.

Se diferencian aqui tres tipos de problemas de interpretacion de graficas:

a) Buscar significado y explicacion a las caracteristicas observadas en una gréfica

que modeliza un suceso observable.

b) Extraccion de caracteristicas y propiedades interpretando graficas

descontextualizadas.

¢) Interpretacion no inmediata de graficas donde el grafico presentado no

corresponde exactamente con el trazo continuo de puntos (x, (f(x)).
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La interpretacion de gréficas supone un primer acercamiento a la relacién entre

gréificas y otras representaciones y que da pie al siguiente campo de problemas.

C2 Cambio de representacion: Una vez exploradas y explotada representaciones
gréficas, el siguiente paso 16gico es trabajar con otras representaciones de funciones
menos visuales. Combinar distintas maneras de expresar un mismo objeto enriquece
y sofistica la imagen conceptual que se tiene del mismo. Este campo de problemas
engloba los cambios de representacion que requieren un trabajo mas elaborado que

interpretar una gréfica.

a) Paso de tabla o enunciado a grafica. Donde ya no se limita al alumnado al
andlisis de gréficas dadas, sino que se le pide que las cree, familiarizdndolo

mucho mds con este objeto.

b) Paso de enunciado a expresion algebraicas. Las expresiones algebraicas pueden

ser tanto formulas Unicas como funciones a trozos.

¢) Relacion entre grafica y expresion algebraica. Donde se explota un primer paso

hacia la geometria analitica.

C3 Estudio de dominios: Habiendo introducido ya las expresiones algebraicas, las
funciones a trozos y otras representaciones de funciones, se pueden abordar estudios
del dominio de las mismas. Se distinguen dos tipos de situaciones ante las que

estudiar el dominio de una funcion

a) En situaciones contextualizadas.

b) Dada una expresion algebraica. Trabajaremos estos problemas con Desmos,

haciendo que sea el alumno quién observe y obtenga conclusiones.

C4 Tasa de variacion media: La tasa de variacion media o TVM es el contenido
principal, por novedoso, de esta propuesta didactica. EI campo de problemas se

divide en dos tipos distintos

a) Tasa variacion: en estos ejercicios se busca explotar simplemente la diferencia de

valores entre dos puntos de una funcion, dandole significado en un contexto real.

b) Tasa variacion media: haciendo uso de la idea de tasa de variacion, en estos
problemas se plantea la necesidad de usar la media de los crecimientos de una

funcion.

A continuacién se plantean una serie de problemas correspondiente a cada uno de los

campos explicados.
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C1. Interpretacion de graficas
a) Modelizando sucesos observables

El siguiente problema busca explotar el concepto de funcién como herramienta

matematica que sirve para representar situaciones del mundo real y poder analizarlos.

Problema 4. Aqui puede verse la grdfica  a) ;Cudnto tiempo estuvo en
de la evolucion de la temperatura de observacion?

Javier cuando estuvo enfermo y en

. b) ;Que dia tiene mds fiebre? ;y cuando
observacion: ) (@ fi ¢y

alcanza un minimo la temperatura?

40° TEMPER‘AIURA"("’CF”";' | 1]
39° ‘ f /," ‘ NE - c) ¢En que intervalo de tiempo empeora
o] | l N . .

38T \ la fiebre? ;cudndo mejora?

37° 11 A\

36" l ! d) ;Qué temperatura tendria los proximos
LT T T T [EMPQ (dids), )
1 2 3 45 6 7 dias?

Figura 2.2: Grafica temperatura (Coleraet  e) Haz un pequeiio informe de la
al., 2010). enfermedad que ha sufrido.

El siguiente problema tiene dos claros objetivos. El primero es mostrar que una
grafica puede tomar distintas formas, no tnicamente la de una curva, y no tiene porque
necesariamente corresponder exactamente a una funcién. El segundo objetivo es
desarrollar mds general del pensamiento matematico, relacionando el tema de funciones

con la utilidad de las mismas como modelado no exacto de la realidad, es decir, con la

estadistica.
Problema 5. Hemos medido la altura y 200 -
el peso de unos 100 hombres y mujeres de ‘h’ ,,,;?' o
3 SS00 ¢ BEFEEI

entre 0'y 50 arios y hemos obtenido esta so |- s f:ﬁfé- "
grdfica de puntos: T ot

N L5

g ool . e

:\3 "o o Hombres

< o 8 o Mujeres

o (de © o 50 ados)
50 fage
o " i
o 25 75 oo

50
Feso (K3)

Figura 2.3: Gréafica Altura-Peso
(Rodriguez, 2004)
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a) ;Cuanto mide la persona mds alta de esta medicion? ;y la mas baja?
b) ;En que rango de peso se encuentran nuestras personas?
c) ¢Es esta grdfica una funcion?

d) Dibuja una grdfica que permita saber a aproximadamente el peso de una persona

sabiendo su altura.
e) ;Que rango y dominio tiene esta funcion?

f) Describe la “forma” de la grdfica que han hecho explicando su significado.

Problema 6. En estas grdficas se muestran los distintos tipos de estrellas y la relacion

entre su temperatura y su luminosidad.:

SUPERGIGANTES

1]

GIGANTES

K-
=
=
-
=
E
&
E
[}
H
=

Estrella K

Figura 2.4: Gréfica estrellas (Rodriguez, 2004)

a) La secuencia principal muestra una gran cantidad de estrellas, entre ellas el sol.
¢ Que temperatura y luminosidad tiene el sol? Si el sol se enfriase ;brillaria mds o

menos?

b) ;Como describirias a alguien la relacion temperatura-luminosidad de la secuencia

principal?
c) ¢;Qué tipo de estrellas son las mds luminosas?; Porque has elegido esas y no otras?
d) ;Qué tipo de estrellas es el mds peculiar segiin estas grdficas? ;porque?

La resolucion de este problema puede verse en el Anexo 1.
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b) Interpretando graficas descontexcualizadas

Al perder el carécter intuitivo de relacionar una grafica con un hecho real, el
siguiente problema conecta mas con el estudio meramente matematico de una grafica.

Trabajando una funcién como objeto matematico independiente del uso que se le de.

Problema 7. Dada la siguiente grdfica de pul

una funcion: 2

A

4 _%/ \/l 14l 6
1-2

. .. .y 14
a) Cudl es su dominio de definicion.

_ ) Figura 2.5: Funcion discontinua (Escoredo,
b) Es continua ;cudndo si'y cudndo & Pérez, 2011)

no?

c) ¢En qué intervalos crece y en cuales decrece? ;tiene algiin mdximo? ;como es en

el intervalo (—eo,—2|?

Con el fin de hacer ver la importancia del contexto detrds de una grafica y funcion

se presenta la siguiente actividad.

Actividad 2. Trabajando en grupos de 4 alumnos, se les dard total libertad para que
cada grupo cree una situacion, una historia, una relacion. .. y dibuje la grdfica de la

misma.

Es importante que cada grupo lo haga sin que el resto de grupos lo vea ya que a
continuacion se intercambiardn las grdficas resultante entre grupos. Estas grdficas no
tendrdn leyenda ni nombres ni valores en los ejes, no debe aparecer ninguna letra ni

numero.

Cada grupo tratard de adivinar que representa la grdfica que ha recibido, creando
una contextualizacion para la misma. Estas contextualizacion se expondrd ante
toda la clase para posteriormente ser comparada con el contexto original pensado
por el grupo que ha dibujado la grdfica. Se discutird acerca de la validez de ambas

conextualizaciones.

c¢) Interpretacion no inmediata de graficas

El siguiente problema hace preguntas acerca de una funcién que resulta no ser
exactamente la que se representa en la grafica. Sin introducir ningin contenido al
respecto, los alumnos al resolver este problema estardn realizando una composicion de

funciones (concretamente la composicion que da lugar al valor absoluto).
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Problema 8. La siguiente grdfica

representa la oscilacion de un péndulo:

Figura 2.6: Gréfica de elaboracion propia.

a) Dibuja el péndulo en la posicion que tiene en el segundo 0y en el segundo 25, ; Qué
le estd pasando al movimiento de este péndulo?;Qué hard el péndulo a partir del

segundo 25?7

b) Observando la grdfica y considerando la funcion que da la distancia del péndulo al
punto medio: Di (aproximadamente) cual es su dominio, rango, mdximos, minimos, e

intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) ¢;En que momento estard mds lejos de punto de partida?

d) Repite en apartado 2. para la funcion distancia al punto de partida. Trata de dibujar

la grdfica

De cara a comprender mas en profundidad el significado general de funcion y
el alcance que tiene el trabajo con las mismas, es necesario introducir cuestiones que
rompan con lo trabajado hasta este curso. Ha de tenerse en cuenta que interpretar
gréficas es un campo de problemas que lleva presente para los alumnos de 4° ya durante
tres afos. El siguiente problema presenta una gréfica de una funcién discreta oculta tras

un diagrama de barras, herramienta més propia de la probabilidad y la estadistica.

PrOblema 9. La Siguiente grdﬁca Colores preferidos
representa cudntas personas tienen cada

color como color favorito:

4

23

a) ;Cudl es el dominio de la funcion que ,
representa esta grdfica? :

0

Negro Azul Amarillo Rojo

b) ;Donde tiene un mdximo y un minimo? Color

Frecuencia absoluta

c) ¢Se puede decir si esta funcion es Figura 2.7: Diagrama de MateMovil (s.f).

continua o discontinua.?
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Se espera en este problema que contesten que el dominio de la funcién son los
colores {Negro, Azul, Amarillo, Rojo}. No se espera que haya mucha dificultad con los
extremos y que la pregunta acerca de la continuidad de pie al correspondiente momento

de institucionalizacién donde se formalice el significado de continuidad.

C2. Cambio de representacion
a) Paso de tabla o situacion contextualizada a grafica

Ademads de combinar una representacion en tabla con el enunciado con palabras, el
siguiente problema puede abordarse tanto como una funcion con variable independiente
numérica como no numérica. De nuevo el trabajo con estas representaciones no es
algo que aparezca por primera vez este curso, luego los planteamientos que se realicen
deben estar enfocados a fortalecer un conocimiento que ya deben tener los alumnos, y

ampliarlo con nuevos tipos de problemas.

Problema 10. Hemos medido la lenteja que hemos plantado en casa a lo largo de los
tiltimos meses:

Mes | Feb | Mar | Abr | May | Jun | Jul | Ago | Sep
cm | 0 0 1 3 S | 8| 10 | 11

A partir de entonces no crecio mds, al enero siguiente perdio un centimetro y siguio
perdiendo cada mes un cm mds de lo que perdié el mes anterior hasta que se marchito
del todo.

a) ;Cudndo murio definitivamente la lenteja?
b) Representa grdficamente la altura de la lenteja en funcion del tiempo transcurrido.
c) ¢Cudl es el dominio y el rango de la altura en funcion de los meses?
d) ¢;Es continua esta funcion? ;Puede hacerse continua de alguna manera?
El hecho de preguntar primero por cuando muere busca que el alumnado o bien

trate de trabajar con la expresion verbal, o bien que complete la tabla, o bien que decida

responder a las cuestiones en desorden.

b) De enunciado a expresion algebraica

En el siguiente problema en un principio no se dara dibujo alguno con la intencion

de forzar la comprension lectora de los alumnos.
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Problema 11. Tengo un cuarto lleno de baldosas cuadradas para hacer un mosaico con

ellas.

El mosaico quiero que sea cuadrado, de manera que los bordes de las baldosas
formen una cuadricula. Para poder unir las baldosas voy a pegar los bordes de dos en

dos con una tira de adhesivo.

a) ¢;Cudntas tiras de adhesivo necesitaré si quiero un mosaico cuadrado de 3 baldosas
de lado? ;y 4?

b) ;Cudntas tiras de adhesivo necesitaré en funcion de como de grande es mi mosaico

de baldosas? ;Y en funcion del niimero de baldosas?

c) Si ahora quiero un mosaico rectangular ; Cuantas tiras necesitare segiin cuantas
baldosas de largo y alto tiene el rectdangulo? ; Puedo saber ahora cudntas necesito

en funcion del niimero de baldosas?

La posible resolucion de este problema de un alumno puede verse en el Anexo 1.

Con este problema de baldosas se acerca la idea de funcién a la idea de férmula,
ademds, aunque no se institucionalice nada al respecto, en este problema los alumno
obtendrén la expresion algebraica de una funcidn en varias variables y trabajado con la

inyectividad de una funcién.

El problema siguiente busca el desarrollo por parte del alumno de algiin método

que le permita representar una funcién definida a trozos.

Problema 12. Desde que se invento la silla levitadora y se vendieron 10 en 2034, sus
ventas se han duplicado cada ario, pero en 2040 empezaron a disminuir y cada ano se

vendian 5 menos que el anterior hasta que llego 2056 y la venta se estabilizo.

— Dibuja y escribe la formula de la funcion que representa la cantidad de sillas

levitadoras vendidas por ario.

La actividad que se detalla a continuacién busca desarrollar la capacidad del

alumnado de reconocer patrones y obtener una expresion algebraica que los represente.

Actividad 3. Actividad hecha por Desmos que puede verse en el siguiente enlace:
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/5e5420005 1 afec695ca0a7 1 a.

Esta actividad consiste en una “mdquina” a la que le das unos valores y te
devuelve otros. Los alumnos deben ir introduciendo valores y tratar de obtener cual es

la regla es la que sigue esta “mdquina”, las cuales son las funciones f(x) =x— 10y

flx)="1.
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A continuacion aparecen dos maquinas sobre las que hacer ingenieria inversa.
Una funcion que tiene por entrada una palabra o frase y devuelve la siguiente letra a la
ultima (ej: f{ “Eduardo”)=P). La iiltima maquina resulta no ser una funcion ya que no

devuelve valores iguales para entradas iguales.

La actividad de Desmos se cortard en la diapositiva 9 para dar paso al trabajo por
grupos de 4. Cada alumno debe crear una funcion numérica y una regla que resulte ser
una funcion que no tenga como dominio valores numéricos. El objetivo de los otros 3
miembro serd ir pidiendo valores e intentar adivinar en el menor numero de peticiones

de que regla o funcion se trata.

¢) Relacion entre grafica y expresion algebraica

Problema 13. Cada pareja recibird dos sobres, uno de ellos tiene 10 tarjetas
plastificadas con grdficas de funciones, el otro tiene otras 10 tarjetas plastificadas con
Jormulas correspondientes. El objetivo de este problema es emparejar las grdficas con
las formulas. Para ello se pueden ayudar de GeoGebra para visualizar puntos, pero solo
podrdn escribir en GeoGebra los valores numéricos (a,b) y mostrarlos en la pantalla.
No pueden dibujar trazos de funciones ni utilizar el software como herramienta para

calcular f(x) sino que deben hacer los cdlculos sobre el papel siempre que sea posible.

Las tarjetas para el desarrollo de este problema pueden verse en el Anexo 2.
Estas gréficas corresponden a operaciones algebraicas sencillas que los alumnos ya
han trabajado anteriormente. El ejercicio esta planteado para cotejar valores (x, f(x))
obtenidos de las formulas con puntos concretos de las graficas que contienen ejemplos

de graficas continuos y discretos.

C3. Estudio de dominios

a) En situaciones contextualizadas

Problema 14. Cuales son las limitaciones del dominio de las siguientes funciones.

Razona tu respuesta.

a) Altura sobre el nivel del mar en funcion de la distancia recorrida.

b) Area de rectdngulos hecho con la misma cuerda en funcion de la altura de los

rectangulos.
¢) Casilla a la que llega una ficha en funcion del valor que sale en un dado.

d) Dinero ahorrado en funcion de la edad.
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e) Kilos de pasta que hay que comprar en funcion de jugadores que han jugado un

partido de baloncesto.

f) Superficie de terreno que corresponde a cada uno en funcion del niimero de

herederos.

Una posible resolucién de este problema de un alumno puede verse en el Anexo 1.

b) Dada una expresion algebraica

La siguiente actividad tiene como objetivo que el alumnado observe como se
dibujan distintas funciones con las que ya ha trabajado y vea cuales son sus dominios.
La actividad empieza con funciones lineales o cuadraticas con las que ya deberian
tener cierta familiaridad. Estas férmulas tienen como dominio toda la recta real.
Posteriormente se presentan ordenadamente ejemplos de formulas que no tienen por

dominio la recta real.

Poder visualizar los gréficos gracias a la aplicacion Desmos permite que sean los
alumnos quienes obtengan mediante observacion y razonamiento el procedimiento y
método para saber cuando existe y no existe dominio de definicién de una expresion
algebraica. De esta forma se evita que estos problemas se conviertan en meros ejercicios

algoritmicos de aplicar una técnica dada.

Actividad 4. Cada pareja abrird una cuadricula en blanco la aplicacion Desmos y se
les pedird que vayan dibujando las siguientes funciones. Se preguntard sobre que forma

tiene cada una de ellas y si su dominio es toda la recta real.

a) f(x)=2 ¢) f(x)=3x+2 e) f(x)=3x>—3x+2

3x2 —4x
b) f(x) =x+2 d) f(x)=3x2+2 @)= —F—+2

A continuacion dibujan la ecuacion f(x) = \/x

b) ;Observas algo extrafio esta grdfica? ; Porqué no hay grdfica a la izquierda?
c¢) ¢Cudl es el dominio de esta funcion?

d) ¢Que sucede si cambio la funcion por f(x) = Vx2? ¢ Porque ahora el dominio si

es toda la recta real?

e) Sin dibujarla, como crees que seria la grdfica de f(x) = /x+2

Dibujan ahora la funcion genérica f(x) = \/x+k, k se convertird en un un deslizador

que pueden mover para observar el comportamiento del dominio.
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f) Escribe una férmula cuyo dominio sea [2,0) y otra que sea (—o,2]. Si lo

necesitas vuelve a pintarf(x) = \/x busca antes una que tenga dominio (—eo,0)].

Por iiltimo se repite un proceso similar partiendo de la funcion f(x) = —
X

h) ;Qué punto no esta en el dominio de esta funcion? ;Porqué?

1 1
i) ¢Que dominio tendrd la funcion f(x) = o k? ’y GoD0T2) ?
Problema 15. Dibuja en Desmos y di cual es el dominio y por que de las siguientes
funciones
a) f(x) =v6+x? ¢) f(x) = 1
V6 +5x+ x2

b) )= —— d) f(x)= =+ 6T 5%

)f(‘x)_6+5x+x2 )f('x)_3x_2 X

Las funciones seleccionados para este problema engloban cuatro situaciones
distintas. Dos de ellas sencillas que utilizan directamente lo observado en el problema
anterior. Las dos ultimas requieren un razonamiento para combinar dominios de

fracciones y radicales, una por composicion y otra por suma de fracciones.

Problema 16. Cual seria el dominio de las siguientes funciones:

f(x)=vx+5 g(x) = 15x h(x) = ﬁ

A continuacion dibuja las tres en Desmos sobre los mismos ejes. Con las grdficas

hechas por Desmos delante dibuja en el papel la grdfica de las siguientes funciones:

f(x)si —o<x <0 g(x) si —eo<x< —1
a) F(x) =4 gx)si0<x<4 c) Fix)=< fx)si —1<x<1
h(x)sid <x<oo g(x)sil <x<oo
g(x) si —eo<x <1 fx)si —o<x <1
b) F(x)=<¢ h(x)sil <x<2 d F(x)=4¢ gx)si0<x<2
flx)si2 <x<oo h(x) sid4 <x<eoo

Di cual es el dominio de cada una de estas funciones definidas a trozos explicando

como lo has obtenido sabiendo los dominios de f, g y h.

Notar que la dltima funcién de las planteadas en este problema no esta bien

definida ya que para x entre O y 1 tiene dos valores distintos.
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Las férmulas f, g y h dadas tienen dominio en [—5,), R\ {3} y R\ {6,10}
respectivamente. Las funciones definidas a trozos que se plantean toman distintas
formulas en distintos intervalos de manera que: 1. tenga dominio la interaccion de
todos los dominios de f, g y &; 2. tenga dominio R; 3. tenga la misma férmula en dos
intervalos separados y su dominio se la interaccion de algunos dominios de f, g y h; 4.

combina dominios de f, g y h y ademas no tiene dominio en [2,4) por definicién.

C4. Tasa de variacion media

Todas las actividades de este campo de problemas estdn contextualizadas en
situaciones hipotéticas donde cada grupo de 4 alumnos ha disefiado una nave espacial
que puede tanto volar como bucear. Los prototipos de dichas naves ha sido puestos a
prueba con un primer vuelo desde una plataforma maritima, de manera que cada nave ha

recorrido ciertas alturas, ya sean positivas volando o negativas buceando.

Esta ambientacion da pie a que cada grupo de alumnos reciba una relacion distinta
que representa la altura sobre el nivel del mar de su nave. Esta relacion puede venir
dada por una tabla o por una grafica ya hecha en Desmos en la cual se ven marcados
los puntos notables (extremos relativos y cortes con los ejes) y ademds pueden consultar
valores escribiendo simplemente “f(a)”. Las graficas de Desmos estds hechas mediante
expresiones algebraicas de una complejidad mucho mayor a la de un nivel de 4° de ESO,

centrdndose asi el razonamiento sobre el concepto de funcidn y no el de férmula.

Las actividades a continuacion van enfocadas a que los alumnos analicen y
comparen el desempefio de su nave con el resto de su clase. Se considera que esta
ambientacion da pie a una motivacion extra a la hora de realizar las actividad ya que

genera una intriga hacia el resultado a obtener.

a) Tasa variacion

Actividad 5. Los grupos reciben las siguientes relaciones, donde la variable

independiente son segundos y la dependiente la altura sobre el nivel del mar:

1. https://www.desmos.com/calculator/Iwcdx3k5dn

Figura 2.8: Gréfica de elaboracion propia.
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2. https://www.desmos.com/calculator/yhll6gnn46

Figura 2.9: Gréfica de elaboracion propia.

3. https://www.desmos.com/calculator/ri3j6nztnl

Figura 2.10: Gréfica de elaboracién propia.

4 Segundo | 0 | 10 | 15|21 | 28 | 35|40 | 45| 50
| Metros |0| 8 | -1|-41|-10] 01| 0| 2|0
5 Segundo | 0 | 2 | 10|18 |19 |22 | 35|40 50
| Metros |10 12| 4 |16 |18|10| 2 | 2 | 2
6 Segundo | 0 | 5 | 10| 12 | 20| 27 | 32 | 40 | 45
| Metros |0|6| 1 |-3|4 |10 0 |-2] 0

Se les pedird en primer lugar que grafiquen la tabla o tabulen la grdfica y que
analicen la monotonia marcando cuando la nave asciende (crece), desciende (decrece) y

cuando alcanza extremos.

A continuacion para comparar el desemperio de cada nave cada pareja expondrd a

la clase el comportamiento de la suya dando los siguientes datos:

a) ;Cudnto ha durado su vuelo?

b) ;Qué altura mdxima y minima ha alcanzado la nave?

c) Durante los 10 primeros segundos ; cudnto ha ascendido o descendido tu nave?

d) Durante los otros 20 segundos.
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e) En los intervalos de tiempo en los que la nave ha descendido, ;cudntos metros han

sido estos descensos?

f) ¢Cudnto se ha ascendido o descendido en los iiltimos 5 segundos? ;Y entre el
segundo 10y el 35?

Actividad 6. Como continuacion del anterior, en esta ocasion se pregunta acerca
de qué nave ha hecho la ascension continuada mds larga, tanto en tiempo como en

distancia.

Para ello cada pareja debe observar sobre la grdfica o la tabla del comportamiento
de su nave y tomar los intervalos donde la nave asciende, calcular su longitud y su tasa
de variacion (tiempo y distancia ascendida), y finalmente comparar sus resultados con

el resto de parejas para obtener la nave ganadora en esta categoria.

Se espera en esta actividad que las parejas utilicen como valores de inicio y final
de una ascension los extremos relativos correspondientes sin necesidad de especificar en
voz alta comentarios como “donde empieza a subir” o “cual es ese punto donde pasa de

estar bajando a estar subiendo” haciendo alusion a la técnica de obtencién de minimos.

b) Tasa de variacion media:

En esta dltima actividad se intercambiaran las funciones entre los grupos
argumentando que si analizan su propia nave podrian hacer trampa porque le han cogido
carifio. La razon real es que los alumnos que han analizado graficas de Desmos ahora

analicen tablas de valores y viceversa.

Actividad 7. Se busca saber qué nave ha sido la que mds rdpido ha hecho una
ascension. Para ello se especifica que nos referimos a la velocidad de una ascension
completa, desde el momento en el que empieza a subir hasta el momento en el que llega

a una mdxima.

Se irdn dando pistas para la obtencion de estas velocidades:

a) Marcad primero cuales son los periodos de tiempo concretos en los que la nave

asciende.
b) ;Cudnto tiempo dura cada ascension? ; Cudntos metros se ha ascendido del tiron?

c) (A qué velocidad ha ascendido sabiendo el tiempo y la altura?

Después de estas pistas cada grupo tendrd que comparan los intervalos de

ascension de la nave que estdn analizando. Una vez obtenido el momento donde
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asciende mds rdpido, solo queda poner las conclusiones en comiin al resto de clase y

comparardn las naves entre si.

Este proximo problema trabaja con la tasa de variacién media sin hacer uso de la

férmula ya conocida de la velocidad. Se espera que habiendo trabajado la actividad
metros  euros

anterior no resulte muy complicado ver la similitud entre y .
segundo ~ pulpos
problema tiene ademas una componente propia del campo de problemas C2, ya que
se pide la deduccion de una expresion algebraica a partir de unos datos dados. No se
descarta que los alumnos hagan un esbozo de la grafica como manera de visualizar

mejor la situacion, aunque no se pida explicitamente.

Problema 17. Tenemos a la venta peluches de pulpo reversibles en oferta. Si compras 1
cuesta 10€, si compras 4 cuestan 20€, 9 cuestan 30€, 16 cuestan 40€, 25 50€...

a) Con que formula estamos utilizando para determinar el precio en funcion de la

cantidad de pulpos.
b) Si alguien compra 4 pulpos, ;a cudnto le sale el pulpo? ;y 36 pulpos? ;y 50 pulpos?
c) ¢;Cuanto sube el precio si en lugar de 16 pulpos me compran 25? ;Y de 25 a 50?

d) ;a cuanto sale cada pulpo entre los pulpos 16y 252;y entre el 50 y el 100?

2.5. Procedimientos, algoritmos y técnicas

La interpretacion de gréficas con un significado real no necesita de técnicas
concretas, ya que su anélisis debe ser fruto de la contextualizacion de una grifica. Tanto
este tipo de ejercicios como los problemas de motivacion no buscan explicitamente
la aparicién de técnicas sino explotar la capacidad de comprension del alumnado y

proporcionarles situaciones que den sentido al estudio posterior.

Las técnicas aparecen a la hora de realizar el andlisis de una funcién que ha sido
desligada de la situacion que representa. Estas técnicas o procedimientos aparecen en las
actividades planteadas en los distintos campos de problemas, y nacen como un soporte
y herramienta para la resolucion de los mismos. Estas actividades se trabajardn en clase

con la metodologia especificada en Seccién 2.2 Metodologia.

Con el fin de afianzar las destrezas necesaria para la resolucion de algunos
problemas, se plantean a continuacion una serie de ejercicios donde prima la ejecucién y
el ejercitado de las técnicas. El objetivo de esta practica es que la ejecucion de técnicas
no suponga ningin impedimento ni dificultad a la hora de abordas los problemas y

actividades propuestas. La resolucion de estos ejercicios serd, salvo que dé tiempo
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a empezar al final de una sesion, una tarea individual para realizar en casa, y seran
corregidos en clase. Esta correccion podré ser en voz alta o sobre la pizarra, y o
mediante revision por pares donde los alumnos comparen y se evalden los ejercicios

entre iguales.

A continuacién se detallan estas técnicas y se presenta un ejercicio de cada una de

ellas como ejemplo. Los demds ejercicios serian similares.

T1 Reconocimiento de caracteristicas de funciones dadas en forma de grafica:

T1.1 Obtencién de dominios y rangos en una grafica: Dada una grafica, deberan

ser capaces de identificas sobre que valores del eje de abcisas existe trazo.
Igualmente deberan reconocer visualmente que valores alcanza una funcion
viendo para que alturas del eje de ordenadas existe trazo.

Esta técnica requiere ademds del uso de convenios como el uso de pequefios

circulos coloreados o blancos que representan valores existentes ausentes.

Ejercicio 1. Expresa usando intervalos el dominio de la grdfica

Figura 2.11: Grafica discontinua (Sangaku Maths, s.f.).

T1.2 Estudio de continuidad de una gréifica: Una funcién es continua en un

intervalo si su gréifica puede dibujarse sin levantar el lapiz del papel, es decir

de un solo trazo.

Ejercicio 2. ;Son continuas estas funciones? ;Porqué?

Figura 2.12: Graficas de elaboracion propia.

T1.3 Estudio de monotonia en una grafica: Dada una grafica los alumnos deben

poder interpretar visualmente los tramos crecientes o decrecientes e
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identificar los médximos como puntos donde hay un cambio de tendencia

creciente a decreciente (andlogamente los minimos). Ademads en caso de

tratarse de una funcion discontinua deben saber reconocer maximos o

minimos si lo hay, en los extremos de los distintos trazos de la grafica.

Ejercicio 3. Di en que intervalos crece, decrece y cuales son los mdximos y

minimos de estas funciones:

N2

Figura 2.13: Graficas de elaboracion propia.

T2 Cambios entre tabla, formula y grafica: Dada alguna de las tres

representaciones de funciones los alumnos deben ser capaces de obtener alguna

de las otras dos.

T2.1 De grafica o férmula a tabla: Observando o tomando valores y escribiendo

esos valores (x,y) en forma de tabla.

Ejercicio 4. Realiza una tabla de valores de las siguientes funciones:

B x—3
442

a) f(x)

+5

4 /
b) /
/ 4
Figura 2.14: Gréfica Propia

T2.2 De grafica o tabla a formula: Realizando suposiciones a partir de algunos

valores y comprobando estas suposiciones en otros valores.

Ejercicio 5. Escribe una formula que corresponda a las siguientes

funciones:
) x|1|2]|3
Yo IyTol 214

o

b)

Figura 2.15: Gréfica propia.
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T2.1 De férmula o tabla a grafica: Tomando algunos pares de valores (x, f(x)) y

dibujando esos puntos sobre el plano coordenado donde x es el valor en el eje
vertical y f(x) el valor en el horizontal. Se trabajardn ejercicios en los que

proceda unir los puntos obtenidos en un mismo trazo de la gréfica.

Ejercicio 6. Dibuja estas funciones:

x| 13]5]6
y|102]8[10

a) b) f(x) =x>+2" -3

T3 Calculo del dominio de una funcién dada por una expresion algebraica: Dada
una funcién dada como una férmula, los alumnos deben ser capaces de identificar
si se trata de una funcién puramente polindmica, cuyo dominio serdn todos los
numeros reales, o de otro de funcion donde el dominio puede fallar. Se trabajaran
funciones racionales y funciones con radicales con polinomios en numeradores,

denominadores o radicandos.

Estas técnicas para el célculo del dominio cobran gran importancia en futuros
cursos, a la hora de representar funciones y encontrar puntos singulares como

asintotas.

T3.1 Calculo de dominios en funciones con un denominador: Se iguala cero el

denominador y el dominio es toda la recta real excepto ese valor o valores de

x que hace cero el denominador.

Ejercicio 7. Calcula el dominio de:

3x+1 x*—3x 2
DIW=S B =

61 x+1 1
NO=3"6 V=T ess

T3.2 Calculo de dominios de funciones con un radicando: El dominio es el

intervalo donde el radicando es mayor o igual que cero. Para resolverlo es
necesario resolver una inecuacion de primer y segundo grado, contenido que

se aborda este misSmo curso.

Ejercicio 8. Calcula el dominio de:

a) f(x) =7—+vx+1 b) f(x) =vVx*—3x+2

c) f(x) =3x++3—6x d)f(x):\/)%l—l—S

T3.3 Calculo de dominios de funciones que combinan radicandos y denominadores:

Calculados los dominios de cada uno de radicandos y denominadores por
separado, sobre una recta real se marcan los puntos e intervalos de ambos
casos. El dominio de la funcién serd tinicamente aquellos intervalos y puntos

que pertenezca al dominio en todos los casos.
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Ejercicio 9. Di cual es el dominio y por que de las siguientes funciones

V6+5 -3
a) f(x)= 3x—2X Do) 2
3x—2 g) f(x):ﬂ
b) f(x):\/m X
4
h = 1
o 0= ) S0 =Vt 45—
1
1 ] =3
d) f0) =1 575 DI =31\ 376
X245 _ 2x 3
e) f(x)= G 1) J) fx) = 211 —x16

T3.4 Calculo de dominios de funciones definidas a trozos: Se procede de igual

manera que los casos anteriores para obtener los dominios de cada una de
las expresiones que aparecen. El dominio resultante serd la unidn de los

dominios truncados en cada uno de los intervalos de definicion

Ejercicio 10. Di cual es el dominio y por que de las siguientes funciones

a) f(x) =v6+x2 B 1
¢) flx) = V64 5x 4 x2
3x

d) f(x)= L+\/6+5x

b 1 5

T 6+ 5x+x2

Las funciones seleccionados para este ejercicio engloban cuatro situaciones
distintas. Dos de ellas sencillas que utilizan directamente lo observado en el
ejercicio anterior. Las dos dltimas requieren un razonamiento para combinar
dominios de fracciones y radicales, una por composicion y otra por suma de

fracciones.

Ejercicio 11. Di cual es el dominio de cada una de estas funciones definidas

a trozos, explicando como lo has obtenido:

1) { Vx+35 4<x<10 34 2+3  1<x<l10
% 10 < x < oo V6x 10 <x<oo
V2x+3 —oo <x <0 (x—10)"1 —o<x< -6

2) { ¥®*=3x+2 0<x<4 4 { V5—x —6<x<1
2 4<x<oo — [<x<oo

Notar que la segunda funcién no falla en [0,4] ya que es un polinomio y su

dominio es R. La segunda tiene una expresion que se anulaen —5y 5 sin

47



embargo solo este ultimo afecta al dominio. Ademas la Gltima funcién no

esta bien definida ya que para x entre 0 y 1 tiene dos valores distintos.
T.4 Uso de las formulas de tasa de variacion:

T4.1 Tasa de variacién: Dada una funcién f los alumnos deben saber calcular la

tasa de variacion del valor de la funcién entre dos puntos a y b mediante la

formula
TViap) = f(b) — f(a)

Este cdlculo puede hacerse sobre la expresion algebraica de la funcién
sustituyendo x en la expresion f(x) o sobre una grafica o tabla, observando

cual es el valor que toma la funcién en los puntos requeridos.

Ejercicio 12. Dibuja y obtén la tasa de variacion en los intervalos [0,2],

[—2,1], [-2,—1] y [1,4] de las siguientes funciones:

a) f(x):xz—x+] c) x|-3|-2|-1|101]2]|3
| vy 0245|654
b) f(x)=5-— d) f(x)=3—v20—x2

T4.2 Tasa de variacién: Deben conocer la féormula de la tasa de variacion media

f(b)—f(a)
b—a

TVMj,p =

Deben saber aplicar correctamente esta férmula sobre las distintas

representaciones de funciones como sucedia con la tasa de variacion.

Ejercicio 13. Para las funciones del ejercicio 29, calcula la tasa de

variacion media en los intervalos [3,5], [1,4], [-1,1] y [-3,—1].

2.6. Institucionalizacion, definiciones y tecnologias

Gran parte de las técnicas a trabajar en esta propuesta didactica estas avaladas y
justificadas mediante definiciones, propiedades y argumentaciones realizadas sobre
las mismas. Estas argumentaciones hacen la vez de demostracién de la validez de un
enunciado. No se pretende realizar demostraciones rigurosas pero si dar una explicacion
a las técnicas que aparecen para que estas no sean consideradas por los alumnos como

una “verdad absoluta” sin origen alguno.

Estas tecnologias aparecen o bien en la puesta en comun de la resolucién de

los distintos problemas planteados, o bien durante los ejercicios de aplicacion de las

48



técnicas. Compete al profesor la institucionalizacién de los contenidos de la unidad

conforme estos vayan surgiendo en los campos de problemas.

La institucionalizacion puede suponer tanto la definicion formal de un elemento,
concepto o propiedad, como un argumento que relacione una técnica con una tecnologia
que la justifique. Como se ya se ha adelantado en Seccién 2.2 Metodologia, esto se
hard en forma de clarificacion en la pizarra y tendra lugar después de la aparicion de los
conceptos. Antes de los momentos institucionalizacion es importante que los conceptos

ya tengan una razén de ser y su funcionamiento haya sido comprendido por los alumnos.

A continuacion se especifican las tecnologias que el alumno ird aprendiendo en los
distintos los momentos de institucionalizacién que tendran lugar durante la propuesta

didactica:

MO Definicion de funcion: una funcion es una relacion entre dos magnitudes tales que
cada valor de la variable independiente llamado entrada devuelve un ivinico valor

de una variable dependiente llamado salida.

Ly =)

Esta definicion del objeto sobre el que vamos a estudiar todos los conceptos de este
tema debe ser lo primero que se institucionalice. Después de la evaluacion inicial es
el momento apropiado para dar esta definicion, suponiendo una apertura al nuevo
tema. Se espera que los alumnos den una definicién similar si el profesor pregunta
“,qué es una funcién”, la cual ha de ser guiada y modificada mediante un dialogo
entre profesor y clase para construir la definicion como aqui esta escrita. Entre las

modificaciones que se espera que haya que realizar destacan:

— El uso de la palabra relaciéon como manera de expresar que existe una

dependencia.
— El valor de las variables no tiene porque ser un nimero.

— Los nombres de la entrada y salida puede variar segun el bagaje del grupo.
Es una buena préctica que se respeten los términos que vienen utilizando los
alumnos en cursos anteriores siempre que estos no sean erroneos o puedan

generar confusiones.

Acompanando a la definicion de funcion se remarca la diferencia entre la idea de
funcion y la idea de representacion de la misma, para a continuacién introducir las
distintas representaciones que los alumnos ya conocen de afios anteriores. Tablas,
enunciados y férmulas no requieren gran explicacion y es enriquecedor que su

definicion sea fruto de los propios alumnos a través de un didlogo abierto en clase.
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M1

M2

Las graficas se definirdn como: una grdfica de una funcion es el trazo que asocia

cada entrada con su salida en unos ejes de coordenadas.

Los puntos del trazo son (x, f(x))

Estas definiciones de funcion y grafica acercan la imagen conceptual que los
alumnos tiene de las funciones y la enfocan hacia un estudio més profundo y
riguroso tanto de las funciones como la geometria analitica. Durante este curso
su contacto con esta rama son las técnicas T2 que se ven justificadas por estas

definiciones.

Dominio y rango: El dominio de de una funcion es el conjunto de valores que
puede tomar la entrada, su rango es el conjunto de valores que puede tomar la

salida..

Al no tratarse de palabras propias del vocabulario cotidiano es bastante que,
aunque se hayan trabajado en cursos anteriores, es probable que no todos alumnos
recuerden a que hacian referencia estos términos. Serdn los alumnos quienes

den esta definicién en voz alta tras ser preguntados por el profesor acerca de los

términos.
Definicion de continuidad: Una funcion es continua si pequerias va variaciones en
la entrada x suponen pequernias variaciones en el valor de salida f(X).

Esta definicion se traduce en que las discontinuidades son puntos donde se

producen saltos en el valor f(x). Justifica la técnica T1.2.

Definicion de crecimiento: Una funcion es creciente si conforme aumenta la

variable independiente lo hace la variable dependiente.

Si x; < xp entonces f(x1) < f(x2)

Definicion de maximo: Un valor de salida de una funcion es un mdximo absoluto
si es mayor que los demds valores de la funcion. Si solo es mayor que todos los

valores cercanos se llama mdximo relativo.

A estas definiciones les acompafian sus andlogas de descrecimiento y minimo. Con
una simple argumentacion sobre los propios problemas, sobre todo aquellos de

funciones continuas, se justifica la técnica T1.3

Este momento tiene lugar después del campo de problemas C1.

Definicion de funcion definida a trozos: El definir una funcion definida a trozos es
una herramienta por si misma que permite representar una funcién que no puede ser

presentada mediante una unica férmula. El concepto funcion definida a trozos no
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M3

M4

deja lugar a dudas en cuanto a su significado. La labor del docente en este momento
de institucionalizacion consiste Unicamente en presentar esta manera de organizar la
informacion en corchetes de la forma

f] (x) Sl ...

fx)=<¢ falx)si...

fa(x)si ...
como un convenio sobre la manera de escribir una funcién definida a trozos. Es
enriquecedor comparar este convenio con otras posibles maneras de escribir una
funcion definida a trozos que puedan haber utilizado los alumnos en la resolucion

de los problemas correspondientes de C2.

Propiedades de operaciones: de cara a justificar las técnicas T3 es necesario
argumentar sobre las operaciones que aparecen en las expresiones. La actividad 3
de C3 esta disefiada para que sean los alumnos quienes reconozcan las propiedades

que intervienen en el estudio de los dominios de expresiones algebraicas.

Argumentar y justificar que funciones con denominador no tienen dominio cuando
el denominador se anula solo requiere de reconocer el denominador como una
divisién y saber que no se puede dividir entre cero. Igualmente no existen raices
cuadradas reales de nimero negativos. Validar las técnicas T3.1 y T3.2 a través

de las propiedades de las operaciones sera tarea del docente, asi como recordar si

hiciera falta que es un polinomio remarcando que su dominio es toda la recta real.

Dar validez al método de composicion de dominios requiere de un razonamiento
sobre el significado del hecho “no ser computable”. Argumentando que los puntos
donde falla una parte de una expresion hacen fallar a la expresiéon completa se
puede concluir facilmente que pertenecerdn al dominio solo aquellos puntos que

no fallen en ninguna de las partes de la expresion algebraica. Este momento de
institucionalizacion incluird una explicacion por parte del profesor de como realizar

la técnica T3.3, ya que facilita el orden a la hora de resolver problemas.

Con respecto a justificar la técnica de unir dominios presentada en T3.4, se ha de
recurrir a la definicion de funcién definida a trozos y argumentar que lo que se esta

haciendo es un dominio a trozos.

En este momento de institucionalizacién se explicard también de la notacién para

expresar intervalos e union de los mismos, y la notacion R~ {...}.

Formula de la tasa de variacion media: Es del procedimiento de descubrimiento
que realiza el alumno durante las actividades del que se obtiene que la variacion es
f(b) — f(a). La institucionalizacién por parte del docente de este hecho consiste

unicamente en dar nombre a esta herramienta que surge de manera inmediata de la

definicion de funcion y del significado de la palabra “variacién”.
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. . . f(b)—f(a) o
El razonamiento del por qué de la férmula e para la tasa de variacion
media en esta propuesta didéctica tiene lugar conforme se construye la misma
formula. Al preguntar en los problemas C4 por la velocidad de una variacion los

alumnos simplemente aplican sus conocimientos acerca de la férmula velocidad =
distancia

tiempo
Para reforzar la justificacién de la férmula se pregunta en otro problema acerca
de una TVM que no esta relacionada con distancia y tiempo sino con la idea
de repartir el crecimiento. De nuevo la labor de docente en este momento de
institucionalizacién no es tanto justificar una formula dada, sino darle nombre una

vez los alumnos la hayan obtenido y hayan trabajado con ella.

2.7. Secuencia didactica

En esta seccidn se presenta una tabla con una secuenciacion tedrica para llevar a un

aula de 4° de ESO el tema de Funciones y Gréficas. Este tema tendria lugar a principio

del curso, a continuacién de los temas “Numeros Reales”, “Potencias y Raices” y

“Ecuaciones e Inecuaciones”, y precediendo al tema de “Funciones Elementales” y el

resto de temas de los bloques de Algebra y Geometria Analitica, donde se explota el

paso de expresion a grafo apareciendo el concepto de ecuacion.

Para secuenciar los ejercicios y momentos explicados previamente se ha buscado

que a lo largo de las sesiones los distintos contenidos se trabajen en el siguiente orden:

— Aparecera un problema de motivacion que de razon de ser al nuevo objeto

matematico que se va a introducir.

— Resolucion de problemas y actividades del campo de problemas a realizar

mediante el trabajo cooperativo en clase.

— Momento (M0, M1, ...) de institucionalizacion donde se sacan conclusiones de

los ejercicios hechos y se presenta la teoria que se extrae de los mismos.

— Tareas (T1, T2, ...) individuales para realizar en casa que servirdn de repaso de

las técnicas que han aparecido.

El primer dia se realizard una evaluacion inicial que servird como diagndstico de

los conocimientos previos de los alumnos. A través de esta prueba inicial se espera

que los alumnos deduzcan sin necesidad de introducirlo nosotros cual es el objeto

matematico a tratar en el tema que comienza. Se da asi a un primer momento de
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institucionalizacion con definiciones formales de conceptos que no deberian ser nuevas

pero si tal vez modificadas con respecto a cursos anteriores.

Durante las siguientes sesiones trabajardn los tres primeros campos de problemas

y se hard una primera prueba de evaluacién concerniente a la interpretacion de graficas

con contexto real y extraccion de conclusiones a través de las mismas.

Por altimo se abordard el campo de problemas de la tasa de variacion media y se

hara una segunda prueba que en esta ocasion evaluara el desempeifio de los alumnos

respecto al cdlculo de dominios de expresiones algebraicas, el trabajo con funciones

definida a trozos, y la TVM. Se cerrard la propuesta con una puesta en comun y una

correccion de esta prueba de contenido.

Sesion | Contenido Actividad
Prueba de conocimientos previos Evaluacion inicial.
1 . ..,
de los alumnos. Institucionalizacién MO.
) Introduccién al tema y Problemas 1y 2 de
razon de ser de las funciones. motivacion.
3 Problemas de interpretacion de graficas. | Campo de problemas C1.
4 Problemas de interpretacion de gréficas Cargpo .de p rloblf.:r,nas cl.
Institucionalizacién M1.
5 Cambio de representacion. Problemas 10,11y 13 de C2.
Tarea T'1
Actividad 1 de motivacion.
6 Funciones definida a trozos. Problema 12 de C2.
Institucionalizacién M2.
Tarea T2
7 Funciones definidas a trozos. Actividad 3 de C2.
Estudio de dominios. Actividad 4 de C3.
8 Estudio de dominios. Prol?lerpas 14’ lé,y 16.de C3.
Institucionalizacion M3.
Tareas T3.1y T3.2
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Sesion | Contenido

Actividad

Evaluacion.
Tasa de variacion.

Prueba de evaluacion de 1
Problema 3 de motivacion.
Tareas T3.3y T3.4

10 Tasa de Variacion Media.

Correccion Prueba Ev. 1.
Actividades 5, 6 y 7 de C4.
Tareas T4

11 Tasa de Variacion Media.

Problema 17 de C4.
Institucionalizacion M4.

12 Evaluacion

Prueba de evaluacion 2

13 Evaluacidn.

Correccién y puesta en comun
de la prueba de evaluacion.

2.8. Evaluacion

La evaluacion disefiada para esta propuesta didactica consta de dos pruebas de

evaluacion realizadas en momentos distintos, una de aproximadamente 20 minutos

y otra de unos 40. La primera se realizaran durante el desarrollo de las sesiones y la

segunda tendrd lugar al final de la propuesta.

Cada una de estas pruebas serd calificada sobre 10 puntos siguiendo unos criterios

basados en un sistema de evaluacién de tercios mediante el cual se establecen tres tipos

de tareas (Gairin, Muifioz-Escolano & Oller, 2012):

— Tareas Principales: Consistentes en la razon por la cual se plantea el ejercicio.

Podréan penalizar hasta un 100 % de la calificacion, considerando la no correcta

realizacion de las mismas puede ser motivo para no dar valor alguno a la respuesta

dada.

— Tareas auxiliares especificas: Relacionadas con la principal pero no son el motivo

de la evaluacién. Pueden penalizar un maximo del 65 % de la respuesta, evitando

asi que su incorrecta ejecucion suponga una calificacién completamente nula.

— Tareas auxiliares generales: Tareas matematicas no relacionadas con la tarea




principal. La penalizacién por su mala ejecucion no superara el 35 % de igual

manera que las tareas auxiliares especificas.

La calificacidn final correspondiente una media ponderada entre las calificaciones
de las dos pruebas. La primera prueba mas corta valdré un tercio de la nota, mientras

que la segunda dos tercios.

En la sesion después de cada uno de estos momentos de evaluacion tendré lugar
una puesta en comun y una correccion de los ejercicios planteados que favorezca el
feedback con los alumnos y asegure que la evaluacion sea formativa y no unicamente

calificativa.

Se destallan a continuacion cuales son estas dos pruebas que evaltian el aprendizaje

realizado por los alumnos.

2.8.1. Prueba de evaluacion 1
Conocimientos que evalia

Acorde con el Bloque IV de curriculo aragonés de 4° de ESO, se han repartido los
distintos estdndares de aprendizaje a evaluar entre los distintos ejercicios. Este primer

ejercicio evalda los siguientes:
— Est. MAAC. 4.1.4. Expresa razonadamente conclusiones sobre un fendmeno a
partir del comportamiento de una grafica o de los valores de una tabla.
— Est MAAC. 4.2.1. Interpreta criticamente datos de tablas y graficos sobre
diversas situaciones reales.

Enunciado de la prueba

Estamos mirando el precio de los 100 gramos de percebe durante el afio pasado.

euros

2 4 & 8 10 12
meses

Figura 2.16: Grafica de elaboracion propia.
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1. Completa la siguiente tabla:

Enero Febrero | Abril Agosto | Septiem. Noviem.
7 8 5 6
2. (Cuéndo ha sido el mejor y el peor momento para comprar percebe?
3. (En que épocas del afio crees que ha habido escasez de percebes?
4. Dibuja una grafica que corresponda a una situacion del mercado en la que
el precio del percebe en Junio suba 2€ de golpe y no se vendan percebes en
otofio. Explica como la has dibujado y di cudl es el dominio de la funcién
correspondiente.
Respuesta esperada
1 Enero Febrero | Abril Julio Agosto | Septiem. | Octubre | Noviem.
7 8 3.5 5 6 5 35 3.5

2. El mejor para comprar percebe ha sido entre Mayo y Junio porque era cuando més

barato estaba, el peor ha sido entre Enero y Febrero.

3. A principio de afio y en verano ha habido escasez de percebes, lo se porque ha

sido cuando el precio ha alcanzado valores maximos.

4. Es una funcién continua expecto el 1
de julio que tiene una discontinuidad
porque vale 2 euros mas que el 31 de
mayo. El dominio de la funcién es
[1,7"7) U [11"7], porque el otofio va del
21 de sept. al 21 de novi.

= T R - T I - R -

Figura 2.17: Grafica de elaboracién
propia

Tareas a realizar

Tareas principales: Penalizacion maxima 10/10

— Extraer valores de y dados los valores de x en una gréfica.
— Extraer valores de x dados los valores de y en una gréfica.

— Interpretar “buen momento para comprar’” como el momento de minimo

precio (y viceversa).
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— Reconocer graficamente maximos y minimos.
— Diferenciar madximos y minimos relativos de absolutos.

Graficar una discontinuidad de salto de medida +2.

— Reconocer el dominio como los valores de 1 al 12 excepto un intervalo

correspondiente a otofo.

Tareas auxiliares especificas: Penalizacion maxima 6.5/10

— Reconocer que los valores 1,2,...,11,12 corresponden a los 12 meses.
— Reconocer que la escasez de producto supone aumento de precio.

— Dibujar en la discontinuidad los circulos (coloreado el superior y blancos
el inferior) que reflejan que el precio del percebe el 1 de junio ya es 2 euros

superior.

— Utilizar el lenguaje de conjuntos e intervalos para describir el dominio.

Tareas auxiliares generales: Penalizacion maxima 3.5/10

— Conocer el orden de los meses y reconocer que entre septiembre y

noviembre esta inicamente octubre.
— Reconocer el otofio, entendido como octubre noviembre y diciembre.

— Reconocer que el otofio va del 21 de septiembre (7 421/30 ~ 7'7) al 21 de
diciembre (11+21/31 =~ 11'7).

2.8.2. Prueba de evaluacion 2
Conocimientos que evalia

Este ejercicio evalua los siguientes estandares de aprendizaje:
— Est MAAC. 4.1.5. Analiza el crecimiento o decrecimiento de una funcioén

mediante la tasa de variacion media calculada a partir de la expresion
algebraica, una tabla de valores o de la propia gréfica.

— Est MAAC. 4.2.2. Representa datos mediante tablas y graficos utilizando ejes y
unidades adecuadas.

— Est. MAAC. 4.2.4. Relaciona distintas tablas de valores y sus gréficas
correspondientes.

Enunciado del ejercicio
1. ¢(Cual es el dominio de las siguientes tres funciones?

o) h(x) =V —2x+x2-3

a) f(x) =x+2  b)gx)=

x2+1
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2. De las funciones del ejercicio 1 ;Cual tiene mayor tasa de variacion media?
f(x) en [1a3] g(X) en [_175] h<x) en [476]
3. (Cual tiene la menor tasa de variacién entre 1 y 4?

4a. ;Que dominio tiene la siguiente 175
funcioén: flx)= x*—4x+3

V2x—x/36—-2x si x>0

si 0<x

4b. Haz una tabla que tome dos valores negativos y tres positivos de la variable

independiente y dibuja un esbozo de como seria su grafica.

Respuesta esperada

1. a) Esun polinomio y su dominio es toda la recta real.

b) Es una fraccion y su dominio es toda la recta excepto cuando el denominador

2

vale cero, es decir, cuando x* + 1 = 0. Pero x2 = —1 no tiene soluciones, asi

que su dominio es también toda la recta real.

¢) Es una raiz cuadrada y su dominio es cuando el radicando es positivo o cero, es
decir, cuando —2x +x% —3 > 0.

2+.\/4-4(-3) { 3

X = — e —

2

El dominio de i(x) es (—oo, —1]U[3,0).

3+42—(142)
2-5 2-(—1)
5241 (—1)2+1 3
TVMg () = 5 (-D) = =3
—2:6+6>2—3—1/—-2-4442-3
TVMh(X) = \/ 6—;-/ =X 1/17

3
La tasa de variacion media de f(X) es 1. Como el es mds pequefio que 1y 1’17

) o V21 —+/5
mas grande que 1, la mayor tasa de variacion la tiene A(x), que es —
3. TVyy=4+2-(1+2)=-=3
V., — 2-4 211
SO 24 1241 T 9
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Vi =V-24+42-3—-v/-21+12-3="..=/5=~224

La menor tasa de variacion la tiene g porque es la unica negativa.

4. Tengo que mirar primero cual es el dominio de cada una de las formulas:

175

— El dominio de m es:

44164

R {x* —4x+3=0} =R~ {x= 7 3}:R\{—3,—1}

— El dominio de v/2x — x1/36 — 2x ser cuando 2x > 0 y 36 —2x > 0, es decir,
cuando x > 0y x < 18, es decir, el dominio es [0, 18]
R~{-3,—1} si 0<x

Asi el dominio de f(x) serd
[0, 18] sio x>0

Es decir, serd {x < 0} ~ {-3,—1} y (0, 18]. Se pueden juntar en {x < 18} \
{-3,—1}.

X|-4| -2 2 10 | 18 Vs
y| 5 | 11’7]1-93]-355| 6 e /

-5 o 5 10 15 20

Figura 2.18: Grafica de elaboracioén
propia

Tareas a realizar

Tareas principales: Penalizacion maxima 10/10

— Aplicar correctamente la férmula de la TVM.
— Aplicar correctamente la férmula de la tasa de variacion.
— Saber que el dominio de un polinomio es toda la recta real.

— Conocer cuando una fraccidn y una raiz cuadrada no tienen dominio de

definicion.
— Calcular los dominios de dos funciones que se suman.
— Calcular el dominio de una funcion a trozos haciendo un dominio a trozos.

— Evaluar una funcién a trozos.
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— Representacion de puntos (x, f(x)) sobre un sistema de coordenadas.

— Reflejar en la grafica el dominio de una funcién.

Tareas auxiliares especificas: Penalizacion maxima 6.5/10

— Colocar correctamente los paréntesis en la formula de la TVM cudndo a es

negativo.
— Evaluar expresiones algebraicas en valores de x concretos.
— Reconocer un polinomio.
— Resolver una igualdad o desigualdad polindmica.
— No tomar valores para la tabla donde no exista dominio.

— Esbozar una curva a partir de unos puntos concretos.

Tareas auxiliares generales: Penalizacion mdxima 3.5/10

— Calcular el valor de operaciones que incluyen sumas restas productos
— Comparar valores racionales e irracionales y determinar cual es el mayor.

— Unir e intersecar conjuntos e intervalos para dar un resultado mas

“estilizado”.

— Tomar dos valores negativos y tres positivos y no cualquier otra

configuracion.

— Reflejar de alguna manera (como por ejemplo una discontinuidad) la

diferencia entre los trozos en la gréifica de una funcién definida a trozos
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Capitulo 3: Conclusiones y cuestiones abiertas

Las funciones asi como otros contenidos de matematicas, acostumbran a ser tratan
de manera demasiado mecénica, dando una serie de técnicas para la resolucion de
problemas. Hemos visto que estos problemas a menudo tratar de conectar los objetos
matematicos con situaciones reales, sin embargo estas situaciones vienen dadas en

forma de ejemplo.

En este trabajo se plantea una propuesta didactica para 4° de ESO en la que se ha
buscado que estas situaciones sean el punto de partida del proceso de aprendizaje. Para
ello se han planteado problemas y actividades a partir de las cuales se pueda recrea en
el aula el mismo desarrollo histérico que ha dado lugar a la aparicion de las funciones y
matematicas, haciendo a los alumnos participes de este proceso. Se ha buscado crear un
ambiente cooperativas, planteando cuestiones que despierten el interés del alumno ante
un reto. De esta manera técnicas como la formula de la tasa de variacion media aparecen

por primera vez de manos de los alumnos durante la resolucion de problemas.

Ademads, en esta propuesta se tratan cuestiones tedricas con un mayor grado de
formalidad con respecto al cursos anteriores, enfocando asi las matematicas hacia
ese caracter académico que un 4° de ESO solicita. Esta teoria aparece en forma de
institucionalizacion a posteriori, involucrando al alumno en el desarrollo de la misma
y guidndolo en un razonamiento matemadtico superior, que desarrolle su competencia

matematica de cara a su salida de la educacion obligatoria.

La propuesta que presenta este trabajo ha sido concebida de manera que pueda ser
continuada para futuros cursos de Bachiller. Se han desarrollado y explicado la razén de
ser de objetos y conceptos de manera que puedan surgir de forma natural y coherente
conceptos como limites y derivadas indagando mas en cuestiones como la continuidad,
la tendencia, la tasa de variacion media o la obtencion de extremos. Ademas se ha
tratado de dar a las funciones un cardcter amplio mas alla del caso f : R — R, definiendo
funcién como un proceso de entrada y salida de valores que conecta con el uso de
funciones en la informatica, o introduciendo ejemplos propios de la probabilidad y la

estadistica.
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Anexos

Anexo 1: Resolucion de algunos problemas

A continuacion pueden verse resoluciones exitosas de algunos problemas hechas

desde el punto de vista de un hipotético alumno al que haya ido dirigida la propuesta

didéctica que presenta este trabajo.

Se ha seleccionado el problema que se ha considerado mas interesante de cada uno

de los apartados motivacién y los distintos campos de problemas.

Problema 1

a)

b)

El mejor momento es antes de que

se empiecen a cazar, porque después
decrece el numero de linces y al final
del periodo de caza se encuentran en el
peor momento, pues hay muchos menos

ejemplares.

Su peor momento es antes de la
repoblacién, después la poblacion de
lince da un salto y se encuentra en su

mejor momento.

El mejor momento es un poco después
del aumento de conejos, porque al haber
mas comida ha crecido mas la poblacion.
Después se va agotando la comida y
desciende la poblacidén, pero no tanto
como para estar como el principio. Asi

que el peor momento es al principio.
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Figura 2: Gréfica de elaboracion propia

Figura 3: Gréfica de elaboracién propia



d) La poblacién de linces sube y baja
cada afio pero no crece ni decrece

bruscamente. Es una funcién periddica.

o

Figura 4: Grafica de elaboracion propia

Problema 6

a) El sol tiene temperatura S000K y luminosidad 1, si se enfriase brillaria mas.

b) Las estrellas de la secuencia principal tienen temperaturas entre menos de 3000K y
25000K. La estrella mds fria de la secuencia principal tiene menos de 3000K es la
que menos brilla y brilla entre 0.01 y 0.0001 soles, conforme aumenta la temperatura
aumenta el brillo hasta llegar a la mas caliente que es la mas brillante y brilla entre
10.000 y 100.000 soles.

¢) Las stper gigantes son las estrellas mds luminosas porque ademas de brillar mas que

las demds, no pierden brillo cuando pierdan temperatura.

d) Las estrellas gigantes son las mas peculiares porque entre 3000K y 10000K su brillo

decrece cuando crece su temperatura.

Problema 11

a) Para el cuadrado 3 x 3 necesitaré 2 filas

de 3 adhesivos en horizontal y 2 filas

de 3 adhesivos en vertical, es decir, 12

adhesivos.

Para el cuadrado de 4 x 4 necesitaré 24

adhesivos. Figura 5: Dibujo de elaboracién propia

b) Para un cuadrado que tenga x baldosas a cada lado necesitaré x — 1 filas de x
adhesivos horizontales, y las mismas verticales. Entonces la cantidad de adhesivos

que necesitaré es f(x) = 2x(x — 1) = 2x* — 2x.

Si tengo x baldosas en el cuadrado tendré /x baldosas a cada lado y entonces el
nimero de adhesivos es f(x) = 2y/x(y/x—1) = 2x—2/x.
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¢) Para un rectdngulo que mide x baldosas de alto y y de largo necesitaré x — 1 filas de

y adhesivos en horizontal y y — 1 filas de x adhesivos en vertical, es decir, f(x) =
yr=1)+x(y—1)

No se puede saber cudnto adhesivo si

solo me dicen cudntas baldosas tengo

porque puedo hacer muchos rectangulos X

distintos. Si tengo 12 baldosas puedo

hacer un rectdngulo de 6 x 2 y necesitar y

16 baldosas o uno de 3 x 4 y necesitar 18.
Figura 6: Dibujo de elaboracién propia

Problema 14

a)

b)

d)

La distancia recorrida solo puede ser positiva porque cuanto mds ando més recorro

aunque vaya marcha atras.

La altura de los rectangulos tiene que ser mayor que cero y ademds no puede ser
mas grande que la mitad de lo que mide la cuerda porque sino no puedo hacer el

rectangulo.

El dominio son lo nimeros enteros de 1 al 6 que son los valore que puede salir en un
dado.

La edad tiene que ser positiva, no hay una edad méxima pero a partir de 150 afios no

tiene sentido.

Cada equipo de baloncesto puede llevar a un partido 5 jugadores y 5 suplentes, asi
que jugardn un nimero entero de personas que seran por lo menos 5 personas y como

mucho 10.

El nimero de herederos tiene que ser un nimero entero y ser por lo menos 1 porque

sino no hay a quien repartir nada.
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Anexo 2: Material para el problema 13
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