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Abstract

Los sistemas hibridos cldsico-cudnticos tienen aplicaciones en dindmica molecular, al ser los tinicos
modelos computacionalmente viables. Por ello, se ha tratado de desarrollar termodindmica para estos
sistemas. Este trabajo analiza el caso particular de los sistemas estadisticos hibridos con dindmica de
Ehrenfest, poniendo de manifiesto la imposibilidad de encontrar un ensemble canénico consistente con
la microdindmica.
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Capitulo 1

Introduccion y objetivos

Los sistemas hibridos cldsico-cudnticos (SHCQ) son aquellos que incorporan grados de libertad de
naturaleza cldsica y cudntica, que evolucionan de forma acoplada. Dada la diferencia formal entre ambas
teorias, una forma de abordar el tratamiento es partir de la formulacién de la mecdnica cldsica (MC) y
de la mecanica cuantica (MQ) en términos geométricos. La aplicacion de la geometria diferencial a la
MC se desarroll6 durante la segunda mitad del siglo XX y actualmente estd ampliamente extendida [3].
La formulacién geométrica de la MQ se empez6 a desarrollar en los afios 70 y, aunque quizds sea menos
conocida, existen a dia de hoy excelentes revisiones [5].

Estos sistemas tienen un campo de aplicacién natural en fisica molecular, donde resulta impres-
cindible aproximar ciertos grados de libertad cldsicamente para obtener modelos computacionalmente
viables. Por ello, este trabajo trata de estudiar la mecdanica estadistica de los sistemas hibridos con el
objetivo de formular modelos termodindmicos. Con este propdsito, en los dltimos afios se han desarro-
llado herramientas para los SHCQ desde dos perspectivas. Por una parte, se dispone de un tratamiento
dindmico en términos de densidades de probabilidad [1]. Por otra parte, es posible definir operadores de
tipo matriz densidad que permiten la definicion de una entropia, abriendo asi la posibilidad de aplicar el
principio MaxEnt para obtener un candidato al sistema estadistico de equilibrio a temperatura constante.

No obstante, para resolver completamente el problema es preciso que la termodindmica sea consis-
tente con la dindmica de los microestados, lo cual es actualmente una cuestién abierta. El objetivo de
este trabajo es responder a tal cuestién para una de las dindmicas hibridas mds usuales, la dindmica de
Ehrenfest (DE). La estructura del documento es la que sigue:

= En el capitulo 2 se revisard la formulacién de la DE y, mediante la formulacién geométrica de la
mecdnica cldsica y cudntica, se dotard a este sistema hibrido de estructura Hamiltoniana. Ademads,
se estudiara la mecanica estadistica sobre este sistema hibrido introduciendo la formulacién con
funciones de distribucién.

= En el capitulo 3 se estudiara la caracterizacion de los SHCQ estadisticos mediante operadores tipo
matriz densidad y se dard la definicién de entropia. Mediante el principio de maximo (MaxEnt)
se encontrard un candidato para el ensemble canénico hibrido (HCE).

= En el capitulo 4 se tratard de verificar la consistencia de la dindmica de Ehrenfest con el HCE.
Veremos que es imposible y daremos una prueba analitica, cumpliendo asi el objetivo del trabajo.

Este dltimo capitulo supone la principal aportacién original, siendo los dos anteriores una revisién bi-
bliografica que pretende incidir sobre aquellos aspectos que en el material publicado no quedaron sufi-
cientemente claros, a fin de fundamentar debidamente los resultados finales y mejorar la comprensién
del problema.



Capitulo 2

Formalismo geométrico de los sistemas estadisticos hibridos

La ecuacién de Schrodinger aplicada a un sistema compuesto de electrones y nicleos permite pre-
decir la mayor parte de la quimica y la fisica molecular conocida, aunque, por desgracia, existen casos
en los que este enfoque no es factible. Aparece asi la necesidad de realizar aproximaciones, dando lu-
gar de manera natural a modelos que combinen grados de libertad cldsicos y cudnticos. Estos modelos
son los sistemas hibridos cldsico-cudnticos (SHCQ), que han demostrado ser necesarios y ampliamente
utilizados.

Uno de los métodos mds prominentes para mezclar grados de libertad cldsicos y cudnticos es la
dindmica de Ehrenfest (DE) [7]. Para alcanzar las ecuaciones que la definen se parte de un sistema
cuéntico puro cuyo estado viene dado por una funcién de onda |®), que depende de dos grados de
libertad distinguibles r y R. Para todo sistema cudntico, se puede realizar una factorizacion en la forma

®(r,R) = o(R)y(r,R)  con @ c L3(R®), ¢ € L2(RY), y: R® — L2(R?)

2.1
RHW(WR) e

de manera exacta [6], creando dos subsistemas cudnticos puros entrelazados. La interpretacion de esta
factorizacién es la descomposicion de una amplitud de probabilidad bivariada en el producto de la am-
@(R)|? = [ |®@|dr es la densidad de probabilidad
marginal, con [ |@(R)|*dR =1y |y(r,R)|? es la densidad de probabilidad de r condicionada al even-

plitud de su probabilidad marginal y condicional. Asi,

to R, con [ |w(r,R)|>dr = 1 VR. Denotamos por r y R los grados de libertad que de ahora en adelante
llamaremos electrénicos y nucleares respectivamente.

A continuacion se realiza la primera aproximacién sobre el sistema, llamada en la literatura [8] self
consistent field (SCF), consistente en eliminar el entrelazamiento entre los grados de libertad electréni-
cos y nucleares, es decir, imponemos que

O(r,R) = @(R)y(r) (2.2)

w(r,R)|?, es independiente ahora de R. Final-
mente se hace una aproximacién semiclésica sobre la funcidon de onda nuclear considerando un paquete

de forma que la densidad de probabilidad condicional,

de onda infinitamente estrecho, lo que nos permite sustituirla por unos grados de libertad cldsicos (en lo
que sigue R y P) que cumplen unas ecuaciones de Hamilton-Jacobi, de las que derivaremos la DE.

Se obtiene asi un primer sistema hibrido que, pese a ser el més evidente, estd en el nicleo del campo
de la dindmica molecular (siendo muchos modelos aproximaciones de orden superior de la DE). A lo
largo de este capitulo trataremos de dotar a esta dindmica de un formalismo geométrico con el objeto de
desarrollar mecdnica estadistica sobre el sistema, siguiendo en lineas generales el desarrollo de [1].

2



Dinamica de los sistemas hibridos estadisticos 3

2.1. El modelo de Ehrenfest

Introduzcamos en primer lugar el modelo con el que vamos a trabajar. Sea un sistema molecular
cudntico puro, codificado mediante una funcién de onda factorizada como (2.1). Denotaremos los grados
de libertad electrénicos y nucleares de forma colectiva por r y R respectivamente. El Hamiltoniano es

1 1 ZiZk
=—hmY) —Vi- ~Vit
;ZMJ I ;2 Y 471780]<K ‘RJ—RK‘
1 1 1 Z
+—Y - .
47'E€0j<k‘}"j—rk’ 4me T ‘RJ—}"]"

(2.3)
1 1
— _h2§ I V2 1 2 §V§+Vn_e(r,R)

—: _h222MJ Vi+H,.(r,R)

donde todos los sumatorios se entienden sobre el conjunto natural para cada indice. Denotamos por M;
la masa del nicleo J-ésimo en unidades de masa del electrén y por Z; la carga del nicleo J-ésimo en
unidades de la (menos) carga del electrén. Notemos que se han definido dos operadores: el potencial de
interaccion electron-niicleo V,,_.(r,R) y el Hamiltoniano electrénico H,(r,R).

En términos de las posiciones nucleares R; y del elemento del espacio de Hilbert |y) € H que
codifica el estado de los electrones del sistema, la dindmica de Ehrenfest viene dada por

R = AIZ (2.4)
PJ = — < ‘VJHe(r,R)‘I[/> (25)
lh* \¥) = H(r,R)|y) (2.6)

Las ecuaciones (2.4) a (2.6) constituyen la DE, un primer modelo de SHCQ. En (2.5) llamamos al
término (y|H,(r,R)|y) potencial efectivo creado por la distribucién de carga electrénica porque juega
ese papel en la ecuacion del subsistema cldsico. Ademds, es relevante observar que la ecuacién (2.6)
es la ecuacion de Schrodinger sobre el subsistema electrénico con un Hamiltoniano dependiente de un
parametro, R. Como este pardmetro evoluciona de acuerdo con (2.4), la evolucion del sistema es no
lineal, y la evolucién del subsistema cudntico es no unitaria.

Descripcion en términos de proyectores. Mais adelante en este trabajo se empleard el formalismo

de matriz densidad para abordar la mecdnica estadistica de los SHCQ: se asocia a cada estado |y) su

proyector py = L"V’)f%‘ obteniendo el valor esperado de un operador A como M =Tr(pyA).

viv

2.2. Sistemas Hamiltonianos

A fin de obtener la descripcion estadistica, a lo largo de este capitulo se dotard a la DE de una
estructura Hamiltoniana entendida en términos geométricos. En esta seccidn revisamos brevemente los
sistemas Hamiltonianos generales para luego particularizar el tratamiento a nuestro sistema hibrido. Se
ha seguido un texto clésico, capitulos 1y 2 del libro de R. Balescu [4].



4 Capitulo 2. Formalismo geométrico de los sistemas estadisticos hibridos

2.2.1. Dinamica

En mecédnica Hamiltoniana geométrica el sistema dindmico en estudio estd caracterizado a un ins-
tante de tiempo dado por un punto en una variedad diferenciable' 2n-dimensional, M, que llamaremos
espacio de fases. Esta variedad estd parametrizada localmente por un conjunto de 2n nimeros reales

(QIa"'7Qn7p17°"7pn) = (Q7p)

que usualmente se corresponden con n coordenadas generalizadas y sus n momentos asociados. A me-
dida que transcurre el tiempo, el punto (g, p) € M que codifica el sistema sigue una trayectoria sobre M,
representada por funciones dependientes del tiempo (g, p): R — M, t — (g, p)(t).

Ademads, la caracteristica central de un sistema Hamiltoniano es que su dindmica estd completamente
determinada por una funcién privilegiada, el Hamiltoniano, H: M — R.

Asi tendremos,

Definicién 2.1. Un sistema fisico de n grados de libertad queda determinado por un punto (g, p) sobre
una variedad real 2n-dimensional, M, llamada espacio de fases. El sistema dindmico se dice Hamilto-
niano si existe una funcién H € C*(M), el Hamiltoniano, tal que la dindmica queda definida por las
ecuaciones de Hamilton:

dH(q,p) . __JH(q,p)

ap; pi= qu (2.7

i

Los observables

Como es habitual en Fisica, estamos ahora interesados en medir ciertas magnitudes sobre el sis-
tema dindmico y ser capaces de determinar su evolucion. Un observable viene dado por una funcién
diferenciable

fiM—R fece(m)

Como resultado de la evolucién temporal, el valor de este observable arbitrario también cambiard en el
tiempo

| n (3f af.> : <8f8H 3faH)
N (OF OF N (9F0H _of 2.8
f(q,p) ;(%q apip l; dqidpi  Ip;dqi 9

donde en el miembro derecho de la igualdad hemos aplicado (2.7). Esta identidad da lugar de manera

natural a una operacidn entre funciones, el paréntesis de Poisson, al denotar

L (Jdf dH Jf JH >
H, f} = (— (2.9)
¢ J ; dq; dp; Ipi g
Definicién 2.2. Se define el paréntesis de Poisson, {-,-} como la operacion bilineal
{-,-}:C™(M) xC™(M) — C™(M) que
= es antisimétrica, (f.e)=—{g.f}, VfgeC (M),

» satisface la identidad de Jacobi, i.e. Vf,g,h € C*(M): {f,{g,h}}+{h,{f.g}}+{g.{h,f}} =0

= y satisface la regla de Leibniz, i.e. Vf,g,h € C*(M): {f.gh} ={f,gth+g{f,h},

!Para una definicién precisa consultar el apéndice A.
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Ademds, puede demostrarse (teorema de Darboux) que siempre existen unas coordenadas sobre M tales
que

-~ (df dg df g
{fet=) <a-a-_a~a- :
; Pi 0qi qi 0 Di
Esta definicién es muy conveniente porque permite interpretar la dindmica impuesta por las ecua-
ciones de Hamilton:

= Las trayectorias del sistema vienen dadas por las curvas integrales del campo vectorial Hamilto-
niano Xy, que podemos escribir en términos del paréntesis de Poisson

Xy =—————-—=1{H,-}. (2.10)
" dpidqi 9q;i dp; .

= Si se considera un observable f, su dindmica se escribe mediante la actuacién del paréntesis de
Poisson aplicando (2.8) y (2.9)

f={H.f} Vfec=M). (2.11)

2.2.2. Mecanica estadistica

El objetivo central de la mecénica estadistica es la obtencién de una descripcién macroscopica de
un sistema compuesto por un gran nimero de constituyentes discretos a partir del conocimiento de la
dindmica microscOpica de cada uno de ellos. Por una parte, tal y como hemos visto, un tnico sistema
Hamiltoniano (i.e. el constituyente microscopico) queda completamente descrito a tiempo fijo por un
espacio de fases y las funciones reales definidas sobre él. Por otra parte, un nimero elevado de estos
constituyentes (i.e. el sistema macroscépico) se describe mediante funciones dependientes tinicamente
del tiempo, los observables macroscépicos. Queremos por tanto establecer una correspondencia entre las
funciones de C*(M) y los observables O: R — R; esquemadticamente, f (g, p;t) — O(t) =: ( f(t)).
Ademas, queremos imponer que este funcional sea lineal y que una constante no se vea afectada por la
identificacion, es decir que (1) = 1. Para ello, se introduce el concepto de distribucion.

Definicion 2.3 (Postulado fundamental de la mecdnica estadistica Hamiltoniana). Sea un sistema (Ha-
miltoniano) con espacio de fases M. El estado del sistema estadistico estd completamente especificado
a un tiempo dado por un cierto objeto (fisicamente asociado a un ensemble estadistico) que llamaremos
distribucion, que es dual de las funciones dindmicas

F:C”(M) — R
y al que podemos asociar una funcién F € C*(M), que llamaremos funcion de distribucién, verificando
/qudpF(q,p)Zl y Flg,p)=0. (2.12)

Se define la accién de la distribucién postulando que el valor del observable O(t) asociado a una funcién
dindmica f(q, p;t), f € C*(M) viene dado por

o(t) = (f(t)) Z/qudpF(q,p)f(q,p;t% (2.13)

que por construccion verifica que (1) =1y es lineal, (af +Bg) =0 (f)+p(g),con a,p € Ry
frg€C™(M).
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La interpretacién de este postulado es natural en términos probabilisticos: el estado de un sistema
estadistico ya no estd completamente determinado a un tiempo ¢ por un punto del espacio de fases
(g, p) € M, sino que a tiempo ¢ cada punto del espacio de fases representa un posible microestado del
sistema. No obstante, F (g, p) determina el peso probabilistico de cada punto (por (2.12) es una densidad
de probabilidad). Asi, la ecuacién (2.13) no es otra cosa que la construccién usual de un promedio.

Un sistema estadistico queda entonces completamente determinado por la eleccién de una funcién
de distribucién. Por consiguiente, es razonable pensar en escribir la evolucion del sistema en términos
de esta. Supongamos que se ha escogido F € C*(M) para caracterizar el sistema en el instante inicial y
sea una funcién dindmica también en el instante inicial f € C*(M). Asi, aplicando (2.13)

(ft=0))= /qudpF(q,p)f(q,p)~

Para un sistema Hamiltoniano la evolucién de un observable viene dada por (2.11). Denotamos la so-
lucién del problema de valor inicial (obtenida integrando esta ecuacion diferencial a un tiempo finito #)
mediante el operador evolucién ¢,*, de manera que

flq,p:t) = ¢ [f(p,q)].

Ast, el valor del observable macroscdopico asociado a tiempo ¢ serd

(F0) = [ dadpFa.p) f(a. ) (2.14)

Esta ecuacién proporciona la evolucion inducida por la dindmica Hamiltoniana en el espacio de fases.
No obstante, es conveniente transferir la evolucién a la funcién de distribucion para resolver el problema
de valor inicial una sola vez, independientemente de la funcién dindmica escogida. Como consecuencia
del teorema de Liouville? se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.4. Sea un sistema Hamiltoniano con espacio de fases M. Sea f € C*(M) y sea F € C*(M)
la funcion de distribucion del sistema estadistico. Entonces,

(f(t)) = /qudpF(q,p)f(q,p;t) = /qudpF(qyp;t)f(%P)
donde F(q,p;t) = ¢*,[F (p,q)] es la curva sobre C*(M) cuyo vector tangente estd dado por
F ={F,H} = L[F] (ecuacion de Liouville)
donde denotamos por L al operador llamado Liouvilliano.

Demostracion. Ver apéndice C. Ul

2.2.3. Mecanica geométrica

Habiendo introducido de manera general la dindmica de los sistemas Hamiltonianos en términos
geométricos, el siguiente paso para dotar a los SHCQ de un formalismo similar es formular tanto la
mecdnica cldsica como la mecénica cudntica en esos términos.

ZEnunciado en el apéndice A.
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Mecanica clasica geométrica

El formalismo geométrico de la MC estd ampliamente extendido y sigue una construccion casi total-
mente andloga a la desarrollada en la seccién 2.2.1. De ahora en adelante denotaremos con un subindice
el espacio de fases cldsico, M¢. Un tratamiento mds formal matemdticamente puede encontrarse en el
apéndice A.

Mecanica cuantica geométrica

También es posible trasladar las leyes de la MQ a una formulacién Hamiltoniana geométrica, pero es
técnicamente mas complicado; para un desarrollo completo consultar el apéndice B. Para los propdsitos
de este trabajo es suficiente notar que:

= Por simplicidad, nos restringiremos al caso finito-dimensional. El espacio de Hilbert que actda
como espacio de fases del sistema cudantico es isomorfo a C" paran € N, H = C".

= Se puede definir una variedad real My que serd el espacio de fases del sistema en su formulacién
geométrica. Los estados | W) quedan identificados por unas coordenadas reales (g, px) € R?".

= Asociamos a cada observable cudntico A € Lin(#) una funcién f4 == (y |Ay) definida sobre la
variedad M.

= Es posible definir un paréntesis de Poisson canénico {-,-}¢ sobre My y un campo vectorial Ha-
miltoniano Xy, , donde H es el operador Hamiltoniano del sistema y fy su funcion asociada, de
manera que andlogamente al caso cldsico:

* Las curvas integrales del campo vectorial Xy, se corresponden con la dindmica sobre Mg
dada por la ecuacion de Schrodinger. Lo podemos interpretar en términos del paréntesis de
Poisson,

XfH = h_l{fHa'}Q .

* Se puede probar que hay una traslacién de la dindmica a operadores, traduciendo la ecuacién
de Heisenberg ifid,A = [A, H| a términos geométricos:

fa=tYfu, fato=0"fim.a -

2.3. Mecanica hibrida

En esta seccién mostramos cémo combinar la dindmica de un sistema cldsico y un sistema cudntico
discutidas en la seccién 2.2.3, poniendo de manifiesto la conveniencia de formular MC y MQ en los
mismos términos. Estamos describiendo sistemas fisicos con los siguientes elementos.

2.3.1. El conjunto de estados del sistema

(1) En primer lugar, sea H el espacio de Hilbert que describe los grados de libertad cudnticos de
nuestro sistema, en este caso, el subsistema electrénico. Sabemos que es un espacio vectorial
complejo de dimension Ny, pero podemos considerar su variedad real asociada My con el doble
de grados de libertad.



8 Capitulo 2. Formalismo geométrico de los sistemas estadisticos hibridos

(1r) En segundo lugar, sea M¢ una variedad diferenciable que contiene los grados de libertad clésicos.
Asumimos que es un espacio de fases de un sistema Hamiltoniano y tiene por tanto dimensién
par, con lo que podemos dotarla de un paréntesis de Poisson en coordenadas de Darboux (R, P)
en la forma

Wisle=25p 9k, " ar, 9p,"

(111) En tercer lugar, sea nuestro espacio de estados S el producto cartesiano de ambas variedades:
S =McxMy.

Esta descripcién tiene importantes implicaciones: es posible considerar cada subsistema separa-
damente pero no puede existir entrelazamiento entre ambos. Dado que la DE no considera este
caso, la eleccién del producto cartesiano es la mds natural.

La notacién empleada para las coordenadas del sistema es la siguiente:
= Las posiciones y momentos de los nicleos se denotan®: (R, P) € Mc.

» Las partes reales e imaginarias de las coordenadas de los estados |y) € H con respecto a cierta
base ortonormal®: (¢, p) € Mp.

2.3.2. Los observables

Es preciso hacer una observacion de caracter técnico a la hora de introducir los observables de un
sistema hibrido. Si bien es cierto que para el caso cudntico se ha definido un conjunto de observables

Og = {fa = (Y[Ay) | A € Lin(H)}
para el caso hibrido no vamos a considerar el conjunto
P ={fa=(y|AR,P)y) € C”(S) | A(R,P) € Lin(H) Y(R,P) € Mc}, (2.15)
que podria parecer la eleccion mds natural, sino una extensién
O={feC”(S)|Tof =0} (2.16)

elegida para que el dlgebra de Poisson (O, {-,-}) sea cerrada, puesto que la naturaleza no lineal de la DE
hace que & no sea estable bajo dicha dindmica. No obstante, la energia, que serd el observable hibrido
mas habitual, si que serd del tipo (Y |A(R,P)y).

En esta definicion®, I'p = I x T es el campo vectorial que genera los cambios de fase global sobre
estados en Mp. La interpretacion fisica de la condicion I'g f = 0 es que una funcién definida sobre
la variedad producto debe ser constante para aquellos estados de My asociados a kets de ‘H que se
diferencian en una fase global, puesto que la informacién medible que codifican es la misma.

3Tendremos 3N + 3N¢ de estos grados de libertad, para N el niimero de niicleos del sistema.
4Tendremos Ng + Ny de estos grados de libertad, para N la dimensién del espacio de Hilbert .
SVer el apéndice B, seccién B.1 para la definicién precisa de T.
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2.3.3. El paréntesis de Poisson

Seguidamente, dotemos a S = M¢ x My de estructura de Poisson. Habiendo visto en la seccién
2.2.3 que tanto Mc como My tienen paréntesis de Poisson, el problema es andlogo al que se tiene
desde el punto de vista de MC al combinar dos subsistemas cldsicos. Asi, es inmediato concluir que las

correspondientes estructuras de Poisson pueden combinarse como
{r={detn e (2.17)

donde {-,-}¢ actda sobre los grados de libertad cldsicos y {-,-}o sobre los cudnticos. Es un hecho
probado [1] que esta suma de paréntesis de Poisson de cada componente del par define una estructura
consistente en el espacio producto.

2.3.4. La dinamica de Ehrenfest como sistema Hamiltoniano

Podemos ahora alcanzar el objetivo propuesto en la introduccién de este capitulo: dar una descrip-
cién Hamiltoniana de la DE en términos de una estructura de Poisson.

Definicion 2.5. Sea el siguiente sistema Hamiltoniano:
» Un espacio de fases S = Mc X Mg
= Un conjunto de observables O dado por (2.16).
= El paréntesis de Poisson definido en (2.17).

» La dindmica introducida por la siguiente funcién Hamiltoniana

2

fulk.Pap)= Y fMJ +(w(g,p) | H(R)W(g,p))

donde H, es la expresion del Hamiltoniano electrénico, M; las masas de los nticleos del subsiste-
ma cldsico y y(q, p) la representacion en el espacio real del estado |y).

Puede probarse de manera directa que la dindmica construida se corresponde exactamente con las ecua-

ciones de la DE, (2.4) - (2.6) y preserva el conjunto O.

2.3.5. Caracteristicas de la dinamica

Finalmente, de manera totalmente andloga a la descripcién dada en 2.2, la dindmica de un SHCQ se
puede construir sobre

= ]a variedad producto que juega el papel de espacio de fases, definiendo un campo vectorial Hamil-
toniano cuyas curvas integrales son las soluciones de la dindmica (interpretacién de Schrédinger),

= el conjunto de funciones sobre el espacio de fases. En este caso, f = {fy, f} (interpretacién de
Heisenberg).

En ambos enfoques se define el campo vectorial Hamiltoniano como Xy = { fy, -}, para fiz € O.
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2.4. Sistemas estadisticos con dinamica de Ehrenfest

La principal conclusion a la que hemos llegado hasta ahora es que la dindmica de Ehrenfest puede
ser descrita como un sistema Hamiltoniano sobre una variedad de Poisson. Ahora, el siguiente paso en
este trabajo es la definicién de un sistema estadistico asociado con dicha dindmica, introducida en la
seccion 2.3. La idea principal en la que se va a fundamentar esta construccion es que el formalismo
desarrollado hasta este punto nos deja en una situacién totalmente andloga a un sistema cldsico usual,
con lo que podremos emplear las técnicas de 2.2.2.

No obstante, antes de definir un sistema estadistico hibrido hay que introducir una ligera modi-
ficaciéon. Notemos que el espacio de estados hibrido definido en 2.3 a fin de no perder generalidad,
S = Mc x My, contiene informacién redundante fisicamente: los estados que solo difieren en norma
codifican la misma informacién medible®.

Recordemos que la variedad cudntica M identifica los estados |y) por unas coordenadas reales
(qx, px) € R?". Para eliminar esta redundancia de informacién se puede restringir entonces el espacio de
estados a una subvariedad,

McxSp,  Sgi= (q,p)GMQ‘Z(QiJrP%):l
k

Se puede probar (andlogamente a la proposicién B.4, en el apéndice B) que la dindmica preserva la
subvariedad, con lo que resulta lo més natural considerarla como espacio de fases de nuestro sistema
estadistico. Tendremos asi un sistema estadistico compuesto por dos subsistemas, pero dado que los
eventos de los subistemas cudntico y cldsico no son mutuamente independientes, se tendrd la siguiente
definicién:

Definicién 2.6. Sea el sistema hibrido gobernado por la DE con espacio de fases M¢ x Sp. El estado
del sistema estadistico estd completamente especificado por una distribucién, .7 : O — R, a la que
podemos asociar una funcién de distribucién Fy € O, verificando

/ Fydug=1 'y  Fy(R,Pq,p)>0 V(R,P)<Mc,V(q,p) <€ Sp
MCXSQ

donde duy = duc Ad€Qp, con dyc el elemento de volumen cldsico simpléctico usual y dQ¢ el elemento
de dngulo sélido derivado de la restriccion a la esfera unidad del elemento de volumen simpléctico dpp
de My, factorizado en parte radial y angular.

Esto nos permite definir la accién de la distribucién postulando que el promedio macroscépico de
un observable M € O viene dado por

(M)i= [ MR P.g.p) Fu(R.Pg.p)dtn 2.18)
MCXSQ

Si bien la definicién anterior modela un ensemble caracterizado por observables generales de O
como en (2.16), en el caso de que los observables sean cuadrdticos en |y), es decir, pertenezcan al
conjunto & dado por (2.15), es posible obtener una descripciéon en términos de un operador de tipo
matriz densidad p para el subsistema cudntico, obteniendo una formulacién mas cercana a la usual para
mecdnica estadistica cudntica. Remarcamos que este serd uno de los resultados centrales para entender

6Observemos que aquellos estados que difieren en una fase global también codifican la misma informacién, pero trataremos
este problema mds adelante.



Dinamica de los sistemas hibridos estadisticos 11

el desarrollo posterior.

Teorema 2.7. Sea un sistema estadistico hibrido (con DE en este contexto) caracterizado por obser-
vables cuadrdticos en |y), i.e. pertenecientes a &. Se define el operador densidad que caracteriza el

ensemble como
p(R.P):= [ duola.p)Fu(R.P.g.p) ¥(.p)) (v(a.p) 2.19)
o

donde |y (q,p)){(w(q,p)| es el proyector sobre el estado cudntico parametrizado por (q,p). El valor
esperado de una magnitud hibrida fy € & es

(A) = [, dueTr [p(R,P)A(R,P)]. (2.20)

Demostracion. Ver apéndice C. O

Finalmente, en cuanto a la dindmica, dado que se ha formulado la DE como un sistema Hamilto-
niano, por el teorema 2.4 se calcula la evolucién de la funcién densidad,

Fy = {Fy, fu} (2.21)

2.4.1. Formulacion en términos de proyectores

Como se ha mencionado en esta seccién, en MQ los estados fisicos estdn representados por los
rayos de H. En términos geométricos, se puede eliminar el exceso de informacién en el espacio de fases
cudntico introduciendo una relacion de equivalencia, R. Trabajaremos a partir de ahora con P = Mo /R,
que tiene estructura de variedad cociente, denotando sus puntos por [y]. Ademas, la aplicacién momento

_wlvl

. 1 *
p:P—=DMH) Ccw(H) [yl—ply]) o Ty

Py

define un difeomorfismo entre P y el conjunto de proyectores de rango uno, D' (), siendo posible tras-
ladar la estructura de Poisson sobre este nuevo espacio’. Asf, toda la formulacién de SHCQ desarrollada
hasta ahora en 2.3 puede traducirse a términos de proyectores:

» Las ecuaciones de Ehrenfest resultan: R¥=P;  P* =V, Tr (Ho(R)py); ihpy = [He(R),py].

» El paréntesis de Poisson hibrido es:

_ af1df
_ip! 2 ‘ Cl oy 2122
{fl 7f2} {flaf2}C in Z ]kxl I Dk
donde {x1,...,x,2} son las coordenadas del dual a Herm(n) consideradas respecto a su base { ¥},

con las constantes de estructura del dlgebra de Lie [c;, 0x] = Cﬁ.kcl.

= Los observables de & toman la forma f3 (&, py) =Tr (A(§)py), con & = (R, P). En lo que sigue

nos referiremos a ellos como observables lineales en los proyectores.

» La dindmica es la introducida por la funcién Hamiltoniana hibrida f (&, py) = Tr (H(R)py),

2
incluyendo el término cinético en el operador H =} ; ZPW’J]I + H,(R) con el paréntesis de Poisson
anterior.

7Un desarrollo riguroso de esta construccién puede encontrarse en [5] y se ha resumido en el apéndice B, seccién B.2.



Capitulo 3

Entropia y formalismo canénico de los sistemas estadisticos hibridos

En el capitulo anterior se ha dotado a un SHCQ, gobernado por la DE, del formalismo Hamiltoniano
andlogo a un sistema cldsico puro. Esto nos ha permitido finalmente adaptar la mecénica estadistica para
describir sistemas estadisticos hibridos mediante distribuciones, cuya evolucién viene determinada por
la ecuacidn de Liouville.

Durante este capitulo se va a seguir el trabajo de [2] para profundizar més sobre la mecénica estadis-
tica de los sistemas hibridos, dando una formulacién en principio independiente de la dindmica elegida
para su descripcion. La estructura del capitulo es la siguiente:

= En la seccién 3.1 se discutira la correcta definicidon de entropia de un sistema hibrido.

= En la seccién 3.2, dada la definicién, se derivara el estado de equilibrio de un sistema estadistico
hibrido en el formalismo candnico, llamado en la literatura el hybrid canonical ensemble (HCE),
como aquel que maximiza la entropia hibrida sujeta a la restriccion de un valor esperado de
energia (principio MaxEnt).

Estas preguntas, aparentemente fundamentales, tienen aplicaciones cruciales en el modelado de molé-
culas y sus simulaciones numéricas a temperatura finita.

3.1. La entropia de un sistema hibrido

Una correcta definicién mecano-estadistica de cualquier sistema parte de la definicion de un espacio
de fases: un conjunto de estados estadisticamente independientes, i.e. eventos mutuamente excluyen-
tes (EME) que pueden ser inequivocamente caracterizados por los resultados de un experimento. En
primer lugar, hay que formular adecuadamente el espacio de fases cudntico para eliminar informacién

redundante, como se ha hecho en 2.4.1.
Definicién 3.1. El espacio de fases hibrido que vamos a considerar es My := M¢ x D' (), donde
» M es la variedad real cldsica cuyos puntos se denotan con las coordenadas & = (R, P).

s DY (H) es el espacio proyectivo difeomorfo a la variedad cociente cudntica P, por lo que sus
p proy p q

puntos se identifican con py, = %, lw) € H\ {0}

Vamos a ver a continuacién dos posibles enfoques para la definicién de entropia, el primero basado
en la definicion cudntica y el segundo inspirado en la definicion clésica.

12
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3.1.1. Entropia de Gibbs - von Neumann

Como se ha visto en 2.4, si nos restringimos a observables como mucho lineales en py, (o cuadra-
ticos en los estados) podemos caracterizar el ensemble estadistico hibrido gobernado por la DE por un
operador de tipo matriz densidad (teorema 2.7). Veamos ahora cudl es la interpretacién en términos
estadisticos, lo que nos permitird generalizar este enfoque a SHCQ generales con observables lineales,
independientemente de su dindmica. Para estos casos, consideraremos que dos estados hibridos (§;, py, )
y (&2, py, ) representan EME si y s6lo si & # & o (y1 | y»).

Esta matriz densidad hibrida sigue la idea de von Neumann y el teorema de Gleason [9] para repre-
sentar la probabilidad hibrida de modo consistente. Como las propiedades fisicas de un sistema hibrido,
en general, combinan estados de Mc y D'(#) no podemos asumir que son conjuntos independientes
desde un punto de vista probabilistico. Sin embargo, si que podemos asumir que podemos medir simul-
tdneamente cualquier observable cldsico y cualquier observable hibrido de la forma A(£) definida en
la ecuacion (2.15). Este hecho permite definir la probabilidad condicional p(a | £): la probabilidad de
medir un autovalor del operador A(§), dado que el subsistema cldsico estd en el estado & € Mc. Las
probabilidades asociadas a las medidas hibridas pueden descomponerse en la probabilidad marginal
asociada al espacio de fases clésico, F¢(&) y las probabilidades condicionales asociadas a la medida de
A(&) aun & dado:

p(a,§) =Fe(&)p(al&). 3.1

Para estas probabilidades condicionales cudnticas p(a | &), se aplican todas las hip6tesis del teorema de
Gleason y se puede definir a cada punto cldsico & una matriz densidad pg. Esta proporciona las probabi-
lidades de medir el autovalor a del observable A () de la manera usual, p(a | &) = Tr(p% #,(&)), donde
#.(€) es el proyector sobre el autoestado del subespacio propio de A(&) asociado a a. Sintetizamos el
formalismo en el siguiente resultado:

Teorema 3.2. La matriz densidad hibrida definida en el teorema 2.7 se puede escribir como:

p(&) = Fe(&)pS

tal que p(a,§) = Tr[p(&)R,). Asi, la distribucion de probabilidad en el conjunto de EMEs de esta-
dos hibridos puede escribirse como una familia de operadores densidad cudnticos parametrizados por
los grados de libertad cldsicos. Ademds, para cada & se tiene que p(&) es un operador autoadjunto

normalizado en el espacio hibrido:
ducTrlp(&)] =1 (3.2)

Mc
Dado un estado cudntico representado por el proyector &, la probabilidad de medir el sistema en dicho
estado viene dada por Tr[p (&) 7.

Esta construccién recupera la nocion introducida por Aleksandrov [10] a principios de los afios 80.

Demostracion. La condicién de normalizacion se deriva de que Fc(8) =Tr[p(8)]y [y, duc(§)Fc(§) =
1 por ser una funcién de distribucidn. O

Estamos ahora en condiciones de definir la entropia de estados hibridos. La entropia de una distri-
bucién bivariada p(x,y) de dos conjuntos de variables aleatorias (X,Y) viene dada por

S(p) =S(px) + Y px(x)S(py,)
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donde px(x) = ¥, p(x,y) es la distribucion marginal de X, y py, la probabilidad condicional de ¥ dado
x. Con lo cual, aplicando la descomposicion anterior se define la entropia hibrida:

Definicion 3.3. La entropia de un sistema hibrido caracterizado por una matriz densidad hibrida p (&)
viene dada por

SIP(E)) = ks | duc(E)Fe(E)log(Fe(8))+ | duc(@)Fe(&)l~kiTr(plogp)] ()
C C

donde el primer término es la entropia cldsica asociada a la distribucién marginal cldsica Sc(F¢) y

S (p®) = [~ksTr(p®logp)] es la entropia de von Neumann de la matriz densidad condicional cuan-

tica. Se puede entonces reescribir la entropia como

S[p(8)] = —kg [ duc(§)Tr[p(§)logp(S)]- (34

Mc

3.1.2. Posible entropia de Gibbs para sistemas hibridos

No obstante, para observables completamente generales la caracterizacién en términos de p(&)
no es vélida y debemos recurrir a las funciones de distribucién Fy. En este contexto, partiendo de la
construccién a la que se ha llegado en 2.4, en la que se dota a un SHCQ gobernado por la DE de
una estructura Hamiltoniana casi andloga a un sistema cldsico, parece natural introducir una nocién de
entropia similar a la de la mecdnica estadistica cldsica. Dada una funcién de distribucién Fy sobre My,
una posible definicion de la entropia de Gibbs hibrida toma la siguiente forma:

SolFul = ~ka | dun(€.py)Fin(& py)ozlFi (2. py) (3.5)

donde kp representa la constante de Boltzmann y duy el elemento de volumen en My que puede escri-
birse en funcién de los elementos de volumen cldsico y cudntico, duy = duc Adug.

Sin embargo, aunque esta funcién entropia estd bien definida para sistemas cldsicos (donde los
puntos del espacio de fases se corresponden con eventos mutuamente excluyentes), no lo estd para
sistemas hibridos.

3.2. El principio de maxima entropia para sistemas hibridos

3.2.1. Principio de maxima entropia para la funcién de entropia hibrida

El principio de maxima entropia es uno de los procedimientos usuales para derivar el ensemble
candnico tanto a nivel clasico como cudntico. En primer lugar, se debe asumir el sistema en equilibrio.
Seguidamente, se determina el ensemble canénico como la solucién del problema MaxEnt: dado un
cierto sistema termodindmico y una funcion de entropia S, encontrar el sistema estadistico de equilibrio
que maximiza S sometido a la restriccion de valor medio de la energia fijo, E = (H(&)). Aplicando este

principio a los sistemas hibridos se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.4. El ensemble canonico solucion al problema MaxEnt para el caso hibrido viene dado por

o—BH(E)
puce(§) = Znce (B) (3.6)
Zuce(B) = | duc(&)Tr (e PHE)) (3.7)

Mc
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donde H(&) es el operador Hamiltoniano hibrido (tipicamente de la forma H(&) = f(§)1+ Hp(§),
donde fy y Ho(&) son la funcion Hamiltoniana cldsica y el Hamiltoniano cudntico del sistema hibrido

respectivamente), Zyce(B) es la funcion de particion y B una constante, determinada por la eleccion

de E, que define la temperatura 3 = kBLT

Demostracion. Ver apéndice C. O

3.2.2. Propiedades del HCE

Probemos ahora que el sistema estadistico definido cumple las propiedades naturales:

1. Aditividad. Si dos sistemas estdn en equilibrio canénico a la misma temperatura, entonces también
deben estar en equilibrio cuando los consideramos como un tinico sistema con dos subsistemas
independientes. Las variables extensivas de la entropia deben ser aditivas.

Esto se puede probar para el HCE de la siguiente forma. Si H (&) y H>(&;) son los Hamiltonianos
de ambos sistemas, entonces el del sistema compuesto es

H(E) =H (&)oL +1Hy (&),

donde & = (&;,&;). Como los dos términos de la ecuacién anterior trivialmente conmutan,

e BH(E) — ,=BHi(&) (g)efﬁﬁz(iz)7

y por ello
| due(@yme A1),
MCl XMCZ

con lo que podemos escribir
p(&) =pi(&1) @ p2(&2).

Esta factorizacién implica inmediatamente la aditividad de la energia interna,

U= [ duc(s)Tr[p(5)H(S)]

Mc
y de la entropia (3.4).

2. El ensemble canénico cldsico, que maximiza la entropia de Gibbs, se recupera cuando tinicamente
existe un estado de energia cudntico.

3. El ensemble canénico cudntico, que maximiza la entropia de von Neumann, se recupera cuando
solo hay un punto clésico.

4. Si no existe acoplo clésico-cudntico (el Hamiltoniano cuéntico Hy es independiente de las varia-
bles clésicas & y vice versa), entonces el HCE es el producto de los ensembles clésico y cudntico,
que maximizan la suma de sus respectivas entropias independientemente.

Finalmente, notemos que un ensemble de equilibrio debe satisfacer una condicién adicional para ser un
sistema termodindmico: estabilidad bajo la dindmica de los microestados. Trataremos esta cuestion en
el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Termodinamica de los sistemas hibridos

El resultado central al que se ha llegado en el capitulo 3 es que se puede dar una expresion de la
entropia de aquellos sistemas hibridos estadisticos cuyos observables sean lineales en proyectores ca-
racterizandolos en términos de una matriz densidad hibrida. Como consecuencia, aplicando el principio
MaxEnt es posible derivar el ensemble canénico de equilibrio. Recordemos que el desarrollo seguido ha
sido totalmente independiente de la dindmica, con lo que es claro que de existir un ensemble termodi-
ndmico en formalismo candnico, este serd el HCE. La siguiente cuestion es entonces estudiar si existe
alguna microdindmica que preserve este sistema estadistico, condicion necesaria para ser un sistema
termodindmico; en lo que sigue nos centraremos en responder a esta pregunta para el caso de la DE.

4.1. Dinamica en términos de matrices densidad hibridas

Sea un SHCQ gobernado por la DE, con el espacio de fases de la definicion 3.1. El principal proble-
ma técnico que debemos resolver es que en 2.4 se ha formulado la dindmica de un sistema estadistico
con DE en términos de funciones de distribucién (denotadas Fy), llegando a una ecuacién de Liouville,
(2.21). Esta es la formulacién més general, capaz de caracterizar sistemas estadisticos con observables
de cualquier tipo.

Por otra parte, si nos restringimos a observables lineales en los proyectores, los teoremas 2.7 y 3.2
aseguran que podemos caracterizar un sistema estadistico por una matriz densidad hibrida (denotada
p), a partir de la cual se puede formular una definicién de entropia hibrida y un ensemble canénico.

Si nuestro objetivo es ahora estudiar la estabilidad del sistema estadistico en formalismo candnico
bajo la microdindmica Hamiltoniana de Ehrenfest, necesariamente se tiene que dar una dindmica en
términos de matrices densidad, andloga a la ecuacién de von Neumann para sistemas cudnticos puros, al
estar toda la termodindmica formulada en estos términos. Lo més natural parece hallar una equivalencia
entre funciones de distribucién y matrices densidad hibridas para luego trasladar la dindmica, dado que
si que hay una dindmica construida en términos de las funciones de distribucién Fy asociadas a .%# € O,
con O definido en (2.16). Esta dindmica tiene la forma

L:0O—O
Fy — Fy = L[Fy) = {Fy, fu}

derivada de la microdinamica Hamiltoniana

Xy 0O—O0
f—f=Xu(f)={fu.f}

16
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Formalmente, queremos encontrar entonces una biyeccion

O<+— %R

Fg<+—p

donde fR es el conjunto de operadores densidad hibridos del teorema 3.2. Sin embargo, si bien es posible
asignar una Unica p dada una cierta Fy mediante la definicién (2.19), no se tiene la inyectividad, puesto

que varias Fy pueden dar lugar a una misma p.

Proposicion 4.1. Sea My = M¢ % D! (H) el espacio de estados de un SHCQ con DE, sea Fy € O una

funcion de distribucion. La aplicacion
O —NR

Fiy — p(@)IFnl = [ auo(py)Fn(&.py)py

no es inyectiva.

Demostracion. Basta considerar Fé y Fé tales que compartan el momento nulo y el primer momento
sobre D!(H) V&, es decir,

/Dlm) duo(py)Fiy(€,py) = /

DI(

” dﬂQ(Pw)Fé(g Py) V&,

/Dl(H)d#Q(PW)FF}(éan)Pw: /D " duo(py)F2(E.py)py  VE,

pero Fj, # F3, difiriendo en momentos mds altos. O

Observamos que p estd construida con los momentos nulo y primero de Fy sobre el espacio de pro-
yectores, mientras que la propia funcién de distribucién contiene informacién sobre todos los momen-
tos. Este exceso de informacidn que no se almacena en p es el que provoca que no exista la biyeccién
deseada.

No obstante, podemos insistir en trasladar la dindmica. Sea un observable hibrido lineal en los pro-
yectores fy € & de (2.15), que a cada & € M define un operador A(£) € Lin(H). Sea el Hamiltoniano
del sistema también perteneciente a &2, con fy (&, py) = Tr[H(§)py], H(E) € Lin(H) V&. El teorema
3.2 permite obtener valor esperado de f4 como

(A)= [ ducTr[p(&)A(E)]
Mc
con p el operador matriz densidad hibrido que caracteriza el sistema. Sean {Fg}g funciones de dis-
tribuciéon que describen el mismo sistema estadistico (i.e. proporcionan todas la misma p), donde el
parametro 6 € 7, un cierto conjunto de indices, da cuenta de la no inyectividad de la asignacién. Aho-
ra, por la definicién 2.6,

@)= [ aunF(Epfi(E.py)
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y la dindmica en términos de funciones de distribucién resulta

%(A>9 I/MHdHHFg(‘San)ifA(éan) :/MHd“HFF?(évpV/){fHafA}:

4.1)
@21

e a5 F & o)1 Epy) 2 [ dun{Ff. fu} €.py) a(& py).

Si bien la evolucién de observables de 4.1 siempre puede aplicarse en la descripcién mediante funciones
de distribucion, trasladarla a términos de matrices densidad hibridas presenta un problema técnico,
causa fundamental de que la dependencia en 6 no sea un problema meramente formal y afecte a los
observables fisicos. Este andlisis constituye el primer resultado original de este trabajo:

Proposicion 1
Sea un SHCQ estadistico sujeto a la DE con una funcién Hamiltoniana fiy € & y sea fy € &

un observable. La evolucién Hamiltoniana (4.1) del observable f4 depende cuadrdticamente en
proyectores, de manera que %2 no es cerrado con esta dindmica.

Demostracion. Sea Ff la funcién de distribucion que caracteriza el sistema. En la perspectiva de Ha-
milton,

GO = [ A€oy (THH ()P THAE )Py} =

= [ & py) (THH(E)py) THAE Pyl +17" [ dnaF(E. py){THH(E)py) THAE oy o

Basta aplicar la definicion del paréntesis de Poisson cldsico y sus propiedades para ver que el primer
sumando es cuadratico en proyectores:

/| A&y (THH () py). A )py e =

= [, uFR(Epy) (TH2pH (£)pyITrORA(E ) py] ~ TH2kH (E)py|THOpA(E oy

Para el segundo sumando, aplicando las propiedades del paréntesis cudntico, se tiene que

! /M dunfi (8. py) {Tr{H(§)pyl. TrAE)pylto = it /M g (6.py) (Tr ([ E)AE)lpy) )

donde [H(E)A(E)] = H(E)AE) ~ A(E)H(E). O

Este resultado implica que no podemos emplear el formalismo de matriz densidad para caracterizar un
sistema estadistico a un tiempo ¢ en la perspectiva de Hamilton, incluso si sus observables son lineales
en proyectores. Ahora bien, si se emplea la perspectiva de Liouville el problema no desaparece, sino
que se traduce en la mala definicién de una derivada para la matriz densidad hibrida. La imposibilidad
de definir una dindmica por una evolucién 8-dependiente para p fue introducida originalmente por N.
Buri€ et. al. en su articulo de 2013 [11]. Es uno de los propésitos de este trabajo aclarar esta cuestion.
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4.2. Dinamica dependiente de la representacion

Veamos a continuacién un ejemplo para ilustrar el problema de Burié. A partir de la ecuacién (4.1)
parece natural definir una dindmica en las matrices densidad como

po() = [, amolFi S} & pu)py @2
de manera que
S0 = [ aucTrlpo(©)A(E)] @3)
Mc

La pregunta a la que hay que responder ahora es si esta construccién responde a una dindmica bien
definida. En principio, la dependencia del pardmetro podria no traducirse en una evolucidén distinta en
los observables, que es lo Unico relevante fisicamente. La respuesta sin embargo va a ser negativa, siendo
el siguiente el segundo resultado original de este trabajo:

Lema 2

Sea un SHCQ sujeto a la DE con una funcién Hamiltoniana f € &. La dindmica definida sobre
R mediante la ecuacion (4.2) resultante de trasladar la dindmica de Liouville de las funciones de
distribucién, define una evolucién sobre los observables de &2 que, en general, no estd bien definida
(depende de una eleccidn arbitraria de pardmetro 0).

Demostracion. Probaremos el lema 2 mediante un contraejemplo. En primer lugar, notemos que dada
una matriz densidad hibrida p, al ser un operador autoadjunto a cada punto clasico la podemos descom-
poner en una suma globalmente convexa,

p(&) =Y M(&)m(&) 4.4)

donde A4 (&) son ciertos pesos dependientes del punto cldsico y (&) proyectores asociados a estados
puros, también dependientes del punto cldsico. Como sugiere la expresion, puede tratarse de la des-
composicién espectral con A (&) los autovalores y (&) los proyectores de los subespacios propios
asociados, pero no necesariamente. La condicién de convexidad global significa que

/ Y A(&)duc=1 < | ducTrp(§)] =1
Mc " Mc

siendo asi la descomposicién consistente con la normalizacién de p en el espacio de fases hibrido.
Trivialmente, una distribucién .# asociada con p es:

F.LPCO—R

H k

A— )= [ AEpy) (zxk@)s(pw - ﬁk@))) g = [ dneTp(E)A(E))

Efectivamente,
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En este caso, la no inyectividad se tiene en la eleccién arbitraria de descomposicién de p(£) en (4.4),
puesto que para una misma matriz densidad hibrida existen varias posibles descomposiciones, una de
ellas la espectral. Esta eleccion se traduce en una distribucién distinta, que a su vez definird una dindmica
dependiente de un pardmetro, de acuerdo con (4.2). Se puede probar! aplicando dicha ecuacién que

p(S) = (—;[H(é),/?(é)] +;M(€)Tr(ﬁk(§) {8, H(S)}e) ﬁé(é)) +
+;Tr({/1k(§)7%k(5)ﬂ(§)}c) (S)-

4.5)

En principio, al aparecer términos en (&) es una evolucién que parece depender de la representa-
cién escogida y que por tanto no estard bien definida, pero todavia no lo podemos asegurar (podrian
cancelar aquellas contribuciones dependientes de la representacion, lo cual es imposible de determinar
analizando la ecuacién).

También es posible probar que la funcién de distribucién marginal clésica, Fc = Tr[p (& )] evoluciona
como

Fe=Te({p(8),H(E)}c). (4.6)

siendo esta evolucién independiente de la representacion.

Construccion del contraejemplo. Llegados a este punto, tomaremos un ejemplo concreto de
SHCQ con DE, proponiendo un Hamiltoniano y una matriz densidad hibrida. A continuacién, se factori-
zard esta matriz densidad dependiendo de un parametro 0 y aplicando la ecuacién (4.5) se calcularan las
distintas evoluciones para cada valor de 8. Dada la complejidad de los cdlculos se ha recurrido al calculo
simbélico (librerfa sympy de Python?). Comencemos enunciando el sistema hibrido seleccionado:

(1) Consideraremos un solo grado de libertad cldsico, de modo que Mc = R? y & = (R, P).

(11) Consideraremos un sistema cuantico de dos estados. Asi, el espacio de proyectores puros se puede
identificar con:

D'(1) = {py | py € Herm(2) =R(00, 01,62, 03), py, = Py, Tr(py) = 1}

con {Gi}?zl las matrices de Pauli y oy la identidad. La forma habitual de describir este espacio
en MQ es mediante la esfera de Bloch [5]. Aplicando la condicién de traza unidad y que p%, =
Py se puede probar que existe una biyeccién entre D' (H) y $* = {x* +y*+22=1|x,y,z €
R} C R? definiendo las coordenadas {x = Tr[c1py], y = Tr[02py], z = Tr[o3py]}. que a partir de
ahora llamaremos coordenadas de Bloch, denotadas 3. En esta construccidn, los puntos (0,0, 1)
y (0,0, —1) se corresponden con los proyectores Pjoy ¥ Pj1) respectivamente para una cierta base
ortonormal {|0),|1)} del espacio de Hilbert del sistema cudntico de dos estados, H = C?.

(1) El Hamiltoniano del sistema se define como H € &2,

H(é) :H(R,P) = %(RZ‘FPZ)HZ +E1(R7P)7%I(R’P)+E2(R7P)ﬁ2(R7P)

con f; € D'(H) proyectores puros dependientes del punto cldsico: (R, P) = (sinR,0,cosR )z y

'Ver apéndice C.
ZVéase el anexo D para los detalles técnicos del c6digo.
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(1v)

V)

1.405 0.0

(R, P) = ( —sinR, 0, —cos R ) 5. Notemos que por construccién los proyectores son ortogonales,
ie. 1Tr (#1(€)R2(&)) = 0VE € M. Por tltimo, Ej son los niveles de energfa:

1

E((R,P) = 1R

EZ(Rvp) = El(Rvp) +1+ (07 1) -R?
Se define la matriz densidad hibrida p(&) mediante la factorizacién marginal-condicional del
teorema 3.2 como

p(S) =Fc(S)A(5) 11 (8) + Fe(8) (1 - A(8)) Aa(8)

con A(R,P) = %atan (R*+P?), F.(R,P) = % exp (—R +P?/2) y con proyectores definidos anélo-
gamente al punto anterior, f; (R, P) = (sina,0,cosa)z y B2(R,P) = ( —sina,0,—cosa )z, donde
a = atan (R2 +P2).

El siguiente paso es factorizar la matriz densidad hibrida en funcién del pardmetro 8 € R. Tal y co-
mo se ha construido, la matriz densidad condicionada al punto clasico estd escrita en factorizacién
espectral. Para obtener nuestra representacion arbitraria partimos de la descomposicién marginal-
condicional y aplicamos que la arbitrariedad de eleccidn tiene que estar en la parte cudntica (por
(4.6) la evolucién de F¢ no depende de la representacion). Finalmente, es un sencillo problema
de geometria sobre la esfera de Bloch hallar, dado un punto interior a la esfera asociado a pé, una

descomposicién fijando que uno de los proyectores tiene que ser el |6) (8] = (sin8,0,co0s 0) 3.

Esfera de Bloch i H Esfera de Bloch
25 .
00 -1.00 .00

@) 6=0. (b) 6 =0,46.

Figura 4.1: esquema de la factorizacién de pé (negro). En azul, la descomposicion espectral. En rojo, la
descomposicidn arbitraria dependiente de 6.

(VD)

Por dltimo, tratando mediante célculo simbélico las expresiones de p(&) en todas las factoriza-
ciones que hemos hallado, es posible obtener una férmula también simbélica para p®(&). En el
apéndice D se adjunta el c6digo utilizado, una libreria especialmente disefiada para tratar sistemas
hibridos de este tipo, incorporando la ecuacién (4.5).
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Resultados. Presentamos aquf los resultados obtenidos para este ejemplo particular. En las si-
guientes figuras se representan diferencias de las coordenadas de pg en la base de matrices de Pauli,
entre la descomposicion espectral (denotada con superindice s) y la descomposicién arbitraria depen-
diente de 8. La variacion de las superficies en el eje 8 indica que la evolucioén temporal dependerd de la

eleccioén inicial de representacidn, con lo que la dindmica no estard bien definida.

05 125
0.50 1.00
m
m
000 O 0.0 1.00 S Mo
~ 050 -
-0.50 P o | [0-50
-0.5 ‘h
.00 | 0.00 | L0.25
Q’f LN
150 = 10 050 2 | |ooo
2.00 1.00 -0.25
2.00 -15 2.00 L —0.50
175
1.50 -0.75
125
0.0 ) -2. 0.0
05 . 71500 2.0
10 : :
15 050 g . 050 o
2.0 25 0.25 2.0 25 0.25
e 2 30 0.00 1) 2 30 0.00
(a) Coordenada x, 1Tr(p(&)oy). (b) Coordenada z, 1 Tr(p(£)o3).

Figura 4.2: diferencia en las componentes x y z de p(&) para distintos valores de Ry 6.

La primera coordenada es proporcional a la traza: 3Tr(p(&)op) = 3Tr(p (&) Tr(p(&)). Comprobe-

mos entonces que se verifica (4.6):

0.05

0.100
0.07 ' 0.075
0.05

-G-\ 0.04
002 = | [o0s0
-
0:00 r0.025 0.04 0.03
003 3 :
005 T | [0000 0.03
0.08 = 3 0.02
- F-0.025 = 002
-0.10 .
L -0.050 0.01
2.00 0.01
50 I—o.ms 0.00
0.00
—0.100 .
(a) Diferencia entre trazas. (b) Independencia de F¢ con 6.

Figura 4.3: tal y como se habia predicho analiticamente, la densidad de probabilidad marginal clésica
F¢ evoluciona de manera independiente de la descomposicién, lo que supone una validacién del andlisis
computacional.

Con esto queda probado el resultado 2, la dindmica sobre los observables no estd bien definida en
general puesto que depende de una eleccion arbitraria de pardmetro, en este caso el dngulo 0 de la

factorizacién sobre la esfera de Bloch. L]
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4.3.

Aplicaciones del formalismo de matriz densidad

Incluso si hemos concluido que tenemos una evolucién para p(&) que introduce dependencia no

lineal en los proyectores y que es dependiente de la eleccién de funcién de distribucidn, existen algunos

casos en los que puede aplicarse este formalismo. Enunciemos a continuacion las propiedades de la

evolucion de la matriz densidad hibrida.

Teorema 4.2. La evolucion en R definida en (4.2) verifica:

(1)

(11)

(111)

(1v)

(V)

La densidad de probabilidad marginal cldasica Fc(&) = Tr[p(&)] evoluciona como en (4.6) de
manera independiente de la representacion. Esta evolucion también se deriva en la ecuacion de
Liouville cldsico cudntica de Aleksandrov-Kapral-Cicotti [10].

La traza de la matriz densidad cudntica condicional se conserva para todas las representaciones,
Le. d

$Tr[pé] =0 VEeMc VT e O

La evolucion preserva la propiedad de ser autoadjunto de p (&) independientemente de la repre-

sentacion.

pT(&)=p(§) VEeM VT €O

La evolucion del valor esperado de observables cldsicos puros, en la forma A(E) = f(E)IVE, es

independiente de la representacion:
Tr[p(5)F (O] = F(E)Trp(S)] VG €Mc, V.7 € O

La evolucion del valor esperado de observables cudnticos puros, en la forma Og(&) = O € Lin(H)
V&, vy de observables que sean funcion del Hamiltoniano es independiente de la representacion.
Es consecuencia de la prueba de la proposicion 1, al no depender de las coordenadas cldsicas el

término que introduce la dependencia cuadrdtica en proyectores desaparece.

Este teorema asegura que al menos se tienen algunas propiedades esperables para la evolucion de

una matriz densidad y que ademads no existe el problema de representacion para ciertos tipos de opera-

dores. Sin embargo,

La evolucién de observables hibridos generales es dependiente de la representacién. Hemos con-
cluido que la raiz del problema estd en que la matriz densidad hibrida solo codifica informacién
de los momentos de la distribucién hasta primer orden, mientras que la evolucién introduce de-
pendencias en orden cuadrético en proyectores.

La evolucién de la entropia hibrida es dependiente de la representacion, al serlo la de p(&).

La dindmica de Ehrenfest no puede considerarse ni siquiera como candidato para preservar el
HCE derivado en la seccién 3.2, al no definir una evolucién dnica sobre las matrices densidad y
ser por tanto imposible calcular una tinica derivada de la entropia.
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Conclusiones y lineas de trabajo futuro

El principal objetivo de este trabajo ha sido estudiar la estabilidad del HCE bajo la microdindmica
de Ehrenfest, condicién necesaria para que sea un ensemble termodindmico. Las conclusiones funda-
mentales pueden sintetizarse en dos resultados:

= En la perspectiva de Hamilton, dado que la DE hace evolucionar observables lineales en proyec-
tores en observables que no lo son, la caracterizacién en términos de matriz densidad de un SHCQ
estadistico deja de estar bien definida (proposicion 1).

= En la perspectiva de Liouville, si se pretende definir una dindmica sobre las matrices densidad
hibridas trasladando la dindmica en funciones de distribucidn, existe un problema de dependencia
en la representacién que de nuevo hace que la evolucién temporal no esté bien definida (Ilema 2).

En particular, de los resultados anteriores se sigue que la evolucién de la entropia no estd bien definida y
por lo tanto el ensemble candnico hibrido no es un sistema termodindmico bajo la dindmica de Ehrenfest,
respondiendo asf la cuestién principal del trabajo.

Ademds, del andlisis realizado se ha podido derivar un resultado parcial con posibles aplicaciones:
en el caso de que se quieran estudiar sistemas estadisticos hibridos y se pretenda medir observables
cldsicos puros, cudnticos puros o funciones de la energia, el formalismo de matriz densidad hibrida
no presenta el problema de representacion y puede aplicarse para simular la dindmica. Este resultado
puede ser de utilidad especialmente en el campo de dindmica molecular.

Finalmente, como lineas de trabajo futuro en termodindmica hibrida presentamos dos posibles al-
ternativas:

= Puesto que se ha probado que la dindmica de Ehrenfest no deja estable el ensemble canénico de
equilibrio, una posible linea de trabajo es la construccién de una microdinamica hibrida distinta.
Para obtenerla, un punto de partida tal vez sea exigir que cumpla los limites cldsico puro y cudntico
puro.

= Dado que el problema de representacion radica en la falta de informacién que contiene el operador
matriz densidad, una posible solucién puede ser proponer un nuevo formalismo que codifique toda
la informacién que contienen las funciones de distribucién.
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