Grupos finitos con subgrupos
de Sylow ciclicos

macultad de Ciencias
Universidad Zaragoza

i2s  Universidad
181  Zaragoza

Mireia Judith Sancho Nuez
Trabajo de fin de grado en Matematicas
Universidad de Zaragoza

Directora del trabajo: Paz Jiménez Seral
25 de junio de 2021






Introduccion

El tema del presente trabajo se encuentra dentro del ambito de la teoria clasica de los grupos finitos
abstractos.

La teoria de grupos tiene sus origenes en la teoria de nimeros y la teoria de las ecuaciones algebrai-
cas, las cuales surgieron a finales del siglo XVIII y en la geometria de comienzos del siglo XIX. Con
todo esto, el concepto de grupo se formalizé en el siglo XX. En la teoria de las ecuaciones algebraicas
tuvo una notable importancia el estudio de las permutaciones. Hasta 1770 se conocian las permutaciones
como ordenaciones, pero en en ese aflo Lagrange introdujo el concepto de permutacién como transfor-
macién de una ordenacién a otra. Este concepto fue muy importante porque con las ordenaciones no
se podia trabajar, pero considerando las permutaciones como transformaciones se puede componer, es
decir, se puede operar con ellas. En 1832, Galois utilizé por primera vez la palabra "grupo", lo definié
como un conjunto de permutaciones de manera que si estaban dos transformaciones también estaba su
composiciéon en el conjunto. En 1854, Cayley hizo un intento de definicién de grupo abstracto y, en
1878, acab6 demostrando que cualquier grupo finito puede describirse en términos de grupos de per-
mutaciones, es decir, que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de grupo de permutaciones. Asi,
el concepto con el que trabajé Galois es exactamente el actual. En el siglo XX se empez6 a desarrollar
la teoria de grupos en abstracto, considerando varias acciones fieles se llega a que un mismo grupo
abstracto es un subgrupo de distintos grupos de permutaciones, pero todos estos, son isomorfos como
grupos abstractos.

En todo el trabajo cuando hablemos de grupos, estos serdn grupos finitos.

El objetivo del trabajo es la caraterizacién de los grupos que tienen todos sus subgrupos de Sylow
ciclicos.

Sea p un primo, un grupo G se llama p-grupo si su orden es una potencia de p. Sea G un grupo tal
que |G| = p”m donde p es primo y (p,m) = 1, es decir, p { m, entonces un subgrupo S de G se llama
p-subgrupo de Sylow de G cuando |S| = p®. Por el Teorema de Lagrange un p-subgrupo de G no puede
tener un orden mayor que p“, un p-subgrupo de Sylow de G es un p-subgrupo de G que tiene este orden
maximo p“.

El estudio de los p-subgrupos de un grupo ya fue estudiado por Cauchy en 1845, el cual demostrd
que todo grupo cuyo orden es multiplo de un primo p, contiene un elemento de orden p. En 1872, Peter
Ludwig Sylow publicé un articulo llamado Théoremes sur les groupes de substitutions en la revista Mat-
hematische Annalen [3], donde generaliz6 el resultado de Cauchy, este enuncié y demostrd teoremas
en grupos de permutaciones, los cuales fueron muy dtiles en la clasificacién de grupos finitos simples.
Los teoremas de Sylow garantizan la existencia de p-subgrupos de Sylow de G para cualquier primo
p que divide al orden del grupo G, establecen que todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados, en
particular, isomorfos, y nos aportan informacién sobre el nimero de p-subgrupos de Sylow. Més tarde,
en 1887, Frobenius probo la existencia de subgrupos de Sylow evitando el teorema de Cauchy, para ello
utilizé las clases de conjugacion, y esta se convirtid en la prueba estdndar de los teoremas de Sylow
hasta que en 1959 Wielandt reconstruy6 las demostraciones de los teoremas. [Véase [6]]

Hay programas de ordenador, como el GAP (Groups, Algorithms, Programming), que es un progra-
ma especializado en teoria de grupos, que calculan directamente los subgrupos de Sylow de un grupo.

Este es un trabajo teérico de caracterizacion y por lo tanto no usaremos el GAP.
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Summary

The objective of this dissertation is the characterization of the finite groups whose Sylow subgroups
are all cyclic.

Let G be a finite group and p a prime, a subgroup P < G is called a p-subgroup if its order is a
power of p. A p-subgroup whose order is the maximum power of p that divides the order of G is called
a Sylow p-subgroup.

First of all, we choose the results that we have already seen and that we are going to use in this
dissertation, and then we introduce new concepts that have not appeared in the degree courses, such
as the normaliser subgroup, the commutator subgroup, the derived subgroup, the derived series and the
characteristic subgroup. We also state and demonstrate new results involving these concepts that we will
need for our purpose. In addition, note that in the degree courses we have worked with the concept of
the resolvable group as an extension of abelian groups, without mentioning the derived subgroup, and
in the dissertation we give a characterization of the resolvable groups with the derived series.

In the next dissertation’s chapter, we give the definition of p-subgroups and Sylow p-subgroups, and
then we see some general results and properties about them.
Then, we state Sylow’s theorems and some consequences that are easily deduced from them.

Later, we study the conditions that must be met by some group families to have cyclic all of their
Sylow subgroups. Specifically, we study abelian, dihedral, symmetric and alternating groups. We also
give some examples of these families of groups, in which we can see that they only have cyclic all their
Sylow subgroups if they verify the conditions that we have given for each family.

In the last chapter of the dissertation we focused on seeing how is the structure of finite groups
which have cyclic all of their Sylow subgroups.

First of all, we give two lemmas that we need to achieve our purpose. We see that subgroups and
quotient groups of finite groups whose Sylow subgroups are all cyclic also have cyclic all of their Sylow
subgroups. Then we see that if the Sylow p-subgroups of a finite group G are cyclic, all the p-groups of
G are also cyclic.

For the purpose of the dissertation, Theorem of Burnside is essential. Let G be a finite group, if P is
a p-Sylow subgroup and it’s contained in the center of its normalizer, that is, P C Z(Ng(P)), then exists
a normal complement, that is, exists N < G such that NN P =1 and G = NP.

This theorem is very important because if a large group G has a subgroup N < G and a subgroup
H < Gwith NNH =1 and G = HN, then G is a semi-direct product of H by N. If we know N and
H, which are groups smaller than G, and we know how is the conjugation of an element of N by an
element of H (since N is normal, n is another element of N), that is, we know " foralln € N, h € H,
then we know the whole group G, and for this reason it is very important to detect which groups G are
a semi-direct product.



VI Summary

For the proof of this theorem, a sophisticated homomorphism is constructed between the group and
Sylow’s subgroup. We will give that sophisticated construction called transfer between a finite group G
and an abelian H /K section of the group (K < H < G). First, the application is defined from a transversal
of H in G, which is a set of representatives of the coset of H in G. Then we see that the definition is in-
dependent of the transversal. Therefore, a suitable transversal is chosen for each element in the group so
that it is easier to control the image. Finally it is checked that the transfer is effectively a homomorphism.

To better understand this concept, we have put an example in which we have built the transfer of an
element from two different transversals and we have effectively reached that the transfer of an element
does not depend on the transversal we chose.

Once the Theorem of Burnside is known and proved, first we prove the resolubility of the finite
groups whose Sylow subgroups are all cyclic and then we give a characterization. The finite groups
whose Sylow subgroups are all cyclic are cyclic or they are a semi-direct product of two cyclic subgroups
verifying some conditions with respect to the orders and conjugation. Specifically, they are in this way

G=<ab|ad"=b"=1,b""ab=a">=<a><b> where|<a>|=m,|<b>|=n
with m,r,n € N such that verify »* = 1 (mod m), (m,n) =1 and (r—1,m)=1.

Finally, we give an example of a finite group that is neither cyclic nor dihedral verifying these
conditions and see that it has cyclic all its Sylow subgroups.
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Capitulo 1

Definiciones, propiedades y
teoremas basicos.

En este capitulo seleccionamos algunos conceptos de la teoria de grupos que ya conocemos e in-
troduciremos y explicaremos algunos nuevos. Los conceptos que no han aparecido en las asignaturas
del grado son: normalizador, conmutador, subgrupo derivado, serie derivada y subgrupo caracteristico.
Todo lo que veamos en este capitulo podemos encontrarlo con més detalle en los libros de teoria de
grupos, por ejemplo en el capitulo 1 del libro Group Theory I [2] y se usard en el resto del trabajo.

1.1. Grupos

Definicion 1.1. Un grupo G es un conjunto no vacio dotado de una operacion binaria interna, usual-
mente denotada ’ -’ que verifica:

(i) Esasociativa: a-(b-c)=(a-b)-¢ Va,b,ceG
(ii) Posee elemento neutro (y éste es tinico) 1l =1talquel-g=g-1=g VgeG

(iii) Para cada elemento g € G, existe g~' € G elemento simétrico (se llama inverso y éste es iinico)
talqueg-g ' =1g=g""g
Si ademds la operacion es conmutativa: a-b = b-a para todo a,b € G, el grupo se dice abeliano.

Definicion 1.2. Un grupo G se dice que es finito si tiene un niimero finito de elementos. A este niimero
se le denomina orden de Gy se le denota por |G|.

Definicion 1.3. Un subgrupo H de un grupo G es un subconjunto de G que con la operacion restrin-
guida a dicho subconjunto es un grupo. Se denota H < G. Los elementos neutros coinciden 1y = 1.
Se tiene que la interseccion de una familia de subgrupos es subgrupo.

Definicion 1.4. Sean X,Y C G, el producto de X porY es el conjunto XY = {xy|x€X,y€Y}.
Proposicion 1.5. Sean H,K < G, se tiene que HK < G si y solo si HK = KH.
Definicion 1.6. Sea H < G y x € G, llamamos

» Coclase a derecha de x médulo H al conjunto H{x} = Hx = {hx|h € H}.

» Coclase a izquierda de x médulo H al conjunto {x}H = xH = {xh|h € H}.

En general, Hx # xH aunque ambos conjuntos contienen a x (1 € H). Si H es finito |Hx| = |H| = |xH|,
y ademds se tiene que las coclases a derecha (o equivalentemente a izquierda) forman una particion de
G. También se tiene que Hx = H si y solo si x € H.
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Definicion 1.7. Sea G finito y H < G, llamamos indice de H en G al niimero de coclases a derecha (que
coincide con el niimero de coclases a izquierda) y lo denotamos |G : H|.
Por formar las coclases una particion se tiene inmediatamente el siguiente teorema:
Teorema 1.8. (Lagrange). Sea G un grupo finito y H < G, se tiene:
G| =G - H|H]|
De aqui deducimos que el orden de un subgrupo siempre es divisor del orden del grupo.

Corolario 1.9. Sea G un grupo finito y H < K < G, se tiene:

|G:H|=|G:K||K:H|
Demostracion. Basta aplicar el Teorema 1.8 de Lagrange a (G,H), (G,K) y (H,K). O

Definicion 1.10. Sea X C G entonces se llama subgrupo generado por X al subgrupo

<X>= (] K
XCK<G

Definicion 1.11. Si existe x € G tal que G =< x >, el grupo G se dice ciclico o mondgeno, y se dice
que x genera G.

Definicion 1.12. Sea x € G, al menor entero positivo n tal que X" = 1 se le denomina el orden de x y se

denota |x|. Notar que si x tiene orden n, se tiene que x~ ' =x""1y asi se tiene

<x>={lx,....x""}
Proposicion 1.13. Todo grupo G de orden primo es ciclico.

Proposicion 1.14. Sea G =< x > un grupo ciclico finito de orden n € N. Se tiene que G es abeliano y
ademds

a) El nimero de generadores de G es el niimero de enteros positivos menores o iguales a n que son
primos con n (Funcion de Euler). Se tiene que < X" >=< x> siy solo si m.c.d(n,m) = 1.

b) Todo elemento de G tiene orden divisor de n. (Se deduce del Teorema 1.8 de Lagrange).
c) Para todo d divisor de n existe un vinico subgrupo de orden d que también es ciclico.
d) Todo subgrupo de G es también ciclico.

Definicion 1.15. Sean G, y G, grupos. G| X Gy con la operacion (x1,x2)(y1,y2) = (x1y1,%2)2) para
cada x1,y1 € G, x2,y2 € Gy es un grupo que se llama producto directo de G y G».

Definicion 1.16. Un homomorfismo de un grupo G en un grupo H es una aplicacion f : G — H tal que
para todo a,b € G se verifica f(ab) = f(a)f(b). Un homomorfismo biyectivo se llama isomorfismo.
Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en si mismo. El conjunto de todos los automorfismos
de G con la composicion de aplicaciones es un grupo que denotamos por Aut(G). En este grupo, si
1,8 € Aut(G) escribiremos fg = go f el automorfismo que primero aplica f'y luego g.

En el libro A Course in the Theory of Groups de Derek J.S.Robinson [1], podemos encontrar un
capitulo dedicado exclusivamente a grupos abelianos, el capitulo 4.

Proposicion 1.17. Sean C, y C,, dos grupos ciclicos, su producto es un grupo ciclico si y solo si
m.c.d(n,m) = 1.
Es decir, Cy X Cy == Cpypy si'y solo si m.c.d(n,m) = 1.
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Teorema 1.18. Todo grupo abeliano finito G es producto directo de ciclicos de orden una potencia
de primo. Es decir, si G abeliano, G = Cp;ri X Cp,r2 X --- X Cp,m donde p; son primos 'y r; > 0 para
i=1,..,n

De la proposicion anterior deducimos que si p; # p; con i # j entonces G es un grupo ciclico. Y si
por el contrario p; = p; para algunos i, j con i # j entonces G no es un grupo ciclico. En otras palabras,
si en la descomposicion de un grupo abeliano G como producto de ciclicos de orden una potencia de
primo se repite algiin primo, G no es ciclico, y si son todos los primos distintos, G si es ciclico.

Corolario 1.19. Sea G un grupo abeliano de orden pq con (p,q)=1 tal que existe a,b € G con |a| = p
y |b| = q entonces G es ciclico de orden pq.

Definicion 1.20. Un subgrupo N de G, se dice subgrupo normal y se denota N < G si coinciden las
coclases a derecha y a izquierda, es decir, si

xN=Nx VxeG
Para probar que un subgrupo N es normal, basta probar x 'Nx C N Vx € G.
Proposicion 1.21. Se tiene
a) En un grupo abeliano todos sus subgrupos son normales.
b) Todo subgrupo de indice 2 es normal.
c) Sea N A GyH <G, setiene que NH < G.

Definicion 1.22. Sea N < G. El conjunto G/N = {Nx|x € G} es grupo con la operacion
(Nx)(Ny) = Nxy para x,y € G. Se denomina grupo cociente y el neutro de G/N es N.

Teorema 1.23. (Primer Teorema de isomorfia). Sea f : G — H homomorfismo. Se tiene
G/kerf ~Imf

Teorema 1.24. (Segundo Teorema de isomorfia). Sea G un grupo, H < Gy N < G. Entonces HNN < H,
NH < Gy se tiene
H NH
HNN N
Teorema 1.25. (Tercer Teorema de isomorfia). Sea G un grupo, N I G, M < G y N < M. Entonces
M/N < G/N y se tiene
(G/N)/(M/N) = G/M

Proposicion 1.26. Si C, =< x > es un grupo ciclico de orden n, entonces Aut(C,) ~ U(Z,) (grupo
multiplicativo de las unidades de Zy).

Demostracion. Si f € Aut(C,), f viene determinado por f(x). La aplicacion

yv: U(Z,) — Aw(C,)
i —  fi:C, — Gy,
X — Xi
Se comprueba que estd bien definida, es homomorfismo y es biyectiva.
Se tiene U(Z,) ~ Aut(Cy,).
O

Definicion 1.27. Sea G un grupo y g,x € G. Llamamos conjugado de x por g al elemento x& = g~ 'xg.
Sea H < G, llamamos conjugado de H por ga HS = g~ 'Hg = {g 'hg|h € H}.

Sean H,K < G decimos que K es conjugado con H en G si existe g € G tal que HS = K. Si se cumple
esto, se sigue que K¢ ' =H y decimos que H y K son conjugados en G.
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Proposiciéon 1.28. La aplicacion o, : G — G definida por o4(x) = x8 es un automorfismo de G, es
decir, conjugar es un automorfismo, y por tanto todo subgrupo H es isomorfo a HS. A o se le llama
automorfismo interno en G. La composicion de automorfismos internos es un automorfismo interno.

Definicion 1.29. Sean N QG y H < G tales que G=HN y HNN = 1, podemos definir o : H — Aut(N)
dado por a(h)(n) = n" para cada h € H, entonces se dice que G es producto semidirecto de H y N.
Esto quiere decir, que si conocemos un subgrupo N < G y otro subgrupo H < G tales que G = HN y
HNON =1y conocemos la conjugacion de N por H, entonces sabemos operar en G.

Los elementos de G se escriben de manera vinica como uno de H por uno de N y por otra parte, si x,y €
G, x=hiny, y=hyny con hy,hy € H,ny,ny € N, tenemos que xy = hinihony, = hlhzn?znz € HN = G.

Definicion 1.30. Una permutacion de un conjunto Q no vacio es una aplicacion biyectiva de Q en si
mismo. A los elementos de Q los llamamos cifras. Para indicar que la permutacion o aplica la cifra i
en la j utilizamos la notacion io, = j. El conjunto de todas las permutaciones de € tiene estructura de
grupo respecto del producto de permutaciones, usualmente se denomina grupo simétrico de grado n,
siendo n el niimero de elementos de Q 'y se denota S,. Si Q tiene n elementos, Sq tiene n! elementos.

Definicion 1.31. Una permutacion o se dice que es un ciclo de longitud r si existen r cifras distintas
y ordenadas cy,c3,...c,, de tal forma que c;0t = ciyy parai=1,....,r—1, c,;at =cy y c;a =cj si
j¢{1,....,r}. Se denota de la forma o. = (ci ¢ ...c,). Un 2-ciclo se denomina trasposicion.

Definicion 1.32. Un elemento de S, se dice que es par si es producto de un niimero par de trasposicio-
nes. En otro caso, se dice impar.

El conjunto de las permutaciones pares es un subgrupo de S, que se llama grupo alternado de grado n
y se denota A,. Se tiene que |A,| = [S,|/2.

1.2. Acciones de grupos

Definicion 1.33. Decimos que el grupo G actiia sobre el conjunto Q si tenemos un homomorfismo de
grupos @ : G — Sq. Para cada i € Q y g € G, escribiremos i€ en lugar de i®%). Notar que (i8)" = i¢".
Se dice que G actiia fielmente sobre Q si @ es inyectiva. Llamamos:

» Orbita de i € Q al conjunto O(i) = {i¢|g € G} C Q. Cada letra estd en su 6rbita (1 € G).

w Estabilizador de i € Q al conjunto St(i) = {g € G|i® =i} <G.

Se tiene que el conjunto de todas las orbitas forman una particion de Q 'y que |0 (i)| = | slzG(,!)\‘

Definicion 1.34. Se dice que la accion es transitiva cuando todos los elementos de Q estdn en la misma
orbita, es decir, si para cada par de elementos i, j € Q existe g € G tal que i8 = j.

Definicion 1.35. La aplicacion ¢ : G — Perg definida por ¢(g) : x — x8 para cada g,x € G, es decir
©(g) = &, es una accion. Llamamos:

» Centro de G, Z(G) al niicleo de esta accion: Z(G) = {x € G|gx =xg Vg € G}.
Notar que Z(G) < G.

» Clase de conjugacion de x: Cl(x) = {x%|g € G} (es la drbita de x).

» Centralizador de x: Cg(x) = {g € G|xg = gx} < G (es el estabilizador de x).
Notar que < x >< Cg(x).

Definicion 1.36. Para cada H < G definimos la accion por conjugacion de G sobre el conjunto de los
subgrupos conjugados de H.

Q= {H"|x € G}, ¢©:G— Sq definida por ¢(g): H* — H*

Llamamos normalizador de H en G al subgrupo Ng(H) = {g € G|H® = H} < G (es el estabilizador
de H). Observar que H < Ng(H) ya que H" = H para cada h € H.
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Proposicion 1.37. Sea H < G

a) El conjunto de conjugados de H en G tiene cardinal |G : Ng(H)|, y por lo tanto divide a |G]|.

b) Ng(H) es el subgrupo mds grande de G en el que H es normal.
Demostracion.

a) Los subgrupos conjugados de H son los que estdn en la misma 6rbita que H con la accién de la
definicién anterior. Asi que la accién es transitiva, la 6rbita coincide con Q.

Se tiene que |G : Ng(H)| = |N§1|1)|

es el ndmero de subgrupos conjugados de H en G.

O]

Proposicion 1.38. Sea G un grupo, los automorfismos internos de G con la composicion forman un
grupo isomorfo al grupo cociente de G por su centro. Es decir,

G/Z(G) ~ Int(G) < Aut(G)
Demostracion. Consideramos la accion de la Definicion 1.35

¢: G — Perg
g Olg

Si llamamos @ (G) = Int(G), tenemos por la Proposicién 1.28, Int(G) < Aut(G).
Por el Primer Teorema de Isomorfia 1.23, G/Z(G) ~ Int(G).
0

Ahora, vamos a enunciar y demostrar una proposicion similar a esta que nos serd de gran ayuda para
demostrar que todos los grupos finitos que tienen todos sus subgrupos de Sylow ciclicos, son resolubles.
(Teorema 3.9).

Proposicion 1.39. Sea G un grupo, H < G. Entonces C¢(H) <Ng(H) y

Ng(H)/Cg(H) ~K, con K <Aut(H)

Demostracion. Sea g € Ng(H), o, : H— H definida por o, (h) = h® estd bien definida por ser H$ = H,
yaque g € Ng(H).

fi Ng(H) — Aut(H)

g — Oog:H — H
h — hS
f es homomorfismo puesto que Oty (1) = hes = (h8)¢ = oy 0 O (h).
Kerf={geNc(H)|f(g) =1d} = {g € No(H)|hg = gh Vh € H} =Cs(H).
Por el Primer Teorema de Isomorfia 1.23, Ng(H)/Cg(H) ~ K.

Proposicion 1.40. Si el grupo cociente G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

Demostracion. G/Z(G) ={Z(G)x|x € G}

Si G/Z(G) es ciclico, existe Z(G)x tal que G/Z(G) =< Z(G)x >.

Sean a,b € G, como las coclases me forman una particién, existen i, j tal que a € Z(G)x' y b €
Z(G)x/.

Asf tenemos que a = c¢1x, con ¢; € Z(G) y b = c2x/ con ¢; € Z(G).

ab = c1xicox) = cre1x/'xt = coxleixt = ba, y asi G es abeliano. O
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1.3. Grupos resolubles, conmutadores y subgrupos caracteristicos

Definicion 1.41. Un grupo G se dice simple si no tiene subgrupos normales propios. Es decir, si N <G
implicaN=10N =G.

Teorema 1.42. Sin >4, A, es simple.
Definicion 1.43. Un grupo G se dice resoluble si existen subgrupos G; verificando
1=Gp<G14...4G,1 4G =G
con Giy1 /G abeliano parai=0,1,....k— 1.
Proposicion 1.44. Sea G un grupo
a) SiH < Gy G es resoluble, entonces H es resoluble.
b) Si N < G, entonces G es resoluble si'y solo si Ny G/N lo son.

Proposicion 1.45. Un grupo finito G es resoluble si 'y solo si existen subgrupos G; verificando
1=Go4G14...4G-1 4G =G
con Giy1/G; ciclico de orden primo para i =0,1,....k— 1.

Definicién 1.46. Sea G un grupo, a,b € G, llamamos conmutador de ay b al elemento [a,b] =a~'b~'ab.
Observar que a,b] = 1 si 'y solo si a'y b conmutan.

Sean A,B < G, definimos [A,B] =< [a,b]|a€ A,b e B><G.

Llamamos subgrupo conmutador o subgrupo derivado al subgrupo G' = GV = [G,G] =< [a,b]|a,b € G >.
El subgrupo derivado del subgrupo derivado se llama segundo subgrupo derivado y se denota por G

0 G\, En general, el subgrupo derivado de G\ se denota GU*Y) y se define como GU+Y) = [G<i),G(i)].

La serie

se llama serie derivada de G.
Proposicion 1.47. G’ es el subgrupo normal mds pequerio de G tal que G/G' es abeliano.

Demostracion. Primero veamos que el subgrupo G’ estd contenido en todos los subgrupos normales N
tales que G/N es abeliano.

Sea N <I G tal que G/N es abeliano y sea [a,b] € G, [a,b]N = a~'b~'abN = a 'Nb~'NaNbN y como
G/N es abeliano, a 'Nb~'NaNbN = a~'NaNb~'NbN = N, es decir, [a,b]N = N, y asi [a,b] € N, luego
G' C N. Asi, deducimos que G’ C N{N < G|G/N es abeliano}.

Por otra parte, veamos que G’ es un subgrupo normal de G.
Para cada g € G, [a,b] € G’ se tiene [a,b]$ = (¢ 'b~'ab)$ =a b " ash® = a8 b
G

ash® = [a8,b8] €

Para ver el otro contenido, veamos que G/G’ es un grupo abeliano.
Sean aG',bG' € G/G', tenemos que comprobar que aG'bG’' = bG'aG' que es lo mismo que comprobar
que a 'G'b~'G'aG'bG = 1G'.

a'G'h'GaG'bG =1G < (a'b'ab)G' = G < [a,b] € G
Por definicién de G/, se tiene que [a,b] € G'. Por lo tanto, G/G’ es un subgrupo abeliano.

Asi, hemos deducido que G’ es un subgrupo normal tal que G/G’ es abeliano, y por lo tanto,
G'= N {N < G|G/N es abeliano}. O
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Proposicién 1.48. G es resoluble si y solo si G") = 1 para algiin n.

Demostracion.
=) Supongamos que G es resoluble y veamos que G = 1 para algdn n.
Si G es resoluble, existen subgrupos G; verificando

1=602G19...46G, 196G, =G
con Gi;+1/G; abeliano parai=0,1,...,n— 1.

Como G,,/G,—1 = G/G,—_1 es un grupo abeliano y G,,—; < G, tenemos por la Proposicién anterior
que G’ < G,_. En general, como G,_;/G,_;_ es abeliano, G;H- <Gp_i_1,ysi G4 < G,_;, se deduce
que Gt = (GO <G, <G, 1. |

Como se verifica para i = 1, por induccién se tiene que G¥) < G,,_; parai =0, 1,...,n.

En particular, G < Gy = 1, por lo tanto, G® = 1.

«<) Supongamos que G") = 1 para algiin n, y veamos que G es resoluble.
Consideramos la serie derivada

1=¢"W <" Va. a6WH<a60=¢g

Por la Proposicién anterior deducimos que G/G', G'/G", G" /G",..., GY) /GU*1) son cocientes abelia-
nos, y que Gt g GW paratodoi=0,1,...,n— 1.
Por la Definicién 1.43, tenemos que G es resoluble.

O

Definicion 1.49. Si G es un grupo, H < G se dice subgrupo caracteristico si para todo ¢ : G — G
automorfismo, §(H) = H, y se escribe H Char G.
Es decir, H es un subgrupo caracteristico de G si cada automorfismo de G transforma a H en si mismo.

Proposicion 1.50. Sea G un grupo finito
a) (GV/GMY =GUHD /G™ parai < n.
b) G’ es caracteristico en G.

Demostracion.

a) Por la Proposicién 1.47, sabemos que (G /G™) 9G¥ /G, porlo tanto, (GY) /G =M /G
para algin M <t G%). Por la misma Proposicién, sabemos que (G /G /(M /G™) es abeliano,
y por tanto, por el Tercer Teorema de Isomorfia 1.25, (G /G™) /(M /G™) ~ G\) /M abeliano.
Luego, GU+D < M.
Para ver el otro contenido, como G /G(*1) es abeliano, por el Tercer Teorema de Isomorfia
1.25, GO /G ~ (GW /G™) /(G /G™) abeliano. Luego, M/G™ < GV /Gy por lo
tanto, M < GU+1),
Asf, M = GU*1), y se tiene que (G /G = GV /G™ parai < n.

b) Sea ¢ : G — G un automorfismo, G’ =< [a,b]|a,b € G >.

¢([a,b]) = ¢(a b~ ab) = (¢(a)) " (9(b)) '@ (a)$(b) = [¢(a), ¢ (b)]. Luego, §(G') C G', y por
el orden, se tiene que ¢(G') = G', y asi G' Char G.

O]

Proposicion 1.51. Sea G un grupo finito

a) Si H < G es subgrupo caracteristico de G, H < G.
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b) Si G es ciclico, todos sus subgrupos son caracteristicos.

c) Si HCharK y K < G, entonces H < G.

Demostracion.

a) Sea g € G, la conjugacion ¢, : G — G definida por 0,(x) = x* es un automorfismo. Como
H Char G, a,(H) = H, equivalentemente, g~ 'Hg = H para cada g € G, es decir, H® = H pa-
racadage G,yasi H JG.

b) Sea G =< a > un grupo ciclico con | < a > | =n, y sea ¢ un automorfismo de < a >. Sea d|n,
por la Proposicién 1.14, sabemos que existe un tnico subgrupo de < a > de orden d. Sea H
ese dnico subgrupo de orden d, como ¢ es un automorfismo, ¢ es biyectivo, y por tanto ¢ (H)
tiene el mismo orden que H, es decir d, pero como solo hay un sugrupo de orden d tenemos que
¢(H)=H, y asi H es un subgrupo caracteristico de G.

c) Sea g € Gy sea 0 : G— G el automorfismo definido en el apartado a). Como K < G, tenemos
que 0, (K) = K, por lo tanto, la restriccién o, € Aut(K). Como H Char K, o, x(H) = H, o
equivalentemente g~ !Hg = H para todo g € G, luego H < G.

O
Proposicion 1.52. Sea G un grupo finito, cada subgrupo derivado de la serie derivada es normal en G.

Demostracion. Procedemos por induccién. Por la Proposicion 1.47, G < G. Supongamos que GY <G,
como GtV Char G, por la Proposicién 1.51 ¢), G < G. O



Capitulo 2

p-Grupos y Teoremas de Sylow

Definicion 2.1. Si p es primo, un grupo finito G se llama p-grupo si su orden es una potencia de p. Por el
Teorema de Lagrange 1.8, el orden de cada elemento de un p-grupo también debe ser una potencia de p.

Definicion 2.2. Sea G un grupo finito y p un primo. Si |G| = p*m donde (p,m) = 1, es decir, p { m,
entonces por el Teorema de Lagrange 1.8, un p-subgrupo de G no puede tener un orden mayor que p°.
Un p-subgrupo de G que tiene este orden mdximo p® se llama p-subgrupo de Sylow de G. Al conjunto
de los p-subgrupos de Sylow de G lo denotamos Syl,(G).

Proposicion 2.3. P € Syl,(G) < P es p-grupoy p1|G : P|

Demostracion. Sea |G| = p“m donde p { m.
=) Si P € Syl,(G), |P| = p®. Por el Teorema de Lagrange 1.8, |G| = |G : P||P|, es decir,

|G:P|= p;:," =m, luego pt|G: P| =m.

<) Sea P un p-grupo tal que p1|G: P

,pf%luego |P| = p"y por lo tanto P € Syl,(G). -

Proposicion 2.4. Sea N <Gy P € Syl,(G).
a) PON € Syl,(N).
b) L€ Syl ().

Demostracion.

a) Como PNN < P, |[PNN| es una potencia de p. Por el Segundo Teorema de Isomorfia 1.24,
PN/N ~P/PNN,luego |PN:N|=|P:PNN|.

Por otra parte,

IPN:N||N:PNN|=|PN:PNN|=|PN:P||P: PNN]|

Y por lo tanto [N : PON| = |PN : P|.

Como P < PN < G, por el Corolario 1.9, tenemos que |PN : P| es un divisor de |G : P|. Como P
es un p-Sylow, por la Proposicion anterior 2.3 tenemos que p 1 |G : P|, entonces p{|PN : P| = |N :
PNN]|y asf, de nuevo por la misma Proposicién tenemos que PNN € Syl,(N).

b) Por el Segundo Teorema de Isomorfia 1.24, PN /N ~ P/PNN. Luego, PN/N = {pN | p € P}. Por
lo tanto, todo elemento de PN /N tiene orden potencia de p, y asi, PN /N es un p-grupo de G/N.
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PNN

Como N C PN C G, tenemos que | & : 2| = |G : PN|. Por el Corolario 1.9, |G : PN/ es un divisor

de |G : P|, y como por la Proposicién 2.3, p t |G : P| porque P es un p-Sylow de G, tenemos que

G .PN : .y PN G
p1ly : 57| y por la misma Proposicién, tenemos que - es un p-Sylow de .

O]

2.1. Teoremas de Sylow

En el capitulo 4 del libro de Zassenhaus, The Theory of Groups [4], podemos encontrar los enuncia-
dos y demostraciones de los teoremas de Sylow con una notaciéon mds clasica y en el capitulo 2 del libro
de Michio Suzuki, Group Theory I [2], podemos encontrar los teoremas de Sylow y sus demostraciones
segin Wieldlant.

Teorema 2.5. Primer Teorema de Sylow Sea G un grupo finito y p un primo. Si |G| = p*m donde
(p,m) = 1. Entonces:

Para cada entero r tal que 0 < r < a, G tiene por lo menos un subgrupo de orden p’.

Teorema 2.6. Segundo Teorema de Sylow Sea G un grupo finito y p un primo. Si |G| = p*m donde
(p,m) = 1. Entonces:

(a) Todo p-subgrupo de G estd contenido en un p-subgrupo de Sylow.
(b) Todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados en G.
Corolario 2.7. Sea G un grupo finito y p un primo. Si |G| = p*m donde (p,m) = 1. Entonces:

(a) El niimero de p-subgrupos de Sylow es n, = |G : Ng(P)| donde P es un p-subgrupo de Sylow, y
ademds se tiene por lo tanto que ny ||Gl.

(b) Existe un tinico p-subgrupo de Sylow de G si y solo si P < G.
Demostracion.

(a) Se deduce directamente de la Proposicién 1.37 a), ya que todos los p-subgrupos de Sylow son
conjugados.

(b) n, =14 G=Ng(P) = P<G.
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2.2. Ejemplos concretos de grupos con sus subgrupos de Sylow

Vamos a estudiar en algunas familias de grupos las condiciones para tener todos sus subgrupos
de Sylow ciclicos. También hallaremos el niimero de subgrupos de Sylow que hay en los grupos que
veamos.

2.2.1. Grupos Ciclicos

Sea < x > un grupo ciclico tal que | < x > | =n, n € N vamos a ver como son sus subgrupos de
Sylow.

Proposicion 2.8. Para cada primo p que divide al orden de un grupo ciclico existe un tinico p-subgrupo
de Sylow, y éste es ciclico.

Demostracion. Sea G =< x > un grupo ciclico de orden n, los p-subgrupos de Sylow de G tienen orden
p" con r € N la méxima potencia de p tal que p” | n. Como G es ciclico, por la Proposicién 1.14, existe
un unico subgrupo de orden p” que serd también ciclico y que serd el p-subgrupo de Sylow. O

Por lo tanto, un grupo ciclico tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos, y solo tiene uno para
cada primo p que divide al orden de G.

Ejemplo 2.9. Sea G =< x>, con |G| = 12.
|G| = 12 = 22 x 3. Por el Primer Teorema de Sylow 2.5 y por la Proposicion 2.8, existe un tinico
2-Sylow de orden 2* = 4 y un iinico 3-Sylow de orden 3, y ambos son ciclicos.

2.2.2. Grupos Abelianos

Por las Proposiciones 1.17 y 1.18, tenemos que si G es un grupo abeliano finito, G es isomorfo al
producto directo de grupos ciclicos de orden potencia de un primo.
Esas potencias de orden primo son invariantes y determinan el grupo salvo isomorfismos.

Proposicion 2.10. Todo grupo abeliano G tiene un vnico p-Sylow para cada primo p que divide al
orden del grupo.

Demostracion. Como en un grupo abeliano todos sus subgrupos son normales, los p-Sylow son norma-
les, y por tanto, por el Corolario 2.7 (b), solo hay un p-subgrupo de Sylow para cada p que divide al
orden de G. O

Proposicion 2.11. Los iinicos grupos abelianos que tienen todos sus p-Sylow ciclicos son los ciclicos.

Demostracion. Consideramos la descomposicién como producto directo de grupos ciclicos de orden
potencia de primo. Para cada primo p que divide al orden de G, el p-Sylow es el producto de los ciclicos
cuyo orden es potencia de ese primo p. Luego, si tiene dos factores ciclicos cuyo orden es potencia del
mismo primo p, por la Proposicién 1.17, el p-Sylow no es ciclico, sin embargo si solo hay un factor
cuyo orden es potencia de ese primo p, el p-Sylow si es ciclico.

Si todos los p-Sylow son ciclicos quiere decir que para cada primo p que divide al orden de G
solo aparece un factor ciclico cuyo orden es potencia de ese primo p en la descomposicién de G como
producto de ciclicos. Y por lo tanto, si solo hay un factor ciclico para cada primo p, G es un producto
de ciclicos de ordenes primos entre si, y por la Proposicién 1.17, G es ciclico de orden el producto del
orden de esos grupos ciclicos de orden potencia de primo. O

Ejemplo 2.12. Sea G un grupo abeliano tal que G = Cy X Cs3 X Cq

Por el Primer Teorema de Sylow 2.5 y la Proposicion 2.10, sabemos que existe un iinico 2-Sylow de
orden 2% = 4, un vinico 5-Sylow de orden 5° = 125 y un tinico 7-Sylow de orden 7.

Como en la descomposicion de G como producto de ciclicos cada ciclico tiene orden potencia de un
primo distinto, por la Proposicion 1.17, G es ciclico, y por lo tanto por la Proposicion que acabamos
de ver 2.11, sus subgrupos de Sylow son ciclicos.
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Ejemplo 2.13. Sea G un grupo abeliano tal que G = Cy X C3 X Cs

Por el Primer Teorema de Sylow 2.5 y la Proposicion 2.10, sabemos que existe un tinico 2-Sylow de
orden 2% = 8 y un tinico 5-Sylow de orden 5.

Como en la descomposicion de G como producto de ciclicos aparecen dos factores ciclicos cuyo
orden es potencia del mismo primo (2), por la Proposicion 1.17, G no es ciclico, y por lo tanto por la
Proposicion que acabamos de ver 2.11, no todos sus p-Sylow son ciclicos. El 2-Sylow no es ciclico ya
que hay dos factores ciclicos de orden potencia de 2, el 2-Sylow tiene orden 8§ pero en G no hay ningtin
elemento de orden 8, el mayor orden de un elemento de G potencia de 2 es 4 (ya que G >~ Cy X Cy X Cs).
En cambio, como solo aparece un factor ciclico de orden potencia de 5, el 5-Sylow si es ciclico.

2.2.3. Grupos Diédricos

Denotaremos D», al grupo diédrico de orden 2n
Dy =<xy|xX"=1y=1,Y=x!>=<x><y>con|<x>|=ny|<y>|=2

Proposicion 2.14. En el grupo diédrico Dy, los p-subgrupos de Sylow para p > 3 son ciclicos y nor-
males.

Demostracion. |Dy,| =2n con | <x>|=n,| <y>|=2.Sabemos que | < x > | es un subgrupo
ciclico y normal. Llamando S al p-subgrupo de Sylow, |S| = p",r € N, luego |S| es impar. Sabemos que
y,x'yparai=1,....n — 1 son elementos de orden 2, luego y, x'y ¢ S. Asi, § << x >y como < x > es
un grupo ciclico, por la Proposicién 1.14, S es ciclico. Por la Proposicién 1.51 b), SChar < x >. Como
SChar < x>y <x>dG, por la Proposicién 1.51 c¢), § < G. De hecho, cualquier subgrupo de orden
impar de D,, es ciclico y normal. ]

Veamos que pasa ahora con los 2-subgrupos de Sylow de D,,
Proposicion 2.15. Sea D,,

» Si2tn, Dy, tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

» Si 2|n, Dy, no tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

Demostracion. Sea Dy, =< x,y >con|<x>|=n,|<y>|=2,x =x"1,y sabemos que < x > es
un subgrupo normal. Por la Proposicién anterior 2.14, si p > 3 los p-subgrupos de Sylow son ciclicos.
Por lo tanto, nos queda ver cémo son los 2-subgrupos de Sylow.

» Si 21{n, |Dy| = 2n,y por lo tanto, los 2-subgrupos de Sylow son de orden 2, es decir, estdn
formados por la identidad y un elemento de orden 2, por lo que son ciclicos. Ademds, como hay
n elementos de orden 2, tenemos que D, tiene n 2-subgrupos de Sylow.

= Si2|n, |Dy,| =2n=2kc, conk,c € N. Sea P € Syl,(Da,) un 2-subgrupo de Sylow, |P| = 2¥. Por la
Proposicién 2.4, PN < x >€ Syl (< x >). | <x>|=n=2¢"¢, porlo tanto |[PN < x > | = 2K,
Luego,y € Pcony ¢< x>, |y| =2.

P=<y>(PN<x>)

Denotando < ¥ >= PN < x > tenemos ¥ = & 1.

Asi, P ~ D, 'y como Dy no es ciclico, P no es ciclico.

Ademds observar que por el Segundo Teorema de Isomorfia 1.24,

P |M|P<x>|

Pn<x> <x>

Por lo tanto, P < x >= D»,,.
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O

Ejemplo2.16. D =<x,y [xX°=1,y’=1, X =x"'>=<x><y> con|<x>|=6y|<y>|=2.

IDpp| =12=2-6=22.3, n=6, 2/n

El Primer Teorema de Sylow 2.5, garantiza la existencia de 2-subgrupos de Sylow, los cuales tienen
orden 2> = 4y de 3-subgrupos de Sylow, los cuales tienen orden 3.

Dip = {1,x,x*, 3, x* X, y, xy, ¥%y, ¥y, x*y, Xy}

Los elementos de la forma x'y, i=0,1,..,5, tienen orden 2, ya que x'yx'y = x'(x')Y = x'x ' = 1.

En D1y hay 7 elementos de orden 2: x>y, xy, x>y, x>y, x*y, X’y y 2 elementos de orden 3: x*, x*.

H = {1,x*,y,x’y} es un 2-subgrupo de Sylow. H no es un grupo ciclico ya que no hay ningiin
elemento de orden 4 en H. Por el Segundo Teorema de Sylow 2.6, sabemos que todos los 2-subgrupos
de Sylow son conjugados con H en G, es decir, isomorfos a H, y por lo tanto ninguno de ellos serd
ciclico.

Ademds, por el Corolario 2.7, sabemos que el niimero de 2-subgrupos de Sylow es |G : Ng(H)|. Por
otro lado, sabemos que H < Ng(H), y como |H| = 4, se tiene que |Ng(H)| es miiltiplo de 4. También
sabemos que H < G y |G| = 12, luego [Ng(H)| es divisor de 12. Juntando ambas tenemos que |Ng(H )|
es miiltiplo de 4 y divisor de 12, luego |Ng(H)| es igual a 4 0 12, pero 12 no puede ser porque H no es
normal en G (H* < H). Como H < Ng(H) y |H| = |Ng(H)| tenemos que H = Ng(H). Por lo tanto, hay
|G:Ng(H)| = % = 12 =3 2-subgrupos de Sylow no ciclicos.

K={l, X2, x4} =< x? > es un 3-subgrupo de Sylow, el iinico que existe ya que solo hay 2 elementos
de orden 3 en G, y es ciclico.

Ejemplo2.17. Dyp=<x,y | xP =1,y =1, ¥ =x"' >=<x><y>con|<x>|=15y |<y> |= 2.
|D3p| =30=2-15=2-3-5, n=15, 2¢n

El Primer Teorema de Sylow 2.5, garantiza la existencia de 2-subgrupos de Sylow, los cuales tienen
orden 2, de 3-subgrupos de Sylow, los cuales tienen orden 3 y de 5-subgrupos de Sylow, los cuales
tienen orden 5.

D3o={1,x\,y,xiyli=1,2,..., 14}

Como hemos visto en el Ejemplo 2.16, los elementos de la forma x'y, i=0,1,...,14, tienen orden 2.

En D3g hay 15 elementos de orden 2: x'y, i =0,1,...,14, 2 elementos de orden 3: x°,x'0y 4
elementos de orden 5: x3,x%,x%, x'2.

Como tengo 15 elementos de orden 2, y los 2-subgrupos de Sylow son de orden 2, cada elemento
de orden 2 me genera un 2-subgrupo de Sylow, por lo tanto tengo 15 2-subgrupos de Sylow ciclicos:
H =<y> Hi=<xy> i=12,..14

K={1,x,x'9Y =<x° > es un 3-subgrupo de Sylow, el inico que existe ya que solo hay 2 elementos
de orden 3 en G, y es ciclico.

N={1,x* x5 x° x'2} =< x* > es un 5-subgrupo de Sylow, el iinico que existe ya que solo hay 4
elementos de orden 5 en G, y es ciclico.

2.2.4. Grupos Simétricos

Proposicion 2.18. Sea n > 4 y m > n. Si existe un p-subgrupo de Sylow de S, que no es ciclico para
algiin p primo, entonces existe un p-subgrupo de Sylow de S,, que no es ciclico.

Demostracion. En S, consideramos el subgrupo H = {a € S, | (i) =i Vi > n}, se tiene H < S, y
H ~ §,. Sea P un p-sylow de H que no es ciclico, P es un subgrupo de S, para todo m > n, luego P es
un p-grupo en S, para todo m > n. Por el Segundo Teorema de Sylow 2.6, sabemos que todo p-grupo
de S, estd contenido en un p-Sylow de S, es decir, existe un Q subgrupo p-Sylow en S, tal que P C Q.
Si Q fuese ciclico, por la Proposicion 1.14, P también seria ciclico y llegarfamos a una contradiccion.
Por lo tanto, el p-Sylow Q de §,, no puede ser ciclico. O

Proposicion 2.19. Los tinicos grupos simétricos S, que tienen todos sus subgrupos de Sylow ciclicos
son Sy y S3. En particular, los 2-Sylow de S,, con m > 4 no son ciclicos.
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Demostracion.

n S |S2| =2, 8 ={1,(12)}. Por lo tanto, en S solo hay un tnico 2-Sylow y claramente, éste es
ciclico.

» S3:[S3] =3!=2-3. En S3 hay 3 2-Sylow de orden 2 que son ciclicos: H; =< (12) >, Hy =<
(13) > y H3 =< (23) > y untnico 3-Sylow de orden 3 que también es ciclico: Hs =< (123) >.
Luego S5 tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

» Sy:|S4| = 4! =23-3. En S, hay 2-Sylow de orden 2° = 8 y 3-Sylow de orden 3. Como en S; no
hay elementos de orden 8, los 2-Sylow no pueden ser ciclicos. Por lo tanto, ya hemos encontrado
el primer subgrupo simétrico que no tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

= Por la Proposicién anterior, como en Sy los 2-Sylow no son ciclicos, tampoco lo serdn en ningtn
S, con n > 4,y de esta manera hemos deducido que S, con n > 4 no tendra todos sus subgrupos
de Sylow ciclicos.

O

Ejemplo 2.20. |S;| =4!=24=23.3

» Veamos qué forma tienen los elementos de Sy y cuantos hay de cada tipo.
Elemento identidad: 15,

Elementos de orden 2 de la forma:

43 21
2 2

12)(34) — 25

(

(
Elementos de orden 3 de la forma: (123) — 32 =38
(

4321
1234) — #3221 —¢

Elementos de orden 2 de la forma: =3

Elementos de orden 4 de la forma:
= Por el Primer Teorema de Sylow 2.5, sabemos que hay 2-subgrupos de Sylow de orden 2> =8 y
3-subgrupos de Sylow de orden 3.

Los 2-Sylow deben estar generados por un 4-ciclo y una trasposicion, es decir, deben ser Dg. Por
lo tanto, los 2-Sylow de S4 no son ciclicos. Como en cada Dg hay 2 elementos de orden 4; si x
tiene orden 4, x y x>, y hemos visto que hay 6 elementos de orden 4 en Sy, tenemos que hay 3
2-Sylow y que son los siguientes:

Hy =< (1234),(24) >, H, =< (1243)(23) >, H3 =< (1324)(34) >

K =< (123) > es un 3-Sylow y es ciclico. Como hay 8 elementos de orden 3 en Sy y un grupo
ciclico de orden 3 tiene 2 generadores, hay 4 3-Sylow ciclicos.

Ejemplo 2.21. |S5| =5!=120=23.3-5

= Veamos qué forma tienen los elementos de Ss y cuantos hay de cada tipo.
Elemento identidad: 15,

Elementos de orden 2 de la forma:

Elementos de orden 2 de la forma:

(
(
Elementos de orden 3 de la forma: (123) — %3 =20
(
(
(

Elementos de orden 4 de la forma:
Elementos de orden 5 de la forma:

Elementos de orden 6 de la forma:
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= Por el Primer Teorema de Sylow 2.5, sabemos que hay 2-Sylow de orden 2> = 8, 3-Sylow de orden
3y 5-Sylow de orden 5.

De forma andloga que en S4, deducimos que hay 15 2-Sylow que son Ds, y por lo tanto, no
ciclicos. Por ejemplo: Hy =< (1235)(25) >, H, =< (1253)(23) > son 2-Sylow.

Los 3-Sylow son ciclicos, y como hay 20 elementos de orden 3, deducimos que hay 10 3-Sylow.
Por ejemplo, Ky =< (123) >, K, =< (124) > son 3-Sylow.

Los 5-Sylow son ciclicos, un grupo ciclico de orden 5 tiene 4 generadores, como tenemos 24
elementos de orden 5, tenemos 6 5-Sylow. Por ejemplo, L =< (12345) >, L, =< (13245) > son
5-Sylow.

2.2.5. Grupos Alternados
Proposicion 2.22. El iinico grupo alternado A, que tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos es As.
Demostracion. Esta demostracion es andloga a la de la Proposicion 2.19 vista en la subseccion anterior
de grupos simétricos.
Az |Az] = @ = 3. En A3 hay un tnico 3-Sylow y éste es ciclico (Es el mismo que el de S3, ya
que los elementos de orden 3 de S3 son permutaciones pares y por lo tanto estdn también en A3z).
Ay |Ag] = % =12=2%2.3.En A4 hay 2-Sylow de orden 4. Como en A4 no hay elementos de
orden 4 ya que los elementos de la forma (1234) son permutaciones impares, deducimos que los
2-Sylow no pueden ser ciclicos. De este modo ya tenemos el primer grupo alternado que no tiene
todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

= Utilizando el mismo razonamiento que en la demostracién de la Proposicién 2.19 llegamos a que
los grupos alternados A,, con n > 4 tampoco tienen todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

O
Ejemplo 2.23. [As| = 3 =60=122-3.5.

= Veamos qué forma tienen los elementos de As y cuantos hay de cada tipo.

Elemento identidad.: 14

Elementos de orden 2 de la forma: (12)(34) — 77 =15
Elementos de orden 3 de la forma: (123) — 333 =20
Elementos de orden S de la forma: (12345) — 24321 — 24
» El Primer Teorema de Sylow 2.5, garantiza la existencia de 2-subgrupos de Sylow, los cuales tie-

nen orden 2% = 4, de 3-subgrupos de Sylow, los cuales tienen orden 3 y de 5-subgrupos de Sylow,
los cuales tienen orden 5.

Como en As no hay elementos de orden 4 y sabemos por el Segundo Teorema de Sylow 2.6, que
todos los 2-subgrupos de Sylow son isomorfos, tenemos que ningiin 2-subgrupo de Sylow de As
es ciclico.

El subgrupo
H ={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}
es un 2-subgrupo de Sylow de As.

Vamos a ver cuantos 2-subgrupos de Sylow hay en As. Como los 2-subgrupos de Sylow tienen
4 elementos, sus elementos son de orden 2 o 4, pero no hay elementos de orden 4 en As y los
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elementos de orden 2 que estdn en As son de la forma (12)(34), de los cuales ya hemos visto que
hay 15. Por lo tanto, todos los 2-subgrupos de Sylow son isomorfos a Cy x C, y estdn formados
por la identidad y 3 elementos de orden 2 que conmutan entre si. Tomamos por ejemplo el ele-
mento x = (12)(34), y observamos que este elemento no conmuta con ningiin elemento que no
fije 5. Por lo tanto, el tinico 2-Sylow al que pertenece x es H. De este modo, deducimos que hay
exactamente 5 2-Sylow, cada uno de ellos formado por los elementos de orden 2 de As que fijan,
respectivamente, a 1, 2, 3, 4 y 5.

K =< (123) > es un 3-subgrupo de Sylow, y éste es ciclico, luego los 3-subgrupos de Sylow de As
son todos ciclicos. Un subgrupo ciclico de orden 3 tiene 2 generadores; un elemento y su inverso.
Como tenemos 20 elementos de orden 3 en As tenemos que hay 10 3-subgrupos de Sylow en As y
que son ciclicos.

L =< (12345) > es un 5-subgrupo de Sylow, y éste es ciclico, luego todos los 5-subgrupos de
Sylow de As son ciclicos. Como hay 24 elementos de orden 5 en As y un subgrupo ciclico de
orden 5 tiene 4 generadores, entonces hay 6 5-subgrupos de Sylow en As y son ciclicos.



Capitulo 3

Grupos cuyos subgrupos de Sylow son
ciclicos

Este capitulo lo vamos a dedicar a ver cémo es la estructura de los grupos finitos que tienen todos sus
subgrupos de Sylow ciclicos. Para ello, vamos a necesitar el Teorema de Burnside, el cual enunciaremos
y demostraremos utilizando un concepto nuevo, el transfer. En el capitulo 5 del libro de Zassenhaus, The
Theory of Groups [4], podemos encontrar la definicién de transfer y el Teorema de Burnside. El libro
de Zassenhaus data del afio 1956, y en él se recogen resultados y conceptos que siguen siendo muy
importantes en la teoria de grupos a dia de hoy.

Lema 3.1. Sea G un grupo finito que tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.
a) Los subgrupos de G tienen todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.
b) Los cocientes de G tienen todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.
Demostracion.

a) Sea H < G y sea P un p-Sylow de H, P es un p-grupo de H, y por lo tanto, es un p-grupo de
G. Por el Segundo Teorema de Sylow 2.6, P estd contenido en un p-Sylow de G, y como por
hipétesis, todos los p-Sylow de G son ciclicos, por la Proposicion 1.14, P también es ciclico. Por
lo tanto, H también tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

b) Sea N < G, P € Syl,(G). Por la Proposicién 2.4 b), sabemos que % es un p-Sylow del grupo

cociente G/N. Por hipétesis P es ciclico, luego P =< x >, y entonces, < xN >= %, y por lo
PN

tanto, 7 es un grupo ciclico. Asi, los cocientes de G también tienen todos sus subgrupos de

Sylow ciclicos.
O

Lema 3.2. Si los p-Sylow de un grupo finito G son ciclicos, todos los p-grupos de G también son
ciclicos.

Demostracion. Por el Segundo Teorema de Sylow 2.6, sabemos que todo p-grupo estd contenido en un
p-subgrupo de Sylow. Por lo tanto, si los p-Sylow son ciclicos, los p-grupos también lo son. 0

3.1. Teorema de Burnside

Teorema 3.3. [Teorema de Burnside] Sea G un grupo finito. Si un p-subgrupo de Sylow estd contenido
en el centro de su normalizador, entonces P tiene complemento normal. Es decir, si P un p-subgrupo de
Sylow, y P C Z(Ng(P)) entonces existe N < G tal que NNP =1y G = NP.

17
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Notemos que si P estd contenido en el centro de su normalizador, como el centro de un grupo siem-
pre es abeliano esto implica que P es abeliano, y como P estd contenido en Z(Ng(P)), los elementos de
P ademds de conmutar con los de P, conmutan también con los de su normalizador Ng(P). Si se da esa
situacion, existe N < G tal que NNP =1y G= NP, y como P es un p-subgrupo de Sylow de orden la
mdxima potencia de p que divide a G, p{ N.

Como caso particular de este Teorema tenemos que si P es abeliano y coincide con su normalizador,
es decir, P es abeliano y P = Ng(P) ya se da la situacion de Burnside, porque P conmuta con todos los
elementos de su normalizador, que solo son los de P, y por lo tanto existe un complemento normal de P.

Para demostrar este teorema tenemos que introducir un concepto nuevo, el transfer. Ademds de en
el libro de Zassenhaus citado al principio de este capitulo, también podemos encontrar el concepto del
transfer en el capitulo 10 del libro de Robinson, A Course in the Theory of Groups [5], y en el capitulo
5 del libro de Michio Suzuki, Group Theory Il [4].

3.1.1. Transfer

Definicion 3.4. Sea H < G finito y K < H tal que H /K es un cociente abeliano.

Como H < G, las coclases de H forman una particion de G.

Sea |G:H|=ny Q={Hty,...,Ht,} el conjunto de las distintas coclases a derecha de H (como
H no tiene por qué ser normal en G, las coclases a derecha y a izquierda no tienen por qué coincidir).
Se dice que ty,...t, es un transversal a derecha de H en G. Consideraremos transversales cont; = 1, es
decir, en la coclase H elegimos el representante 1.

Consideramos la accion de G sobre las coclases a derecha de H por multiplicacion a derecha.

o: G — So
x — Ht —» Htix:Htj

Para cada x € G, llamamos m, a la permutacion de los elementos de Q que me define x, T, se
puede ver como una permutacion del conjunto {t|,t,...,t,}, o simplemente como una permutacion de
{1,2,...,n}. Tal y como hemos definido la accion de arriba, tendriamos T, (i) = j.

Sea {1 =ty,...,t,} un transversal a derecha de H en G. Para cada x € G, el elemento t;x € G, y por
lo tanto, estd en una coclase a derecha de H. De este modo,

tix = hi(xX)tz (i)

Definimos el transfer de x en H/K como el elemento

n
H h,‘ (X)K
i=1
(Nos pasamos al grupo cociente H /K para que estos elementos conmuten, ya que H /K es abeliano).

Proposicion 3.5. Sea H < G finito y K < H tal que H /K es un cociente abeliano. Sea x € G, el transfer
de x en H/K no depende del transversal que tomemos.

Demostracion. Sea x € G, como acabamos de ver, con el transversal {1 = t,...,1,}, tenemos que el
transfer de x en H /K es [T hi(x)K. Sea ahora {1 = hy1t1,..., hyt,} otro transversal para ciertos h; € H.
Observar que todos los transversales son asf, de hecho hay exactamente |[H|"~! transversales distintos
de este tipo (con el 1 en la primera coclase). Tenemos que

hitix = hihi(xX)tz ) = hihi(x)h;xl(i)hm(i)tm(i)

Y el transfer de x en H/K con este transversal es
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[ Thiki(x)n j K
i=1 :

Como 7, es una permutacion de {1,2,...,n}, tenemos que Hh;xl(l.) = hfl hy L. -, ! reordenados
de alguna manera.
Por ser H /K abeliano, no importa el orden en que tomemos el producto de los 1! y se tiene que

[TrihiCon, K = Thix)K
i=1 i=1

Por lo tanto, hemos demostrado que el transfer de x en H/K no depende del transversal que tome-
mos, ya que obtenemos el mismo elemento de H /K. O

Vamos a ilustrar la definicién del transfer de un elemento con un ejemplo para entenderlo mejor, y
comprobamos que efectivamente el transfer de un elemento no depende del transversal que tomemos
(Proposicion anterior).

Ejemplo3.6. SeaDjy =<x,y |x0=1,y" =1, X =x"!>=<x><y> con|<x>|=6y|<y>|=2.
Tomamos H=<y>, K=1, asi H/1 esun cociente abeliano.
|D12: H| = 6y las coclases a derecha de H forman una particion de D:

{1y}, o, (202}, {7,007}, {000}
Sea {1 =ty,....te} = {1, x,yx*, x>, x*, X’} un transversal a derecha de H en D1. Sea g = xy € G.
ng=xy :yx5 :hl(g)tn'g(l)7 hl(g) =Y tng(l) :xsa T[g(l) =0

hg=xy =y =h(Q)tr ), M(g) =Y, tro) =x" T(2) =5

Bg=y0y= () =2 =y = h3(Q)tr,3),  ha(8) = tr,3) =%, Me(3) =4
tg = yx'y = () = x> = yyx® = ha(Q)tr 4y, ha(8) =, ) = yX°, Me(4) =3
tsg =y = yx = hs(&)tz,s),  hs(8) =, tr,(5) =X, Me(5) =2

tog =x°y =y =yl =he(&)tr(6), ho(8) =, try6) =1, Te(6) =1

Asi, , = (16)(25)(34)

Por lo tanto, el transfer de g = xy en H con este transversal es

Sea ahora {1 =t1,...,t¢} = {1, yx, x*, yx>, yx*, x°} otro transversal a derecha de H en D».
hg=xy =y =hi(Qtz,1), (8 =V, tr) =2, (1) =6

hg=yx’y = (&) = x* = yyx* = a(Q)tr 2y, h2(8) = tr,0) = yx*, Me(2) =5
Bg=xy =y = 1y = h3(8)tr,3), ha(g) =1, tr3) =2, m,(3) =4

tag = yxty = (@) =2 = 16 = hy(Q)tr,a),  ha(g) = 1, tryay = 1%, Me(4) =3
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tsg = yy =x=yyx = h5(&)tz (5, hs(8) =, try5) =%, T(5) =2
teg =x°y =y =y1 =he(&)tr(6), h6(g) =V, try6) =1, Me(6) =1

Asi, m, = (16)(25)(34)

Por lo tanto, el transfer de g = xy en H con este otro transversal es

6 6

Hh[(x)K = Hhi(x) =yt =1
Observamos que el transfer del elemento g = xg sale 1 con ambos transversales.

Teorema 3.7. Sea H < G finito y K < H tal que H/K es un cociente abeliano. La aplicacion

V:G—HJK

que asocia a cada x € G el transfer de x en H /K es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Sean x,y € G, {1 =ty,...,1,} un transversal a derecha de H en G.

tixy = hi(%)tg, i)y = hi(X) g, (i) (), (m, (i)
Por lo tanto,

n

V(xy) = [ hi(x) g, () K

i=1

Y por ser 7, una permutacién del conjunto {1,2,...,n} y H/K abeliano se tiene que

n

V(ay) = [ i) o (0)K = ﬁhxx)Kﬁhm (K = ﬁhxx)Kﬁh,-(y)K —VV()

i=1 i=1

Nota 3.8. Vamos a ver un transversal interesante para calcular el transfer.

7, considerada como permutacion del conjunto de coclases de H se puede escribir como producto
de r ciclos disjuntos.

Consideramos uno de esos ciclos de longitud f;

(H1;, Hipx, Hipx, .., Hid ™)

donde las coclases que aparecen son distintas, y por tanto, t;, t;x, t:x>, ....t;x/i =1 son representantes
de coclases distintas.

Podemos considerar el transversal que resulta de unir los transversales que aparecen en los r ciclos
disjuntos, y calcular con este transversal el transfer.

Notemos que las h(x) correspondientes a los elementos del transversal son todas 1 salvo la corres-
pondiente a t;x!i=1, y ésta se obtiene con la igualdad tix''x = ht;, de donde se obtiene h = tixf"*lxtfl.

Asi,

r r
V(x)= Htixf"_lxti_lK = Htix-ﬁti_lK
1 1

conY!_ fi=|G:H|
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Ahora que ya hemos definido el concepto del transfer, y hemos visto que la aplicacién que asocia
a cada x € G el transfer de x en H/K es un homomorfismo, veamos la demostracién del Teorema de
Burnside utilizando el transversal que acabamos de ver.

Demostracion del Teorema de Burnside 3.3

Como P es un grupo abeliano, podemos considerar la aplicacién V : G — P que asocia a cada
elemento de x € G el transfer de x en P.

Llamamos N < G al niicleo de V. Veamos que V es sobreyectiva, como V(G) C P, basta ver que
V(P)=P.

Para x € P, consideramos su transfer en P calculado con el transversal que hemos descrito en la Nota
anterior 3.8, y asi tenemos

r r
Vix)= Ht,-x filxtfl = Htixf"tfl
1 1

con t,vcfiti’1 eP.

Como x/i € Py t;xfit7 ! € P, se tiene que x/i € pnpi’.

Por ser P abeliano, P < Cg(x/1) y P ' < Cs(x/), y por ser P un p-subgrupo de Sylow, por el
Segundo Teorema de Sylow 2.6, tenemos que existe y € Cg(x/1) tal que P = P’ g

Asi, yt; € Ng(P), y como por hipétesis, P C Z(Ng(P)), tenemos que yt; conmuta con todos los ele-
mentos de P. Luego, x/i = (x/i)" = (x/1)!.

De este modo, nuestro transfer queda

Vix)= Ijx i

"1 fi=1G : P| es coprimo con p por la Proposicién 2.3, por tanto, también es coprimo con el
orden de x ya que el orden de x es una potencia de p por ser x € P.
Por lo tanto, < V(x) >=< x >, y como x era un elemento cualquiera de P, se tiene que V(P) = P,
y asi V es sobreyectiva.
Como V es sobreyectiva, por el Primer Teorema de Isomorfia 1.23, tenemos que G/N ~ P, luego
|G/N| = |P|, es decir, G/N tiene orden la maxima potencia de p que divide al orden del grupo G. Por
lo tanto, NNP =1y G =NP.

3.2. Estructura de los grupos finitos G que tienen todos sus subgrupos de
Sylow ciclicos.

Teorema 3.9. Un grupo finito G que tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos, es resoluble.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el nimero de primos que divide al orden de G.
Caso base: si solo hay un primo que divide al orden de G, |G| = p” para algdn primo p, r € N, asi G es
un subgrupo de Sylow de orden p” y por hipétesis es ciclico. Por lo tanto, como G es un grupo ciclico,
G es abeliano, y por la Definicién 1.43, G es resoluble. En realidad, es facil de probar que todos los
p-grupos son resolubles.

Supongamos que nuestro teorema se cumple cuando hay n primos que dividen al orden de G y veamos
que se cumple para n+ 1 primos.

Seaelordende G, |G| =p|'p2...p) conpi £ pjsii jyri>0,i=1,..n+1y pi <pr<..<pni1.
Sea p = p; el primo mds pequeiio que divide a |G| y sea P un p-subgrupo de Sylow de G, |P| = p}' = p’,
P es ciclico por hipétesis. Por la Proposicion 1.26, sabemos que el grupo de automorfismos de P tiene
orden igual a la funcién de Euler de p’, que es p" — p"~! = p"~!(p — 1). Por la Proposicién 1.39,
Ng(P)/Cg(P) es isomorfo a un subgrupo de los automorfismos de P, y por lo tanto |Ng(P)/Cg(P)
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es un divisor de p"~!(p — 1). Como Ng(P)/Cs(P) < G/Cs(P) y |G/Cs(P)|||G|, INg(P)/Cs(P)| es

divisor del orden de G, es decir, |[Ng(P)/Cg(P)| es divisor de p' p7...p,"{. De este modo tenemos que

ING(P)/Cg(P)| es divisor de p"~!(p— 1) y también es divisor de p'p5...p,";}. Como p; = p es el
primo mds pequefio que divide al orden de G, tenemos que |[Ng(P)/Cg(P)||p" .

Por otra parte, como P es un grupo ciclico tenemos que P < Cs(P) ya que P conmuta con to-
dos los elementos de P. Por la Proposicién 1.39, tenemos que Cg(P) < Ng(P). Asi, tenemos que
P < Cg(P) < Ng(P) < G. Luego |[Ng(P)/Cg(P)| es divisor de |G : P| y como P es un p-Sylow de
G, pt|G: P|, luego p no puede dividir a |[Ng(P)/Cg(P)|, y asi |Ng(P)/Cs(P)| = 1. Por lo tanto,

Ng(P) = Cg(P).

Como P conmuta con todos los elementos de Cg(P) y Cg(P) = Ng(P), P conmuta con todos los
elementos de Ng(P), y asi se tiene P < Z(Ng(P)), y por el Teorema de Burnside 3.3 existe N < G tal
que NNP=1yG=NP.Como N <G, porel Lema 3.1, N también tiene todos sus subgrupos de Sylow
ciclicos. Los primos que dividen al orden de N son los mismos que dividen al orden de G salvo p, luego
le dividen n primos y por hipétesis N es resoluble. Por otra parte, por el Segundo Teorema de Isomorfia
1.24,G/N =NP/N ~P/PNN = P, y por tanto, G/N es un p-grupo, luego por el caso base es resoluble.
De este modo, por la Proposicién 1.44, concluimos que G es resoluble. Asi nuestro enunciado es cierto

para n+ 1 primos que dividen al orden de G y por tanto es cierto para todo n > 1.
O

Teorema 3.10. Sea G un grupo finito. Si dos factores consecutivos de la serie derivada de G, digamos
GY /G y G /GU+2) son ciclicos, entonces GUH) = GU+2),

Demostracion. Sea G < G=1) < ...G0 ... < G” < G < G la serie derivada de G. Teniendo en

cuenta la Proposicién 1.50, que nos dice que (G /G™) = GU+1) /G para i < n'y tomando G = %
tenemos que G’ = &, G = (G;:; yG" =1.

De este modo podemos tomar sin pérdida de generalidad G = 1 y demostar que
Si G es un grupo finito tal que G’'/G” y G” /G" son ciclicos. Entonces G” = G"'.

Siendo G”” = 1 queremos ver que G’ = 1.
Por la Proposicién 1.52, tenemos que Ng(G”) = G. Por la Proposicién 1.39, G/Cs(G”) es isomorfo a
un subgrupo del grupo de automorfismos de G” y como G” es ciclico ya que hemos supuesto G” /G"”
ciclicoy G” =1, tenemos que G/Cs(G") es isomorfo a un subgrupo de automorfismos de un grupo
ciclico, y por lo tanto, G/Cg(G") es abeliano.

Por la Proposicién 1.47, G’ C Cg(G"). Por definicién, sabemos que C(G”) = {x € G|gx=xg Vg €
G"}, luego que G’ esté contenido en C;(G"), quiere decir que los elementos de G’ conmutan con los
elementos de G, y como Z(G') = {x € G' |xg = gx Vg € G’} y G” < G’ entonces G" C Z(G').

Como G'/G" es ciclico y G” C Z(G') entonces G'/Z(G') también es ciclico y por la Proposicién
1.40, G’ es abeliano, y por lo tanto G” = 1.
O

Teorema 3.11. Un grupo finito G que tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos se puede expresar
como un producto semidirecto de grupos ciclicos:

G=<ab|ad"=b"=1,b"'ab=a">=<a><b> donde| <a>|=m,|<b>|=n
con m,r,n € N tales que cumplen:
a) |G| =mn

b) ' =1 (méd m)
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c¢) (myn)=1

d) (r—1,m)=1

También es cierto el reciproco: un grupo que cumpla estas condiciones tiene todos sus subgrupos de
Sylow ciclicos.

Demostracion. Si G es abeliano, como por hipétesis G tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos,
por la Proposicion 2.11, G es ciclico y tomando m = 1, r = 1, G se puede expresar como en el enun-
ciado y se cumplen las condiciones. Luego el resultado ya estd probado en el caso de que G sea abeliano.

Supongamos ahora que G no es abeliano, como tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos, por el
Teorema 3.9, tenemos que G es resoluble. Por el Lema 3.1, como G' < G y G tiene todos sus subgrupos
de Sylow ciclicos, entonces G' también tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos. Y por la misma
Proposicién, G% también tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos. Por la Proposicién 1.47, tenemos

que % es un grupo abeliano, y como tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos, de la Proposicion
. i L q. , i+1 ., .y

2.11, deducimos que % es un grupo ciclico, y andlogamente que % también es ciclico. Luego, por el

Teorema anterior 3.10, G'"! = G**? para todo i, y como G es resoluble la tinica opcién es que G’ = 1.

Por lo tanto, G’ y G/G’ son grupos ciclicos.

Como G’ es ciclico, existe a € G’ tal que G’ =< a >, supongamos que |G'| =| < a >|=my como
G /G es ciclico, existe bG' € G/G' tal que G/G' =< bG' >, supongamos que |G/G'| = | < bG' > | =n.
Como G’ < Gy las coclases forman una particién de G, tenemos que todo elemento g € G pertenece
a alguna coclase b"G’, luego g = b"a’ para algin a’/ € G', por lo tanto, G =< a,b >. Como b€ G y
G' < G, tenemos que a” € G/, es decir, b~ 'ab = a’ para algiin r € N. Conjugando n veces tenemos que
a” =b"ab" =a”,yasi,a=da", y por lo tanto " = 1 + km, con k € Z, luego r* = 1 (méd m).

Por otra parte, como G =< a,b >, los conmutadores de G son de la forma [a*, b'].
b[ k[ 1 !
[a*,b'] = a*b~ldkb! = a*d” = a*a?" =a*a* =aFa" ="y r—1)F — 1, luego [k, b!] =
a*""=1) s decir, todo conmutador de G es una potencia de @’ !, luego G’ =< a’~! > y como G’ es
ciclico y de orden m, se tiene que (r — 1,m) = 1 o equivalentemente r — 1 = 1 (m6d m).

Como G/G' =< bG' > tenemos que (bG')" = G', luego "G’ = G’ y esto quiere decir que b" € G'.
Por lo tanto, " es una potencia de a, supongamos a*, que conmuta con b, asi tenemos que 1 = [a*,b] =
ab la'b=a"a" =a" 5 =a*"V) = a1’ luego s(r—1) =0 (méd m). Y como r— 1 =1 (m6d m),
se tiene que s = 0 (méd m), asi s es miltiplode my @* =b" = 1.

Sim y n tienen un divisor primo p comun, por la Proposicién 1.51, < ar > esun subgrupo carac-
teristico de < a >, y ademds como G’ =< a > es un subgrupo normal en G, por la misma Proposicion
tenemos que < ar ><G. Asi, < b"P >< a"/P > es un subgrupo de G de orden p? no ciclico, ya que
b/ Pl=|< am/'r > | = p y por la Proposicion 1.14, sabemos que los grupos ciclicos solo tienen un
subgrupo de orden p. De este modo tenemos un p-grupo de orden p? no ciclico, pero por el Lema 3.2,
tenemos que se contradice la hipétesis, ya que este p-grupo estard contenido en algin p-Sylow ciclico.

Luego, (n,m) = 1.

Ahora veamos que si un grupo finito G cumple esas condiciones entonces tiene todos sus subgrupos
de Sylow ciclicos. Sea G =< a >< b >, cumpliendo las condiciones citadas en el teorema, y P un p-
Sylow. <a >< G y |G| = mn, entonces P << a >0 PN<a>=1yaque (m,n)=1.Y en cualquiera
de estos casos, P es un grupo ciclico. O

Corolario 3.12. Este Teorema confirma lo que ya habiamos visto para grupos diédricos en la Proposi-
cion 2.15:
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Los grupos diédricos Dy, se pueden poner como
Doy =<x,y|x"=y*=1,b"tab=a"""'>

En este caso, con la notacion del Teorema anterior 3.11, m=m,n=2y r =m— 1. Veamos ahora si
se cumplen el resto de condiciones del Teorema. Las condiciones a) y b) se cumplen ya que | Dy, | = 2m

y (m— 1)2 =m?> —2m+1=1(méd m). Para ver si se cumplen las condiciones c) y d) distinguimos 2
casos:
= Si2|m, no se cumple la condicion c) del Teorema, luego D»,, no puede tener todos sus subgrupos

de Sylow ciclicos.

» Si241m, se cumple la condicon c) del Teorema ya que (m,2) = 1y la condicion d) ya que, sea d
tal que dlr— 1 =m—2 y d|m, entonces dlm— (m—2) =2, si d|2, se tiene qued =10d =2,
pero como estamos en el caso de que 21 m, forzosamente d tiene que ser 1, y asi se cumple la
condicion d) del Teorema (m—2,m) =1, y el grupo Doy, tiene todos sus subgrupos de Sylow
ciclicos.

Por ultimo, vamos a dar un ejemplo de grupo finito G que no es ciclico ni diédrico que cumple las
condiciones del Teorema 3.11, y vamos a ver que tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

Ejemplo 3.13. Tomando en S13, r=3,n=3,m=13, a=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13) y
b=1(2,4,10)(5,13,11)(6,3,7)(8,9,12), tenemos que se cumplen las condiciones del Teorema 3.11 con

G=<ab|ad®=b0=1,a"=d’>=<a><b> donde| <a>|=13,|<b>|=3
r=3,n=3,m =13 cumplen las condiciones (a) — (d) del Teorema.

Como |G| = 313, por el Primer Teorema de Sylow 2.5, sabemos que hay 3-subgrupos de Sylow,
los cuales tienen orden 3 y 13-subgrupos de Sylow, los cuales tienen orden 13.

H =< b > esun3-Sylowy es ciclico. Por el Segundo Teorema de Sylow 2.6, sabemos que todos los
3-Sylow son isomorfos, entonces se tiene que todos los 3-Sylow son ciclicos.

K =< a > es un 13-Sylow y es ciclico. Del mismo modo, por el Segundo Teorema de Sylow 2.6, se
tiene que todos los 13-Sylow son ciclicos.

Asi, G tiene todos sus subgrupos de Sylow ciclicos.
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