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A. SOBRE LA DEFINICION DEL OBJETO MATEMATICO A ENSENAR

El objeto matematico a ensefiar comprende las Ecuaciones y los Sistemas de
Ecuaciones en 3° de E.S.O. de la asignatura de Matematicas y se pretende ensefiar las
técnicas de resolucion de Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones y su aplicacion a problemas

con contexto real.

Tal como sefala la normativa actual del BOA en la pagina 8992, segin la ORDEN
de 9 de mayo de 2007, el Curriculo de Matematicas de 3° de E.S.O. contiene entre otros

apartados los siguientes:

-Uso del lenguaje algebraico para expresar relaciones numéricas en sucesiones,
tablas o enunciados de problemas. Traduccién de situaciones del lenguaje verbal al

algebraico. Igualdades notables.

-Resolucion algebraica de ecuaciones de primer grado. Sistemas de dos ecuaciones

lineales con dos incognitas. Interpretacion de las soluciones. Ecuaciones de segundo grado.

-Resolucion de problemas mediante la utilizacion de ecuaciones, sistemas y otros

métodos personales.

B. SOBRE EL ESTADO DE LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DEL OBJETO
MATEMATICO

Para este punto he analizado las editoriales en papel de Anaya y SM, ademas de
AnayaDigital.com desde su web, para apreciar como se justifica habitualmente la

introduccidn escolar de las Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones en 3° de E.S.O.

Colera, Garcia, Gaztelu y Oliveira (1998) [1] introducen en el libro de Matematicas

3 de Anaya el tema de las ecuaciones con el epitafio de Diofanto y su traduccion al lenguaje
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algebraico actual para ponernos en contexto y asi recordar como se resuelve una ecuacion
de una incognita con denominadores o con coeficientes racionales (que ya se ve en 2° de

E.S.0.).

Los sistemas de ecuaciones los explican como dos balanzas en equilibrio
(independientes entre si) con elementos diferentes. Nos piden a qué equivale un objeto del
brazo izquierdo de la balanza respecto del brazo derecho. Su técnica de resolucion es la
siguiente: crean otra balanza resultante de sumar los elementos del brazo izquierdo de la
primera balanza con los elementos del brazo izquierdo de la segunda balanza y el mismo
procedimiento para el brazo derecho. Luego eliminan elementos en comtn en ambos brazos
y dividen cada brazo por el m.c.m. (minimo comun multiplo) de las cantidades de objetos

que aparecen en la balanza.

Otros autores como son Vizmanos, Anzola, Alcaide y Peralla (2007) [2], en su libro
de Matematicas 3 de SM Abaco, introducen las ecuaciones desde la historia relatando que
los egipcios ya resolvian ecuaciones de primer grado para obtener la incognita sobre o antes
del afio 1650 a.C. segun consta en el papiro de Rhind o de Ahmes. Luego recuerda los
conceptos fundamentales del curso pasado (igualdad, identidad, ecuacion, supresion de

paréntesis, numero de raices cuadradas de un nimero y las identidades notables).

Finalmente plantea una serie de ejercicios de repaso para aplicar estos

conocimientos de 2° de E.S.O. Una técnica de resolucion de los sistemas de ecuaciones la

introducen recordando la regla de la suma (resta) y la regla del producto (division)
aplicados a una igualdad e indicando que cuando se suman o se restan dos igualdades se
obtiene otra igualdad (como en el método de reduccion). Se enuncian dos problemas para
que el alumno escriba las dos ecuaciones con dos incognitas y resuelva el sistema de cada

uno de ellos.

El contenido de 3° de E.S.O. de los libros de texto de Colera et al. (1998) [1] y de
Vizmanos et al. (2007) [2] respecto a lo que indica el BOA de 2007 si coinciden. Sin
embargo, se puede decir que los contenidos de 2° de E.S.O. y de 3° de E.S.O. son

practicamente los mismos al compararlos en un esquema que aparece en el libro de
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Vizmanos, Anzola, Bujanda y Mansilla (2009) [3] titulado Matematicas 2 de SM Esfera (es
como si el Algebra de 3° de E.S.O. fuese un refuerzo del Algebra de 2° de E.S.0.). Ocurre
lo mismo si se busca en AnayaDigital.com la parte de Algebra de 2° y 3° de E.S.O.

No ocurre lo mismo si se comparan estos dos cursos en el BOA de 2007 (pp. 8990-
8992): en 2° de E.S.O. (de 2007) atin no se veian los sistemas de ecuaciones, ahora por lo

visto si.

Respecto a los campos de problemas, técnicas y tecnologias que se ensefian
habitualmente no hay grandes diferencias en los textos contemplados y los podriamos

agrupar en cuatro tipos:

I. De traduccién

La tarea consiste en la traduccion del lenguaje natural al lenguaje algebraico a
través de técnicas de comprension lectora y acciones propuestas en el problema, asi como
comprension de la situacion y de las magnitudes que aparecen. A continuacion se indican

algunos ejemplos de problemas de traduccion propuestos:
El doble de la edad que tendré dentro de cinco afios: 2*(x+5)

El quintuplo del 4rea de un cuadrado de lado x: 5x°

2
El area de un triangulo del que se sabe que su base es la mitad de su altura: 7

I1. Resolucion de ecuaciones sin contexto

La tarea es resolver ecuaciones de primer grado y de segundo grado mediante la
técnica basada en los principios de las igualdades que forman parte del elemento
tecnoldgico. Para las de primer grado se llevan a un miembro los términos en los que
aparecen la incognita y al segundo miembro todo lo demas; se opera y se despeja la
incognita. Para las de segundo grado, su técnica general consiste en llevar todos los

términos al primer miembro; en el segundo miembro quedaria cero. Luego se opera y se
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aplica la formula general siguiente:

-b + .b* - dac

a

X:

Donde a, b y ¢ son los coeficientes de la expresion reducida ax® + bx + ¢ =0, con a
# 0. Estas técnicas se explicaran con mas detalle en el Apartado E de esta memoria.

Ejemplos de problemas de ecuaciones sin contexto son los siguientes:

2X —J3=04+X »2X-X=06+3 = ¥ =59

E(2}(+4j=><+1Ql +Oxil2 v > Zx43-x+19 —»
4 4 a4 2
&+ IX+6=2x+38 —* I3x-Z2x=38-6 —* x=232
x*-5x+6=0
 ===3
L _5:J5-46 _5+5-24 5+ _5:1_7  ?
2 2 2 2 4
X, = —==72
N Xy 5
x =0

x?-5x =0 —PX(X‘5}=D<X_5=@ x =5
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I11. Resolucién de sistemas de ecuaciones sin contexto

Se resuelven mediante alguna de las tres técnicas conocidas que son los métodos de
igualacion, sustitucion y reduccion, basados también en el principio de las igualdades como
su tecnologia. Estas técnicas se explicardn con mdas detalle en el Apartado E de esta

memoria.

Un ejemplo de problema de sistemas de ecuaciones sin contexto es el siguiente:

3 -4y = -6
2w+ dy =16

IV. Problemas Verbales (sean de una ecuacion o de un sistema de ecuaciones)

Su técnica consiste en la construccion del modelo matematico. Para ello es
necesario traducir el enunciado del problema del lenguaje verbal al lenguaje matematico,
definir la incognita y saber qué nos pide el problema, relacionar magnitudes, plantear la

ecuacion o el sistema de ecuaciones, resolverla/o y finalmente comprobar la solucion.
A continuacion se indican algunos ejemplos propuestos de Problemas Verbales:

Ejemplo de problema verbal de ecuaciones de primer grado: Un padre tiene 35 afios

y su hijo 5. ;Al cabo de cuantos afios serd la edad del padre tres veces mayor que la edad

del hijo?

Ejemplo de problema verbal de ecuaciones de segundo grado: Para vallar una finca

rectangular de 750 m? se han utilizado 110 m de cerca. Calcula las dimensiones de la finca.

Ejemplo de problema verbal de sistemas de ecuaciones lineales: Antonio dice a
Pedro: "el dinero que tengo es el doble del que tienes ti", y Pedro contesta: "si ti me das

seis euros tendremos los dos igual cantidad". ;Cuanto dinero tenia cada uno?

Las ecuaciones y los sistemas de ecuaciones en si mismos son ejercicios reiterativos
sin contexto y abstractos. Las dificultades se centran mas en pasar del lenguaje verbal al
lenguaje algebraico en los Problemas tipo Traduccion y tipo Verbales (con contexto) que en

seguir pasos concretos para cada técnica. Estas dificultades se deben a que los alumnos
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utilizan las letras como objetos y no como variables, intentan traducir al lenguaje algebraico
como si leyesen literalmente el enunciado del problema y tienen la necesidad de expresar el
resultado de un problema mediante un nimero y no como una combinacion de nimero y

letra.

Una tecnologia de resolucion de Problemas Verbales nos lo muestra Polya (1966) en
el texto de Puig y Cerdan (1990) [4], que reescribe las reglas cartesianas desde el punto de
vista de la resolucion de problemas de matematicas, tratando de precisar las tareas que es
preciso realizar para reducir un problema de matematicas a la resolucion de un sistema de

ecuaciones.

1. En primer lugar, comprender bien el problema, luego convertirlo en la

determinacion de cierto numero de cantidades desconocidas. (Reglas XIIT a XVI)

2. Examinar el problema de la manera mas natural considerandolo como resuelto y
presentando en un orden conveniente todas las relaciones que deben verificarse entre las

incognitas y los datos segun la condicion planteada. (Regla XVII)

3. Separar una parte de la condicidon que permita expresar una misma cantidad de
dos maneras diferentes y obtener asi una ecuacion entre las incognitas (creacion del modelo
algebraico). Descomponer eventualmente la condicion en varias partes. Obtendréis asi un

sistema con tantas ecuaciones como incognitas. (Regla XIX)

4. Transformar el sistema de ecuaciones en una Unica ecuacion. (Regla XXI)

También en el estudio de Bolea (2002) [5], en el capitulo 3, nos muestra los

elementos mas significativos de las actividades asociadas al algebra escolar.

-Una primera etapa importante del trabajo algebraico (y también una de las mas

dificiles) radica en la construccion de modelos de sistemas extra o intramatematicos.

-Los modelos algebraicos (ecuaciones y formulas) se construyen generalmente
expresando de dos maneras diferentes una misma cantidad de magnitud del sistema

estudiado.
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-La potencia del instrumento algebraico se basa en su capacidad para no diferenciar

los datos conocidos de las incognitas (juego entre parametros y variables).

-Un tipo importante de modelos algebraicos viene dado por determinadas funciones
(modelos funcionales). Por ello, el algebra escolar debe estar fuertemente vinculada al

estudio de funciones elementales.

-Una fase importante del trabajo algebraico es la manipulaciéon del modelo en
sentido estricto (ecuacion o formula) y su posterior interpretacion y justificacion en

términos del sistema estudiado.

-La ultima fase del trabajo de modelizacion consiste en la formulacion de nuevos
problemas acerca del sistema estudiado, problemas que no se podian plantear antes de la

construccion del modelo.

Las dificultades mas destacadas en la realizacion de las actividades “algebraicas”

son las siguientes:

-Una de las principales dificultades del algebra escolar estd ligada a la ausencia
curricular de problemas abiertos de modelizacion, es decir, aquellos en los que se presenta
el sistema que se debe estudiar y preguntas abiertas al respecto (debiéndose por ejemplo
empezar por elegir las variables que determinan el sistema estudiado, aquellas que resultan

mas pertinentes para la cuestion planteada, etc.).

-Cuando se plantean problemas de planteo que requieren cierto trabajo de
modelizacion (parcial e incompleto), aparecen otras dificultades ligadas al poco
conocimiento de los sistemas que se quieren estudiar y a la falta de costumbre de

considerarlos como sistemas problematicos que pueden ser estudiados de nuevo.

-Otra de las principales dificultades del algebra escolar esta ligada a la ausencia
institucional de cuestionamientos tecnologicos (necesidad de justificacion, de definicion,

etc.) en la matematica de la ensefianza obligatoria.
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C. SOBRE LOS CONOCIMIENTOS PREVIOS DELALUMNO

Para poder afrontar la ampliacion y profundizacion de la ensefianza y el aprendizaje
de las Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones en 3° de E.S.O., el alumno debera disponer de

los siguientes conocimientos previos.

A continuacion se indican los que deben saber de 1° de E.S.O. seglin

AnayaDigital.com:
-Operar con numeros naturales, enteros y racionales y sus propiedades
-Traducir enunciados basicos al lenguaje algebraico
-Calcular el valor numérico de una expresion algebraica
-Reconocer los elementos de un monomio: coeficiente, parte literal y grado
-Operar con monomios
-Diferenciar el concepto de ecuacion y de identidad

-Resolver ecuaciones por tanteo para que el alumno conozca el significado de

ecuacion e incognita

-Conocer los principios de las igualdades (propiedad de la suma y del producto a

ambos miembros de la ecuacion)
-Resolver ecuaciones de primer grado con una sola incognita

-Resolver Problemas Verbales con ayuda de ecuaciones

A continuacion se indican los nuevos contenidos que se ven en 2° de E.S.O. segliin

AnayaDigital.com:
-Operar con polinomios

-Conocer las tres identidades notables: cuadrado de la suma, cuadrado de la

diferencia y suma por diferencia

10
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-Extraer factor comun de expresiones algebraicas

-Simplificar fracciones algebraicas teniendo en cuenta los productos notables y la

extraccion de factor comin
-Resolver ecuaciones de primer grado con una incégnita con denominadores
-Resolver ecuaciones de segundo grado completas e incompletas
-Representar graficamente ecuaciones lineales (de primer grado con dos incognitas)

-Representar graficamente un sistema de ecuaciones lineales y su punto de corte (si

es que lo tiene)
-Resolver sistemas de ecuaciones lineales por los siguientes tres métodos:
sustitucion, igualacion y reduccion

-Resolver problemas sencillos utilizando los sistemas de ecuaciones lineales

Finalmente se muestran los nuevos contenidos que se imparten en 3° de E.S.O.

segun AnayaDigital.com:

-Sumar, restar, multiplicar y dividir fracciones algebraicas con letras en el

denominador

Tras leer el capitulo 3 del estudio realizado por Bolea (2002) [5] podemos resumir
que los conocimientos previos en los que se basa la construccion del algebra escolar son los

siguientes:

-Dado que el algebra escolar surge inicialmente como herramienta de modelizacion
de sistemas matematicos o extramatematicos, es necesario conocer minimamente el sistema
que se quiere modelizar y, en particular, las limitaciones del trabajo dentro de este sistema.
Como ejemplo podemos citar formulas pertenecientes a campos cientificos como son la

Fisica o la Quimica y que a veces necesitaremos conocer y saber cuando aplicarlas.

-Dado que la modelizacion algebraica destaca la existencia de diferentes tipos de

11
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magnitudes en un mismo sistema, asi como las relaciones entre ellas, es necesario cierta
familiaridad con estas magnitudes, familiaridad que no debe reducirse al simple célculo
aritmético (magnitudes equivalentes, magnitudes continuas y discretas, asignacion de
unidades, relacion entre magnitudes, etc.). Como ejemplos podemos citar el sistema
sexagesimal de la medida del tiempo y de los dngulos, asi como las diferentes magnitudes
utilizadas para medir longitud, masa, capacidad, superficie y volumen y magnitudes del

ambito de la fisica, tiempo, moneda, etc.

Seria deseable que la ensefianza anterior a 3° de E.S.O. haya ayudado a los alumnos
a adquirir estos conocimientos previos. No obstante lo constataremos a través de algunas
actividades que traten de asegurar que los alumnos posean dichos conocimientos, tales

como:
-Traduccion de enunciados sencillos al lenguaje algebraico

-Resolucion de ecuaciones de primer grado resolviéndolas por tanteo, por la técnica
de la balanza (principio de las igualdades) y por la técnica generalizada del cambio de
operacion al pasar un monomio o numero de un miembro de la ecuacion al otro (la suma

por la resta y viceversa; la multiplicacion por la division y viceversa).
-Resolucion de ecuaciones de segundo grado completas e incompletas.
-Resolucion de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas

-Problemas algebraicos verbales de ecuaciones de primer y segundo grado y de

sistemas de ecuaciones lineales

Una posible prueba de diagnostico podria ser la siguiente:

1. Traduce los siguientes enunciados al lenguaje algebraico y reduce operando,

cuando sea necesario, dichas expresiones:

La suma de tres nimeros enteros consecutivos

12
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El doble de la edad que tendré dentro de cinco afios

El precio de una camisa rebajado en un 20%

2. Resuelve las siguientes ecuaciones:

2(2x -3)=6+x

& Tz
x*-5Sx+6=0
x*-5x =0
x*-25=0

3. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

3x -4y = -6
2+ dy =16

4. Resuelve el siguiente problema:

Una granja tiene pavos y cerdos, en total hay 58 cabezas y 168 patas. ;Cuantos

cerdos y pavos hay?

13
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D. SOBRE LAS RAZONES DE SER DEL OBJETO MATEMATICO

La principal razén de ser del algebra creemos que es proporcionar un nuevo
instrumento para resolver problemas que la aritmética no puede resolver por las

limitaciones de la misma.

Para ver la potencia del algebra respecto de la aritmética, se expone a continuacion
el problema verbal planteado por Gascon y analizado en el estudio de Bolea (2002) [5]
desde dos perspectivas diferentes (aritmética y algebra) de acuerdo a unos modificaciones

ligeras de los datos del enunciado de dicho problema verbal.

Un grupo de 18 amigos cenan juntos y, a la hora de pagar la cuenta, resulta que
algunos de ellos no tienen dinero por lo que cada uno de los restantes debe pagar 300
pesetas mas de lo que le correspondia. Sabiendo que la cuenta ascendia a un total de 27000

pesetas, ;cuantos amigos no pagan porque no tienen dinero?

Un grupo de amigos cenan juntos y, a la hora de pagar la cuenta, resulta que 3 de
ellos no tienen dinero por lo que cada uno de los restantes debe pagar 300 pesetas mas de lo
que le correspondia. Sabiendo que la cuenta ascendia a un total de 27000 pesetas, calcular

el numero total de amigos que han cenado.

Aparentemente los enunciados son similares, la misma situacion pero con
informaciones diferentes. En uno la incognita es el nimero de amigos que no pagan y en el
otro el numero total de amigos que han ido a cenar. Pero mientras en el primero la

aritmética nos resuelve el problema, en el segundo no.

14
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RESOLUCION ARITMETICA RESOLUCION

Numero de amigos que cenan = X

(INCOGNITA)
27000 _ 1500 pts. que debe pagar
18 Numero de amigos que pagan = x-3
cada uno )
Cantidad pagada por cada uno de los

1500 + 300 = 1800 pts. que pagan 27000

) ) que pagan = + 300
los que tienen dinero

27000 Importe de la cuenta:

1800 = 15 personas que tienen
Igualdad entre dos maneras de
dinero . i
expresar la misma cantidad.

18 — 15 = 3 personas que no pagan
P d pag 27000

27000 = ( +300) * (x - 3)

Segun el estudio de Bolea (2002) [5], en concreto del capitulo 3, podemos resumir
que las razones de ser en las que se basa la construccion del algebra escolar son los

siguientes:

-Algunas de las mejores situaciones para introducir el algebra escolar son los
“problemas inversos” como el de J. Gascon visto anteriormente, esto es, problemas en los
que se invierten los datos e incognitas y que, por ello, no pueden resolverse mediante
técnicas directas aritméticas o geométricas. Un conocimiento previo importante es, por lo

tanto, el dominio de estas técnicas directas (aritmética).

-El algebra escolar es un instrumento para resolver problemas acerca de sistemas
conocidos matematicos o extramatematicos: aritméticos, geométricos, fisicos, comerciales,

de la vida cotidiana, etc.

-El proceso de modelizacion algebraica es una herramienta potente para describir,
generalizar y justificar procedimientos y propiedades de los sistemas estudiados (papel

tecnologico del algebra).

15
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-El instrumento algebraico permite plantear y resolver problemas de diferentes
ambitos matematicos (aritméticos, geométricos, combinatorios, comerciales, etc.) que son

muy dificiles de plantear y de resolver sin algebra.

-El algebra escolar permite unificar tipos de problemas que aparecen aislados en
cada bloque tematico de la organizacion matematica escolar, e incluso entre diferentes

bloques.

Pensamos que la razon de ser del algebra (superar a la aritmética) que vamos a tener
en cuenta para introducir las Ecuaciones y los Sistemas de Ecuaciones en 3° de E.S.O. si

que coincide con las razones de ser histoéricas que dieron origen al objeto.

Segun Carl B. Boyer (1987) [6], al hablar de la historia de los sistemas de
ecuaciones, nos trasladamos a Mesopotamia. Ya los egipcios habian tratado con ecuaciones
lineales, pero los babilonios casi no se centraron en ellas, tal vez por considerarlas muy
elementales. Sin embargo, fueron los primeros en resolver sistemas de ecuaciones de hasta

diez ecuaciones y diez incognitas.

Aunque los matematicos griegos se centraron mayormente en la geometria, la
tradicion aritmético-algebraica mesopotamica no fue nunca desechada en la matematica
griega, ya que las fuentes muestran que fueron incorporados algunos resultados. Entre los
matematicos griegos que se dedicaron al algebra, destacamos a Diofanto y Thymaridas.
Thymaridas (400 a.C. — 350 a.C.) disefi6 un método para resolver sistemas de n ecuaciones
lineales y n incognitas conocido como “La flor de Thymaridas”. Diofanto (s. III a.C.)
resolvia problemas en los que aparecian sistemas de ecuaciones transformandolos en una

ecuacion lineal aunque nunca encontré un método general.

Los hindtes, a pesar de que no obtuvieron ningun método general de resolucion

también trabajaron con sistemas de ecuaciones como se muestra en sus documentos.

Al hablar de la matematica china, encontramos el libro “Nueve capitulos sobre el

arte de las matematicas” (Jiu Zhang Suan Shu, s. [ y II a.C.), en el que aparece el primer

16
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ejemplo conocido de uso del método de matrices, equivalente al que hoy conocemos como
método de Gauss, para resolver un sistema de ecuaciones simultaneas. El capitulo ocho
tiene importancia por la resolucion de problemas que conducen a un sistema de ecuaciones
lineales utilizando niimeros positivos y negativos; uno de los problemas de este capitulo,
por ejemplo, plantea la resolucion de un sistema de ecuaciones de cuatro ecuaciones y

cinco incognitas, tratando asi por primera vez el tema de las ecuaciones indeterminadas.

El estudio de este objeto matemdtico en la matematica oriental se debe a la
necesidad de resolver problemas econdémicos y administrativos tales como medicion de
campos, construccion de canales y diques, obras de fortificacion, calculo de impuestos,
equivalencias entre diferentes especies de trigo, rendimientos de trabajo, medios de

transporte, obras de irrigacion...

Por otro lado, las ecuaciones cuadraticas aparecen ya con los babilonios. Por
ejemplo, hay un problema en el que se pide hallar el lado de un cuadrado si su area menos

el lado es igual a 14,30.

La geometria nos proporciona elementos tecnologicos que justifican las formulas
algebraicas. Fue Euclides (s. III a.C.) quien demostr6 las igualdades notables geométricas
en su libro II de los Elementos como ejemplos de ecuaciones cuadraticas. Este libro no trata
el tema del algebra, puesto que no resuelve problemas numéricos ni mucho menos de
ecuaciones, por el contrario, el libro versa sobre la igualdad de areas de rectangulos y

cuadrados.

Como hemos podido apreciar el algebra fue utilizada para resolver casos concretos,
pero fueron los arabes los primeros que le dieron un uso mas genérico: encontraron un

método general de aplicacion.

Estos contribuyeron en la creacion, el crecimiento y la difusion del algebra. Cabe
recordar la gran importancia del algebra al ser una herramienta util en diferentes campos
matematicos como son la Geometria, la Trigonometria, el Calculo (funciones y graficas), la
Estadistica y la Probabilidad e incluso en la propia Aritmética (pueden aparecer junto a

todos los numeros reales y complejos, en Proporcionalidad, Sucesiones y Progresiones,
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etc.).

Segun Socas, Camacho, Palarea y Hernandez (1989) [7], el algebra se caracteriza
por sus métodos, que conllevan al uso de letras y expresiones literales sobre las que se
realizan operaciones. Estd presente en toda la matematica, pues cualquier problema termina

convirtiéndose en un calculo méas o menos algebraico.

La palabra <<ALGEBRA>> proviene del titulo de un libro Al-jabr (algunos usan
Al-gebr) w"al-mugabalah, escrito en Bagdad, alrededor del afio 825 por el matematico y
astronomo Mohammed ibn-Musa al-Khwarizmi (Mohammed hijo de Musa nativo de
Khwarizmi), que muestra en sus trabajos la primera formula general para la resolucion de

ecuaciones de primer y segundo grados.

El titulo Al-jabr w"al-mugabalah significa <<ciencia de la restauracion y
oposicion>> o <<transposicion y eliminacion>> o, como expresa Carl Boyer, Ia
transferencia de términos al otro miembro de la ecuacidon (al-jabr) y la cancelacion de

términos en ambos miembros de la ecuacion (w’al-mugqabalah).
Asi, dada la ecuacion
2 _ 3
X +3x+7=7-2x+4x
al-jabr da (transferencia de términos al otro miembro de la ecuacion)
X2+ 3x+7+2x=7-2x +4x> +2x
2 _ 3
X"+5x+7=7+4x
w’al-mugabalah da (cancelacion de términos en ambos miembros de la ecuacion)
x>+ 5x = 4x°

Esta obra fue traducida al latin en los primeros afios del siglo XII por Juan de

Sevilla y Gerardo de Cremona, y con el tiempo se le llamé simplemente Algebra.

Para finalizar este apartado, indicamos varios problemas que pensamos que se

constituyen en razones de ser del algebra y que, por lo tanto, no pueden resolverse por
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aritmética.
Por un lado tenemos el problema ya visto de Gascon sobre una cena de amigos:

Un grupo de amigos cenan juntos y, a la hora de pagar la cuenta, resulta que 3 de
ellos no tienen dinero por lo que cada uno de los restantes debe pagar 300 pesetas mas de lo
que le correspondia. Sabiendo que la cuenta ascendia a un total de 27000 pesetas, calcular

el numero total de amigos que han cenado.

Algunos textos como el de Yakovlevich Perelman (1965) [8] incluyen problemas

que hacen referencia a matematicos ilustres como es el caso de La Vida de Diofanto:

La historia ha conservado pocos rasgos biograficos de Diofanto, notable matematico
de la antigiiedad. Todo lo que se conoce acerca de ¢l ha sido tomado de la dedicatoria que
figura en su sepulcro, inscripcion compuesta en forma de ejercicio matematico.

Reproducimos esta inscripcion:

En la lengua vernacula En el idioma del algebra

jCaminante! Aqui fueron
sepultados los restos de Diofanto. Y los X
numeros pueden mostrar, jOh milagro!,
cuan larga fue su vida,

Cuya sexta parte constituyd su X
hermosa infancia. 6

Habia transcurrido ademds una X
duodécima parte de su vida, cuando de 12
vello cubridse su barbilla

Y la séptima parte de su existencia X
transcurrid en un matrimonio estéril. 7
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Pas6 un quinquenio més y le hizo 5
dichoso el nacimiento de su precioso

primogénito,

Que entregd su cuerpo, su hermosa X
existencia, a la tierra, que duro tan solo la 2
mitad de la de su padre

Y con profunda pena bajo a la 4

sepultura, habiendo sobrevivido cuatro

anos al deceso de su hijo

Dime cuantos afios habia vivido Diofanto cuando le llegé la muerte.

Ecuacion: 5+ X +§+5+ £+4= X
6 12 7 2

Al resolver la ecuacion y hallar el valor de la incognita, 84, conocemos los
siguientes datos biograficos de Diofanto: se caso a los 21 afios, fue padre a los 38, perdi6 a

su hijo a los 80 y murio a los 84.

Como curiosidad de problema algebraico de otras culturas como es la india es el de
la manada de monos que puede ser presentado en verso tal y como fue traducido por
Lebedev, autor del excelente libro ;Quién invento el algebra?, y recogido en el texto de

Yakovlevich Perelman (1965) [8]:
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Regocijanse los monos
divididos en dos bandos:
su octava parte al cuadrado
en el bosque se solaza.
Con alegres gritos, doce
atronando el campo estan.

(Sabes cuantos monos hay

en la manada, en total?

2
Ecuacion: (gj +12=x

de donde X, = 48, x. = 16.

2 =
El problema tiene dos soluciones positivas: en la manada puede haber 48 y 16

monos. Las dos soluciones satisfacen las condiciones del problema.

Respecto a la metodologia a seguir en el aula para su implementacion sera la
siguiente: se hard leer a un alumno cada enunciado y se les hara pensar y se les pedira que
planteen la forma de resolver estos problemas de forma individual; luego se hard una puesta
en comun y se les ayudard a pasar del enunciado verbal al lenguaje algebraico segun se
vaya leyendo el enunciado de nuevo; finalmente se juntaran todas las expresiones
algebraicas para formar la ecuacion de cada problema, las cuales resolveran y comprobaran
y razonaran las soluciones. Para acabar se preguntara a los alumnos donde han tenido mas

dificultades.
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E. SOBRE EL CAMPO DE PROBLEMAS

Como ya hemos indicado anteriormente en el apartado B sobre el estado de la

ensefianza-aprendizaje de las Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones en 3° de E.S.O., existen

cuatro tipos de problemas algebraicos:

I. De traduccién

II. Resolucién de ecuaciones sin contexto

II1. Resolucion de sistemas de ecuaciones sin contexto

IV. Problemas Verbales (sean de una ecuacion o de un sistema de ecuaciones)

A continuaciéon vamos a presentar las técnicas y tecnologias asociadas a cada uno de

ellos:

I. De traduccion

-Técnica: traduccion del lenguaje natural al lenguaje algebraico.

-Justificacion: comprension lectora y acciones propuestas en el problema.

Ejemplos de problemas de traduccion sacados de la web www.amolasmates.es para
3°de E.S.O.:

El 30% de un niimero.

El area de un rectangulo de base 3 cm y altura desconocida.

El perimetro de un rectangulo de base 3 cm y altura desconocida.
El doble del resultado de sumarle a un nimero entero su siguiente.
El triple del resultado de sumar un nimero con su inverso.

El doble de la edad que tendré dentro de cinco afios.

El quintuplo del 4rea de un cuadrado de lado x.
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El area de un triangulo del que se sabe que su base es la mitad de su altura.
La mitad del resultado de sumarle 3 a un nimero.

La tercera parte del area de un rectdngulo en el que la base mide el doble que la

altura.
El cuadrado de la suma de dos nlimeros enteros consecutivos.
La media de un ntimero y su cuadruplo.
La cuarta parte de un numero entero mas el cuadrado de su siguiente.

El perimetro de un tridngulo is6sceles del que sabemos que su lado desigual mide 4

cm menos que cada uno de los dos lados iguales.
La diagonal de un cuadrado de lado x.
El doble de la edad que tenia hace 7 afos.
La suma de un niimero con el doble de otro.
El precio de una camisa rebajado en un 20%.
El 4rea de un circulo de radio x.

La suma de tres niumeros enteros consecutivos.

I1. Resolucion de ecuaciones sin contexto

-Técnicas: resolver ecuaciones de primer grado y de segundo grado

-Tecnologia: principio de las igualdades

Ecuaciones de primer grado o lineales.

Son del tipo ax + b = 0, con a # 0, 6 cualquier otra ecuacion en la que al operar,

trasponer términos y simplificar adoptan esa expresion.

(x+1)2=x2—2
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X +2x+1=x"-2
2x+1=-2
2x+3=0

En general para resolver una ecuaciéon de primer grado debemos seguir los

siguientes pasos:
1° Quitar paréntesis.
2° Quitar denominadores.

3° Agrupar los términos en x en un miembro y los términos independientes en el

otro.
4° Reducir los términos semejantes.
5° Despejar la incognita.
Ejemplos:
. 2 =6

Despejamos la incognita:
X == X =3

. ¥ -3=56+X
Agrupamos los térmminos semejantes v los independientes, v sumamos:
2X - X =6+3 X =9

2(2x -3)=6+x

L ]
Quitamos paréntesis:

dx -6 =6+ X%

Agrupamos términos v sumamos:

dx - x =6+ 6 ax =12
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Despejamos la incognita:

Quitamos denominadores, para ello en primer lugar hallamos el minimo comin

multiplo: m.c.m. (6,2) =6
x-1-3(x-3)= 6
(Quitamos paréntesis, agnupamos v sumamos los términos semejantes:
Xx-1-3x+9=-6; X-3x=-6-9+1; -2x =-14
Despejamos la incognita:

2% =14 x=§ X =7

%(2x+4)=x+19

»
Quitamos paréntesis v simplificamos:

Ex+£=x+19 §x+3=x+19
4 4 7

Quitamos denominadores, agrupamos v sumamos los términos semejantes:

OX +6=2x+ 38 OX —Z2K =3B-6 X =32

2_ —2'(X’+1}—X—3 =2_X_5X_3+

S
. z 3 12

Quitamos corchete:
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W =3 2w Bx -3
= - +

2—[—2X—2—— = A

Z 3 12

(Quitamos paréntesis:

2+2X+2+X—3=£_5X—3+3X
Z 3 12

Quitamos denominadores:

24+ 24x + 24+ 6 (x - 3) = 8x - (Sx - 3) + 36x
(Quitamos paréntesis:

24+ 245 + 24+ 6x - 18 = 8x — Sy + 3+ 36x
Agrupamos términos:

2y + Bx - 8Bx + 5x -36x =3-24-24+ 18
Sumamos:

-Qx = =-27

Dividimos los dos miembros por: —9

¥ =23

Ecuaciones de segundo grado o cuadraticas.

Son ecuaciones del tipo ax> + bx + ¢ = 0, con a # 0. Se resuelven mediante la

siguiente formula:

-b + {b* - dac

x =
2a
Ejemplos:
. x*-Sx+6=0
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6
X, ===23
X=5J_rqf52—4-6=5i~ﬁ5—24=5i\f{1_=511=/‘ 2
2 2 2 2 A
H,=—=="2
Sy X 5
. 2x?-Tx+3=0
/x1=%=3
o TEN77-4-2:3 72449-24 725 725
4 4 4 4
\IX =2=1
24 2

Resolucion de ecuaciones de segundo grado incompletas

Se dice que una ecuacion de segundo grado es incompleta cuando alguno de los

coeficientes, b o ¢, 0 ambos, son iguales a cero.

Ecuaciones de segundo grado incompletas:

ax’+b=0
ax>+bx=0

A continuacion se presentan ejemplos con resoluciones para cada caso:

La solucion es x = 0.

Ejemplos:

|
S

]
o
%

[]
-]
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ax’>+bx=0

Extraemos factor comun x:

x(ax+bj=0
¥ =0
ax+b =0 x=£
=
Ejemplos:
. x*-5x =0
x(x-5)=0
o=
x->=0 X =5
. 2x%-Bx =0
2x(x-3)=0
2x =0 ¥ =0
¥=-3=0 ¥ =23
ax’+c=0
Despejamos:
s, = | ©
S Na
ax?=—¢ x?2=_% x =+ |5
a a —
Sy Xy =T =
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Ejemplos:

. x*-25=0

% =425 =5
x2 =725 X = +af25

\X2=—@=—5

2wi=-8  xT=-4 ¥ =t f-de R

I11. Resolucion de sistemas de ecuaciones sin contexto
-Técnicas: métodos de igualacion, sustitucion y reduccion
-Tecnologia: principio de las igualdades

Dos ecuaciones con dos incdgnitas forman un sistema, cuando lo que pretendemos

de ellas es encontrar su solucidon comun.

ax +by =c,
@+ by = ¢

La solucién de un sistema es un par de nimeros X, yy, tales que reemplazando x por

X €y pory, se satisfacen a la vez ambas ecuaciones.

3 -dy = -6

2+ dy =16

x=2.v=3

32-4 3=-6 6-12=-6 -6 = -6
2:2+4 3=16 d+12=16 16 =16
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Resolucion de sistemas de ecuaciones por el método de sustitucién

1° Se despeja una incégnita en una de las ecuaciones.

2° Se sustituye la expresion de esta incdgnita en la otra ecuacion, obteniendo una

ecuacion con una sola incognita.
3° Se resuelve la ecuacion.

4° El valor obtenido se sustituye en la ecuacidon en la que aparecia la incognita

despejada.
5° Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

Ejemplo:

3x —dy = -6
. 2 +dy =16

Despejamos una de las incognitas en una de las dos ecuaciones. Elegimos la

incognita que tenga el coeficiente mas bajo.
2% =16 - dy X o=8-2y
Sustituimos en la otra ecuacion la variable x, por el valor anterior:
3(8-2y) -4y = -6
Resolvemos la ecuacion obtenida:
24 -ty - dy = -6 -10y = -30 Y =3

Sustituimos el valor obtenido en la variable despejada.

¥ =B-2.3=8-6 ¥o=2
Solucion:
x=2 v =3
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Resolucion de sistemas de ecuaciones por el método de igualacion

1° Se despeja la misma incégnita en ambas ecuaciones.

2° Se igualan las expresiones, con lo que obtenemos una ecuacidon con una
incognita.

3° Se resuelve la ecuacion.

4° El valor obtenido se sustituye en cualquiera de las dos expresiones en las que

aparecia despejada la otra incognita.
5° Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

Ejemplo:

3x —dy = -6
. 2 +dy =16

Despejamos, por ejemplo, la incognita x de la primera y segunda ecuacion:

3x = -6 +dy X=—_6+4F
3
2x =16 - dy x=—16;4"“’

Igualamos ambas expresiones:

-0+ dy 16 +4dy
3 2

Resclvemos la ecuacion:
2(-6+dy) =316~ dy) -12+8y =48-12y

By +12y =48+12 20y =60 Wo=23

Sustituimos el valor de y, en una de las dos expresiones en las que tenemos

despejada la x:
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6+4:3 -6+12
o= =
3 3

Solucion:

X=2, V=3

Resolucion de sistemas de ecuaciones por el método de reduccidén

1° Se preparan las dos ecuaciones, multiplicandolas por los nimeros que convenga.
2° La restamos, y desaparece una de las incognitas.

3° Se resuelve la ecuacion resultante.

4° El valor obtenido se sustituye en una de las ecuaciones iniciales y se resuelve.

5° Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

3x —dy = -6
. 2 +dy =16

Lo mas facil es suprimir la y, de este modo no tendriamos que preparar las

ecuaciones; pero vamos a optar por suprimir la x, para que veamos mejor el proceso.

12
-48

3 -dy =6 —EE 5 (6 -8y
2x+dy =16 — 3] —bx - 12y

Festamos v resolvemos la ecuacion:

@x’ -8y =-12
6% -12y = -48
- 20y = -60 V=3

Sustituimos el valor de v en la segunda ecuacion inicial.

2x + 4.3 =16 2x + 12 =16 2x =4 X

I
]

Solucién: X =2, ¥ =23

32



Trabajo Fin de Master Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones en 3° de E.S.O

IV. Problemas Verbales (sean de una ecuacion o de un sistema de ecuaciones)
-Técnica: construccion del modelo matematico. Para ello es necesario:

e Traducir

e Relacionar magnitudes

e Plantear la ecuacion o el sistema de ecuaciones

e Resolverla/o

e Comprobar la solucion

-A continuacion adjuntamos Problemas Verbales interesantes que hemos sacado de
la web www.vitutor.es sobre ecuaciones de primer grado, ecuaciones de segundo grado y

sistemas de ecuaciones lineales:
Problemas Verbales de ecuaciones de primer grado

1. Un padre tiene 35 afios y su hijo 5. ;Al cabo de cuéntos afios sera la edad del

padre tres veces mayor que la edad del hijo?
2. Si al doble de un numero se le resta su mitad resulta 54. ;Cual es el nimero?

3. Halla el valor de los tres angulos de un triangulo sabiendo que B mide 40° mas

que Cy que A mide 40° mas que B.

4. En una reunion hay doble numero de mujeres que de hombres y triple nimero de
nifios que de hombres y mujeres juntos. ;Cuantos hombres, mujeres y nifios hay si la

reunion la componen 96 personas?

5. Se han consumido 7/8 de un bidon de aceite. Reponemos 38 1 y el bidon ha

quedado lleno hasta sus 3/5 partes. Calcula la capacidad del bidon.

6. En una libreria, Ana compra un libro con la tercera parte de su dinero y un codmic
con las dos terceras partes de lo que le quedaba. Al salir de la libreria tenia 12 €. ;Cudnto

dinero tenia Ana?
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Problemas Verbales de ecuaciones de segundo grado:

1. Dentro de 11 afios la edad de Pedro sera la mitad del cuadrado de la edad que

tenia hace 13 afios. Calcula la edad de Pedro.
2. Halla un nimero entero sabiendo que la suma con su inverso es 25/6

3. Los lados de un tridngulo rectangulo tienen por medidas en centimetros tres

numeros pares consecutivos. Halla los valores de dichos lados.

4. Un jardin rectangular de 50 m de largo por 34 m de ancho esta rodeado por un
camino de arena uniforme. Halla la anchura de dicho camino si se sabe que su area es 540

m?2.

5. Una pieza rectangular es 4 cm mas larga que ancha. Con ella se construye una
caja de 840 cm’ cortando un cuadrado de 6 cm de lado en cada esquina y doblando los

bordes. Halla las dimensiones de la caja.

Problemas de sistemas de ecuaciones lineales:

1. (Cual es el area de un rectangulo sabiendo que su perimetro mide 16 cm y que su

base es el triple de su altura?

2. Una granja tiene pavos y cerdos, en total hay 58 cabezas y 168 patas. ;Cuantos

cerdos y pavos hay?

3. Antonio dice a Pedro: "el dinero que tengo es el doble del que tienes tu", y Pedro
contesta: "si tt me das seis euros tendremos los dos igual cantidad". ;Cuanto dinero tenia

cada uno?

4. La cifra de las decenas de un ntimero de dos cifras es el doble de la cifra de las
unidades, y si a dicho niumero le restamos 27 se obtiene el nimero que resulta al invertir el

orden de sus cifras. ;Cudl es ese nimero?

5. En una empresa trabajan 60 personas. Usan gafas el 16% de los hombres y el

20% de las mujeres. Si el nimero total de personas que usan gafas es 11. ;Cuantos hombres
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6. Juan comprd un ordenador y un televisor por 2000 € y los vendi6é por 2260 €.

(Cuénto le costd cada objeto, sabiendo que en la venta del ordenador gand el 10% y en la

venta del televisor gand el 15%?

7. Por la compra de dos electrodomésticos hemos pagado 3500 €. Si en el primero

nos hubieran hecho un descuento del 10% y en el segundo un descuento del 8% hubiéramos

pagado 3170 €. ;Cuadl es el precio de cada articulo?

F. SOBRE LA SECUENCIADIDACTICAY SU CRONOGRAMA

En este apartado en primer lugar se va a mostrar un cronograma sobre la secuencia

didactica y luego la propia secuencia didactica con la metodologia a seguir en cada sesion y

los tipos de problemas que se estudiaran en cada sesion.

PROBLEMAS | PROBLEMAS | PROBLEMAS
PROBLEMAS DE DE SISTEMAS | VERBALES DE
ECUACIONES DE ECUACIONES
SESION DE
TRADUCCION SIN ECUACIONES | Y SISTEMAS
CONTEXTO SIN DE
CONTEXTO | ECUACIONES
1: PRUEBA X X X X
PREVIOS
2: RAZON DE X
SER
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3 x (de primer
grado)
4 x (de segundo
grado)
5 x (de primer y
segundo grado)
6 X (de primer y
segundo grado)
7 X
8 x (de sistemas de
ecuaciones
lineales)
9 x (de sistemas de
ecuaciones
lineales)
10: REPASO X X X X
11: EXAMEN X X X X

Para calcular la duracion temporal hemos utilizado como referencia el libro de texto

de Martinez, Montesinos, Gonzélez y Lopez (2007) [9] sobre Matematicas en 3° de E.S.O.

El contenido del libro que he tratado consta de las unidades 3 (Ecuaciones de primer
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y segundo grado) y 4 (Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incognitas). La
duracion de las unidades 3 y 4 serian (segln el libro) de 6 y 4 sesiones respectivamente, sin

embargo, si se cree necesario, pueden modificarse dichas cantidades de sesiones.

Ecuaciones de primer y segundo grado (6 sesiones).

SESION 1: En la primera sesion de inicio del 4lgebra en 3° de E.S.O. realizariamos
en clase una prueba de diagnodstico a los alumnos de forma individual para saber qué
recuerdan y qué no recuerdan respecto a los contenidos de 1°y 2° de E.S.O. y asi saber
donde hay que reforzar mas este afo. Esta prueba queda detallada en el Apartado C de
Conocimientos Previos de esta memoria. Posteriormente, esta prueba se calificard en casa 'y
se les entregara al dia siguiente, pero sin correcciones (solo calificada). Se les dice a los
alumnos que durante este afio deben corregirla correctamente porque podria ser un tipo de
examen. De esta forma los alumnos se dan cuenta de lo que saben y de lo que no saben vy,

que por tanto, deben mejorar durante este curso.

SESION 2: Durante esta sesién se proporciona a los alumnos en papel los
enunciados de los cuatro problemas algebraicos que consideramos razones de ser y que
quedan expuestos y resueltos en el Apartado D de Razones de ser de esta memoria. Estos
son: la cena de los amigos de Gascon (enunciado aritmético y enunciado algebraico), el
problema de la vida de Difunto y el problema de la manada de monos. La metodologia a
seguir serd la siguiente: se hard leer a un alumno cada enunciado y se les hard pensar y se
les pedira que planteen la forma de resolver estos problemas de forma individual; luego se
hard una puesta en comuin y se les ayudara a pasar del enunciado verbal al lenguaje
algebraico segun se vaya leyendo el enunciado de nuevo; finalmente se juntaran todas las
expresiones algebraicas para formar la ecuacion de cada problema, las cuales resolveran y
comprobaran y razonaran las soluciones. Para acabar se preguntard a los alumnos donde

han tenido mas dificultades. Si no da tiempo a resolverlas en clase, deberan hacerlo en casa.

SESION 3: Explicariamos a los alumnos, de forma institucional, los pasos para

resolver una ecuacion de primer grado (con denominadores y paréntesis) segin se vio en el
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apartado E en la seccion de Resolucion de ecuaciones sin contexto de esta memoria y
resolveriamos en la pizarra el ejemplo més complejo que hay en dicha seccion recordando
los pasos a seguir vistos anteriormente. Luego les hariamos realizar ejercicios de aplicacion
(que hay en dicha seccion) en clase de forma individual y los que no diese tiempo los

mandariamos como tarea para casa.

SESION 4: Corregiriamos alglin ejercicio que no quedase claro del dia anterior y
hoy ya explicariamos la resolucion de ecuaciones de segundo grado como ya se vio en el
apartado E en la seccion de Resolucion de ecuaciones sin contexto de forma institucional:
primero mostrariamos de forma genérica con letras el aspecto que tienen las ecuaciones de
segundo grado completas e incompletas y como se resuelven (con la formula general en el
primer caso y con algebra en el segundo caso) también con letras; para cada tipo
pondriamos un ejemplo numérico a resolver. Finalmente los alumnos, de forma individual y
en clase, harian ejercicios de aplicacion como los que hay en dicha seccion. Lo que no diese

tiempo hacer en clase, se hard como tarea para casa.

SESION 5: Corregiriamos, si ha habido alguna duda, algunos de los ejercicios
mandados para casa del dia anterior. Los alumnos empezarian a realizar de forma individual
en grupos de cuatro personas Problemas Verbales sobre ecuaciones de primer grado y de
segundo grado como los que aparecen en el apartado E de la seccion de Problemas
Verbales. El profesor estaria en el aula observando y disponible para ayudar en caso de que
algiin alumno lo requiera. Si es asi, se le resolverd la duda en voz alta para el resto de los

alumnos interactuando con ellos por si saben la respuesta.

SESION 6: Seguiriamos realizando Problemas Verbales pero en grupos de cuatro

personas.

Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incognitas (4 sesiones

contando con la de repaso).

SESION 7: En la primera sesion de introducciéon del tema simplemente hariamos

ver a los alumnos, graficamente y sin insistir mucho en ello (ya las funciones lineales se
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ven en el tema siguiente), en qué consiste una ecuacion de dos incognitas (funcion: recta),
un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (dos rectas dibujadas en la misma grafica)
y sus posibles soluciones: sistemas incompatibles (cuando las rectas son paralelas y no
coincidentes) y sistemas compatibles determinados (cuando las rectas se cortan en un punto
que es la solucion del problema) e indeterminados (cuando las rectas son coincidentes).
Luego les explicariamos en la misma sesion los tres métodos posibles de resolucion de un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (sustitucion, igualacion y reduccion) con un
mismo ejemplo para que vean las diferencias y los pasos a seguir tal como aparece en el
Apartado E en la seccion de Resolucion de ecuaciones sin contexto. Les mandariamos
ejercicios para hacer en clase de aplicacion y lo que no diese tiempo seria para hacer en

casa.

SESION 8: Corregiriamos algunos de los ejercicios mandados para casa del dia
anterior si ha habido alguna duda y planteariamos a los alumnos Problemas Verbales de
aplicacion sobre sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas (como los que
aparecen en el apartado E en la seccion de Problemas Verbales) dejandoles la eleccion del
método de resolucion (trabajo de forma individual en grupos de cuatro personas). El
profesor estaria en el aula observando y disponible para ayudar en caso de que algin
alumno lo requiera. Si es asi, se le resolvera la duda en voz alta para el resto de los alumnos
interactuando con ellos por si saben la respuesta. Les avisariamos con tiempo a los alumnos
de las proximas tres sesiones: trabajo de mas Problemas Verbales, clase de dudas para el

examen y finalmente el examen.

SESION 9: Seguiriamos realizando Problemas Verbales similares a los del dia

anterior en grupos de cuatro personas.
SESION 10: Clase de resoluciéon de dudas para el examen.

ULTIMA SESION 11: EXAMEN
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G. SOBRE LA EVALUACION

A continuacion se muestra la prueba escrita (de una duracion aproximada de una
hora) que evaluara el aprendizaje realizado por los alumnos sobre el temario. El tipo de
ejercicios en los que estd inspirada la prueba han sido contemplados desde la

Autoevaluacion de AnayaDigital.com para 3° de E.S.O.

Advertencia: ningun ejercicio podra resolverse por tanteo.

1. Resuelve:
a)3(5—-x)+2x=8—-(1 +x)

b)3(x—-1)+3 -x=2x

0 (x+1) 3(x+1): B3-x) 9
2 10 4 10

2. Resuelve:
a)5x*—2x=0
b)4x2-9=0

€)2x*—3x+2=0

3. Con una cuerda de 24 m de longitud hacemos un triangulo rectangulo en el que

uno de los catetos mide 6 m. ;Cuéanto miden el otro cateto y la hipotenusa?
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4. Resuelve por cualquiera de los tres métodos aprendidos (sustitucion, eliminacion

o reduccioén) los siguientes dos sistemas de ecuaciones:

X—-y=2 —(X+1)+y=l
2
2x-3y=5 (X;3)+2y—1

5. Un agricultor comprueba que en el segundo de sus dos depodsitos de agua para
riego hay 10 litros més que en el primero. Traspasa 18 litros del segundo al primero y asi
este se queda con el doble que el segundo. Calcula la cantidad de agua que tenia cada

deposito.

A continuacion se indican los aspectos del conocimiento de los alumnos que se
pretenden evaluar con cada una de las preguntas del examen anterior ordenados tal y como

aparecen en dicha prueba:
1. Resolver ecuaciones de primer grado (con paréntesis y con denominadores)
2. Resolver ecuaciones de segundo grado de los diferentes tipos

3. Planteamiento de un problema de segundo grado pero que al resolverlo queda

reducido a uno de primer grado
4. Resolucioén de sistemas de ecuaciones por diferentes caminos

5. Planteamiento de un problema con un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas

Pienso que los alumnos realizaran correctamente la mayoria de los ejercicios,
excepto en los dos problemas ya que representan casos concretos que no siempre saben

plantear correctamente.
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A continuacion se indican los criterios de evaluacion seguidos para calificar dicho

examen:
Son cinco ejercicios de 2 puntos cada uno.

En los tres ejercicios de calculo el proceso elegido debe ser coherente y estar todo
bien para puntuar; si hay un fallo leve como puede ser un signo mal puesto pero el resto
esta bien desarrollado, s6lo se contara la mitad del ejercicio. Respecto a los problemas, sus
planteamientos de las ecuaciones se puntuardn con 1 punto, aunque su resolucidon sea

erronea.

42



Trabajo Fin de Master Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones en 3° de E.S.O

H. SOBRE LA BIBLIOGRAFIAY PAGINAS WEB

BOA (Boletin Oficial de Aragon) segun la ORDEN de 9 de mayo de 2007, del
Departamento de Educacion, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el curriculo de la
Educacion secundaria obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de la

Comunidad Autonoma de Aragon.
AnayaDigital.com. (2013) de www.anayadigital.com
Amolasmates de http://www.amolasmates.es/
Vitutor (2012) de http://www.vitutor.com/

[1] Colera, J., Garcia, J.E., Gaztelu, 1. y Oliveira, M.J. (1998). Matematicas 3.
Madrid: Anaya

[2] Vizmanos, J.R., Anzola, M., Alcaide, F. y Peralla, J. (2007). Matemaéticas 3.
Madrid: SM Abaco

[3] Vizmanos, J.R., Anzola, M., Bujanda, M. P. y Mansilla, S. (2009). Matematicas
3. Madrid: SM Esfera

[4] Puig, L. y Cerdan, F. (1990). .Acerca del caracter aritmético o algebraico de los
Problemas Verbales. Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de

Valencia.

[5] Bolea, P. (2002). El proceso de algebrizacion de organizaciones matematicas

escolares. Universidad de Zaragoza, Facultad de Ciencias, Espana.

[6] Carl B. Boyer (1987). Historia de las matematicas. Madrid: Alianza Universidad

Textos.

[7] Socas, M.M., Camacho, M., Palarea, M. y Hernandez, J. (1989). Iniciacion al
algebra. Madrid: Editorial Sintesis

[8] Perelman, Y. (1965): Algebra Recreativa, Editorial Mir, Moscu

[9] Martinez B., Montesinos P., Gonzalez F. y Lopez C. (2007). Matematicas 3°
E.S.O. Guia Didéctica. Madrid: McGraw-Hill.

43



Trabajo Fin de Master Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones en 3° de E.S.O

ANEXO: PROBLEMAS INTERESANTES DE YAKOVLEVICH
PERELMAN (1965) [8]
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La ecuacién piensa por nosofros

Si no cree que las ecuaciones son a veces més
previsoras que nosotros mismos resuelva este
problema:

El padre tiene 32 afios; el hijo, 5. (Al cabo
de cudntos afios serd la edad del padre diez veces
mayor que la del hijo? :

Expresemos el tiempo buscado con z. Al cabo
de z afios el padre tendrd 32 } z afios; y el
hijo, 5 + z afios. Y como el padre debe tener
135 veces ms afios que el hijo, se establece la ecua-
ci6én

324 z=10 (5 + =).

Al resolverla hallamos que z = —2.

“¢Al cabo de menos 2 afios» significa ¢hace
dos afios». Al plantear la ecuacién no pensdbamos
queenel futu ro laedad del padre no serfa
nunca 10 veces superior a la del hijo; esa corre-
lacién pudo tener lugar s6lo en el pasad o.
La ecuacién ha sido més reflexiva que nosotros,
y nos ha recordado nuestro descuido.
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Curiosidades y sorpresas

Hay ocasiones en las que al resolver las
ecuaciones tropezamos con soluciones que pueden
desconcertar a un matemético poco ducho. Véamos
algunos ejemplos:

I. Hallar un ntimero de dos cifras que tenga
las siguientes propiedades: La cifra de las decenas
debe ser 4 unidades inferior a la cifra de las
unidades. Si ese mismo nfimero se escribe invir-
tiendo el lugar de sus cifras y se le sustrae el
nimero buscado, se obtiene 27.

Expresando el guarismo de las decenas con
la z, y el de las unidades con la y, formaremos
ficilmente el siguiente sistema de ecuaciones para
este problema:

{:c=y—ti.
(10y + z) — (10z 4 y) = 27.

Si el valor que tiene z en la primera ecuacién
se coloca en la segunda, resultard que

10y +y—4N0(y — 4 4 y] = 27,

al operar tendremos que
36 = 27.

No se ha hallado el valor de las incégnitas,
pero se ha visto que 36 = 27... iqué quiere decir
esto?

Esto significa que no existe ningtin nimero
compuesto de dos cifras que responda a las condi-
ciones del problema, y que las ecuaciones plan-
teadas se contradicen mutuamente.
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I1. Si cambiamos un tanto las condiciones
del problema anterior recibiremos otra sorpresa.
Supongamos que la cifra de las decenas es menor
en 3 unidades que la cifra de las unidades. Las
demds condiciones del problema permanecen
invariables ;Cudl serd este mimero?

Planteemos la ecuacién. Si expresamos la
cifra de las decenas con la z, la de las unidades
serd z -+ 3. Traduzcamos el problema al idioma
del algebra:

10 (= + 3) + = — [10z + (= + 3] = 27,
Al reducir se obtiene:
27 = 2.

Esta igualdad es incuestionable, pero nada
nos dice de la raiz de x ;Significa esto que no
existe ningiin valor que responda a las condicio-
nes del problema?

Por el contrario. Esto se debe a que la igual-
dad dada es una identidad, es decir, que es
cierta cualquiera que sea la magnitud de la
incognita x. En efecto, las condiciones del pro-
blema son vélidas para todo njmero compuesto
de dos cifras siempre que el guarismo de las

‘unidades sea mayor en 3 unidades que el de las
decenas:

14 + 27 = 4, 47 + 27 = 74,
25 + 27 = 52, 58 4 27 = 85,
96 - 27 = 63, 89 + 27 = 98,
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¢si yo hubiera llevado la misma cantidad de hue-
vos que ta, habria recibido 15 eruceross. La
segunda contest6: «Y si yo hubiera vendido los
huevos que tenias ti habria sacado de ellos 6%/,
CTUCETOSY.

{Cuantos huevos llevé cada una?

Supongamos que la primera campesina tenia x
huevos. La segunda tendria 100 — z. Si la
primera hubiera tenido 100 — z habria sacado

de ellos 15 cruceros. Eso quiere decir que la

: z : 15
primera campesina vendié los huevos a =

cada uno.

De esta manera vemos que la segunda campe-
sina vendié los huevos a 6 %: =§—g cada uno.

Hallemos ahora la cantidad obtenida por cada
campesina:

la primera:

L1515

10—z =~ 100—=z"?
la segunda:
(100—z). 37 = 2LP=3)

Y como ambas recibieron lo mismo, entonces
16z _ 20 (100 —z)
{0 —z dz '
que después de las correspondientes transforma-
ciones resultara
z* 4 160xr — 8 000 = 0,
de donde
zl_ —_ 'ﬂ}' I: = —'2{“].

La raiz negativa carece de sentido en el presente caso. El problema no tiene mas que

un resultado: la primera campesina llevé al mercado 40 huevos y la segunda 60.
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