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I. EL OBJETO MATEMATICO
1.1 Delimitacién del objeto matematico.

El objeto matematico a ensefiar es la introduccién a la derivada desde un punto de vista
conceptual, abordando exclusivamente el calculo de la derivada en funciones muy

elementales.
1.2 Situacion en el curriculo.

La derivada esta incluida en el curriculo de primero de Bachillerato de la modalidad de

Ciencias y Tecnologia, dentro de la asignatura de Matematicas I.

En concreto, en la orden de 1 de julio de 2008, del Departamento de Educacion, Cultura
y Deporte, por la que se aprueba el curriculo del Bachillerato y se autoriza su aplicacion
en los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragén (BOA 17/07/2008, pag.
14075), se dice:

Bloque 3. Analisis.

(--)

- Introduccidn a la derivada. Tasas de variacion media e instantdnea de una funcion.
Derivada de una funcién en un punto. Interpretaciones geométrica y fisica de la
derivada: aplicacion de la derivada a la determinacion de la tangente a una curva, a la
obtencion de sus extremos y al calculo de la velocidad y la aceleracion. La funcién
derivada. Iniciacién al calculo de derivadas. Interpretacion y andlisis de funciones

sencillas que describan situaciones reales, expresadas de manera analitica o gréafica.
1.3 Campos de problemas, técnicas y tecnologias.

Se pretende hacer una introduccion a la derivada a partir de la tasa de variacion media
que conectara con el sentido fisico de la derivada como velocidad instantanea (campo
de problemas 1) y con el sentido geométrico de la derivada como la pendiente de la
recta tangente a una funcion en un punto (campo de problemas 2). Posteriormente, se
plantean unos problemas de aproximacion al calculo de la derivada que llevan a la
definicion formal de la derivada como limite de un cociente incremental (campo de
problemas 3) y seguidamente se introduce la definicién formal de la funcion derivada
(campo de problemas 4). Finalmente, se plantean unos problemas de relacion entre la

representacion grafica de una funcion y su funcién derivada (campo de problemas 5).
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I1. ESTADO DE LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LA DERIVADA
I1.1 Introduccion escolar del objeto matematico.

Para estudiar la introduccion escolar de la derivada he utilizado el libro de 1° de
Bachillerato de la editorial Anaya (Cdlera, J. et al., 2008) que la introduce en su tema 12
“Iniciacion al calculo de derivadas. Aplicaciones”. Este manual es el utilizado por el

Centro Educativo donde he realizado mis practicas escolares.

En un apartado de introduccidn, el libro presenta a la derivada como el resultado de
varios siglos de investigacion matematica dirigida a resolver dos tipos de problemas:
determinar la recta tangente a una curva en uno de sus puntos y encontrar velocidades
instantaneas en movimientos no uniformes. Esta breve introduccion es adecuada ya que
estos dos tipos de problemas son efectivamente razones de ser del objeto matematico,

como se explicara ampliamente en el apartado IV de la presente memoria.

Posteriormente, el libro plantea un par de situaciones donde intervienen las velocidades
instantaneas, como son subirse a un autobds en marcha o una entrega de testigo entre

dos relevistas de una prueba de velocidad.

Creo que esta introduccidn es acertada ya que presenta la razon de ser de la derivada
mas intuitiva para los alumnos, como es el célculo de una velocidad instantanea. Sin
embargo, el desarrollo de la unidad didactica “olvida” estos problemas introductorios
planteados cuando empieza su secuenciacion didactica, ya que empieza a trabajar el
crecimiento de una funcién en un intervalo sin hacer ninguna conexion con lo planteado

en la introduccion.

La secuencia planteada por el libro es la siguiente: relacionar la tasa media de variacion
de una funcion en un intervalo con el crecimiento o decrecimiento de la misma en
funcién de si su valor es positivo 0 negativo; seguidamente, estudiar el crecimiento en
un punto, indicando que “el crecimiento de una funcion en un punto viene dado por el
crecimiento (la pendiente) de la recta tangente a la curva en ese punto”; finalmente, se
dice que dicha pendiente se obtiene mediante el siguiente limite, al que llamamos

derivada de fen a:

@ = i R S@ o f@t )~ @

x-a X —a h-a h
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A continuacién plantea unos ejercicios de calculo de la derivada mediante la formula
presentada, a los que sigue la definicion de la funcion derivada como aquella funcion
que asocia a cada abscisa x el valor de la derivada f'(x) en ese punto, es decir, la
pendiente de la curva en ese punto. Inmediatamente, presenta las reglas de derivacion de
las funciones mas sencillas y habituales sin ninguna justificacion (“lo dejaremos para el
préximo curso”) sobre las que propone nuevamente ejercicios de calculo de derivadas.
Posteriormente, la unidad prosigue con aplicaciones de la derivada y representacion de

funciones.
11.2 Problemas, técnicas y tecnologias ensefiadas habitualmente.

Los problemas que se trabajan en la introduccion de la derivada acostumbran a estar
relacionados con el crecimiento y decrecimiento de funciones, de manera que son
basicamente tedricos y suelen ser poco motivadores para los estudiantes. En el libro
analizado de Anaya, sorprende que no se aprovechen los interesantes problemas
planteados en la introduccion para justificar las técnicas y tecnologias que se desarrollan
a lo largo de la unidad ya que éstas se presentan de manera totalmente

descontextualizada y puramente tedrica.

Las técnicas que se ensefian son: la tasa de variacion media (que en realidad es un
repaso puesto que los alumnos ya la han trabajado en 4° de ESO); la derivada en un
punto como el limite de la tasa de variacion media en un intervalo infinitamente
pequerfio entorno a ese punto; la funcion derivada como el limite de la tasa de variacion
media en un punto de abscisa “x” cuando consideramos un entorno infinitesimal

entorno a él.

En el libro estudiado, estas técnicas no estan convenientemente justificadas,
simplemente se presenta su definicidon y se realizan ejemplos sencillos en los que se

verifica su funcionalidad en base a la validez de los resultados.
11.3 Efectos producidos por esta ensefianza en el aprendizaje del alumno.

Esta secuencia didactica basada en una presentacion sucesiva de definiciones y técnicas
y en una coleccion de derivadas automaticas a modo de recetario sin ninguna
justificacidn, suele provocar que haya “dificultades para que los jovenes de estas edades
logren una comprensién satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que
conforman el centro del analisis matematico” (Artigue, 1995). Es importante construir

adecuadamente este concepto ya que “la construccién de un significado parcial del

7
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concepto durante los primeros afios puede generarles dificultades en su desempefio en

los cursos de célculo” (Sanchez-Matamoros, Garcia, Llinares, 2008).

Algunos ejemplos de estas carencias se detectan en estudiantes que son capaces de
resolver los ejercicios que se les proponen con la aplicacion correcta de las reglas de
derivacion pero sin embargo, tienen dificultades cuando necesitan manejar el
significado de la nocion de derivada, ya sea a través de su expresion analitica, como
limite del cociente incremental, 0 en su interpretacion geométrica, como pendiente de la

recta tangente (Artigue, 1995).

Otro ejemplo de una mala comprensién del concepto es la “la confusion de la velocidad

media con la instantanea en un punto” (Azcarate, 1992).

Para evitar estos problemas, la presente introduccion de la derivada seguira la idea de
que “una de las formas para empezar a conocer un concepto es: a través de conexiones
con otros conceptos (limites o funciones, en el caso de la derivada); a través de los
diversos modos de representacion (el grafico y el analitico en la derivada) y a través de
conocer sus diferentes propiedades y procesos” (Harel et al., 2006). Asi, se conectara el
lenguaje algebraico y funcional (propio del andlisis) con el razonamiento aritmético y
geométrico a través de la interpretacion de la derivada como tasa de variacion
instantanea y como la pendiente de la recta tangente a la funcion, siguiendo la
cronologia marcada en el apartado 1.3 de la presente memoria “Campos de problemas,

técnicas y tecnologias”.
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I11. LOS CONOCIMIENTOS PREVIOS DE LOS ALUMNOS
111.1 Conocimientos previos necesarios.

La derivada es un objeto nuevo para los alumnos y para introducirse en ella deben tener

los siguientes conocimientos (Azcérate et al., 1996):

e Dependencia entre dos variables: funcién. Variable independiente y dependiente,
dominio, imagen, gréfica, formula, crecimiento y decrecimiento, variacion entre dos
valores del dominio, tasa media de variacion y extremos relativos y absolutos.

e Funcion lineal y afin.

e Pendiente de una recta.

e Velocidad media.

e Tangente y secante a una circunferencia.

e Velocidad medida por un velocimetro.

e Lectura de interpretacion de graficos (en especial de espacio-tiempo): Intervalos
de crecimiento y extremos.

e Caélculo de variaciones y de tasas de variacion media a partir de la gréafica o de la
férmula. En especial, del calculo del espacio recorrido y de la velocidad media.

e Caélculo e interpretacion de la pendiente de una recta a partir de la ecuacién de la
misma o de su representacion gréfica.

e Conocer el concepto de limite y saber calcular limites de funciones elementales.
e Uso de la calculadora.

e Operaciones con expresiones algebraicas sencillas: suma, producto y cociente de

polinomios.
I11.2 La ensefianza anterior.

La ensefianza anterior ha propiciado la adquisicion de estos conocimientos ya que se
incluyen en los contenidos del 4° curso de la Educacién Secundaria Obligatoria opcion
B, segun el articulo 12 de la Orden de 9 de mayo de 2007 del Departamento de
Educacién, Cultura y Deporte (BOA de 01/06/2007, pag. 8996):

Bloque 4. Geometria

(...)
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- Trigonometria. Razones trigonométricas de un angulo agudo: seno, coseno y tangente.

sinx

Relaciones entre las razones trigonométricas de un mismo angulo: tanx = cosx '

(sinx)? + (cos x)? = 1. Razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45°, 60°, 90°.
Célculo gréafico de las razones trigonométricas de un angulo agudo. Resolucion de

problemas de triangulos rectangulos.

Bloque 5. Funciones y graficas

(...)

- Funciones elementales. Nocion de funcion y de grafica de una funcion. Descripcion de
las graficas: dominio y recorrido, cortes con los ejes, continuidad, simetrias,
periodicidad, crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, concavidad. Estudio de
las propiedades y de las gréficas de las funciones elementales: funcién polinémica de
primer grado; funcion valor absoluto; funciones xn; funcion; funcion de
proporcionalidad inversa; funciones cuadraticas; crecimiento y decrecimiento
exponencial; funciones definidas a trozos. Reconocimiento del tipo de funcion

elemental que se ajusta mejor a la descripcion de fendmenos naturales o cotidianos.

- La tasa de variacion media como medida de la variacion de una funcién en un
intervalo. Andlisis de distintas formas de crecimiento en tablas, gréaficas y enunciados

verbales.

- Uso de las tecnologias de la informacién en la representacion, simulacion y anélisis

gréfico.
111.3 Verificacion de conocimientos previos.

En la primera sesién se planteara un problema que sirva para repasar el célculo de la
tasa de variacién media, haciendo especial hincapié en relacionarla con su sentido
geométrico como la pendiente de una recta y con su sentido fisico como la velocidad

media.

Problema Inicial. Se observa la posicion de un coche cada 5 s respecto de un punto de
referencia P para comprobar su velocidad y conocer si en algdn momento supera a la
maxima autorizada que es de 80 km/h. Los datos obtenidos considerando que en el

instante O s para por el punto P, son:

10
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Tiempo (s) 0| 5 |10| 15| 20| 25| 30| 35| 40

DistanciaaP (m) | O | 100 | 200 | 290 | 370 | 430 | 510 | 610 | 720

a) Dibuja la gréfica espacio-tiempo del coche.

b) Calcula la velocidad media del coche durante el intervalo total de tiempo.
c) Calcula la velocidad media en cada uno de los intervalos de 5 s.

d) ¢Ha sido la velocidad constante entre 15 sy 25 s? ;Y entre 15y 20?

e) La velocidad méaxima permitida es de 80 km/h, ;se ha superado en algin

momento? Razona la respuesta.
Discusion y solucion

a) Se realiza la construccion de la grafica con medios manuales o con Geogebra:

200m 4

a9
500m ; m. =122
mg =20

F
m-=16
E - 1"
; m,=12
D
p my =16
200m 4 C1 m, =18

B my =20

om (& =20

T T T T T T T T
ok Ss 10s 15s 20s 25s 30s 35s 40s

Figura 1. Gréfica espacio-tiempo.
b) Basta considerar las magnitudes totales al empezarent=0syd=0m:

720m_18m_648km
40 s s h

c) Recordando que la velocidad media coincide con la tasa media de variacion, se

realiza el calculo para cada uno de los intervalos:

m final —minicial 100—0m 100 m m km
Tramo 1: - —— = — = —=20—=72 —
s final — s inicial 5-0 s 5 s s
T . m final —minicial 200 -100 m 100 m _ 0™ Z 79 km
ramo s final —sinicial  10—-5 s 5 s s h

11
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T 3_mfinal—minicial_290—200m_90m_18m_648km
ramo s s final —sinicial  15-10 s 5 s s h
T 4_mfinal—minicial_370—290m_80m_16m_576km
ramo s s final —sinicial ~ 20—15 s 5 s s 7 h
T 5_mfinal—minicial_430—370m_60m_12m_432km
ramo s s final —sinicial ~ 25-20 s 5 s s " h
T 6_mfinal—minicial_510—430m_80m_16m_576km
ramo b s final —sinicial ~ 30—-25 s 5 s s 7 h
T . m final —minicial 610 —510 m _ 100m_20 m_72 km
ramo 7 s final —sinicial  35-30 s 5 s s h
T 8_mfinal—minicial_ 720 - 610 m 110m_22m_792km
ramo e s final —sinicial ~ 40-35 s 5 s s 77 h

d) La velocidad media en todo el intervalo pedido es:
m final —minicial 430 — 290 m m km
Tramo 15s — 25s: - —— = —= 14 — =504 —
s final — sinicial 25—-15 s s h

De los apartados anteriores, se sabe que entre 15 sy 20 s, la velocidad es constante

. m ., . . . .
e igual a 16?ya que la relacion entre espacio-tiempo es lineal. En el intervalo

entre 20 sy 25 s, la velocidad es también constante e igual a 12 % La velocidad en

el intervalo 15 sy 25 s es claramente no constante ya que en los primeros segundos
el coche va a mas velocidad que en los segundos finales. Otra manera de verlo, es

trazando una recta de 15 s a 25 sy ver que no pasa por el punto relativo a 20 s.

e) En ningdn intervalo se ha superado la velocidad méaxima permitida de 80 Tmya
. L. km

que la velocidad maxima alcanzada es de 79.2 e

Este problema introductorio es de repaso ya que los alumnos conocen la tasa media de
variacion y sus sentidos fisico y geométrico, pero es conveniente asegurarse que lo
comprenden bien ya que serd la base de la secuencia didactica desarrollada en la
presente memoria. Es importante hacer notar a los alumnos que los calculos son exactos
al ser todos los tramos lineales; el siguiente paso sera plantear un problema similar con

algun tramo no lineal que haréa surgir la derivada.

12
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IV. RAZONES DE SER DEL OBJETO MATEMATICO
IV.1 Razon de ser a tener en cuenta para la introduccion del objeto matematico.

La razén de ser que se va a usar en el aula es el célculo de la velocidad instantanea en
un punto. Una vez introducida la derivada, se hard hincapié en su utilidad para dar
respuesta a otras razones de ser como el célculo de tangentes, el calculo de variaciones
de magnitudes que no sean dependientes del tiempo y para encontrar maximos y

minimos de una funcién.
IVV.2 Razones de ser histdricas del objeto matematico.

Las razones de ser histdricas de la derivada son esencialmente el calculo de la tangente,
el célculo de variaciones y el calculo de maximos y minimos. Estudios en profundidad
para la reconstruccién de un significado global para la derivada, han resultado en la
identificacion de nueve sistemas de practicas los cuales llevan asociados, cada uno a su
vez, una configuracion epistémica y constituyen un significado parcial de la derivada
(Diaz, Font y Pino-Fan, 2011). Estas nueve configuraciones, son (ver figura 2): 1) la
tangente en la matematica griega (CE1); 2) sobre la variacion en la edad media (CE2);
3) métodos algebraicos para hallar tangentes (CE3); 4) concepciones cinematicas para
el trazado de tangentes (CE4); 5) las ideas intuitivas de limite para el célculo de
maximos y minimos (CE5); 6) metodos infinitesimales en el calculo de tangentes (CE6);
7) el calculo de fluxiones (CE7); 8) el calculo de diferencias (CE8) y, 9) la derivada
como limite (CE9).

La mayoria de estos aspectos se han tenido en cuenta al organizar los campos de
problemas de problemas que sustentan la propuesta didactica que se plantea en el

presente informe.

13
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Figura 2. Significado epistémico global de la derivada (Diaz, Font y Pino-Fan, 2011).
IVV.3 Problema que constituya una razon de ser del objeto matematico.

Se propondrd un problema que acerque a los alumnos a la derivada a partir de la
representacion grafica de una funcion del tipo espacio-tiempo, que aproveche el
concepto de velocidad que ya tienen los alumnos. Sera un problema en que tengamos un
movil y la representacion grafica de su espacio recorrido en funcion del tiempo, con
mezcla de tramos lineales y no lineales; las variables seran siempre positivas
(excluyendo posibles retrocesos durante el recorrido) y el problema estard

contextualizado en una situacién posible en la vida real.

Las cuestiones planteadas tendran sentido fisico evitando asi las cuestiones puramente

tedricas para favorecer el interés de los alumnos en resolverlas y discutirlas.

Proponemos utilizar el problema que plantea el Grupo Cero (Grupo Cero, 1977):

14
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Problema 1. La gréafica siguiente muestra la trayectoria recorrida por un coche desde
Sabadell a Blanes. La distancia viene dada en km y el tiempo en minutos. La distancia
es funcién del tiempo t.

ey
O e e e e e e e s e T T T
1
H i
&_. I
! i
HEha = 2 ipsaps i i
e P A S e i A e . e e e e e T T TR T Tt P T T 1
ssiinnll PEA(E 1 |
R R N I R G st St NP e g eesta had LSBT | \
i G e g B S R § 1w Saltoa ALy WISTALAC.
.- - 4 1 t l .
i ! 3 I
|:-' ! 33 I I
bt PORATS. §id i |
f CAFETER (A 1 ! i
M-;]—. ——————————— - e b — 1 | i
: j iy 1 |
i i li [ : :
i
i S i i v Ei " :
R 7. S RS e, : { Iy 3 /
¥ 1 Iy ' 1
! ; b : |
1 I
H i i ] |
{ i Iy ! i
i } =1 ; I
s -
i o e s "ﬂﬁ.:‘ 3 } ¥y i |
- 3 i ! e A
X 1) '
1 EiTeas Srnrtss. ALy ! i i ! |
b i - B |
2112t sedadsanteriony Satpa, mm.u:l‘-r' : 1‘ i : |l
} b o o 4 i 1
LO#- ————— ! } i ENTEADA, MOLLE T : : - z 'i
gk ) : i T} t :
F31l i i :
FR : ! il e
seees- 0 IS B I | Bl !
i R i I bl i
e Ao b oyt - - -
Migag  dosERNZ o aon | s me 4 o
5

Figura 3. Grafica espacio-tiempo problema 1 (Grupo Cero, 1977).

Con los datos conocidos, contesta a las siguientes cuestiones:
a) ¢Cual ha sido la velocidad media del coche durante el trayecto?.

b) ¢Cual ha sido la velocidad media que ha llevado por la autopista? Si no tenemos

en cuenta el tiempo perdido en las paradas en la autopista, ¢cuél es la velocidad
media en ella?.

c) ¢Cual es la velocidad media de Hostalric a Blanes?.

d) ¢Cual es la velocidad media entre el instante t=52m y t=64m?.
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e) ¢Cuanto marcara el velocimetro del coche cuando se llevan 45 minutos de viaje?.

f) ¢Cuanto marcara en el instante 58 minutos? Aunque no puedas saberlo con
precision indica un valor aproximado de la velocidad en el instante 58 minutos y

justifica dicha aproximacion.
Solucion y discusion

Las primeras preguntas van encaminadas a repasar el concepto de tasa media de
variacion de una funcion, que en el contexto de una funcidén de desplazamiento en

funcion del tiempo resulta ser el célculo de la velocidad media.

a) Basta considerar las magnitudes totales al empezarent=0syd =0 km:

70 km km km
— ——=1.09375—— = 65.625 —
64 min min h

b.1) Para calcular la velocidad media en la autopista, consideramos los km totales
recorridos en la autopista y el tiempo transcurrido en ella: entrada (13km y 15min)

y salida (50km y 52min).

km final — km inicial ~ 50 —13 km 37 km _ L km 60 km
min final — mininicial 52 —15 min 37 min ~ min h

b.2) El tiempo que ha estado parado ha sido: peajel (1 min), parada (10 min) y
peaje2 (2 min).

37 km _ 37 km . km

—_— = =92
37 —13 min 24 min h
Las preguntas c) y d), que en realidad son la misma, van encaminadas a que el alumno
vea los errores que conlleva el uso de la tasa de variacion media en un intervalo

demasiado amplio o cuando la relacién entre las variables cambia muy rapidamente.

c) y d) Repetimos el proceso del apartado b), teniendo en cuenta ahora las

condiciones de entrada (50km y 52min) y salida (70km y 64min).

km final — kminicial 70 =50 km 20 km _ LE km 100 km
min final — min inicial 64 —52 min 12 min ~ min h

Las dos ultimas preguntas e) y f) corresponden al céalculo de la derivada. En la primera,
al ser la relacion lineal entre las variables entre los instantes considerados, la tasa media
de variacion nos permite obtener el valor exacto de la velocidad instantanea, que en este
contexto coincide con el valor de la derivada en ese punto. En cambio, gracias a lo visto

en los apartados anteriores ¢) y d), en el apartado f) la relacion ya no es lineal y hay que
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ajustar el uso de la técnica a un intervalo de tiempo suficientemente pequefio lo que nos

Ileva a una primera aproximacion al concepto de derivada a partir de la tasa media de

variacion.

e) El instante 45 min corresponde a un tramo de autopista, con una relacién lineal

entre espacio y tiempo. Si lo consideramos en su totalidad:

km final — km inicial 50 —40 km 10 km _ 125 km 7e km
min final — mininicial 50 —42 min 8 min  min h

f) El instante 58 min corresponde a un tramo de autopista en el que la relacion

espacio y tiempo no es lineal. En los apartados c) y d) hemos calculado la velocidad
. k - .
media en este tramo que es de 1OOTm. Observando el gréafico, se ve que a partir

del min 58, la relacion se asemeja bastante a una relacion lineal; calculando la tasa

de variacion media, obtenemos:

km final — km inicial 70 =54 km 16 km 22 km 160 km
min final — mininicial 64—58 min 6 min min h

Esta solucion es aproximada y es facil comprobar que para un intervalo distinto, por
ejemplo 58 min y 60 min, el resultado no es exactamente el mismo. El valor exacto

requiere del célculo de la derivada.
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V. CAMPOS DE PROBLEMAS

Para la introduccién de la derivada se consideran cinco campos de problemas que

permitan trabajar los distintos aspectos que conlleva la derivada. Estos campos son:
1. Tasa de variacion media y velocidad media.

1.A Concepto de velocidad media (interpretacion cinematica de la derivada).

1.B Tasa de variacion media en fendmenos que no dependen del tiempo.

2. Tangente de una funcién en un punto (interpretacion geométrica de la

derivada).

3. Aproximacion numeérica y gréafica al calculo de la derivada de una funcién en un

punto.
4. Calculo algebraico de la funcion derivada.

5. Relacion entre la representacion grafica de una funcion y su funcion derivada.

V.1. Tasa de variacién media y velocidad media.
V.1.A Concepto de velocidad media (interpretacion cinematica de la derivada).

Problemas de interpretacion cinematica de la tasa de variacion media y de la derivada a

partir de una funcién espacio-tiempo que no sea lineal (Grupo Cero, 1977):

Problema 2. Si lanzamos una piedra verticalmente hacia arriba, la altura (en m)
alcanzada al cabo de un determinado tiempo (en s) viene dada por la expresion: f(t) =

40t - 5t°. Usa esta expresion para:

a) Obtener la velocidad media de la piedra durante los siguientes intervalos de t (en
s):[0,2],[1, 4],[4,7]y[1, 7]. Comenta los resultados obtenidos.

b) Dibuja la gréfica cartesiana de la funcidn (recuerda que por ser una funcion de 2°
grado es una parabola). ¢Tienen sentido fisico los valores f(t) cuandot > 8 sy

cuando t < 0 s?. Razonalo.
c¢) Averiguar la altura maxima alcanzada por la piedra y en qué instante se alcanza.

d) La velocidad media obtenida en el intervalo [1, 7], ¢te da informacién para

calcular el valor de la velocidad en el instante 2s?. Encuentra un valor aproximado.
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e) Haz lo mismo para el instante 4s.
Solucion y discusion

a) Calculamos la tasa media de variacion en cada uno de los intervalos pedidos:

m final —minicial f(2)—f(0) 60—0m m km
Tramo 0 — 2 s: - ——— = = —=30—=108 —
s final — sinicial 2-0 2—0 s s h
m final —minicial f(4)—f(1) 80-35m m m
ramo s s final — sinicial 4-1 4—-1 s > S >
T 47 ~m final —minicial _ f(7)—f(@4) 35-80m 4km
ramo % “sfinal —sinicial  7-4  7-4 s h

m final — minicial f(7)—f(1) 35-35m km
Tramo1—17s: = = —=20

s final — sinicial 7-1 7—4 s h

Se espera que los alumnos noten que la velocidad en los instantes iniciales es muy
elevada ya que no se nota el efecto de la gravedad que actta “frenando” a la piedra.
Cuando consideramos un periodo de tiempo mas elevado, la velocidad es menor.
En los instantes finales, la velocidad es negativa, lo que indica que va en direccion
contraria a la velocidad positiva que hemos considerado como ascendente, esto es,
indica que la velocidad es descendente, la piedra baja.

b) La gréfica pedida puede realizarse facilmente con Geogebra encontrando la

imagen en distintos segundos de tiempo y usando la funcién parabola:

Figura 4. Parabola de la funcién f(t) = 40t — 5t°.

Se pretende que los alumnos entiendan el sentido fisico del problema y que vean
que no tiene sentido estudiar el movimiento de la piedra antes de lanzarla (t = 0 s)

ni cuando ya ha llegado al suelo (t = 8 s).
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¢) Como vemos en la representacion grafica, la altura maxima alcanzada es de 80 m
que se alcanza a 4 s después del lanzamiento de la piedra.

d) En el intervalo de tiempo entre 1 sy 7 s, la altura es la misma, lo que da una
velocidad media nula. No obstante, esta claro que la piedra ha estado moviéndose
todo este tiempo, lo que nos da una muestra de la limitacion de la informacién que
nos aporta la tasa media de variacion. Se pone de manifiesto la necesidad de
conocer la velocidad en un intervalo mas “pequefio” o en un “instante”, lo que
servird para poner de manifiesto el concepto fisico de la derivada. Podemos esperar

que los alumnos consideren un intervalo menor, por ejemplo:

m final —minicial  f(3)—f(1) 75-35m _ 20 m_72 km
s final — sinicial = 3-1  3—-1 s s h

Tramo 1 — 3 s:

Destacaremos que cuando el intervalo es suficientemente pequefio, la funcion se
comporta “aproximadamente” lineal.

e) Para el instante 4 s, consideramos de manera analoga un intervalo menor, por
ejemplo:

mf—-mi f(45)—f(@35) 7875-7875m _ 0 m

T 35—45s: — = =
ramo s sf—si 4,5-35 1 s s

Por simetria, es facil ver que cualquier intervalo centrado en 4 s dara como valor
una velocidad nula en el instante 4 s; recordaremos a los alumnos que por lo visto
en el apartado anterior, la derivada en 4 s valdra cero. Este apartado puede ser un
punto de partida para conectar con el sentido geométrico de la derivada (campo de
problemas 2) puesto que la obtencion de una recta tangente por ese punto y el

calculo de su pendiente son sencillos.

V.1.B Tasa de variacion media en fendmenos que no dependen del tiempo.

Es conveniente asi mismo plantear problemas en que la variable independiente no sea el
tiempo para que los alumnos no restrinjan el concepto de variacion exclusivamente a
funciones que dependen del tiempo. Por ejemplo, se puede estudiar el volumen de
Ilenado de un deposito en funcion de la altura de la lamina de agua si conocemos la
forma del mismo. Se empieza por un problema sencillo para que el alumno se

familiarice con la notacion. (Azcérate et al., 1996):

20



Introduccidn a la derivada Marc Gomez Lopez

Problema 3. Un deposito de agua de forma cilindrica tiene un radio de 1 m y una altura
de 4 m.

a) Dibuja la grafica de la funcion del volumen total en funcion de la altura de la

lamina de agua.

b) Calcula la tasa media de aumento de volumen en litros por centimetro de altura
del liquido cuando el nivel de agua sube de 2 m a 2,5 m. ;Cuanto vale la tasa media

de variacién entre dos niveles de agua cualesquiera?. Razona la respuesta.
Solucion y discusion

a) Recordando que el area de un circulo es igual a 7rr2, el volumen en funcion de la
ldmina de agua es: V(h) = mr?h. En nuestro caso, el radio vale 1 asi que la

funcién a representar es: V(h) = mh.

144

124

104

u] 0.4 1 15 2 245 3 a5

T

Figura 5. Grafica volumen-altura del agua en el depdsito.

b) Realizamos los célculos realizados en los problemas anteriores considerando

ahora que la variable es el nivel de agua:

m3 l
n—=10r —
m cm

Vf-Vi 25m—2mrm3® 051 m3
Tramo 2my 2,5 m: = = F=

hf—hi 25-2 m 05
Entre dos niveles de agua cualesquiera, la tasa de variacion media va a ser la misma
ya que la relacion entre el volumen y la variable altura es constante lo que conlleva

que la tasa de variacion media siempre tome el mismo valor.
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Una vez el alumno se ha familiarizado con esta nueva manera de trabajar, pueden
plantearse problemas de este estilo con una dificultad similar a los de espacio-tiempo.
(Azcarate et al., 1996):

Problema 4. Un depdsito tiene forma de cono invertido con unas dimensiones de 1 m

de radio y 1 m de altura.

a) Haz la grafica de la funcién que nos da el volumen de agua segun la altura del

liquido.

b) Calcula la tasa media de aumento de volumen en litros por centimetro de altura
cuando el nivel sube desde los 20 cm a los 30 cm. ;Y cuando sube de los 80 cm a

los 90 cm?.

c) Si el depdsito esta lleno y se vacia completamente, calcula la tasa media de
variacion de volumen de liquido al descender el primer centimetro y al descender el

altimo centimetro.

Solucién y discusion
a) La funcidn que permite conocer el volumen en funcion de la altura es:
V() =5h% 0<h<1

Se realiza la gréfica pedida con la ayuda de Geogebra:

= Funcién
0 V(h) =3 W

13
0.8m*3 -
0.6m"3 -
0.4m"3 -

0.2m"3

Om"32

Om 02Zm 0.4m OGm 0.8m Tm

Figura 6. Grafica volumen-altura del agua en el depdsito.

b) Las tasas medias de variacion en cada intervalo son:

A T
. 20 — 30 VF-Vi v(03)-V(02) 70,3° —70,2° 3 0199 m3
ramo M f—hi . 03-02 0,1 ™
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. Tro3_Tho3
VFi-Vi V(©9-v(08) 309 —308 m3 m3
T _ . = = —=2272 —

ramo 80 — 90 cm hf—hi 0908 01 — , -

c) Las tasas medias de variacion en cada intervalo son:

A A
Tramo 99 — 100 Vf_'”_'/(‘)'99)“’(1)_§O'993‘§1"13-3110m3
ramo M f—hi 099-1 —001L m U m
T
o 0 — 1 eme LL YV _ V@ =V(©0,01) 0—30,01% 3 _o000L ™
ramo M F—hi~ 0-001  —00L m m

Los resultados demuestran que la variacion del volumen depende de la altura de la
lamina de agua y que es mayor cuanto mayor es el nivel del agua; esto hecho se debe a

la forma de cono invertido del depésito.

Con el apartado “c” nos hemos acercado nuevamente al concepto de tasa de variacion
instantanea ya que hemos calculado una aproximacion al valor de la tasa de variacion en

los instantes iniciales y finales de vaciado del deposito.

Este campo de problemas 1 acaba planteando la necesidad de calcular la tasa
media de variacién en un punto, cuya técnica de calculo vamos a encontrar partiendo de
la tasa de variacion media entre dos puntos y considerando que los dos puntos estan

“suficientemente préximos”. Asi:

flath) —f@ _ fla+h) - f(a)

TVM en [a,a + h] = @th-a A

donde a es el punto en el que queremos conocer la variacion instantinea de la

funcion y h un intervalo “suficientemente pequefio” entorno a él.

A esta tasa media de variacion de una funcioén en un punto, que permite conocer cuanto
varia la funcion en un punto determinado, se le denomina tasa instantanea de variacion

0 derivada de la funcién en el punto.

Cuando la funcién estudiada es del tipo espacio-tiempo, la derivada en un punto
coincide con la velocidad instantanea en dicho punto.
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V.2. Tangente de una funcién en un punto (interpretacion geométrica de la
derivada).

Proponemos empezar por situaciones en que la pendiente de la curva tenga un
incremento fijo (que supondra una aproximacion rigurosa a la derivada) mezcladas con
situaciones en que las curvas tengan alguna parte “localmente rectas” (que supondra una

aproximacion intuitiva a la derivada).

Problema 5. Dos motocicletas A y B parten del mismo punto kilométrico. El espacio
recorrido (en km) por cada una de ellas viene dado por las siguientes funciones f(x) = x

2
ygx) = x? respectivamente, siendo el tiempo expresado en minutos.

a) Representa las gréficas espacio-tiempo de las dos motocicletas.
b) ¢ Cuéntos km han recorrido las motocicletas después de 1 min, 2 min'y 3 min?.

c) Calcula la velocidad media de las motocicletas en el intervalo [0, 1] minutos, en
el intervalo [0,2] min, en el intervalo [0,3] min y en el intervalo [1, 2] min.

Comenta los resultados obtenidos.
d) ¢Cual es la velocidad de Ay B en el instante 2 min?. ;Y en el instante 1 min?.

e) Dibuja las rectas tangentes a la funcion g(x) en los instantes 1 min y 2 min.
Calcula sus pendientes, asi como el pendiente de la recta de la funcién f(x).
Recuerda que la pendiente es la tangente trigonométrica del &ngulo que forman la
recta y el eje de abscisas.

f) Encuentras alguna relacion entre los resultados de d), y ). Razona tu respuesta.
Solucion y discusion

a) Representamos las dos graficas con la ayuda de Geogebra:
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=l Funcidn

3 f(x) ==

2

H x
> g =7

3krn

2krn

Thrn

Qo

Iy .
Omin

T
Tmin

T
2min

T
3min

Figura 6. Grafica espacio-tiempo de las motocicletas A (gris) y B (negro).

b) Calculamos los km facilmente gracias a la expresion analitica de las funciones

desplazamiento:

Moto A: f(1) =1km; Moto B:g(1) =

Moto A: f(2) = 2 km; Moto B: g(2) =

2

2

2

L o5k
2 om

2—2k
> =2km

3
Moto A: g(3) = 3 km; Moto B: g(3) = == 4,5 km

c) Calculamos las velocidades medias con la tasa media de variacion:

Moto A, tramo 0 min y 1 min:

Moto B, tramo 0 miny 1 min:

Moto A, tramo 0 min y 2 min:

Moto B, tramo 0 min y 2 min:

Moto A, tramo 0 min y 3 min:

Moto B, tramo 0 min y 3 min:

S —f0) 1-0km km_60km
1-0  1-0min ~ min h
g(1)—g(0) 05-0 km _ km _ 30 km
1-0  1-0 min min h
f@)—-f0) 2-0km _ km_60km
2-0  2—-0min ~ min h
g2)—g(0) 2-0 km _ km_60km
2—0 ~ 2—-0min  min h
fB)—=f(0) 3-0Fkm _ km_60km
3—0 " 3—0min  min h
9B)—g(0) 45-0 km _ km _ 90 km
3-0  3-0 min " min h
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Moto At L minv2 _.f(Z)—f(l)_Z—lkm_lkm_60km

oto A, tramo 1 min y 2 min: 1 2 imin- L= A
2)—g(1 2—05 km km km

Moto B,tramo 1 min y 2 min: 92 g(): —=15—=90 —
2—-1 2—1 min min h

En los primeros segundos, la moto A tiene una velocidad media mayor, de manera
que recorre mas distancia que la moto B en el mismo intervalo de tiempo. En el
minuto 2, las dos motos tienen la misma velocidad media desde el inicio asi que
han recorrido el mismo trayecto. A partir de ese instante, la moto B recorre mas
distancia ya que va a mayor velocidad. Pero si observamos el ultimo resultado,
vemos que la moto B tienen mayor velocidad que la moto A antes de llegar a los
dos minutos; es un resultado I6gico, ya que si inicialmente la moto A va a mayor
velocidad y a los dos minutos van a la misma velocidad media, la moto B tiene que
haber superado la velocidad media de A en algin momento para compensar su

inicio que fue mas lento.

d) Para la moto A, la relacion espacio-tiempo es lineal, asi que la velocidad es
contante (como arrojan los resultados del apartado anterior); la velocidad media en

. . . , . km
cualquier intervalo es igual a la instantanea en cualquier momento y es de 1 —

min

En la moto B, la relacion espacio-tiempo ya no es lineal, la velocidad varia a cada
instante de tiempo. Debemos calcular la tasa instantdnea de variacion considerando

un intervalo de tiempo suficientemente proximo al momento de estudio. Por

ejemplo:
. 099 — 101 mi g(1,01) - £(0,99)  0,51005 — 0,49005 km _ ) km
ramo ¥, AT T 01— 0,99 0,02 min _  min
- g(2,01) = £(1,99)  2,02005 — 1,98005 km km
Tramo 1,99 — 2,01 min: = =2

2,01 -1,99 0,02 min min

e) La funcidn f(x) es una recta y es facil obtener que su pendiente es 1 aplicando la

definicién de pendiente de una recta.

Para las rectas tangentes a la funcion g(x), podemos utilizar medios manuales o

apoyarnos en Geogebra:
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=l Funcidn

; 2
D glx) = "2

= Mimera
g M, =2

= Punto

L@ @=(2,2)
Recta

@ iy=2x-2

3km
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Tkm

T T
Omin }A‘lin 2min 3min

Figura 7. Tangentes de la funcion espacio-tiempo de la moto B.

Obtenemos que en el instante 1min (punto P) la pendiente es 1 y para el instante

2min (punto Q) la pendiente es 2.

f) Los valores obtenidos en los apartados d) y e) son los mismos, ya que en ambos
casos estamos calculando el valor de la derivada en el punto. En el apartado d) la
calculamos numéricamente a partir del sentido fisico de la misma (la velocidad) y
en el apartado e) la calculamos graficamente a partir del sentido geométrico (la

pendiente de la recta tangente).

Con este problema se pone de relevancia el sentido geométrico de la derivada, objetivo
del campo de problemas 2. Es el momento de institucionalizar la derivada en un punto
como el valor de la pendiente de la recta tangente a la funcion en dicho punto,
entendiendo la pendiente como la tangente trigonométrica del angulo que forman la

recta tangente y el eje de abscisas.

Geométricamente, la derivada f'(a)es la pendiente de la recta tangente a la

funcion en el punto P(a, f (a)).
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De cursos anteriores, los alumnos conocen que la tangente a una curva es una recta que
la interseca en un Unico punto. En el contexto del calculo de la derivada, otra definicion
alternativa de tangente de una curva en un punto “a” es aquella recta que mas se
aproxima a la curva en un entorno suficientemente pequefio alrededor de “a”. Es
importante recalcar a los estudiantes que debemos considerar sélo el entorno de “a” ya
que es frecuente que la tangente acabe cortando a la funcién en otros puntos en cuyo

caso la afirmacion ya no tiene porqué ser cierta.
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V.3. Aproximacion numérica y gréfica al calculo de la derivada de una funcion en

un punto.

En los campos de problemas anteriores, se han realizado sendos acercamientos a la
derivada mediante la velocidad instantanea en un punto y la pendiente de la recta
tangente en un punto. Sin embargo, a veces estas aproximaciones suelen acarrear errores
de precisidn, de manera que se debe incentivar en el alumnado la necesidad de realizar
el célculo de la derivada con exactitud. EI célculo preciso de la derivada requiere del
concepto de limite y dado que es un concepto de elevada dificultad para los alumnos,
resulta conveniente introducirlo de manera grafica y numérica para intentar facilitar la
comprension al alumno. Retomamaos el problema anterior y encaminamos a los alumnos

aello:

Problema 6. Calcula la velocidad instantanea de la moto B (cuyo recorrido viene dado
por la funcién g(x) = %2) en el instante 2 min. Para obtener su valor exacto, sigue los
siguientes pasos:

a) Dibuja la grafica de la funcion en el intervalo [0, 3], escogiendo la misma unidad
para el eje de las abscisas y para el de ordenadas, procurando hacer la grafica con la

maxima precision en el entorno del punto de abscisa 2.

b) Recuerda que la derivada de una funcién en un punto es el valor de la pendiente
de la recta tangente a la curva en dicho punto. Dibdjala y calcula su pendiente.
Compara el resultado con tu compafiero/a. ¢Es posible conocer este valor de

manera exacta? ;Cuantos puntos de la recta tangente conoces con total precision?.

c) Calcula la pendiente de la recta secante a la curva en el intervalo [1.5, 2]. Hazlo
gréficamente y numéricamente con los valores de las coordenadas de los dos
puntos obtenidas mediante la férmula de la funcién. ¢Ves alguna relacién con lo

ocurrido en el apartado b)?.

d) Haz una tabla de aproximaciones numéricas del valor de la derivada de la

funcién en el punto de abscisa 2, tanto por la izquierda como por la derecha.

e) Observa las sucesiones de numeros de la tltima fila de las dos tablas: ¢hacia que
numero tienden estas sucesiones? ¢ Cual crees que es el valor exacto de la pendiente

de la recta tangente en x = 2?.
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Solucién y discusion

a) y b) se realizaran por parte de los alumnos con medios manuales y esperemos
que perciban la dificultad de dibujar manualmente superficies curvas asi como
rectas tangentes, puesto que para definir una recta se necesitan dos puntos y
directamente solo se dispone de un punto, el punto en el cual queremos dibujar la
tangente. El dibujo “a mano” conllevara una variacion de resultados aunque es de
esperar que los alumnos puedan deducir el valor exacto a partir de la comparacion
de sus resultados. Finalmente, podemos hacer el problema con Geogebra y ver el
valor exacto. El obtener un valor exacto graficamente es posible ya que podemos
encontrar un segundo punto de la recta tangente a través de una construccion

auxiliar partiendo del foco de la parabola.
c¢) Calculamos numéricamente la pendiente de la recta secante:

g2)—g@1,5) 2-1125 km km km
1,5; 2] = = =1,75— =105 —
m [1,5;2] 2-15 05 min_ " min h

Para el calculo geométricamente, podemaos utilizar Geogebra:

=l Funcidn

=l MNimero
L@ m=1.75
= Punto

@ P={15,112) ke
L@ Q=(2,2)

- Recta

L@ @ -0.88x + 0.5y = 0,75

2k

Thm

MLl

JT T T
Omin / 1min 2min 3min

Figura 8. Pendiente de la recta tangente entre los puntos [1,5 ; 2].

Vemos que la tasa de variacion media en el intervalo coincide con la pendiente de
la recta secante entre los puntos del intervalo considerado. De manera analoga, la
pendiente de la recta tangente en un punto va a coincidir con la tasa de variacion

instantanea en dicho punto.
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d) Realizamos las aproximaciones por la derecha y por la izquierda:

x 2,5 2,1 2,01 2,001 2,0001

9(0) 3125 | 2,205 | 2,02005 |2,0020005 | 2,000200005
w 2,25 2,05 2,005 | 2,0005 | 2,00005
x 1,5 1,9 1,99 1,999 1,9999

9(0) 1,125 | 1,805 | 1,98005 | 1,9980005 | 1,999800005
w 1,75 1,95 1,995 | 1,9995 1,99995

e) De los valores anteriores es facil deducir que la derivada en el punto de abscisa 2

es 2, lo que implica que la velocidad en ese instante es 2 y que la pendiente de la

recta tangente a la funcion es también 2.

Es de esperar que los alumnos reconozcan este procedimiento de célculo de sus

ensefianzas anteriores y se den cuenta de que el célculo de la derivada en un punto de

manera algebraica es calcular el limite de la tasa de variacién media en un entorno del

punto que tiende a cero. Una vez que los estudiantes han relacionado el concepto de

limite con el de la derivada, es momento de institucionalizar la definicién formal de la

derivada en un punto:

n_n

por f'(a)y es el valor de este limite, si existe, y es finito.

@) i[O @

x—a X—a

Si en esta definicion, hacemosx = a + h, la formula es equivalente a:

fla+h) - f(a@)
h

f'(@) = lim

Si este limite no existe o es infinito, se dice que la derivada no estd definida en
ese punto. Esto sucede en aquellos puntos en los que la funcion f (x) tiene una
tangente vertical, una discontinuidad o un punto anguloso.

La derivada de una funcion continua f (x) en un punto de abscisa"a", se denota

Se mostraran algunos ejemplos de funciones no derivables en un punto relativos a cada

uno de los casos posibles.
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V.4. Célculo algebraico de la funcion derivada.

Una vez conocida la expresion algebraica del calculo de la derivada en un punto, es
momento de retomar el problema anterior y resolverlo de manera formal o algebraica
(Azcérate et al., 1996):

Problema 7. En el ejercicio del calculo de la derivada del apartado anterior de la

., x?2 . .
funcién g(x) = > has tenido que calcular las pendientes de las rectas secantes

. ., x)—g(2 . .
mediante la expresion % para distintos valores de x.

. ., x? .
a) Sustituye en esta expresion, los valores de g(x) = Y g(2) = 2y obtendras un
cociente de dos polinomios. Haz la divisién de los dos polinomios.

b) Utiliza la expresion obtenida para comprobar si los valores de las tablas del

ejercicio anterior son correctas.
c) Comprueba el valor de la derivada g'(2) mediante la definicion formal.

d) ¢Crees gue es posible encontrar una expresion formal que nos permita conocer la

derivada en cualquier punto?.
Solucion y discusion

a) Realizamos las operaciones propuestas:

x2 22 1, 1
g -9 T -7 & —4)_7(36—2)(954'2)_1( rn=Xi1
x-2  x-2  x-2  x-2 —2 T Ty

b) Es facil comprobar que la formula permite obtener los valores de la tabla

anterior.
c) La definicién formal requiere el uso del limite:

2+h)? 22
(@ = 1 g(2+h)—g(2)_l_ 5 2y 4+4h+hz—4_2
9 = h5 h = h50 h = 5% 2h a

d) Es de esperar que los alumnos intuyan que es posible encontrar una expresion
formal de la derivada de una funcién en cualquier punto de un intervalo donde ésta
sea derivable, pero que tengan dificultades para encontrarla. Les invitaremos a que

lo hagan con el argumento que para generalizar basta con considerar el punto donde

32



Introduccidn a la derivada Marc Gomez Lopez

queremos conocer la derivada como una variable en lugar de como un dato; esto es,

calcular g’(x) en lugar de g'(2). Asi:

(x+h)? x?
o) = i g(x+h)—g(x)_l_ 2 "7y, x%+2xh +h* —x*
A R L e e L e

Esta expresion general permite conocer el valor de la derivada en cualquier punto del

dominio, y en este caso, el valor de la derivada coincide con el punto donde se estudia.

En este momento, debemos institucionalizar la definicion formal de la funcion derivada

con pleno rigor, partiendo de la expresion formal de la derivada en un punto que ya

conocen los alumnos y generalizando para cualquier punto. Debemos afiadir que al

trabajar ahora con toda la funcion ésta debe ser continua para ser derivable.

Dada una funcion f(x) continua y derivable, su funcion derivada es una funcion
que se denota como f'(x) que asocia a cada punto x el valor de la derivada de

f(x) en ese punto.

f+h)—fx)
h

£ = lim

La condicidn de continuidad es necesaria pero no suficiente, ya que hay funciones
continuas que no son derivables, por ejemplo, la funcion valor absoluto, que tiene un
punto anguloso en x = 0.

El reciproco si que es cierto. Si existe la funcion derivada de una funcion, podemos
afirmar que ésta es continua.

Se planteard la obtencion de la funcidon derivada de una funcion constante, de una

funcion lineal y de una funcion cuadrética para introducir a los estudiantes en el célculo

de derivadas inmediatas. Se comentara asi mismo como trabajar la derivada de una

funcién polindémica, Gnicamente en términos de sumandos y sustraendos.
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V.5. Relacidn entre la representacion grafica de una funcion y su funcion derivada.

Una de las mayores dificultades que se presentan a los alumnos en los comienzos del
estudio de la derivada es relacionar una funcién y su funcién derivada a partir de sus
representaciones graficas. Es conveniente realizar nimeros ejercicios de relacionar
representaciones graficas de funciones y de sus derivadas correspondientes, dada la

riqueza conceptual que supone realizar una valoracion global de dichas funciones.

Problema 8. Relaciona cada una de las siguientes funciones con la representacion

grafica de su funcion derivada.

FUNCIONES
1 JI .'II N i a / .,-"fl
o S ' f N \‘-:. / o/
3 T A Y OO N | 0
;.r ) .r'j N /{ i \\ /)r )
f(x) 9(x) h(x) i(X) 1)
FUNCIONES DERIVADAS
I." “". I\ ,l' I',II ;s Iu' ’ ) ;’I III'.II ) :
III,' '||II I|III I',I II,' ',I I'nflll | - II".\I...., .."'l
|II II| ° III II|I o 1 { :j- . A i3
| ,'I |II ,'I * S A
J'II . II"-J'II , i
() 9’(x) h*(x) i"(x) ()

Figura 9. Gréficas de funciones y sus derivadas.
Solucion y discusion
La relacion entre las distintas gréaficas es la siguiente:
fO) = j'(x); g(x) > R'(x); h(x) > g'(x); i(x) > f'(x); j(x) = '(x)

Con estos problemas se pretende que los alumnos se familiaricen con las
caracteristicas que definen las funciones y sus funciones derivadas, de manera
cualitativa mas que cuantitativa. Se pretende conseguir que los alumnos relacionen
funciones lineales con funciones derivadas constantes, funciones cuadraticas con
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funciones derivadas lineales, funciones “en crecimiento” con funciones derivadas
positivas, funciones “en decrecimiento” con funciones derivadas negativas, puntos
méaximos y minimos relativos de la funcion con puntos nulos de la funcién

derivada, etc.
V.2 Modificaciones de la técnica inicial.

En el campo de problemas 1 se trabajara el sentido fisico de la tasa media de variacion
como velocidad media de variacion entre dos instantes de tiempo y se hara una
aproximacion a la derivada como tasa media de variacion entre dos instantes lo
“suficientemente proximos”. Asi mismo, también se extendera el uso de la tasa media

de variacidn entre variables que no sean dependientes del tiempo.

En el campo de problemas 2, se trabajard el sentido geométrico de la tasa media de
variacion como el valor de la pendiente de la recta secante a la funcién entre los puntos
de estudio. Se hard notar que si dichos puntos se acercan a uno dado, la tasa de
variacion corresponde a la pendiente de la recta tangente a la funcion en dicho punto y
equivale a la derivada de la funcion en dicho punto. En este contacto con la derivada,

trabajaremos basicamente de manera grafica.

En el campo de problemas 3, se plantea un acercamiento a la definicion formal de la
derivada como el limite de la tasa media de variacion cuando los dos puntos del
intervalo tienden a aproximarse infinitamente. Se trabajard numéricamente y
graficamente, haciendo sucesivos célculos de la tasa media de variacién y de la
pendiente de una recta, considerando un intervalo entre los dos puntos de célculo cada
vez menor. Esto nos llevara a la definicion formal de la derivada en un punto como el
limite de la tasa de variacion media en un entorno infinitamente pequefio entorno al

punto estudiado.

En el campo de problemas 4, se pretende que los alumnos encuentren la generalizacion
de la expresion de la derivada en un punto para obtener la expresion formal de la

funcién derivada, objeto final de la secuenciacion didactica planteada.

Para mejorar el conocimiento de la funciéon derivada después de su definicion més
formal, se proponen los problemas del campo 5, de correspondencia funcion-derivada,
en los cuales se trabajara la relacion entre la funcion y su funcion derivada de manera

gréfica, atendiendo al crecimiento-decrecimiento, los puntos singulares, etc.
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VI. TECNICAS
Las técnicas a ejercitar son las siguientes:
V1.1. Célculo de la tasa media de variacion.

Se propondran problemas para ejercitar la técnica de calculo de la tasa media de
variacion desde funciones representadas por medio de una tabla (problema inicial), por
medio de una gréafica (problema 1) y por medio de una expresion algebraica (problemas

2, 3y 4). En estos Gltimos problemas se trabajara la tasa de variacion instantanea.
V1.2. Célculo de la recta pendiente de una funcién en un punto.

Se realizaran ejercicios de representacion grafica de la recta tangente en un punto y de
calculo de su pendiente partiendo de la representacion grafica de la funcion (problema
5); se haran tanto de manera manual (con la ayuda de papel milimetrado) como de
manera digital (mediante el uso de programa de dibujo gréfico tipo Geogebra). Se
trabajara el sentido geométrico de la derivada como la pendiente de la recta tangente.

V1.3. Célculo algebraico de la derivada en un punto.

Una vez conocida la definicion formal de la derivada en un punto, se plantearan
ejercicios de ejercitacion de la técnica consistentes en calcular la derivada en un punto
determinado de una funcion dada. Se aprovecharan las funciones de los problemas 2, 3

y 4 para robustecer la técnica de calculo algebraico de la derivada en un punto.
D. Calculo algebraico de la funcion derivada.

Se seguira el planteamiento del apartado anterior. Se aprovecharan las funciones de los
problemas 2, 3y 4 para asi constatar que la funcion derivada permite obtener el valor de
la derivada en cualquier punto. Adicionalmente, se propondrd calcular la funcion
derivada de una funcion constante, una lineal y una cuadratica, como introduccion a las
derivadas inmediatas que aunque fuera del contenido de la presente memoria, serian los

siguientes contenidos a trabajar en la ensefianza de la derivada.
E. Relacion entre gréafica de una funcion y grafica de la funcién derivada.

Se trabajara la relacion entre una funcién y su funcién derivada de manera grafica,
atendiendo al crecimiento-decrecimiento, la existencia de puntos singulares, etc. Este
trabajo se hard mediante la relacion entre varias gréaficas de funciones y de funciones

derivadas desordenadas, donde deberan justificarse adecuadamente dichas relaciones.
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VII. TECNOLOGIAS
VI1.1 Razonamientos que justifican las técnicas.

La técnica de calculo de la tasa media de variacion de una funcién es ya conocida por
los alumnos y serd el punto de partida de toda la introduccion a la derivada planteada en

la presente memoria.

Se recordara a los estudiantes que esta tasa indica la variacion de la funcion entre los
puntos considerados Yy que dicha variacion se corresponde con la velocidad en el caso
de funciones espacio-tiempo. Esta justificacion se hard desde un razonamiento

aritmético basado en la definicion de velocidad que conocen de fisica.

Paralelamente, mediante un razonamiento geométrico basado en la trigonometria, se les
recordard que la tasa media de variacion coincide con el valor de la pendiente de una

recta secante a la funcion que pasa por dichos puntos.

Para justificar la técnica formal de calculo de la derivada en un punto se realizara un
razonamiento algebraico en base al concepto de limite. Se hara notar que en un intervalo
“suficientemente pequefio” la tasa media de variacidn pasa a ser instantanea ya que s6lo
aplica a un punto y que la recta secante pasa a ser tangente ya que s6lo tiene un punto
sobre la funcidn; esta reduccion del intervalo se traduce en lenguaje algebraico en un

limite cuando dicho intervalo tiende a cero.

La técnica formal de célculo de la funcion derivada se justificara mediante una
generalizacién a cualquier punto del dominio donde la funcion sea derivable, al

considerar el punto de célculo como una variable en lugar de un valor conocido.

Todas estas justificaciones estan basadas en algunos de los significados histéricos del
concepto de derivada, los cuales estan recogidos en el apartado IV.2 de la presente

memoria.

La institucionalizacion de las distintas técnicas se explicita al final de cada uno de los
campos de problemas asociados a ellas (apartado V de la presente memoria) ya que se

presenta como una conclusién del proceso ensefianza-aprendizaje.
VI11.2 Metodologia de ensefianza.

Para cada uno de los campos de problemas considerados, se propondra un problema
prototipico con algunos apartados plenamente asumibles por los estudiantes y otros que

requieran del conocimiento y uso de la técnica a ensefiar, para asi poner de manifiesto
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ante ellos la necesidad de conocerla. Se animara a que intenten su resolucién, aunque
sea parcial o cualitativa, con el profesor como guia del aprendizaje y con un papel de
apoyo. A partir de los resultados obtenidos y de su discusién, se intentara a los
estudiantes a que saquen sus propias conclusiones y den una justificacion de las
mismas. Finalmente, el profesor, partiendo de las aportaciones de los alumnos, sera el
encargado de institucionalizar formalmente las técnicas y de resaltar los distintos

aspectos de las mismas.

Esta previsto que el uso y gestion de Geogebra se realice basicamente por parte del
profesor, como herramienta de precision para la comprobacién de los resultados
obtenidos manualmente que sirva para hacer una reflexion general de algunos aspectos
aparecidos durante la secuencia didactica como la dificultad para calcular graficamente
la recta tangente o la relacion global entre la representacion grafica de una funcién y la

de su funcién derivada.
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VIIl. SECUENCIA DIDACTICA
VI11.1 Temporalizacion de las actividades propuestas.

La presente introduccion a la derivada se plantea llevar a cabo en 11 sesiones de una
hora de duracién cada una, en las que se trabajaran las actividades propuestas en los

campos de problemas de la siguiente manera:
e Sesion 1. Sesion introductoria.

Se hara un breve repaso del calculo de la tasa de variacion media ya que al haberla dado
el curso anterior, probablemente gran parte de los alumnos han olvidado su técnica de
calculo. Para ello se realizar4 de manera conjunta el problema inicial planteado en esta

memoria.

Seguidamente, se planteara el problema 1 “el viaje” que es la razon de ser de nuestra
secuencia didactica. Se propondrd que los alumnos trabajen de manera individual
durante unos 20 minutos y después se empezara a resolver el problema de manera

grupal comentando los resultados obtenidos.
e Sesion 2. Campo de problemas 1.A.

Se acabaréa de resolver el problema 1, prestando especial atencion al Gltimo apartado que

es el que introduce la necesidad de conocer la velocidad instantanea.

Seguidamente se planteara en clase para resolver de manera individual el problema 2.
Se pondran los resultados en comun, haciendo especial hincapié en el debate de
soluciones de los apartados d) y e), esperando que los estudiantes vean que sus
conocimientos hasta la fecha no son suficientes para dar una respuesta totalmente

rigurosa puesto que se necesita del concepto de derivada.
e Sesion 3. Campo de problemas 1.B.

Se comentara que el concepto de derivada se puede extender a problemas que no sean
funcién del tiempo y se resolvera de manera conjunta el problema 3, que introduce el

campo de problemas 1.B.

Posteriormente, se propondra para realizar en clase, en parejas, el problema 4. Se
resolvera nuevamente en grupo y posteriormente, se institucionalizara el aspecto nuevo
aparecido en estas sesiones, la derivada de la funcion en un punto como la tasa de

variacion instantanea en dicho y su sentido fisico como variacion instantdnea o como
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velocidad instantanea en funciones dependientes del tiempo. Se plantearan para resolver
en casa los apartados a), b) y c) del problema 5, que serviran para reforzar lo aprendido

hasta la fecha.
e Sesion 4. Campo de problemas 2.

Se revisaran los resultados de los apartados planteados para casa y se dejaran unos 20
minutos para acabar de realizar el problema en clase. El apartado €) es el que nos sirve
para introducir el sentido geométrico de la derivada y es de esperar que los alumnos
tengan dificultades y dudas en su realizacién, por lo que se resolvera en clase por parte
del profesor, con Geogebra y mediante proyector. Se incentivara a los alumnos a que
comenten el apartado f), que conducira a la institucionalizacién de la derivada en un
punto como el valor de la pendiente de la recta tangente a la funcion en dicho punto,
entendiendo la pendiente como la tangente trigonométrica del angulo que forman la
recta tangente y el eje de abscisas. Se planteara para realizar en casa los apartados a) y
b) del problema 6 que permitiran trabajar lo aprendido en la sesion.

e  Sesion 5. Campo de problemas 3.

Se comentaran los apartados del problema 6 planteados para resolver en casa, esperando
que haya cierta discrepancia de resultados, lo que nos llevara a la necesidad de expresar
de manera exacta el resultado de la derivada en un punto. Se realizaran en clase los
apartados c), d) y e), donde esperemos que los alumnos reconozcan el procedimiento de
calculo planteado en el apartado d) y se den cuenta que el célculo de la derivada en un
punto es calcular el limite de la tasa de variacion media en un entorno del punto que
tiende a ser cero. Se plantearan ejercicios de calculo de la funcion derivada en un punto
para que los alumnos cojan soltura con la técnica, aprovechando las funciones de los

problemas 2, 3y 4.
e Sesion 6. Campo de problemas 4.

Se realizara el problema 7 en clase, repasando el proceso de célculo del apartado c) y
prestando especial atencion a la resolucion del apartado d), en el que es de esperar que
los alumnos tengan dificultades; eso nos conducird a la institucionalizacion de la
funcion derivada. Se planteara a los alumnos que calculen en casa la funcién derivada
de funciones simples como una funcion constante, una funcion lineal y una ecuacion de

segundo grado.
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e Sesion 7. Campo de problemas 4.

Se revisaran los ejercicios propuestos para casa, destacando la utilidad de calcular la
funcién derivada para conocer rapidamente la derivada en un punto cualquiera. Se les
indicara asi mismo como trabajar la funcion derivada de una funcién polindmica,
exclusivamente en términos de sumandos y sustraendos. Se trabajard la derivacién
inmediata de funciones polindbmicas bésicas, aprovechando los conocimientos
adquiridos hasta la fecha. Se revisaran los apartados de los problemas iniciales relativos
al célculo de la derivada, comparando los resultados obtenidos con los iniciales y

notando la facilidad de calculo que comporta conocer las derivadas inmediatas.
e Sesion 8. Campo de problemas 5.

Para reforzar el apartado conceptual de la funcidn derivada, en esta sesion se trabajara la
relacion gréfica entre funcion y funcion derivada, que permitird a los alumnos dotar de
mas sentido a las funciones derivada elementales que conocen. Se trabajaran aspectos
como cualitativos como la forma general, la existencia o la falta de simetria, el valor
positivo-negativo de la derivada en funcion de si la tangente en dicho punto tiene
pendiente positiva-negativa, el valor nulo de la derivada cuando la tangente es paralela

al eje de abscisas (que coincide con un maximo o minimo), etc.
e Sesion 9. Sesion de repaso.

Se haré un repaso de lo planteado en las 8 sesiones anteriores, recordando los sentidos
fisicos y geométricos de la derivada asi como la definicion formal de derivada en un
punto y de funcién derivada, las derivadas de funciones polindmicas sencillas y la

relacion grafica entre funcion y funcion derivada.

e  Sesion 10. Prueba de evaluacion.

Se haréa la prueba de evaluacion planteada en el apartado 1X del presente documento.
e Sesion 11. Revision de la prueba de evaluacion.

Se resolvera la prueba de evaluacion planteada que servira para reforzar aquellos

aspectos que se detecte no hayan sido bien asimilados por los alumnos.
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IX. EVALUACION
IX.1 Prueba escrita de evaluacion.

La prueba constard de cinco preguntas que abarquen todo lo planteado en la presente
secuencia didactica:

Actividad 1.

El espacio, en m., recorrido por un movil viene expresado por la funcion s(t) = 4t2 —t,

tens.

a) Halla la velocidad media del mdvil en los tres primeros segundos de recorrido y entre

los segundos tres y cinco. (0,5 ptos.)
b) Obtén la velocidad instantanea en el segundo 1y en el segundo 3. (1 pto.)
Actividad 2.

En un bar temético egipcio, te sirven un zumo en un recipiente en forma de piramide
invertida cortada cuyo volumen viene dado por la funcién:

2

(6+ g) +36
V(h) = > h;hencm,V en cm3.

Donde h es la altura del vaso; la mides y es igual a 12cm.

a) Calcula la variacién media de volumen al beber todo el zumo cuando el vaso esta
lleno. (0,25 ptos.).

b) Calcula la variacion de volumen al beber el primer centimetro y el dltimo (0,5 ptos.).

c¢) Calcula la variacion de volumen cuando quedan exactamente 6cm para acabar el

zumo (0,75 ptos.).
Actividad 3.

Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = 4x3 + x2 — 7x en

los puntos de abscisax = 0y x = 1. (1 ptos.)
¢En qué punto cortan estas recta al eje X?. (0,5 ptos.)
Actividad 4.

Usando la definicion formal de la derivada, calcula la funcion derivada de las siguientes

funciones:
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a) f(x) = /x (1,5 ptos.)

1
b) g(x) = 7z (1,5 ptos.)
c) En base a la funcion derivada obtenida, calcula: f'(4) y g'(3). (0,5 ptos.)
Actividad 5.

Relaciona cada funciéon con su funcién derivada. Justifica tu eleccién indicando

aspectos como el crecimiento-decrecimiento, los méximos y minimos relativos, el

comportamiento global de la funcion, etc. (2 ptos.)

Funciones
34 ||I * I,"II
|IIII |’|I|IIII
."II ~ 1 /
) |,'I }Ilrll.l’f \ . ’,"’ \\_:‘ ;,l'f o / /
N SR ;;"0 i )f °
I."J 4] \\\_/"’ .r'; A N\ ‘/I
f(x) h(x) i(X)
Funciones derivadas
) I' |II 3 ff
\ M \ I|I | /
| [ 1 [ [ ;
[\ 11 | 1. I|' /
|I II| |II ' IIl |I II' 1 III'
II II I| II I| II '|:I | P
| | I| o . | . I| | o ) - _.‘--F" .
|II II| III II| ) { .EI, -
|II II| III II| ! \_/
IIIII\JIIII 3 III\Vllll .J
() 9’(x) h*(x) i"(X)

I1X.2 Aspectos del conocimiento evaluados con la prueba de evaluacion.

Actividad 1.

Calcular la tasa de variacion media de una funcion en un intervalo y la tasa de variacion
instantdnea en un punto e interpretarlas como velocidad media y como velocidad

instantanea.
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Actividad 2.

Calcular la tasa de variacion media de una funcion en un intervalo y la tasa de variacion
instantanea en un punto, en funciones que no dependan del tiempo, e interpretarlas

como variacién media y como variacién instantanea.
Actividad 3.

Determinar la derivada de una funcion en un punto e interpretarla como la pendiente de

la tangente a una curva en un punto y calcular su ecuacion.
Actividad 4.

Conocimiento de la definicion formal de la derivada y manejo de ella para calcular la

expresion de la funcion derivada.
Actividad 5.

Comprension del sentido geométrico de la derivada y de la relacion gréafica existente

entre una funcion y su funcién derivada.

I1X.3 Respuestas esperadas por los alumnos.
Actividad 1.

Las respuestas correctas son:

S@-s) _43-3_33_

a.1) Vm[0,3] = TVM[0;3] = 30 3 3

s(5) —s(3) _ (4.5%—5)—(4.32-3) 62

a.2) Vm[3,5] = TVM[3;5] = c—3 = 5 -5 = 31m/s

fA+R)—f(1) . 4.(1+h?*—-0Q+h)—-4+1
= lim =
h h—0 h

b. 1) Vi[1] =TVI[1] = ’llirr(x)
=lim4h+7=7m/s
h-0

FGAW-f3)_ | 4G+ -G +h) - *3-3)
I h B

b.2) Vi [3] = TVI[3] = lim

. 36+24h+4h>-3—-h—-33  h(24+4h-1)
= lim = lim = lim 23 4+ 4h =23 m/s
h—0 h h—0 h h—0

La segunda opcion también puede ser resuelta como:
b.D)Vi[ll=f'(1)=8t—-1=8—-1=7m/s

b2)Vi[3]=f'(3) =8t—1=24—1=23m/s
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Es de esperar que los alumnos resuelvan correctamente esta actividad ya que se trata de
dos preguntas basicas ampliamente trabajadas. En la pregunta b) puede que algunos
alumnos cometan el error de usar la tasa de variacion media en el intervalo [0,1] o en el

intervalo [2,4].
Actividad 2.

Las respuestas correctas son:

2
(6+ 12—2) +36
v)-v@a2) - 5 12
a) Vm[12;0] = TVM[12;0] = T =) =90 cm3/cm

b.1) Vm[12;11] = TVM[12;11] = van-vaz _

11 —12
2 2
(6+%) +36 (6+12—2) +36

5 11— 5 12 925,375 - 1080 s

= = = 154,625 cm>/cm
-1 -1
2
(6+3) +36

v -v@) ———5 1 5

b.2) Vm[1;0] = TVM[1;0] = =1 - =1 = 39,125 cm®/cm

h3 3h?
) V(h) :§+3h2 +36h - V'(h) =T+6h+36

2

V'(6) = +6.6+ 36 =855cm3/cm

Los dos primeros apartados no revisten mayor dificultad que la utilizacion de una
funcién que no depende del tiempo, lo que puede conllevar dificultades a los alumnos
que no hayan interiorizado bien el trabajar con estas funciones ya que son menos

intuitivas.

El Gltimo apartado requiere calcular la derivada, es de esperar que desarrollen la
expresion hasta obtener una funcion polindmica basica que saben derivar. Es posible
que alguno utilice la definicion formal, lo que conlleva un trabajo laborioso que puede

acarrear errores de céalculo.
Actividad 3.
Las respuestas correctas son:

a)f'(x) =12x2+2x—-7 - f'(0) = -7
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La pendiente de la recta tangente es -7 y en el punto (0,0) la recta coincide con la

funcion, asi:
y—yo=m(x—x0)—->y—-0=-7(x—-0) >y =-7x

Para saber el punto de corte con el eje X, basta resolver un sistema de dos ecuaciones y

dos incognitas:

y=-7x

y=20

Que da como resultado el punto (0,0).

b)f'(x) =12x2+2x -7 » f'(1)=12+2-7=7

La pendiente de la recta tangente es 7 y en el punto (1,-2) la recta coincide con la

funcion, asi
y—yo=m(x—x0)»>y—(-2)=7x—-1)»y=7x—-7-2=7x—-9

Para saber el punto de corte con el eje X, basta resolver un sistema de dos ecuaciones y

dos incognitas:

y=7x-9

y=0

Que da como resultado el punto (g, 0).

Los alumnos pueden tener errores al calcular la ecuacion de la recta si no reconocen el
punto de tangencia como punto de la recta que cumple la ecuacion de la funcién y/o si

han olvidado la expresion para calcular la recta.

Para las intersecciones, es posible que algunos alumnos resuelvan el problema

graficamente, lo que sera valorado del mismo modo que la resolucion analitica.
Actividad 4.
Las respuestas correctas son:

[+ —f@) _ \/x+h—\/§_1_ (Vx+h—+vx).(Vx+h++Vx)
h TR0 R = hod h(Vx t R+ V%) -

a)f'(x) = lim

x+h—x h 1 1 1 1
= lim = lim = lim =+ —=
h—0 h(\/x +h+\/x) h—0 h(\/x + h+\/x) h—0 (\/x+ h+\/x) Vx  Wx  2vVx
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1 1 x? — (x + h)?
pov o g+ —gx) . (x+h)?Z x2 . x2(x+h)?Z
570 = oy 0 <y BT -y ST
i xz—(x+h)2_l_ xz—x2—2xh—h2_l_ —2x—h —2x 2
TR0 haZ(x+ R)2  ho0 hxl(x+h)?2 hsox(x+ h)Z . x* | X3
1 1 2 2
AffW=-—F=7

N 9(3)=—§=—ﬁ

Es de esperar que recuerden la expresion analitica de la derivada y que sustituyan
correctamente la expresion de la funcion; asi mismo, es posible que cometan algun error
de célculo, especialmente al realizar el limite. Se valorara el procedimiento aunque el

resulta final no sea el correcto.

El ultimo apartado no reviste dificultad siempre que se haya encontrado la expresion

correcta.

Actividad 5.

Las respuestas correctas son:

fG) =R (x); glx) = g'(x); h(x) = f'(x); i(x) > i'(x)

Creo que los estudiantes relacionaran correctamente cada funcion con su funcion
derivada. Con respecto a los razonamientos se espera gque establezcan relaciones entre el
crecimiento-decrecimiento de la funcién y los valores positivos positivos-negativos de
la derivada, entre los maximos-minimos relativos y los puntos en que la derivada es

cero, etc.

IX.4 Criterios de evaluacion.

Actividad 1.

a) Utilizacion del algoritmo de la TVM para calcular la velocidad media (0,25 ptos.).
Resultado correcto en cada uno de los intervalos sin errores de calculo (0,125 ptos.).

b) Utilizacion de la definicion formal de la derivada de la funcién en un punto o calculo

directo de la funcion de la derivada (0,5 ptos.).
Resultado correcto en cada instante sin errores de célculo (0,25 ptos.).
Actividad 2.

a) Utilizacion del algoritmo de la TVM para calcular la velocidad media (0,125 ptos.).
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Resultado correcto sin errores de calculo (0,125 ptos.).
b) Utilizacion del algoritmo de la TVM para calcular la velocidad media (0,125 ptos.).
Resultado correcto en cada uno de los intervalos sin errores de calculo (0,125 ptos.).
c) Célculo de la funcion derivada mediante cualquier método (0,5 ptos.).
Resultado correcto en el instante sin errores de calculo (0,25 ptos.).
Actividad 3.
a) Calcular la funcion derivada de la funcién (0,25 ptos.).

Relacionar la derivada con la pendiente de la tangente y obtener su ecuacion en cada

caso (0,25 ptos.).
Resultados correctos en cada caso sin errores de calculo (0,125 ptos.).
b) Encontrar correctamente el punto de interseccion en cada caso pedido (0,25 ptos.).
Actividad 4.
Conocer y aplicar la definicion formal de la derivada en cada caso (0,25 ptos.).
Obtener la expresion correcta de la funcion derivada en cada caso (0,5 ptos.).

Correccion formal del procedimiento en cada caso (0,75 ptos.). Con errores de

calculo 0,5 ptos; con un error conceptual 0,25 ptos; con varios errores 0 ptos.

Obtener el valor correcto de la derivada en cada caso (0,25 ptos.). Si la expresion

utilizada es incorrecta pero el resulta es coherente, se otorgaran 0,125 ptos.
Actividad 5.
Cada relacion correctamente justificada valdra 0,5 ptos.

Si la justificacion es pobre, poco argumentada, aunque contiene algin fundamento

teorico 0,25 ptos.

Relacidn incorrecta, correcta sin justificacion y correcta con justificacion claramente

erronea 0 ptos.
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