ASCLEPIO. Revista de Historia de la Medicina y de la Ciencia
74(2), julio-diciembre 2022, p608

ISSN-L: 0210-4466
https://doi.org/10.3989/asclepio.2022.21

ESTUDIOS / STUDIES

EUCLIDES EN LA PRACTICA: UN TRATADO SOBRE EL FUNDAMENTO
Y LA CONSTRUCCION DE PANTOMETRAS EN EL SIGLO XVII ESPANOL

Elena Ausejo
Universidad de Zaragoza
E-mail: ichs@unizar.es
ORCID iD: https://orcid.org/0000-0003-3539-2457

Recibido: 23 marzo 2021; Aceptado: 4 mayo 2022; Publicado: 2 diciembre 2022

Cémo citar este articulo/Citation: Ausejo, Elena (2022) “Euclides en la practica: un tratado sobre el fundamento y la construccion de
pantémetras en el siglo XVII espafiol”, Asclepio, 74 (2): p608. https://doi.org/10.3989/asclepio.2022.21

RESUMEN: Apenas iniciado el siglo XVII, un matematico de la solvencia, consideracidn y difusion del jesuita Christoph Clavius (1537-1612)
comenzo su Geometria practica (Maguncia, 1606) con dos capitulos dedicados a la construccidn y uso de dos instrumentos matematicos.
Quedo asi incorporado al acervo matematico académico, ademas del cuadrante comun, un instrumento para dividir facilmente cualquier
recta en cualquier nimero de partes iguales o proporcionales que denomind Instrumentum Partium —posteriormente pantémetra—.
Este trabajo aborda un inédito manuscrito anénimo espafiol del siglo XVII sobre construccidon de pantdmetras, probablemente de
uso docente, desde el punto de vista de su contribucidon al desarrollo de la aritmetizacidn de la geometria mediante la consideracién
numérica de las magnitudes continuas en términos de cantidad. El texto fundamenta la operatividad instrumental de las pantometras
—superior al calculo aritmético en cuanto a economia de tiempo y errores— en el rigor geométrico clasico de los Elementos de Euclides,
especialmente el libro VI. No obstante, aborda el problema de la inconmensurabilidad desde un punto de vista practico, en términos
de aproximaciones con un margen de error sensorialmente imperceptible e irrelevante a efectos de aplicacion practica.

PALABRAS CLAVE: Instrumentos matematicos; Pantdmetras; Geometria Practica; Siglo XVII; Espafia.

EUCLID’S IN PRACTICE: A TREATISE ON FOUNDATION AND CONSTRUCTION
OF PANTOMETERS IN 17™ CENTURY SPAIN

ABSTRACT: At the beginning of the seventeenth century, the Jesuit Christoph Clavius (1537-1612) —a competent and well-known math-
ematician— began his Practical Geometry (Mainz, 1606) with two chapters devoted to the construction and use of two mathematical
instruments. Thus, in addition to the common quadrant, an instrument for easily dividing any line into any number of equal or propor-
tional parts, that he called Instrumentum Partium —later pantometer— became part of the academic mathematics teaching. This paper
looks at a 17th-century Spanish unpublished anonymous manuscript —probably a course—on the construction and use of sectors from
the viewpoint of its contribution to the development of the arithmetization of geometry by means of the numerical consideration of
continuous magnitudes as quantities. The author bases the instrumental operability of sectors —that surpassed geometric methods or
arithmetic calculations in terms of time and errors savings— on Euclid’s Elements, especially Book VI. As for incommensurability, the
reduction of incommensurable quantities to the nearest commensurable quantities is accepted, for it is possible without noticeably
error by the senses and irrelevant in practice.
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ELENA AUSEJO

1. INTRODUCCION

Tratado de la fabrica y uso de Las Pantometras es un
manuscrito anénimo de 89 hojas (28 x 20 cm.) datado
en el siglo XVII. El término Pantémetra, procedente del
griego pantés (todo) y métron (medida), define un ins-
trumento matematico, a saber, un compas de proporcidon
cuyas piernas llevan marcadas en sus dos caras diversas
escalas divididas en partes iguales o proporcionales. La
denominacién fue inicialmente acufiada como Regulae
Pantometrae —Reglas Pantometras en espaiiol (Coignet,
1618)%- por el flamenco Michiel Coignet (1549-1623)3,
que estuvo al servicio de la corte de los Habsburgo como
matematico e ingeniero de los Archiduques Alberto e
Isabel, gobernadores de los Paises Bajos meridionales
desde 1596 hasta el final de sus dias (Meskens, 2013,
pp. 18-21).

El autor se identifica como profesor aludiendo a
sus ensefianzas de perspectiva, anteriores a las de este
instrumento (Mss/9614, ff. 47r-47v). Se trata pues de un
texto docente que se estructura en tres partes claramen-
te diferenciadas —proemio y dos capitulos, el primero
dedicado a la construccion de las doce divisiones de las
pantdmetrasy el segundo al uso del instrumento—. Con
ello, el tratado va mas alld del ambito de los manuales
de uso comunes —destinados a los profesionales— que se
comercializaban junto con el instrumento sobre el que
versaban, en cuanto que incorpora la comprobacion de
la sélida fundamentacidn geométrica de las divisiones
de las pantdmetras, que justifica y valida la asimilacion
de la inconmensurabilidad con fines practicos.

La singularidad de este manuscrito reside en sus
contenidos matemadticos, que explican la graduacién de
las doce lineas del instrumento en términos euclideos
o arquimedianos, aritméticos o geométricos y también
trigonométricos. Se trata de contenidos ausentes de los
tratados sobre este tipo de instrumentos estudiados
hasta ahora. Por otra parte, el manuscrito proporciona
informacion que permite su datacién en la primera mitad
del siglo XVII (décadas de los afios 30 y 40) y su ubicacion
en el ambito de los jesuitas matematicos ibéricos que
trabajaron con las pantémetras de Coignet. De hecho,
Claude Richard, catedratico de matematicas en el Colegio
Imperial de la Compaiiia de Jesus en Madrid (1630-1664),
impartié en 1656 un curso titulado Tratado de la division
de las doce lineas rectas divididas de las pantometras
con el uso prdctico dellas en la geometria prdctica y
juntamente las demostraciones de esas divisiones y del
uso, que mejord y amplié el manuscrito de suanénimo
predecesor (Ausejo, 2022) .

Este trabajo analiza las tres secciones desde el punto
de vista de su contribucion al desarrollo de la aritme-

tizacion de la geometria mediante la consideracion
numeérica de las magnitudes continuas en términos de
cantidad. Se estudia la fundamentacion de la operatividad
instrumental de las pantémetras en el rigor geométrico
clasico de los Elementos de Euclides sin que ello impida
abordar el problema de la inconmensurabilidad desde un
punto de vista practico, en términos de aproximaciones
con un margen de error sensorialmente imperceptible
e irrelevante a efectos de aplicacidn practica.

2. PROEMIO

El Prohemio (sic) (Mss/9614, ff. 1r-4v) introduce el
instrumento remontandose al capitulo primero del primer
libro de la geometria practica de Clavio (Clavius, 1606, p.
5), que trata de la fabrica y uso del Instrumentum Partium
(fig. 1) para dividir facilmente cualquier recta en cualquier
numero de partes iguales o proporcionales entre si como
cualquier nimero dado a otro* (Mss/9614, f. 1r). Relata la
evolucién de este instrumento —al que se le afiadid otra
divisidn para dividir el circulo en partes iguales—, afirma
que su uso puede extenderse hallando otras divisiones
y concluye introduciendo las pantdmetras de Coignet
(fig. 2) —que datan de pocos Annos acd®—. También en

Figura 1: Instrumentum Partium (Clavius, 1606, p. 5)
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un segundo proemio, con el que se inicia el segundo
capitulo del tratado (Mss/9614, ff. 37r-38v), se reitera
la referencia a Clavio, se cita a Miguel Conette francés
como primer autor que incorpora las doce divisiones en
manuscritos de cuarenta y cinco proposiciones sobre su
uso y se menciona su impresién en Francia®.

Asi pues, el Proemio inicial continta con la descripcion
de la utilidad de las dos caras A/B, C/D de dos pares de
rectas pivotantes con doce escalas grabadas, esto es,
tres rectas igualmente graduadas en ambas piernas de
cada cara (fig. 2).

En ambas piernas de la primera cara del primer par
de reglas (A), la linea central esta divida en cien partes
iguales, la linea exterior —-marcada por un cuadrado
en su extremo final- sirve para aumentar y disminuir
cualquier figura plana y la linea interior —marcada por
un cubo en su extremo final- se utiliza para aumentar
y disminuir cualquier figura sélida (Mss/9614, ff. 1r-1v).

En la segunda cara del primer par de reglas (B), la
linea central representa la division de cualquier circulo
en grados’, la linea exterior sirve para transformar
cualquier poligono regular en otro de igual superficie
y la linea interior para inscribir en el circulo poligonos
regulares de hasta 20 lados (Mss/9614, f. 1v).

Figura 2: Pantémetras (Connette, 1626, p. 28)

En ambas piernas de la primera cara del segundo par
de reglas (C), la linea central proporciona los senos de
todo el primer cuadrante de grado en grado, la exterior
se usa para transformar cualquiera de los cinco poliedros
regulares en otro de igual volumen y la interior para
fabricar un cuerpo de un metal del mismo peso que otro
cuerpo de otro metal (Mss/9614, ff. 1v-2r).

Por ultimo, en la segunda cara del segundo par de
reglas (D), la linea central proporciona las tangentes de
cero a cuarenta y cinco grados, la exterior divide el drea
del semicirculo en partes iguales mediante rectas para-
lelasy la interior el volumen de la semiesfera mediante
planos paralelos (Mss/9614, ff. 2r-2v).

Seguidamente el autor declara expresamente que
estas son las pantdmetras que se fabrican en Flandes,
que son diferentes de las francesas —de las que se han
publicado algunos breves tratados sobre su uso—. También
alude al compas de proporcidon® como antecedente de
las pantdmetras, que le superan en precision debido al
desgaste de sus puntas (Mss/9614, ff. 2v, 37r).

En cuanto a la funcionalidad de las pantémetras, el
autor insiste en la posibilidad de incorporar nuevas divi-
siones especificas para diferentes aplicaciones matemati-
cas, entre las enumera una detallada serie: las divisiones
de las columnas en arquitectura; la representacién de
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las proporciones de las partes del cuerpo humano en
pintura y escultura; la division del monocordio para los
tonos de la musica; la proporcion de los movimientos de
los planetas y los diametros y distancias de sus orbes en
astronomia; la proporcion de los pies y leguas de dife-
rentes naciones en agrimensura, geografia y cartografia
terrestre y nautica; las proporciones de las fortificaciones
militares; los angulos de refraccion de diferentes medios
transparentesy los grados de las lentes de los telescopios
en didptrica (Mss/9614, ff. 2v-3r)°.

Por otra parte, el autor argumenta que el uso de las
pantometras facilita y abrevia la operativa aritmética, con
el consecuente ahorro de tiempo y disminucién de errores
de calculo. Adicionalmente, anuncia que las operaciones
con pantdmetras son validas para cualquier tamano y
cualquier unidad de medida (Mss/9614, ff. 3r-3v).

No obstante, en el proemio del segundo capitulo
(Mss/9614, ff. 37r-37v) distingue los usos que son igual
o0 mas facilmente practicables sin pantémetras que con
ellas —como el trazado del circulo— de los que se hacen
mas facilmente mediante pantdémetras —como las sec-
ciones coénicas, en particular el trazado de la parabola—,
siendo Unicamente estos ultimos los que el autor ha
decidido tratar™.

Por ultimo, el Proemio aborda el fundamento geomé-
trico de las pantdmetras (Mss/9614, ff. 3v-4v), que sitla
en la proposicidn cuarta del libro sexto de los Elementos
de Euclides (E/s.V1.4)', con lo cual sefiala que la panto-
metra es un instrumento de medicion para ser utilizado
en calculos de ratios y proporciones. Introduce ademas
el concepto de lados —y dngulos— correspondientes —que
los geémetras llaman homdlogos—, un concepto clave
para el fundamento de las pantémetras. Esta proposi-
cién, de uso frecuente en todo el libro sexto, implica
que los tridngulos equiangulos son semejantes y que
los tridngulos semejantes a un mismo triangulo son
semejantes entre si —un resultado que es ampliable a
cualquier figura rectilinea—.

Finalmente se ilustra la operativa de la pantdémetra
con un ejemplo, en el que dado un cuadrado de lado DE
se construye otro cuadrado de lado DH tal que DE?:DH?
=36:12, abriendo la pantdmetra hasta que el segmento
DE pueda ser trasladado con el compas —preferible a
una regla— de modo que encaje entre los numeros 36
de lalinea de los planos (Ao); seguidamente, sin mover
la pantémetra, se toma la distancia entre los nimeros
12 de la linea de los planos, que sera el segmento DH
buscado, puesto que los triangulos D, AE, D, ,AH son
isdsceles, luego sus bases D,E DH —las imaginarias
rectas transversales— son paralelas y los triangulos
semejantest?.

No obstante, en el proemio del segundo capitulo
(Mss/9614, ff. 38r-38v) insiste en la fundamentacidn
geométrica de la operativa de las pantometras susten-
tandola primordialmente en la aplicacién de (E/s.VI.12)%,
que ensefia a hallar una cuarta proporcional a tres rectas
dadas —siempre que se haga en lineas o en cualquier
otra cantidad que tenga la proporcion de numero a
numero—, con lo cual se refuerza la consideracién de la
pantémetra como un instrumento de medicidn para ser
utilizado en célculos de proporciones.

3. LA FABRICA Y USO DE LAS DOCE DIVISIONES DE
LAS PANTOMETRAS

Comienza el primer capitulo (Mss/9614, ff. 4v-6r)
presentando una clasificacién de los diferentes tipos de
divisiones que contienen las pantémetras directamente
relacionada con su precision. Son divisiones geométricas
las dos primeras, esto es, la linea de partes iguales A, |
y la linea de los planos Ao, ambas graduadas mediante
construcciones geométricas ortodoxamente euclidianas.
Son divisiones mecanicas la linea de los sélidos Aay casi
todas las relativas al circulo —a falta de pruebas geométri-
cas para la division de la circunferencia en partes iguales—.
Y son divisiones fisicas las que dependen de experiencias
fisicas, como la division de los metales (C,_)*.

Seguidamente se expone una serie de cuestiones
comunes a todas las divisiones de las pantdmetras, que
se inicia indicando cémo suplir la falta de pantdometras:
con solo tener la divisidn de la recta, quien tuviera las
tablas de las demas divisiones puede suplir la falta de
pantdmetras operando aritméticamente®.

Por otra parte, se aclara que las pantdometras estan
disefiadas para trabajar con cantidades conmensurables,
en proporcion de nimero a numero, sin que sea posible
aumentar o disminuir una linea en una proporcién incon-
mensurable —de hecho no es necesario en la practica—.
Sin embargo, si es posible reducir cantidades inconmen-
surables a sus conmensurables mas préximas sin que
en la practica se aprecie diferencia sensible alguna®®.

A mayor abundamiento, en el proemio del segundo
capitulo (Mss/9614, f. 37v) se indica que en caso de
que haya que dividir una linea recta en partes de un
numero dado que tenga una fraccion junta se debe
reducir el nimero con su fraccién a un numero entero
por regla aritmética®’. También se considera la posibi-
lidad de que haya que tomar una distancia transversal
mayor o menor que la apertura maxima o minima de
la pantdmetra, que se resuelve tomando una porcién
entera o un multiplo entero de la distancia en cuestion
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Figura 3: (E/s.VI.10)

y multiplicando o dividiendo el resultado obtenido por
la porcién o multiplo utilizado.

También se especifica que todas las divisiones par-
ten del pivote central y suelen tener la misma longitud
—una cualidad que el autor no considera necesaria, sino
conveniente—'2,

Finalmente explica cdmo aumentar o reducir pro-
porcionalmente una linea graduada si la longitud de
la linea a ajustar no difiere mucho de la graduada (Els.
VI.10) (fig. 3), mediante un sencillo método geométrico
en caso contrario (fig. 4).

3.1. DIVISIONES GEOMETRICAS

La division de la linea de partes iguales A, se ensefia
en (Els.V1.10)* (Mss/9614, f. 7r), de modo que las apor-
taciones mas relevantes de esta division se encuentra en
los nueve problemas resueltos en el segundo capitulo
(Mss/9614, ff. 38r-45v).

En el primero se hallan dos lineas que tengan entre
si la proporcion de dos numeros dados, detallando el
procedimiento para cualquier combinacion de nimeros

Figura 5: Reconstruccién (Mss/9614, f. 7r)

AL AN

Figura 4: Reconstruccion (Mss/9614, f. 6r)

menores o mayores que cien, enteros, fraccionarios o
mixtos.

El segundo problema muestra el uso de la pantéme-
tra para resolver geométricamente una regla de tres—o
cuarta proporcional (E/s.VI.12)— para convertir cualquier
proporcién entre lineas en fracciones decimales?, una
aplicacién importante a dos siglos de distancia del sis-
tema métrico decimal.

Los cinco ultimos problemas muestran el aumento
y disminucién de las lineas y su divisidén en cualquier
proporcién de numero a numero.

Finaliza la primera divisién de la pantémetra con
una afirmacién taxativa de su utilidad para reducir los
numeros a lineas y al revés, las lineas a numeros, una
convergencia de aritmética y geometria instrumentalizada
con fines précticos (Mss/9614, f. 45v).

La division de la linea de los planos Ag, para aumen-
tar y disminuir figuras planas en cualquier proporcién
o construir una figura plana semejante a otra en una
proporcion dada (Mss/9614, ff. 7r-10r), se sustenta en

Vn (P
VA,
7 ><
/ N
i i - -l‘-""u
! e
4 e
/ S
A 1 1AB 248 IAB 4AR . C

Figura 6: Reconstruccién (Mss/9614, f. 7r)
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(Els.VI1.20). Se introduce mostrando la triplicacién de una
figura ABC —un tridngulo— con una construccién apenas
esbozada (fig. 5), aunque el autor evoca (E/s.VI.18) para
sustentar la triplicacién buscada?2.

Seguidamente se plantea la divisiéon de una linea de
modo que las figuras planas que se tracen sobre ella se
excedan en proporcién aritmética de la sucesion de los
ndmeros naturales —sesenta y cinco divisiones para se-
sentay cuatro figuras—. Para ello, se trazan semicirculos
desde A con didmetro n.AB que cortan la perpendicular
BP en v/n(1<n<64), de manera que BP ?=AB,nAB=n,AB’
(fig. 6)%.

Alternativamente, se obtiene la multiplicacion del
lado de la figura AB por la sucesién de los nimeros
naturales sin trazar los circulos?: trazando una recta
BP perpendicular a AB, sefialando en ella el segmento
BD=BA y el segmento BE igual a la diagonal AD se ob-
tiene que BE es el lado de 2(AB)?%; el proceso continua
marcando BF igual a la diagonal AE, donde BF resulta
ser el lado de 3(AB)?, y asi sucesivamente hasta 64.
Cada diagonal es una hipotenusa, el lado homdlogo de
la figura semejante —dispuesta en angulo recto— igual
a la suma de las figuras precedentes.

No obstante, defiende a continuacion como método
mas seguro el uso de la Tabla para la division de los Pla-
nos en las Pantometras —para la que reserva el folio 9v
en blanco—, con dos géneros de numeros: los primeros
contienen la serie natural del 1 al 100y los segundos las
raices de los cuadrados que se van excediendo en propor-
cion aritmética®, advirtiendo que la tabla completa se
ajusta de manera que (1000)2=100(100)?, considerando

Figura 7: Reconstruccion (Mss/9614, f. 11v)

(141)2=19881@2(100)? y (173)2=29929@3(100)? —de
modo que el cuadrado de lado 141 dobla al cuadrado de
lado 100—-. Alude entonces al problema de la inconmen-
surabilidad como causa de la inexactitud de las tablas
numeéricas frente a las construcciones geométricas, si
bien defiende la bondad de sus aproximaciones, con un
margen de error sensorialmente imperceptible que basta
en cualquier materia prdctica (Mss/9614, ff. 45v-51r)2.

Siete proposiciones explican el uso de esta division
—como ya se venia haciendo en los anteriores tratados de
uso del instrumento— en el segundo capitulo?” (Mss/9614,
ff. 38r-45v). No obstante, la primera de ellas —proposicion
décima-— es original, pues menciona expresamente la
aplicabilidad de esta division a las figuras comprendidas
entre lineas curvas o mixtilineas, si bien solo detalla el
procedimiento para elipses y para segmentos circulares,
hipérbolas, pardbolas y elipses?.

3.2. DIVISIONES MECANICAS

La primera de estas divisiones es la linea de los
solidos Ao para aumentar y disminuir figuras sélidas
en cualquier proporcidén o construir una figura sdlida
semejante a otra en una proporcion dada (Mss/9614,
ff. 10r-15r), se presenta como un célebre problema
geométrico no resuelto, que se funda en la busqueda
de dos medias proporcionales a dos lineas dadas, cuyo
origen ha sido relatado por Vitrubio en el décimo libro
de su arquitectura y por Diégenes Laercio en su vida de
Euclides. Entre los grandes autores clasicos y modernos
que han hallado soluciones a este problema, todas ellas
mecanicas, cita a Eutocio Ascalonita en sus Comenta-
rios sobre el libro segundo de Arquimedes De Sphera

Figura 8: (Clavius, 1606, p. 268)
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y cilindro, Papo Alexandrino al principio del libro 32 de
las Collectiones y Clavio en la proposicién decimoquinta
del libro sexto de su Geometria Practica.

De entre todas las soluciones propuestas en estas
fuentes expone la que considera mas facil y acomodada
a la fdbrica, a saber, una variacién de la propuesta por
Filon de Bizancio (Clavius, 1606, pp. 267-268), tomada
de entre los métodos recogidos por Clavio (Clavius,
1606, pp. 266-272)%.

Esta solucién demuestra que HF y DG son medias pro-
porcionales entre CDy CF, puesto que {2 == = 22 (fig. 7).

Seguidamente, para resolver la triplicacion del cubo,
aplica el procedimiento ya expuesto a un rectangulo
(fig. 7) en el que el lado de la altura CF sea el lado del
cubo que se quiera triplicar y el lado de la base CD sea
el triple del lado de la altura (CD=3CF). Hallando las
dos medias proporcionales HF y DG entre CF y CD se
tendra % = % = % , de donde resulta® 3(CD)3=HF3, o
sea, que HF es el lado del cubo que triplica el volumen
del cubo de lado CF.

Afade que esta proposicién se funda es un teorema
geométrico que dice que los cuerpos semejantes tienen
la proporcion triplicada de sus lados homdlogos como lo
demuestra Euclides en particular en las piramides, para-
lelepipedos, conos, cilindros y globos, pero es universal
en todos los cuerpos y semejantes (Els.XI1.8.Cor., X1.33,
X1.37, X11.11, X11.12, X11.13, XI1.14, X1.17.Cor., XI1.18).

Bajo este supuesto —dice— es facil dividir una linea
de tal manera que las figuras solidas construidas sobre
ella—desde su inicio hasta cada division—se excedan en
proporcion aritmética de la sucesién de los nimeros
naturales. No obstante, como quiera que la construccion
de esta division mediante el cdlculo de las dos medias
proporcionales es larga y dificil, proporciona a continua-
cién algunas observaciones y practicas para facilitarla®!:

Hallar las continuas proporcionales tercera, cuarta,
quinta, etc., a los lados inicial y duplicado, a fin de cua-
druplicar, octuplicar el sélido, y asi en proporcion doble
(16, 32, 64, etc.); siguense las continuas proporcionales
alos lados inicial y triplicado, que permitiran multiplicar
un solido por 9, 27, 81, etc. De este modo se obtienen
las lineas para todos los nimeros no primos. Adicional-
mente, deja espacio para transcribir una Tabla para la
division de los sdlidos en las pantometras analoga a la
presentada al final de la division segunda.

Cuatro proposiciones explican el uso de esta division
en el segundo capitulo (Mss/9614, ff. 51v-55v), entre las
que destaca la primera —proposicion decimoséptima-—,
que ensefia a construir —en tres pasos— paralelogramos

proporcionales dados dos lados de la base y la altura.
Para pirdmides, conos, cilindros, esferas y conoides se
toma eje, altura, diametro o lado de la base para hallar
el nuevo eje, altura, diametro o lado de la base. Natural-
mente, la vigésima —y Ultima— proposicién (Mss/9614,
ff. 51v-55r) muestra el procedimiento para hallar dos
lineas proporcionales entre dos lineas dadas®.

3.2.1. EL USO DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LAS
DIVISIONES MECANICAS

Explicadas las divisiones de la cara A se aborda la cara
B comenzando con la division cuarta B, para dividir el
circulo en sus grados (Mss/9614, ff. 15v-17v). El autor
expone que la mayoria de las operaciones geométricas
dependen de los angulos —como muestran los instru-
mentos geométricos y cosmograficos—, cuya medida
propia son los arcos de circulo comprendidos entre las
dos lineas rectas®. Por ello, esta division del circulo y sus
arcos en partes iguales es la mas usada, pues las divisio-
nes proporcionales solo son factibles mediante curvas
como la espiral, la cuadratriz, etc., como puede verse en
(Clavius, 1591, pp. 349-359). Lamenta el autor que para
la divisidn del circulo se eligiera un sistema posicional
sexagesimal —que genera divisiones mecanicas—en lugar
de optar por una sucesién geométrica de razén %.

En cualquier caso, como la divisidn del circulo en
sus grados es conocida, la construccién de la linea de
la pantdmetra se obtiene sobre un semicirculo con dia-
metro AB dividido en arcos de grado en grado, trazando
con un compas arcos de circulo con centro en A desde
la circunferencia a su diametro34. Las divisiones del
diametro resultantes seialan la longitud de las cuerdas
de los respectivos grados —hasta 72° en las pantémetras
flamencas, hasta 180° en las francesas—*, por lo que
concluye ofreciendo para la division de la linea una Tabla
para la division de los grados —para la que reserva la
mayor parte del folio 17v en blanco— que es una tabla
de senos de medio en medio grado, porque los mismos
numeros vienen a corresponder a las cuerdas de todos
los grados del semicirculo®.

Entre las tres proposiciones sobre el uso de esta
division en el segundo capitulo (Mss/9614, ff. 55r-61r)
destaca la ultima —proposicidn vigesimotercera—, que
ensefia a construir un cuadrante de circulo en el que se
puedan tomar cualesquiera grados y minutos®.

Seguidamente se plantea la divisién quinta para
inscribir en el circulo cualquier figura regular, concre-
tamente los poligonos regulares de tres a veinte lados
(Mss/9614, ff. 17v-19r)%, un problema resuelto para
el tridngulo (Els.IV.5), el cuadrado (E/s.IV.6), el penta-
gono (Els.IV.11), el hexagono (Els.IV.15) y el poligono
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de quince lados (E/s.1V.16), asi como para los poligonos
cuyo numero de lados duplica el numero de lados de
un poligono regular (Els.I11.30).

No obstante, la construccién de los poligonos de siete,
nueve, once, trece, diecisiete y diecinueve requiere dividir
el circulo mecanicamente, o bien mediante lineas curvas
—como la espiral o la cuadratriz—*°. Alternativamente, cabe
hallar los grados y minutos del arco de circulo subtenso
por el lado del poligono en cuestién —dividiendo los 360°
grados del circulo por el numero de lados del poligono—-y
obtener el lado correspondiente duplicando el seno de
la mitad del arco —usando la Tabla para la division de los
grados dada en la anterior division—, con lo que obtendra
la cuerda del arco de circulo subtenso por el lado del po-
ligono en cuestion. Hecho esto, la graduacion de la linea
de la pantémetra se obtiene sobre el diametro A de un
circulo trazando con un compads los arcos de circulo con
centro en A desde la circunferencia a este diametro, que
sefialan la longitud de los lados de los correspondientes
poligonos (fig. 9). Finalmente, concluye presentando estos
lados en una ausente Tabla Para las Figuras Regulares
inscriptas en el Circulo —para la que reserva la mitad del
folio 18v en blanco—*°.

Figura 9: Reconstruccion (Mss/9614, f. 18v)

La explicacién de las divisiones de la cara B de la pan-
témetra concluye con la division sexta B, para transformar
cualquier poligono regular en otro de igual superficie
(Mss/9614, ff. 19r-21r) hallando los lados de las figuras
planas regulares cuyas areas sean todas iguales entre
si sobre la base de (E/s.VI.25), si bien opta por exponer

un método mas acomodado a la practica que requiere
menos operaciones.

A tal efecto utiliza la figura construida para la anterior
(fig. 9), afiadiendo en el didametro vertical las marcas de
las perpendiculares al mismo trazadas desde los vértices
de los poligonos inscritos, de modo que los cuadrados de
los lados de dichos poligonos —que son cuerdas trazadas
desde A—son entre si como los segmentos determinados
por las perpendiculares trazadas sobre el diametro, lo
que permite convertir cualquier figura regular en otra
de igual area, en particular con referencia al triangulo
equilatero de partida**. No obstante, para la divisién de
la pantdmetra recurre a una tabla —para la que reserva
espacio en el folio 21r—en la que toma —también de la
anterior tabla— los arcos subtensos de los lados de las
figuras regulares en el circulo de la divisién anterior.

Sea como fuere, como el lado del tridangulo equi-
latero inicial es la cuerda de 120° —173 para un radio
dividido en cien partes iguales—, su area ﬁ(173)2
permite hallar el radio del circulo isométrico4,%3 e
64.24, siendo 128.48 el diametro a sefalar en la division
B, con el simbolo 0-*2. También se sabia en geometria
practica que la media proporcional entre el radio de este
circuloy su semicircunferencia (,/n(64.24)? =113.86)era
el lado del cuadrado isométrico®. Adicionalmente, era
posible encontrar inspiracion en (E/s.I11.25) para abordar
desde una perspectiva trigonométrica los segmentos
de un circulo, donde el drea del triangulo es 2r? (1/2)
sen (a/2) cos (a/2). Por otra parte, el area de cualquier
poligono regular de n lados inscrito en un circulo es n
veces la mitad del producto del perimetro por la apotema,
de modo que el lado del poligono de igual superficie es
la cuerda de su angulo central para el radio r que hace

que su area —(n/2) r* sen 3 _sea igual a la del circulo
. s . n
isométrico.

Entre las cuatro proposiciones sobre el uso de esta
divisién en el segundo capitulo (Mss/9614, ff. 62r-64r)
destacan la vigesimoséptima y la vigesimoctava, que
explican el uso de la marca de cruz griega sefialada en
la division de la linea de partes iguales A debajo del
numero cincuenta y siete (fig. 2), donde siempre que el
radio de circulo se ajuste en el intervalo entre las cruces,
los intervalos entre nimeros iguales marcaran la longitud
del arco de dichos numeros o grados.

Aunque el autor no explica el fundamento de esta
marca, es claro que se basa en la proposicidn tercera
de la Medida del circulo de Arquimedes (Heath, 1897,
p. 93) tomando la razén de la circunferencia a su dia-
metro como 22 a7 (=3 % ), de forma que la razdn
del didmetro a la circunferencia es como 7 a 22 (Els.V.7
Corol.). Para una recta dividida en 360 partes iguales el
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diametro del circulo dado es 114 % partes de las 360,

y el radio del circulo cuya semicircunferencia es una
recta dividida en 180 partes iguales es 57 % (Els.v.11,
V.15). Marcando la cruz en 57 % en ambas lineas A,
donde 60 es la tercera parte de la semicircunferencia y
la sexta parte de la circunferencia cuyo radio es 57 % .
Por tanto, la linea A estd dividida proporcionalmente
en +y 60 como el radio del circulo a la sexta parte de
su circunferencia. Analogamente se tiene que 72 es la
quinta parte de la circunferencia, 45 la octava, 40 la
novena, 36 la décima, etc. Este era un logro de gran
interés, dado que la medicidn de longitudes de arcos era
necesaria para la construccién de segmentos circulares
en la practica geométrica.

Explicadas las tres divisiones de la cara B de la pan-
tdmetra, se aborda la cara C de la segunda pantémetra
comenzando con la division séptima de los senos hasta
90° (C,,) anunciada en la division cuarta (B ) (Mss/9614,
ff. 21r-22r). De ella dice el autor que se trata de una
divisién conocida y facil pero no de menos uso en una
infinidad de problemas en cualquier parte de las mate-
maticas. Explica la graduacion de esta séptima division
sobre una recta AB vertical trazando un semicirculo de
centro B y radio BA que es el didmetro del semicirculo
CAD —puesto que CD es una recta horizontal perpendi-
cular a AB que pasa por B—. Dividiendo este semicirculo
en 180°, las rectas paralelas al didametro CD trazadas de
grado en grado sefialan sobre el radio AB las longitudes
de los senos de 1° a 90°. Alternativamente se remite
a las longitudes de los nimeros pares de la tabla de
cuerdasenB_.

De las nueve proposiciones sobre el uso de esta
divisién en el segundo capitulo (Mss/9614, ff. 64r-67v)
las cinco Ultimas estan dedicadas a la resolucién de
triangulos. Las anteriores ensefian el manejo de la pan-
tometra como alternativa a las tablas de senos y cuerdas,
pero destacan en particular las proposiciones trigésimo
primera y trigésimo tercera, que muestran mediante
angulos complementarios las relaciones del verseno y
la tangente con el seno* —que utilizard mas adelante—.

La novena division exterior (C,) se usa para transfor-
mar cualquiera de los cinco poliedros regulares en otro
de igual volumen (Mss/9614, ff. 27v-30v), en la que se
trata de hallar los lados de los cuerpos regulares cuyos
volimenes son iguales entre si. Para ello se basa en
(Els. X1l Props.13-18), que ademas de construir los cinco
sélidos platénicos inscritos en una esfera muestran las
proporciones entre el cuadrado del diametro de dicha
esferay los cuadrados de las aristas de estos poliedros.
Con esta informacion obtiene las aristas de los cinco
poliedros regulares, calcula sus volimenes para una

esfera de 329 partes basandose en Clavio (Clavius, 1591,
XV.32; Clavius, 1606, pp. 210-218) y presenta una tabla
de los lados de estos volumenes reducidas a cubos, a
la que afiade el volumen de la esfera en la que se ins-
criben multiplicando la tercera parte del semididmetro
por toda la superficie de dicha esfera*, cuya raiz ctbica
es 265. Por ultimo, calcula los lados de los volimenes
tabulados reducidos a un cubo de lado 1000 partes de
manera que todos sus volimenes sean iguales entre
si*6, Desafortunadamente, de nuevo reserva espacio en
el folio 30r para una ausente tabla de los lados de los
cuerpos iguales a un cubo dado.

Finalmente se aborda la cara D de la segunda pan-
témetra comenzando con la division décima de las
tangentes hasta 45° (DTang) (Mss/9614, ff. 30v-32r), que
el autor califica como muy conocida, facil y de gran
uso en matematicas. Si bien no es posible poner todas
las tangentes en las pantémetras —porque crecen en
infinito—, basta con sefialarlas hasta 45° para hallar las
siguientes (Mss/9614, f. 82v).

Aunque es posible obtener las tangentes operando
con la divisién de los senos (C,, ) —como se ha explicado
en la nota 44—, es mas practico disponer de una division
propia, que pasa a exponer (fig. 10).

Figura 10: Reconstruccién (Mss/9614, f. 31v)

Siendo AB la linea de la pantémetra a graduar, se
traza la perpendicular AC de igual longitud, un cuadrante
de circulo AED con centro en Cy la hipotenusa CB —que
divide en el punto E el arco AD del cuadrante en dos
partes iguales—. Dividiendo el arco AE en sus 45° iguales
y trazando desde C rectas hasta AB que pasen por cada
uno de los grados previamente sefalados, las intersec-
ciones marcadas por estas rectas dividen la recta AB en
las tangentes de 0 a 45°. Finalmente, se deja espacio en
el folio 32v para una ausente Tabla para las Tangentes
de 1° a 45°, en la que recomienda incluir las tangentes
de 30 en 30 minutos.
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En cuanto al uso de esta divisién (Mss/9614, ff.
82r-85v), ensefia el manejo de esta linea para la deter-
minacion de los angulos agudos de un angulo recto y
concluye con la construccion de relojes horizontales y
verticales —proposiciones cuadragésimo cuarta y quinta—.

La undécima divisién (D) (Mss/9614, ff. 32v-35r)
transciende el dmbito euclidiano, entrando en terreno
arquimediano con la divisién del area del circulo en
partes iguales mediante rectas paralelas. Nuevamente
la ausencia de graficos y tabla imposibilita una recons-
truccidn cierta. No obstante, el calculo de longitudes y
senos de los arcos y el uso de la sagita (Mss/9614, f. 86)
como lado homdlogo muestran que conoce el procedi-
miento para hallar el drea del segmento circular como
la diferencia entre el drea del sector circular y el area
del tridngulo cuya base es la cuerda del arco (Coignet,
1626, pp. 30-31)%.

La duodécima divisién (D) (Mss/9614, ff. 35r-36v)
trata la divisién de la esfera en partes iguales mediante
planos paralelos de manera igualmente oscura. No obs-
tante, (Coignet, 1626, pp. 52-54), muestra como la altura
del casquete esférico es el lado homélogo con el que se
gradua la divisidn, una vez hallado el radio de la esfera.

4. CONCLUSIONES

Este manuscrito —que pudiera ser una copia al dicta-
do de un curso—trata de la construccion y el uso de las
pantémetras, un instrumento que no solo simplificaba
y abreviaba las construcciones geométricas y las opera-
ciones aritméticas, sino que ademads era especialmente
apropiado para el manejo de razones y proporciones en
una amplia gama de objetos geométricos de una a tres
dimensiones —independientemente de su tamafio y del
sistema métrico en uso—.

El capitulo dedicado a la construccién desvela la gra-
duacion de las doce lineas del instrumento centrandose
en la verificacion de su fundamento matematico, a fin
de validar la fiabilidad de su uso, particularmente en los
problemas cuyo tratamiento pantométrico agiliza la ob-
tencion de la solucidn. No obstante, mas que demostrar
detalladamente las graduaciones de las lineas, el autor
las justifica, en términos euclideos o arquimedianos,
aritméticos o geométricos y también trigonométricos.

Con ello el autor se ubica en la estela de Clavio,
no solo por remitirse a su Instrumentum Partium para
presentar las pantdmetras, sino también por aceptar
la reduccion de cantidades inconmensurables a sus

conmensurables mas préximas sin que en la practica se
aprecie diferencia sensible alguna. Igualmente atribuye
a la inconmensurabilidad la inexactitud de las tablas
numeéricas frente a las construcciones geométricas, si
bien defiende la bondad de sus aproximaciones, con un
margen de error sensorialmente imperceptible que basta
en cualquier materia prdctica —del mismo modo que
Regiomontano valora la obtencidn de una aproximacion
numérica cuando no es posible hallar la cantidad exacta—.
A mayor abundamiento, destaca en las pantdmetras su
utilidad para reducir los nimeros a lineas y las lineas a
numeros, en consonancia con Regiomontano y Clavio en
cuanto a la consideracién de las magnitudes geométricas
en términos numéricos. En conjunto, las pantdmetras
representaban una convergencia de aritmética, geometria
y trigonometria, instrumentalizada con fines practicos,
que contribuyd al proceso de asimilacion de la incon-
mensurabilidad. De hecho, la consideracién numérica
de las magnitudes continuas como cantidades no fue
ajena al despertar de la geometria cartesiana.

Ciertamente el uso de las pantémetras no era espe-
cialmente dificil, pues consistia en abrir las piernas del
instrumento, tomar la distancia desde el pivote a un punto
de una de las tres lineas y tomar la longitud del intervalo
entre dicho punto y el correspondiente en la misma linea
de la otra pierna (Drake, 1978, p. 11). No obstante, el uso
correcto del instrumento requeria la comprension de los
resultados proporcionados por cada linea y la asimilacién
de una serie de conceptos basicos: tridngulos equidngu-
los, semejanza, lados homologos y la definicion de una
magnitud como una parte —o partes— de otra magnitud.
A tal efecto tiene sentido este pionero tratado docente.

Las pantdmetras fueron aprobadas por los matema-
ticos y apreciadas por los profesionales de diferentes
ambitos durante casi doscientos afios, hasta final del
siglo XVIII.
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NOTAS

1

(o]

10

11

Se conserva en la Biblioteca Nacional de Espafia con signatura
MSS/9614 y se encuentra disponible en la Biblioteca Digital
Hispanica, [consultado el 22/03/2021). En lo sucesivo se utilizara
(Mss/9614) en las referencias a este tratado.

Coignet, Michiel (1618), El uso de las doze divisiones
geometricas, puestas en las dos reglas pantometras, Manuscrito
B 264708, Collectie Stad Antwerpen, Erfgoedbibliotheek
Hendrik Conscience, [en linea], disponible en: https://
dams.antwerpen.be/asset/ijFikole8gDjEXYeWfOwhqBQ/
j2hLXDNnMXnKNPQZiggcGtmuY, [consultado el 22/03/2021].
Para su biografia cientifica completa y sus pantémetras véase
especialmente (Meskens, 2013, pp. 14-21, 113-137). Sunombre
fue ligeramente modificado en las traducciones y ediciones de
sus manuscritos e impresos, por ejemplo (Connette, 1626).
La referencia a Clavio como inventor del instrumento sugiere que
el autor del tratado podria situarse en el dmbito de los jesuitas
matematicos ibéricos que trabajaron con las pantometras de
Coignet, entre los que se encuentra Joannes della Faille (1597-
1652) (Meskens, 2013, pp. 136-137).

Esta referencia cronoldgica a las pantdémetras de Coignet
sugiere una datacion del texto en las décadas de los afios 30
y 40 del siglo XVII, habida cuenta de que, tras el fallecimiento
de Coignet, PG.S. Mathematicien publicé un libro (Connette,
1626) que contiene la traduccion al francés de alguno de los
manuscritos de Coignet sobre pantémetras junto con la tra-
duccién del italiano al francés de alguno de sus manuscritos
sobre el compas de Fabrizio Mordente, que en ambos casos
habian circulado en diferentes idiomas desde el principio del
siglo (Meskens, 2013, p. 231), por ejemplo (Coignet, 1618) y
L'uso del compasso di Fabricio Mordenti di Salerno mathematico
del serenissimo Principe Alessandro Farnese Duca di Parma,
composto per Micaelo Coignetto: propositioni geometriche
cavate dalli primi sei libri delli elementi d’Euclide, Manuscrito
MSS/19709/32, Biblioteca Nacional de Espafia, [en linea], dis-
ponible en: Biblioteca Digital Hispdnica. Por otra parte, desde
el principio del tratado la ortografia del texto sugiere un autor
0 amanuense no hispano.

El manuscrito (Coignet, 1618) se ajusta a esta descripcion y el
impreso en Francia a (Connette, 1626).

Medidos por sus cuerdas, como se vera mas adelante.

De Fabrizio Mordente (Camerota, 2000).

Por ejemplo (Coignet, 1618, ff. 23r-24r) y (Connette, 1626, pp.
77-90) usan las pantdmetras respectivamente en cartografiay
astronomia. (Zaragoza, 1675, Ldmina |, pp. 3 y 16) muestra una
pantometra militar con las divisiones exteriores especificamente
destinadas a partes esenciales de la fortificacion —lados de la
fortificacion y semigola—.

La referencia al trazado de la elipse es particularmente intere-
sante, dado que se conserva un manual manuscrito sobre el uso
de las pantémetras de Coignet con notas de Della Faille sobre
la construccion de elipses, que son interpretables en términos
de ecuaciones paramétricas (Meskens, 2005, p. 66). El autor del
tratado podria situarse en el ambito de los discipulos de Della
Faille y pudiera ser una copia al dictado de las clases impartidas.
(Els.V1.4) demuestra que en tridngulos equiangulos —cuyos
angulos correspondientes son iguales— no necesariamente
equildteros los lados que comprenden angulos iguales son
proporcionales y los lados que subtienden angulos iguales
son correspondientes. Para los Elementos de Euclides se utiliza
(Heath, 1956) en la versién de (Joyce, 1998).

12

13

14

15

16

17

18

Curiosamente esta ilustracion omite cualquier referencia a los
conceptos previamente mencionados —triangulos equiangulos,
angulos iguales—; de hecho, ni tan siquiera menciona que los
triangulos estan en posicion de Tales. El texto deja ademds media
pagina vacia (Mss/9614, f. 4r) para la ilustracion del ejemplo, un
vacio que se repite en lo sucesivo en toda la obra, dificultando
la reconstruccion grafica del texto. En cuanto a la redaccion, el
texto es totalmente retdrico, no usa simbolos matematicos para
razones ni proporciones de magnitudes. Nétese que usamos los
subindices de las letras mayusculas para sefialar en que punto
de la graduacidn de la linea finalizan los segmentos.

En el texto se menciona (E/s.VI.14), que es una errata, pues
la redaccidn corresponde a (E/s.VI.12). Notese que Descartes
aplico esta proposicion a tres segmentos de longitud 1, ay b
para obtener como resultado el producto de a por b (Descartes,
1637, p. 298).

La division octava —interior en la cara C—es la Unica division fisica
de la pantometra (Mss/9614, ff. 22r-27r), donde sefiala —en
latin—los siguientes metales y no metales: Aurum, Plflumbum],
Ar[gentum], Cu[prum], Fer[rum], Stlannum], Mar[mor]y Pet[ra]
(fig. 2). Mediante prismas rectos rectangulares de igual altura y
peso de cada uno de estos materiales es posible graduar esta
division (C, ) sumergiendo cada uno de ellos en un recipiente de
agua hasta su superficie superior, de manera que los intervalos
entre los pares de puntos sefialados dan los didmetros de las
esferas —o los lados homdlogos de otros sélidos— del mismo
peso y semejantes entre si. Por Ultimo, presenta una tabla de
los pesos de las balas de los metales cuyo didmetro sea un pie
antiguo romano, a la que afiade otra —en el segundo capitulo—
que muestra el aumento proporcional de un cubo de oro en
cubos de igual peso de otros metales (Mss/9614, f. 79r).

Las pantémetras no eran un articulo al alcance de cualquier
estudiante. De hecho se conservan dos cartas (1638-39) de della
Faille a su amigo Van Landren —en Amberes—donde tramita los
pedidos de pantémetras y otros instrumentos matematicos
que le encargan empleados de la Corte de Madrid. Una de las
pantémetras costaba cuatro escudos o 48 reales en plata (Van
der Vyver, 1977, pp. 129, 142-143).

Este argumento procede de Clavio, que en su construccion de
la cuadratriz acepta la interseccidn de la curva con el eje “sin
error perceptible, es decir, un error que puede ser detectado
por los sentidos” (sine notabili errore, qui scilicet sum sensum
cadat) (Clavius, 1606, p. 321; Clavius, 1591, Libro VI, p. 350).
Véase (Bos, 2001, pp. 159-166). Por otra parte, cabe destacar
que el pensamiento matematico de Clavio tuvo una influencia
considerable en la formacidn de Descartes en el colegio jesuita
de La Fleche (Sasaki, 2003, pp. 45-48). Sobre las nociones de
proporcionalidad, nimero y magnitud véase (Malet, 1990;
Malet, 2006).

Se trata de convertir un nimero mixto a gen una fraccién (a x
¢+ b)/c, véase (Mss/9614, ff. 39v-40v).

Estas caracteristicas no se aprecian con claridad en las
imagenes de manuscritos e impresos, pero pueden verse
en las pantdmetras que se conservan, por ejemplo la pieza
inventariada con nimero 56559 en el Catdlogo general del
Museo Arqueoldgico Nacional, disponible en: http://ceres.
mcu.es/pages/SimpleSearch?Museo=MAN [consultado el
22/03/2021]. Como se vera mas adelante, la igualdad longitudinal
de las divisiones es mas que conveniente para que las lineas
trigonométricas estén sincronizadas con la division en partes
iguales del radio del circulo sobre el que se establecen —
representada en la linea A, —. No obstante, al autor explica
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las divisiones con una referencia genérica a la longitud de la
linea que se quiere graduar, incluso en las divisiones de las
razones trigonomeétricas.

Que en cierto modo es una generalizacion de (Els.VI.9).

El problema se plantea para una linea dada estimada en par-
tes de un nimero dado, donde a es el nimero de sus partes
iguales del nimero dado b, y la solucion debe ser también
una linea. En ningin momento indica que el nimero a deba
ser una parte del niUmero b, es decir, un divisor propio (Els.
VII. Defs. 3, 4, 20), lo que implica la aceptacion de fracciones
irreducibles como resultado. Asi, para a=2 y b= 3 el resultado
seria (2/3),100, que se situaria entre el nimeros 66 y 67 en la
pantémetra —los problemas tercero y cuarto muestran como
hallar centésimas y milésimas en las pantémetras—.

Para una explicacion detallada sobre como Regiomontano y
Clavio promueven la consideracion de las magnitudes geomé-
tricas en términos numéricos véase (Malet, 2006, pp. 70-71).
Trazando AB, AD=3AB, una semicircunferencia en BD y AE
perpendicular a AD desde A hasta la semicircunferencia puede
describirse sobre AE una figura AED semejante y semejante-
mente descrita a la dada ABC —que es igual a AEB—. Esto es
asi porque AE es media proporcional de AB y AD (Els.VI.13),
luego AE2=AD,AB=3AB,AB=3AB2. Como ademas el angulo del
tridngulo DEB en E es recto —como todos los triangulos en
una semicircunferencia—, estos dos triangulos adyacentes a
la perpendicular AE son semejantes entre si y semejantes al
tridngulo DEB (E/s.V1.8), lo que implica que AD:AB=AD?*AE?
(Els.V1.20 Corol.), esto es, las figuras rectilineas semejantes
estan entre si en razén duplicada de sus lados homaélogos.
Notese que trata del mismo procedimiento utilizado por Des-
cartes para obtener la raiz cuadrada (Descartes, 1637, p. 298).
Mediante el Teorema de Pitagoras (Els.1.47) y (Els.VI.1). El
procedimiento que se describe a continuacién se superpone
al anteriormente ilustrado (fig. 6), en el lado izquierdo de la
recta BP, y produce la misma graduacién.

Una tabla de cuadrados y cubos de 1 a 1000 se encuentra en
(Clavius, 1606, pp. 377-386).

Para una explicacion detallada sobre como Regiomontano
valora la obtencion de una aproximacién numérica cuando no
es posible hallar la cantidad exacta véase (Malet, 2006, p. 71).
Aumentar, multiplicar y disminuir una figura plana en la pro-
porcion de un nimero dado; hallar la proporcién que tienen
entre si dos figuras semejantes, la media proporcional y la
tercera proporcional entre dos lineas dadas, cuantas lineas
en proporcion continua a dos lineas dadas en proporcion
continua se quiera, la cuarta proporcional a tres lineas dadas
aunque no estén en proporcion continua se encuentran en
(Connette, 1626, proposiciones 10, 8, 11, 21, 45, 46).

Opera con los ejes de la elipse y con la base y didmetro de los
sectores. Esta proposicion confirma que el autor esta familiarizado
con el uso de las secciones conicas, que ya habia mencionado—en
particular la pardbola— al principio de este segundo capitulo.
Asi se deduce del texto —que carece de demostracion y de ilus-
tracion en el espacio en blanco reservado a tal efecto—, dado que
no se menciona expresamente ni al autor ni la fuente utilizada.
De la igualdad entre las dos primeras proporciones se obtie-
ne (HF)?= CF,DG y de la igualdad entre la primera y tercera
proporcidn resulta 3(CF)%= HF,DG, luego (HF)? = 3(CF)3/HF,
de modo que (HF)® = 3(CF)3.
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Para resolver este problema Descartes recurre al mesolabio, un
instrumento procedente de la antigliedad clasica (Descartes,
1637, pp. 269-371).

También explica cémo aumentar y disminuir una figura sélida
en la proporcion de un niumero dado y hallar la proporcion
que tienen entre si dos figuras sélidas semejantes.

Arcos de los sectores circulares.

No es descartable el uso de un transportador, que a finales del
siglo XVI era un instrumento construido con gran precision,
véase el catdlogo electronico Epac: http://www.mhs.ox.ac.
uk/epact/search.php, [consultado el 22/03/2021].

Advierte el autor que las divisiones disminuyen conforme
se acercan a 180° —perdiendo fiabilidad—, estando en las
pantdmetras flamencas mas espaciadas y mejor definidas;
cuentan ademas con una division de los senos hasta 90° en
la linea central de la cara C de la pantémetra (C,, ).
Finalmente reconoce que B_ es la linea de la cuerdas, puesto
que aplica la igualdad crd a = 2 sen (a/2). Cabe destacar que
las cuerdas eran partes, no una parte del radio (Els.l.Def.4),
pero su uso en geometria se hallaba sélidamente establecido
en virtud de su probada utilidad desde la antigliedad y se ex-
tendio en el Renacimiento a todas las razones trigonométricas
a partir de (Regiomontanus, 1534).

El autor comienza con un procedimiento que atribuye a Tycho
Brahe. El hecho de que este problema ocupe la mayor parte
del espacio dedicado a este instrumento muestra su vigencia
en la época.

Notese que esta division incluye el triangulo mientras que la
de Coignet parte del pentagono (fig. 2).

Las dos proposiciones —vigesimocuarta y vigesimoquinta— sobre
el uso de esta division en el segundo capitulo (Mss/9614, ff.
61r-62r) ilustran la construccion de los poligonos de nueve y
siete lados con la pantdmetra.

Una tabla de los lados de los poligonos de tres a ochenta lados
inscritos en un circulo cuyo radio esté dividido en 107 partes
iguales puede verse en (Clavius, 1606, p. 177).
Adicionalmente esboza de manera muy poco precisa la gradua-
cion de los perimetros de las figuras regulares —que en ausencia
del grafico no nos es posible reconstruir con certeza— para
utilizar la proporcionalidad entre perimetros y lados.

El adjetivo isométrico se utiliza en este articulo conforme a la
primera acepcion de la palabra isometria de la Real Academia
Espafiola, cuyo significado es igualdad de medidas. En ningin
caso se trata de la proyeccidn isométrica, que no se formalizo
hasta el siglo XIX.

Véanse los problemas 64 y 65 en Geometria prdctica aplicada
a la fortificacion y arte militar (f. 30r), manuscrito del siglo
XVII que se conserva en la Biblioteca Nacional de Espafia
con signatura MSS/9118, disponible en la Biblioteca Digital
Hispanica, [consultado el 22/03/2021].

Versen ((90- a)=r-rsen(180-a);tga= S::?;;L))

(r/3) (4pr?) = 4pri/3; para p=3,141y r= 164,5 obtiene 18692135.
Para ello resuelve la siguiente proporcién 265:L, . =
L, omero- 1000 —en términos algebraicos—, resuelve la ecuacion
(XXL o)’ = 265° de manera que xx L es el lado del poliedro
isométrico.

La sagita es el verseno (en este caso versen
a=r»rcosa=2rsen1%);r2—(% -sena) ) es el area del seg-
mento circular.

PInscrito
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