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1. Introduccién y objetivos

Hoy en dia, la potencia de los ordenadores personales permite a la comunidad cientifica
desarrollar modelos computacionales para realizar simulaciones numéricas complejas. En el con-
texto de la Mecénica de Fluidos, esto ha permitido aumentar la complejidad de los modelos,
la resoluciéon de las discretizaciones espaciales de los problemas hidraulicos a considerar y la
eficiencia computacional, reduciendo enormemente los tiempos de calculo [9]. Un modelo hidrau-
lico/hidrologico eficiente y correctamente calibrado representa una herramienta extremadamente
util para la prediccion y mitigacion de los efectos causados por eventos hidraulicos (tormentas,
desbordamientos, roturas de presa, etc.) y permite la mejora de los planes de evaluacion de riesgos
desarrollados por las administraciones [9, 4].

Debido a la complejidad de este tipo de flujos es necesario realizar aproximaciones que facili-
ten la resolucién de las ecuaciones. Es comin estudiar estos flujos promediando las ecuaciones en
la vertical, para ello se usa el modelo de aguas poco profundas que, ademas, desprecia las acele-
raciones verticales y por lo tanto adopta una distribucién hidrostatica de presién en cada punto.
En este tipo de modelos las aplicaciones practicas requieren un compromiso entre precision espa-
cial y eficacia computacional. Para obtener la resolucion espacial adecuada, en muchos casos se
requieren mallas de calculo bastante finas, es decir, mas almacenamiento de datos, aumentando
el nimero de operaciones.

En este trabajo se muestra la aplicaciéon de un modelo hidraulico distribuido y bidimensional
(2D) basado en las ecuaciones de aguas poco profundas o Shallow Water Equations (SWE). El
modelo cuenta con la posibilidad de incluir términos de lluvia e infiltracién para representar
més adecuadamente los fenémenos hidrolégicos que tienen lugar en cuencas de montana como se
esquematiza en la Figura 1. También se puede incorporar un modelo de erosion/sedimentacion,
que complementa el sistema de ecuaciones hidraulicas y que permite calcular de forma distribuida
la evoluciéon geomorfologica del terreno por efecto del flujo superficial. La discretizacion espacial
del dominio, conformando una malla de calculo, permite que cada celda trabaje como un volumen
de control donde se tienen en cuenta el flujo de agua, el transporte de sedimentos, el flujo de
infiltracion y los cambios en el nivel del lecho en los procesos de erosion/sedimentacion.

Figura 1: Esquema de un dominio genérico en el que se representan los fenémenos de lluvia y
escorrentia.

El modelo se aplicard a varios casos sintéticos cuya topografia se basa en la de un plano
inclinado con una pendiente constante. En este tipo de casos, la evolucién temporal del caudal
de salida (hidrograma) es una funcién con una forma muy caracteristica, que permite validar el
modelo y evaluar de forma sencilla la sensibilidad a distintos pardmetros de entrada. Posterior-
mente, se mostraran los resultados correspondientes a dos casos con medidas experimentales de
laboratorio o de campo, con el objetivo de conseguir una validacién en casos realistas y complejos.
Los casos experimentales que se usaran consisten en una cuenca a escala de laboratorio, cuyos



parametros estan muy controlados, y una cuenca con una gran disponibilidad de datos de campo
de diferentes eventos pasados. En dichas cuencas se han medido los hidrogramas y sedigramas de
salida consecuencia de diversas lluvias que representan una buena manera de calibrar los modelos
numeéricos. Los resultados de todos estos modelos son especialmente sensibles a los parametros
de los modelos y a la malla de célculo.

Los objetivos principales de este trabajo se pueden resumir en:

= Evaluar la sensibilidad de los resultados a algunos modelos de friccién y variaciones de
pardmetros como la rugosidad, densidad o viscosidad.

= Analizar la sensibilidad de los resultados a modelos de infiltracién y alteraciones de las
variables especificas de dichos modelos que se corresponden con diferentes tipos de suelo.

= Estudiar la sensibilidad de los resultados ante la variaciéon de pardmetros del submodelo de
transporte en suspension mediante variacion de la densidad y el diametro de las particulas
suspendidas.

= Comparar los resultados numéricos con los experimentales en un caso a escala de laboratorio
y en una cuenca de montana.

Para las simulaciones se utilizan los programas QGIS y RIVERFLOW2D, cuyo niicleo de
célculo esta desarrollado por el Grupo de Hidraulica Computacional (http://www.ghc.unizar.es)
del Departamento de Ciencia y Tecnologia de Materiales y Fluidos de la Universidad de Zaragoza.

2. Modelos de flujo

2.1. Ecuaciones de aguas poco profundas

Los flujos de superficie libre que se pretenden estudiar son de considerable complejidad.
Debido a ello se suelen realizar aproximaciones que faciliten su resolucién. La més comin es
promediar en la vertical, usando el modelo de aguas poco profundas que se muestra en [5]. Las
hipétesis sobre las que se apoya este modelo son: la velocidad vertical del fluido es despreciable, el
gradiente de presiéon vertical se puede considerar hidrostatico, el gradiente de presiéon horizontal
es debido al desplazamiento de la superficie de la lamina libre del fluido.

Partiendo de las ecuaciones de conservacion de masa y de cantidad de movimiento en las
direcciones x ¥, aplicando las hipotesis de aguas poco profundas, obtenemos las expresiones:
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donde h representa el calado, ¢, = hu y g, = hv son los caudales unitarios con u y v las

velocidades promediadas en la vertical en las direcciones x e y respectivamente. La aceleraciéon
de la gravedad se representa como g. Los términos fuente en el lado derecho de la ecuaciéon son
la intensidad de lluvia R, la velocidad de infiltracion f, las pendientes en el lecho So, y So, que
vienen dadas por las expresiones
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siendo 2, la cota del terreno. Por tltimo, las pendientes de friccion Sy, y Sy, en las direcciones
del plano representan los esfuerzos de friccion del flujo con el suelo

Thax Thy

Sty = Sy = —= 5
donde p es la densidad y 7 es el esfuerzo en el fondo y se puede formular con diversos modelos
de friccion.

Las ecuaciones 1, 2 y 3 se pueden expresar vectorialmente de la forma
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2.2. Modelos de fricciéon

Para formular la fricciéon se han empleado dos modelos, uno de flujo turbulento y otro de
flujo laminar.

El modelo de flujo turbulento sostiene que las particulas se mueven en trayectorias irregulares
y va asociado a un valor alto del namero de Reynolds Re = pVh/u, con V = v/u? + v2. En este
tipo de flujos la rugosidad de las superficies tiene especial relevancia como se muestra en [3].

En este caso, la formulacion del esfuerzo en el fondo es la mostrada en [1] y [8]

n?uvu? + v2
Toe = Ttz = PQhT (11)

n2vvu2 + v?
Toy = Toy = Pgh—— g (12)

siendo n el nimero de Manning, un coeficiente para medir la rugosidad del suelo.

En el flujo laminar el movimiento de las particulas es ordenado y dominado por la viscosidad.
Se asocia a valores reducidos de Re. Se pretende simularlo con un modelo viscoso de friccion,
similar al que se muestra en [13], donde

u
To,x = Tu,x = 3#% (13)

v
Toy = Ty = 3”5 (14)

con p la viscosidad del fluido.



2.3. Modelos de infiltracion

Para la infiltraciéon se ha hecho uso de dos modelos, Green-Ampt y Horton. Ambos formulan
la capacidad de infiltracion del s6lido f, y el volumen de infiltraciéon acumulado F'. Cabe destacar
la diferencia entre la capacidad de infiltracion (f,) y la velocidad de infiltracion actual (f). Pues
siendo R la intensidad de lluvia,

[ R® s RO <50
fp“)‘{fpa) S R(D) > f(0 )

mientras que el volumen de infiltraciéon acumulado se expresa de la forma:

F) = [ i (16)

El modelo de Green-Ampt, mostrado en |5], asume la existencia de un calado minimo (hy)
sobre el fondo, un contenido inicial de humedad () uniforme en profundidad y un frente mojado
vertical de avance plano (s) determinado por una transicién brusca cuya regiéon superior se
encuentra saturada con una cantidad de humedad igual a la porosidad. En este modelo F' viene
dado por la expresion

F(t) = Afs(t) (17)
ya que
folt) = Aedig) (18)

donde Af = n — 0;, siendo 7 la porosidad y 6; el contenido inicial de agua. Sabemos por la ley
de Darcy, que aparece en [5], que
OH
qsat = kg (19)

donde gsq; es el caudal saturado, k es la conductividad hidraulica y H la altura hidraulica que
viene representada por la expresion

H = y 2+ ho (20)
siendo ¢ la altura de succién del frente humedo.
Asumiendo que gsqt = fp
ds(t —h
ApBW) s+ o= ho (21)
dt S

El modelo de Horton, mostrado en [5], resulta més sencillo, pues propone una ecuaciéon de
ajuste exponencial para la capacidad de infiltracion.

fp:fc+(f0+fc)e_kt (22)

con fy la capacidad inicial de infiltracién, f. la capacidad final y k una constante que se estima
experimentalmente.



2.4. Modelos de erosion

Al formular la erosion/sedimentacion se incluye la posibilidad de que el lecho se modifique,
por lo tanto se deben utilizar unas ecuaciénes que muestren la influencia mutua entre el caudal
solido y el caudal liquido [4]. Para este trabajo la conservacion de la fase solida suspendida se
modela mediante una ecuacién de conservacion del volumen s6lido en suspension

2 (h6) + (@) + a<qy¢>> (6 — %) (23)

donde h¢ es el volumen de sedimento en suspensiéon en una columna de flujo. ws es la velocidad
de deposicion y ¢* la capacidad de concentracién volumétrica de la fase sélida suspendida. El
término ¢ contiene la informacién sobre la cantidad de sedimento que se transporta.
La variacion temporal del fondo, vista en [10], viene dada por la ecuacion
82[;

-, = 0kws(® — &%) (24)

con z; siendo el nivel de fondo, o una constante que se estima experimentalmente, { = 1/(1—1n),

con 7 la porosidad. ® y ®* son la concentracion de sedimentos total y la concentracion solida

total en el equilibrio respentivamente, ® = ¢ — ¢, y ®* = ¢* + ¢ *, donde ¢y, es la concentracion

de sedimetos en el fondo y ¢* la concentracion en el equilibrio de la fase solida en el fondo.
Para estimar la velocidad de deposicion se ha hecho uso de la formula de Zhang

2
14 Ps 14
s = 17 5 ]-7 — ds_l) e 2
w \/<395d5> + 09<pw >g 3,95 (25)

donde v es la viscosidad de la fase liquida, ps es la densidad de sélido, p,, es la densidad de la
fase liquida y ds el didmetro de las particulas.

Por otro lado, la concentracion en el equilibrio de la fase solida suspendida (¢*) se expresa
de la forma

0 sif <@,
*(t) = 26
a0 {hl' o (20)
donde 0 es el ntiimero de Shields, un ntimero adimensional que viene dado por la expresion
Th
0= ——"— 27
(Ps — pw)gds 27)

0. es el Shields critico que indica cuando se inicia el movimiento de erosién. En todos los casos
del trabajo tiene un valor 6. = 0,047. Para simular el caudal sélido en suspension (gs) se ha
usado la formula de Bagnold

(ps - pw) Tb’u‘Q
Ps gws

gs = 0,01 (28)

2.5. Discretizacion en volimenes finitos

Para resolver las ecuaciones que modelan el problema se ha usado el método de volimenes
finitos visto en [5] y [8]. Se divide el problema en celdas computacionales y cada celda tiene
superficie A;, nimero de paredes N, de lado [, y un vector normal asociado a cada pared
My = (ng,ny). Considerando un volumen de control €2:

d OF o0
Q4 g0 - [ §ao 2
R / ( ad ) / IS (29)



con:
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Integrando y aproximando a primer orden en el espacio y en el tiempo se obtiene el siguiente

sistema numeérico explicito:
e _
= oF 0G =
g ) -5
w=1 ( (81’ ! 8 ) PF)

3
5(2: aa) mZ:l (Aad)" (32)

3

Sprw = Z (Be)., (33)

m=1

ﬁin+1 Un . gl

Al + AtSpye (31)

siendo A, los valores propios, €, los vectores propios del jacobiano del sistema, obtenidos en los
anexos, y a y 8 coordenadas de los flujos y fuentes en la base de vectores propios. Combinando la
ecuacion 31 con las condiciones iniciales y las condiciones de contorno correctas se puede resolver
cualquier problema de flujo transitorio en dos dimensiones.

De esta manera, se puede calcular el valor de las variables conservadas en el instante de
tiempo posterior, mediante las variables conservadas en el instante de tiempo anterior, haciendo
uso de las contribuciones a través de las paredes de la celda por parte de los flujos y términos
fuente.

Si el paso de tiempo es demasiado grande, el sistema se puede volver inestable. Para asegu-
rar un sistema nimerico estable se emplea el nimero adimensional de Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL), que expresa el cociente entre el paso de tiempo utilizado y el maximo posible y que debe
ser inferior a 1. El paso de tiempo se calcula de manera dindmica multiplicando el CFL por el
minpzesn (At ), que se calcula para todas las celdas de la malla.

At = CFLminMGSh (Ati’w> (34)

min (Aa};, Aa:;)
max=1,23 (|A7])
S
maxi n,, (lw)

Atiy = (35)

Az, = (36)

A veces esta condicion hace que el tiempo de calculo sea muy elevado, sobre todo en simu-
laciones con muchas celdas. Existen estrategias de paralelizacién del cédigo o la implementacion
en GPU que recientemente han resultado exitosas como en |[§].

3. Caso test: lluvia sobre un plano inclinado

El objetivo del caso test presentado en esta secciéon es el de validar el comportamiento del
simulador sobre una geometria sencilla, asi como evaluar la sensibilidad del caudal de salida a las
variaciones de ciertos parametros del modelo, como la ley de friccion, los parametros de infiltra-
cion o la viscosidad del fluido, entre otros. El caso consiste en un plano inclinado, inicialmente
seco, de 2000 m de longitud y 20 m de anchura con una pendiente constante igual a 0,01 (Figura
2). Sobre esta topografia se considera una lluvia de intensidad 450mm/h uniformente distribuida
en el espacio y de 50 min de duracion.
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Figura 2: Topografia del plano inclinado.

3.1. Sensibilidad a la fricciéon en ausencia de infiltracion

En este apartado se muestran los resultados correspondientes a un estudio de sensibilidad del
caudal a la salida del plano inclinado al modelo de friccion.
3.1.1. Analisis del modelo turbulento ante la variacién del niimero de Manning

Empezando por el modelo turbulento, se han probado varios valores del nimero de Man-
ning (todos ellos en sm_l/g) para un plano de pendiente 0,01 sin infiltracién. Los hidrogramas
obtenidos en la seccién de salida se muestran en la Figura 3

1 T T

1 n1=0.015 —e— |
n2=0.030 —e—
n3=0.045 .

n4=0.060

Q (m¥/s)

1 1.5
t(h)

Figura 3: Sensibilidad del hidrograma de salida al coeficiente de Manning con fricciéon turbulenta
en el plano inclinado.

Se puede ver que al aumentar la rugosidad, es decir, aumentando el coeficiente de Manning,
el tiempo de concentracién también aumenta. De la misma forma la curva de descanso tambien
crece con el valor del coeficiente de Manning.

3.1.2. Analisis del modelo tubulento ante variaciones de la pendiente

Para comprobar como afecta variar la pendiente del plano se ha usado un valor fijo del namero
de Manning (n = 0,03sm=1/ 3) en un plano sin infiltracién. En la tabla 1 aparecen los valores de
pendiente que se han estudiado. Con esos datos se han obtenido los hidrogramas que se muestran
en la Figura 4.



] | Pendiente | Angulo (grados) |

Al 0.005 0.30
A2 0.010 0.58
A3 0.017 1.00
A4 0.052 3.00

Tabla 1: Valores de la pendiente y su equivalente en grados para el caso de fricciéon turbulenta
sin infiltracion.
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Figura 4: Hidrogamas del plano inclinado para varios valores de la pendiente con friccién turbu-
lenta y sin infiltracion.

Como se puede apreciar, a mayor pendiente menor es el tiempo de concentraciéon. Esto era
de esperar pues la velocidad también se vuelve mayor. Por la misma razoén, la curva de vaciado
disminuye al aumentar la pendiente.

Para estos casos de variaciones de la pendiente, Figura 4, y los de variacion del coeficiente
de Manning, Figura 3, se ha calculado el valor del nimero de Reynods, obteniendo Re = 2,5
10°. Este resultado muestra que en los hidrogramas de las Figuras 3 y 4, se han realizado bajo
friccion turbulenta.

3.1.3. Analisis del modelo de friccién viscoso

Se ha analizado el comportamiento del hidrograma de salida cuando se utiliza el modelo
viscoso y la sensibilidad a la variacion de la viscosidad. Los resultados de la Figura 5 corresponden
al caso de la pendiente inicial y de nuevo sin infiltracion.
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Figura 5: Hidrogramas del plano inclinado usando el modelo viscoso para varios valores de la
viscosidad. Sin infiltracion.

Como se aprecia, al aumentar la viscosidad aumenta el tiempo de concentracion. Al ser el
fluido més viscoso, la velocidad del mismo es menor y al hidrograma le cuesta mas tiempo llegar
a un rango estable.

Calculando el valor del numero de Reynolds para los casos de la Figura 5, se observa un
laminamiento del flujo al aumentar la viscosidad. Los valores del Reynolds se muestran en la
tabla 2.

| Viscosidad (Pa s) || 0,001 [ 0,005 [ 0,01 [ 0.1 |
] Reinolds | 25000 | 5000 | 2500 | 250 |

Tabla 2: Valores del ntmero de Reinolds para los eventos de viscosidad.

obteniendo flujo laminar a partir de 0,01Pa s. Esto es coherente con la formulacién del modelo
Viscoso.

3.2. Sensibilidad a las leyes de infiltracion

Supondremos ahora que el plano inclinado es permeable y le afiadimos infiltracién al modelo.

3.2.1. Analisis del modelo de infiltracion de Horton

Empezamos estudiando los resultados que proporciona el modelo de Horton. Este modelo
solo tiene en cuenta las capacidades iniciales y finales de infiltracion del suelo. En la tabla 3 se
muestran los valores de los pardmetros considerados.

| | K (1/s) | fo (m/s) | fo (m/s) |
HO1 107 [2010%]3510°°
HO02 107 [2010% [ 3510
HO3 107 [2010°]35107°

Tabla 3: Valores de las variables del modelo de Horton en el plano inclinado.

Los hidrogramas que se obtuvieron con la ley de fricciéon viscosa, para un valor del coeficiente
de Manning n=0.03sm /3, se muestran en la Figura 6
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Figura 6: Hidrogramas del plano inclinado para varios valores de las variables de infiltracion en
el modelo de Horton.

Puede apreciarse que en HO1 el hecho de que la capacidad de infiltraciéon inicial sea 10 veces
mayor que la final provoca mas infiltracion al principio del hidrograma. Aumentandola conside-
rablemente en HO2 permite ver este incremento de la infiltracion mas claramente. Acrecentar el
valor de la capacidad de infiltracion final en HO3 provoca una disminucién del caudal al final de
la meseta del hidrograma.

3.2.2. Analisis del modelo de infiltracion de Green-Ampt

El modelo de Green-Ampt resulta més complejo que el de Horton. En la tabla 4 se muestran
los valores de las variables que se estudiaron.

’ HK(m/s)‘gb(m)‘A&‘
GAO1 || 1,8107% | 0,01 | 3,5
GA02 || 1,810°° | 0,01 | 3,5
GA03 || 1,810 01 |35

Tabla 4: Valores de las variables del modelo de Green-Ampt. Caso test del plano inclinado.

Con estos valores se obtuvieron los hidrogramas que se muestran en la Figura 7, donde se
aprecia que la variable k tiene una influencia mayor que ¢.

Slin inﬁltracién e

GAO1 —=—
GAD2 ’
GAO03

Q (m%fs)

1 15 2 25 3
t (h)

Figura 7: Hidrogramas del plano inclinado para varios valores de las variables de infiltraciéon en
el modelo de Green-Ampt.
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3.3. Sensibilidad a los pardmetros de erosion

Se considera ahora que el plano inclinado es de material erosionable. Incluimos por lo tanto
en el modelo la ecuaciéon de transporte de sedimentos en suspension y estamos interesados en
evaluar la sensibilidad del hidrograma de salida a los parametros de dicho modelo. Se han variado
la densidad de las particulas, el didmetro de las particulas y la porosidad. Todos ellos se han
realizado en un plano inclinado de pendiente 0,01 y friccién turbulenta con coeficiente de Manning
n:0,03sm_1/3.

Los valores que se han estudiado son los que se incluyen en la tabla 5

] | Densidad (kg/m?) | Porosidad | didmetro (m) |

D1 2900 0,52 5107°
D2 2650 0,52 5107°
D3 2300 0,52 5107°
D4 2000 0,52 5107°
d1 2650 0,52 510°
d2 2650 0,40 3107
d3 2650 0,33 1073

Tabla 5: Valores de la porosidad, densidad y diametro de las particulas. Caso del plano inclinado
sin infiltracién y con friccién turbulenta.

Para otorgar sentido fisico, puesto que la porosidad esta relacionada con el didmetro de las
particulas, se han modificado esas variables simultaneamente segtn la formula

0,21
(d + 0,002)0.21

Los hidrogramas del caudal liquido y del caudal sélido obtenidos se muestran en las Figuras
8a9.

P =013+ (37)

7 T T T 0.7 T T T T
Di —e— DI —e—
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I ‘ 4 2 oaf 4
E j A E
o3| \ 1 g 03 1
h
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0 | | 1 1 e = okt | | | 1 1 !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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Figura 8: Caudal liquido (izquierda) y caudal solido (derecha) para variaciones de densidad para
el caso del plano inclinado sin infiltraciéon y con friccién turbulenta.
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Figura 9: Caudal liquido (izquierda) y caudal sélido (derecha) para variaciones de didmetro para
el caso del plano inclinado sin infiltracién y con friccién turbulenta.

De esto se puede deducir que la variacién de la densidad de las particulas no afecta préc-
ticamente al caudal liquido, aunque esto si se aprecia mas en el caudal s6lido. Sin embargo, la
variacion del didmetro de las particulas tiene un efecto mucho més apreciable, tanto en el caudal
liquido como en el caudal s6lido. El hecho de tener particulas més ligeras permite un mejor
avance de ambos tipos de flujo.

4. Validaciéon con datos experimentales

4.1. Caso 1: Cuenca a escala de laboratorio

En esta seccién se presenta la aplicacién del modelo a un caso test de lluvia-escorrentia sobre
fondo rigido e impermeable con resultados experimentales [2] con el objetivo de poder validar el
simulador, asi como estudiar la sensibilidad al modelo de friccién y sus pardmetros. De entre los
diversos casos medidos en |2] consideramos aqui una lluvia constante de 300mm/h durante 20s
sobre el dominio impermeable e inicialmente seco representado en la Figura 10. Se trata de un
modelo de una cuenca urbana a escala de laboratorio (2,5m x 2m) dotada de varios obstaculos
que representan edificaciones. Los edificios se han modelizado como agujeros en la malla de
calculo para reducir el nimero de celdas efectivas.

4.1.1. Analisis de sensibilidad al modelo de fricciéon y sus parametros

Para la simulaciones con el modelo turbulento, se ha considerado un coeficiente de rugosidad
de Manning igual a 0,016sm /3, mientras que la densidad y viscosidad de referencia para el
modelo de friccién viscoso son p = 1000kg/m? y p = 0,001 Pa s.
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Figura 10: Representacion tridimensional del mapa de elevaciones del terreno y de la malla de
célculo para el Caso 1 (la altura en el eje vertical se ha exagerado 10 veces).

En los anexos se muestra una evoluciéon temporal del calado de agua para varios tiempos
donde se aprecian resultados coherentes incluso en situaciones comprometidas, como calados
pequenos o los frentes seco-mojado.

En las Figuras 11 y 12 se muestran los hidrogramas obtenidos mediante variaciones de la
densidad y viscosidad que aparecen en la tabla 6 y su comparacion con el hidrograma experi-
mental y el obtenido mediante el modelo de friccion turbulenta con un coeficiente de Manning
n = 0,016sm~1/3. Se puede observar como tanto el modelo de friccién turbulenta como el modelo
viscoso reproducen bien el hidrograma experimental con un error maximo de un 10 % en el valor
de pico y un 7,8 % en el volumen de salida. Con respecto a las variaciones de densidad y visco-
sidad, se observa que los hidrogramas se laminan conforme disminuye la densidad o aumenta la
viscosidad del fluido, lo cual es coherente con la formulacién del término de rozamiendo mediante
el modelo viscoso.

| Casos densidad | Densidad (kg/m?) || Casos viscosidad | Viscosidad (Pa s) |

VD01 1000 Vvisc01 0,001
VD02 1500 Vvisc02 0,005
VD03 2000 Vvisc03 0,01
VD04 3000 Vvisc04 0,1

Tabla 6: Caso 1: Valores de densidad y viscosidad para el modelo de friccién viscosa.

0.00035 ‘ | | | | : :
o) experimetal —e—
0.0003 ) turbulento —e— |
# VD01 ——
0.00025 | % vD02
$ VD03
¥ 0.0002 ) i
(]
: s
0.00015 ) _
’ /
0.0001 - ¢ 4
'
5x10°5 - ; i
(1 ] ] T e —
0 20 40 60 80 100 120 140 160

t(h)

Figura 11: Hidrogramas obtenidos para el Caso 1 mediante variaciones de la densidad y compa-
racién con el hidrograma turbulento y el experimental.
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Figura 12: Hidrogramas obtenidos para el Caso 1 mediante variaciones de la viscosidad y com-
paracion con el hidrograma turbulento y el experimental.

4.1.2. Estudio de errores

Para cuantificar la sensibilidad de los casos se ha recurrido al metodo de desviacién cuadratica
media que aparece en [4]

error = Zi(Qi]\;Ob?i’ObS)Q (38)

siendo @; los valores de caudal estimados por la simulacion a la salida y Q; s los valores de
los N, valores de capacidad medidos.

1,6E-04

1,4E-04
1,2E-04 /
1,0E-04 /

8,0E-05

6,0E-05
o — _/

40EQs | ¢ ¢ ¢ M

2,0E-05

0,0E+00 T T T T T T T T 1
turk  WDO1 VD02 WDO3 VD04 VviscOLl VviscO2 WviscO3 VviscOd

Figura 13: Caso 1: Errores de los resultados mostrados.

En la Figura 13 se aprecia que los errores obtenidos del modelo turbulento y del modelo viscoso
con las diferentes variaciones de densidad, son muy inferiores a los datos experimentales, es decir
las curvas se aproximan bastante a la curva experimental. Esto era algo esperable tinicamente
observando los hidrogramas.

Al aumentar el valor de la viscosidad en el modelo de friccién viscosa los hidrogramas van
perdiendo similitud respecto al experimental hasta llegar a una curva que difiere en gran medida
de este. Se ve reflejado en la Figura 13 en el incremento progresivo de los errores a la vez que
aumenta la viscosidad.
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4.2. Caso 2: Cuenca de Arnas

La cuenca de Arnéas (2,84 Km?, 900 — 1340 m.s.n.m.) esta localizada en el valle de Borau,
dentro del Pirineo Aragonés (ver Figura 14). Se trata de una cuenca ampliamente estudiada desde
el punto de vista experimental (como se muestra en [5] o [4]) y monitorizada en continuo para
las mediciones tanto de caudal de agua como de sedimentos. También es especialmente relevante
la influencia de los cambios en el uso del suelo sobre la respuesta hidraulica de la cuenca frente
a eventos de lluvia [5]. En los anexos se muestra una evolucion del calado para varios tiempos.
La Figura 15 muestra la intensidad de lluvia para el evento considerado y caudal liquido a la
salida de la cuenca (izquierda) y caudal solido de sedimentos (derecha). En este trabajo, para
la discretizacion espacial de la topografia se ha empleado una malla de calculo de 94013 celdas
tridngulares, localmente refinada en las zonas de mayor interés, como el cauce principal o los
barrancos. En este caso, ademas de una calibracién de los pardmetros del modelo de infiltracion
para ajustar los hidrogramas y sedigramas numéricos a los observados, se realizara un analisis de
sensibilidad del modelo de friccion y de distintos parametros del modelo de erosion/sedimentacion
para determinar su influencia sobre los resultados.

Rain gauge
Flowmeter

Figura 14: Caso 2: Topografia de la cuenca y localizacion de las estaciones de medida de lluvia
y caudal.
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Figura 15: Caso 2: Intensidad de lluvia para el evento considerado y caudal liquido a la salida
de la cuenca (izquierda) y caudal sélido de sedimentos (derecha).

4.2.1. Influencia de la topografia y su discretizacion

La cuenca es irregular pero, en particular, posee un pozo natural que hay que tener en cuenta
para obtener los resultados que se quieren, pues si se parte de una situaciéon con toda la cuenca
seca, a la hora de simular una lluvia, parte del agua desaparecera en el pozo obteniendo un
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hidrograma no deseado. Esto se ha solucionado afiadiendo una pequena y corta lluvia previa a la
que se usa en los casos, con el volumen justo para llenar el pozo. En la Figura 16 se muestra un
ejemplo de la influencia de este detalle de la topografia en los resultados para un caso de friccion
turbulenta de coeficiente de Manning 0,06sm /3.

PL —o—

Q (m3/s)
7

t(h)

Figura 16: Caso: Hidrogramas obtenidos para el caso del pozo vacio (P0) y el caso del pozo lleno
(P1).

Para realizar los hidrogramas mostrados se ha empleado una malla muy precisa (94013 cel-
das), que ha permitido tener en cuenta micropozos distribuidos por la cuenca, ademéas de poder
detectar un mayor volumen de agua, permitiendo que la lluvia inicial para llenar el pozo fuera
menor. Para mostrar la diferencia con otras mallas se ha procedido a realizar un calculo de errores
a través del método de la Desviacion Cuadratica Media, ecuacion 38.

En la tabla se muestran la cantidad de celdas de cada malla y los errores para los casos
3RTGA2 y 3RE3 que se estudiaran en secciones posteriores. Para el evento 3RE3 se muestran
los errores tanto del caudal liquido (Q;) como del caudal solido (Qs). Los errores obtenidos en
los tres tipos de malla no son muy importantes para el evento 3RE3 para el caudal liquido,
tampoco empeoran demasiado para el caudal solido. Los errores aumentan significativamente
para el evento SRTGA2 cuando el nimero de celdas disminuye. Debido a esto y las razones antes
mencionadas es por lo que se ha usado una malla de dicha precision.

’ Malla H numero de celdas | error SRTGA2 \ error ; 3RE3 \ error Qs 3RE3 ‘

M1 94013 0,35 0,37 0,66
M2 29278 0,73 0,41 0,70
M3 12411 0,77 0,43 0,73

Tabla 7: Caso 2: Numero de celdas y error de las medidas para varios refinamientos de la malla
de célculo para los eventos 3BRTGA2 y 3RES.

4.2.2. Analisis de la sensibilidad al modelo de friccién y sus parametros

Una vez resuelto el problema del pozo, se han analizado los modelos de fricciéon. Para ello se
ha tenido en cuenta una region de infiltracion, con el modelo de Horton, con las caracteristicas
que se muestran en la tabla 8.

| K (1/s) [ fe (m/s) | fo (m/s) |
| 0,0001 [2,610°°]33107° |

Tabla 8: Caso 2: Valores de la infiltraciéon para el estudio de modelos de friccion.

Para estudiar los resultados que proporciona el modelo turbulento se ha variado el coeficiente
de Manning entre los valores de la tabla 9, basandose en los datos conocidos de rugosidad del suelo
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que aparecen en [4]. Para el modelo viscoso se han variado los valores de densidad y viscosidad
como se muestra en la tabla 10.

L[ (em™) |

T1 0,05
T2 0,06
T3 0,07

Tabla 9: Caso 2: Valores del coeficiente de Manning para el modelo de friccién turbulenta.

] [ Densidad (kg/m?) | Viscosidad (Pa s) |

V1 1000 0,001
V2 1000 0,01
V3 1000 0,1

D1 920 0,001
D2 1250 0,001

Tabla 10: Caso 2: Valores de las variables de densidad y viscosidad para el modelo de friccion
viscosa.

Los hidrogramas obtenidos con ambos modelos de fricciéon, turbulenta y viscosa, se muestran
en la Figura 17.
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4 L'..". e V2
351 N T2 | V3
' mil T3 D1
@ 3 f'«J,‘. [0 R D2 o |
m 3 | v
25 ) |\ E 4
< ¢ L\ £
o 2+ I \ R
15+ g i
R, 1
0.5 ‘,‘{, i
0 = i I ! S — —
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Figura 17: Caso 2: Variaciones de la rugosidad en modelo de friccion turbulenta (izquier-
da).Variaciones de viscosidad y densidad en modelo de friccion viscosa (derecha).

En los casos del modelo turbulento, el primer pico del hidrograma experimental, no aparece.
El modelo no es capaz de representarlo. En el caso del modelo viscoso se consigue representar la
forma adecuada, pero desplazada hacia la izquierda. Variar la densidad resulta despreciable en
los resultados, pero aumentar la viscosidad genera un leve desplazamiento a la derecha, al mismo
tiempo que se pierde el primer pico.

4.2.3. Analisis de la sensibilidad al modelo de infiltracion y sus parametros

Para analizar la sensibilidad de los resultados de los modelos de infiltracién se han tenido en
cuenta tanto el modelo de friccién turbulenta como el de friccion viscosa usando, respectivamente,
un coeficiente de Manning n = 0,06sm /3 y una densidad y viscosidad correspondiente al caso
V1.

Los valores de los parametros de infiltracién que se han empleado son los recogidos en la
tabla 11. Los hidrogramas a la salida de la cuenca con todas estas combinaciones se muestran en

las Figuras 18 y 19.
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| H [ K(1/s) | fe(m/s) | fo (m/s) |
H1 0,0001 |2,2107°% 3,310
H2 0,0001 |2,610°%]2910°°
H3 0,001 [2610°%]5210°°

’ GA H K (m/s) ‘ ¢ (m) ‘ AO ‘
GAO |[ 1,8 1076 0,01 3,5
GA1 [ 1,8107% | 0,001 3,5
GA2 || 8,010 7 0,01 2,5
GA3 || 1,8107°% [ 0,001 1,5

Tabla 11: Caso 2: Valores de las variables de infiltraciéon para los modelos de Horton y Green-
Ampt.

datos experimetales — datos experimetales —
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Figura 18: Caso 2: Variaciones de la infiltracion Horton (izquierda) y Green-Ampt (derecha) con
modelo de friccion turbulenta.
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Figura 19: Caso 2: Variaciones de la infiltracion Horton (izquierda) y Green-Ampt (derecha) con
modelo de friccion viscosa.

Se vuelve a apreciar que los resultados del modelo de friccion turbulenta se asemejan maés
a los valores experimentales que los del de friccion viscosa en términos de pico maximo. Sin
embargo, este ultimo consigue recrear la forma de la curva experimental mas fielmente a pesar
de estar desplazada. Los tamanos de los picos se pueden controlar més independientemente en
el modelo de Horton, modificando la altura de uno sin provocar grandes cambios en el otro pico.

4.2.4. Analisis de la sensibilidad a los parametros del modelo de transporte de
sedimentos.

Complementando los resultados anteriores con el modelo erosivo de transporte en suspension
se consigue obtener una situacién aun méas parecida a la real. Se ha escogido el modelo de friccion
turbulenta y el modelo de Horton con parametros de infiltracion H2 por tener un error bajo, como
se vera en secciones posteriores.
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Los valores de los pardmetros del modelo erosivo que se han probado se muestran en la tabla
12. Los hidrogramas generados a la salida se muestran en la Figura 20.

| | Densidad (kg/m?) | Porosidad | diametro (m) |

E1l 2000 0,26 11072
E2 2000 0,28 51073
E3 2000 0,34 11073
E4 2500 0,28 51073

Tabla 12: Caso 2: Valores de la densidad, porosidad y viscosidad.
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Figura 20: Hidrogramas del caso 2 (cuenca de Arnas) con modelo erosivo para caudal liquido
(izquierda) caudal solido (derecha).

Los hidrogramas obtenidos para el caudal liquido se alejan del experimetal a pesar de que el
modelo de infiltracién proporcionaba buenos resultados. Los valores del diametro de las particulas
en los eventos E1, E2 y E4 son demasiado altos para que se produzca caudal sélido, por lo que
no consiguen recrear el sedigrama experimetal.

4.2.5. Analisis de la sensibilidad a valores distribuidos de infiltracion.

Como la infiltracion del terreno en la realidad no es homogénea, para obtener una situacion
méas acorde con la realidad, y siguiendo [5] se ha dividido la topografia en tres regiones de
infiltracion. Estas zonas (ver Figura 21) tienen suelos de caracteristicas diferenciables.

Region 1
Region 2

Region 3

Figura 21: Caso 2: Mapa de las regiones de infiltracion
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Siguiendo el mismo esquema anterior, primero se han estudiado los modelos de infiltracion
(Horton y Green-Ampt) tanto en el caso turbulento como en el viscoso. Los valores de las variables
de infiltraciéon que se han usado se recogen en la tabla 13.

| [ K (1/s) | fe (m/s) [ fo (m/s) | region
H1 107 14,610°% | 531075 | region 1
100 [6,01077 [ 0,03 107 | region 2
107 14,610°%| 531075 | region 3
H2 1074 4,6 107°% | 53107° | region 1
1074 6,0 1077 | 0,7107% | region 2
1074 2,6107%] 5310°% | region 3

’ | K(m/s)| ¢(m) | A6 | region
GA1 ] 3,01077 0,01 3,5 region 1
1,0 107 0,1 3,5 region 2

7,0 1077 0,01 3,5 region 3

GA2 || 301077 0,1 3,5 region 1
1079 0,1 3,5 region 2

7,0 1077 0,1 3,5 region 3

Tabla 13: Caso 2: Valores de las variables de infiltraciéon para los modelos de Horton y Green-
Ampt para tres regiones de infiltracion.
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Figura 22: Caso 2: Hidrogramas para el modelo turbulento (izquierda) y viscoso (derecha) para
tres regiones de infiltracion con los modelos de infiltracion de Horton y Green-Ampt.

Como se puede ver en la Figura 22, gracias a la diferenciaciéon en regiones de infiltracion,
se pueden controlar mas los resultados y obtenemos unos hidrogramas mas parecidos que los
anteriores. Incluso algunos hidrogramas de los modelos turbulentos consiguen recrear ligeramente
el primer pico que antes no se conseguia obtener en los de este tipo.

Para realizar las simulaciones del modelo erosivo con tres regiones de infiltraciéon se ha em-
pleado el modelo de Green-Ampt con los valores del caso GA2, que generaba el menor error. Los
casos que se han estudiado son los mostrados en la tabla 14. Los resultados obtenidos aparecen
en la Figura 23.
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] H Densidad (kg/m?) ‘ Porosidad | didmetro (m) ‘

3RE1 2000 0,26 11072
3RE2 2000 0,28 51073
3RE3 2000 0,52 510°°

Tabla 14: Caso 2: Valores de la densidad, porosidad y diametro de las particulas con infiltracion
diferenciada por regiones.

" datos éxperimebafes . ' ’ ’ datos experimebéles .
3 Regiones E1 - 3.5 3 Regiones E1 -

12 3 Regiones E2 3 Regiones E2

3 Regiones E3 3 Regiones E3

0 =1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 23: Caudal liquido (izquierda) y caudal sélido (derecha) para el modelo erosivo con tres
regiones de infiltracién con los valores del caso GA2.

Como se ve en la Figura 23, los modelos no son capaces de replicar adecuadamente el caso
experimental a pesar de que al evaluar el modelo de infiltracion en la Figura 22 (izquierda) este si
se adaptaba a los datos experimetales. La interacciéon entre la infiltracién y la erosion es relevante
en estos casos. Debido a ello, se ha decidido emplear unos valores de infiltraciéon concretos para
cada caso de la tabla 14. Dichos valores de infiltracion aparecen en la tabla 15 y los resultados
en la Figura 24.

’ H K (m/s) ‘ ¢ (m) ‘ Af ‘ region
3REL || 1,0107°% | 0,1 | 3,5 | regién 1
70107 [ 0,1 | 3,5 | regién 2
50107 | 0,1 | 3,5 region 3
3RE2 ][ 3,010 [ 0,1 [ 3,5 region 1
1,0107% [ 0,1 | 3,5 | region 2
7,0107% | 0,1 | 3,5 region 3
3RE3 || 1,010 | 0,1 | 3,5 | region 1
70108 [ 0,1 | 3,5 | region 2
5010 | 0,1 | 3,5 region 3

Tabla 15: Caso 2: Valores de las variables de infiltraciéon para los modelos de erosion para tres
regiones de infiltracion.
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Figura 24: Caso 2: Caudal liquido (izquierda) y caudal solido (derecha) para el modelo erosivo
con tres regiones de infiltracion usando los valores de la tabla 15

Los resultados han mejorado bastante empleando una infiltracién concreta para cada caso.
En las Figuras 23(derecha) y 24(derecha) solo aparece caudal solido para valores muy pequenos
del diametro de las particulas. Cuando el diametro es mayor, el caudal s6lido que se obtiene
resulta escaso o nulo y el modelo no consigue replicar los procesos de erosion/deposicon para
didmetros de particulas tan grandes.

4.2.6. Estudio de errores

Para cuantificar la sensibilidad de los resultados obtenidos de las simulaciones se ha realizado
un anélisis de errores por el método de la Desviacién Cuadratica Media, ecuacion 38. La grafica
que se muestra en 25 comprende los errores de todos los resultados mostrados de este caso.
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Figura 25: Caso 2: Errores de los resultados mostrados para el caudal liquido.
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Figura 26: Caso 2: Errores de los resultados mostrados para el caudal sélido.

Como muestra la Figura 25, los resultados obtenidos tienen un nivel de error bajo. Debido
a esto, se puede afirmar que estos modelos son capaces de recrear adecuadamente los casos
experimentales.

El hecho de que el modelo turbulento se adapte mejor a la curva experimental que el viscoso
da lugar a unos errores menores, como ya se ha comentado previamente. Esto muestra cuanto
afecta el desplazamiento de los hidrogramas viscosos respecto al experimental, pues, a pesar de
que consiguen recrear mas fielmente la curva, la disparidad temporal termina teniendo un efecto
demasiado importante. La Figura 25 muestra que aumentar la viscosidad disminuye el error,
pero nos aleja de los valores reales pues los hidrogramas experimentales se han medido con agua
y por tanto para ser fieles al caso real debemos imponer la viscosidad del agua.

Los parametros que rigen el modelo de Green-Ampt tienen efectos mas globales en el hidro-
grama que los del modelo de Horton por lo que, intentar adaptar una seccién de este a la curva
experimental termina afectando al hidrograma completo. El modelo de Horton proporcionan
un error ligeramente menor, pues el modelo permite controlar directamente las capacidades de
infiltracién de forma que resulta mas sencillo recrear la curva experimental.

El hecho de dividir la superficie en tres zonas de infiltracién, aproximando maés el problema
a la situacion real, tiene un efecto muy positivo en el resultado de los hidrogramas, pues en la
mayoria de casos el error se ve reducido en tal medida que entre ellos se encuentran algunos de
los resultados con menor error que se han conseguido.

El modelo erosivo es muy sensible y conduce a errores considerables, en comparacién con
el resto. Al modificarse el nivel de lecho por los procesos de erosion/deposicion, la interaccion
entre caudal liquido y caudal s6lido es fuerte y los hidrogramas se ven alterados generando valores
mayores de los que se esperarian. Este efecto se ve ampliado cuando se consigue generar un caudal
solido considerable, produciendo mayores errores. Generando un hidrograma concreto para cada
caso del modelo erosivo, tal como se ha hecho en los casos 3RE1, 3RE2 y 3RE3, se obtienen
resultados mas cercanos al caso experimental.

5. Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado la aplicacién de un modelo hidraulico distribuido y bidimen-
sional basado en las ecuaciones de aguas poco profundas. Gracias a los términos adicionales de
lluvia e infiltracion se han podido representar més adecuadamente los fenémenos hidrologicos
que tienen lugar en cuencas de montana. También se ha mostrado la aplicacion de un modelo
adicional de erosion/sedimentacion, que complementa el sistema de ecuaciones hidraulicas y que
permite calcular la evolucién geomorfologica del suelo por efecto del flujo superficial.
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Los resultados obtenidos en los casos test basados en la geometria de un plano inclinado han
permitido realizar un estudio de sensibilidad de la forma del hidrograma de salida a distintos
parametros de los modelos, tanto de friccion como de infiltracién. En cuando a los casos con
resultados experimentales, se concluye que los resultados que méas se han asemejado a los casos
experimentales han sido los que se han simulado con el modelo de friccién turbulenta, con ellos
se obtenfan los menores errores. La variaciéon de la rugosidad o de la densidad no ha provocado
cambios significativos en los resultados. La variacién de la viscosidad en las simulaciones del
modelo viscoso si genera alteraciones notables, para el Caso 1 aumentar la viscosidad aleja
los resultados de la curva experimental, sin embargo para el Caso 2 los errores disminuyen al
aumentar la viscosdad. En el Caso 2 el modelo turbulento es incapaz de recrear con exactitud
la curva experimental, el modelo viscoso si consigue recrearla pero desplazada dando lugar a
mayores errores.

La alteracion de los parametros del modelo de Green-Ampt tiene consecuencias globales en
el hidrograma que generan mayor dificultad a la hora de replicar el caso experimental. Por otro
lado, los parametros del modelo de Horton ofrecen la posibilidad de modificar mas selectivamente
el hidrograma, lo que permite generar menores errores en el Caso 2. Distribuir la topografia en
zonas de infiltracion mejora considerablemente los resultados, aproximando el modelo, ademés,
a un caso maés realista.

El modelo erosivo con infiltracién es el méas cercano al caso real que se ha simulado. La
variaciéon de los valores de densidad de particulas no han provocado cambios importantes en
los hidrogramas. El caudal s6lido en el Caso 2 solo se puede recrear para valores pequenos del
didmetro de las particulas, pero estos modifican notablemente el caudal liquido. Existe una fuerte
interaccion entre la infiltracion y la erosion, los procesos erosivos modifican el suelo de manera que
es necesario generar un caso de infiltracién concreto que depende de los valores de los parametros
de erosion.

Los errores obtenidos son significativamente pequenos para el Caso 2, destacando los even-
tos realizados con fricciéon turbulenta, los simulados con la topografia dividida en regiones de
infiltracion y los generados con el modelo erosivo con infiltraciéon adaptada a las variables de
erosion.

No resulta comin encontrar estudios donde se apliquen varias leyes de fricciéon junto con
métodos de infiltracion y procesos de erosion /sedimetacion. Haberlos aplicado en este trabajo ha
dado lugar a unos modelos con una precisiéon mas realista que en trabajos previos.
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A. Anexo I: Evoluciéon temporal del calado para los casos 1 y 2

La Figura 27 muestra la evolucion temporal del calado de agua para los tiempos t = 10s,
t = 20s,t = 50s, t = 75s, t = 100s y t = 200s. Se puede ver que el modelo genera resultados
coherentes incluso en situaciones especialmente comprometidas para los modelos numéricos, como
pueden ser los calados pequenos o los frentes seco-mojado, muy caracteristicos en este tipo de
problemas hidrolégicos.

La Figura 28 se muestra a modo de ejemplo para ilustar la evolucién del calado para los
tiempos t = 100s, ¢t = 600s, t = 1000s, t = 1500s, t = 2500s y t = 3600s. Se aprecia que resulta
aconsejable refinar la malla de calculo en zonas como el cauce principal y los barrancos. Ademas
se muestra que el modelo genera resultados adecuados incluso para valores pequenos del calado.

lab 00151067 lab 0.0151067

le-b 00151067 le-b 0.0151067

la-§ 00151067 la-§ 00151067

Figura 27: Caso 1: Evolucién temporal del calado de agua para los tiempos t = 10s, t = 20s,
t =50s,t = 75s,t =100s y t = 200s.
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Figura 28: Caso:2 Evoluciéon temporal del calado de agua para los tiempos t = 100s, t = 600s,
t = 1000s, t = 1500s, t = 2500s y t = 3600s.
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B. Anexo II: Sistema de ecuaciones vectoriales del modelo de

aguas poco profundas

Partiendo de las ecuaciones vectoriales del modelo de aguas poco profundas (sistema 6), se

puede obtener la matriz Jacobiana del flujo en la direccién normal.

. E .
ana_,n—Anx—}-Bny
oU
donde
E = (F,G)
= 0 1 0
- F
A:‘L: —u? 2u 0
9 —uv voou
= 0 0 1
=29 _w v
ou -2 0 2

expresados en terminos de las velocidades y de la velocidad de onda superficial

0= Vah

Reescribiendo la matriz Jacobiana en estos términos

. 0 Ny Ny
Jn = | —u(@ni) + n, 4 + ung uny
—v(TR) + *ny VN Urt + vny

Los autovalores y los autovectores son los que aparecen en las ecuaciones 44 y 45

M =i —e, N2 =ai, N3 =dii+ ¢

1 0 1
1 _ 2 _ 3 _
e =|u—cng |,e=|—cny|,e = |u+cny
v — Cny CNy vV Cny

A partir de 45 se pueden obtener las matrices que diagonalizan el Jacobiano.

1 0 1
P= (e e?)=[u—cny, —cny u+ten,
V—CNy  CNg UV Cny

—Uit — ¢ Ty Ny
1= % 2(vng —uny) 2ny  —2n,
c RN
—Un —c —Ny V+ Ny

Se puede diagonalizar el Jacobiano usando 46 y 50

—

Jn = PAP!

P, P=A

AL o0
A=10 A 0
0 0 M
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