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Resumen

En este trabajo se utilizan redes neuronales con el propésito de simular opera-
dores matematicos aplicados a la Fisica. Para ello, nos hemos basado en el Teorema
Universal de Aproximacién de Operadores, que dice que una red neuronal con una
simple capa oculta puede aproximar con precision cualquier operador continuo no li-
neal. Este teorema sugiere el uso de redes profundas en el aprendizaje de operadores
continuos a partir de datos generados aleatoriamente.

En muchos problemas estudiados en Fisica se hace uso de operadores matemati-
cos a modo de aplicaciones entre funciones de un espacio de estados fisicos en otro
espacio de estados fisicos. Estos operadores son de gran utilidad tanto en la mecénica
clasica como en la cuantica. En el primer caso, la mayoria de ellos estan relacionados
con las simetrias, las cuales estdn a su vez ligadas a las leyes de conservaciéon que
caracterizan al sistema (Teorema de Noether). En el segundo, representan la base
de la formulacién matematica de la mecanica cuantica, donde cada observable esté

asociado a un operador hermitico con valores propios reales.

Hasta hace pocos anos, la aplicacién final de los operadores se realizaba mediante
métodos clasicos de dlgebra y calculo. Ha sido recientemente cuando nuevas técnicas
basadas en Inteligencia Artificial se han incorporado como una herramienta novedosa

capaz de actuar como un operador matematico.

Como prueba del funcionamiento de estas técnicas, se ha elegido un operador
relativamente sencillo como es el del oscilador arménico. Tras realizar diferentes
ensayos, se ha obtenido un resultado bastante satisfactorio que ha sido aplicado a
distintas fuentes de origen fisico (funcién escalén, impulso...) para analizar varios

casos y sacar conclusiones al respecto.
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1. Introduccion

La Inteligencia Artificial (IA) se refiere al conjunto de actividades realizadas por
una maquina que intentan replicar comportamientos considerados inteligentes por parte
de los humanos. Hoy en dia, abarca multitud de campos tales como el reconocimiento de
imégenes, la conduccion auténoma o los sistemas de recomendacion. En todas estas tareas,
las TAs deben pasar por un proceso de aprendizaje conocido como Aprendizaje Automatico
o Machine Learning, proceso en el que destaca el papel del aprendizaje profundo (Deep
Learning) y el procesamiento del lenguaje natural [1].

A pesar de que el concepto de TA surgié en torno a 1950 cuando se planted si se
podria programar una computadora para que “pensase” por si sola, en los tltimos anos
ha experimentado un gran desarrollo debido a la accesibilidad a grandes cantidades de
datos que le permite a la maquina procesarlos y reconocer patrones en los mismos. No
menos importante ha sido el continuo avance de la potencia y la memoria computacionales,
ademas del empeno de algunas multinacionales como Google, que han puesto parte de su
conocimiento al alcance del publico general a través de herramientas como TensorElow y
Google Colab, que se describen mas adelante.

El abanico de areas al que ha llegado la IA es de lo mas amplio y destaca en tareas de
regresion, clasificacion y prediccion. Ademas, mas alla de facilitar el dia a dia a la poblacion
en general, se estd empezando a extender su uso en ciencia. Por ejemplo, sobresalen las
investigaciones en diagnostico de enfermedades o prediccién de estructuras proteicas a
partir de la secuencia del DNA en medicina, asi como la clasificacion de galaxias en
cosmologia (tareas de clustering en IA) y la sustitucién de costosas simulaciones numéricas
empleadas para reproducir el comportamiento de fluidos [2].

En cuanto a la estructura del trabajo, se pueden distinguir los siguientes apartados:
tras exponer los objetivos y la metodologia empleada, en la seccién 3 se explican algunos
conceptos basicos, tales como las redes neuronales y la base matematica de los operadores,
espacios en los que estan definidos y teoremas en los que se ha basado el trabajo. A
continuacion, se presentan los resultados que se han ido obteniendo en el apartado 4,
desarrollando el problema y su aplicacion a diferentes casos de interés, asi como las posibles
debilidades del método que se hayan podido encontrar. Finalmente, se expondran las
conclusiones extraidas tras la elaboracion del trabajo.



2. Objetivos y metodologia

El principal objetivo del trabajo es generar una red neuronal que sea capaz de apren-
der la forma de cierto operador matematico continuo, esto es, una aplicaciéon continua que
“lleva” una determinada funcién de entrada a otra de salida, cada una en su espacio de
funciones.

Para ello, el trabajo se enfoca en un operador relativamente sencillo, como es el del
oscilador arménico, para plantear un problema abordable y determinar como de buena es
la red neuronal entrenada. Se utilizan funciones generadas aleatoriamente para entrenar
la red con la que se prentenden estudiar fuentes conocidas de origen fisico con el fin de
evaluar su funcionamiento. De esta manera, se pueden extraer conclusiones acerca de los
puntos fuertes y débiles del problema resuelto.

La implementacién de lo expuesto a partir de ahora ha sido realizada con el len-
guaje de programacion Python, que permite aprovechar la plataforma TensorFlow con
sus librerias de Keras en el disenio y manejo de redes nueronales de forma mas o menos
sencilla. La ventaja que tiene es que permite “olvidarse” de la estructura més interna de
la red, con el objetivo de poder centrarse en problemas mas complicados y abstractos
como el que se presenta. En particular, se ha utilizado Google Colab o Colaboratory, que
permite programar y ejecutar Python en el navegador mediante un entorno interactivo o
“cuaderno”. Esta herramienta presenta diversas ventajas, especialmente en investigacion
en ciencia de datos e Inteligencia Artificial, y ejecuta cddigo en los servidores en la nube
de Google.



3. Conceptos basicos

Como paso previo al desarrollo del trabajo, es conveniente introducir algunos con-
ceptos basicos que seran de gran utilidad para comprender las estructuras y el método
empleados a lo largo del mismo. Por un lado, se explica toda la parte relacionada con la
IA, desde las neuronas que conforman la red hasta los tipos de redes, pasando por las
fases que constituyen el entrenamiento. Por el otro, se ven los operadores matematicos y
se formaliza el estudio en términos de espacios y conjuntos, mas alla de ser tratados como
“funciones entre funciones”. Finalmente, se ve la teoria y los teoremas de DeepONet, en
los que esta basado todo el trabajo, asi como la arquitectura de la red empleada en el

mismo.

3.1. Redes neuronales

En el marco de las tareas de Inteligencia Artificial, y mas concretamente de los pro-
cesos de Machine Learning, el uso de redes neuronales estd muy extendido. La estructura
de estas redes esta inspirada en la que forman las neuronas en los seres vivos y de ahi el
apellido de “neuronales”. Si bien es cierto que queda mucho por descubrir dentro de la
neurologia, también lo es que el mecanismo neuronal se conoce desde hace més de 100
anos y el hecho de imitarlo a la hora de que una maquina aprendiese una tarea parecio
buena idea. Tanto es asi que las redes neuronales han resultado ser una de las ramas de

algoritmos de aprendizaje méas utilizadas dentro del mundo del Machine Learning.

Partiendo de la neurona como elemento bésico, estas se organizan en capas que se
conectan entre si dando lugar a la red, es decir, una red consta de una o varias capas
consecutivas entre la informacion de entrada (input) y la de salida (output). Hoy en dia,
las redes més populares son las que acumulan muchas capas intermedias (hidden layers)

en lo que se conoce como Deep Learning.
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Figura 1: Ejemplo de red con una capa de entrada, dos intermedias y una de salida mononeuronal.
Fuente: [1]



La popularidad del Deep Learning viene justificada por los buenos resultados que
ofrece en diversos campos de aplicacion. Esto se debe a que permite una mayor capacidad
de abstraccion y hace posible que una maquina realice tareas que un humano desarrolla
de manera practicamente inmediata, como puede ser el reconocimiento de los elementos

de una imagen.

3.1.1. Neuronas

Como se ha comentado, la neurona es la unidad basica de procesamiento dentro de
una red. Cada neurona recibe un input de la capa anterior y tras una serie de calculos
genera un valor de output que sirve de entrada para una o varias neuronas de la capa
siguiente. El input que recibe cada neurona a través de las conexiones con las neuronas de
la capa anterior depende del valor de salida de cada una de ellas z; y del peso correspon-
diente a dicha conexién w;, que marca el grado de intensidad con que una neurona afecta
a la otra. Los calculos realizados por la neurona consisten en una suma de los valores de
entrada ponderada con sus respectivos pesos, a la que se aplica una funciéon de activacion

f(2), para dar lugar al output de la misma.

Utilizando notaciéon vectorial, dada una capa r € 1,...,R donde R es el nimero
de capas de la red, se tiene para cada neurona k de dicha capa un vector de pesos
wi = (W, ..., w}y) que corresponde a las conexiones de la misma con cada una de las N
neuronas de la capa anterior. También hay otro parametro que caracteriza cada neurona
llamado bias o sesgo, bj..

De este modo, dado el output de una capa r — 1, descrito por el vector x*~1 =
(771, .2’ 1), se introduce un valor en la funcién de activacién de la neurona k € 1,..., N

de la capa r dado por:

N
2, = szj x?‘l + b = wy - x4 b, (1)
j=1

Se comprueba que este calculo realizado por la neurona es una transformacion lineal,
que seré seguida por una operacién no lineal a través de la funcion f(z). Esta es la base de
las capas de neuronas, realizar sucesivas transformaciones lineales seguidas de no lineales
hasta llegar al output (cada capa puede tener distinta funcién de activacion). En el caso
de no introducir las no linealidades, se podria sustituir una red de varias capas por una de
una unica capa al ser todas las operaciones lineales [3], de manera que no tendria sentido
hablar de Deep Learning.

El output de una neurona k la capa r vendra dado entonces por f(z}) = aj. Tras
atravesar toda la red, es decir, las R capas de neuronas, se tiene un valor a la salida
a®(w, b) que puede ser un escalar o un vector, segtin si la capa de salida estd formada por
una o varias neuronas. Este valor es funcién de todos los pesos y biases de cada una de las

capas, que a su vez son los parametros que habra que ajustar en el entrenamiento. Se puede



intuir que el nimero de parametros se multiplica enseguida incluso en redes relativamente

sencillas, por lo que el coste computacional puede incrementarse rapidamente.

3.1.2. Funciones de activacion

Las funciones de activacion representan las transformaciones no lineales realizadas
por cada una de las neuronas a los datos de entrada (dados por la expresién (1)) para dar
lugar a una salida. Son muchas las funciones de activacion existentes y segtn el objetivo
de la red vienen mejor unas u otras. Entre las mas extendidas se encuentran la sigmoid,
la ReLU o la softmax.

La funcion de activacion sigmoid tiene la forma de una sigmoide y toma todos sus
valores entre 0 y 1. Para valores cada vez mas negativos de z, la funciéon tiende a 0,
mientras que a medida que z crece positivamente, la funcién se acerca a 1. Es por ello
por lo que presenta un buen rendimiento en la tltima capa a la hora de decidir entre
pertenecer a una clase u otra. La forma de esta funcion es la siguiente y su representacion
aparece en la Figura (2a):

1

f(z):U(z):@

(2)

Por otro lado, la palabra ReL U es el acrénimo de Rectified Linear Unit y es exacta-
mente (0 para valores negativos de z, mientras que para los positivos es lineal f(z) = z.
Presenta ventajas como su facil implementacién (frente a otros cdlculos como la tanh o la
exponencial en la sigmoide) y la ausencia de problemas de saturacién, lo que la ha llevado

a ser la mas usada. Su forma funcional es la siguiente y aparece representada en la Figura
(2b):
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(a) Funcién sigmoide. (b) Funcién ReLU.

Figura 2: Funciones de activacion mas utilizadas.



Hoy en dia, la funcion ReL U es la que se utiliza en la mayoria de problemas y, como
regla general, se suele empezar probando por esta y en el caso de que no genere buenos
resultados se cambia a otras. En este trabajo es la funcién que se ha empleado para las
capas intermedias ya que proporcionaba buenos resultados. La funciéon sigmoid, por su
parte, se suele preferir en problemas de clasificacién binaria, y la softmax en problemas

de clasificacién multiclase [4].

3.1.3. Funcion coste

Dentro de la fase de entrenamiento, se debe definir una funciéon para analizar la
eficiencia de la red y si esta estd aprendiendo como debe. Es la llamada funcién coste
C(w,b) y da una medida de la desviacién del valor predicho por la red a®(w,b) respecto
del valor real y. Cuanto mas parecidos son estos valores, mas se aproxima la funciéon
a 0. Este es el procedimiento que sigue el entrenamiento: variar los parametros de los
que depende la funcién (pesos y bias) con el fin de obtener una prediccién éptima. Para
ello, se calcula el gradiente del coste VC'(w, b) respecto de sus parametros con el objetivo
de hallar el minimo de dicha funcién coste. En problemas de regresiéon como el de este
trabajo, la funcién mas utilizada es la mean squared error que calcula el error cuadratico
medio entre los valores reales y los predichos:

C=—Y(a—y) (4)
m m
En la expresion (4) m es el nimero de datos utilizados en el entrenamiento y la suma
se entiende sobre todos los outputs generados. Ademads, la operaciéon vectorial a —y se
realiza elemento a elemento, es decir, a—y = (a; — y1, ..., ay — yn) donde N es el nimero
de neuronas de la tltima capa.

A la vista del tratamiento de la funcién coste para encontrar su minimo, se puede
intuir que los célculos relativos al gradiente pueden volverse pesados computacionalmente
en cuanto el nimero de pardmetros involucrados (y, por tanto, las derivadas a realizar) son
elevados. Mas aun, la propia estructura de las redes profundas hace que la variacion de un
parametro influya en las siguientes capas de tal manera que se complique el proceso, aun
cuando la funcién coste es sencilla como la (4). Para combatir esto se utiliza el llamado
backpropagation, que calcula el gradiente recorriendo la capa en sentido inverso al natural,
es decir, desde la ultima hasta la primera.

También hay que tener en cuenta que para obtener buenas predicciones se necesitan
muchos datos. Esto supone un problema en relacién al coste de calculo, que se resuelve
mediante la técnica de stochastic gradient descent (SGD). En realidad, es una aproxima-
cién que consiste en asumir que el gradiente de la funciéon coste tomando un subgrupo
de los datos de entrada es similar al resultado de tomar todos los datos. El tamano de
dicho subgrupo se conoce como mini-batch (hiperparametro de la red) y se debe elegir de
tal forma que sea lo suficientemente grande como para arrojar buenos resultados pero no



tanto como para que requiera un tiempo largo en la fase de entrenamiento.

Este algoritmo del SGD introduce un nuevo hiperparametro: el learning rate (desig-
nado con la letra 7). Este controla la medida en la que cambia el modelo como respuesta
al error calculado cada vez que los pesos son actualizados, es decir, como de rapido el mo-
delo se adapta al problema. Normalmente, n € (0, 1) y su valor se debe elegir teniendo en
cuenta que valores mas pequenos necesitan mas “épocas”, debido a que las actualizaciones
de los pesos en cada paso son pequenas (pudiendo llegar a atascarse), mientras que valores
mas grandes dan lugar a cambios rapidos que pueden resultar en un peor aprendizaje o
en procesos de entrenamiento inestables [5].

3.1.4. OQwverfitting

Durante el entrenamiento puede aparecer un problema conocido como overfitting o
sobreajuste. Este se produce cuando la red pierde capacidad de generalizacién de las ca-
racteristicas de un conjunto de datos y extrae conclusiones concretas del subconjunto
utilizado en el entrenamiento (training set). Esto puede ocurrir al incluir un gran niimero
de parametros que aumentan la complejidad de la red y da lugar a este hecho contra-
producente. En estos casos, lo que sucede es que se obtiene una prediccion muy buena
en los datos de entrenamiento, mientras que al examinar otro conjunto distinto de datos

(validation set) saldrian resultados distorsionados.

El problema del overfitting puede ser grave si no se es consciente del mismo, ya que
a priori parece que la red entrena bien. Para evitarlo, lo ideal es aumentar el niimero de
datos de entrada, de manera que la red no pueda incurrir en el error de particularizar
las predicciones en torno a una serie de caracteristicas comunes a ellos, al introducir una
mayor dispersion. A su vez, conviene reducir el nimero de parametros para que la red no
sobreajuste y se vea forzada a generalizar los patrones encontrados en los datos. En lugar
de reducir el tamano y complejidad de la red, lo que se hace es recurrir a una técnica

conocida como “regularizaciéon”.

La regularizacién consiste en anadir un término extra a la funcion coste que penalice el
hecho de haber muchos parametros. Este término va multiplicado por un “regularizador”
A, que reduce el nimero de parametros utiles cuanto mayor es. Es por ello que para elegir
su valor hay que ser metodico y se suele escoger a partir de los datos del validation set.
En caso de utilizar esta técnica, lo ideal es evaluar la red con un tercer conjunto de datos
diferente al de entrenamiento y validacién, conocido como test set. En conclusion, no se
debe examinar el funcionamiento de la red en datos utilizados para ajustar parametros
(training set) o hiperparametros (validation set).

Por 1ltimo, se puede recurrir al early stopping para evitar el overfitting. Este consiste
en detener el entrenamiento en el momento oportuno, lo que se realiza programando que
se haga en distintas fases que se denominan “épocas” (epochs). El objetivo de esto es poder

controlar el valor de la funcién coste y parar el entrenamiento cuando se considere que



es suficientemente pequeno y antes de que comience a perder generalidad sobreajustando
particularidades de los datos de entrenamiento.

3.2. Operadores matematicos y DeepONet

DeepONet o Deep Operator Network puede entenderse como un marco general de
trabajo que utiliza el Deep Learning para el aprendizaje de operadores no lineales y
continuos. Este se basa en una teoria que garantiza un error de aproximaciéon pequeno.
Ademas, las arquitecturas especificas que se utilizan también presentan pequenos errores
de generalizacion (error de la red al analizar nuevos datos distintos a los de entrenamiento),
siendo muy importante una representaciéon adecuada del espacio de entrada del operador

[6].

Mas alla del teorema universal de aproximacién de funciones por redes neuronales
mediante aprendizaje supervisado, que consiste en que una red neuronal con una capa
oculta y un nimero finito de neuronas puede aproximar funciones continuas con cualquier
precisién [7], la idea de aproximar operadores no lineales por redes neuronales viene sus-
tentada por un potente teorema menos conocido, el Teorema Universal de Aproximacion
de Operadores. Este teorema dice que una red con una simple capa intermedia puede
aproximar con precisién cualquier funcional no lineal y continuo (aplicacién de un espacio
de funciones a los niimeros reales) asi como cualquier operador no lineal (aplicacién de un

espacio de funciones a otro).

3.2.1. Planteamiento del problema

Sea G un operador que tome una funcién u como entrada, y sea G(u) la correspon-
diente funcién de salida. Para cualquier punto y en el dominio de G(u), dicha salida es
un numero real G(u)(y). De esta manera, la entrada de la red estd compuesta por dos
partes: u e y, y como salida tiene a G(u)(y). En la préactica, lo que se hace es discretizar
las funciones u de entrada para poder aplicar la aproximacion de la red. La manera més
sencilla de representar estas funciones en su espacio de entrada V' es tomando el valor de
las mismas en un ntimero grande pero finito de puntos {1, ..., 2, } que se conocen como
“sensores”, como se muestra en la Figura (3). Existen otras maneras de representar una
funcién, como por ejemplo, mediante expansiones espectrales o por medio de una imagen.
Se prevé que en el futuro dichas funciones seran representadas por otras redes neuronales
mas alla del DeepONet.

Para demostrar la capacidad y efectividad de esta técnica, se plantea el problema lo
mas general posible exigiendo las restricciones mas débiles posibles tanto en los sensores
como en los datos de entrada. Concretamente, la tinica condicién requerida es que las
posiciones de los sensores sean las mismas para todas las funciones de entrada u, mientras

que para las localizaciones de salida y no se pide ninguna condicién. Y aun dicha restriccion



se puede relajar, por ejemplo, interpolando u en un conjunto comun de localizaciones
sensor o proyectando u en una base de funciones y usando los coeficientes a modo de

representacion de wu.

3.2.2. Arquitectura de la red

Partiendo del objetivo de aprender operadores de una forma general, el inico reque-
rimiento para el training set va a ser la consistencia de los sensores {z1,...,x,,} de las
funciones de entrada, esto es, no sera necesario que sus posiciones estén equiespaciadas.
De esta manera, la entrada de la red esta compuesta por dos componentes separadas:
(u(xy), ...;u(x,))T ey, vy la salida se corresponde entonces con la aplicaciéon de G sobre u
tomada en el punto y.

u: function —|
w(@m) \

yGRd/

Network — G(u)(y) € R

Figura 3: Esquema de los inputs [(w(x1),...,u(zm)),y] ¥ el output G(u)(y) para una red que
aprenda un operador G : u — G(u). Fuente: [6]

Dentro de este apartado, se pretende disefiar una arquitectura para la red que dé
lugar a una buena generalizaciéon. En problemas de varias dimensiones, y es un vector
con d componentes, por lo que la dimensién de y ya no coincide con la de u(zx;) para
1 <i < m. Este hecho evita tratar u(z;) e y de igual manera y hace necesarias al menos

T
dos subredes para considerar (u(xl), o u(mm)) e y de manera separada.

Por un lado, parece necesario incluir una red (en adelante trunk net) que toma como
entrada a y y como salidas (ty,...,t,)7 € RP. Por el otro, aparecen dos opciones. Se
pueden colocar p redes (en adelante branch nets), de forma que cada una de ellas toma
(u(:r:l), o u(xm))T como entrada y tiene como salida un escalar by € R para 1 < k < p.
Pero también, como en la practica p suele ser de orden 10 o mayor, resulta mas eficiente
juntar todas estas redes en una unica (branch net), es decir, una tnica red que tendré

como output el vector (by, ...,b,)" € RP.

El primer caso, como presenta p redes apiladas en paralelo, recibe el nombre de stac-
ked DeepONet como se ve en la Figura (4a), mientras que al segundo se le llama unstacked
y aparece en la Figura (4b). La equivalencia entre ellos se puede entender viendo el se-
gundo caso como uno apilado con todas las branch nets compartiendo el mismo conjunto
de parametros.
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(a) Stacked DeepONet. (b) Unstacked DeepONet.

Figura 4: Arquitecturas propuestas para la DeepONet. En (a) aparece una trunk net como una
red de una capa y anchura p y p branch nets apiladas, cada una de ellas como una red de una
capa oculta y anchura n. En (b) hay una trunk net y una branch net, que puede ser vista como
una stacked DeepONet con todas las branch nets compartiendo el mismo set de parametros.
Fuente: [6]

3.2.3. Teorema Universal de Aproximacion de Operadores Generalizado

A la vista de las arquitecturas de red planteadas, tanto por claridad como por conve-
niencia, mas alla del Teorema Universal de Aproximacién de Operadores ya mencionado,
se puede enunciar su version generalizada. Este teorema prueba que las arquitecturas ex-
puestas son también aproximadores universales de operadores y permite diferentes com-

binaciones de branch/trunk nets. A continuacion, se enuncia sin demostrar:

Teorema 1 (Teorema Universal de Aproximacion de Operadores Generalizado). Sea X
un espacio de Banach'. K; C X, Ky C R? son dos subespacios compactos® en X y en RY,
respectivamente, y V es un espacio compacto en C(Ky). Sea G : V. — C(Ks) un operador
no lineal y continuo. Entonces, para todo € > 0 existen m y p enteros positivos, asi como
funciones vectoriales continuas g : R™ — RP y f : R — RP, y 21, ..., 1,,, € K, tales
que:

Glu)(y) — (glu@), ., ulzm)) £y))| < €

branch trunk

se satisface para toda funcion u € V y todo y € Ko, donde (-,-) denota el producto
escalar en RP. Ademds, las funciones g y f pueden ser escogidas como distintas clases

1Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo (toda sucesiéon de Cauchy tiene
limite en él) en la métrica definida por su norma. Tipicamente, es un espacio de funciones de dimensién
infinita.

2Un espacio compacto tiene propiedades similares a las de un conjunto finito en el sentido de que las
sucesiones contenidas en un conjunto finito siempre contienen una subsucesioén convergente. La nocién de
compacidad generaliza el concepto de cerrado y acotado de los espacios euclideos.
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de redes neuronales, las cuales cumplen el teorema cldsico universal de aproximacion de

funciones.

Mas alla de la formulacién rigurosa, este teorema se puede interpretar teniendo en
cuenta lo explicado hasta ahora. El operador GG entre dos espacios compactos puede apro-
ximarse por el producto escalar de dos funciones (cada una representada por una red,
a través de las cuales se introducen los dos inputs), ya que la diferencia entre ambos
términos esta acotada por un valor € que puede ser tan pequeno como se quiera.

También de acuerdo con el teorema (1), aunque G(u)(y) tiene dos inputs independien-
tes (de ahi que se utilice una red para cada uno), se puede entender que es una funcién de
y condicionada a u. Por ello, las DeepONets pueden ser vistas como un modelo condicio-
nal, donde las salidas de ambas redes son unidas al final por medio de un producto escalar.
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4. Resultados

A la hora de buscar resultados en base a toda esta teoria, lo que se ha hecho es escoger
un problema que involucrase un operador y pensar en la manera de generar los datos con
los que entrenar la red. El paso siguiente ha sido programar la red y asegurarse de que
entrena bien. Por tultimo, se ha aplicado a algin caso fisico conocido para corroborar lo
obtenido.

4.1. Definiciéon del problema

Como se ha ido comentando, el problema estudiado pretende que una red neuronal
aprenda la acciéon de un operador GG. En concreto, se busca encontrar la soluciéon de la
ecuacion diferencial del oscilador arménico sometido a una fuente de excitacion u, es decir,

la ecuacién L s =u < Gu = s, donde el operador L viene representado por:

d2
G'=L=A—+8B 5
e (5)
Utilizando esta notacién, u denota la funcién fuente y s su solucién, s (y) = G (u)(y).
Para construir la red, se necesita un conjunto de funciones fuente y su solucion {u (x), s (y)},

asi como las coordenadas donde se evalta s, es decir, {yi, ..., yn}-

Mientras que la primera rama toma cada u(x) en los mismos puntos {1, ..., T},
la segunda simplemente toma los puntos {yi,...,y,} en el dominio de definicién de la
solucion s(y). Cada una de estas soluciones s(y) se evalia en puntos aleatoriamente

escogidos entre los de dicho dominio.

4.2. Generacion de los datos

La manera de representar las funciones u y s se realiza expandiéndolas en una base de
funciones adecuada para el problema. De esta manera, truncando la serie que representa
cada funcién en 2 Ny sumandos y utilizando calculo matricial, se puede obtener la solucién
s para una excitacion u dada. La base elegida por conveniencia es la de senos y cosenos,
que puede ser expresada como una exponencial compleja, y da lugar a una expresion
del operador en forma matricial que es diagonal. Se pueden expresar las funciones de la

siguiente manera:

Ng N
u(x) = w cos(2rlz) + > vy, sin(2rma)
=0 m=0 (6)

N N
s(y) =Y sicos(2mly) + Y by, sin(2wmy)
=0 m=0
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Con la notacién de Dirac, si se escribe la base de senos y cosenos como exponencial
compleja y se denota al vector 1-ésimo como |l), se obtiene el siguiente bra-ket (x|l) =
e?™* donde i es la unidad imaginaria. Debido a la eleccién de la base incluyendo el factor
27, el dominio de las funciones a estudiar va a ser el [0,1). Asi, dado un = € [0,1) tal

que el producto escalar de dos funciones estd definido como (f|g) = / f(z)g(z)dz, se
0

cumple que (l|m) = &, (delta de Dirac) por la ortonormalidad de la base escogida. El
elemento de matriz L;,, de la matriz L. se puede calcular de la siguiente forma:

' b o & |
le:<l|L|m>=/0 <l|m><m|L|m>dx:/0 6—2mlx <Ad$2+B> eQﬂzmm] dr —

= /1 e~ 2mile (A (2mim)” + B) T (i = (—47?2m2A + B) (I|m)
’ T

De este modo, la matriz L toma la siguiente forma de matriz diagonal:

Loy O 0
I 0 L‘H 0
0 0 ce LNst

Por su parte, la matriz G es justo la inversa de L y sus elementos son justamente

los inversos Ll_,i. Por todo lo anterior, los elementos no nulos se dan para [ = m y, en ese
-1

caso, Ly = (—47T2l214 + B) . Se tiene entonces que el valor que toma la posicion [ de la

solucién s se calcula a partir de su correspondiente en u como:

uj

(—472I?A + B) (7)

—1

Con todo esto, cada funcién u se obtiene eligiendo valores aleatorios de {u;, v, }, que
se van a tomar en un intervalo acotado (—10,10) para evitar problemas de escala con las

funciones. Su correspondiente solucion s se calcula a partir de ella como:

N N
Uy Um .
s(y) ;:o CI AT D) cos(2mly) +m§:0 CimZm2A+ D) sin(2wmy) (8)

Una vez definidas las funciones que hacen los papeles de fuente y de solucién, el
método utilizado del DeepONet requiere definir las condiciones iniciales en estos casos de
ecuaciones diferenciales, pues no hay otra forma de que la red las conozca. Es por ello
por lo que se toman familias de funciones {u(z), s(y)} que satisfagan las condiciones que
se dan. En particular, en este trabajo se escogen por comodidad las condiciones iniciales
nulas s(0) = s'(0) = 0.

13



La introduccion de estas condiciones se realiza a través de los coeficientes de expansion
de la solucién {s;, ¢, }. Partiendo de las ecuaciones de las funciones u y s en (6):

Ns Ns NS
s(0)=Ysi=s0+> s55=0 = so=—>_s (9)
1=0 =1 =1

Para calcular los coeficientes iniciales de los sumandos sinusoidales, se realiza la de-
rivada de la expresién término a término:

N N
s'(y) = —2m Y _1s sin(2nly) + 27 Y mt,, cos(2mmy) (10)
1=0 1=0
N
S0)=0 = tHh=0 A t1 == mty (11)
1=2

El conjunto de estos coeficientes {so, to, t1} impone las condiciones iniciales, que jue-
gan un papel fundamental en el problema planteado. Este es el caso general, pero para
problemas concretos como los que se presentan en los apartados 4.5 y 4.6, habra que

estudiar con detenimiento la asignacion de estos coeficientes.

4.3. Comprobacion de los datos

Una vez generados los datos, se puede comprobar la forma que toman las funciones
que se van a utilizar en la red. También conviene recuperar la funcién u(z) a partir de la
s(y) mediante un método de aproximacién numérico del estilo de Runge-Kutta, diferencias
finitas... En las siguientes graficas se puede ver un ejemplo de funcién fuente u(x), combi-
nacién lineal de 100 sumandos sinusoidales y otros 100 cosenoidales, junto a su solucion
s(y), que adquiere forma armoénica.

0.2
100

0.1

—_ 0 —_
3 % 00
—100 -0.1
-0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X Y
(a) Funcién u(x). (b) Funcién s(y).

Figura 5: Ejemplo de funcién fuente u(x) y su solucién s(y) para 1000 puntos en el intervalo
[0,1).

14



En cuanto a la recuperacion de la fuente a partir de la soluciéon, se opto por utilizar el
método de las diferencias finitas (MDF) al estar tratando con una ecuacién en derivadas
parciales de segundo orden. Lo que se hace es aproximar esta derivada segunda por su

aproximacion:

@( )= $(¥ir1) — 25(yi) + s(yi1)
dy2 Y = h?

(12)

En este caso, se ha elegido el valor de h como h = y;11 —¥;, de manera que uppys(x) es
la fuente sustituyendo la derivada segunda por la aproximacion que aparece en la ecuacion
(12). En la siguiente figura se comprueba la concordancia entre la funcién u(z) generada
(u(z) en negro) y la aproximada (u(x) MDF en rojo).

150
100 . 4
| o . ¥l 1]
| { i ! i &
be | . iy BT i-h
P s A " 2|i'F ®: I? $Y
PSRN Mg s hd S
0 e FULR - R i p
. -:u!. :Lf k! : 0 I, ii;l.: 1 “E. o, o !i :t“i':i i !!‘ ,I;' ._,l 1
so| §RHI IR ."‘.ﬂ[h- SUE & S e | ety
. 1 o ¥ rap § X i': I ! ".'
~100 : A oty
4 i
—1501 —*— u(x)
r— u(x) MDF
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 6: Funcién u(x) recuperada a partir de la funcién s(y) de la Figura (5b) mediante el
método de las diferencias finitas.

4.4. Entrenamiento y prediccion

Una vez generados los datos, estos se deben separar en dos conjuntos que se han
introducido como training y validation set. En este caso, el primero esta formado por el
90 % del total de datos, mientras que el 10 % restante estd reservado para la validacién. La
eleccién de los hiperparametros y la forma final de la red se ha hecho después de probar

con distintas configuraciones y ver con cudl salian mejores resultados.

mini-batch | epochs | learning rate
32 50 0,01

Tabla 1: Valores utilizados para los hiperparametros mas importantes.
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En cuanto a la estructura de la red neuronal, se utilizan dos redes para la entrada
como se habia adelantado, cada una de ellas con una capa intermedia de 40 neuronas, y la
funcion de activacion ReLU. Las salidas de estas redes se concatenan mediante una capa
de tipo Dot, la cual realiza el producto escalar entre las muestras de dos tensores [8].

Por otro lado, a la hora de compilar el modelo se utiliza el optimizador rmsprop, que
considera solo los gradientes méas recientes en lugar de considerar un acumulado de estos.
Ademas, para valorar la actuacién de dicho modelo, se emplea como funcién de pérdidas

y métrica la ya comentada mean squared error.

El entrenamiento de la red fue realizado en un cluster de ordenadores de la Univer-
sidad de Zaragoza. De esta manera, se pudo generar una amplia base de datos con 50000
funciones para entrenar el modelo de manera més eficiente. En todos los casos se toman
como valores de Ay B en la expresion (5) del operador, A=1y B = —1.

A continuacion, se pueden ver cuatro ejemplos de predicciones realizadas por dicha
red neuronal. Se muestra en negro la funcién s(y) generada y en rojo la prediccién que
hace la red para ella. En general, se aprecia cémo la red predice los distintos cambios y
picos que se dan para la funciéon aunque no llegue a reproducirla a la perfeccion. El error
cuadratico medio del conjunto de todas las funciones es muy pequeno, tomando un valor
de m.s.e. = 0,00065.

0.3
0.0 —+— s(y) real
*— s(y) pred
-0.1 0.2
-0.2
0.1
-0.3
0.0
—-0.4
—05 -0.1
—— s(y) real
— *— 5 red
0.6 y)p —02{ | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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o2l ™ s(y) real 0.1751 s g(y) real
’ M s(y) pred v s(y) pred
0.150 y'p
0.1 0.125
0.100
0.0 0.075
0.050
-0.1
0.025
0.000
—-0.2
-0.025
070 02 0 0’6 0’8 10 0.0 0.2 0.4 y 0.6 0.8 1.0

Figura 8: Distintas predicciones realizadas por la red neuronal: las mas precisas se dan para
soluciones sencillas del operador, mientras que las funciones con mas variaciones son reproducidas

de manera mas aproximada.

En la siguientes dos gréficas, se muestra la comparativa entre los valores reales de
G(u)(y) y los predichos por la red para 100 funciones, cada una evaluada en un punto
aleatorio de su dominio:

@

»w  0.50 0.50
3 «°® ® e
T 0.251 0259 ° o o® o 96 @O . ° e
g > 9 ® Qe o
2 0.00- <5 0.001 @‘0%0 ®  o® NS @ a® o Qoéeage% .
e ¢ P ® & o ¥, ® ,O
—_ U] ® e © s O 8 ©
> —0.25 | —0.251 @ o &
= . ) & s & ®
O —0.501 -0.50{ ® 8 o

05 00 05 0 20 40 60 80 100

G(u)(y) - Neural Network

Figura 9: Comparativa entre los valores reales (en azul) y los predichos (en rojo) de G(u)(y) para
un conjunto de 100 funciones en un punto de su dominio elegido aleatoriamente para cada una
de ellas. A la izquierda, se observa que los valores reales forman una recta perfecta que pasa por
el (0,0) y tiene pendiente 1, mientras que los valores predichos tienen cierta dispersién en torno
a ella ya que no son exactamente iguales a los reales, como se puede comprobar en la grafica de

la derecha.

4.5. Aplicacion a fuentes de origen fisico

Una vez estudiado el caso general del operador del oscilador arménico y entrenada
la red para funciones aleatorias, parece adecuado aprovechar estos resultados para probar
con distintas fuentes que tienen aplicacién en diversas areas de la Fisica. En particular,
se presentan los casos de la funcién escalén y de la delta de Dirac como ejemplos validos
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para la red entrenada, mientras que se reserva el caso de la fuente triangular para mostrar
alguna de las debilidades del problema que se ha resuelto.

4.5.1. Funcidon escalon como fuente

La funcién escalén de Heaviside H(z) es una funcién discontinua cuyo valor es 1
para el argumento positivo y 0 para el resto del intervalo. En problemas de fisica, es
comun encontrar problemas que corresponden a estados de si o no (activo o inactivo).
Este es el caso por ejemplo de una fuerza que actiia sobre un sistema mecanico o de
una tension eléctrica aplicada a un circuito, situaciones que podrian ser controladas por
un interruptor para distinguir momento de aplicacién y de no aplicaciéon. También cobra
especial importancia en ingenieria de procesamiento de senales, al representar una senal

que se enciende en un instante determinado y queda encendida indefinidamente.

En el problema estudiado, la funcién esta restringida al intervalo [0, 1) y es por ello
por lo que se centra en el punto medio z = 0,5. Ademas, se reescalan adecuadamente los
coeficientes fuera del intervalo (—10, 10) por un factor 10%, ya que en caso contrario apare-
cen valores de la solucién s(y) de orden de magnitud 1073, que pueden causar problemas
en la red. Por tanto, se elige como funcién fuente u(z) a la siguiente:

5000 —
2500 -
_ x 0-
a0 = 0 5T e
-50004 ™

00 02 04 06 08 10
X

Figura 10: Funcién escalon reescalada y centrada en x = 0,5 truncando la base en 200 términos.

Se puede comprobar que la forma funcional es sencilla, simplemente una funciéon a
trozos con un valor constante para cada intervalo. Sin embargo, a la hora de introducirla
en la red, conviene representarla en la base utilizada hasta el momento. La correspondiente
serie de Fourier de este escalén solo tiene términos sinusoidales al ser una funcién impar,
y se han elegido 200 de ellos como en las funciones de entrenamiento. Tras imponer las
condiciones de contorno s(0) = §'(0) = 0, se obtiene la siguiente solucién junto a la
prediccion de la red:
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20

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 11: Prediccion realizada por la red para el caso de una fuente de tipo escaléon como la de
la Figura (10).

A la vista de esta grafica, se puede concluir que la prediccién de la red para la
solucion del escalon es bastante precisa, excepto quizas en la parte central en torno a
xz = 0,5. Aunque en la Figura (10) aparece unido, este punto es de discontinuidad de salto
finito y puede ser que la red no distinga esta singularidad.

4.5.2. Delta de Dirac como fuente

La delta de Dirac es un objeto matemético que admite dos interpretaciones: la del
matematico puro que la considera como distribucién, y la del fisico y el ingeniero que la

13

trata como funcién. Segun el propio Dirac, este objeto se introduce .. para considerar
cantidades que involucran cierta clase de infinitos. Para lograr una notacién precisa en el
manejo de estos infinitos, se introduce una cantidad é(x) dependiendo de un pardmetro

x, que satisface las condiciones:

/OO dz)de =1, 6(z)=0 para x#07 (13)
—c0

También reconoce que “no es una funciéon de x de acuerdo con la definicién matema-
tica usual, la que requiere que una funcién tenga un valor definido para cada punto de su
dominio..” [9] En el sentido de distribuciones®, define un funcional en forma de integral
sobre un cierto espacio de funciones y puede estar centrada en un punto r = a como
do(z) = 0(x — a), de manera que tiende a infinito cuando x = a y es nula para cualquier
otro valor (siendo la integral a todo el espacio igual a 1).

3Se llama distribucién sobre un espacio Q a toda aplicacién lineal y continua T : D(Q) — R que
asocia a cada funcién de prueba ¢ el valor T'(¢) =< T, ¢ >. De esta manera, la delta de Dirac es la
aplicacion (funcional) lineal y continua < 4, ¢ >= ¢(0).
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En este sentido, la delta de Dirac recibe en ocasiones el nombre de funcién impulso
y permite definir la derivada generalizada de funciones discontinuas. Este tltimo hecho
la relaciona con la funcién escalén, siendo la delta la derivada distribucional del escalén.
De nuevo, su importancia viene dada por el hecho de que muchos problemas fisicos y de

ingenieria involucran sistemas mecénicos o eléctricos actuados por fuentes discontinuas o
de impulso.

En este caso, para introducirla en la red se toman 200 términos de la serie de Fourier,
que ahora son cosenoidales al ser una funcién par.

600 1

—

00 02 04 06 08 1.0
X

Figura 12: Delta de Dirac centrada en x = 0,5 truncando la base en 200 términos.

La solucion a esta fuente se puede obtener analiticamente haciendo uso de la trans-
formada de Laplace. Partiendo de la ecuacién del operador (5):

d*s(x)
dx?

+ s(z) = u(z) = d(x — 0,5)

Se puede tomar la transformada de Laplace L(s(z)) = S(t) de la expresion anterior:

(t24+1)S(t) =e % — L£7YS(t)) = H(t —0,5) - sin(t — 0,5)

La solucion s(y) tiene la forma de un seno centrado en y = 0,5 escalado por la funcién
H, la cual toma valores negativos para y < 0,5 y positivos para y > 0,5. Asi, queda una
funcién sinusoidal simétrica, con $(0,5) # 0 ya que se ha impuesto que s(0) = 0, como la
que aparece en la Figura (13):

20



—— s(y) real
-0.6 *— s(y) pred

0.0 02 0.4 0.6 08 1.0

Figura 13: Prediccion realizada por la red para el caso de una fuente de tipo delta de Dirac como
la de la Figura (12).

Se observa que la prediccion de la red intuye la forma de la solucién pero no es capaz
de replicarla exactamente. Este hecho puede tener que ver con las peculiaridades de la
fuente, que no es una funciéon por lo que se ha comentado, asi como el punto tan marcado

de no derivabilidad de la solucién en y = 0,5.

4.6. Debilidades de la red entrenada

Como tultimo caso, se va a analizar una fuente de tipo triangular con condicién de
contorno s(0) = 0, pero s'(0) # 0. Una onda triangular representa un tipo de senal
periédica con velocidades de subida y bajada constantes, lo que se traduce en tiempos de
subida y bajada iguales. Se caracteriza porque tiene un contenido en armoénicos muy bajo,
lo que se puede ver por su parecido a una onda sinusoidal. Ademas, presenta diversas
aplicaciones en distintos campos, destacando el de la electronica. Por ejemplo, se emplean
en la creacion de osciladores controlados por tensién, debido a que la relacion lineal que
presentan entre la amplitud y el tiempo supone una gran ventaja, al tener que comparar
su nivel con la tensién de control. Asimismo, se pueden generar senales sinusoidales al

conformar senales triangulares con redes de resistencias y diodos [10].

Para estudiar el comportamiento de la red ante esta fuente, se debe escribir de nuevo
en la base utilizada hasta ahora. En este caso, la serie de Fourier solo presenta términos
sinusoidales impares que se han reescalado por un factor 100, llegando a una funcién de
entrada como la siguiente:
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Figura 14: Funcién triangular reescalada y truncando la base en 200 términos.

Este ejemplo sirve para probar los limites de validez de las predicciones de la red.
Si el caso de la delta de Dirac ya presentaba una prediccién menos precisa, con la fuente
triangular se puede apreciar la importancia de las condiciones de contorno. La respuesta
s(y) a esta fuente cumple que s(0) = 0, mientras que la primera derivada en el origen es

s'(0) # 0.
En la siguiente figura se puede comprobar que la red es incapaz de predecir siquiera
la forma ondulatoria de la respuesta:

—— 5(y) real
-2.5 *— s(y) pred

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 15: Prediccién realizada por la red para el caso de una fuente triangular como la de la
Figura (14).

Con este ejemplo, se puede comprobar que la red entrenada tiene una serie de limi-
taciones. Un requisito fundamental es el de las condiciones iniciales, ya que la red solo
podra reproducir soluciones cuyas condiciones sean las mismas a las de las funciones em-
pleadas en el entrenamiento. Dicho de otra manera, el operador diferencial solo es capaz
de aprender la aplicacién entre las funciones u(z) y un subespacio de aquellas soluciones

que cumplen las condiciones iniciales de partida.
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5. Conclusiones

En este trabajo se ha planteado un problema general que puede ser de gran utilidad
para multitud de problemas fisicos y matematicos. Una vez concluido, se puede afirmar
que las redes profundas son capaces de aprender y predecir la actuaciéon de un operador
entre dos espacios de funciones que pueden representar diferentes estados fisicos.

Aunque el problema se ha realizado tomando un operador relativamente sencillo,
la potencia de las DeepONet llega incluso al aprendizaje de operadores implicitos o a
la prediccion de la evoluciéon de un sistema caracterizado por ecuaciones diferenciales
estocasticas. Ademas de esto, hay otras tareas que podrian haberse probado, como por
ejemplo la inclusién de las condiciones iniciales en una rama de entrada paralela a las
otras dos que se han utilizado. De esta forma, se podria predecir la soluciéon completa de
una funcién junto a las condiciones iniciales correspondientes. Estos avances en la mejora
de las DeepONet podrian hacer de ellas una herramienta muy util a la hora de resolver

problemas provenientes de ramas como la fisica o la ingenieria.

Por otro lado, se han examinado algunas de las limitaciones del método. Entre ellas
destaca la concordancia de las condiciones iniciales de la funcién a estudiar con las de las
funciones empleadas en el entrenamiento. También se han observado debilidades a la hora
de predecir soluciones de funciones fuente que presentan un nimero finito de discontinui-

dades. Este es un problema pendiente que requiere una investigacion mas exhaustiva.

En definitiva, a lo largo de este trabajo se ha podido comprobar el potencial de la TA,
y en particular, de las redes neuronales, para resolver problemas que tienen un enfoque
mucho més abstracto y técnico que los que se suelen plantear, como son la clasificaciéon o el
reconocimiento de imagenes. En este sentido, todavia queda mucho por hacer e investigar,
y ejemplo de ello es que se estan buscando redes neuronales que sean capaces de demostrar
resultados y teoremas matematicos.
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