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Resumen

La teoria de nudos es una rama de la topologia que estudia los nudos tal y como los conocemos
coloquialmente pero de una forma matematica. Este campo tiene un gran interés debido a sus
aplicaciones en las distintas ramas de la ciencia y su estudio mediante varios campos. Hoy en dia
se conocen muchas aplicaciones de esta teoria a ramas cientificas como la quimica, la biologia
molecular, la fisica cuéntica, la criptologia, etc. Una de las aplicaciones mas conocidas de la teoria
de nudos es el estudio de la estructura del ADN.

La teoria de nudos tiene muchas aplicaciones, pero también muchos problemas abiertos.
Su investigacion se hace mas complicada conforme aumentamos la complejidad de los nudos y
enlaces con los que trabajemos, es por eso por lo que mi idea principal de este trabajo es hacer
este estudio un poco mas sencillo.

Para ello vamos a trabajar con dos ramas de las matematicas a priori muy distintas, la
topologia, que utilizaremos para el estudio de los nudos y del conjunto de nudos construidos
dentro de un espacio topolégico con diferentes propiedades, y la segunda, la algebraica, que
utilizaremos para estudiar unas estructuras especificas denominadas A-mdédulos lagrangianos.

Para relacionar estas dos ramas utilizaremos las categorias. La teoria de las categorias es una
rama de las mateméaticas que trata de axiomatizar diversas estructuras matemaéticas en una sola.
Es por eso que nos permitird a partir de una estructura muy geométrica como son los nudos
introducidos dentro de un espacio topolégico complejo en el que es dificil trabajar, relacionarlos
con unas diversas estructuras algebraicas que en principio mas faciles de manipular.

Esto ultimo de forma técnica lo vamos a realizar en el trabajo construyendo una categoria
de las maranias o tangles a la cual llamaremos TAN y otra categoria que contendra a los A-
modulos lagrangianos y que denominaremos como Lagr. Ambas categorias las relacionaremos
mediante un funtor de manera que un elemento de TAN que en principio es més dificil de
estudiar correspondera con un elemento de Lagr, el cual tiene propiedades més sencillas. La
descomposicion de los tangles en tangles elementales nos permite construir este funtor de forma
efectiva.

Por ejemplo uno de los tutiles de nuestro trabajo va a ser saber si dos tangles son iguales,
en principio comprender esto es complicado ya que puede puede existir una “marana”’ de nudos
que sea enrevesado diferenciar, es por eso por lo que mediante nuestro funtor vamos a tener dos
objetos algebraicos en los que se va a hacer mas sencillo chequear si estos conjuntos de nudos
son iguales o no.
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Abstract

Knot theory is a branch of topology that studies knots as we know them but in a mathematical
way. This field is of great interest due to its applications in different branches of science and
its study through various fields. Today there are many applications of this theory to scientific
branches such as chemistry, molecular biology, quantum physics, cryptology, etc. One of the best
known applications of knot theory is the study of the structure of DNA.

We already know that knot theory has many applications, but we do not know how to study
it. Its investigation becomes more complicated as we increase the number of knots we work with,
that is why the main idea of this work is to make this study a little simpler.

In order to achieve this we are going to work with two branches of mathematics very different
in principle, the topology, which we will use for the study of knots and the set of knots constructed
inside a topological space with different properties, and the second, the algebraic, which we will
use to study some specific structures called A-modules lagrangian

To relate these two branches we will use the categories, the theory of categories is a mathe-
matical study that tries to axiomatize several mathematical structures in a single one. That is
why it will allow us, starting from a very geometric structure such as the knots introduced into
a complex topological space in which it is difficult to work, to relate them to various algebraic
structures that are in principle easier to manipulate.

This last objetive in a technical way we are going to realize it constructing a category of
the tangles to which we will call TAN and another category that will contain the A-modules
lagrangian and that we will denominate as Lagr. Both categories will be related by means of a
functor so that an element of TAN, which in principle is more difficult to study, will correspond
to an element of Lagr, which has simpler properties.

For example one of the useful of our work is going to be to know if two tangles are equal, in
principle understand this is complicated since it can exist a set of a lot of knots that is difficult
to differentiate, that is why by means of our functor we are going to have two algebraic objects
in which it is going to be simpler to check if these two tangles are equal or not.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Categorias

La idea principal de este trabajo es crear una categoria de tangles (generalizaciones de nudos)
la cual relacionemos mediante un funtor con una categoria mas algebraica y en la que podamos
obtener invariantes faciles de calcular, como la categoria de los lagrangianos. Es por eso que
tenemos que empezar el trabajo introduciendo lo que es una categoria y lo que es un funtor,
basandonos en [1].

Definiciéon 1.1. Una categoria A consiste en un par (O, Hom) donde:

= O es una clase cuyos elementos los llamaremos objetos: A, B,C,... Si O es un conjunto
diremos que la categoria es pequena.

» Hom(A, B) es un conjunto cuyos elementos se denominan morfismos de A a B (normal-
mente se representan como f : A — B). A cada par (A, B) de objetos de O se le asocia un
morfismo f.

Se debe verificar:

» Para cada objeto A € O existe un morfismo denominado identidad® 14 : A — A.

» Para cada par de morfismos f € Hom(A, B) y g € Hom(B, C) existe la composicion de
morfismos, que es un morfismo que se denota g o f € Hom(A, C).

» La composicion es asociativa, es decir, dados f € Hom(A4,B) , g € Hom(B,C) y h €
Hom(C, D) se cumple, ho(go f) =(hog)o f.

» Dado f € Hom(A, B), se cumple 1go f=f= folyu.

» Los conjuntos Hom(A, B) son disjuntos dos a dos.
Definicion 1.2. Sean A y B dos categorias, se define un funtor F' de A a B como una funcién
que asigna a cada objeto A € A un objeto F(A) € B y que asigna a cada morfismo f: A — B
un morfismo F(f) : F(A) — F(B), de forma que:

» F preserva la composicion: F(fog) = F(f)o F(g)

» I’ preserva la identidad de los morfismos : F/(14) = 1p(a)
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1.2. Ejemplos de categorias y funtores

Los ejemplos principales de categorias sobre los que vamos a trabajar los introduciremos en
los capitulos 2 y 3. Pero de momento vamos a introducir unos ejemplos més sencillos, los cuales
nos ayudaran en el desarrollo del trabajo. Para la introduccién de estos ejemplos primero daremos
unas nociones basicas sin profundizar demasiado sobre grupos fundamentales:

Definicién 1.3. Sea X un espacio topologico y a,b € X. Un camino de punto inicial a y de
punto final b es una aplicacion continua v : [0,1] — X que verifica v/ (0) = a y 7/(1) = b.
Llamaremos B, al conjunto de caminos de X entre a y b. Un lazo con base en a € X es una
aplicacion continua v : [0,1] — X que verifica 7(0) = (1) = a. Llamaremos A, al conjunto de
lazos de X con base a.

Definicién 1.4. Dos caminos «, 3 : [0, 1] — X con punto inicial a y punto final b son homotdpicos
si existe una aplicacion continua H : [0,1] x [0,1] — X tal que H(s,0) = a(s), H(s,1) =B(s) vy
ademas H(0,t) = a, H(1,t) = b. Se escribe a ~ 3. Si a = b, se dice que son lazos homotdpicos.

Definiciéon 1.5. Las clases de homotopia de caminos (o lazos) son las clases de equivalencia
debido a la relacién de ser homotoépico. La clase de homotopia del camino o lazo v se denota
como [v].

Definiciéon 1.6. Sean v y 8 dos caminos tal que y(0) = a, v(1) = b= £(0) y B(1) = ¢ defino la
yuxtaposicion de caminos como el camino 7y * 5 que viene dado por:

(2t si0<t<1<4
7*5(’5)_{ B2t—1) sis<t<1,

El camino inverso de vy es v~ definido como v~ (¢t) = (1 — ¢t).

Definicién 1.7. El grupo fundamental de X con base en a viene dado por 71 (X, a) = (A/ ~, %),
es el conjunto de clases de homotopia de lazos y la operaciéon consiste en tomar la clase de
homotopia de la yuxtaposiciéon de representantes.

Los detalles sobre la correcta definiciéon de este grupo se pueden encontrar en [5]. Los grupos
sobre los que trabajaremos seran principalmente grupos libres. Son grupos cuyos elementos son
palabras en un conjunto de letras x1, ..., x, (a veces un conjunto infinito de letras) y sus inversos,
por ejemplo z1x375 L m;l, $2$1_1$2_ 1. La operacion es la concatenacion de palabras, permitiendo
solamente la cancelacion sucesiva de parejas mim;l ox; Yes, i =1,...,n. El elemento neutro es
la palabra vacia (). Por ejemplo:

xlxgxflxgasgx;lm ~ :Clasgxflxgdm
| -1
Ty T2Xy T1 ~ Ty X1~ @
Este grupo que acabamos de definir lo denotaremos por F,, = (x1,..., 2z, : —).

Ejemplo 1.8. Sea X un espacio topoloégico (localmente conexo por caminos). Definimos la
categoria X donde O = X. Dados z,y € X, definimos Hom(z,y) como el conjunto de clases de
homotopia en B, 3, y la composicién de dos morfismos es la clase de homotopia de la yuxtaposicion
de dos representantes. La identidad es la clase del lazo constante.

Ejemplo 1.9. Se denota como GRP la categoria que tiene como objetos todos los grupos y como
morfismos todos los homomorfismos entre grupos.

Definimos un funtor F' entre la categoria X y la categorfa GRP que asigna a cada a € X
el grupo fundamental 7 (X, a). Este funtor también relaciona a cada clase de homotopia de los
caminos que empiezan en el punto a y terminan en el punto b con el homomorfismo siguiente:

7T1(X,CL) — 7T1(X’b)
Yo Y kYo ¥y
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donde « € [y] representa un camino de a hasta by v, € m(X,a) de forma que v~ x v, * 7y €
m1(X, ).

Ejemplo 1.10. Se denota por TOP1 la categoria compuesta por los objetos de la forma (X, x)
donde X es un espacio topolégico y x € X, y por los morfismos entre (X, z) y (Y,y) que son
todas las funciones continuas f : X — Y tales que f(x) = y.

Otro ejemplo de funtor podria ser el funtor G que relaciona las categorias TOP1 y GRP. Este
funtor lleva a cada objeto de la forma (X, z) al grupo fundamental 7 (X, z). Por otra parte este
funtor también relaciona cada morfismo de la categoria TOP1, es decir cada funcién continua
f: X =Y, con el homomorfismo siguiente:

7T1(X,(I?> — 7r1(Y,y)
Ya = f(7Va)

En este trabajo vamos a trabajar también con el primer grupo de homologia con coeficientes
enteros de superficies conexas, que identificamos con el abelianizado del grupo fundamental.
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Capitulo 2

Categoria de tangles

Los morfismos de la categoria de los tangles (TAN) son una generalizacion de los nudos y
enlaces de los que |4] es una referencia clasica.

2.1. Definicion. Objetos y morfismos

Sea D? un disco cerrado en R?, a partir de ahora vamos a trabajar en el cilindro D? x [0, 1].
Dentro de este cilindro podemos definir un camino (o caminos), el conjunto de estos caminos
sera una subvariedad orientada compacta de dimensiéon 1, que denotaremos por 7 (homeomorfa
a una uniéon disjunta de intervalos cerrados y circunferencias). Para una componente conexa
homeomorfa a un intervalo, si p es su punto inicial y ¢ su punto final, la frontera orientada del
camino sera q — p.

Denotaremos por z1,x2,...,x, puntos distribuidos uniformemente en la tapa inferior del
cilindro D? x {0} y por xh,ah,...,x), puntos distribuidos uniformemente en la tapa superior
D? x {1}. Denotaremos también por € = (£1,€2,...,6,) ¥ € = (€1,€2,..., ) a dos sucesiones

donde €;,¢e;5 € {—1,+1} para todo i € {1,...,n}, je{l,...,n'} conn,n’ € N.
Si 7 es una subvariedad orientada con extremos en los puntos anteriores, diremos que es
compatibles con los signos si su frontera orientada es

or = 253 (a2, 1) = Zsi - (z4,0)
Jj=1 i

Ahora ya podemos definir lo que es un (g, ¢’)-tangle:

Definicién 2.1. Un (g,¢')-tangle es el par (D? x [0,1],7). Como siempre trabajaremos en el
cilindro D? x [0, 1] denotaremos este (e, &’)-tangle simplemente por 7 la mayoria de las veces.

Para que este tangle exista se tiene que cumplir que que

n’ n
!/
Sj = Ej.
j=1 i=1

Dos tangles 71 y 7 se dice que son isdtopos si existe un auto-homomorfismo h ente los dos el
cual deja D? x {0,1} fijo y preserva su orientacion. Se define como T'(g,¢’) el conjunto de las
clases de isotopfa de los (g, &’)-tangles, que por abuso de notacion llamaremos tangles.

Una vez que tenemos claro lo que es un tangle podemos construir la categoria de los tangles
de la siguiente forma:

La denotaremos como TAN y esta compuesta por:

= una clase de objetos que en nuestro caso seré el grupo de secuencias finitas de +1, es decir,
O =Upzof1}™
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= un grupo de morfismos que relacionan dos objetos, en nuestro caso estos morfismos se
tratan de (e,&’)-tangles es decir, Hom(e, ') =T'(e,&’).

Para que cumpla la definicién de categoria necesitamos un morfismo que actué como la
identidad y definir la composicién de morfismos:

(T1) El morfismo identidad como el (g,¢’)-tangle trivial (D? x [0,1], {21, 22, ...,z } x [0,1]) (no
anudado).

(T2) Sean 71 un (e,&’)-tangle y 72 un (¢/,&”)-tangle; la composicion 7 o 72 es un (g,e”)-tangle
que obtenemos al yuxtaponer los dos cilindros y cambiando la escala hasta que esté dentro
de D? x [0, 1], tal y como se puede ver en la figura 2.1.

- — +

IS e

bjtoi M@ 1P

+

1

Figura 2.1: Composicion de los tangles 71 y 72, ejemplo de 3]

-+ + 4+

+ + - 4+ - 4+ + - 4 -

-

T+ - F - -+ —F ] ]
Figura 2.2: Tangles fundamentales

2.2. Ejemplos fundamentales

Existen unos determinados tangles denominados tangles fundamentales, a partir de los cuales
mediante la composicién y la yuxtaposiciéon, podemos obtener todos los tangles , ver Figura 2.2.



Capitulo 3

Categoria de los Lagrangianos

3.1. Definicion; objetos y morfismos

Para definir esta categoria primero vamos a necesitar unas definiciones previas:

Definicion 3.1. Sea A un conjunto no vacio y (+, ) dos operaciones binarias internas en A. Se
dice que A es un anillo si las operaciones cumplen las siguiente propiedades:

1) La operacién + es asociativa, tiene elemento neutro n y existe elemento simétrico con
respecto a n.

2) La operacion - es asociativa y tiene elemento neutro m.
3) La operacion - es distributiva con respecto de +.

Por dltimo se dice que el anillo es conmutativo si la operacién - es conmutativa y si tiene elemento
neutro para - diremos que tiene unidad.

Definicion 3.2. Una inwvolucidn es una funcién f cuya funcién inversa es ella misma, es decir
f(f(x)) = = para todo = en el dominio de f.

Algunos ejemplos de anillos con involuciones asociadas podrian ser:
(a) (K,1g) donde K es un cuerpo y 1k la aplicacion identidad.
(b) (C, o) donde C es el anillo de los complejos y o es la conjugacion de los ntumeros complejos.

Observacion 3.3. De ahora en adelante trabajaremos sobre el anillo conmutativo A = Z[t,t71],
con la involucién o : A — A dada por o(t) =t~ 1.

Definicién 3.4. Sea A un anillo definimos un A-mddulo (H,+,-) donde (H,+) es un grupo
abeliano y la operacion - : A x H — H cumple las mismas propiedades que el producto por un
escalar en un espacio vectorial.

A diferencia de lo que ocurre con los espacios vectoriales, en un médulo, A-h =0 % A =
06h=0conAeAyheH.

Definicion 3.5. Una forma anti-hermitiana asociada a un A-moédulo H es una funcién w :
H x H — A tal que, para todo z,2’,y € H y para todo A\, \" € A, se cumple que:

wAz + A2, y) = Mw(z, y) + Nw(a',y)
w(z,y) = —o(w(y,z))

Esta forma se dice no degenerada si:

w(z,y) =0 paratodoye H=2=0

7
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Definicién 3.6. Se llama A-mddulo hermitiano a un par H := (H,w) con H un A-mo6dulo
finitamente generado y w una forma anti-hermitiana no degenerada asociada a este A-modulo.
Si al mismo A-moédulo H le asociamos la forma opuesta —w lo denotamos como —H = (H, —w).

Definicion 3.7. Sea A un submédulo de H, definimos el anulador de A con respecto a la forma
anti-hermitiana w como:

Ann(A) ={z € H | w(z,a) =0, Va € A}
También definimos el conjunto A como:
A={zeH | €A, paraun 0# X € A}

Definiciéon 3.8. Decimos que un submodulo A de H es isdtropo si A C Ann(A), en particular
A C AcC Ann(A).

Definicién 3.9. Decimos que un submoédulo A de H es Lagrangiano si A = Ann(A).
Supongamos que tenemos dos A-moédulos hermitianos H1=(H1,w1) y Ho=(Hz,ws).
Definicion 3.10. La suma directa de dos A-médulos hermitianos esta definida como:
H, ® Hy = (H, ® Hy,w)
donde w = w1 P wo es la suma ortogonal que esta definida como:

(Hl EBHQ) X (Hl EBHQ) — A
((h1, h2), (k1, k2)) — wi(ha, k1) + wa(he, k2)

con hl, ki € Hy y hQ, ko € Ho.

Definicién 3.11. Definimos una relacion lagrangiana N entre Hi; y Ho como un submodulo
Lagrangiano de (—H;) @ Ha, es decir N C (—H;) @ Hs. Utilizamos la notacion: N : H; = Hs.

Con las definiciones anteriores y con los conceptos que ya tenemos podemos crear la categoria
de los A-mo6dulos hermitianos a la cual denominaremos Lagr:

= La clase de objetos es la de los A-mo6dulos hermitianos.
= Los morfismos son las relaciones lagrangianas entre dos A-modulos hermitianos.

Para que esto se trate de una categoria, como en el punto anterior, tenemos que definir un
morfismo que actué como la identidad y también definir la composicién de morfismos:

(L1) El morfismo que funciona que actia como identidad es la diagonal de H,
diagy ={h®he(-H)® H | he H},
que es claramente un submodulo lagrangiano.

(L2) La composicion de relaciones lagrangianas se define de la siguiente forma. Sean Ny : H; =
Hy y Ny : Hy = Hs dos relaciones lagrangianas, la composiciéon serd un submodulo de
(—H1) ® Hs de la forma:

NoN7 = {hl @ hs | h1 @ ha € N1 A hy @ hg € Na para algtn hg € HQ}

Para que se trate de categoria esta composiciéon también tiene que ser una relaciéon lagran-
giana.
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Lema 3.12. La composicion de dos relaciones Lagrangianas es una relacién Lagrangiana.

Para ver la demostracién de este lema primero tenemos que introducir una definiciéon y un
lema.

Definiciéon 3.13. Sea (H,w) un A-mo6dulo hermitiano y sea A un submodulo isotropico de H
tal que A = A. Denotamos por H|A el mddulo cociente dados por (Ann(A)/A,w4) donde

wa(xmod A, ymod A) = w(z,y)
El siguiente lema es sencillo y se omite la demostracion.

Lema 3.14. H|A es un A-modulo hermitiano. Si L es un submodulo lagrangiano de H, entonces
L|A es un submodulo lagrangiano de H|A.

Demostracion del Lema 3.12. Dadas dos relaciones lagrangianas Ny : Hy = Ha v Ny : Hy = Has,
consideramos el A-modulo hermitiano dado por H = (—H1)® Ho @ (—H2) @ Hs y un submodulo
isotropico A de la siguiente manera:

A=0®diagy, @0 ={0®hGh®0 | he Hy}

Notar que A = A. Como Hs es un A-médulo lagrangiano por definiciéon es no degenerado y
tenemos que Ann(A) = (—Hy) ® diagy, ®Hs, por lo tanto H|A = (—Hy) ® H3. Observar que,
por definicion de relacion lagrangiana NoN7 = (N7 @ N2)|A. Por tdltimo como N; @ No es
submoédulo lagrangiano de H, por el lema 3.14 tenemos que Ny Nj es submoédulo lagrangiano de
(*Hl) @ Hs. O

3.2. Ejemplos

Hasta ahora el tnico ejemplo que tenfamos de relaciéon lagrangiana era la diagonal de H
definida anteriormente, en este apartado vamos a ver como podemos construir una relaciéon
lagrangiana entre dos A-mo6dulos hermitianos cualesquiera. .

Definicion 3.15. El producto tensorial entre dos A-moédulos U y V' sobre se define como sigue.
Consideremos

» F es un A-modulo libre de base (u,v) conu e Uy v e V.
= [ es un A-modulo libre de base

uy + ug,v) — (u1,v) — (u2,v)
) —

u, v1 + V9 u,v1) — (u,v2)

(
( (
o (tu,v) —t(u,v)
( )

o (u,tv) —t(u,v
El producto tensorial U ® V viene definido por el conjunto cociente E/F

De esta manera, si () es el cuerpo de fracciones de A, podemos considerar el producto tensorial
entre un A-moédulo hermitiano H; y un cuerpo @, que sera un Q(t)-espacio vectorial.

Antes de continuar necesitamos introducir las definiciones de grafo de un homomorfismo y
grafo restrictivo
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Definicion 3.16. Se dice grafo de un homomorfismo f : A — B al conjunto:
I'r={a®d fla) c A} CA®B
Sip:H ®Q — Ho® Q es una aplicacion @Q-lineal, el grafo restrictivo es:
I =Ty N (Hy @ Hy) ={h®¢(h) | h € Hi,p(h) € Hy} C Hy ® H,

Ya podemos pues construir una relaciéon lagrangiana diferente a la diagonal con el siguiente
lema:

Lema 3.17. Dado un isomorfismo unitario ¢ : H1 ® Q — Hy® Q@ , el grafo restrictivo F(} define
una relaciéon lagrangiana entre H; y Ho.

Demostracion. Denotamos por wi,ws,w las formas anti hermitianas asociadas a los A-modulos
lagrangianos Hy, Ho, (—H1) & Hs respectivamente. Elegimos h,h' € H; tales que ¢(h),o(h') €
Hs. Entonces:

w(h @ @(h),h' @ (k') = —wi(h, 1) + wa(p(h), p(h')) =0

Ya que ¢ es un isomorfismo unitario. Por lo tanto F? es is6tropo segin la definicion 3.8, y como

consecuencia I‘T{ C Ann(F(}) para demostrar que es lagrangiano necesitamos el otro contenido.

Para ello tomamos z = x1 ® x9 € Ann(F(}) C (—H1) ® Hj. Para todo h € H; tal que ¢(h) € Ho
tenemos:

0=w(z,h®p(h)) =—wi(z1,h) + w2z, p(h)) =
— wa(p(1), p(h)) + wa(za, p(h)) = wa(w2 — @(z1), 9(h))

Por lo tanto si el elemento z92 — ¢(z1) anula a los elementos del tipo ¢(h), también anula a su
clausura y como sabemos que Hy C {¢(h) | h € Hy,p(h) € Hy}, entonces wa(x2 —p(x1), h2) =0
para todo hg € Hy. Como wy es no-degenerada tenemos que za = ¢(z1), lo que implica que
x=x1 D p(x]) € I‘(}. Asf tenemos el contenido que buscdbamos y por lo tanto la igualdad:

F?c = Ann(l“(}), que por la definicién 3.9 sabemos que F(} es submodulo lagrangiano. O



Capitulo 4

Funtor entre Tangles y Lagrangianos:

En este capitulo vamos a describir un funtor entre la categoria de los tangles y la categoria
de los lagrangianos, creado por Cimasoni y Turaev en |2, 3|. Primero explicamos como actiia este
funtor en los objetos de cada una de las categorias y después en los morfismos.

4.1. Objetos

Antes de comenzar vamos a recordar que en la seccion 2 habfamos definido un (g, ')-tangle
como el par (D? x [0,1],7), durante esta seccién vamos a trabajar en cierta manera dentro de
una de las tapas del cilindro (mejor dicho dentro de D.) con los puntos 1,9, ..., z, definidos
en este conjunto.

Definicién 4.1. Un entorno tubular en una curva C de R? es un tubo que se construye alrededor
de esta y que es homeomorfo a S' x C; un entorno tubular de un punto en R? es un disco cerrado
alrededor de dicho punto.

Definicion 4.2. La superficie D, es

D — D2\ N{z1,...,zn}) sile #0;
Tl SP\N({zy,...,z,}) sil.=0,

donde N'({z1,22,...,2,}) es un entorno tubular de los puntos 1, x, ..., o,, S? la 2-esfera en
R3 U {0} v . es la suma de todos los elementos de la secuencia e.

A partir de ahora llamaremos x; (a parte de al punto) al lazo que rodea x; y que tiene como
punto base a, siendo a un punto cualquiera de la superficie D.. Es por eso por lo que en esta
seccion relacionaremos cada uno de los signos de la secuencia € con la orientacion de este lazo. Si
el elemento ¢ de la secuencia es +1 el lazo z; tiene sentido positivo (antihorario) y si, en cambio,
es —1 , el lazo z; tiene sentido negativo (horario). También tener en cuenta que durante esta
seccion xi_l denotara al lazo recorrido en sentido contrario a x;.

Como la superficie D, es arcoconexa tenemos que para cualesquiera dos puntos a, b los grupos
fundamentales 7(D., a) y w(Dg,b) van a ser isomorfos, es decir no importa que punto tomemos
como bases. Tenemos 7(D;) = (x1,...,2p: —) sile Z0y w(De) = (x1,...,Zp—1: —) sil. = 0.

Para continuar nuestro estudio necesitamos construir una nueva superficie a partir de Dy,
denotada por D.. Se trata de la cubierta asociada al morfismo

p:m(De) — Z

n
ai .a2 a E .
(L‘l IL‘Q "‘xn">—> al
i=1

11
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con a; € Z para todo ¢ € N, es decir, el morfismo que envia cada z; a 1. Vamos a describir
geométricamente como en la Figura 4.1. Este espacio D, se construye como una unién de pisos
de nivel m € Z.

D,

Figura 4.1: Construccion de D.

Cada piso se pega con sus adyacentes de la siguiente forma:

= Sieg; = +1 entonces 4, > i;n—f—l y ir, ™~ im—1 donde iy, es el corte izquierdo que se encuentra
en el punto x; y en el piso m y donde i/, es el corte derecho que se encuentra en el punto
x; y en el piso m.

» Sig; = —1 entonces iy, ~ i, 1y i), > iy donde iy, es el corte izquierdo que se encuentra
en el punto x; y en el piso m y donde i/, es el corte derecho que se encuentra en el punto
x; y en el piso m.

El ntucleo K := ker ¢ es el grupo fundamental 71'(];)5); nos podemos hacer una idea con el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3. Sean =2y e = (+1,+1) cogemos el camino y = :L'le_l € K y lo dibujamos en
la nueva superficie D,:

3
I

3
I
o

Figura 4.2

Podemos ver que el camino que hemos dibujado también pertenece al grupo fundamental
de m(D.) (empieza y acaba en el mismo punto fijo y el mismo nivel) De hecho este elemento
engendra este grupo junto con todos los elementos z¥ -y-xl_k (grupo libre con infinitos generadores

parametrizados por k € 7).
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~

Observacion 4.4. Se puede escribir de una forma mas general el grupo 7(D,) libremente generado

por m’fyixl_k con con y; = a:ia;ijrll, ie{l,....,.n—1}ykeZ.

Definiciéon 4.5. Sea G un grupo, su subgrupo conmutador [G, G| es el grupo engendrado por
los elementos de la forma [g, h] := g~'h~'gh con g,h € G. Para un grupo G se define su grupo
abelianizado como G := G/IG, G] donde [G, G| es el subgrupo conmutador de G.

Una vez que hemos construido el grupo 7(D,) vamos a abelianizarlo y los denominaremos
como (D)% := Hy(D.). Dados y;,,k como en la Observacion 4.4, si y sea A := Z[t,t7],
definimos la aplicacion:

N A

A x Hl(Dz-:) — HI(DE)
k

B (4.1)
(", y;) — thy; = 2F iz,

Es decir, lo que hace esta aplicacion es desplazar el camino y; k pisos. La aplicaciéon es la misma

para cualquier eleccion de m € {1,...,n}.
Es facil comprobar que Hy(D;) es un A-modulo libre de base y1, ..., yn—1, es decir Hy(Dg;Z) =
A1), -, [yn_1]) donde t*[y;] = [xFy;z*] e [y;] representa la clase de y; en el abelianizado.

En una superficie orientada S podemos definir el ntiimero de interseccién en homologia que
resulta ser una aplicacion bilineal antisimétrica en Z; dados x,y € H1(S;Z), representados como
ciclos que se cortan transversalemente, (x,y) es la suma del nimero de puntos de interseccion
de x e y con signo. El signo de un punto de interseccién es positivo si el giro corto de x a y es
antihorario (negativo en caso contrario). La definicion se extiende por bilinealidad. Es inmediato
ver que (y,z) = —(x,y), por lo que {x,z) = 0. Ademas (t*z, t"y) = (z,7).

Una vez hemos definido todos estos conjuntos definimos la aplicacién w. de la forma:

we : Hi(D.) x Hi(D.) — A

(2,9) — > (tFx,y)t (42)
kEZ

La aplicacion esta bien definida ya que al ser los ciclos compactos, las sumas de la definicion

N

son siempre finitas. Esta aplicacion sera la forma anti-hermitiana asociada al A-modulo Hy (D).
Para comprobar esto necesitamos comprobar las condiciones de la definicién 3.5:

w wo( A+, y) = ez, y) + Nw: (2, y), se puede demostrar facilmente por las propiedades
de interseccién de caminos.

» La segunda condicién que tenemos que comprobar es we(z,y) = —o(we(y, x)):

Ws(xv y) = Z<tha y>t_k == Z<yv th>t_k == Z<t_kyv x>t_k

kEZ keZ keZ

Renombrando [ = —k y utilizando la aplicacién o definida en 3.3, tenemos:

w€($7y) - - Z<t1ya$>tl - - Z<tly7x>o-(t_l) = _U(Z<tlyv$>t_l) = _U(WE(yax))

keZ kezZ keZ
= Por ultimo también tenemos que comprobar que esta forma es no degenerada:

we(z,y) =0Vy € Hi(D.) = (t*z,y) =0Vy e Hy(D.) =>thra =0=2=0

Para saber cuanto vale la aplicacion w, para cualquier par (x,y), tendremos que hallar cuanto
vale esta aplicacion para los elementos de la base, es por ello por lo que queremos saber cuanto
vale w(t"y;, t"y;). Para ello lo vamos a analizar los casos en los que n =2y n = 3:
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D

Figura 4.3

Cason=2yec=(+1,+1)

Es el caso més sencillo de todos, tenemos en D, dos lazos x1 y x2 que rodean a cada uno de
los puntos y pasan por el punto fijo a como en la Figura 4.3.

En este caso y tal y como hemos construido el grupo H 1(155) de forma general, tenemos que
Hl(f)a) = A(y) siendo y = x5 1 Recordemos que queremos saber cuanto vale la aplicacion
4.2. Como también sabemos que Hl(Dg) esta generado por y, la forma w. viene definida por la

matriz 1 x 1:
Av. = (we(y,9)) (4.3)

que serd de la forma w.(y,y) = thy, y)t~F. Para saber cuanto es este valor y el nimero
Y,y kez\U'Y, Y

de intersecciones entre t*y e y dibujamos en D, los caminos y e t~ 'y tal y como muestra la
Figura 4.4

-
> G-
o

Figura 4.4: Caminos 3 e ¢~'1 en los espacios D. y D.

Asi, de aqui deducimos que:
(t 'y =1

Por tanto

L=(t"y,y) = (¢t 1y, ) = (¢ Hly, 100 y) = (y, ty)
-1 =(ty,y).

Como (t"y,y) =0 Vn con |n| > 2,

we(y,y) = > [yt = ¢yt + ot + (ty oyt =t -t
keZ
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Cason=3ye=(+1,+1,+1)

En este caso H1(D.) = Aly1,y2), ya que como n—=3 tenemos que H;(D,) tiene rango dos y por
lo tanto dos generadores los cuales seran y; = x5 Ly yo = :1:23:;1. La matriz correspondiente a
we seréa de la forma:

we(y2,91)  we(y2,y2)

A, = <ws(y1,y1) we(yl,zn)) (4.4)

Para calcular cada uno de los elementos de la matriz vamos a dibujar los caminos y1, t =191, 92
y t lys en D, y vemos de que manera intersecan:

D @

Figura 4.5: Caminos 1 , t=' - 41, o y ' - 1> en los espacios D. y D.

De la Figura 4.5 podemos deducir lo siguiente:

(i, t7" 1)

<U1, Y2
<yl, “Y2
(t” yl; Y2
(Y2, 67 - y2

)
)
)
)

Por tanto:

1=yt yn) = (g 7 ) = by, ) 5 1= (un,tn)-
L=(y1,92) ; —1=(y2,91)-

0= (yp,t "ya) = (" yn, t7Hyo) = (tyr,m2) 5 0 = (a2, tyn).-
1= (" yn,y) = (¢ Ty, 1 ) = (i tw) 5 1= (tya, ).
1= (yo,t ya) = (¢ g, 7o) = (tya, 2) 5 1= (ya, ).

Por lo tanto sabiendo que (t"y;,y;) = 0 Vn con |n| > 2 aplicando la férmula podemos obtener
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cada uno de los elementos de la matriz (4.4).

w=(y1,y1) = Z@k gLyt =t — 1
keZ

welyr,y2) = > (t* g o)t =11t
kEZ

we(yz, 1) =D (g, )t F =171 =1
keZ

we (Y2, Y2) = Z(tk Y2, y2>t_l€ =t—t!
keZ

Después de ver como funciona w. para estos dos casos podemos hacerlo para todos los casos
en los que n=2 y de n=3 (para cuando cambia £). Aqui tnicamente voy a poner los resultados
de cada uno de los casos:

Cason=2ye=(+1,-1)

La matriz es de la misma forma que en (4.3) y en este caso

Ay, =0

En este caso como I = 0 por definicién consideramos D. como una esfera a la cual le quitamos
el entorno tubular de dos puntos, es por eso por lo que de esta forma D, ~ D doénde D es el
disco en R?. Por lo tanto esto se traduce en que (D) = Z, esto se traduce en que 7(D.) =1y

~

por tanto Hi(D.) = 0, por lo que la aplicacion es la nula.
Cason=3ye=(+1,+1,-1)

t—t7t  —t+1
Awe = (—1 +¢71 0 >
Cason=3ye=(+1,-1,41)

0 —t—1
A“’f_<1+t—1 0 >

Cason=3ye=(+1,-1,-1)

0 —t-1
A = (1 +t7t - t—1>

Foérmula general de A,

La matriz A, sera de la forma:

wa(yh yl) we(yla yQ) T wa(yh yn)

we(y2,91) we(y2,92) -+ welY2,Yn)
Awg — . . . .

ws(ymyl) We(yna:‘ﬂ) te Ws(ynayn)

con y; = :cix;ll y donde z; corresponde al lazo que rodea el pinto 7 y en el sentido que indica
Ej.

Primero vamos a hallar como serian los elementos de la diagonal, es decir los elementos de la
forma w(y;, yi). Como y; solo depende de x; y de x; 41 nos fijamos en los casos que hemos hecho
anteriormente de dos puntos y nos damos cuenta que:
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» Sig; =+1yeiy1 = +1 entonces we(y;,y;) =t —t~!
» Sig; =+1yeip1 = —1 entonces we(y;,yi) =0

También podemos ver facilmente que si tenemos la sucesién € con los signos opuestos a los
anteriores el valor de w. es exactamente el mismo ya que las intersecciones seran de la misma
forma (AMBOS caminos cambian de sentido). Por lo tanto:

» Sig;=—1yei1=—1entonces we(y;,y;) =t —t!
» Sig;=—1yeiy1 = +1 entonces w(y;,y;) =0

Podemos entonces sacar una formula general para los elementos de la diagonal de nuestra

matriz:
t—t bt s €i = €i+1;
we(Yi, Yi) = .
(v ) { 0 si e = —€i41,

Una vez tenemos los elementos de la diagonal ahora vamos a hallar los elementos de la forma
we(Yi, Yitr1) v de la forma we(yi+1,vi), para ello vamos a fijarnos en los casos que hemos hecho
de tres puntos:

Sieg; =41, gi41 = +1y eipo = +1 entonces we(Yi, Yir1) = —t+1y we(yiv1,yi) = —1+t71

Sig; =41, 41 = —1y €42 = +1 entonces we(Yi, yi+1) = —t — 1y we(Yir1,9:) =1 +t71

Sig; =41, ;41 = +1y €49 = —1 entonces we (Yi, yi+1) = —t+1y we(yir1,vy:) = —1+t71

Sie; =41, gi41 = —1y 42 = —1 entonces we(Yi, Yi+1) = —t — 1y we(Yir1,v:) =1 +1t71

Y también como pasaba en los elementos de la diagonal si en cada uno de los casos cambio
cada uno de los €’s por sus contrarios w. quedaria de la misma forma.

Si nos fijamos en los casos, nos podemos dar cuenta que la expresién de w, solo depende de
€; y de €41, por lo tanto podemos sacar las siguientes formulas generales:

—t—1 sieg; =e¢giy1;
—t+1 sig = —€iy1,

We (Yis Yig1) = {

14+t sig =egiya;
wa(yz-‘rla yl) - { 1 + t_l si & = —&i+1,

Y por ultimo solo nos quedaria hallar los elementos fuera de la tridiagonal pero nos pode-
mos dar cuenta facilmente que todos estos elementos serdn 0, ya que y; = xixijrll YV Yitn =
xi+nxi_+1n Lpconn > 2 son caminos disjuntos y por lo tanto ws(yi1n,y:;) = 0 para n > 2 (también
we (Yi, Yitn) = 0 paran > 2)

Conclusion de 4.1

En resumen con esta aplicacién hemos hallado como es la forma anti hermitiana asociada a

Hy (155) Asi hemos relacionado cada objeto de la categoria de los tangles (una sucesion €) con un
objeto de la categoria de los lagrangianos (un A-mé6dulo hermitiano) compuesto por un A-médulo

que en nuestro caso serd Hi(D.) y una forma anti hermitiana asociada que es la funcion que
acabamos de crear w;.

€ (Hl(ﬁe)aws)
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4.2. Morfismos

Nuestro objetivo en este apartado es hallar cual seria la imagen mediante el funtor de un
tangle 7, esta imagen tiene que ser un morfismo en la categoria de los lagrangianos y por tanto
tiene que ser una relacion lagrangiana entre dos A-modulos hermitianos.

Es decir buscamos como podemos obtener una relacion lagrangiana entre (Hi(De), we) y
(H1(DL), we) donde D, corresponde a la tapa de abajo de nuestro cilindro y D, a la tapa de
arriba.

Para hallar esta relaciéon lagrangiana vamos ir construyendo varios espacios, el primero de
ellos va a ser X, el cual serd un espacio topolégico que estard compuesto por el cilindro D? x [0, 1]
menos el entorno tubular de nuestros caminos que van de D, a D. y que componen el tangle 7.
Por lo tanto mediante la inclusién podemos:

DEvDE’ — XT

Recordemos que en el apartado anterior a partir de D, habiamos construido los grupos
m1(D.), Hi(De; Z), 71 (D) y Hi(Do; Z). Vamos entonces a construir unos espacios equivalentes
para X;. El grupo fundamental 7(X ) es dificil de calcular pero esta generado por meridianos de
los tubos; las condiciones de compatibilidad de las orientaciones implican que es posible definir
una fnorﬁsmo or : m(X;) = Z que es compatible con los morfismos que definen las cubiertas
D.,D,.

Se construye de forma similar la cubierta XT, con inclusiones Da,ﬁgr < X,. También de

~

igual manera que se cumplia que ker¢p = 71(D.) en el apartado anterior, en este apartado
ker o, = m (X'T), aunque la justificacion de esta igualdad es méas complicada y se escapa de
los objetivos del trabajo. Por dltimo abelianizamos el niicleo de esta aplicacion y obtenemos el
dltimo de nuestros espacios: 7(X,)® := H;(X,).

Una vez que hemos construido estos espacios volvemos al objetivo principal de este apartado
que es encontrar una relacion lagrangiana entre (Hy(D;), w:) v (H1(De), wer).

Para ello construimos la siguiente aplicacion:

jr : Hy(D.) ® Hi(Do) — Hy(X;,) (45)
(2,2) — ia(a) — () |
donde 7, es la inclusion. La relaciéon lagrangiana que buscamos va a ser el nicleo de esta aplicacion.

La construccién en general es complicada, pero es posible hacerla en detalle para los tangles
fundamentales.

Ejemplo 4.6. En este ejemplo vamos a considerar como D, = DX\N ({z1,22}) y € = {+1, +1}
y como Do = DX\N({z1,22}) y & = {+1,+1}.
Nuestro tangle 7 va a ser el representado en séptima posicién en la figura 2.2 como uno de los
tangles fundamentales.
Es por eso que el espacio topolégico X nos queda como en la siguiente figura:
Empezaremos enumerando que tres grupos fundamentales nos encontramos en este ejemplo:

m1(Deja) = (x1,22 1 —)
7T1(D5/;Cl/) = <x’1,a:’2 : _>
7T1(X7—;a/) = <21,22 . —>
De forma que los caminos z1, z2 son los mismos que z, z, pero definidos en X .

El primer paso es crear dos inclusiones, una de cada uno de los grupos fundamentales de Dy,
D¢/ en el grupo fundamental de X.
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a
-
u

Figura 4.6: Espacio X, del Ejemplo 4.6

En la primera inclusion no tenemos problema por como hemos definido los caminos z;. Asi
nos queda:

m1(Desa’) — m(Xr5d)
T — 2 = 1

En cambio para hacer la segunda inclusién vamos a tener méas problemas, para ello definimos un
camino v en X, con punto inicial @’ y punto final a de la siguiente manera:

71 (De;a) — m(Xr;ad)

X (4.6)

T = YTy
De manera que yz;y ' sea un camino de 7 (X,;a’). Con esta ayuda y fijandonos en el dibujo

podemos deducir cual sera la imagen de cada uno de los z; por esta inclusién:
m1(De;a) — w1 (Xr;a))
To — 21
T1Xy —> 2129
Por lo tanto:
m1(Desa) — m(Xria)
T = $1.’L’2$2_1 — 212’22’1_1
Construimos ahora los espacios en los que tenemos definida la aplicacion j, de (4.5):
Hl(lje) = Aly) donde y = 2125 "
Hy(Dr) = A(y') donde y' = zyay”
Hi(X,) = A(z) donde z = 225 *

1

Es decir en este ejemplo j, nos queda de la forma:
My) & Ay') — A(2)
(2, 2") — i (7)) — ix()
Ahora queremos saber cual es la imagen por esta aplicacion de (y,0) y de (y/,0). Sabemos

gracias a las inclusiones que hemos definido antes, a que caminos en X, corresponden cada uno
de los caminos en D, y en D/, por lo tanto sabemos que

r_ 0 g1 -1 _
Y =T1Ty > 2129 =2

-1 -1_-1
Y =T1Ty > 21222 2
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. . s s —1_-1 _ —1y -1 _ -1.-1
El ultimo camino también lo podemos escribir como 212027 "2~ = 21(222] )2] = 2127 2]

y como estamos trabajando en el abelianizado 2271z L' — —¢z, por lo tanto:

e My) ® Ay') — A(2)
0,9") — 2
(y,0) — tz

Recordemos que nuestro objetivo principal era construir una relacion lagrangiana entre (A(y), we)
y (A{y'),we) Esta relacion lagrangiana va ser el nicleo de la aplicacion que hemos construido.
Sean:

Aly)
Ay
(—Ady) ® A{y)

(Ady), we)
(AY), wer)
(=AMy) © Ay), w) con w = —we & wa

A-modulos lagragianos, tenemos que se cumple que ker j; es submodulo de (—A(y)) & A(y') , ya
que ker j. es de la forma:

kerj, = {fy+gy|f,ge Mtf+g9g=0} ={fly—ty)|f e A} = Ay —ty/)

Por ultimo para demostrar que efectivamente ker j, se trata de un submodulo lagrangiano
primero vamos a demostrar que Ann(ker j,) = ker j:

wly =ty y—ty) = —lo(Vw(y,y) + (—t)o(—t)wa (v, y) =
—we(y,y) + (=) (—t Nwe (v, y) = —we(y,y) +wer (v ) =
—t—tH+((t-tH=0

Por lo tanto Ann(ker j,) = ker j, y como sabemos por la Definicion 3.8 Ann(ker j,) C ker j,
y como el otro contenido se cumple siempre, tenemos la igualdad: Ann(ker j.) = ker j,, y por
definicién ker j, es submodulo lagrangiano.

Es asi como hemos conseguido la relaciéon lagrangiana que estdbamos buscando y que se
asocia con el tangle 7 mediante el funtor.

Ejemplo 4.7. En este nuevo ejemplo vamos a considerar D., D./, ¢ y ¢ de la misma forma
que en el ejemplo anterior pero en este caso nuestro tangle 7 va a ser el tangle fundamental

representado en la Figura 2.2 en octava posicién. Es por eso que el espacio topologico X, nos
queda como en la figura 4.7.

<Hl->

Figura 4.7: Espacio X, del Ejemplo 4.7
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De la misma forma que en el ejemplo anterior empezamos enumerando que tres grupos fun-
damentales :

m(De;a) = (x1,22: =)
m(Deryd’) = (), 75 =)

m(Xr;a') = (21,201 =)

De forma que los caminos z1, z2 son los mismos que z, 4 pero definidos en X.

El primer paso, igual que antes, es también crear dos inclusiones, una de cada uno de los
grupos fundamentales de D, , D/ en el grupo fundamental de X.. De la misma forma que en el
Ejemplo 4.6 en la primera inclusién no tenemos problema por como hemos definido los caminos
z;. Nos queda:

o .,
m(De;a’) — m(Xria)
/ /
También sabemos que para hacer la segunda inclusién vamos a tener més problemas, para ello

definimos un camino v en X, como en (4.6). Por lo que en este caso la imagen de cada uno de
los x; por esta inclusién sera de la forma:

7rl(l)‘s; CL) — WI(XTQ a/)
1 —— 29

T1X2 —— 2122
Por lo tanto:

71 (De;a) — w1 (X5 a)

To = xl_lazlxg — 22_12122

Asi que, igual que antes escribiendo j; en los espacios en los que esta definida en (4.5) se nos
queda:

Ay) ® Aly') — A(z)

/

(z,2") — i (") —ix(2)

_ -1 A |
donde y = z175  , ¥ = 277’5
Queremos saber cual es la imagen por esta aplicacion de (y,0) y de (3/,0). Sabemos gracias
a las inclusiones que hemos definido antes, a que caminos en X, corresponden cada uno de los
caminos en D, y en D/, por lo tanto sabemos que:

-1 _
Y =2zt — 22 1=

Y = :z:1:1;2_1 — 22,22_121_122 = 2’1_122

Como definimos z = zlzgl, entonces 21_12:2 = z;lzngle = z;l(zngl)@ = 22_12*122 y
como estamos trabajando en el abelianizado 2512_122 = —t~1z, por lo tanto tenemos:
Jr M) & Ay') — Afz)
0,y") — 2
(,0) — t ™12

Y asi tenemos que ker(j;) es de la siguiente manera:

kerjr = {fy+gyIf.g €Mt f+g=0={fly—t"WY)f A=Ay —t"Y)
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Y para demostrar que es un submoédulo lagrangiano lo hacemos de la misma manera que en
el ejemplo anterior, comprobando que Ann(ker j.) = ker j :

wly —t 7y y —t7Y) = —lo(Dwe(y,y) + (—t o (—t wa (v, y) =
—we(y,y) + (—)(—t Nwa (', y) = —we(y, y) +wa (v 1) =
—t—-tH+((t-tH=0

Ejemplo 4.8. En este ejemplo vamos a considerar el tangle trivial con dos segmentos verticales
para D. = D*\N({z1,72}) y ¢ = {+1,+1} y con Do = D\N ({z1,22}) y &’ = {+1,+1}.

Es decir el espacio topolégico X nos queda como en la siguiente figura:

Figura 4.8: Espacio X, del Ejemplo 4.8

Empezaremos como siempre enumerando que tres grupos fundamentales nos encontramos en
este ejemplo:

m1(Deya) = (z1, 29 1 —)
m1(Dersa’) = (2, x5 1 —)

m(Xr;d') = (21,20 : =)

De forma que los caminos z1, zo son los mismos que z, 24, pero definidos en X.

El primer paso es crear dos inclusiones, una de cada uno de los grupos fundamentales de D,
, Dz en el grupo fundamental de X .

En este caso no vamos a tener problema en ninguna de las dos inclusiones ya que los caminos
no se cortan. Asi estas inclusiones nos quedan de la forma:

71 (Dersa’) — m(Xr;d)
T — 2 = 2
m1(De;a) — w1 (Xr;a)
XTitH— 2;
Por lo tanto en este ejemplo j, es:

AMy) ® AY') — Az)
(2, 2") — i (2)) — is(2)

- -1
donde y = x5 " , ¢ = @ha';
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También como en los ejemplos anteriores queremos saber cual es la imagen por esta aplicacion
de (y,0) y de (y/,0). Sabemos gracias a las inclusiones que hemos definido antes, a que caminos
en X, corresponden cada uno de los caminos en D, y en D./, por lo tanto sabemos que

/ r o1 -1
Yy =Ty 212y =2

y:xlxgl»—>zlz2_1:z

e AMy) ® Ay') — A(2)
0,9") — 2
(y,0) — —2

En este caso entonces el niicleo de esta aplicaciéon viene dado por:

kerj, = {fy+gy|f,.ge A, —f+g=0={fly+¥)If €A} =Ay+)

Por ultimo para demostrar que efectivamente ker j, se trata de un submodulo lagrangiano
primero vamos a demostrar que Ann(ker j,) = ker j:

wy+y,y+y)=—lo(Dw:(y,y) + lo(Vwe (v, 4) =
—we(y,y) +wa () =—(t—t )+ (t—t7") =0

Por lo tanto siguiendo el mismo razonamiento que en en Ejemplo 4.6 sabemos que ker j; es
submodulo lagrangiano.

En estos ejemplos ha sido facil aplicar w a los elementos del ker j; ya que ker j, tiene rango
uno, pero si en cambio estuviéramos trabajando con un n mayor, podriamos definir ker j, en
forma de matriz para trabajar mas comodamente. Llamamos K a la matriz correspondiente al

ker j; y que se construye de la siguiente manera: Supongamos que trabajamos en unos n y n’
) = dim(H1(D.))+dim(H;(D_/)
= 2

determinados, podemos ver que dim(ker j,

Demostracion. La condicién de que w. es no degenerada se traduce en que |A,_| # 0. Vamos
a suponer que dim(H;(D,)) = h y dim(H; (D)) = I, por lo tanto dim(H;(D.) & Hy(D.)) =
h+h'. Sea dim(ker j;) = a entonces dim(Ann(ker j;)) = (h+h') —a. Como queremos que ker j,
sea Lagrangiano entonces se tiene que cumplir que Ann(ker jT)/ = ker j, y por lo tanto tomando

dimensiones (h + h') —a = a lo que se traduce en que a = % O

Por lo tanto volviendo a la matriz K, esta matriz sera de tamaifio (h+ h') x h+Th/ donde cada

columna k; de la matriz viene dada por por las coordenadas de la base generadora de ker j, en
las bases de Hy(D.) & H, (D).

Por lo tanto si trabajamos en un caso mas general la condiciéon de que ker j; sea lagrangiano
se traduce en:

KALUgK == 0h+h/ X h+h'

2 2

. - / /
donde 0,4 . htn! Tepresenta la matriz de 0’s de tamaiio % X %
2 2

Conclusion de 4.2

En resumen con estos ejemplos hemos visto que cada tangle 7 = (¢,¢’) —tangle tiene asociado
una relaciéon lagrangiana de la forma:

~ A~

7 (Hi(De),we) = (Hi(Dy), we)

La cual en ultima instancia puede venir dada por un grupo generado por un polinomio o por una
matriz, como hemos visto en los ejemplos.
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Mediante el funtor que hemos construido sabemos que la composiciéon de tangles correspon-
deré a la composicién de relaciones lagrangianas. Es por eso por lo que si sabemos sacar la matriz
de la composicién de relaciones lagrangianas a partir de las matrices de cada relaciéon lagrangiana
seremos capaces de saber que matriz corresponde a cada tangle, por muy complicado que sea, ya
que sabemos que tangles mas complicados pueden ser dados por la composicién de tangles méas
sencillos y de tangles elementales.

Tenemos tres A-modulos hermitianos Hy, Ho y H3 con sus respectivas bases uq,ug, ..., Up,
s V1, U2, ...y Upy ¥ W1, W2, ..., Wny. Sean Liy y Log las matrices que corresponden a las relaciones
lagrangianas Nio : H] = Hs y Nog : Ho = H3 respectivamente, como ya hemos demostrado
antes, L1o tendra tamano (nq + ng) X % y Lo tendra tamano (ng + ng) X %, por lo que
como sabemos como son cada una de las columnas de esta matriz, también se podran escribir de

la siguiente manera:
A B
Ly = <A;> Loz = <B§>

= A; representa una matriz de tamafio n; X % donde cada columna viene dada por las
coordenadas de la base generadora de la relacion lagrangiana Nis en las base de H; para
todoi=1,2.

donde:

= B, representa una matriz de tamano n; X % donde cada columna viene dada por las
coordenadas de la base generadora de la relacién lagrangiana Nog en las base de H; para
todo 7 = 2, 3.

Por lo tanto la forma en la que sera la matriz de la relacién lagrangiana NioNog viene dada por
el siguiente lema:

Lema 4.9. Con las notaciones dadas anteriormente sea N12/Nog una composicion de relaciones

. : . S AW,
lagrangianas (y por tanto una relacion lagrangiana), su matriz viene dada por < B1W1> donde
3Wa

(%ﬁ representa la la matriz del submodulo K = {z € Nja @ Nas | (—Ag Bg) -x = 0} de
2
Ni2 @ Nas.

La demostracion de este lema viene detallada en [3]. Con este lema ya hemos hallado como
serfa la matriz de una composicién de relaciones lagrangianas y por lo tanto, como ya he dicho
anteriormente asi vamos a conseguir saber a que matriz corresponde cada tangle que queramos
representar.

Por ejemplo podemos ver graficamente que si componemos los tangles de los ejemplos 4.6 y
4.7 nos queda el tangle del ejemplo 4.8. Vamos a comprobar que efectivamente la matriz de la
composicion de los dos primeros da la matriz del altimo: Utilizando la notacién de antes tenemos

que:
1 1
Lo = (—t) Loz = <—t1)

La matriz (%;) es la de una base de los vectores columna (a,b) tales que:

(—(=t) 1)- (Z) =0.

Es decir, obtenemos Wy =1, Wy = —t, y el resultado es

1

es decir, L1s = A(y + ¢").
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