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Prologo

En el ambito de la estadistica bayesiana, los mérodos de Monte Carlo basados en cadenas de Markov
(métodos MCMC) son un conjunto de métodos computacionales cuyo principal objetivo es obtener
muestras de distribuciones probabilisticas que pueden ser muy complejas y pueden no corresponder a
distribuciones conocidas. Con estas muestras el principal objetivo es hacer inferencia.

Dichos métodos estdn basados en la integraciéon de Monte Carlo y las cadenas de Markov. Segin
Metropolis [17], los precursores de los métodos de Monte Carlo fueron los fisicos nucleares Stanislaw
Ulam y John von Neumann, que trabajaban en 1944 en un proyecto de armas nucleares en Los Alamos,
EEUU. Dado que su aplicacién estaba relacionada con un proyecto nuclear secreto, el también fisico
nuclear Nicholas Metropolis propuso el nombre en clave Monte Carlo para este método, en relacién a
la dependencia que tenia un familiar suyo al casino de Monte Carlo. En los juegos del casino, estamos
buscando la probabilidad de ganar frente al crupier. Mediante la computacién estadistica se pueden
simular un ndmero grande de partidas y sumando el ndmero de partidas ganadas entre el numero total
de partidas simuladas, se tiene un estimador de la probabilidad de ganar al juego. Informalmente, esta
es la base de la integracion de Monte Carlo.

Aunque los métodos de Monte Carlo y los métodos MCMC fueron ambos propuestos alrededor de
los afios 50, s6lo los métodos de Mote Carlo gozaron inicialmente de popularidad y una gran aceptacién
en el &mbito estadistico. No fue hasta los afios 90 cuando gracias a Gelfand y Smith (1990) [20], los
métodos MCMC se empezaron a popularizar en el &mbito de la estadistica bayesiana, aunque hubieran
escrito sobre ellos previamente autores como Hastings (1970) [16] o Geman y Geman (1984) [21]. Esto
fue debido a que a finales de los 90 con los grandes avances en la computacién ya era posible cons-
truir algoritmos computacionales con las caracteristicas de estos y ademds la presentacién del software
BUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sampling) en 1991 que facilitaba su implementacién, ayudé a
su propagacion.

El principal objetivo del presente trabajo es desarrollar la teoria de los métodos MCMC en el 4&mbito
bayesiano. Es por ello que en el Capitulo 1 se comienza dando nociones sobre la estadistica bayesiana
y las cadenas de Markov. En el Capitulo 2 se exponen métodos de generacion de variables aleatorias, y
tras ver sus inconvenientes, se introducen los métodos MCMC. Finalmente, en el Capitulo 3 se muestra
una aplicacién de los métodos MCMC en un caso practico del 4mbito bayesiano. En la literatura hay
multiples publicaciones y libros sobre resultados tedricos y aplicaciones de estos métodos, la mayoria
con diferentes notaciones. Es por ello que con el propdsito de sintetizar e intentar hacer comprensible
al lector los dos primeros capitulos, se ha optado por seguir principalmente el hilo narrativo de Robert
y Casella [1], y Gelman et al. [2], complementando los resultados con el resto de publicaciones/libros
mostrados en la bibliografia. En los anexos se pueden encontrar teoremas usados y el cédigo de R
elaborado para implementar los ejemplos a lo largo del trabajo junto a las graficas derivadas de estos
cddigos, que debido a su extension es razonable incluirlas en este apartado.

Antes de dar paso al trabajo, agradecer a mis directores de TFG, Ana Carmen Cebrian y Jorge
Castillo-Mateo su implicacion y disposicion a lo largo del proceso. También me gustaria nombrar en
estas lineas a mi familia y amigos que me han acompafiado (y aguantado) a lo largo de estos cuatro afios
de carrera y sin los que esta etapa de mi vida no hubiera sido lo mismo, y que ademds por compromiso
o interés acabaran leyendo este trabajo.
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Summary

Bayesian inference is the branch of statistics that deals with the fact that the unknown parameter
(single or multi-dimensional) is considered as a random variable. As we will see, a wide and strong
statistical theory has been developed in the Bayesian field since Thomas Bayes laid the foundations
of it in 1763. In this way, the main objective of this work is to use Bayesian statistical tools together
with Monte Carlo Integration and Markov chain theory in order to present and develop Monte Carlo
Methods based on Markov chains (MCMC methods). In fact this work is named after those methods.
The importance given to this methods lay on the fact that they are able to generate random samples from
complex probability distributions and therefore, they can be used to approximate or evaluate expressions
which are mathematically difficult to evaluate. Not only did this methods become popular in the last 20
years with the development of computers, but also their usage is becoming more and more recurrent
in different sectors since this methods can be used to solve a lot of problems, apart from the Bayesian
ones.

To this aim, we begin in the first half of Chapter 1 giving a detailed description about Bayesian
theory, and setting a comparison with the frecuentist one, based on the work made by Robert and Casella
[1, Chap. 1-3] and Gelman et al. [2, Chap. 1-3] in their respective books. The purpose of this section
is to review the main and most important concepts of Bayesian statistics and let the reader to fully
understand the Bayesian basis of MCMC methods. Suppose we have a certain distribution with unknown
vector of parameters 6. In Bayesian statistics we consider the parameter 8 = (6y,---,0,), as a random
vector with a certain distribution. The prior distribution of 6 aims to summarize all previous information
about the parameters in the shape of a probabilistic distribution, before taking a sample of the data. It is
denoted by p(0). Once we have a sample y = (y;,---,y,) and the prior distribution, it can be obtained
the posterior distribution of 6, denoted by p(0|y) which is in fact an update of the prior distribution via

the sample y = (yy,---,y,). The way to calculate this posterior distribution is given by:
p(y|0)p(6
ploly) = PO m
p(y)

where p(y|0) is called the likelihood function. This distribution can be used for doing inference about

the parameter. We will also present some estimators for 6 from the posterior distribution such as: the

maximum a posterior probability (MAP) which is éMAP(y) = argmaxp(0 | y), and the posterior mean
6

Onvean(Y) = [ Op(0 | y)d6. In case of 6 being one-dimensional, the credible interval for 6 at level I-c
is defined as [a, b], with a, b satisfying that:

In the second half of Chapter 2, we will make a brief review about Markov chains and the theory
behind them, which are going to be essential for a fair understanding of the simulation methods based
on Markov chains that will be seen later. A Markov chain is defined as a sequence of random variables
X© x(M ... x® ... such that the probability distribution of X (") given the previous values, depends
only on X~ Mathematically,

X0+ x O x(M) ¥ x0 Lk <X(’),X(’+1)> , (3)
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where K (x,y) is the transition kernel.

In this part we show basic properties of Markov chains and we focus on a certain type of Markov
chains, called Ergodic chains. The relevance of this type of chain relies on the fact that up to the limit,
this chains have always a stationary distribution and it is unique. We also talk about reversible Markov
chains, which are the ones that satisfy the detailed balance condition:

f(x)K(x,y) = f(y)K(y,X) Vx,y @

Satisfying the detailed balance condition ensures that the distribution f(x) is the stationary distribution
of the Markov chain generated by the kernel K (x,y).

In Chapter 2, we will see that MCMC methods combine both Monte Carlo integration and simu-
lation methods based on Markov chains. Numerical integration is quite a big problem for developing
computational bayesian methods because it is needed to evaluate integrals of complex functions in order
to generate measures of interest for the posterior distribution, and in most cases those integrals can’t be
solved analytically. For solving this problem we use Monte Carlo integration which aims to estimate the
expectation of a function / of 6. The estimator is the next:

Ex(1(0) )= [ 1O)p(0 |1d0 ~ 13 (0), ®)

where (9(1), ey 9(")) is a sample from p(0]y) obtained by a stochastic method for example. We present
the reject sampling and the importance sampling as two stochastic methods. While the importance
sampling gives an estimator for the expectation of a function of the variable, the reject sampling gives
a sample of the posterior distribution for the parameter. As it will be shown in the chapter, when the
parametric dimension goes up it is rather convenient to develop specific types of methods which could
be able to work better according to higher dimensions, and those methods are the MCMC. Another
inconvenient for the use of stochastic methods is that for their implementation we must evaluate p(8|y)
at some points, and unfortunately it can be complicated or take a lot of computation time in many cases.

In the second half of Chapter 2, all the battery of Bayesian and Markov chains tools explained in
the previous parts of the work are going to be used for developing two of the most extended MCMC
methods: The Gibbs-Sampler and the Metropolis-Hastings. One of the most appealing features of the
MCMC methods is that they can be implemented even if the posterior p(6|y) is very complicated.
They work as it follows: they generate a Markov chain for 6, approximating in each iteration the va-
lue given as a sample from the posterior distribution and at stationarity the values given are from the
posterior distribution. Furthermore, it will also be explained how to get an hybrid method, combining
both Metropolis-Hastings and Gibbs-Sampler in order to solve a problem. Regarding the stationarity, it
is needed to check that the chain has converged to the posterior distribution, and only then, sampling
from the chain will be equivalent to sampling from p(6|y), which is the main objective of this methods.
To this purpose, we will see some tools to check the convergence of the chains.

Finally, in Chapter 3 we are going use all the tools developed in the whole work in order to solve
a practical problem. We want to fit the daily maximum temperatures of the city of Pamplona to an
autoregresive model with help of the Bayesian computation. We will need to develop a combination
of a Metropolis and a Gibbs Sampler algorithm in order to solve the problem. To this aim, we will
define some functions in R, which will be used in the implementation of the algorithm. Once the code is
executed, and we have the output chains, we will check that all the chains have converged and that we
have successfully solved the problem.
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Capitulo 1

Introduccion al analisis bayesiano y a los
métodos MCMC

Los métodos de Monte Carlo basados en cadenas de Markov (métodos MCMC) son un conjunto de
algoritmos que permiten obtener muestras con una determinada distribucién de probabilidad, incluso
con una expresién compleja. La base de estos algoritmos se fundamenta en la construccién de una
cadena de Markov cuya distribucidn estacionaria sea la distribucién de interés.

El desarrollo de estos métodos aparece ligado al desarrollo del andlisis bayesiano, puesto que dichos
métodos han hecho posible la implementacién de complejos modelos jerarquicos que constan de un ele-
vado niimero de pardmetros desconocidos y que no podrian estimarse utilizando métodos estrictamente
analiticos.

Para comenzar, en este capitulo se presentan las bases para el desarrollo de este tipo de métodos. En
primer lugar se introducen los conceptos basicos del andlisis bayesiano y las dificultades que presenta la
estimacion de modelos complejos. En segundo lugar se revisa la definicion y propiedades de las cadenas
de Markov, que serdn relevantes para el desarrollo de los métodos MCMC.

1.1. Analisis Bayesiano

La estadistica bayesiana es una rama del campo de la estadistica basada en una interpretacién no
frecuentista de la probabilidad, donde la probabilidad representa un grado de creencia sobre un cierto
suceso o evento. A diferencia de la estadistica frecuentista, los pardmetros dejan de considerarse como
constantes y se representan mediante variables aleatorias (v.a.’s).

1.1.1. Introduccion y objetivos del analisis bayesiano

Esta rama de la estadistica debe su nombre a Thomas Bayes, el cual formul6 en 1763 un caso espe-
cifico del ahora conocido como Teorema de Bayes, que es la base de este tipo de anélisis. Posteriormente
fue Pierre-Simon Laplace en 1774 y después en 1812 el que en su libro Théorie analytique des probabi-
lités, formuld la la probabilidad a posteriori (actualizada) a partir de la probabilidad a priori, via el uso
de datos o evidencias. Su trabajo se puede considerar como una extension de los resultados de Bayes
(véase en [4, pag. 268]), siendo Laplace el primero en sentar las bases de esta rama de la estadistica.

La estadistica bayesiana ofrece una interpretacioén de la probabilidad que describe el grado de cer-
tidumbre sobre un evento. Si la probabilidad es 1 se estd totalmente seguro de que el evento es cierto,
asi como se esta seguro de que no lo es si la probabilidad es 0. Asimismo, como ya se ha comentado,
todo el desarrollo tedrico del andlisis bayesiano se basa en el resultado del Teorema de Bayes, el cual se
enuncia como sigue:

Teorema 1.1.1 (Teorema de Bayes). Sean {A,As,...,A;, ..., Ay} sucesos disjuntos, que forman una
particion del espacio total y tales que P(A;) #0Vi=1,2,...,n. Sea B un suceso tal que se conocen
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P (B | A;), entonces la probabilidad P (A; | B) viene dada por la expresion:

B|A;)P(A)

P )= "B (L)

Notar que la probabilidad marginal de B se puede calcular utilizando la ley de probabilidad total y

con esto se obtiene (B 4)P(A)
P(B|A;)P(A;
P(A;|B) = =; . (1.2)
LB = S P (8] An) P (4]

Diferencias con la estadistica clasica (o frecuentista)

1. La estadistica cldsica estd basada en una interpretacion frecuentista de la probabilidad. En un ex-
perimento repetible la probabilidad de un suceso es el limite de la proporcién de ocurrencias del
suceso en n repeticiones del experimento cuando n — co. En la estadistica bayesiana la probabili-
dad representa la certidumbre sobre un suceso, que no frecuencias limite.

2. Mientras que en la estadistica cldsica los pardmetros son constantes desconocidas pero fijas y la
aleatoriedad viene del muestreo, en la estadistica bayesiana los pardmetros son v.a.’s. Es decir,
en la inferencia cldsica la variabilidad proviene del muestreo, y tras caracterizar la distribucién
del estimador se realiza inferencia utilizando dicha distribucién. Por el contrario, en la estadistica
bayesiana el pardmetro es aleatorio y cuando se hace inferencia es utilizando la distribucién del
pardmetro.

1.1.2. Inferencia bayesiana

Como en la estadistica bayesiana los pardmetros se consideran variable aleatorias, el primer objetivo
es caracterizar su distribucién de probabilidad. Para ello se dispone de dos fuentes de informacién, un
posible conocimiento previo sobre la distribucién del parametro, que se especifica en la distribucion a
priori del pardametro, y la informacién que proporciona la muestra observada, que se incluye a través
de la verosimilitud. El enfoque bayesiano permite unir la informaciéon de ambas fuentes mediante la
distribucion a posteriori p(0 | y).

Distribucion a posteriori de 0

Como ya se ha comentado, la distribucion a posteriori del pardmetro p(0|y), se define como la dis-
tribucion del pardmetro 0 obtenida mediante una actualizacién de la distribucién a priori p(6), en base
a la muestra de datos y = (yy,...,y,) tomada. A continuacién se fija la notacién usada en la memoria,
antes de explicar en el teorema siguiente como se calcula la distribucién a posteriori, y mostrar que esta
es una aplicacion directa del Teorema de Bayes.

» 0 =(61,...,0,) es el vector de pardmetros de interés. En general los pardmetros se representan
por letras griegas con p componentes representando cada componente un pardmetro.

= y=(y1,...,yn) €s la muestra de datos de tamafio n tomada de lav.a. Y.

» p(0) es la distribucion a priori del pardmetro. Representa nuestro grado de creencia sobre los
valores que puede tomar el pardmetro 6 antes de observar la muestra y. Es decir, sintetiza en forma
de distribucién de probabilidad la informacién previa que podemos tener acerca del pardmetro.

» p(y|0) =TI, pe (i) es la verosimilitud de la muestra y. Expresa la probabilidad de la muestra
y si el valor del pardametro es 0. Recordar que pg(y) representa la funcién masa de probabilidad
(f.m.p.) de y si es variable discreta o la funcidon de densidad de probabilidad (f.d.p.) de y si es
variable continua, para el valor del pardmetro 6.
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Teorema 1.1.2. Sea Y unav.a.,y= (yi,...,y») una muestrade Y, 0 = (6y,...,60,) con 1 < p el vector
paramétrico de dicha distribucion , p(0) la funcion de densidad a priori para el pardmetro 'y p(y|0) la
verosimilitud de la muestra y . La densidad a posteriori del pardmetro 6 se denota como p(6|y) y se
define mediante la siguiente expresion:

_ p(0)p(®)  p(y0)p(6)
p(9|y)_fp(y|Z)p(Z)dz_ ply)

Demostracion. Detallada en el Anexo A. Véase la Seccién A.0.1. O]

(1.3)

Nota 1.1.1. La expresion mostrada en el teorema corresponde a una variable aleatoria 8 con distribu-
cién continua, pero el teorema también es vélido para 6 variable discreta. Notar que en caso de 0 v.a.
discreta, entonces cambiamos las integrales por sumatorios. Para unificar la notacién denotaremos p(6)
indistintamente de si 6 es una variable discreta o continua, representando en el primer caso la fm.p y
en el segundo la f.d.p. de la variable.

En resumen, la distribucién a posteriori p(60|y) se obtiene como una actualizacién de la distribucién
del pardmetro a priori p(6) en base a la muestra de datos observaday = (yy,...,y,), es decir, a posteriori.

Definicién 1.1.1. Notar que por la expresion (1.3) se tiene que p(6 | y) = p(y| 0)p(0)/p(y), y si
suprimimos la constante p(y) (que no depende de 6), obtenemos lo que se conoce como densidad a
posteriori no normalizada, que es proporcional a p(8|y) (densidad normalizada) :

p(0]y)<p(8)p(y|0). (1.4)

1.1.3. Distribuciones a priori

En este punto es conveniente recordar que el objetivo del andlisis bayesiano es realizar inferencia
sobre el pardmetro 0 utilizando su distribucién a posteriori. Uno de los factores basicos que determina la
distribucion a posteriori es el tipo de distribucidn a priori utilizada. En la siguiente seccion se introducen
algunos de los tipos de distribucién a priori que se pueden utilizar y qué criterios se deben utilizar para
seleccionarla.

Distribucion a priori conjugada

Para obtener la distribucién a posteriori p(0|y) es necesario realizar los célculos vistos anterior-
mente en el Teorema 1.1.2. En la mayoria de los casos estos calculos llevan a una expresion compleja,
especialmente en el caso en el que la dimensién de O sea alta, que hace que la inferencia posterior a
partir de la distribucién sea complicada. Para facilitar el trabajo se pueden considerar distribuciones
conjugadas. Es por ello que hasta la popularizacién de los métodos MCMC en los afios 90, la estadistica
bayesiana se basaba principalmente en el uso de distribuciones conjugadas.

Definicién 1.1.2. Sea p(y | 0) la verosimilitud sobre la observacién y. Una clase <7 de distribuciones
se dice conjugada respecto a la verosimilitud p(y|0) si la distribucién a posteriori p(6 | y) € & Yy,
siempre que la distribucién a priori p(0) € <.

Es decir, si utilizamos la distribucién a priori conjugada respecto a una verosimilitud esto implica
que la distribucién a posteriori del pardmetro va a ser de la misma familia que la a priori. Por lo tanto, el
uso de distribuciones conjugadas permite obtener distribuciones a posteriori con distribucién conocida
sin necesidad de realizar célculos complejos, lo que facilita la realizacién de inferencia basada en esta
distribucion.

Ejemplo 1.1.1. Veamos que la familia Gamma es conjugada respecto a la verosimilitud de una muestra
exponencial. En efecto, la verosimilitud de una muestra exponencial es :

p<y1 ’ ~-7)’n|a) = aneiazyil{yl,.wyn>0}7
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y si la distribucién a priori del pardmetro o es I'(a, p), es decir :

a(a p—le—aa
p(o) = (11@)1a6(0,+w)-

En efecto, aplicando el Teorema 1.1.2 tenemos:

PO, -5 n| )P 5
p<a’y17"'7yn): +o<>( ‘ ) ( ) = +Eop) pp—1,—az
S22 pOns- - yl2)p(2)dz / ne—In @€ T (1.5)
0 I'(p)
=C(a,p,) y)a"*"~ le~(atkyay ac(0+e) =T (atla+) yin+p),

donde C queda definida por la siguiente expresion:
ap

Clarp, Yvi) = Lp)

pp—1,—az
/ e G
0 I'(p)

Dado que C es una constante que no depende de a, la expresion resultante (1.5) es proporcional
a la funcién de densidad de la Gamma I'(a + Y y;,n+ p). Por lo tanto se tiene que la familia I'(a, p),
o € (0,+4o0) es distribucién conjugada respecto a la verosimilitud de una muestra proveniente de una
familia exponencial {Exp(a),a > 0}.

A priori poco informativas

En muchas situaciones reales no se dispone de informacién relevante para definir una distribucién
a priori. En dichos casos se usan distribuciones a priori no informativas o poco informativas, que son
distribuciones que cubren de manera equiprobable el espacio paramétrico, de forma que aportan poca
informacidn sobre el pardmetro. Una distribucién a priori no informativa habitual es la distribucién
Uniforme(a,b) que asigna la misma probabilidad a todos los valores en el intervalo (a,b).

Distribuciones a priori propias e impropias

= Una distribucion a priori propia se define como una distribucién cuya funcién de densidad integra
uno, es decir :

/@p(@)d@ _1.

» En caso de que la distribucién p(6) cumpla:

/ p(6)d6 =k € R.
Q]

Es decir, que su integral sea k # 1, se la conoce como distribucion a priori no normaliza-
da, y normalizdndola se puede convertir en una distribucién propia. Sea por ejemplo p(6) con
JocoP(0)d6 = ¢, luego simplemente normalizando p(6)/c, conseguimos definir una distribu-
cibn a priori propia.

= Por el contrario, una distribucién p(0) es una distribucion a priori impropia (véase [5]), si la
funcién de densidad tiene medida infinita (aunque formalmente hablando en términos de proba-
bilidad no pueda ser una densidad ya que entonces deberia integrar uno), esto es:

/@ p(0)d6 = too.
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Existen distribuciones a priori impropias que se usan a menudo como distribuciones no informativas,
por ejemplo U(—eo,+0) ya que asigna a todos los valores la misma probabilidad. En general hay
muchas distribuciones no informativas que son impropias y las podremos usar como distribuciones
a priori siempre y cuando nos lleven a distribuciones a posteriori propias, como es el caso de esta
U(—o0,4o0). Véase en [2, pag. 53]y [2, cap. 5].

1.1.4. Inferencia a partir de la distribucion a posteriori
Uno de los objetivos de la inferencia a partir de la distribucién a posteriori es proporcionar estima-
dores puntuales del pardmetro 0 y estimadores de tipo intervalo, para ello existen distintas alternativas.

Estimador de probabilidad maxima a posteriori (MAP)

El estimador de probabilidad mdxima a posteriori o moda a posteriori (MAP') es el valor del
pardmetro 0, que maximiza la densidad a posteriori , es decir:

A ) . PO,y 0) p(6)
Omap(y) = argmédxp(0 | y) = argméx .
0) méxp(817) o SO ymz) p2)dz
En caso de tener una expresion explicita sencilla de la distribucion a posteriori, podemos obtener el MAP

analiticamente. Alternativamente, lo podemos obtener mediante simulacién con los métodos MCMC,
como se verd posteriormente.

Media a posteriori

Otro estimador puntual para 0, es la media a posteriori. Se define como:

—+o0 ~+oo .
N P()’l,aJ’nae)P(e)
Omean(y) = | 0p(0|y)d6 = 6 de.
—oo —o P15 Yni2) p(2)dz
Notar que si la distribucion a posteriori es simétrica respecto la moda y existe la esperanza, entonces

este estimador coincide con el MAP.

Intervalos de credibilidad

Un intervalo de credibilidad para 6 (unidimensional) a nivel 1 — ¢ es un intervalo de valores [a, D]
tal que:
P{GS 6 Sb’y17'~'7yl’l} Z 1—oc.

En consecuencia a es un cuantil o) de p(6]y;,...y,) y b es un cuantil o, de (0|y,...y,) tal que a; +
o = a. Un intervalo de credibilidad a nivel & para un pardmetro 6 determina un rango de valores al
que pertenece una observacion del pardmetro con probabilidad 1 — c.

Notar el contraste con el andlisis frecuentista, aunque la idea subyacente de los intervalos de con-
fianza es la misma, la interpretacion es diferente. En el andlisis frecuentista un intervalo de confianza a
nivel & se interpreta como sigue: si construimos a partir de 100 muestras (independientes) sus corres-
pondientes 100 intervalos de confianza entonces el (1 — o) 100 % de esos intervalos contendran el valor
real del pardmetro (ya que hemos dicho que la aleatoriedad provenia del muestreo).

1.1.5. Métodos MCMC

Como se ha indicado anteriormente, el objetivo del anélisis bayesiano es realizar inferencia utili-
zando la distribucién a posteriori de 6. Si la expresion de la distribucién a posteriori obtenida en (1.3)
corresponde a la densidad de una distribucion de probabilidad conocida (como en el Ejemplo 1.1.1) los

IMAP es un acrénimo del inglés: maximum a posteriori probability (véase en [6, cap. 6 Bayesian Learning]).
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calculos a partir de ella son més sencillos. Sin embargo en la mayor parte de los modelos la distribucién
resultante es una expresion compleja con la que es complicado hacer inferencia. En estos casos, es nece-
sario recurrir a los métodos MCMC, cuyo estudio es el objetivo de este trabajo, para poder implementar
andlisis inferenciales.

El objetivo de los métodos MCMC es generar muestras de observaciones de una variable X a partir
de una distribucién de probabilidad que puede ser realmente compleja. En el marco del andlisis ba-
yesiano los métodos MCMC se utilizan para simular observaciones del pardmetro de interés con la
distribucién a posteriori. Estos actian mediante el siguiente esquema:

» Simular una cadena de Markov X(1), X .. que tenga una distribuci6n estacionaria, la cual sea
la distribucién a posteriori.

= De la cadena anterior se extrae una muestra, sobre la que se va a realizar inferencia de la distribu-
cién a posteriori.

1.2. Cadenas de Markov

En esta seccién se introducen las cadenas de Markov, las cuales van a ser un pilar base para el
posterior desarrollo e implementacion de los métodos MCMC.

Definicién 1.2.1. Una cadena de Markov {X\)} es una secuencia de variables dependientes aleatorias
X (0),X (]), . ¢ (’>, ... tal que la distribucién condicional de X () dadas las anteriores variables depende
s6lo de X"~ Es decir, la distribucién de probabilidad del estado en el instante ¢ depende del estado en
el instante # — 1, y no depende de los estados por los que la cadena pas6 hasta llegar al estado del tiempo
t — 1. En caso de que la distribucién de probabilidad sea la misma en todos los instantes, es decir, que
no dependa de ¢, se dice cadena de Markov homogénea, que son el tipo de cadenas que usaremos en
este trabajo.

Definicién 1.2.2. El kernel de Markov o de transicion K(X") X(*+1) es el nombre que recibe dicha
distribucién de probabilidad condicionada:

X0 xO© xO x@ | x0 Lk (X@,X(’“)) . (1.6)

= Sea (X,.47) un conjunto medible, con X el conjunto de posibles estados y A € .o/ . La funcién
K(x,A) conx € X es un kernel de transicién si cumple:

1. Paratodo x € X, K(x,-) es una medida de probabilidad.
2. Paratodo A € o7, K(-,A) es medible.

= Cuando X es discreto, el kernel de transicién se puede ver como una matriz de transicién con
elementos:
ke =K(x,y) =K(X" =yx"V=x) xyex

Notar que esta matriz K = (k;;) i, j € X cumple que ¥ ;k;; = 1 Vi.
» Cuando X es continuo, el kernel de transicion es la densidad condicionada K (x,y) y cumple:
K(X € Alx) = /AK(x,x’)dx’ =1 xeX (1.7)
por ser densidad.

» Una distribucion estacionaria (Iimite) f de una Cadena de Markov consiste en una distribucién
de estado estable para los estados de una cadena, que ademaés es independiente de la distribucién
inicial. Es decir, que si X*) ~ f entonces X "t ~ £, sin importar el X(¥) tomado. En concreto se
debe cumplir que:

[ K= 1) (1.8)
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Habitualmente se suele tomar un kernel de transiciéon que modele procesos de interés, para poste-
riormente determinar bajo que condiciones hay una tnica distribucidn estacionaria y obtenerla. Para
los métodos MCMC nos ser4 titil realizar el camino inverso. Dada una distribucién queremos encontrar
un kernel de transicion (en la practica hay muchos) que tenga como distribucién estacionaria a dicha
distribucion.

Para garantizar que una cadena de Markov tiene una distribucién estacionaria y es la que nosotros
buscamos conviene recordar primero varios conceptos:

= La cadena de Markov debe ser irreducible, esto es, el kernel K permite moverse libremente por
el espacio de estados sin importar el estado inicial X(?). Esto es que la secuencia {X (’)} tiene
una probabilidad positiva de alcanzar cualquier regién del espacio de estados. Una condicion
suficiente para la irreducibilidad es que se tenga K(x,-) > 0 para todos los puntos.

= Una cadena de Markov se dice aperiddica si para todo estado de la cadena, el madximo comin
divisor del nimero de pasos necesarios para volver al dicho estado i (supuesto se ha partido de él)
es 1.

= Una cadena de Markov se dice recurrente positiva si para todo estado de la cadena de Markov, la
probabilidad de volver a dicho estado en tiempo finito, suponiendo se ha partido de él, es 1.

En concreto, si una cadena de Markov es aperiddica, irreducible y recurrente-positiva entonces tiene
una Unica distribucion estacionaria (véase en [3, pdg. 175-176]). A las cadenas recurrentes-positivas y
aperiddicas se les llama ergodicas.

Una cadena de Markov con distribucién limite f se dice que es reversible en el tiempo si su kernel
de transicion cumple la ecuacion de equilibrio siguiente:

fOK(x,y) = f(y)K(,x) Vx,yeX (1.9)

Teorema 1.2.1. Si una cadena de Markov es irreducible y ergddica, entonces tiene una tinica distribu-
cion estacionaria a la que converge dicha cadena cuando t — oo.

Demostracion. Véase en [3, pag. 175-176]. O

Teorema 1.2.2. Una condicion suficiente para que cierta f sea la distribucion estacionaria de una ca-
dena de Markov ergddica, es que el kernel de transicion cumpla la ecuacion de equilibrio f(x)K(x,y) =

FO)K(y,x) Vx,yeX

Demostracion. Si tenemos que nuestra cadena de Markov cumple la ecuacién de equilibrio, esto es
Ff(xX)K(x,y) = f(y)K(y,x) Vx,y, entonces integrando en x en ambos lados:

[ @K = [ FOK( 0
JX X

y esto es lo mismo que:
| K= 1) [ K(xas
y ahora puesto que [y K(y,x)dx = 1 puesto que es una densidad, entonces:
[ Ky = 1)
Luego ya tenemos que f es distribucién estacionaria. Para una demostracion alternativa, véase en [12,

pag. 238, Theorem 4].
O






Capitulo 2

Métodos Monte Carlo basados en cadenas
de Markov

2.1. Introduccion a la computacion bayesiana

Uno de los objetivos principales de la computacién bayesiana es el cdlculo u obtencion de una mues-
tra de la distribucion a posteriori p(0|y) de 6, para a partir de ella hacer inferencia y calcular medidas
resumen. En los casos mas sencillos, por ejemplo, cuando se utilizan distribuciones a priori conjuga-
das, la distribucion a posteriori corresponde a una distribucién conocida. Sin embargo, en modelos més
complejos o con un nimero de parametros alto, es necesario utilizar algoritmos mas elaborados que
permitan obtener muestras de la distribucién a posteriori con las que caracterizar dicha distribucion.
Con este objetivo se pueden utilizar los métodos métodos MCMC.

Estos métodos fusionan dos tipos de técnicas, los métodos de integracién Monte Carlo y los métodos
de simulacién basados en cadenas de Markov. En efecto, un problema clave en el desarrollo de los
métodos computacionales bayesianos es la integracion numérica, ya que el cdlculo de medidas de la
distribucién a posteriori de los pardmetros requiere la evaluacion de integrales de funciones complejas,
que en la mayoria de casos no se pueden obtener analiticamente. Para solucionar este problema se
utilizan métodos de integraciéon numérica estocdsticos, como el método de integracién Monte Carlo.
Un problema adicional es que estos métodos requieren la simulacién de variables con una distribucién
a menudo compleja y multidimensional y no siempre existen algoritmos de simulacién directos para
dichas distribuciones. Los métodos de simulacién basados en cadenas de Markov ofrecen una solucién
a este problema, ya que permiten simular observaciones con cualquier distribucién.

En este capitulo se repasard la integraciéon de Monte Carlo y varios métodos de simulacién de v.a’s ,
que en su conjunto son uno de los pilares fundamentales de los métodos MCMC. Se veré la problematica
que puede conllevar el uso de métodos estocdsticos y se verd como solucionar estos problemas mediante
los métodos MCMC. Para ello, se describen dos de los algoritmos MCMC mds extendidos en el &mbito
de la computacién bayesiana, el Metropolis-Hastings y el muestreo de Gibbs.

2.2. Métodos de integracion Monte Carlo

Los métodos de integracion numérica son métodos cuyo objetivo es evaluar la integral de una fun-
cioén continua, calculando el valor de la funcién en un nimero finito de puntos. Dentro de los métodos
de integracién numérica se puede distinguir los métodos estocdsticos, o de Monte Carlo, y los métodos
deterministas, como las reglas de cuadratura. La diferencia principal entre ambos métodos es que mien-
tras los métodos deterministas evaldan el integrando en una cuadricula regular, los estocésticos eligen
aleatoriamente los puntos en los que se evalda el integrando.

La idea subyacente de el método de integracion Monte Carlo, es que cualquier integral definida
sobre el espacio de x = (x1,...,x,) con p > 1 se puede expresar como una esperanza de una funcién
h(x), definiendo h(x) adecuadamente, es decir:
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Ei(h(x)) = [ ) f(x)dx. @.1)
Es decir, dada una muestra de n observaciones de x = (x1,...,x,) con p > 1 con distribucién f(x),
(x,...,x™), donde cada x?) es x() = (x&’), s ,xg)), se puede estimar la integral de interés estimando

la esperanza de i(x) mediante la media muestral:

hy =

S| =

Xn‘, h(x7). (22)
i=1

La Ley Fuerte de Grandes Niimeros (véase A.0.2) para variables independientes idénticamente distri-
buidas (iid) permite asegurar que la media muestral converge casi seguro a la esperanza de la variable,
es decir:

Prob] lim Fy = Ex(h(x))] = 1,

lo que garantiza que si n es suficientemente grande, la media muestral proporciona un buen estimador de
la esperanza de la variable y en consecuencia una buena aproximacién de la integral deseada. Notar que
en el &mbito bayesiano identificamos x con el vector de pardmetros 6 y la funcién f(x) es la distribucién
a posteriori p(0 | y), sobre la que estamos interesados en obtener alguna medida resumen a partir de una
muestra (6(),... 8()) de dicha distribucién.

Como se ha comentado, la aplicacion del procedimiento de integraciéon Monte Carlo requiere dis-
poner de una muestra de n observaciones x!) con distribucién f (x), por lo que es necesario disponer de
un procedimiento de simulacién de observaciones aleatorias con esa distribucién. Si la distribucién a
posteriori no corresponde a una distribucién estdndar o la dimensién del vector de pardmetros es alta, la
simulacién de estos valores no es trivial. En estas situaciones existen distintos métodos, como el método
del muestreo por importancia, que permite expresar la integral de interés como funcién de otra distribu-
cién de la que si sea posible simular observaciones. Otra alternativa posible es el uso de algoritmos de
simulacién de variables que permitan obtener observaciones x, con una distribucién f(x) mediante el
uso de distribuciones propuestas, como el método de simulacion por rechazo, o mediante distribuciones
aproximadas.

2.2.1. Simulacién por importancia

Este método es un precursor del Algoritmo de Metropolis-Hastings y se basa en generar muestras
aleatorias de distribuciones que sean aproximadas a la distribucidn objetivo, distribucién respecto a la
que estamos interesados en tomar la esperanza.

El objetivo de este método es calcular E(h(x)) con x = (xi,...,x,) con distribuciéon f(x) pero no
tenemos la capacidad de generar muestras de f(x), luego no podemos aplicar un método de integracién
estocdstico como el Monte Carlo y evaluar la integral por la media muestral de los valores simulados.
Para solucionar este problema el muestreo por importancia actia como sigue: Se requiere considerar
una distribucion propuesta g(x) de la que si podamos generar muestras {x(!) ..., x} y se utiliza la
siguiente propiedad:

) f0ls) ;o M} (2.3)

E(h(x)) = [ ) f(ar= [0 emE D= 220

donde E,[-| es la esperanza en la distribucién g(x). Dado que si podemos simular observaciones con
distribucién g(x), ahora si podemos estimar E,[h(x) f(x)/g(x)] mediante el método Monte Carlo. En
concreto el estimador es el siguiente:

B0 =

¥ (s, 4
i=1

donde:
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w1l = (x] ,...,fo)) con i=1,...,n son los valores simulados con distribucién g(x).

. ()
= w(x)) = g((iu)) con i =1,...,nes lallamada razon de importancia.

-

El muestreo por importancia no es muy preciso si las razones de importancia varian sustancialmente,
por lo que examinando la distribucién de las razones de importancia podemos ver si estd habiendo
problemas. Destacar que la calidad de la estimacién dependerd en gran medida de la eleccién de la g(x).
La idénea seria una parecida a f(x) en forma pero con unas colas mas pesadas, véase [9, secc. 2.4.
Muestreo por importancia ] o [8, secc. 9.2.].

Ejemplo 2.2.1. Sabemos que una distribucién N(0, 1) tiene esperanza 0, luego nuestro objetivo va a
ser estimar mediante el muestreo por importancia, la esperanza de la N(0, 1) y ver que es practicamente
0. Suponemos que no podemos muestrear una N(0, 1) debido a causas ajenas a nosotros y por lo tanto
no podemos aproximar la esperanza por la media muestral aplicando la integracién de Monte Carlo
directamente. Entonces, aplicando el muestreo por importancia, generaremos 107 simulaciones de una
distribucién aproximada, como puede ser una t3 (¢ student con 3 grados de libertad).

Lo primero veamos que efectivamente estas dos distribuciones son aproximadas. Para ello vemos
que el histograma de una muestra de 107 valores para una 3 se ajusta bien a una densidad N (0, 1). Véase
cddigo en Anexo B.1. Ahora fijando en R como semilla 785248 (mi NIP), obtenemos que simulando
107 observaciones de una 3 (distribucién propuesta) y aplicando la Ecuacién 2.4 del muestreo por
importancia obtenemos que el estimador de la esperanza de la N(0, 1) es 6.304878e-05, el cual es muy
cercano al valor real de dicha esperanza, que es 0. (Véase cédigo en Anexo B.1).

En caso de que no sea fécil simular sobre la distribucién propuesta puesto que la dimensién del
vector de pardmetros es elevada o bien sea muy dificil encontrar esa g(x), surge la necesidad de generar
otro tipo de métodos de muestreo. Mds adelante veremos como aunque los métodos MCMC se adaptan
mejor que los Monte Carlo a problemas multiparamétricos de alta dimension, estos producen muestras
dependientes.

2.2.2. Simulacion por rechazo

El objetivo de este método de simulacién es obtener una muestra aleatoria de tamafio n con la
distribucion objetivo f(x). Este método fue el principal precursor de los métodos MCMC. La idea
general de su funcionamiento subyace en la eleccién de una distribucién llamada distribucion propuesta
g(x) que acote absolutamente a f(x) y con la cual se puedan general valores aleatorios de manera
sencilla, a los que se les aplica una regla de decisién para rechazarlos o no como observaciones de f.
Destacar que este método requiere que la f(x) y la g(x) se puedan evaluar ficilmente.

Intuitivamente lo que haremos a partir de ahora, con este método y posteriormente con los MCMC,
es simular observaciones de la distribucién objetivo f(x) utilizando algoritmos de simulacién de la
distribucion propuesta g(x). Una vez dadas g(x) y f(x) los pasos del algoritmo son:

Algoritmo 1 Simulacién por rechazo

1. Escoger la menor constante 1 < M < oo, tal que f(x) < Mg(x).

2. Generar una observacién xV) a partir de g(x) y también ; a partir de una U (0, 1).

f)

3. Regla de decision: Solo se acepta x') como observacién de f(x) si u; < Me )

Esto es, se acepta

x) como muestra de f(x) con probabilidad A;;’(CIQ)

4. Volver al paso 1) y repetir proceso hasta obtener el tamafio de muestra deseado n.

Para ello la distribucién propuesta g(x) debe ser una funcién positiva que este definida para todo x
con g(x) > 0y con las siguientes propiedades :
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= g(x) tenga una integral finita y se disponga de un algoritmo para generar observaciones con den-
sidad proporcional a g(x).

» La razon de importancia ggg debe tener un limite conocido, es decir, 3 M tal que E;‘)) <M Vx.

Demostracion. Veamos que la funcion de distribucion de las observaciones x( aceptadas se correspon-
de con la funcién de distribucién de f(x). Sea pues la funcién de distribucién de los valores aceptados:

P(x <x|u o )=P<’“(i)Sx’“ffﬂx“))/wg(x@ )}

= Mg(0) Pl < 1) /(M) )
f ff ) /{Mg(x }d g( )dx
L M) g (20 ax
*_[F() /{Mg(x) Hg(x)dx
= L) /(Mg (x) g () dx
- e = |1

En esta demostracién vemos que aunque estemos simulando dnicamente desde g(x), la muestra final-
mente obtenida tiene como funcién de densidad f(x).
O

De acuerdo con Florescu, 1. (véase [7, pag. 95. Prop. 3.3 ]) la probabilidad de aceptar los valores
propuestos es 1/M, luego contra més se acerque a 1, menos valores se rechazaran. Una buena densidad
aproximada para este algoritmo serfa utilizar g(x) estrictamente proporcional a f(x). Es decir, g o< f. En
ese caso, tomando un adecuado M podemos aceptar toda observacién con probabilidad 1.

En la Figura 2.1 se puede observar que se cumple f(x) < Mg(x) Vx. La linea vertical indica una
observacién de la densidad proporcional a g. La probabilidad de que esa observacion sea aceptada para
f, es el ratio entre la altura de la curva inferior y la altura de la curva superior cuando se cortan con la
linea vertical.

Figura 2.1: La curva superior es M.g(x) mientras que la inferior es la f(x) (dist. objetivo). Grifico
obtenido de [2, pag. 264].

Ejemplo 2.2.2. Se quiere simular una variable con funcién de densidad Beta(a, 8), es decir:

CT(@+B) 4 L
f(x)—Wx "M—x)Pftsio<x<1.

Se toma como distribucién propuesta U (0, 1), que tiene densidad g(x) = 1 si 0 <x < 1. Notar que si
o y B son mayores que 1, la moda es a+[31 5, luego definiendo la M como M := mixo<.<1 f(x) =
f((a—1)/(at+B —2)) se obtiene una cota M que cumple las condiciones necesarias para aplicar el
algoritmo. En la Figura 2.2 se muestra la funcién de densidad Beta con @ =3y 8 =5 y veamos que se
cumple f(x) < Mg(x). Ahora aplicamos el algoritmo de muestreo por rechazo para obtener una muestra
de 1000 observaciones de una B(3,5) a partir de la U(0, 1) y en la Figura 2.2 mostramos los resultados
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para ver que efectivamente los valores aceptados por el muestreo por rechazo se ajustan muy bien a una
muestra de una B(3,5). Véase cédigo en Anexo B.2.

Este método presenta varios inconvenientes ya que es necesario encontrar una funcién g y una cota
M que cumplan las condiciones dadas. Ademds si la dimension del vector de pardmetros 6 = (6y,...,0))
es alta, el algoritmo se vuelve muy ineficiente.

””””””””””””””””””””” Z;\
o | (=}
N -- cota M superior a7 7 \ —— densidad B3.5)
densidad B(3'5) Valores del muestreo por rechazo
v ) o
— >
g
e o o
— Qo 4 7
0 n
o o 7
o _| o
° T T T ° T T 1
0.0 0.5 1.0 15 0.0 0.5 1.0 15
X X

Figura 2.2: (Izquierda) Funcién de densidad de la Bera(3,5) y la cota Mg(x) obtenida en linea en dis-
continua, que en efecto corresponde a una cota superior. (Derecha) Histograma de frecuencias relativas
de los valores aceptados por el muestreo por rechazo y la densidad tedrica de la B(3,5).

2.3. Simulacion basada en cadenas de Markov. Métodos MCMC

Los métodos de simulacién basados en cadenas de Markov son métodos generales que permiten
generar observaciones de x = (x1,...,X,) con p > 1 con cualquier distribucién f aunque sea compleja
o multidimensional. Por ello, son ttiles cuando no es posible (0 no es computacionalmente eficiente)
simular directamente con la distribucién objetivo f. La idea subyacente es simular observaciones de
x = (x1,...,xp) utilizando una distribucion aproximada y luego corregirlas para que correspondan a la
distribucién objetivo. Esta aproximacion se hace secuencialmente, con la distribucién de los valores
generados dependientes del anterior valor simulado, de forma que la serie de valores simulados es
una cadena de Markov. La bondad del procedimiento se basa en que las distribuciones aproximadas
utilizadas en cada paso mejoran y convergen finalmente a la distribucion objetivo. Es por ello que para
simular una serie {x(¥), ... x(")} del vector aleatorio x, se elige un punto de inicio x(*) = (x§0)’ ... ,x§,°)) y
para cada ¢, se simula una observacion a partir del kernel de transicion K (x(’ ) | x*=1)). Como ya hemos
visto, los kernel de transicién se deben construir de forma que la cadena de Markov resultante converja
a una distribucién estacionaria Unica, que sea la funcidn objetivo f. La aplicabilidad de los métodos
basados en cadenas de Markov se basa en que se puede demostrar que para cualquier distribucién
objetivo f se pueden construir cadenas de Markov cuya distribucion estacionaria converja a dicha f.
Dado el carécter asintético del resultado, es imprescindible que una vez que se han generado una serie
de valores de x, se compruebe la convergencia de la serie simulada, es decir, que los valores generados
tengan una distribucidén suficientemente aproximada a la distribucién estacionaria de la cadena.

Por lo tanto, en esta seccidn se expondrdn dos de los algoritmos MCMC mds extendidos en el &mbito
de computacién bayesiana: el Metropolis-Hastings y el Muestreo de Gibbs'. Destacar que en este punto
del trabajo ya queda justificado el acrénimo MCMC (Markov Chain Monte Carlo), debido a que ya se
ha explicado que estos algoritmos se basan en cadenas de Markov y la intergaciéon de Monte Carlo.

'En inglés se le conoce como Gibbs-Sampler.
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2.4. Metropolis-Hastings

El término de Metropolis-Hastings (M-H) engloba a un conjunto de algoritmos MCMC que com-
parten unas caracteristicas comunes como veremos a continuacién. Su principal identificador dentro de
los métodos MCMC, es que estos métodos M-H van actualizando el vector de pardmetros de manera
conjunta mediante distribuciones propuestas de igual dimensién que el vector de parametros.

2.4.1. Algoritmo de Metropolis-Hastings

Este algoritmo fue propuesto por el estadistico Wilfred Keith Hastings en 1970 como una extension
del trabajo realizado por Metropolis (véase en [16, Monte Carlo Sampling Methods])). El objetivo
es simular observaciones con una distribucién objetivo f (en el &mbito Bayesiano es la distribucién a
posteriori para el pardmetro) y para ello se debe tener una distribucion propuesta o instrumental q (a
veces llamada distribucién de salto ?) tal que ¢ sea facil de simular. Intuitivamente ¢ es la distribucién
que le vamos a proponer a nuestro algoritmo, el cual la va ir modificando hasta ser capaz de muestrear
la distribucién objetivo. Notar que no hay necesidad de conocer explicitamente la distribucién objetivo,
s6lo necesitamos poder evaluarla.

La idea del algoritmo es la siguiente: suponemos que tenemos la cadena de Markov en un estado
X0 = ( Y), e ,xg)) y queremos calcular el valor x(+1) = (xﬁ”l), e ,xgﬂ)). La distribucién propuesta
q(.]x(t>) genera un valor aleatorio propuesto Y;, que se acepta con una determinada probabilidad. La
distribucién propuesta g puede depender del estado actual de la cadena. Los pasos del algoritmo son:

Algoritmo 2 Metropolis-Hastings

Dado x(") = (xY), e ,xg)), que es el vector x en la iteracién 7,
1. Generar ¥, ~ ¢ (y | x(t)).

Y,  con probabilidad p (x(’ ),Yt)
x) " con probabilidad 1—p (x(’ ), Y;)

) {f()’)CI(x|Y) 1}

2. Tomar x 1) = { donde

fx) qly|x)’

p(x,y) = min

Notar que en caso de que un valor sea rechazado x' 1) = x| es decir, se debe incluir el valor repetido en
la muestra. Ademds la dimensién de la distribucién propuesta g debe ser igual al nimero de pardmetros.

Demostracion. Veamos que este algoritmo efectivamente nos produce una cadena de Markov con dis-
tribucién estacionaria f.

Se trata de una cadena de Markov puesto que la distribucién de estados sucesivos depende tnica-
mente del estado anterior. Ademads la cadena es irreducible puesto que en cada paso hay una probabilidad
positiva de alcanzar cualquier region en el soporte de la distribucién propuesta. Ademds, de acuerdo con
Gelman, véase [1, pag. 279], excepto para excepciones triviales, toda cadena generada con ¢ distri-
buciones propias es irreducible y recurrente-positiva. Luego la cadena de Markov generada va a ser
irreducible y aperiédica, entonces aplicando el Teorema 1.2.1 se tiene que esta convergera a una tnica
distribucién limite. Para ver cual es la distribucién estacionaria veamos que que el kernel de transicién
cumple la ecuacién de equilibrio y por tanto, usando el Teorema 1.9, deducimos que f es la distribucién
estacionaria. Para comprobar la ecuacién de equilibrio seguimos los siguientes pasos:

2En la literatura bayesiana anglosajona a esta distribucién se la conoce como Jumping distribution (véase en [2, pag. 278)),
puesto que esta es la encargada de ir simulando valores para el pardmetro a lo largo del espacio paramétrico.
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1. Comprobamos que la probabilidad de que x(+1) = x(*) es

o ()= ] {10 ()} 1)

2. Comprobamos que el kernel se puede expresar como
K (x(’),y) =p (x(’),y) q (y | x(’)) +p (x(t)> 8 ().

3. Comprobamos que el algoritmo cumple la ecuacién de equilibrio (1.9)

P —1—/P ylx )dy=/(I—P(X(’),y)>q<y|x(”)dy
K (x(’),y) =p (xm,y) q (y | x(’)) +p (x(”) 8,0 ()

probabilidad de salir de x)  prob. permanecer en x\)

3. En caso de que x"*1) = x() es claro que f(x))K(x(+D|x1)) = f(x+D)K(xO|x+1)). Sea pues
ahora x"1) =£ x()entonces:

FEORE D) = Fa)g D 0)p (0,20 +1)

DY (O [ 1) (t+1) (t41) (t+1) ,(7)
FEENK D) = D) pD)p (D 1 0)

. f(xm)q( (1) |x ) t 1)t
:mln{f(x(tJrl)) (x®]x+1) )71}f(x(+l))61(x()|x(+l))

:ml’n{f(x(’))q( (1)) & )f(x(’+1>)q(x<’)|x(f+1))}

Ambas expresiones son iguales luego se cumple la ecuacion de equilibrio, luego usando el Teorema 1.2.2,
deducimos que f es la distribucién estacionaria de la cadena.

O]

Este método estd basado en un muestreo por rechazo generalizado, donde los valores aleatorios se
toman de la distribucidn propuesta g y son corregidos de tal manera que se comporten asintéticamente
como valores de la distribucién objetivo. Otro punto a destacar es que las observaciones obtenidas
mediante Metropolis-Hastings tienen correlacion. Dado que las muestras generadas por el algoritmo
M-H son correladas contienen menos informacién efectiva que una muestra del mismo tamafio pero con
observaciones independientes. Por ello, se necesita un nimero més alto de simulaciones. Este concepto
lo formaliza Casella, G. en Introducing Monte Carlo Methods with R denotdndolo como tamaiio de
muestra efectivo (effective sample size), que lo veremos en la tltima parte del trabajo (véase también en
[1, secc. 8.4.3]).



16 Capitulo 2. Métodos Monte Carlo basados en cadenas de Markov

Relacién entre la regla de salto y la eficiencia en las simulaciones

La distribucion ¢(.|.) puede ser practicamente de cualquier tipo y la cadena de Markov del algoritmo
convergerd a la distribucién estacionaria f(x). No obstante a la hora de elegir ¢, con el fin de acelerar la
convergencia, se debe tener en cuenta que:

» Para cualquier x, sea facil simular g(y|x).
= Sea ficil calcular el ratio p(x\), ;).

= ¢(.|x) debe tener suficiente dispersion para garantizar una exploracién sobre todo el soporte de f.

Si el dominio de g es muy pequefio en comparacién con el de f, entonces la cadena de Markov
tendra dificultad para explorar todo el dominio de f y por tanto la convergencia serd muy lenta. Si la
distribucién propuesta ¢ tiene muy poca varianza, la cadena puede permanecer en una region pequeiia
largos periodos de tiempo mientras otras regiones de la distribucién objetivo quedan sin explorar. Esta
claro que en la préctica, la eficiencia del algoritmo dependerd en gran medida de la eleccién de g. El
caso ideal, en términos de optimizacién del algoritmo, seria tomar ¢ = p(0|y) pero en dicho caso no
tendria sentido implementar estos métodos, ya que tendriamos la capacidad de muestrear directamente
de p(0|y). Veamos por ello casos particulares del Metropolis-Hastings segtn la distribucion propuesta
que tomemos.

2.4.2. Algoritmo basico de Metropolis

Fue el algoritmo que propuso inicialmente el fisico estadounidense Nicholas Metropolis (véase en
[17, The beginning of the Monte Carlo Method]). Se trata también de una generalizacion del muestreo
por rechazo, visto en la Seccién 2.2.2.

Destacar que en este algoritmo, pero no para el Metropolis-Hastings, la distribucién instrumental
debe ser simétrica, es decir g(x|y) = ¢(y|x) V(x,y). Es por ello que ahora se tiene que:

payy:mm{;g}l}. (2.5)

El resto de pasos son iguales que en M-H. Intuitivamente, en cada iteracién el algoritmo se puede ver
como; si el nuevo valor incrementa la densidad a posteriori, entonces actualizamos el valor K1) = Y,
si el valor propuesto disminuye la densidad a posteriori, entonces x 1) = ¥, con probabilidad p (xm Yh).

2.4.3. Algoritmo de Metropolis-Hastings independiente

El algoritmo de Metropolis-Hastings visto en la seccién anterior, en cada iteracién la distribucién
propuesta dependia del estado actual de la cadena. Si ahora imponemos que esta distribucion sea inde-
pendiente del estado actual de la cadena , esto es g(y|x) = g(y), obtenemos:

Algoritmo 3 Metropolis-Hastings con independencia:
Dado x(*)

1. Generar Y; ~ g(y).

2. Tomar

(1)
Y; con probabilidad  min { J)g(x") 1 }

o) FG)s(r)”

x®  en otro caso.

Este método también se puede comprender como una sencilla generalizacién del ya visto en la
Seccién 2.2.2, Muestreo por rechazo, puesto que la distribucién instrumental es la misma que en el
método de rechazo. Veamos algunas similitudes/diferencias entre ellos.
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= Puesto que tienen la misma distribucién instrumental g, los valores propuestos para aceptar son
en ambos casos los mismos. No asi los aceptados, ya que ambos algoritmos tienen distintas reglas
de decisidn.

= El muestreo por rechazo genera, como ya se ha visto, muestras iid. Por el contrario, aunque el
Metropolis-Hastings produzca las ¥; de manera independiente, el resultado no es iid puesto que
la probabilidad de aceptar ¥; como valor si que depende de x), via p (x(’) , Y,) .

= El Metropolis-Hastings puede generar valores repetidos ya que en caso de rechazar un valor
Y;, se tendrd x(*1) = x() Esto puede generar errores a la hora de comprobar via tests como el
Kolmogorov-Smirnov que la muestra pertenece a la distribucién a posteriori. Esto es debido a
que estos tipos de test asumen que la muestra estudiada estd formada por observaciones indepen-
dientes y en el Metropolis-Hastings, como se ha comentado, se generan muestras correladas.

2.4.4. Paseo aleatorio Metropolis-Hastings

Se trata de un algoritmo en el cual el valor propuesto estd basado en la eleccion de un paseo aleatorio
como distribucion propuesta. Por ello, la idea general es que el valor propuesto ¥; sea Y; = x) +¢&, donde
& representa una perturbacion aleatoria con distribucién g independiente de x*). Es por ello que se toma
como distribucién propuesta g(y — XU )) y ademads se le suele imponer que sea simétrica para que las
probabilidades de aceptacion sean las mismas que en el Algoritmo bdsico de Metropolis, visto en la
Seccion 2.4.2 .

Algoritmo 4 Paseo aleatorio Metropolis-Hastings:
Dado x),

1. GenerarY, ~ g (y—x(’)).
2. Tomar
Y,  con probabilidad min {1, f(¥;)/f (x"))}

(t4+1) _
R N0
X en otro caso.

Todos estos algoritmos son casos particulares del Metropolis-Hastings y su principal virtud reside
en que dadas restricciones poco restrictivas y simples, en un gran nimero de casos es posible construir
una cadena de Markov con distribucién limite la a posteriori para 0.

2.5. Muestreo de Gibbs

Como se ha visto en la seccién anterior, los algoritmos de Metropolis-Hastings actualizan todas las
componentes del vector de pardmetros 6 = (64, ..., 6,) de una sola vez. Luego si tenemos p pardmetros,
la dimensidén de de la distribucidn propuesta g debe ser p. En la practica hay casos en los que el vector
de parametros tiene una dimension muy elevada (y en los que es dificil o incluso imposible encontrar
una distribucién instrumental de dimensién tan alta que sea facil de simular), por lo que puede ser
conveniente actualizar componentes del vector de pardmetros de uno en uno, o en bloques y ahi es
donde surge la idea del muestreo de Gibbs. La relevancia del muestreo de Gibbs reside en la capacidad
de simplificar un problema complejo de alta dimensiéon mediante su divisiéon en problemas simples de
baja dimensioén.

Antes de profundizar en este algoritmo, recordemos primero la notacion pertinente. Sea al igual que
antes x) = (xgn) ,xé"), ... ,xf,,n)) el vector en la iteracién n de la cadena de Markov. Ahora cada compo-
nente x; puede ser unidimensional o multidimensional. En caso de que haya alguna multidimensional se
dird que para esa componente se estd realizando una actualizacion en bloque. Para usar este algoritmo
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debemos tener la capacidad de simular a partir de las densidades condicionadas f,.. ., f,, es decir poder
simular

Xi | X15X2y - ooy Xi— 15 Xit 155 Xp Nﬁ(-xi | X15X25 - ooy Xi—15Xit 150 - - 7-xp) Vi= 17 Ry 4
Las densidades f1,..., f, se les llama distribuciones totalmente condicionadas’. La principal ventaja

del muestreo de Gibbs es que solo requiere generar observaciones con una distribuciéon unidimensional
(en caso de que se actualicen de uno en uno). Los pasos del algoritmo son:

Algoritmo 5 Muestreo de Gibbs
En laiteracién ¢ = 1,2,...,, dado x‘~1) = (xgl_l), . ,xg_])):

1. xgt) ~ f <x1 \ngl),...,ngl)»

2. xg) ~ f (xz |x§t),xgt71),...,ngl));

p. xl(,t) ~fp (xp |x§t),...,x1(f)71) :

Es decir, el algoritmo en cada paso va actualizando cada componente del vector de parametros
mediante una distribucién totalmente condicionada. Si estoy actualizando por ejemplo xy) , las compo-

nentes a las que se condicionan son, para i < j a las de la iteracion () puesto que ya se han actualizado,
es decir, {xY) yeen ,xﬁ.’l \}. Paralas i > j alas de la iteraci6n (¢ — 1) puesto que aun no se han actualizado,

ngl)}. En el Anexo B.4 hay un ejemplo del muestreo de Gibbs.

o =)
es decir, {x; | ",...,

Demostracion. Veamos que este algoritmo efectivamente nos produce una cadena de Markov con dis-
tribucién estacionaria f. Lo haremos en el caso p = 2.
Sea x = (x1,x7). El valor xU*1 en la iteracién 7 + 1 se obtiene a partir de x(*) en dos pasos:

)Nf(xl ng))

x§t+1
x§t+1) ~f (xz |x(1t+1))

Por lo tanto el Kernel de transicién es K (x,x") con x = (x1,x2) y ' = (x,x}) puede ser factorizado
como:
K (x,x’) = K (x,%)K> (i,x’)

donde % = (x|, x2) es el resultado intermedio después del actualizar sélo la primera componente. De
acuerdo con Michael Eichler en Markov Chain Monte Carlo (véase en [14]) es suficiente mostrar
que se cumple la ecuacién de equilibrio para K| y K5, y entonces deducimos que f es la distribucién
estacionaria de la cadena. Por lo tanto se tiene que:

Kix®)=f(x11x) v K(EY)=r7(Fx).

Notar que para cualquier x,x’, se tiene K (x,x') = 0si xp # x5 y P> (x,x’) = 0 si x; # x}. Por ello, para
cualquier estado x,x’ tal que xp = x5,

PO (0.2) = £ (x10x2) £ (3] [ 32) = f (u1 [ x2) f (37,32)
=f (0 |%) f (0.2) =K (¥.2) £ (¥)

3La palabra f; distribucion totalmente condicionada es en referencia a que estas se construyen condicionando a todos los
pardmetros menos el de interés, x;.
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mientras que para x,x’ con x; # xj la ecuacién se cumple de manera trivial. Igualmente, para x,x" tal
que x; = x|,
F)K (x,0) = f (x1,:) f (6 [x01) = f (x2 | x1) f (x,x1)
=f (2| x) f(x1.%) =Ko (x'.x) f (),

mientras que para x,x’ con xj # x| la ecuacién se cumple de manera trivial. Todo esto en conjunto,
muestra que f(x) es la distribucién estacionaria del muestreo de Gibbs. O

Intuitivamente se puede ver que el muestreo de Gibbs es mas simple que el Metropolis-Hastings en
el caso de las distribuciones multivariantes puesto que es mucho mas sencillo generar una componente
6; cada vez que tener que generar 6 = (0y,...,6,) de manera conjunta.

2.6. Algoritmo hibrido. Metropolis-within-Gibbs

Destacar que en la préctica es habitual que no sea posible muestrear de alguna de las distribuciones
totalmente condicionadas, y por lo tanto implementar el muestreo de Gibbs. Con el fin de solucionar
este problema se combinan los algoritmos de Metropolis-Hastings y el muestreo Gibbs. Suponer que
tenemos las densidades condicionadas {f ..., f,} y hay alguna de ellas, por ejemplo f;, de la que no es
posible muestrear. La manera de proceder es usar el algoritmo del muestreo de Gibbs, y cuando haya que

1+1) (t+1) () (t)>’

. . . t+1
actualizar la componente i del vector, en vez de simular xl( R fi (xl- | xg see s Xl X s Xp

hacer uso de Metropolis-Hastings (M-H) para esta componente.

Algoritmo 6 Muestreo hibrido. Metropolis-within-Gibbs

En la iteracién 7 = 1,2, ..., , dado x("~1 = (x&til), . ..,ngl)):

1. Para j < i generar xy) mediante la distribucién totalmente condicionada.

2. Para j =i, generar xf’) mediante un algoritmo de tipo M-H. Para ello necesitamos una distribucién

propuesta ¢g. En este caso la distribucién objetivo es la densidad totalmente condicionada a i, es
. t t t—1 t—1
decir f; (xl- | xg)7...,xfjl,x§+l ),...,xg, )> )
@)

3. Para j > i actualizar a x j mediante la distribucién totalmente condicionada.

2.7. Analisis de la convergencia

Como ya se ha comentado, la inferencia basada en las observaciones generadas con la cadena
de Markov se basa en la hipétesis de que la distribucion de los valores generados con la cadena y
t suficientemente alto se aproxima a la distribucion objetivo. Es necesario suponer ¢ suficientemente
alto puesto que el resultado tedrico en el que nos basamos establece que la distribucién de la cade-
na converge a la distribucién objetivo cuando ¢ tiende a infinito. Por ello es necesario descartar un
nimero m de iteraciones iniciales en concepto de que la cadena aun no ha convergido y eliminar la
dependencia del valor inicial 1 tomado. A este proceso se le conoce como periodo de calentamien-
to* o burn-in period. Si queremos obtener una muestra de tamafio n de la distribucién objetivo, de-
bemos generar m + n valores, siendo los m primeros los que se desecharan en concepto de burn-in
period. Es por ellos que los valores simulados por nuestra cadena a lo largo de las iteraciones son
00 M) . gim=1) glm)gmtl) gim+2) —  g(m+n)y que se dividen en :
0 (1)

5 PR

70(m71) G(m) 9(m+1)76(m+2)7.”79(m+n)

Y

Vv
m valores desechados en concepto de burn-in n valores que vamos a tomar como muestra

4Proviene del inglés warm-up y a veces en la literatura anglosajona a este periodo se le llama burn-in.
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Otra forma de evaluar el nimero de iteraciones m que se deben eliminar es mediante el grafico de
traza como veremos en la seccién siguiente.

Ademéds, la simulacion de valores de una variable con la distribucién objetivo utilizando los proce-
dimientos basados en cadenas de Markov presenta principalmente dos inconvenientes o dificultades: 1)
Asegurar la convergencia de la cadena. 2) Las observaciones generadas no son independientes sino que
pueden estar fuertemente correladas por venir de una cadena de Markov.

En concreto, en el dmbito bayesiano, serd necesario analizar la convergencia de las cadenas de todos
los pardmetros estimados e incluso de algunas medidas de interés. Por lo tanto, a partir de ahora, cuando
hablemos de diagndsticos para las cadenas, se deberdn realizar para todos pardmetros o medidas de
interés.

1) Convergencia

Graficos de traza: Una forma de comprobar que la cadena de un método MCMC ha convergido es
mediante el grifico de traza para variable de interés. Estos gréficos se realizan representando para cada
parametro de interés x; su valor frente al ndmero de iteracion ¢ . Se puede observar lo siguiente:

= Sialacadena le cuesta largos periodos de tiempo moverse por el espacio de la variable, entonces
necesitard un nimero de iteraciones alto para converger.

= Si las iteraciones, para un nimero de tiempo alto, forman una serie estable en torno a un valor (no
hay movimientos fuertes o fluctuaciones raras) entonces indican convergencia.

= Valores muy dispersos al principio del grafico son los correspondientes al burn-in period y como
se ha comentado antes deberian eliminarse.

El problema del gréfico de traza es que al simular s6lo una cadena, puede parecer falsamente que
hay convergencia, debido a que hay regiones del espacio que no se han explorado. Como relata George
Casella en el libro Introducing Monte Carlo Methods with R (véase en [1, pag. 239-240]) una limitacién
de estos métodos es que si la cadena de Markov no ha producido suficientes iteraciones, pueden quedar
grandes regiones sin explorar. Con el fin de verificar si la cadena ha convergido a la distribucidn objetivo,
se simulan varias cadenas (al menos 2) con distintos valores de inicio. Cuando la varianza inter e intra en
las cadenas sea indistinguible, podremos suponer que ha habido convergencia. Como se ha comentado
al inicio de esta parte, a la hora de generar una muestra, es muy importante eliminar las iteraciones
correspondientes al periodo de calentamiento.

Figura 2.3: Varianza inter e intra. Gréfico obtenido de [2, pag. 276].

Division de cadenas: De acuerdo con Gelman y Rubin (1992) (véase en [15]), para cada pardmetro
de interés, una vez simuladas m cadenas diferentes y eliminados los periodos de calentamiento (nos
quedan n valores), cada cadena se divide en dos partes iguales. Podremos decir que se ha alcanzado
convergencia si las cadenas antes de dividirlas se mezclaban bien, una vez divididas en dos, también lo
hacen. Adem4s si se ha alcanzado la convergencia, todas las cadenas (una vez divididas) deben converger
a la misma distribucién. Por lo tanto ahora tenemos el doble de cadenas, sean 2m, y la longitud de cada
unan/2.
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Varianza intra e inter cadenas:

En la practica, un método muy utilizado para analizar la convergencia de las cadenas para cada parame-
tro de interés, es el andlisis de la varianza inter e intra cadenas, propuesto por Gelman y Rubin (véase
[2]). En la primera grafica de la Figura 2.3 se aprecia que las 5 cadenas simuladas no han convergido
pues la varianza intra cadenas es mucho mas pequefia que la varianza inter cadenas, que es muy grande.
En la segunda gréfica ya se puede ver como todas cadenas se han mezclado y las varianzas inter e intra
cadena son pricticamente iguales. En estas gréificas se ve la necesidad de simular m4s de una cadena
con puntos iniciales dispersos. El método de andlisis de varianza inter e intra consta de los siguientes
pasos:

1. Dispongamos de m cadenas de longitud n cada una, una vez eliminado el periodo de calentamien-

to. Sean estas {ng )} con 1 <i < mindicando el numero de cadenay 1 < j < n la componente de
la cadena.

2. Calcular la varianza intra, que es la media de las varianzas de cada cadena, definida como:

w1 Vo= Lyl g 2.6)
m—15" n-1&""
3. Calcular varianza inter cadenas, definida como
1 & 1 &
B= miZI(fj—x)z con X = %lzzlxl (27)
4. Calcular la varianza estimada de x, mediante:
—1
var(x) = =W +B. 2.8)
n
5. Por dltimo calcular el factor
B var(x) 2.9)
w

Normalmente se aceptan las cadenas cuando se obtiene un R entre R < 1.1

Es decir, si este factor es muy alto supondremos que no ha habido convergencia. Si este factor es cercano
a 1, detendremos las cadenas suponiendo que ha habido convergencia. Para mas detalles, véase Gelman
[2, pag. 253- 255].

2)Muestras correladas

Debido a que la muestra obtenida para cada pardmetro de interés proviene de una cadena de Markov,
estas observaciones estdn correladas. Es por ello que estd muestra nos proporciona menos informacién
préctica que si tuviéramos una muestra de observaciones independientes. En concreto, se define el fa-
mario efectivo de muestra como el tamafio que tendria nuestra muestra si las observaciones fuesen
independientes y su expresion viene dada por:

mn
14+252 o0
con py, la correlacion con retardo h de la cadena de x;. Esta es la autocorrelacion de los valores de la
serie distanciados 4 instantes en el tiempo. Si la cadena estd convergiendo bien, para un ndmero alto del
retardo £, la correlacion deberia ir disminuyendo practicamente a 0. Puede ser Titil realizar un grafico de
autocorrelaciones dependiendo del retardo /i, véase en Anexo B.3. Para més detalles, véase Gelman [2,
pag. 286- 287].

Por ultimo, destacar que para asegurar la convergencia es necesario aplicar varios de los métodos
comentados, ya que en caso de confiar en uno sélo puede llevarnos a asegurar una falsa convergencia.
Luego si hemos efectuado varios de ellos y hemos obtenido resultados satisfactorios en todos ellos, es
razonable suponer que ha habido convergencia.

(2.10)

Neff =






Capitulo 3

Aplicacion de los métodos MCMC

En este capitulo vamos a aplicar los algoritmos MCMC vistos para ajustar la distribucién a posteriori
de los pardmetros de un modelo para la temperatura maxima diaria en la ciudad de Pamplona.

3.1. Datos

Disponemos de los datos de la temperatura maxima diaria de la ciudad de Pamplona medidos en
grados Celsius (°C), proporcionados por la Agencia Estatal de Meteorologia (AEMET) desde 1976
hasta 2015 (40 afios x 365 dias) sin datos faltantes. Ademads se han eliminado los dias 29 de febrero para
facilitar el andlisis. La estacion que mide la temperatura estd localizada a 442 metros de altitud sobre
el nivel del mar, en las coordenadas latitud 42.818 y longitud —1.638. Dicha estacién se encuentra en
el centro de la ciudad en una zona de parque. En cuanto a la climatologia de la capital navarra, esta se
encuentra en la parte central-superior de la cuenca del Ebro. Su clima es de transicién entre el atlantico
y el mediterrdneo. El objetivo de este trabajo es plantear y ajustar un modelo sencillo que recoja las
principales caracterfisticas de la serie temporal. En la Figura 3.1 se muestran los 5 primeros y 5 dltimos
aflos para ver qué forma tiene dicha serie. Se observa una componente estacional y la temperatura de
los dltimos 5 afios parece estar un poco por encima con respecto de la de los primeros 5 afios.

40

10
|

T T T T
0 1000 2000 3000

Index

Figura 3.1: Representacién de dichas temperaturas los 5 primeros afios y los 5 tltimos, separadas por
una linea vertical.

3.2. Modelo autoregresivo

Un Modelo Autoregresivo (AR) representa procesos aleatorios, donde la variable de interés depende
de las observaciones pasadas. Dado que las temperaturas tienen una fuerte correlacion serial (las tempe-
raturas de cada dia dependen de los dias anteriores) vamos a considerar un modelo AR bajo el paradigma
bayesiano. En el Anexo C.1 se muestra que efectivamente no es adecuado ajustar este problema de las
temperaturas miximas diarias por un modelo lineal que no tenga en cuenta dicha correlacién. Volvien-
do al modelo AR, nuestro objetivo es un modelo que capture: la componente estacional, la tendencia
a largo plazo (que por simplicidad asumimos lineal) mediante un arménico y la correlacion serial (que
por simplicidad asumimos de orden 1). Sea Y; la temperatura maxima en el dia ¢, entonces se plantea el
modelo:

23
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Yt:ul+p(Yf—1_ul—1)+£l t:27"'7T7 (3])

donde ¢&; es el término del error,
W = Bo -+ Pit + Bosin(2xt /365) + B3 cos (27wt /365) (3.2)

y denotamos por M; = u; +p (Y,—1 — ly;—1), por simplificacion. En un modelo AR ,suponiendo ¥; conoci-
do, la verosimilitud resulta H,T:2 [Y;|Y;_1, Bo, B1, B2, B3, p, 02]. Notar que ¥; ~ N ([J, +p (V-1 — 1), 62) =
N(M;,c?). De este modo (i, captura mediante covariables la parte de la media asociada a la tendencia
lineal y la componente estacional, p captura la correlacién serial de primer orden y 62 representa la
varianza del modelo. Ahora veamos qué distribuciones a priori les vamos a dar a los pardmetros.

Bi ~ N(a;,b?) = N(0,10), i=0,....3
p ~ Beta(ap,bp) = Beta(1/2,1/2) (3.3)
6’ ~ InvGamma(ag, bs) = InvGamma(2, 1)

Las a priori escogidas para 8; y 62 van a ser normales e inversa gamma pues son las distribuciones a
priori conjugadas para nuestra verosimilitud. Por lo tanto las distribuciones completamente condiciona-
das resultantes se podrdn simular directamente y utilizar un muestreo de Gibbs para obtener muestras
de los parametros. Para p vamos a tomar una beta pues hay evidencia de que la temperatura menos
las covariables introducidas sigue un proceso estacionario con persistencia positiva, por lo que restrin-
gimos el valor de p a (0,1) a priori. Como distribucién a priori tomaremos Beta(1/2,1/2). Debido a
que para P no va a ser una distribucién conjugada, emplearemos un algoritmo Metropolis-within-Gibbs,
actualizando p mediante un paseo aleatorio de Metropolis.

3.2.1. A posteriori totalmente condicionada paralos 3; con j=0,1,2,3

Veamos las distribuciones a posteriori totalmente condicionada para By, 1, B2, B3. Sea en nuestro
modelo f;x; j con j =0,1,2,3. Pej. si j =0 entonces x; o = 1 por ser el intercepto. Denotamos por
a 4 sin el término correspondiente a ;. Por el Teorema 1.1.2 sabemos que la distribucion totalmente
condicionada a posteriori para 3; es proporcional a:

T

p(Bil---) o< [IN |t +p (Yot — py—1), 62) x N(Bjla;,b;)
=2

o< N(Bjlug,, 05,) x N(Bjlaj,b;)
Veamos que la verosimilitud se distribuye como una normal y con que pardmetros lo hace. En el cdlculo

de la distribucién correspondiente vamos quitando las partes que no dependen de f;, que es la variable
de interés. Ver dichos cdlculos en Anexo C.2. Tenemos entonces que:

T

[TV +p (Yt — 1), 0%) < N(Bjlug,, 05,)  con
=2
_ Yo —pxi—1 ) (Y= —p(Yier — 17 y)) ) o’

)

Ug, = :
& Yo (= pxio1,))? B YT (s — prie1,)>

Luego tenemos que la a posteriori para f8; es un producto de normales
2
p(Bjl--+) o< N(Bjlup;, 0p,) x N(Bjla;,b;)

y en conclusion, que la distribucién a priori es conjugada, con la siguiente distribucién a posteriori
totalmente condicionada:

B a
o5 b

B; 1
Gﬁj b3 G;j b3
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3.2.2. A posteriori totalmente condicionada para ¢

Sea 62 ~ InvGamma(ae,bg ). Por el Teorema 1.1.2 sabemos que la distribucién totalmente condi-
cionada a posteriori para 62 es proporcional a:

T
2 2 2
p(c”]-) e HN(Y,\,u,—i—p(Y;_l — M;—1),0°) x Invgamma(o~-|ap,bp).
=2
Realizando célculos se llega a que la distribucion a posteriori es también una inversa gamma. Por lo tanto
se trata de una distribucién conjugada. Véase cdlculos en el Anexo C.2. En concreto la distribucién a
posteriori es la siguiente inversa gamma:

T-1 T (y,—M,)?
p(c?|---) ~ InvGamma <ag—|- > ,bo + L= (ytz 2 ) . (3.4)

3.2.3. A posteriori totalmente condicionada para p

En este caso la a posteriori totalmente condicionada con una a priori p ~ Beta(ap,b,) respecto a un
muestreo normal, no es una distribucién conjugada. Es por ello que para actualizar este pardmetro en
nuestra cadena de Markov usaremos un paseo aleatorio de M-H con distribucién objetivo la totalmente
condicionada, que por el Teorema 1.1.2 es proporcional a:

T
p(p|---) e HN(Y,],LL, +p(Y— —Ht—l)aaz) X Beta(plap,bp) (3.5)
=2

Esto no es proporcional a ninguna densidad conocida en general, por lo que aplicaremos el algoritmo de
Metropolis. Tener en cuenta que el soporte de esta densidad estd en (0, 1) por lo que vamos a muestrear
de una transformacién de p en la recta real, e.g., con una transformacién logit:

1
1+exp(—2Z,)

Z, = logit(p) = log <1[—)p) , coninversa p =

(3.6)
Entonces se quiere simular Z, y la distribucion propuesta debe ser una densidad normal centrada en el
valor del pardmetro Z, en la iteracion anterior y con varianza tal que la proporcién de aceptacion sea
alrededor del 15 0 40 %. La distribucién objetivo vendré dada, salvo constante, por:

T
1 ) 1
P& )= TV (Wl s s e 0 ) e slanty ) 60

3.2.4. Algoritmo hibrido Metropolis-within-Gibbs

Puesto que hemos encontrado que las distribuciones a posteriori totalmente condicionadas para
Bo, B, B2, B3, 02 son conjugadas, para estas implementaremos un muestreo de Gibbs muestreando de
las distribuciones a posteriori totalmente condicionadas. Cuando tengamos que actualizar p aplicare-
mos un paseo aleatorio de M-H con funcién propuesta N(Z,,var), ajustando la varianza para que se
acepten entre un 15 —40% de valores, de acuerdo con Gelman, Roberts y Gilks en [19]. Tras varias
pruebas obtenemos que el valor idéneo para ello es var = 0.01. La distribucién objetivo es la totalmente
condicionada a posteriori para p, siendo esta (3.7) .

En el Anexo C.2.4 hemos desarrollado un cédigo que ejecute este algoritmo y lo hemos incluido en
una funcién que nos calcula dicho algoritmo Metropolis—within—Gibbs dando como entrada valores
iniciales a las cadenas de pardmetros. A esta funcién le hemos llamado metropolis_within_gibbs.
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Algoritmo 7 Muestreo hibrido. Metropolis-within-Gibbs
En la iteracion i = 1,2, ..., , dado 601 = (ﬁé"f”,pf"f“,[35"*”,;33("*1),020*1),,)(#1));

1. Generar Bo(i) ~p <B0|y, Bl(ifl), ﬁz(ifl),ﬁgi*l), 62(1'71), p(i_l)) mediante su distribucion a posteriori
totalmente condicionada.
i i i— i— i— (i-1)
2. Generar Bl(l) ~p (Bl |y, Bé’), [32(1 1), ﬁ3(' 1>, o27DP ) mediante su distribucion a posteriori to-
talmente condicionada.

: ; ; - 1) -
3. Generar ﬁz(’) ~p (ﬁzb@ ﬁél) ) [31( 1)733(1 b , 62(' D ) mediante su distribucién a posteriori total-
mente condicionada.

4. Generar ﬁéi) ~p (ﬁ3b’7 ﬁéi)ﬂl( ), ﬁz(i), o2, p("*l)> mediante su distribucién a posteriori total-
mente condicionada.

5. Generar 62 ~ p (Gz\y, ﬁéi), ﬁl(i), Bz(i), [33(i),p(i_1)) mediante su distribucién a posteriori total-
mente condicionada.

6. Para p'Y), aplicar algoritmo paseo aleatorio de M-H. Para ello necesitamos una distribucién pro-
puesta g = N(Zp-1),5d = 0.1) con Z, =logit(p). En este caso la distribuci6n objetivo es la densi-
dad totalmente condicionada a i, es decir p (Z (-1 | B éi)7 ﬁ1(i)a B 2(i)7 B 3(1')’ 62(1')) _Una vez obtenido
un valor de Z) se realiza pW=1/(1+ exp(—Z,))-

Ahora simulamos dos cadenas de 10000 observaciones cada una para cada pardmetro, y posterior-
mente descartamos las 5000 primeras iteraciones en concepto de burn-in. Los valores iniciales para
cada cadena de (o, B1, B2, B3, 02,p) son cadenal = (0,0,0,0,1,0.5) y cadena2 = (—4,5,6,7,4,0.8),

dispersos entre si (con la 6% siempre positivay p € (0,1)).

# cadenal con wvalores iniciales para betal,betal,betal,betald,sigmal, rho
cadenal<-metropolis_within_gibbs(0,0,0,0,1,0.5)

length(unique (cadenal$rho)) /10000100 #porcentaje de aceptados para Tho
# cadenaZ2 con walores iniciales para betal,betal,betal,betald,sigma’, rho
cadena2<-metropolis_within_gibbs(-4,5,6,7,4,0.8)

length (unique (cadena2$rho))/10000%100

#eliminamos los burn-in, la mitad, 5.000

cadenalefectiva<-cadenal [c(5001:10000), ]
cadena2efectiva<-cadena2[c(5001:10000), ]

Una vez eliminadas las iteraciones de calentamiento en cada cadena, mostramos en la Figura 3.2
para 3, B las dos cadenas resultantes para ver que convergen a la misma distribucién. Vemos que para
cada pardmetro ambas dos cadenas simuladas parecen converger a la misma distribucién, lo que es un
buen indicador. En la Figura C.3 del Anexo C.2.4 se pueden ver para el resto de variables 3, B3, 62, p.
Veamos ahora también los siguientes diagndsticos para cada pardmetro:

» Diagnostico de Gelman, del paquete coda que nos da el factor de reduccion de escala para cada
pardmetro. Este se basa en el Andlisis de la varianza intra e inter cadenas, visto en la Seccion
2.7, y conforme mds se acerca a 1 mejor convergencia a la distribucién objetivo se da. La entrada
de esta orden requiere de un objeto mcmc . 1ist (), por lo que juntamos las dos cadenas de 5000
iteraciones que tenemos y lo incluimos como un objeto de dicho tipo.

» Tamario de muestra efectivo, definido en la Seccidon 2.7 y calculado en R mediante la orden
coda::effectiveSize().
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= Media a posteriori e intervalo de credibilidad al 90 %.

Gréfico de traza para las dos cadenas de (3o Gréfico de traza para las dos cadenas de ;
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Figura 3.2: Gréficos de traza para By y Bi. En azul se representa la primera cadena simulada y en rojo
la segunda.

Notar que tenemos dos cadenas de 5000 observaciones cada una, es decir, 10000 observaciones
en total. Observando la Tabla 3.3 vemos que los factores reductores de escala para todos pardmetros
son uno, y esto nos indica que parece haber convergencia, y que por lo tanto no es necesario dejar al
algoritmo correr mas iteraciones. Para 3y, i, p podemos observar un tamaiio efectivo de muestra muy
inferior al real, lo cual es debido a la alta correlacion serial que tienen las cadenas de Markov para estos
parametros. Los resultados muestran que ninguno de los intervalos de credibilidad de los parametros
contiene el valor 0, lo que indica que todos los términos incluidos en el modelo son necesarios. El
pardmetro fy indica que la media de la temperatura (sin tener en cuenta el efecto estacional) en el
comienzo del periodo observado es 16.9°C. El parametro fB; es positivo, luego indica que esa media
va aumentando cada afo. La correlacién de la temperatura de un dia con la del dia anterior es también
positiva y bastante fuerte, 0.68.

Bo B1 B2 B3 o2 p
et 1 1 1 1 1
reduccién de escala
Tty s 1421.83 1433.04 10411.14 9972.41 10000 2158.770
muestra
CIERE) 16.978 0.00011 -3.360 -8.600 11.666 0.686
posteriori
IC al 90% 16.67 17.27 | 7.49¢-05 1.46¢-04 | -3.568 -3.148 | -8.811 -8.380 | 11.448 11.893 | 0.676 0.696

Tabla 3.3: Tabla con las medidas citas anteriormente.
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Anexo A

Algunos resultados de teoria

Teorema A.0.1. SeaY unav.a.,y= (yi,...,yn) una muestra de dicha variable, = (6y,...,0,) con 1 <
p el vector paramétrico de dicha distribucion , p(0) la funcion de densidad a priori para el pardmetro
y p(y|0) la verosimilitud de la muestra y . La densidad a posteriori del pardmetro 6 se denota como
p(6|y) y se define mediante la siguiente expresion:

_ POy 0)p(8) p(is---,ya30) p(6)
PLOLy1,-wom) = TpOi,- vz plz)dz p() (A

Notar que en caso de 0 v.a. discreta, entonces cambiamos las integrales por sumatorios.

Demostracion. a)
Caso 0 v.a. discreta. Luego 6 tendra f.m.p. Para la demostracion nos restringimos a Dim(60) = 1. Si
la f.m.p de 6 toma valores {6} su f.m.p a posteriori es:

= Supongamos primero Y v.a. discreta. En este caso p(y) representara la f.m.p de la Y. Por el
teorema de Bayes:

p(leyla7Yn:yn‘9:9k)p(9:6k)
pO=6|Y1=y1,.... Y =yn) =
( | ) ZzP(le}’l,,Yn:)’n|9:9,)p(9:9,)
_ p(leylaaYn:yn‘ek)p(ek)
YirM=y,....Y=y.|6:)p(6)

= Supongamos ahora Y v.a. continua. En este caso p representara la f. densidad cuando se hable de
las y. Por resultados de célculo de probabilidades:
POy | 0)P(O=6) _ P s yn3 6) P(6)
Lip(i-yn | 6:)p(6=16)  Eip(yis---yn:6) p(6)

b) Caso 6 v.a. continua. Luego 0 tendra f.densidad y no funcién de masa de probabilidad. Luego en
vez de realizar sumatorios, haremos integrales. Para la demostracién nos restringimos a Dim(6) = 1.

pO=06|YI=y1,....Y =y, =

= Supongamos primero Y v.a. discreta. En este caso p(y) representara la funcién de densidad de la
Y.

Yi=y,....Y, = 0)p(6
p(e‘leyly--an:yn): p(l yl n yi’l‘ )p( )
Jp(M=y1,...Ya =y |2)p(2)dz
= Supongamos ahora Y v.a. continua. En este caso p representara la f.densidad cuando se hable de

lasy.p(9|Y1ZYh-o-aYn:yn):fp(yl o2 p(2)dz

29
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Teorema A.0.2. Ley Fuerte de Grandes Niimeros
Sea X1,X>,X3,... una sucesion de v.a’s independientes e idénticamente distribuidas que cumple

E[Xj] < o0y con esperanza E [X;| = 1 entonces:
P(limX,, :u) =1
n—o0

es decir, la media de las v.a’s converge a [L casi seguramente.



Anexo B

Script utilizado en R

B.1. Ejemplo Muestreo por importancia

# Denstdad objetivo
# f <- dnorm # f <- function(z)

yy <- rt(1000,df=3)

#hisrograma
hist(yy, freq = FALSE, breaks = "FD", ylim = c(0, 0.5),xlab = 'valores',
main = 'Comparcién' )
#densidad objetivo
curve (dnorm, col = "RED", add = TRUE,lty='longdash')
#aftadimos leyenda
legend("topright", legend = c( 'densidad N(0,1)', 'muestra t_3'),
bty = "n",

col = c("red",NA),

1ty = c('longdash',NA),
density=c(0,100),

fill = c( "red","gray"),
border = c(NA,"black"),
X.intersp=c(2,0.5))

set.seed(785248)

nsim <-c(10°7)

y <- rt(nsim,df=3)

w <- dnorm(y)/dt(y,df=3)

est<-1/(length(y))*sum(mean (y) *w)
est

>>>est=6.304878e-05
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Comparcion

0.5
|

- densidad N(0,1)
O muestrat_3

Density

valores

Figura B.1: Histograma de frecuencias relativas de una muestra de una t3 y densidad de la N(0, 1). Notar
que se ajustan muy bien los valores simulados a la densidad buscada.
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B.2. Ejemplo Muestreo por Rechazo

shapel <- 3

shape2 <- 5

curve (dbeta(x, shapel, shape2), 1lwd = 2,xlim = c(0,1.9),ylab = '")
M <- dbeta((shapel - 1)/(shapel + shape2 - 2), shapel, shape2)
reescal<- Mx1

abline(h = reescal, 1ty = 2,col='red')

legend(x = 0.6,y=2.1, legend = c( 'cota M superior', 'densidad B(3,5)'),
col = c("red", 'black'),
1ty = c(2,1),
lwd = c(1,2),

density=c(0,0),
border = c(NA,NA))

nmuestra <- 0
3l
5

shapel
shape2

beta2 <- function(shapel = 3, shape2 = 5)
{ M <- dbeta((shapel - 1)/(shapel + shape2 - 2), shapel, shape2)
while (TRUE) {
U <- runif(1)
X <- runif (1)
nmuestra <<- nmuestra+il
if (M#U <= (dbeta(X, shapel, shape2))/1) return(X)
1}

betaZmuestra <- function(n = 1000, shapel = 3, shape2 = 5) {
x <- numeric(n)
for(i in 1:n) x[il<-beta2(shapel, shape2)
return(x)}

set.seed(785248)

nsim <- 1000

nmuestra <- 0

X <- betaZmuestra(nsim, shapel, shape2)

hist(x, breaks = 20, freq = FALSE,x1im=c(0,1.9) ,main="'")
curve (dbeta(x, shapel, shape2), col = 2, lwd = 2, add = TRUE)

legend(x = 0.5,y=2.2, legend = c( 'densidad B(3,5)', 'Valores del muestreo por rechazo
col = c("red", 'black'),cex=0.7,

1ty = c(1,NA),
density=c(0,100),
lwd = c(1,2),

£ill = c( "red","gray"),
border = c(NA,"black") )
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B.3. Ejemplo grafico de traza y de correlaciones

En la primera grafica de la Figura B.2 podemos ver un ejemplo donde se produce un buen mez-
clado de la cadena de Markov y por ello a lo largo de las iteraciones los valores de la cadena parecen
estabilizarse en torno a una regién. Por el contrario, en la segunda podemos ver una cadena con un mez-
clado bastante precario donde a lo largo de las iteraciones la cadena se queda estancada en determinados
valores durante periodos de tiempo.
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Figura B.2: Gréfico de traza que presenta buen y mal mezclado.

Por otro lado, el grdfico de correlaciones consiste en mostrar la correlacién de x() a lo largo de
las iteraciones con retardo i. La correlacion con retardo i (proviene del inglés lag) se define como la
correlacion entre pasos que estdn separados por i iteraciones. Una cadena que tiene malas propiedades
de mezcla exhibird un decaimiento lento de la autocorrelacion a medida que aumenta el retraso entre las
iteraciones. En la estacionaridad esta correlacion deberia desaparecer, ya que es andlogo a un muestreo
iid.

1.0
5 054 ‘
=
0 ..‘!’|||||I'
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1.0
o
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Figura B.3: Ahora en la gréifica superior podemos ver un buen ejemplo de disminucién de las corre-
laciones conforme aumenta el lag entre iteraciones, lo que confirma un buen mezclado. En la gréfica
inferior hay un mal mezclado debido a que esta correlacién no disminuye conforme aumenta el lag.
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B.4. Ejemplo muestra normal bivariante mediante muestreo de Gibbs

Suponer que queremos muestrear 61, 8,, que siguen la distribucién normal bivariante de manera

(o )=[(5)-Co 7))

donde 0; y 6, son los pardmetros del modelo y p es la correlacion entre 6, y 6,. Por las propiedades de

que:

la normal bivariante tenemos que:

1= p2N(0,1)

61|62,y ~N(pb,,1 —p2) ~ estandarizando ~ p 8, +
1—p2N(0,1)

6,161,y ~N(p6,1 —pz) ~ estandarizando ~ p@; +
Vamos a implementar el muestreo e Gibbs bajo las siguientes condiciones iniciales:
1. Obtendremos 10000 para cada 6; tras haber eliminado las correspondientes al burn-in.

2. Inicialmente fijaremos un periodo de burn-in de 1000 iteraciones, y luego veremos si es razonable.

3. Conocemos p que es 0.6

Algoritmo de Gibbs Para implementar el muestreo de gibbs tomamos como valores iniciales (91( ), 92(0)) = (0,0).

Ahora el algoritmo es el que sigue:

En la iteracién ¢ = 2, .., 11000, dado 8¢~ = (ng*), 92§H>>;
16" ~ i (601617 ~ 066/ + VT—0.6N(0, 1);

200 ~ 12 (6:1617) ~ 0,60/ +VI—0.2N(0.1):

Veamos como programarlo en R:

Primero creamos una matriz para 6; con 3 filas correspondientes a cada una de las 3 cadenas que
vamos a simular y con 11.000 columnas. Lo mismo para 6. Después fijamos los valores iniciales para
cada cadena y programamos el Muestreo de Gibbs tal y como se ha indicado en la diapositiva anterior
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rho<-0.6

final_iter<-10000

burn_in_iter<-1000
total<-final_iter+burn_in_iter
#Inicializamos a 0 y fijamos semilla
thetal<-matrix(0,nrow = 3,ncol = total)
theta2<-matrix(0,nrow = 3,ncol = total)
set.seed(785248)

#G1bbs sampler con 3 cadenas para cada parametro
#con diferentes puntos de partida
fraccion<-sqrt(1-0.672)

for(i in 1:3){

thetal[1,1]=0
theta2[1,1]1=0
thetal[2,1]=0.3
theta2[2,1]1=0.6
thetal[3,1]=0.1
theta2[1,3]=0.87
for (j in 2:total) {
thetal[i,j]<-0.6*theta2[i,j-1]+fraccion*rnorm(n=1)
theta2[i,jl<-0.6*thetall[i,j]l+fraccion*rnorm(n=1)
1}

Ahora mostramos en los siguientes graficos las trazas de las tres cadenas para 0; y 6, sin eliminar
los burn-in periods. Representamos cada cadena de un color:

#Cargamos librerias y establecemos cadenas
library(ggplot2)

library(latex2exp)

primeracol<-c(1:11000)

cadenal<-thetall[1,]

cadena2<-thetall[2,]

cadena3<-thetal[3,]

#grafico
colores<-c("cadenal"="lightblue","cadena2"="orange","cadena3"="lightgreen")
a <- ggplot(data.frame(primeracol,cadena2,cadena3,cadenal))
grafico<-atgeom_path(aes(x=primeracol,y=cadenal,color="cadenal"))+
geom_path (aes (x=primeracol,y=cadena2,color="cadena2"))+
geom_path (aes (x=primeracol,y=cadena3,color="cadena3"))+
scale_color_manual (name="Cadenas",values = colores)
grafico+theme_grey()+
labs(
x = "iteraciom t",
y=TeX(r'($\theta _13)'),
title = TeX(r'(Grafico de traza para $\theta _1$)'))+scale_y_continuous(limits=c(-5,6)
scale_x_continuous (breaks=seq(0,11000,by=2000))
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#Lo mismo para thetal

cadenaal<-theta2[1,]
cadenaa2<-theta2[2,]
cadenaa3<-theta2[3,]

colores<-c("cadenaal"="lightblue","cadenaa2"="orange","cadenaa3"="lightgreen")
b <- ggplot(data.frame(primeracol,cadenaa2,cadenaa3,cadenaal))
graficoo<-b+geom_path(aes(x=primeracol,y=cadenaal,color="cadenaal"))+

geom_path (aes (x=primeracol,y=cadenaa2, color="cadenaa2"))+

geom_path (aes (x=primeracol,y=cadenaa3, color="cadenaa3"))+

scale_color_manual (name="Cadenas",values = colores)

graficoo+theme_grey()+
labs(
x = "iteraciodn t",
y=TeX(r' ($\theta _2%)"'),
title = TeX(r'(Grafico de traza para $\theta _2$)'))+scale_y_continuous(limits=c(-5,6)
scale_x_continuous (breaks=seq(0,11000,by=2000))

Gréfico de traza para 6, Gréfico de traza para 6,

Cadenas Cadenas

cadenal cadenaal

6,
6,

0- cadena2 0- cadenaa2

cadena3 cadenaa3

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
iteracion t iteracion t

Figura B.4: En la primera grafica vemos las tres cadenas simuladas para 6; y en la segunda grafica las
tres cadenas simuladas para 6,.

Ahora vamos a eliminar el periodo del burn-in de cada cadena y vamos a representar la grafica de
autocorrelacion para una cadena de cada pardmetro.

#eliminamos burnin
thetal<-thetall[,-c(1:burn_in_iter)]
theta2<-theta2[,-c(l:burn_in_iter)]
#correlactones

acf (thetall[1,])

acf (theta2[1,])

Vemos que para retardos mayores que 5, las autocorrelaciones ya estdn por debajo de 0.05 lo cual es
aceptable. Por tltimo dibujemos ahora las densidades estimadas de cada cadena para cada pardmetro.
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Series thetall[l, ] Series theta2[1, ]
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Figura B.5: En la primera gréfica vemos la autocorrelacién para una cadena de 6, y en la segunda gréfica
vemos la autocorrelacién para una cadena de 6,.

hist(thetal[1,],probability = TRUE)
dx<-density(thetall1,])
dx2<-density(thetall[2,])
dx3<-density(thetall[3,])
lines(dx,col='blue')
lines(dx2,col='red')
lines(dx3,col='green')

hist(theta2[2,],probability = TRUE)
dx<-density(theta2[1,])
dx2<-density(theta2[2,])
dx3<-density(theta2[3,])
lines(dx,col='blue')
lines(dx2,col="'red')
lines(dx3,col="green')

Histogram of thetal[1, ] Histogram of theta2[2, ]
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Density
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Figura B.6: Densidades de las cadenas simuladas para cada pardmetro.



Anexo C

Aplicacion de los métodos MCMC

C.1. Modelo RLM

Como se ha comentado en las temperaturas de Pamplona se observa una fuerte componente es-
tacional. Podriamos introducir una tendencia lineal para comprobar si hay una tendencia de cambio
climatico significativa, ya que la temperatura de los dltimos 5 afios parece estar un poco por encima
con respecto de la de los primeros 5 afios. Vamos a plantear un modelo de regresion lineal multi-
ple bajo el paradigma frecuentista donde los pardmetros son fijos y desconocidos para los cuales se
ajustan unos estimadores. El nimero de datos es 40 x 365 = 14600. Luego presentamos el modelo
Y = Bo+ Pit + Pasin(27t /365) + B3 cos(27t /365), con las siguientes covariables:

= ]a tendencia lineal ¢

» Un arménico: sin(27t/365) y cos(2nt /365)

y<-readRDS("/David/TFG/R/pamplonal9762015.rds")

#grafica de 5 primeros y 5 ultimos afios
plot(ylc(1:(5 * 365), (35 * 365 + 1):(40 * 365))], ylab = "y", type = "1")
abline(v = 5 * 365 + 0.5, col = "red")

t<-1:T #numero de observaciones que tenemos de la temperatura
uno<-rep(1,T)

seno<-sin(2*pi*t/365)

cose<-cos(2xpi*t/365)

#modelo RLM con un UN ARMONICO
T<-length(y)

t <- 1:T

modell <- 1lm(y ~ t + seno + cose)

Veamos como ajusta el modelo nuestros datos:

39
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plot(rowMeans (matrix(y, nrow = 365)),

xlab = "Day", ylab = "y", ylim = c(-3, 40),

col = "gray", type = "1")
for (i in 1:40) {

lines(x = 1:365, y = matrix(y, nrow = 365)[, i], type = "1", col = "gray")

}
lines(x = 1:365, y = rowMeans(matrix(y, nrow = 365)), col = "green")
lines(modeli$fitted.value[1:365], col = "red") #del afio 1
lines(modell$fitted.value[1:365 + 39 * 365], col = "red") # del ultimo afo
#le sumo adelante y atras

30 40

20

T T T I
0 100 200 300

Day

Figura C.1: Modelo con un arménico.

Notar que a la media de las temperaturas maximas de cada dia para los 40 afios, en color verde, no
queda del todo bien ajustada por el modelo lineal con un arménico (color rojo). Veamos ahora el gréfico
de residuos.

acf(residuals (modell))

Series residuals(modell)

ACF

H‘HJ‘HlLulHlLHHJlHMHleH«xL

00 02 04 06 08 1.0

Lag

Figura C.2: Correlacién de residuos.

A la hora de validar el modelo, la correlacidn serial en los residuos es muy alta, proxima a 0.7 para la
correlacion serial de orden 1. Esto es, estamos violando la hipétesis de independencia entre los residuos
y por lo tanto nuestro modelo no es adecuado.
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C.2. Modelo autoregresivo. Distribuciones conjugadas
En este apartado se verd como las distribuciones usadas para los parametros 3,, 81, B2, B3, 62, en

el caso del andlisis de temperaturas maximas en la ciudad de Pamplona, son distribuciones conjugadas
respecto a un muestreo exponencial. Recordar que teniamos un modelo

Y=w+pY1— 1)+ t=2,....T (C.D

M;

Notar que Y, NN(,LLt—i—p (Y—1— 1) ,62) = N(M,,c?) con:

U = Po+ Bit + Brsin(27t /365) + B3 cos(27t /365) (C.2)

Recordar que tomdbamos las siguientes distribuciones a priori. El objetivo es encontrar las distribu-
ciones a posteriori totalmente condicionadas para poder aplicar el muestreo de Gibbs.

Bi ~ N(a;,b?) = N(0,10°), i=0,...,3
p ~ Beta(ap,bp) = Beta(1/2,1/2) (C.3)

6 ~ InvGamma(ag, bs) = InvGamma(2, 1)

C.2.1. A posteriori totalmente condicionada para los f§; con j =0,1,2,3

Consideramos f; con j =0,1,2,3. Sea B;x; j, p.€j., si j = 0 entonces x; o = 1 por ser el intercep-
to. Denotamos por (1 a L, sin la parte correspondiente a 3;. Por el Teorema 1.1.2 sabemos que la
distribucién a posteriori totalmente condicionada para 6 es proporcional a:

T

p(Bjl--) o< HN(Yt’Ht +p(Yi1 — W—1),0%) x N(Bjlaj,b;)
=2

o< N(Bjlup;, 03,) x N(Bjla;.b;)
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Veamos que la verosimilitud se distribuye como una normal y con que pardmetros lo hace. A lo largo
de las cuentas vamos quitando las partes que no dependen de f3;, que es la variable de interés.

L Y, =ty —p(Yi1 — py—1))?
tI:—! (Y[“J[""[)(Y[ 1— Me— 1 Hmexp - 262 :|
exn | i U2+ P22 | =2l 420Vt +2pY, 1l — 2Pl —20%Y, ity
p = 2072

L (Bt j+ 1)+ p2 (Bixe—1j+ 1 )* = 2Y, (Bjxe j + 1) +2p Y, (Bixe—1,j + 17 )+
<exp|- ¥ 2

t=2 20
+2pY, 1 (Bjxe,j+ 1) — 2 (Bjxej + 1) (Bixi—1,j+ 1) =202 o1 (Bjxe—1, + 1* )

202
Bzx 20 B +P2 P 1, T2p 2Bixi—1, M —2Y, Bjxe j+2pY, Bixi 1,

«exp[ y P

2
= 20

+2pY 1 Bjxe j —2pBjxe jBixi—1j — 2P Bjxe, il —2pBjxe—1 j1 — 2P2Ytlﬁjxt17j]
20?2

r B; (x PP 2er,jxt—1.,j> —2B;(x,j = pxi—1,) (Yo — 1 —p(Yie1 — 147 y))
t=2
1 & B (e —pxi1 j)° = 2B (0 — pxi1 ) (Y — 1" = p (Y1 — 7))
c<&Xp =5 Z o2
L =2
B 2
o exp _Z;TZZ (xt,j - P)thl,j)2 B;— ZzT:z(xt,j - pxt*Lj)(Yt — U — p(Y—1— .ut*—l))
202 ’ Y (o — pxij)
2
N(nu’ﬁjﬂ Gﬁj)
con
g = Yo —pxic1 )Y —uf —p (Y1 — 1)) ol — c?
& Yo (= pxio1,))? LB YT (g pxt )2

Luego tenemos que la a posteriori para f3; es un producto de normales

p(Bjl-+) o< N(Bjlup,. oF ) x N(Bjla;,b;)

y en conclusion

g, a;

oy

Gﬁj bi 1
p(B]|>NN 1 L’L_i_i

2 2 2 2

o bj Gﬁj bj

C.2.2. A posteriori totalmente condicionada para >

Sea 62 ~ InvGamma(ag, b ). Por el Teorema 1.1.2 sabemos que la distribucién totalmente condi-
cionada a posteriori para 6 es proporcional a:

T
p(o?|-++) < [Nl +p(Yii — pi—1),6%) x Invgamma(?|ap, by).
=2
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Hagamos las cuentas para ver que sale otra inversa gamma y por lo tanto que es conjugada.

T _ 2 do
p(Gz | vaOaBl»BZaﬁ?np) o< H ! exp (— (yt Mt) ) X b (62)—(ao+l)exp (_ bG)

202 T (ao) o2
T a2
oc H(GZ)*% exp <(yt 2GA2/II) > X (62)*(aa+1)exp (f;;)

_ czf%exp <_Z,_2(y;—M,)> ~ (02)*(“0+1)exp (—l:;)

20?2

— (62)—(ac+%+1)exp -_ <bc + ZIT:Z (yt _Mt)2>_

o2 202 (C4)

2
2b0__|_2(217:2<)’é—Mt) >

202

T (y,—M, 2
b6+ Zz:2(y2 )

= InvGamma(as + ,bg

2

C.2.3. A posteriori totalmente condicionada para p

En este caso la a posteriori totalmente condicionada con una a priori p ~ Beta(ap,b,) respecto a un
muestreo normal, no es una distribucién conjugada. Es por ello que para actualizar este pardmetro en
nuestra cadena de Markov usaremos un paseo aleatorio de M-H con distribucién objetivo la totalmente
condicionada, que por el Teorema 1.1.2 es proporcional a:

T

p(p|--) o< [INi |t + p (i1 — 1), 0%) x Beta(plap, bp) (C.5)
t=2

Esto no es proporcional a ninguna densidad conocida en general, por lo que aplicaremos el algoritmo de
Metropolis. Tener en cuenta que el soporte de esta densidad estd en (0, 1) por lo que vamos a muestrear
de una transformacién de p en la recta real, e.g., con una transformacién logit.

Zp = 10glt(p) = log <lfp> s

cuya inversa es
1

- 1+exp(—2Z,) (6)

P

Entonces se quiere simular Z, y la distribucion propuesta debe ser una densidad normal centrada en
el valor del pardmetro Z, en la iteracion anterior y con varianza tal que la proporcion de aceptacion sea
alrededor del 15 0 40 %. La distribucion objetivo vendra dada, salvo constante, por:

T

1 5 1
Zyl---)o< | [N | Y, — (Yo — Beta| —— b
o) <TI0 (it gy =) (i)
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C.24. Codigo de Metropolis-within-Gibbs

#cargamos datos
y<-readRDS("/TFG/R/Aplicacion_Temperaturas/pamplonal9762015.rds")
library(latex2exp)

nsim<-10000

T<-length(y)

#Inicializamos vectores de parametros
betaO<-rep(NA,nsim)
betal<-rep(NA,nsim)
beta2<-rep(NA,nsim)
beta3<-rep(NA,nsim)
rho<-rep(NA,nsim)
sigma2<-rep(NA,nsim)

t<-1:T #numero de observaciones que tenemos de la temperatura
uno<-rep(1,T)

seno<-sin(2*pi*t/365)

cose<-cos (2*pi*t/365)

# Pardmetros de las distribuciones a priori
a_0<-0
b2_0<-10"6
a_1<-0
b_1<- 1076
a_2<-0
b2_2<-10"6
a_3<-0
b2_3<- 1076
a_rho<-1/2
b_rho<-1/2
a_sigma<-2
b_sigma<-1

#Creamos una funcion que mos haga el random walk de metropolis
#la dist. a posteriort para Tho es proporcional a esta expresion
posteriori<—function(y,zp,sigma2,mut,a_rhoo,b_rhoo)
{ a<-dnorm(x=y[-1] ,mean = mut[-1]+(y[-T]-mut[-T])/(1+exp(-zp)),
sd=(sqrt(sigma2)),log = TRUE)
b<-dbeta(x=1/(1+exp(-zp)) ,shapel =a_rhoo,shape2=b_rhoo,log = TRUE)
return(sum(a)+b) }

metropolis_rho<-function(y,T,betal,betal,beta2,beta3,sigma2,rho,a_rhoo,b_rhoo )
{

#cambiologit
zpl<-log(rho/(1-rho))
mut<-betaO*uno+betal*t+beta2+seno+betald*cose
#random walk
viejo<-zpl
propuesto<-rnorm(l,zpl,0.1)
#ver si se acepta el wvalor
probaceptar<-exp(posteriori(y,propuesto,sigma?,mut,a_rhoo,b_rhoo)-

posteriori(y,viejo,sigma2,mut,a_rhoo,b_rhoo))
if (probaceptar > runif(1))
{1/ (1+exp(-propuesto)) }else{rho} }
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#Funcion que nos calcula la a posteriori totalmente condicionada para las betas

betas <- function(x, mut, rho, sigma2) {
num<-sum((x[-1]-rho*x [-T])*(y[-1] -mut [-1] -rho* (y [-T]-mut [-T1)))
den<-sum((x[-1]-rho*x[-T]) ~2)
muMu<- num/den
sigmaMu <-sigma2 / den
varianza <-1/(1/sigmaMu + 107-6)
media <-muMu /sigmaMu * varianza

return(rnorm(l, media, sqrt(varianza)))}

#METROPOLIS-WITHIN-GIBBS

aceptados<-0

metropolis_within_gibbs<-function(betal,betal,beta2,beta3,sigma2,rho)
{

betaO[1]<-betal

betal[1]<-betal

beta2[1]<-beta2

beta3[1]<-betal3

sigma2[1]<-sigma2

rho[1]<-rho

for (i in 2:nsim) {

#actualizamos los BETA en orden

betaO[i]<-betas(uno ,betal[i-1]*t+beta2[i-1]*seno+beta3d3[i-1]*cose, rhol[i-1],
sigma2[i-1])

betal[i]<-betas(t , betaO[i]+beta2[i-1]*seno+beta3[i-1]*cose, rhol[i-1],
sigma2[i-1])

beta2[i]l<-betas(seno, betaO[il+betal[i ]#*t+ beta3[i-1]*cose, rhol[i-1],
sigma2[i-1])

beta3[i]<-betas(cose, betalO[i]+betal[i J*t+beta2[i J*seno , rhol[i-1],
sigma2[i-1])

#actualizamos SIGMAZ
mut<-betaO[i]+betal[i] *t+beta2[i] *seno+beta3[i]*cose
Mt<-mut [-1]+rho[i-1]*(y[-T]-mut [-T1)
b<-2+sum((y[-1]1-Mt) ~2)/2
a<-2+(T-1)/2
sigma2[i]<-1/rgamma(1l,shape =a ,rate = b)

#finalmente actualizamos RHO con el M- random walk
rho[i]<-metropolis_rho(y,T,betaO[i] ,betal[i] ,beta2[i] ,beta3[i],sigma2[i],
rho[i-1] ,a_rho,b_rho )

df <- data.frame(betal,betal,beta2,beta3,sigma2,rho)
colnames(df) <- c("betal","betal","beta2","beta3","sigma2","rho")
return(df)

Ahora simulamos dos cadenas de 10000 observaciones cada una para cada pardmetro, y posterior-
mente descartamos las 5000 primeras iteraciones en concepto de burn-in. Los valores iniciales para
cada cadena de (Bo, B1, B2, B3, 02, p) son cadenal = (0,0,0,0,1,0.5) y cadena2 = (—4,5,6,7,4,0.8),
dispersos entre si (con la 6% siempre positivay p € (0,1)).
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# cadenal con wvalores iniciales para betal,betal,betal,betald,sigmal, rho
cadenal<-metropolis_within_gibbs(0,0,0,0,1,0.5)
length(unique (cadenal$rho)) /10000100 #porcentaje de aceptados para Tho

# cadena2 con wvalores iniciales para betal,betal,betal,betald,sigma’, rho
cadena2<-metropolis_within_gibbs(-4,5,6,7,4,0.8)
length(unique (cadena2$rho)) /10000100

#eltminamos los burn-in, la mitad, 5.000
cadenalefectiva<-cadenal [c(5001:10000), ]
cadena2efectiva<-cadena2[c(5001:10000), ]

Una vez eliminadas las iteraciones de calentamiento en cada cadena, dibujamos para cada pardmetro
las dos cadenas resultantes para ver que convergen a la misma distribucion.

#trace plots para cada pardmetro

plot(cadenalefectiva$betal,col="'blue',main=TeX(r' ({Grafico de traza para las dos
cadenas de}$\beta_0$)'),type='1l"' ,ylab = TeX(r'( $\beta_0%$)'))

lines(cadena2efectiva$betal,col="'red',type='1")

plot(cadenalefectiva$betal,col="'blue',main=TeX(r' ({Grafico de traza para las dos
cadenas de }$\beta_1$)'),type='1l' ,ylab = TeX(r'( $\beta_1$)'))
lines(cadena2efectiva$betal,col="'red',type='1")

plot(cadenalefectiva$beta2,col="'blue' ,main=TeX(r' ({Grafico de traza para las dos
cadenas de }$\beta_2$)'),type='1l' ,ylab = TeX(r'( $\beta_2%$)'))
lines(cadena2efectiva$beta2,col="'red',type='1")

plot(cadenalefectiva$beta3d,col="'blue',main=TeX(r' ({Grafico de traza para las dos
cadenas de }$\beta_3$)'),type='1l' ,ylab = TeX(r'( $\beta_33%)'))
lines(cadena2efectiva$beta3d,col="'red',type='1")

plot(cadenalefectiva$sigma2,col='blue’' ,main=TeX(r'({Grafico de traza para las dos
cadenas de}$\sigma~2$)'),type='1l' ,ylab = TeX(r'( $\sigma~2$)'))
lines(cadena2efectiva$sigma2,col="'red’',type='1")

plot(cadenalefectiva$rho,col="'blue',main=TeX(r' ({Grafico de traza para las dos
cadenas de }$\rho$)'),type='1l' ,ylab = TeX(xr'( $\rho$)'))
lines(cadena2efectiva$rho,col="'red',type='1")

Vemos que para cada pardmetro ambas dos cadenas parecen converger a la misma distribucion, lo
que es un buen indicador. Veamos ahora también los siguientes diagndsticos para cada pardmetro:

» Diagnostico de Gelman, del paquete coda que nos da el factor de reduccion de escala para cada
parametro. Este se basa en el Andlisis de la varianza intra e inter cadenas, visto en la Seccién
2.7, y conforme m4s se acerca a 1 mejor convergencia a la distribucién objetivo se da. La entrada
de esta orden requiere de un objeto mcmc.1list (), por lo que juntamos las dos cadenas de 5000
iteraciones que tenemos y lo incluimos como un objeto de dicho tipo.

» Tamariio de muestra efectivo, definido como en la Seccién2.7 y calculado con la orden

coda::effectiveSize().
= Media a posteriori e intervalo de credibilidad al 90 %.

Veamos todos estos datos en la siguiente tabla.
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: Gréficos de traza para B, B1, B2, B3, 62, p. En azul se representa la primera cadena y en rojo

la segunda.

#gelman.diag y tamafio efectivo
cadenasjuntas<-mcmc.list (mcmc(cadenalefectiva) ,mcmc(cadena2efectiva))
gelman.diag(cadenasjuntas)

effect

iveSize(cadenasjuntas)

#medias a posteriors:

mean (c
mean (c
mean (c
mean (c
mean (c
mean (c

#ic

quanti
quanti
quanti
quanti
quanti
quanti

(cadenalefectiva$betal,cadena2efectiva$beta0))
(cadenalefectiva$betal,cadena2efectiva$betal))
(cadenalefectiva$beta?2,cadena2efectiva$beta?))
(cadenalefectiva$beta3, cadena2efectiva$betald))
(cadenalefectiva$sigma2,cadena2efectiva$sigma2))
(cadenalefectiva$rho,cadena2efectiva$rho))

le(c(cadenalefectiva$betal,cadena2efectiva$betal) ,probs=c(0.05,0.95))
le(c(cadenalefectiva$betal,cadena2efectiva$betal) ,probs=c(0.05,0.95))
le(c(cadenalefectiva$beta2,cadena2efectiva$betal) ,probs=c(0.05,0.95))
le(c(cadenalefectiva$beta3, cadena2efectiva$beta3d) ,probs=c(0.05,0.95))
le(c(cadenalefectiva$sigma2,cadena2efectiva$sigma2) ,probs=c(0.05,0.95))
le(c(cadenalefectiva$rho,cadena2efectiva$rho) ,probs=c(0.05,0.95))



48

Capitulo C. Aplicacién de los métodos MCMC



Bibliografia

[1] ROBERT, C.P. y CASELLA, G., Introducing Monte Carlo Methods with R, Ist Edition. Springer,
(2009).

[2] GELMAN, A., CARLIN, J.B., STERN, H., DUNSON, D., VEHTARI, A. y RUBIN, D. Bayesian
Data Analysis, 3rd Edition. CRC Press (2013).

[3] Ross, S. M., Stochastic Processes, 2nd Edition. Wiley, (1995). pp, 186-187.

[4] DASTON,L., Classical Probability in the Enlightenment. Princeton Univ Press, (1988).
[5] HARTIGAN, J. A., pringer Series in Statistics: Bayes Theory. Springer, (1983).

[6] MITCHELL ,T.M. , Machine Learning. McGraw-Hil, (1997). Chap.6. Bayesian Learning.

[71 FLORESCU, l., Probability and Stochastic Processes. Wiley, (2015). Chap. 3. Generating Random
Variables.

[8] FERNANDEZ-CASAL R. y Cao R., Simulacion Estadistica. Github, (2022). URL:
https://rubenfcasal.github.io/simbook/

[9] JIMENEZ, J., Métodos Monte Carlo basados en cadenas de Markov. Trabajo Fin de Grado, Uni-
versidad de Sevilla (2015). URL: https://idus.us.es/bitstream/handle/11441/40818/Jiménez

[10] AMARAL, M.A., PAULINO, C.D.M. y MULLER, P., Computational Bayesian Statistics: An
Introduction. Cambridge (2019).

[11] Markov Chain Monte Carlo Method and Its Application. Journal of the Royal Statistical Society.
Series D (The Statistician). Vol. 47, No. 1 (1998), pp. 69-100.

[12] GRIMMETT, G. y STIRZAKER, D., Probability and Random Processes. The American Statisti-
cian. Oxford University Press, (2001).

[13] CASELLA, G.y GEORGE, E. 1., Explaining the Gibbs Sampler. The American Statistician, Vol.
46, No. 3. (Aug., 1992), pp. 167-174.

[14] EICHLER, M. Markov Cahin Monte Carlo. Statistics 24600 (2004). URL:
http://galton.uchicago.edu/~eichler/stat24600/

[15] GELMAN, A.y RUBIN, D.B. Inference from Iterative Simulation Using Multiple Sequences. (No-
vember 1992) Statist. Sci. 7 (4) 457 - 472.

[16] HASTINGS, W.K. , Monte Carlo Sampling Methods Using Markov Chains and Their Applications
(1970).

[17] METROPOLIS, N., The beginning of the Monte Carlo Method. Los Alamos Science Special Issue,
Vol. 15.(1987), 125-130.

49


 https://books.google.es/books?id=oq8XNbKyUewC&pg=PA268&redir_esc=y#v=onepage&q&f=false
https://rubenfcasal.github.io/simbook/
https://idus.us.es/bitstream/handle/11441/40818/Jim�nez%20Luna%20Jos�%20TFG.pdf?sequence=1&isAllowed=y
http://galton.uchicago.edu/~eichler/stat24600/

50 Capitulo C. Bibliografia

[18] ROBERT,C. y CASELLA,G., A History of Markov Chain Monte Carlo—Subjective Recollections
from Incomplete Data. (2011).

[19] GELMAN, A., ROBERTS, G.O., y GILKS, W.R. , Efficient Metropolis jumping rules. In: Bernar-
do JM, Berger JO, Dawid AP, Smith AFM (eds) Bayesian Statistics 5, Oxford University Press,
(1996). pp 599-607

[20] GELFAND, A.E.y SMITH, A.F.M. Sampling-based approaches to calculating marginal densities.
Journal of the American Statistical Association, (1990). pp. 398-409

[21] GEMAN, S.y GEMAN, D. Stochastic relaxation, Gibbs distributions and the Bayesian restoration
of images, (1984). IEEE Trans. Pattern Anal. Mach. Intell. 6 721-741

[22] WICKHAM, H. ggplot2: Create Elegant Data Visualisations Using the Grammar of Graphics
(2016). URL: https://cran.r-project.org/web/packages/ggplot2/

[23] PLUMMER, M. CODA: Output Analysis and Diagnostics for MCMC (2020) URL: https://cran.r-
project.org/web/packages/coda/



	Prólogo
	Summary
	Introducción al análisis bayesiano y a los métodos MCMC
	Análisis Bayesiano
	Introducción y objetivos del análisis bayesiano
	Inferencia bayesiana
	Distribuciones a priori
	Inferencia a partir de la distribución a posteriori
	Métodos MCMC

	Cadenas de Markov

	Métodos Monte Carlo basados en cadenas de Markov
	Introducción a la computación bayesiana 
	Métodos de integración Monte Carlo
	Simulación por importancia
	Simulación por rechazo

	Simulación basada en cadenas de Markov. Métodos MCMC 
	Metropolis-Hastings
	Algoritmo de Metropolis-Hastings 
	Algoritmo básico de Metropolis
	Algoritmo de Metropolis-Hastings independiente
	Paseo aleatorio Metropolis-Hastings

	Muestreo de Gibbs
	Algoritmo híbrido. Metropolis-within-Gibbs 
	Análisis de la convergencia

	Aplicación de los métodos MCMC
	Datos
	Modelo autoregresivo
	A posteriori totalmente condicionada para los  con 
	A posteriori totalmente condicionada para 
	A posteriori totalmente condicionada para 
	Algoritmo híbrido Metropolis-within-Gibbs


	Anexos
	Algunos resultados de teoría
	Script utilizado en R
	Ejemplo Muestreo por importancia
	Ejemplo Muestreo por Rechazo
	Ejemplo gráfico de traza y de correlaciones
	Ejemplo muestra normal bivariante mediante muestreo de Gibbs

	Aplicación de los métodos MCMC
	Modelo RLM
	Modelo autoregresivo. Distribuciones conjugadas
	A posteriori totalmente condicionada para los  con 
	A posteriori totalmente condicionada para 
	A posteriori totalmente condicionada para 
	Código de Metropolis-within-Gibbs


	Bibliografía

