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Resumen

La prolongacién analitica es una cuestién que aparece de manera natural en el andlisis complejo
acerca de la posibilidad de ampliar el dominio sobre el que estd definida una funcién analitica. Mas
concretamente, si Qo C C es una regioén y f es una funcion analitica en Qy, existe otra region Q; y una
funcion f; analitica en Q tal que Qo C Q1 y f1(2) = fo(z) V z € Qo?

Este tipo de cuestién ya ha aparecido en la asignatura Variable Compleja del grado, dada la impor-
tancia del dominio en el que es valido el desarrollo en serie de potencias o en serie de Laurent de una
funcidn, puesto que la funcién que se desarrolla en serie es una prolongacién analitica de la funcién que
define la serie de potencias o de Laurent en su dominio de convergencia.

Dada una funcién analitica en una regién no siempre tiene que existir una prolongacién analitica
suya a un abierto mayor conteniendo a la regién. Sin embargo, en caso de existir, por el Principio de
prolongacion analitica, dicha extensidn es unica.

El Principio de prolongacién analitica es un resultado relevante en la teoria de funciones de variable
compleja. Establece que una funcién analitica en una regién queda determinada por sus valores en un
conjunto con puntos de acumulacion en dicha regién, y como consecuencia, si dos funciones analiticas
en una region coinciden en un conjunto con puntos de acumulacién en la region, entonces las funciones
son iguales. Este principio nos permite extender funciones definidas en R al plano complejo como, por
ejemplo, la exponencial, el seno o el coseno, siendo estas extensiones las Unicas que verifican propieda-
des deseables.

El objetivo de este trabajo es, dada una funcién f analitica en una regién Q del plano complejo,
estudiar teoremas de existencia, no existencia y unicidad de funciones analiticas definidas en un abierto
mayor conteniendo a €.

En el primer capitulo presentamos una serie de conceptos y resultados estudiados en la asignatura
Variable Compleja necesarios para el desarrollo del trabajo. En particular, serd fundamental el Principio
de prolongacién analitica.

En el segundo capitulo estudiamos resultados de existencia y no existencia de prolongacién analitica.
La primera seccién estd dedicada al Principio de reflexion de Schwarz que permite extender funciones
analiticas en un abierto contenido en el semiplano superior, y que pueden extenderse de manera continua
a un trozo del eje real contenido en la frontera tomando valores reales, a una regién simétrica respecto
al eje real. En la segunda seccién nos centramos en resultados de no existencia demostrando el teore-
ma de Ostrowski y, como consecuencia, el teorema de Hadamard que asegura la existencia de series
de potencias que no pueden prolongarse analiticamente a un abierto mayor conteniendo a su disco de
convergencia. Para ambos teoremas mostramos ejemplos de series de potencias que verifican las corres-
pondientes hipdtesis.

Finalmente, en el dltimo capitulo, suponiendo la existencia de prolongacién analitica a lo largo de
caminos, estudiamos cuestiones relativas a su unicidad. En la primera seccién introducimos el concepto

de prolongacién analitica a lo largo de un camino. En la segunda seccién enunciamos y demostramos
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1AY Resumen

el Teorema de monodromia que nos da un criterio de unicidad de prolongacién analitica a lo largo de
dos caminos uniendo los mismos puntos, y como consecuencia, establece que en una regién simplemen-
te conexa, si hay prolongacién analitica a lo largo de cualquier camino, entonces puede definirse una
extension analitica de la funcién en toda la region.



Abstract

Analytic continuation is an issue, which appears in a natural way in Complex Analysis, relating to
extend the domain of definition of a given analytic function. In particular, let fy be an analytic function
on a region Qo C C, is there an analytic function fi on a region Q; such that Qo C ©; and f;(z) = fo(z)
V z € Q? This question has already appeared, in the course called Complex Variable, due to the impor-
tance of the domain in which power series or Laurent series representation is valid, because the power
series or the Laurent series representation of a given function has it as an analytic continuation on its
domain of convergence.

Given an analytic function on a region, not always there exists an analytic continuation of it to an
open set containing its region, but if one does, then it is unique by the Analytic continuation principle.

The Analytic continuation principle is a relevant result in complex analysis. It tells us that an analytic
function on a region is determined by its values on a set with accumulation points in the domain and, as
a consequence, if two analytic functions on a region coincide on a set with accumulation points in that
region, then they are the same function. It allows us to extend functions defined on R into the complex
plane as the cosine, the sine or the exponential function, these extensions being the only ones that verify
some desirable properties.

The aim of this project is to study existence, non-existence and uniqueness theorems of the analytic
continuation of a given analytic function on a region Q C C.

In the first chapter, some concepts and results about Complex Analysis, which are needed in the
development of this work, will be presented. In particular, the Analytic continuation principle will be a
very useful theorem in this project.

In the second chapter, we study existence and non-existence results of analytic continuation. The first
section is dedicated to the Schwarz Reflection Principle which allows us to extend analytic functions on
an open set contained in the superior semiplane, and that can be extended in a continuous way into an
open interval of the real line contained in the boundary in which the function takes real values, to a re-
gion which is symmetric with respect to the real axis. The second section is focused on non-existence
results by proving Ostrowski’s theorem and therefore Hadamard’s theorem which ensures the existence
of power series that cannot be extended by analytic continuation to an open set containing its disk of
convergence. Besides, for both theorems, we show power series verifying the corresponding hypothesis.

Finally, in the last chapter, and assuming the existence of analytic continuation along a path, we
expose questions relating to the uniqueness of it. In the first section we introduce the concept of analytic
continuation along a path. In the second section we state and prove Monodromy theorem which gives
us an uniqueness criterion of analytic continuation along two paths joining the same points and, as a
consequence, it establishes that if there exists an analytic continuation along any path which is contained
in a simply connected region, then the analytic continuation of the funtion to the region can be defined.






Indice general

Resumen
Abstract
1. Resultados previos

2. Resultados de existencia y no existencia de extension analitica
2.1. Principio de reflexiéonde Schwarz . . . . . . ... ... oL oo
2.2. Teorema de series lagunares de Hadamard . . . . . . .. ... ... ... .. ......

3. Resultados de unicidad de extension analitica
3.1. Prolongacién analiticaalo largodeuncamino . . . . . . .. ... ... ... ... ...
3.2. Teoremade monodromia . . . . . . . . . . . . . e e e

Bibliografia

VII

111

15
15
18

23






Capitulo 1

Resultados previos

En este capitulo exponemos conceptos y resultados conocidos sobre variable compleja que serdn
necesarios para el desarrollo del trabajo, cuyas demostraciones se vieron en la asignatura Variable Com-
pleja del grado en Mateméticas y pueden encontrarse en [3] y las referencias alli indicadas a excepcion
de la del Teorema de representacidon conforme de Riemann que aparece en el capitulo 14 de [2].

Notacion. Sea zp € Cy € > 0, denotamos por D(zy, €) al disco abierto de centro zq y radio €:
D(zp,€) ={z€C:|z—z0| < €}.
Denotaremos al disco unidad por D = D(0, 1), y a su frontera por dID.

Definicion 1. Sea Q abierto de Cy f: Q — C. Diremos que f es holomorfa en Q si es derivable en cada
zo € Q. Denotamos por .7 (Q) al conjunto de todas las funciones holomorfas en Q.
Diremos que f es una funcion entera si f € 7 (C).

Definicion 2. Sea Q un abierto no vacio de Cy f: Q — C. Diremos que f es analitica en Q si f es

oo

analitica en cada ¢ € Q, es decir, si para todo ¢ €  existe una serie de potencias Z an.c(z—c)" con radio
n=0

de convergencia R, > 0y 0 < 8, <R, tal que f(z) = Z anc(z—c)" Yz € D(c,d,).
n=0
Proposicion 1.1. Sea Q un abierto no vacio de C y f: Q — C una funcion analitica en Q, entonces

f € Q). Ademds, | es indefinidamente derivable en Q.

Teorema 1.2 (Analiticidad de las funciones holomorfas). Sea Q un abierto no vacio de Cy f € 7 (Q),

entonces f es analitica en Q. Ademds, para cada c € € existe una serie de potencias Z an(z—c)"
n=0
con radio de convergencia R > d(c,Q°) (donde d(c,Q°) es la distancia de ¢ al complementario de Q,

considerada +oo 5i Q° = 0, es decir, Q = C) tal que
fl@)= Zan(z—c)” Vz € D(c,d(c,Q°)).
n=0

Observacion. f es analitica en Q < f € 7 (Q) siendo Q un abierto no vacio de C.

Teorema 1.3 (Teorema de Cauchy-Riemann). Sea Q C C un abierto no vacio y zo = xo + iyg € Q con
x0,y0 € R. Sea f: Q — C dada por f(x+iy) = u(x,y)+iv(x,y) con u(x,y),v(x,y) € R Vx+iy € Q.
Entonces f es derivable en zq si 'y solo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

» u,v:Q CR?— R son diferenciables en (xo,yo),

1



2 Capitulo 1. Resultados previos

= Se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann:

{ Mx(x07YO) - Vy(XOa)’O)7
uy(x0,Y0) = —Vvx(X0,¥0)-

Como consecuencia del teorema de Cauchy-Riemann tenemos el siguiente corolario, del cual inclui-
mos la demostracioén por su relevancia en los resultados de la seccién 2.1.

Corolario 1.4. Sea G C C una regiony G*={z€ C:z€ G}. Sean f: G — Cy f*: G* — C dada por

f*(z) = f(2) Yz € G*. Entonces f € 7 (G) < f* € 7(G*).

Demostracién. Sean u,v: G C R?> — R funciones tales que f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) V (x,y) € G.
Sea z =x+1y, (x,y) € G*, entonces:

f(z) = f(2) = f(x—iy) = u(x,—y) —iv(x,—y) = ui(x,y) + ivi (x,y) siendo u;,v; : G* C R*> — R las
funciones dadas por u (x,y) = u(x,—y), vi(x,y) = —v(x,—y).

Por tanto, tenemos:

= u; es diferenciable en G* < u es diferenciable en G,
= v es diferenciable en G* < v es diferenciable en G.

En el caso en el que u; y v; sean diferenciables en G* y u, v 1o sean en G, tenemos que V (x,y) € G*:

Asi pues, uj,v; cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann en (x,y) € G* <

{ (1)x(x,) = (V1)y(x,),

(w)y(xy) = = )a(ry)

{ ux(x, —y) = vy(x,—y),
MY(xv _y) = _Vx(x7 —)’)

u,v cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann en (x, —y) € G.
Por tanto, por el teorema de Cauchy Riemann (Teorema 1.3), concluimos que f(z) es holomorfa en G <
f*(z) es holomorfa en G*. O

Teorema 1.5 (Principio de prolongacion analitica (PPA)). Sea Q una region de C. Sea f: Q — C anali-
tica en Q. Son equivalentes:

1. f=0enQ,
2. AceQcon f(c) =0, Vne NU{0},
3. f =0 en un subconjunto de Q con punto de acumulacion en Q.

Definicion 3. Sea y: [a,b] C R — C un camino y sea f : sopy — C una funcién continua. Se llama
integral de f sobre 'y a

b
[ f@iz= [ sy wa.
Y a

Notacién. Dado A un tridngulo cerrado de vértices a,b y ¢, denotaremos por dA = [a,b,c,a] a su
frontera, es decir, dA = [a,b] U [b,c]U][c,a].
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Teorema 1.6 (Teorema de Morera). Sea f una funcion continua en un abierto no vacio Q de C tal que
para todo tridngulo cerrado /\ C Q se tiene:

| redz=o.

Entonces f € 7(Q).

Teorema 1.7 (Teorema de Cauchy-Goursat). Sea Q un abierto no vacio de C, p un punto de Q, y
f € €(Q), es decir, f continua en Q, tal que f € 7 (Q\ {p}). Entonces, para cualquier tridngulo
cerrado /\ contenido en Q,

f(z)dz=0.
AN
Observacion. Como consecuencia del teorema de Morera (Teorema 1.6) tenemos:
fe€@Q)nA(Q\{p})=fen(Q).

Definicién 4. Sea y: [a,b] CR — C un camino tal que y(¢) #0 V1 € [a,b].
Diremos que f : [a,b] C R — C es un logaritmo continuo a lo largo de ¥ si:

a) f es continua en [a,b],
b) /) =y(t) V1 € [a,b).

Definicion 5. Sea Q un abierto no vacio de Cy I"un ciclo contenido en Q. Diremos que I es homdlogo a 0
respecto de Q, y 1o denotaremos por I' ~ 0 (), si Indr-(a) = 0 para todo a € Q°.
Cuando I" consta de un solo camino 7, suele escribirse directamente y ~ 0 ().

Definicion 6. Sea Q una regién de C. Diremos que Q es simplemente conexo si verifica cualquiera de
las siguientes propiedades equivalentes entre si:

1) Para todo ciclo I" contenido en Q y para toda f € 7 (Q) se verifica / f(z)dz=0.
r

2) Todo camino cerrado y contenido en Q es homélogo a 0 respecto de €, es decir, Indy(a) = 0 para

1 d
todo a € Q° siendo Indy(a) / <
Y

C2miJyz—a

Nota. En Conway [1] se define una regién simplemente conexa en términos de homotopia. En la seccién
6 del capitulo IV se establece la relacién entre homotopia y homologia en C, y la equivalencia entre
la definicién homotdpica y homoldgica de la conexidn simple se encuentra en la seccién 2 del capitulo
VIIL

Definicion 7. Sean U,V dos conjuntos abiertos de C. Diremos que U y V son conformemente equivalentes
si existe f : U — V una biyeccién holomorfa.

Teorema 1.8 (Teorema de representacion conforme de Riemann). Sea un abierto conexo Q C C (distinto
de Cy0), entonces Q es conformemente equivalente al disco unidad D si 'y solo si es simplemente conexo.






Capitulo 2

Resultados de existencia y no existencia de
extension analitica

Recordemos que el objetivo de este trabajo es estudiar el siguiente problema:
Dada f una funcién analitica en una regién G, es decir, un abierto y conexo, ;cudndo y cémo f puede
extenderse a una funcién analitica f] en un abierto G tal que G C G{?
Si G se obtiene afladiendo a G un abierto disjunto, siendo G una componente de G, f puede extenderse
a G| definiéndola como se desee en G| N G siempre y cuando la funcion resultante sea analitica.
Para eliminar este caso trivial, se deberfa imponer que G fuese también una region.

En este capitulo nos centraremos en cuestiones de existencia de prolongaciones analiticas. Como
teorema de existencia se encuentra el Principio de reflexion de Schwarz, el que nos permite extender
funciones analiticas en un abierto del semiplano superior, que se pueden extender de manera continua a
un trozo del eje real contenido en la frontera con valores reales, a una regién simétrica respecto del eje
real. Como teorema de no existencia aparece el Teorema de series lagunares de Hadamard, que establece
que un cierto tipo de series de potencias no pueden extenderse de manera analitica mas alld de su disco
de convergencia.

2.1. Principio de reflexion de Schwarz

Sea G una regién y G* = {z € C:z € G}. Ya hemos probado en el Corolario 1.4 que si f es una
funcién analitica en G, entonces f*(z) = f(Z) es analitica en G*.
Ahora, supongamos que G = G*, es decir, G es simétrico respecto al eje real, entonces g(z) = f(z) — f(2)
es analitica en G por ser operacion de funciones analiticas.
Como G = G* es una region, contiene un intervalo abierto de la recta real.
Supongamos que f(x) € R Vx & GNR, entonces g(x) =0 Vx e GNR. Ademds GNR tiene punto de
acumulacién en G, luego, por el Principio de prolongacién analitica (Teorema 1.5), f(z) = f(Z) Vz € G.

El hecho de que f deba cumplir esta ecuacién, es utilizado para extender una funcién definida en
GN{z€C:Imz>0} atodo G.

Sea G una regién tal que G = G*. Definimos:
» G ={z€G:Imz>0},
» G_={z€G:Imz<0},

» Go={z€G:Imz=0}.
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Teorema 2.1 (Principio de reflexién de Schwarz). Sea G una region tal que G = G*.
Si f: G+ UGy — C es una funcion continua en G UGy y analitica en G tal que f(x) € R ¥V x € Gy,
entonces existe una funcion g : G — C analitica tal que g(z) = f(z) ¥z € G+ UGy.

Demostracion. Definimos g : G — C dada por

(o) = ﬁ size G_,
# f(z) siz€G4UG.

Notar que g es continua por serlo f y tomar f valores reales en Gy. Veamos que g es analitica.

Es claro que, por el Corolario 1.4, g es analitica en G U G_. Luego, falta ver que g es analitica en Gy.
Sea xg € Gy fijo, y R > 0 tal que D(xo,R) C G. Es suficiente probar que g es analitica en D(xo,R) y para
ello, haremos uso del teorema de Morera (Teorema 1.6).

Sea A un tridngulo contenido en D(xg,R) y dA = [a,b,c,a]. Veamos que / g(z)dz=0.
[2JAN
Comenzamos con el caso en el que A C G UGy y [a,b] C Gy.

C

G,
a b Go

Tenemos que g(z) = f(z) Vz € A.
Por hipétesis, f es continua en G U Gy, en particular lo es en A que es compacto. Luego, f es unifor-
memente continua en A\, es decir, dado € >0 3 § > 0 tal que si |z—7/| < § con z,Z € A, entonces
f(2) - f(@)] <e.
Tomamos « € [c,a] y B € [b,c] de manera que | —a| < 8, |B —b| < 6.
Sean 0T} = [, B,c,0] y d0 = [a,b, B, @, al.

"\
90 G.

a \é Gy

a b

Entonces,
IRELE /a Sz | @z

Como dT; junto a su interior estd contenido en G y por hipétesis f es analitica en G, por el teorema
de Cauchy-Goursat (Teorema 1.7), tenemos que / f(z)dz=0.
aT,

Asi pues,

/M f(2)dz= /an(Z)dZ- 2.1

Si0<r<1,tenemos |[tB+ (1 —1t)a]—[tb+(1—1)a]| < [t(B—b)|+|(1—t)(a—a)| <td+(1—1)0 =34,
entonces |f(tB+ (1—1)a)— f(tb+ (1 —1)a)| < &.

Sea M=max{|f(z)| : z € A} y I el perimetro de A.

Aplicando la definicién de la integral de una funcién a lo largo de un camino (Definicién 3), tenemos:

sz [ f(Z)dZ‘ - '/[a,b] faz [ sl

[a,b

1 1 2.2)
‘(b—a)/o f(tb+(1—t)a)dt—([3—a)/0 FB+(1—1a)di

<
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1
Ahora, sumando y restando (b —a) / f@B+(1—r)a)dt, por la desigualdad triangular obtenemos:
0

<|b—ad|

/Ol[f(tb—i-(l —1)a) — ftB+ (1 —1t)ax)]dr

#b=a)= B - al| [ rep+ (1| <

<ol [ [£6B+ (01 —0)a) ~ fb+ (1 )a)las +16-B) + (o~ a)| [ (B + (1 —a)ar <

<|b—ale+|(b—B)+(ax—a)|M <le+26M.
N——

<l <28

Por otro lado,

o || @dz| < mix |7()|la—a| < M5,
[ot,a] z€|a,al
u 2)dz| < max |f(z —b| < M§.
42| < mie 17(2)1B b
Combinando estas dos tltimas desigualdades con (2.1) y (2.2) obtenemos:
0< '/ f(z)dz] < / f(z)dz—i-/ f(z)dz —i—’ f(z)dz —l—'/ f(2)dz| <le+46M.
TN [a,] (8.0 [ot.a] [b.B]

Finalmente, tomando & < € y dado que € es arbitrario, se sigue que / g(z)dz = / f(z)dz =0 como
[ZJAN IA

queriamos probar.

Para probar el caso en el que A C G_ UGy con dA = |a,b,c,al] y [a,b] C Gp, podemos partir del
caso anterior.
Denotamos por T al tridngulo contenido en G+ UGy con dT = [a,b,¢,a].

Sabemos que / g(z)dz = / f(z)dz = 0. Veamos que / g(z)dz=0.
aT aT IA

1
Parametrizamos d7; como sigue: Si ¥: [A,B] C R — C es una parametrizacién de d A\, entonces

7 : [A,B] CR — C dada por ¥ (r) = y(¢) es una parametrizacién de d7;.

Dado que g(z) = f(2) siz€ G-y f(Z) = f(z) = f(z) = g(z) si z € Go, tenemos:

[ sz [ 7@z [y wa= [ i@ | s@d=o

como querfamos probar.

Enel casoen el que A C G4 0o A C G_, el resultado se sigue del teorema de Cauchy-Goursat (Teo-
rema 1.7).

También pudiera ocurrir que tuviésemos un tridngulo /A con uno de sus vértices p € Gp y con los
otros dos vértices restantes en G, o en G_. En este caso tomamos x e y en los lados del tridngulo cuyo
vértice comtn es p, dividiendo el tridngulo en cuatro tridngulos considerando x,y y el punto medio del
lado opuesto a p.

AN
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Llamando A, ., al tridngulo con vértices p,x e y y teniendo en cuenta los casos anteriores, tenemos
que:

/ g(z)dz = 0+0+0+/ g(z)dz= / 8(z)dz.
[ZJAN aAp.,,\‘.,y aAP%)‘

Como g es continua en Gy A es compacto, existe N = méAx lg(2)|.
€

Luego,
<N-long(dApy) ——0

Xy—=p

0<|[ ez~ [ d
<|[, s =| [ stor

de donde se sigue que

/(Mg(z)dz =0.

Como ultimo caso aparece el siguiente

G

/AN
[N

Procedemos dividiendo el tridngulo en tres tridngulos cuyos casos ya hemos estudiado, siguiéndose
asi el resultado.

AN
\

2.2. Teorema de series lagunares de Hadamard

En esta seccién vamos a demostrar que existen series de potencias que no pueden prolongarse analiti-
camente a un abierto mayor que su disco de convergencia. Obtendremos asi un resultado de no existencia
de prolongacién analitica.

Comenzaremos definiendo los puntos regulares y puntos singulares de una funcion analitica en un disco.

Definicion 8. Sea D un disco abierto de C, f € (D) y B € dD.

Se dice que 3 es un punto regular de f si existe un disco D con centro 3 y una funcién g € (D)) tal
que f(z) =g(z) VzeDNDy.

A cualquier punto de la frontera de D que no sea regular se le denomina punto singular de f.

De la definicién se sigue que el conjunto de los puntos regulares de f es un subconjunto abierto de la
frontera de D, ya que si B es un punto regular de /'y D es el disco de la definicién 8, entonces dD N Dy
es un conjunto de puntos regulares de f. Ademds, en tal caso, f admite prolongacién analiticaa DU D;.

En lo que sigue de ahora en adelante, en los teoremas tomaremos D como el disco unidad D sin
pérdida de generalidad.
Comenzaremos demostrando que si una funcién viene definida por una serie de potencias, entonces la
frontera de su disco de convergencia tiene al menos un punto singular.

Teorema 2.2. Sea f € 5 (D) dada por la serie de potencias f(z) = Z a,?" (z € D) con radio de
n=0
convergencia 1. Entonces f tiene al menos un punto singular en .
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Demostracion. Procederemos por reduccién al absurdo: Supongamos que todo punto de dID es punto
regular de f.

Por un lado, por ser dD compacto, de todo recubrimiento abierto se puede extraer un subrecubrimiento
finito, es decir, 3 Dy, ..., D, discos abiertos tales que dD C D; U...UD,,.

Por otro lado, como todo punto de dDD es regular, por definicién, existen funciones g; € 7 (D;) con D;
discos tales que el centro de cada Dj estien dDy f(z) =gj(z) VzeDND;, j=1,...,n.
SiD;ND;#0,i,j€{l,...,n}, denotamos V; ; = D;\D; NI # 0 ya que los centros de los discos estdn en
dD, y tenemos que g;(z) = f(z) = gj(z) V¥ z € V; ;. Por tanto, por el Principio de prolongacién analitica
(Teorema 1.5), siendo D; N D; abierto conexo, se tiene que g;(z) = gj(z) ¥z € D;ND;.

fz) sizeD,

gi(z) sizeD; ie{l,..,n}.
Notar que h € 72 (Q) yaque f € (D) y g; € #(D;) paracadai € {1,...,n}.

Como Q es abierto y contiene a I, existe € > 0, concretamente podemos tomar

€= Hin;n{sup{|z\ :zeDiND;} —1}, talque D(0,14+¢) CQyhe s (D(0,1+¢)).

Asi pues, estd bien definidaen Q =DUD; U...UD,, la aplicacién h(z) =

Luego, por el Teorema 1.2, existe una serie de potencias Z b,7" con radio de convergencia mayor o
n=0

igual que 1+ € tal que h(z) = Y by Vz€D(0,1+¢), pero h(z) = f(z) = Y a," VzeD.
n=0 n=0

Entonces, a, = b, ¥ n € NU{0}, teniéndose asi que f(z) = Z a,7" tiene radio de convergencia al menos
n=0
1 + ¢, lo que contradice la hipétesis.

Existe pues, al menos un punto singular en dID como queriamos demostrar. O

Definicion 9. Sea f € /(D). Si todo punto de dD es punto singular de f diremos que JdD es la
frontera natural de f. En este caso, f no tiene extension holomorfa a ninguna regién que contenga pro-
piamente a ID.
Veamos mediante un ejemplo, que existe f € .7 (ID) tal que dD es la frontera natural de f.
Ejemplo 1. Sea f: D — C dada por f(z) = Z 2.
n=0
Comprobemos en primer lugar que f estd bien definida, es decir, que el radio de convergencia es 1.

= Si z =0, entonces la serie converge a 0.

= Siz#0,como lim
n—oeo |7, n

Si0 < |z] <1, lim |z*" = 0y la serie converge absolutamente.
n—oo

z. n . . .
im |z|>", tenemos por el criterio del cociente que:
—>00

. . n . » . .
Si |z| > 1, lim |z|*" = oo y la serie no converge ya que el término general no tiende a 0.
n—soo

Por tanto, el radio de convergencia de esta serie es 1. Ademds, si |z| = 1, r}l_l;rolo lz/*" =1y la serie no
converge.

Observar que f verifica la ecuacioén f(z%) = f(z) —z Yz € D.

Haciendo uso de la ecuacién anterior, veamos que f no estd acotada en cada conjunto |0, eI ), k,n € N.
Para todo n € N se tiene que

7 —1 —1 —1 -2 —1 -2 -2 —1
(&) = f((ZZ"%)Z)Zf(Zf" )—lzzn = (3Z2" )2)3—12" = (ZZI" )-2 = =
n—23 n—. n— n—23 n—23 n— n—
= f((Z )P -2 R I T R e
n—2 Zn—l
flz)—z—22-7* 2 -
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2mik
Seang,kp e N,A €[0,1)yz; = AezTOO.
Por lo anterior tenemos f(z3 ') = f(z2) — 24— 25 — ... — ziﬂoil , de donde:
flza) = f(ZznO) +23 +22+... +Z2"0*1 = f(lznoehiko) +2 +2 4+ _‘_Zz"(rl _
A A A A A
= YA g+ =Y AT
n=0 n=0

Luego, lim f(z;) = lim R +...—|—z2n071 .
& /l—>1*f( l) Aal*,;) /l—>1*( A A )

~~

eC

Probemos pues, que /lh’m Z 22" = oo, Para ello, sea M > 0, buscamos A € (0,1) tal que si A € (Ao, 1)
=17,

> no+n
entonces Z A7 s M.
n=0

oo

No No
Para cualquier Ny € N tenemos que si 0 < A < 1 entonces Z 270 > Z A7 > Z 2200
n=0 n=0 n=0
= (No+1)A2""™.

Por tanto, tomando Ny > 2M se tiene Y A7 > (No+ l)kznowO > (2M + l)kznoﬂ\’o‘
n=0

2n0+N0 ong +Ng

1 " 1
Ahora, si tomamos Ay tal que 3 <A < 1 entonces, si A € (A9,1), A > A’ o 59 para

oo

! n W 1
estos A's, Z 220" > (2M +1)A? LN (2M + 1)5 > M probando asi, que f no estd acotada en cada
n=0

conjunto [O,e%), k,n € N.
El conjunto {ezgfnlk : k,n € N} forma un subconjunto denso de dI), y como el conjunto de los puntos
singulares de f es cerrado (su complementario es abierto), se sigue que dID es la frontera natural de f.

Este ejemplo, en el que aparece una serie de potencias con muchos coeficientes nulos, es un caso
especial del teorema 2.4 debido a Hadamard, derivado del siguiente teorema de Ostrowski.

Teorema 2.3. Sean A, py vy qx € N tales que

pP1<p2<p3<...

Agr > (A+1)pi (k=1,2,3...). (2.3)
Sea

f(2) =Y a.?, 2.4)
n=0

con radio de convergencia 1 y a, = 0 si py < n < gy para algtin k.
Si sp(z) es la p-ésima suma parcial de (2.4) y B es un punto regular de f en dD, entonces la sucesion
(sp(2))5 converge en algiin entorno de P.

Notar que la sucesion (s, (Z));"Zl no puede converger en ningtin punto fuera de D ya que por hipétesis
el radio de convergencia de (2.4) es 1. Por otro lado, segiin asegura el enunciado de este teorema, (2.3)
junto con la condicién que cumplen los coeficientes a,,, proporciona la existencia de una subsucesién que
converge en un entorno de 3. A este fendmeno se le denomina sobreconvergencia.

Demostracion. Si consideramos g(z) = f(Bz), entonces g también cumple la condicién de los a,. Por
tanto, podemos asumir sin pérdida de generalidad que 8 = 1. Por ser este un punto regular de f, f tiene
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una extension holomorfa, que denotamos por fi, a una regién Q tal que DU {1} C Q.

Sea @(w) = %(W’l +whtl) = %w’l(l +w) Vwe Cydefinimos F(w) = fi(@(w)) Vwtal que ¢(w) € Q.

1 1
Si|w| < 1yw= 1, entonces |@(w)| < 5\1+w| < §(|1|+|w|) < 1, luego, |@(w)| < 1. Ademas ¢(1) =1.

Ahora, por continuidad de ¢ y compacidad de D, existe € > 0 tal que ¢(D(0,1+¢)) C Q.
Notar que ¢(D(0,1+ €)) contiene al 1 en su interior.

Como F € 2 (D(0,1+¢€)), por el Teorema 1.2, existe una serie de potencias Z b,w" con radio de

m=0

convergencia mayor o igual que 1+ € tal que F(w) = Z bpyw" Y we D(0,1+¢).

m=0
Tenemos:
Fow) = f(o0w) = Y an(0(w))" = ¥ <Z (2) w“"'">w<“l>’"> Wi <1,
n=0 n=0 m=0

Observamos que la mayor y la menor potencia de w en (¢ (w))" tienen exponentes (A + 1)n 'y An respec-
tivamente.

Asi pues, por (2.3), el mayor exponente en (¢ (w))?P%, que es (A + 1) px, es menor que el menor exponente
en (@(w))%, que es Ag,. Juntando este hecho con la condicién que verifican los a, obtenemos:

P (A+1)pe
Y ailow)" = Y baw"  (k=1,2...). (2.5)
n=0 m=0

oo

La parte derecha de (2.5) converge cuando k — oo si |w| < 1+ ¢, luego (s, (z)), converge
YV z€ @(D(0,1+¢)), es decir, converge en algiin entorno de B = 1 como queriamos probar. O

Como consecuencia obtenemos el siguiente teorema de Hadamard:

Teorema 2.4. Sean A € N, (pi);_, una sucesion de enteros positivos tales que

1
Dk+1 > <1+l>pk (k=1,2,3,...).

Sea

f2) =Y ™, (2.6)
k=1

con radio de convergencia 1. Entonces dD es la frontera natural de f.

Demostracion. Tomando g = pi+1 en el teorema 2.3, la subsucesion (s,, )i, es la misma, salvo por
repeticiones, que la sucesion de sumas parciales de (2.6). Esta ultima no converge para ningin punto
fuera de D ya que por hipétesis el radio de convergencia de (2.6) es 1. Por tanto, por el teorema 2.3,
como el radio de convergencia de la serie es 1, ningin punto de dID puede ser punto regular de f,
concluyéndose asi que dD es la frontera natural de f. 0

Observacién. Si tomamos p; =251, ¢, =1y A € N tal que A > 1 recuperamos lo observado en el
ejemplo 1.

Notar que usamos el Teorema 2.3 para concluir que la frontera natural de una serie de potencias
cumpliendo las condiciones del Teorema 2.4 es dID. No obstante, resulta interesante plantearse encontrar
una serie de potencias verificando todas las hip6tesis del Teorema 2.3.

El ejemplo que presentamos a continuacion se debe a Porter [5].
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(=)

Ejemplo 2. En primer lugar consideramos la serie g(z) = Z z cuyo radio de convergencia R, es 1 ya

n=0
que:

= Si z =0, entonces la serie converge a 0.

Zn+1 3 o .
= Siz+#0,como 11m | ‘"J”‘ | = 1im |z)**", tenemos por el criterio del cociente que:
z n—soo
Si0< |zl <1, lim |z\2 ¥ = 0y la serie converge absolutamente.
n—yoo

. s .3n . , . .
Si|z] > 1, lim |z|2 V' = oo y la serie no converge ya que el término general no tiende a 0.
n—soo

z . 7 n .
Ademds, si |z| = 1, lim |z]*" = 1 y la serie no converge.
n—yoo

Tomando p; = 3*"!, ¢, = 1 y A € N, por el Teorema 2.4, tenemos que dID es la frontera natural de g, es
decir, g no puede converger en ningin entorno de zp con |zp| = 1 (todos los puntos de dID son singulares).

1
Ahora, consideramos P(z) = EZ(Z —1) Vz € Cydefinimos V z € Q, siendo Q el mayor abierto donde f
esta definida, es decir, @ = P~ (D),

o= - £ () - E () B (B ()e) e

— n=0 n=0 \r=0

Notar que a partir de (2.7), dado que las potencias de un término no se solapan con las potencias de otro
término, podemos construir la siguiente serie de potencias

Y by, 2.8)
m=0

cuyo coeficiente de 7" es el coeficiente de 7" que aparece en un tnico término de la serie (2.7). De esta
manera, lo que tenemos es que la sucesion de sumas parciales de la serie (2.7) es una subsucesion de la
sucesion de sumas parciales de (2.8).

Nuestro objetivo ahora es ver que el radio de convergencia de la serie (2.8) es 1. Para ello, en primer
lugar veremos que si |z| < 1 entonces la serie (2.8) converge absolutamente.

Notar que para estudiar la convergencia absoluta de la serie (2.8) basta estudiar lo que le ocurre a cual-
quier subsucesion de la sucesion de sumas parciales de la serie con médulo.

2
1
Por un lado, si |z| < 1 tenemos que Z|2+|Z| =5

n n 3Il
¥ (3N ) e (S 1 (3 L) o (L
o= O L P M DI (L e M

2
donde Z ( 12 ; i ) converge ya que R, = 1. Asi, el radio de convergencia de la serie (2.8) es mayor

|z|(|z] + 1) < 1 y entonces

0 1gua1 que 1.

Por otro lado, como P(—1) = 1y g no converge en 1, la serie (2.7) no converge en -1 y entonces la
serie (2.8) no puede converger en -1 ya que la sucesion de sumas parciales de (2.7) es una subsucesién de
la sucesién de sumas parciales de (2.8). Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie (2.8) es menor
o igual que 1.

En conclusidn, el radio de convergencia de (2.8) es 1.

Como P(1) =0, P es un polinomio y R, = 1, existe U = D(1,6), con 6 > 0, tal que P(U) C Dy
entonces la serie (2.7) converge para todo z € U C Q. Luego, tenemos que la serie (2.8) tiene una subsu-
cesion de la sucesion de sumas parciales que converge en U, aunque no puede converger toda la sucesion
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de sumas parciales dado que el radio de convergencia de (2.8) es 1. Ademds, 1 es punto regular de la
serie (2.8) en dD yaque goP € 5 (Q), DUU C Qy go P coincide con la serie (2.8) en D.

Finalmente, tomando p; = 2- 3%, g, = 3**!1, A € N tal que A > 2 tenemos que la serie (2.8) cumple
la condicién de los coeficientes del Teorema 2.3.
Asi pues, concluimos que la serie (2.8) verifica todas las hipétesis del Teorema 2.3 y por tanto, se da el
fenémeno de sobreconvergencia en 1.






Capitulo 3

Resultados de unicidad de extension
analitica

En este capitulo vamos a estudiar cuestiones relativas a la unicidad de la extensién analitica de una
funcién f € 5#(G), siendo G una region, a una region G| que contenga a G. Es claro que, como con-
secuencia del Principio de prolongacién analitica (Teorema 1.5), si existe una extension analitica de f a
una regién G; conteniendo a G, dicha extension es tnica. Por tanto, habria que matizar la cuestién de
unicidad a la que nos estamos refiriendo.

En este capitulo presentaremos una manera especial en la que una funcién analitica puede extenderse
a un abierto mayor. Esta manera especial serd la prolongacién a lo largo de un camino. Asi pues, dada una
funcioén analitica en un entorno de a y dado un camino de a a b, definiremos un concepto de prolongacién
analitica de la funcién a lo largo del camino, que dard lugar a una funcién analitica en un entorno de b.

La cuestién de unicidad que se plantea ahora es la siguiente: Dados dos caminos de a a b y una
funcién analitica en un entorno de a que pueda prolongarse a lo largo de los dos caminos, ;la funcién
analitica que se obtiene en un entorno de b es independiente del camino?

En la primera seccidn de este capitulo introduciremos formalmente el concepto de prolongacién ana-
litica a lo largo de un camino. En la segunda seccidn, sin estudiar la existencia de dicha prolongacién y
admitiéndola como hipétesis, estudiaremos el problema de unicidad anteriormente mencionado, culmi-
nando con el Teorema de monodromia (Teorema 3.5) que proporciona como consecuencia que si en una
region simplemente conexa G una funcién f € (D), siendo D una regién contenida en G, puede pro-
longarse analiticamente a lo largo de cualquier camino, entonces puede definirse una extension analitica
de f en toda la regién G.

3.1. Prolongacion analitica a lo largo de un camino

Comenzamos esta seccion recordando la definicién de una funcién: Una funcién es una terna (f, G, Q)
donde G y € son unos conjuntos dados denominados dominio y rango respectivamente, y f es una re-
gla de correspondencia que permite asignar a cada elemento de G un dnico elemento de Q. Dadas dos
funciones, para que estas coincidan deben de tener los mismos dominios, rangos y la misma regla de
correspondencia.

En esta seccién enfatizaremos que un cambio en el dominio da como resultado una nueva funcién. De
hecho, el propésito de la prolongacidn analitica es ampliar el dominio.

Consideremos las siguientes funciones:
a) Logz =log|z|+iArgz V z € C\ {0}, analiticaen C\ (—e0,0],

b) Log( 3 ]z:log\zl—i—iArg( 312 V z € C\ {0}, analitica en C\ (—e,0]i,

—_r 3m —n ST
202 202

15
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¢) h(z) = Z(—l)"l(z_nl) Vz€ D(1,1), analiticaen D(1,1)
n=1

donde log denota la funcién logaritmo en R y Argq o 272 con o € R, denota el argumento de z en
(a, 00+ 27 siendo Arg el argumento principal definido como Argz = Arg(_z 72

Notar que son tres funciones distintas, a) y b) son dos prolongaciones analiticas de ¢) pero a) y b) no
son prolongaciones analiticas la una de la otra. Sin embargo, todas coinciden en un entorno del 1. Luego,
no son radicalmente distintas sino que hay una cierta relacion. Esto nos lleva al siguiente concepto para
englobar en el mismo conjunto funciones distintas que coinciden en un entorno de un punto.

Definicion 10. Un elemento de funcion es un par (f,G) donde G es una regién de C y f una funcién
analitica en G. Para un elemento de funcion (f,G) dado, definimos el germen de fen a € G, y lo deno-
tamos por [f],, como el conjunto de todos los elementos de funcién (g,D) talesque a € Dy f(z) = g(z)
para cada z en un entorno de a.

Observacion.

1. Notar que [f], es una coleccion de elementos de funcién y no es un elemento de funcién en si
mismo.

2. De la definicién de germen de una funcién se sigue que (g,D) € [f], < (f,G) € [gla-

3. Dados dos elementos de funcién (f,G;) y (g,G2), no tiene sentido hablar de la igualdad de dos
gérmenes [f], y [g]p ano serque a =b € G} NGy.

4. Dado un elemento de funcién (f,G) y a € G, f puede representarse como una serie de potencias
en un entorno de a.

Definicién 11. Sea y: [0,1] — C un camino y supongamos que para cada ¢ € [0, 1] existe un elemento
de funcién (f;,D;) tal que:

a) y(t) € D;.

b) Paracadar € [0,1] existe § > 0 tal que |s—¢| < 8 con s € [0, 1] implica que y(s) € D, y
[fslys) = Uils)- 3.1

Entonces diremos que (f1,D;) es una prolongacion analitica de (fy,Do) a lo largo de v , o que (f1,D)
se obtiene a partir de (fy, Dp) mediante prolongacién analitica a lo largo de 7.

Como ¥ es una funcién continua y (¢) € D, que es un conjunto abierto, existe 6 > 0 tal que y(s) € D,
si |s —1| < 8. Luego, el contenido importante del apartado b) de la definicién 11 es que (3.1) se cumple si
|s —t| < &, es decir, por el Principio de prolongacion analitica (Teorema 1.5), f;(z) = f;(z) Vz € DsND;
que esté en la misma componente conexa que Y(s) si [s —#| < 8.

Ejemplo 3. Consideramos 7 : [0,1] — C dada por ¥(t) = ¢*™ ¥t € [0,1] y los elementos de funcién
(ft,Dt) = (Log(Zntfn,Zmﬂt]Z?C\ (_oo,o]emm) conr € [Ov 1]'




Prolongacion analitica de funciones de variable compleja 17

Ilustramos el soporte del camino y para cada ¢ el rayo eliminado del dominio.
Veamos que estos elementos de funcién cumplen las condiciones de la definicion 11.

a) y(t) € D, se cumple por c6mo estan definidos y(¢) y D;.

b) La parte correspondiente a la existencia de § > 0 tal que |s —¢| < & con s € [0,1] implica que
Y(s) € D, se sigue por ser ¥ continua y D; abierto conteniendo a ().
Probemos la parte de igualdad entre gérmenes en ¥(s) demostrando que se verifica

LOg(Zm—ﬂ,Qm-i-n] (Y(I)) = LOg(Zns—mZﬂ:s—i—ﬂ:] (Y(I)) .

Para ello, tenemos que ver que 27t = Arg(2m—7r,2m+7r] (v(1)) = Arg(Zns—ﬂ,Zns—i—n] (v(2)).
Sea 6 > 0 tal que |s —¢| < 0 con s € [0, 1], entonces |27t — w — (2ws — )| < 27S y

27t + T — (27s + 7)| < 278. Tomando § < 1 se sigue que |27 — T — (2715 — 7)| < 7 de donde
2wt € (2ms — m,21s + 7| obteniéndose asi la igualdad entre argumentos.

Luego, (f1,D1) = (Log(z 372, C\ (—,0]) = (Logz+27i,C\ (—c0,0]) es una prolongacién analitica
de (fo,Do) = (Logz,C\ (—o°,0]) alo largo de y.

Observacién. Notar que 4 : [0,1] — C dada por A(t) = f,(¥(1)) = Log (21— 7 271-17] (e*™) = 2rit para
todo ¢ € [0,1] es un logaritmo continuo a lo largo de ¥ ya que & es continua en [0,1] y ¢"() = y(r) para
todo 7 € [0, 1].

La proposiciéon que veremos a continuacién muestra que dado un camino y dos prolongaciones a
lo largo del camino, estas dan como resultado el mismo germen, es decir, identificando en un germen
las funciones que coinciden en un entorno de un punto, una prolongacién a lo largo de un camino es
esencialmente Unica.

Proposicion 3.1. Sea y:[0,1] — C un camino de aa by sean {(f;,D;) :t € [0,1]} y {(g:,B¢) : 1 € [0, 1]}
dos prolongaciones analiticas a lo largo de y tales que [fo]a = [g0]a- Entonces [fi]p = [g1]p-

Demostracion. Sea T = {t € [0,1] : [fi]y:) = [&]y()}- Veamos que T es abierto y cerrado en [0, 1], con
lo cual siendo [0, 1] conexo y dado que T # 0 ya que 0 € T por hipétesis, tendremos que 7' = [0, 1].
Comenzamos probando que 7 es abierto.

Seal#teT (sit =1 tenemos lo que queremos demostrar). Por la definicidén de prolongacién analitica
a lo largo de 7y (Definicion 11) tenemos:

a) y(t) € D,NB;.

b) Paracadar € [0, 1] existe 0 > 0 tal que |s—#| < 8 con s € [0, 1] implica que y(s) € D;NB; y

{[fs]y(s) = [filys)s (3.2)

Como ¢ € T, por el Principio de prolongacién analitica (Teorema 1.5), f;(z) = g(z) V z € D,NB; que
esté en la misma componente conexa que ¥(z). Por tanto, como ¥(s) € D, N B, (abierto) si [s—¢| < Jy Y
es continua, [f; ], = [&]y(s) ¥ ¥(s) € D:NB,. Luego, de (3.2) se sigue que [fs](s) = [&s]y(s) si [s —1] <6,
es decir, (r — 8,14 8) C T teniéndose asi que T es abierto en [0, 1].

Ahora, probemos que T es cerrado. Para ello, tomamos ¢ € T’ (conjunto de los puntos de acumulacion
de T) y veamos que z € T. Notar que 7 € [0, 1] ya que T C [0, 1] cerrado.

Nuevamente, tomamos & > 0 tal que y(s) € D,NB; y (3.2) se cumple si |s —#| < §.

Como ¢ € T' existe s € T tal que |s —t| < &. Luego, G = D, N B; N Dy N By es un abierto que contiene a
¥(s) por lo que es no vacio.

Como s € T, por el Principio de prolongacién analitica (Teorema 1.5), f(z) = gs(z) V z € G que esté
en la misma componente conexa que ¥(s) y de (3.2) se sigue que [f;],(s) = [g]y(s)- Nuevamente, por el
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Principio de prolongacion analitica (Teorema 1.5), tenemos que f;(z) = g;(z) V z € G que esté en la
misma componente conexa que ¥(s) la cual, por ser ¥ continua y G abierto conteniendo a ¥(s), también
contiene a y(t). Asf pues, [f;]y;) = [&]y)» es decir, t € T concluyéndose asi que T es cerrado.

En definitiva, hemos probado que 7 = [0, 1] por lo que 1 € T, es decir, [fi], = [g1], como queriamos
demostrar. 0

Este resultado garantiza que pueda proporcionarse la siguiente definicion:

Definicion 12. Sea y:[0,1] — C un caminode aaby {(f;,D;) : t € [0,1]} una prolongacién analitica a
lo largo de y. Diremos entonces que el germen [f1], es la prolongacion analitica de [fyl, a lo largo de 7.

Observacion. La definicion 12 no depende de la prolongacién analitica {(f;,D;) : t € [0,1]} escogida
como hemos probado en la Proposicion 3.1.

Definicion 13. Sea (f,G) un elemento de funcién. Llamaremos funcién analitica completa obtenida de
(f,G) al conjunto .# de todos los gérmenes [g], tales que existe a € G y un camino y de a a b tal que
[g]» es la prolongacion analitica de [f], a lo largo de 7.

Ejemplo 4. Sea (f,G) = (Logz,C\ (—oe,0]). Por lo visto en el ejemplo 3 tenemos que
[Logz+2mi]; € ..

Ademds, considerando ¥, : [0, 1] — C dada por ¥ () = e Vi€ [0, 1], se tiene que [Log( 371:]Zi| e F
4
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y con % : [0,1] — C dada por % (t) = ** V¢ € [0, 1], [Logz +4xi]; € .Z.

Definicion 14. Una coleccion de gérmenes .%# se denomina funcién analitica completa si existe un ele-
mento de funcion (f,G) tal que .# es la funcion analitica completa obtenida de (f,G).

Observacion. Notar que la funcién analitica completa .# es una coleccién de gérmenes en lugar de
una funcién en si misma. El Teorema de monodromia, que demostraremos en la siguiente seccidn, nos
proporcionaré una condicién bajo la cual .% permitird definir una funcién en si misma (Corolario 3.7).

3.2. Teorema de monodromia

En esta seccidn veremos el Teorema de monodromia, el cual da un criterio con el que se puede saber
cuando una prolongacién a lo largo de dos caminos diferentes uniendo los mismos puntos da como re-
sultado el mismo elemento de funcién.

Sean a,b € C; yy o dos caminos de a a b. Sean {(f;,D;) : t € [0,1]} y {(g:,B;) : t € [0,1]} prolon-
gaciones analiticas a lo largo de y y o, respectivamente, tales que [fols = [g0]a, (podemos afirmar que
[fi]» = [g1]»?- En el caso en el que Yy o sean el mismo camino sabemos por la Proposicién 3.1 que si
se tiene la igualdad. Sin embargo, si los caminos son distintos la respuesta puede ser negativa.

Ejemplo 5. Partimos del ejemplo 3 considerando también o : [0, 1] — C dada por o (¢) = e*™ V1 € [0,1].
Tenemos que ¥(0) =1 =0(0), y(1) =1 =0o(1), [fo]s = [g0]1 = [Loga]1, [fi]1 = [Logz+27i]; y
[g1]1 = [Logz+4mi];. Luego, [fi]i # [g1]1.

A continuacién introducimos un lema que nos permitird tomar las regiones de los elementos de
funcién como discos, simplificindose asi demostraciones de lemas posteriores.

Lema 3.2. Sea y:[0,1] — C un camino y {(f;,D;) : t € [0,1]} una prolongacion analitica a lo largo
de . Entonces, para todo t € [0,1] existe r(t) tal que A, = D(¥(t),r(t)) C Dy, {(fi|a,,Ar) 11 €[0,1]} es
una prolongacion analitica a lo largo de Yy, por tanto, R(t), el radio de convergencia de la serie de
potencias de f; en el punto Y(t), coincide con el radio de convergencia de la serie de potencias de J|a,
en el punto y(t).
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Demostracion. La parte correspondiente a para todo ¢ € [0, 1] existe () tal que A, = D(¥(t),r(t)) C D,
se tiene por ser D; region conteniendo a y(¢) (Definicién 11).

Para probar que {(fi|4,,A;) : € [0,1]} es una prolongacién analitica a lo largo de y tenemos que ver que
cumple la Definicién 11.

a) y(t) € A, por como estd definido A,.

b) Dado ¢ € [0, 1], consideramos &; > 0 el dado por la Definicién 11 aplicada a la prolongacién
{(fs,D;) :t €[0,1]} y & = r(¢) > 0. Tomamos & = min(8;,5,). Si |s—t| < & < &, entonces
Y(s) € A, por ser A, abierto conteniendo a y(¢) y ¥ continua, y como |s —¢| < § < §; tenemos que

[fslyis) = Uelys)-

Finalmente, como f; 4, (z) = fi(z) ¥ z €A, el radio de convergencia de la serie de potencias de f; en el
punto ¥(#) coincide con el radio de convergencia de la serie de potencias de f;|4, en el punto y(z). O

El primer paso para probar el Teorema de monodromia es conocer el comportamiento del radio de
convergencia de una prolongacidn analitica a lo largo de un camino.

Lema 3.3. Sea v:[0,1] — C un camino y {(f;,D;) : t € [0,1]} una prolongacion analitica a lo largo de
Y. Para cada t € [0, 1] denotamos por R(t) el radio de convergencia de la serie de potencias de f; en el
punto Y(t). Entonces se verifica una de las siguientes condiciones:

i) R(t) =0 Y1e€]0,1].
ii) R:[0,1] — (0,0) es una funcion continua.

Demostracion. Por el Lema 3.2 existe {(F;,A;) : t € [0,1]} con A; discos, prolongacion analitica a lo
largo de vy tal que [F], = [fi]la ¥ [Fi]p = [fi]»- Por tanto, podemos suponer que D, son discos. Ademas,
podemos tomar D, = D(y(t),R(t)).

En primer lugar, supongamos que existe 7y € [0, 1] tal que R(#p) = o y veamos que R(t) = o para todo
t € ]0,1]. Como R(tg) = oo, f;, es una funcién entera.

Consideramos U = {D(¥(t),6;) : t € [0,1]} recubrimiento abierto de sopy (compacto) siendo & el dado

n
por la Definicién 11 y tomamos Uy = |J D(¥(#;), &,) subrecubrimiento finito de sopy. Notar que por la
i=1

Definicién 11, ¥(to) € Dy, ND(¥(t, ) 6, ) para algtn io. Luego, por el Principio de prolongacion analitica
(Teorema 1.5) y dado que por la Definicién 11 f;, y f;, coinciden en un entorno de ¥(to), fi(2) = fy, (2)
V'z € D,,ND(Y(t,), 6, ) teniéndose asi que R(t;,) = c. Aplicando sucesivamente este razonamiento, ob-
tenemos que R(f;) = Vi=1...n.Sit#1 Vi=1...n,como y(t) € D,ND(y(t;),d, ) para algin iy,
Ji coincide con una funcién entera en D; N D(¥(t;, ), &, ), luego R(#) = oo. Asi pues, hemos probado que
R(t) =00 V1t €0,1].

Ahora, supongamos que R(t) < e V¢t € [0,1] y veamos que R : [0, 1] — (0,c0) es una funcién continua.
Seat € [0,1] y T = y(r). Sabemos que f; puede representarse como una serie de potencias en el punto T

cuyo radio de convergencia es R(t), es decir, f;(z) = Z Ta(z—7)" Vz €Dy

n=0
Por la Definicién 11 existe §; > 0 tal que |s—¢| < 6; con s € [0, 1] implica que ¥(s) € Dy y [fsly(s) = [fily(s)-
Sea s € [0,1] tal que |s —¢t| < 8; y 6 = ¥(s). Tenemos que f; € 5 (D,) y coincide con f; en un entorno
de 0. Luego, por el Principio de prolongacion analitica (Teorema 1.5) y la Definicién 11 (ceDy), fiy

fs coinciden en Dy N D;. Asi pues, f; puede extenderse a una funcién f; analitica en Dy U D;.
Sabemos que f; puede representarse como una serie de potencias en el punto o cuyo radio de convergen-

cia es R(s), es decir, f(z) = Z 6,(z— 0)" V z € Dy. Entonces, como f; € #(D;), por el Teorema de
n=0

analiticidad de funciones holomorfas (Teorema 1.2), R(s) debe ser al menos tan grande como la distancia
decadD,={z€C:|z—1|=R(t)}, estoes,

R(s)>d(6,{z€C:|z— 7| =R(1)}) =R(t) — |t — o
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de donde se tiene que R(¢) — R(s) < |y(¢) — y(s)|-

Con un razonamiento andlogo (cambiando los papeles de s y t una vez fijados) obtenemos que

R(s) — R(t) < [7(t) — 7(s)|. Luego, |R(t) — R(s)| < |¥(t) — ¥(s)] si s —1] < &1

Finalmente, la continuidad de R se sigue de la continuidad de 7. O

El siguiente lema nos dice que si dos caminos van de a a b y estdn suficientemente cerca, entonces la
prolongacién analitica que se obtiene a lo largo de ellos es la misma en caso de existir.

Lema 3.4. Sea y:[0,1] — C un camino de a a by {(f;,D;) : t € [0,1]} una prolongacion analitica a
lo largo de . Entonces existe € > 0 tal que si ¢ : [0,1] — C es un camino de a a b cumpliendo que
ly(t) —o(t)| <e Vte[0,1]y{(g,B:):t €[0,1]} es una prolongacion analitica a lo largo de G tal que
[fola = [gola, entonces [fi]s = [g1]».

Demostracion. Por el Lema 3.2 existen {(F;,A;) : t € [0,1]} y {(G;,C;) :t € [0,1]} con A,,C; discos,
prolongaciones analiticas a lo largo de ¥ y o respectivamente tales que [F;], = [fi|a, [Filp = [fi]ps

[Gt)a = [8t]a ¥ [Gt]p = [g]b- Asi pues, podemos suponer que D, y B; son discos. Ademds, podemos tomar
D, =D(y(t),R(t)) y B = D(o(t),R1(t)) siendo, para cadat € [0, 1], R(z) el radio de convergencia de la
serie de potencias de f; en y(r) y R (¢) el radio de convergencia de la serie de potencias de g, en o (t).
SiR(t) = ¥t e€]0,1], entonces f; es funcién entera V ¢ € [0, 1], y por el Principio de prolongacion
analitica (Teorema 1.5) junto con la Definicion 11 se sigue que f; = fo V¢ € [0,1].

Sean oy {(g;,B;) : t € [0,1]} las del enunciado. Como [fo], = [g0]a> g0 €s una funcién entera teniéndose
asi, por el Principio de prolongacién analitica (Teorema 1.5), que gg = fo. Con esto tenemos que

R (0) = oo para la funcidn gy, luego, por el Lema 3.3, R () = o para todo ¢ € [0, 1]. Por tanto, razonando
de la misma manera que para las funciones f;, g, = go V¢ € [0,1]. Asi pues, las dos prolongaciones
analiticas coinciden, en particular, [f]], = [g1]». Notar que esto es cierto para cualquier € > 0 tal que
ly(t) —o(t)| <eVte|0,1].

Supongamos ahora que R(t) < e V1 € [0,1]. Por el Lema 3.3 R es una funcién continua en [0,1] y
R(t) >0 V1t €]0,1], por lo que alcanza un valor minimo positivo. Tomamos pues

0<e< ;IIGIEgg]R(I). (3.3)
Sean oy {(g;,B;) : t € [0,1]} las del enunciado. Dado que |o(¢) — y(¢)| < € < R(t) V1 € [0,1] junto con
la Definicion 11, tenemos que o(r) € B,ND; V1t € [0,1].
Definimos 7' = {r € [0,1] : f;(z) = g:(z) Vz € B, D, }. Tenemos que probar que 1 € T. Para ello, veamos
que T es abierto y cerrado en [0, 1], con lo cual siendo [0, 1] conexo y dado que T # @ ya que 0 € T por
hipétesis, tendremos que 7' = [0, 1].
Comenzamos probando que 7 es abierto.
Seat € T. Por la Definicién 11 y por continuidad de yy o, existe & > 0 tal que |s —7| < & con s € [0, 1]
implica que
[7(s) —v(1)| <€, [f:*}y(v) = [fl])/(s)a
lo(s) —o(t)| <&, [glo(s) = 8o(s) (3.4)
o(s) € By, y(s) € Dy.

Sea G=B;NB,ND;ND, y s € [0,1] con |s—¢| < . Ya hemos visto que o(s) € B;N Dy. Por (3.4)
o (s) € B;. También tenemos que, sumando y restando ¥(s), por la desigualdad triangular junto con (3.3),
(3.4) e hipotesis:
o (s) = (D) <|o(s) = y(s)| +[v(s) = y(1)] <2& <R(1)
)

por lo que o (s) € D;. Luego, 6(s) € G siendo asi G un abierto no vacio.

ComoreTyGCBNDy, fi(z) =g(z) VzeG. Por (3.4) junto con el Principio de prolongacién
analitica (Teorema 1.5) tenemos que g,(z) = g,(z) V z € G . Ademas, por hipétesis y por ser G abierto
conteniendo a o(s), f5(z) = f;(z) V z € G, obteniéndose que f;(z) = g5(z) V z€ Gy como G tiene
punto de acumulacién en B N Dy, por el Principio de prolongacion analitica (Teorema 1.5), fi(z) = gs(z)
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V z€ BsNDs. Asipues, s € T con |s —t| < 8, es decir, (r — 8,1+ 6) C T teniéndose asi que T es abierto
en [0,1].

Ahora, probemos que T es cerrado. Para ello, tomamos 7 € T’ y veamos que 7 € T. Notar que ¢ € [0, 1]
yaque T C [0, 1] cerrado.

Nuevamente tomamos 6 > 0 el de antes. Como 7 € T’ existe s € T tal que |s —1| < 6.

Por lo visto anteriormente, G es un abierto no vacio que contiene a o(s), gs(z) = g(z) Vz€Gy
f(2)=fi(z) VzeG.

ComoseTyGCBsNDy, fi(z) = gs(z) VzeG.Luego, f;(z) =g(z) Vze€Gycomo G tiene punto
de acumulacién en B; N Dy, por el Principio de prolongacién analitica (Teorema 1.5), f;(z) = g;(z) para
todo z € B,ND;. Asi pues, t € T concluyéndose que T es cerrado.

En definitiva, hemos probado que 7 = [0, 1] por lo que 1 € T, es decir, [fi], = [g1]» como queriamos
demostrar. O

Definicion 15. Sea (f,D) un elemento de funcién y G una region que contiene a D. Entonces diremos
que (f,D) admite prolongacion analitica sin restriccion en G si para cualquier camino ¥ en G con origen
en D, existe una prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de .

Dado que no vamos a probar ningin teorema de existencia de prolongacién analitica, si (f,D) es un
elemento de funcién y G es una region que contiene a D, con el teorema de monodromia supondremos
que (f,D) admite prolongacién analitica sin restriccion en G y estableceremos un criterio de unicidad.

Definicion 16. Sean }p, %:: [0, 1] — G dos caminos contenidos en una regién G tales que
1(0) =1(0) =ay w(l) = n(1) = b, entonces diremos que Yy y 1 son homdtopos de extremos fijos si
existe una funcién continua I": [0, 1] x [0, 1] — G tal que

F(S7O):y0(s)7 F(s,l):yl(s),
[0,7)=a, T(1,t)=0,

con s,t € [0,1].

Teorema 3.5 (Teorema de monodromia). Sea (f,D) un elemento de funcion 'y G una region que contiene
a D tal que (f,D) admite prolongacion analitica sin restriccion en G. Sean a € D, b € G, % y Y1 caminos
de a a b contenidos en G. Sean {(f;,D;) :t € [0,1]} y {(g:,D;) : t € [0,1]} dos prolongaciones analiticas
de (f,D) alo largo de Yy 1 respectivamente. Si Y y Y1 son homdtopos de extremos fijos en G entonces

[filo = [g1]p-

Demostracion. Por ser ¥ y 71 hométopos de extremos fijos en G existe una funcién continua
I':[0,1] x [0,1] — G tal que

F(I,O) = YO(Z)7 F(Za 1) = Y1(t)a

I'0,u)=a, T(1,u)=0n,
cont,u € [0,1]. Fijamos u € [0, 1] y consideramos el camino ¥, : [0, 1] — G dado por ¥, (¢) =T'(¢,u), para
todor € [0,1],deaab.
Por hipétesis, dado que (f, D) admite prolongacion analitica sin restriccién en G y ¥, es un camino en G
con origen en D, existe para cada u € [0, 1] una prolongacién analitica {(h; ,,D;,) i t € [0,1]} de (f,D)
a lo largo de ¥,. Por la Proposicion 3.1, dado que para u = O tenemos dos prolongaciones analiticas
a lo largo de ¥ del mismo elemento de funcién (f,D), [fi]» = [h10]s. Andlogamente, tenemos que
[g1]p = [h1,1]p. Asi pues, vamos a probar que [/ ], = [A1,1]p.
Definimos U = {u € [0, 1] : [h14]p = [h1,0]5}. Tenemos que probar que 1 € U. Para ello, veamos que U
es abierto y cerrado en [0, 1], con lo cual siendo [0, 1] conexo y dado que U # 0 ya que O € U, tendremos
que U =0, 1].
Para ver que U es abierto y cerrado, usaremos el siguiente resultado que probamos a continuacién:
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Resultado 3.6. Sea u € [0, 1], existe d > 0 tal que si |u—v| < 8, conv € [0, 1], entonces [k ,]p = [11,]p-

Demostracion. Por el Lema 3.4, partiendo del camino ¥, y la prolongacién { (A ,,D; ) : t € [0,1]}, existe
€ > 0 tal que si o es un camino de a a b cumpliendo que |y, (1) —o(f)| <& VYt €[0,1]y
{(k:,E;) :t € [0, 1]} es una prolongacion analitica de (f,D) a lo largo de o , entonces

[h1u]p = [kilp- (3.5)

Como I es continua en el compacto [0, 1] x [0, 1], es uniformemente continua. Luego, dado € > 0 existe
6 > 0tal quesi u—v| <&, conve[0,1], entonces |y, (1) — %(¢)| = |T(t,u) —'(z,v)| < eVt €[0,1]. Por
tanto, [hy ], = [h1,], se tiene por (3.5) considerando el camino %, y la prolongacién analitica

{(h,Dyy) 1t €[0,1]}. O

Veamos que U es abierto. Sea u € U 'y § > 0 el dado por el Resultado 3.6. Siv e [0,1]y [u—v| < O
entonces [h1y]p = [h1.4]p = [h1,0]p, por lo que v € U. Luego, (u—8,u+ 6) C U teniéndose asi que U es
abierto en [0, 1].

Ahora, probemos que U es cerrado. Para ello, tomamos u € U’ y veamos que u € U. Notar que u € [0, 1]
yaque U C [0, 1] cerrado.

Nuevamente tomamos 8 el de antes. Como u € U’ existe v € U tal que |u —v| < 8. Luego,

[h1ulp = [h1,v]p = [h1,0]» de donde u € U concluyéndose que U es cerrado.

En definitiva, hemos probado que U = [0, 1] por lo que 1 € U, es decir, [g1]p = [h1,1]p = [h10]s = [filp
como querfamos demostrar. O

Como consecuencia del teorema de monodromia tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.7. Sea G una region simplemente conexa y (f,D) un elemento de funcion que admite
prolongacion analitica sin restriccion en G. Entonces existe una funcion analitica F : G — C tal que
F(z)=f(z) VzeD.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que G # C.

SeaaceDyzeG.Seayuncaminoen Gdeaazy {(f;,D:):t€[0,1]} una prolongacién analitica de
(f,D) alo largo de ¥, que existe por hipétesis.

Definimos Fy(z) = fi(z) y veamos que estd bien definida, es decir, que no depende del camino Y elegido.
Sea ¢ otro camino en G de a a z. Como G es simplemente conexo y distinto de C, por el Teorema de
representacion conforme de Riemann (Teorema 1.8), existe ¢ : G — D homeomorfismo.

Consideramos la aplicaciéon I": [0, 1] x [0, 1] — D dada por I'(¢,u) = u[¢ (c(1))] + (1 —u)[¢ (¥(1))].
Notar que ¢ o o'y ¢ oy son hométopos de extremos fijos en D ya que I' es una funcién continua tal que

{r(m) =o(y(t), T(t,1)=9(c(r)),
[(0,u) = ¢(a), T(Lu)=9(2).

Luego, considerando la funcién continua ¢ ! oT": [0,1] x [0,1] — G tenemos que ¥y ¢ son hométopos
de extremos fijos en G. Asf pues, por el teorema de monodromia (Teorema 3.5), Fy(z) = F5(z) por lo que
F(z) = Fy(z) estd bien definida en G.
Veamos ahora que F es analitica en G.
Seaze G, vy {(f;,D;):t €[0,1]} como antes. Consideramos D(z,r) C Dy, con r >0, w € D(z,r) y
tomamos (fi,D(z,r)) como elemento de funcion en la prolongacion analitica de (f,D) a lo largo de
YU [z,w] correspondiente al segmento [z,w]. Asi pues, tal y como hemos definido F, F(w) = fi(w)
para todo w € D(z,r). Por tanto, F € s#(D(z,r)) y como esto es cierto para todo z € G se sigue que
F € 7(G).
Finalmente, considerando w; € D y tomando (f,D) como elemento de funcién en la prolongacién ana-
litica de (f,D) alo largo de [a,w;], tenemos que F(w;) = f(w;) ¥V w; € D.
En el caso en el que G = C, dado que C es convexo, basta considerar la aplicaciéon I": [0,1] x [0,1] — C
dada por I'(t,u) = u(o(t)) + (1 —u)(y(¢)) para obtener la misma conclusion.

O
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