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Summary

The L? spaces (whose definition will be remembered in Chapter 1) form a very important part of
Banach spaces in the area of Functional Analysis and topological vector spaces. Due to its their key role
in the analysis of measure and probability spaces, L” spaces are also used in certain problems in physics,
statistics, finance, engineering, and other disciplines.

They are sometimes called Lebesgue’s spaces in honor to Henri Lebesgue (1875-1941), although
according to various sources they were first introduced by Frigyes Riesz. The first spaces to appear above
1904 are the spaces L' since they are the basis of the study of integrable functions in the Lebesgue sense.
Because of the duality with these spaces, the spaces L™ of bounded functions appear.

Of independent interest, but no less importants the Hilbert space L?, whose origins are linked to basic
questions of Fourier Analysis. As consequence, it seems natural to study what happens with the spaces
LP with 1 < p <o,

Throughout this work, we will not focus on visualizing typical properties of these L? spaces (such as
for example seeing that they are normed spaces, Banach spaces, etc.), we will take them for granted (due
to the information obtained throughout the degree) and we will collect them (the most important ones)
in the Chapter 1.

Thus, Chapter 1 is dedicated to remembering the results and concepts that we will need and we will
allude to throughout the job. In it we will enunciate the Multinomial Theorem, the Monotone Conver-
gence Theorem, the Dominated Convergence Theorem and the Closed Graph Theorem. Then, we will
introduce the concepts of the L” spaces, discussed above, and spaces of sequences £,,, which are a spe-
cial case of the L? spaces as we will see. After this we will give three important properties and state the
Holder’s Inequality.

Chapter 2 is dedicated to give conditions so that the content between spaces of function with different
measures L” () and L7(v) is (or is not) present. To do this, we will first present two examples of well-
known relationships in Mathematical Analysis. Later, we will look for a more general content between
function spaces, and finally we will characterize all relations between spaces with positive measures.

Chapter 3 is dedicated to define the Rademacher functions and the Walsh functions, two types of fun-
ctions that we will see if they form (or not) an orthonormal basis of L2. Later, we will prove the famous
Khintchine inequality, which together with a corollary that we will prove, finds ¢, as a subspace of L”
(for real p > 1) through the functions of Rademacher. We will see the case p = o as a singular case for
which we will see that depending on whether we consider R or C, the result varies.

Finally, Chapter 4 is dedicated to see the studies carried out by Kadec and Pelcynski about the struc-

ture of the subspaces of L”. Through the results of Chapter ?? and new results about a type of subspace
that we will define, we will have information about any dimensional infinite subspace of a L” space.
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Resumen

Los espacios L? (cuya definicién serd recordada en el Capitulo 1) forman una parte muy importante
de espacios de Banach en el drea del Andlisis Funcional y de espacios vectoriales topoldgicos. Debido a
su papel clave en el anélisis de los espacios de medida y probabilidad, los espacios L” también se utilizan
en ciertos problemas en fisica, estadistica, finanzas, ingenieria y otras disciplinas.

A veces se denominan espacios de Lebesgue, en honor a Henri Lebesgue (1875-1941), aunque segtin
diversas fuentes fueron introducidos por primera vez por Frigyes Riesz. Los primeros en aparecer sobre
1904 son los espacios L' ya que son la base del estudio de funciones integrables en el sentido Lebesgue.
Por la dualidad con estos espacios, posteriormente aparecen los espacios L™ de funciones acotadas.

De interés independiente, pero no por ello menos importante, es el espacio de Hilbert L2, cuyos ori-
genes son vinculados a cuestiones bésicas del Anélisis de Fourier. Como consecuencia, parece natural
estudiar que ocurre con los espacios L” con 1 < p < co,

A lo largo de este trabajo, no nos centraremos en visualizar propiedades tipicas de estos espacios L?
(como puede ser ver que son espacios normados, de Banach, etc.), las daremos por demostradas (debido
a la informacion obtenida a lo largo del grado) y las recogeremos (las de mayor importancia) en el Capi-
tulo 1.

Asi pues, el Capitulo 1 estd dedicado a recordar los resultados y conceptos que necesitaremos y
haremos alusion a lo largo del trabajo. En él enunciaremos el Teorema Multinomial, el Teorema de la
Convergencia Monotona, el Teorema de la Convergencia Dominada y el Teorema del Grdfico Cerrado.
Después, introduciremos los conceptos de espacios de funciones L”, comentados anteriormente, y los
espacios de sucesiones £, los cuales son un caso especial de espacios L” como veremos. Tras esto dare-
mos tres propiedades importantes y enunciaremos la Desigualdad de Holder.

En el Capitulo 2 buscaremos dar condiciones para que se tenga (o no) el contenido entre espacios de
funciones con distintas medidas L” () y L4(v). Para ello, primero presentaremos dos ejemplos de rela-
ciones muy conocidas en Andlisis Matemdtico. Posteriormente, buscaremos un contenido mds general
entre espacios de funciones, y por dltimo caracterizaremos todas relaciones entre espacios con medidas
positivas.

En el Capitulo 3 definiremos las funciones de Rademacher y las funciones de Walsh, dos tipos de
funciones que veremos si forman (o no) una base ortonormal de L?. Posteriormente, demostraremos la
famosa desigualdad de Khintchine, que junto con un corolario que demostraremos, encuentra ¢, co-
mo subespacio de L? (para p > 1 real) a través de las funciones de Rademacher. Veremos el caso p = oo
como un caso singular para el que veremos que dependiendo de si consideramos R 6 C, el resultado varia.

Por dltimo, en el Capitulo 4 veremos los estudios realizados por Kadec y Pelcynski sobre la estruc-
tura de los subespacios de L”. A través de los resultados del Capitulo 3 y de nuevos resultados acerca
de un tipo de subespacio que definiremos, tendremos informacién sobre cualquier subespacio infinito
dimensional de un espacio L”.
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Capitulo 1

Resultados previos

En este capitulo vamos a recordar algunos conceptos y resultados ya conocidos y de los que daremos
uso a lo largo de este trabajo (ver por ejemplo, [8, Pdg. 21-22, pag. 26-27 y pig. 63-68], [9] y [5, Pag.
58]).

Teorema 1.0.1 (Teorema Multinomial). Para cualquier entero positivo m y cualquier entero no nega-
tivo n, la formula multinomial nos dice que

M=

(

x)' =1 +x+ . txy) = (
i=1 ki+ky+...+kp=n

n %
kl!kz!...km!> [1 «" (1.1)

1<t<m

Sea (Q,Y, 1) un espacio de medida en lo que sigue.
Definicién 1.0.2. Sea {E;}}_, C ¥ (E; y E; disjuntos si k # j) con p(Ey) < co para todo k = 1,...,n,
entonces las funciones simples son aquellas de la forma

s(x) = i arXe, (x) con g € C. (1.2)
k=1

Teorema 1.0.3 (Teorema de la Convergencia Monétona). Sea f, : Q — [0,0| una sucesion de funcio-
nes medibles para todo n € N que cumplen

0< fi(x) < falx) <...fulx) < ... < oo, paratodo x € Q.

Entonces, si f(x) = lim f,(x) para todo x € Q, se tiene que f es una funcion medible no negativa tal que
n—yoo

/fduzlfm/fndu.
Q n—=e.JQ

Corolario 1.0.4 (Corolario del Teorema de la Convergencia Monétona). Sea f una funcion medible
de Q, entonces existe una sucesion { f, }nen de funciones simples en Q tal que

i)
lim f,(x) = f(x) para todo x € Q. (1.3)

n—oo
ii)
[ rdu=rtim | fdn.
Q n—e JQ

Teorema 1.0.5 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea {f,},cn una sucesion de funciones
complejas medibles en Q tales que f(x) = lim f,(x) existe para todo x € Q. Suponer que existe una
n—o0

funcion g medible con [q|gldu < oo tal que |f,(x)| < g(x) para todo x € Q, n € N. Entonces

n—yoo

/fdu:lim fodut. (1.4)
Q Q

1



2 Capitulo 1. Resultados previos
Teorema 1.0.6 (Teorema del Grafico Cerrado). Sean X e Y espacios de Banach. Si T : X — Y es una
aplicacion lineal cerrada, entonces T es acotada, o sea continua.

Definicion 1.0.7. Sea p € (0,) real. Recordar que podemos definir una clase de equivalencia [f] sobre
las funciones con valores complejos que coinciden en casi todo punto de Q. Se definen los espacios
LP(Q,Y, 1) (LP(u) de forma simplificada) sobre las clases de funciones como sigue

@) = {11+ f medivley | flpag, = ([ 0P '/ <=},
A si mismo, si p = oo, definimos

L@ 5 1) = {[f]  f medible y [|f] (o g0 = infk > 0 : p({x € Q1 [£(x)] > k}) = 0} < oo}
Nota 1.0.8. i) Por comodidad, escribiremos f en lugar de [f]y |||, := [|[|zr(q,x,u) €N 10 que sigue.

ii) Notar que si i es la medida de contar, denotaremos L”(u) = £,(€2). Ademads, de aqui en adelante,
cuando pongamos £, estaremos en el caso particular en que Q = N.

Teorema 1.0.9. Sea p € [1,00|, entonces (LP (), ||-||,) es un espacio de Banach.

Teorema 1.0.10. Sea p € [1,0| y { f, }nen una sucesion en LP () tal que lim f, = f. Entonces { f, }nen
n—yoo

tiene una subsucesion que converge en casi todo punto a f.

Teorema 1.0.11 (Desigualdad de Holder). Sean 1 < p,q < o tal que é—l—é =1y fy g funciones
medibles. Entonces, se cumple

178l < 171pl18llq- (1.5)

Teorema 1.0.12. Sea X un espacio de Banach e Y C X un subespacio. Entonces Y es un espacio de
Banach con la norma restringida de X en'Y siy solo si Y es cerrado en X.



Capitulo 2

Relaciones entre los espacios L7 (1) y L4(v)

Sea Q un conjunto no vacio, ) una c-dlgebra definida sobre Q y sean u,v dos medidas definida
sobre Y. En lo siguiente, sean (Q,Y., 1) y (Q,Y, V) los espacios de medida correspondientes.

A lo largo de este capitulo, primero vamos a considerar i = v para ver dos ejemplos de muy cono-
cidos contenidos entre espacios L” () y L7(1) que nos ilustrardn los resultados mds adelante. Después,
buscaremos un contenido mds general cémo L”(u) C L?(v), donde tendremos dos medidas distintas
definidas sobre la misma o-dlgebra. Por tltimo, trataremos de caracterizar todas medidas positivas
en (Q,Y) que cumplen LP(u) C L?(u), y a su vez, las que cumplen L9(u) C LP(u) para cualesquier
p,g€Rtalesque 1 < p < g <oo,

2.1. Primeras relaciones

Tomaremos en primer lugar espacios de medida particulares para ver dos ejemplos de muy conocidas
relaciones en el mundo del Andlisis entre espacios LP (i) y L9(u) para cualesquier p,q € R reales tales
que 1 < p < g < 0. Véase para més informacién acerca de estos ejemplos [10, Pdg. 195-198], [11, Pag.
12-14], [1, Pag. 479-481] y [12, Pag. 186].

Ejemplo 2.1.1. Sea p € [1,0) real y (Q,P(Q), i) un espacio de probabilidad con u la medida de contar.
Recordar, que en cualquier medida, la integral de una funcién f(x) positiva es el supremo de las integrales
de funciones simples s(x) tales que s(x) < f(x). Ademds, en medida de contar, la norma p de una funcién

1/p
simple s(x) es ( Y |s(n)|p>
neQ
Fllp = sup{( L |f(m)|")"/7}. Por ende, |f(m)| < [|1],-
ne
Por tanto, es facil ver que £,(Q) C ¢,(Q) para cualesquiera p,q € R tales que 1 < p < g <o yaque

Asi pues,

1715 = [ Lol duatn) = [1£)171 7 dpatn) < L1577 [ 176n)17 dpm) = £ 61 = 11
Q Q Q

Porello, ||f|lg < [|f]|p- Asipues, si f € £,(Q), es decir, si || f||, < oo, entonces || f||; < || £, < oo, lo que

equivale a que f € £,(Q).

Ejemplo 2.1.2. Si consideramos ahora u cualquier medida tal que p(Q) < e, con 1 < p < g < oo,
podemos ver que L9(u) C LP(u) ya que

= Si p =g, el contenido es trivial.
= Sig=co,setiene |f|} = [o|fIPdu < follflIZdu = || £]1Z1(€2). Entonces || f]|, < n(€)"/7|f]l

3



4 Capitulo 2. Relaciones entre los espacios LP () y L1(v)
= Supongamos pues que p < g < oo, y por tanto 9 ¢ (1,00). Por ende
p

5= [1ran = [Irrran < ([ armFan)” ([0 an)

= <./9|f’qdﬂ> q N(Q)% = HfHé’u(Q)I*? Y por tanto|| f]|, < y(Q)%ﬁHqu_

Observacion 2.1.3. Si u(Q) = 1, para cualesquier p,q > 1 reales tal que p < g hemos probado que
Il f1lp < |1 f|l4- Es decir, la funcién t — || f||; es creciente para cualquier ¢ real.

2.2. Relaciones entre L”(p) y LI(v)

Sea (Q,Y, 1), (Q,Y,Vv) dos espacios de medida definidos respectivamente como antes. Los resulta-
dos de esta seccion han sido tomados de [1, Pag. 342-345].

Nota 2.2.1. Teniendo en cuenta la definicién de conjunto L” como espacio métrico (el espacio cuyos
elementos son clases de equivalencia y no funciones), cuando escribimos L?(u) C L9(v), lo que real-
mente queremos decir es que las clases de equivalencia de las funciones de L” () pertenecen a L7(Vv)
como clase de equivalencia. La otra interpretacién para L”(u) C L7(v) es cualquier funcién f individual
que cumpla [|f(®)|?du(®) < e cumpla también [|f(®)|?dv(®) < eo.

El siguiente lema muestra la equivalencia entre estas dos posibles interpretaciones que podemos tener
al escribir L”(u) C L9(v). Asi pues, tras haber demostrado dicho lema, daremos uso de cualquiera de las
interpretaciones sin mencionar el lema especificamente.

Lema 2.2.2. Sean p,q € R tales que 1 < p < g < 0. Se tiene la inclusion LP (1) C L1(Vv) en el sentido de
clases de equivalencia si' y solo si v es absolutamente continua ' respecto de |1 y se tiene LP () C L4(V)
en el sentido de funciones individuales.

Demostracion

= Suponer L?(u) C L(v) en el sentido de clases de equivalencia. Sea E un conjunto de Y} con
U(E) = [oxedu = 0, se tiene pues que xg estd en la clase de equivalencia del 0 en L” (), pero dicha
clase de equivalencia del 0 pertenece también a L?(Vv) por hipétesis. Por tanto, O es necesariamente la
clase de equivalencia del 0 en L?(Vv), asi que xz € 0 implica que Yz = 0 a.e.v. Por tanto se tiene que
V(E) = [oxedv =0. Asi pues, v < U.
<« Trivial. ]

A continuacién, veremos un resultado que relaciona dos espacios con medida distinta, el cual dare-
mos uso mds adelante.

Teorema 2.2.3. Sean p,q € R tales que 1 < p < g < oo. Se tiene LP () C LI(v) siy sélosiv < Ly
existe una constante C(p,q) tal que

1

low < C(p,a) | fllpu paratodo £ € L7 (). @1

'Recordar que Vv es absolutamente continua respecto de i, en simbolos vV < [, si para todo conjunto medible E tal que
U(E) =0, se tiene también que V(E)=0.
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Demostracion
= Suponer L?(u) C L7(v). Sabemos que por el Lema 2.2.2 v es absolutamente continua respecto de
u. Por tanto, nos queda ver la desigualdad. Sean p,g > 1. Definimos el siguiente operador lineal
I:LP(n) — Li(v)
fr—= () =f.
Ahora, demostremos que dicho operador es cerrado.

Sea f,, una sucesion de funciones de LP(u) tal que f, M Fyl(fn) M g para algin f € LP(u) y al-
gin g € L7(v). Como {f,,} converge a f en L (1), { f,} es de Cauchy en L?(u) y por el Teorema 1.0.10,
podemos encontrar una subsucesion { f,,,} de {f,} tal que f,, — fae.u y fn, — g a.e.v.

Como V es absolutamente continua respecto de u, podemos escribir lo anterior de la siguiente forma

fu — faev, f,, —gaev.

Entonces, por unicidad del limite se sigue que f = g a.e.V, lo que significa que viendo estas dos funciones
como elementos de L?(Vv), son la misma funcién.

Asi pues, el operador lineal / es cerrado y por el Teorema 1.0.6 (notar que L (i) y L7(v) son ambos
espacios de Banach por el Teorema 1.0.9) se sigue que / es continua y que / es un operador acotado, es
decir, existe una constante C(p,q) tal que

1Fllgw = 1(H)llgy < C(p,q) [1fllp.u paratodo f € LP(p).

< Obvio. Sea f € LP(u), entonces || f]|pu < oo, y por la desigualdad (2.1) se sigue que || f]|4,v < oo,
luego f € LI(v). O

Ahora, aplicaremos este tiltimo teorema a distintos casos para obtener resultados mds concretos acer-
ca de este tema.

Proposicion 2.2.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) LP(u) C LP(V) para algiin p € [1,0| real.
ii) v es absolutamente continua con respecto de [l y ademds existe una constante D tal que
V(E) < Du(E), (2.2)
para cualquier conjunto E de Y .

iii) L'(u) C L'(v).

iv) LP(u) C LP(v) para cualquier p € [1,00] real.
Demostracion

i) = ii): La continuidad absoluta de v respecto de u se sigue del Lema 2.2.2. Como L?(u) C LP(v),
por el Teorema 2.2.3 existe una constante C(p) tal que

1A llp.v < C(P) If]lp.u paratodo f & L (u). (2.3)

Tomamos cualquier conjunto E de ¥ con p(E) < oo (xg € LP(u)). Aplicando (2.3) a f = g vemos que
V(E)? = (Jo(xe)? dv)'"" = |xellpw < C) xEllpu = C(p) (Jo(xe)?dw)"/? = C(p) u(E)'/?. Por
tanto, V(E) < Du(E) con D = C(p)P.

Para el caso en que tomemos E con (E) = oo es obvio que se cumple (2.2) pues V(E) < oo.



6 Capitulo 2. Relaciones entre los espacios LP () y L1(v)

n
ii) = iii): Demostremoslo en primer lugar para funciones simples. Sea f = Z arxe, ((1.2)) € L! (1) con

k=1
Ey y E; disjuntos si k # j, se tiene lo siguiente
| n n n |
Iy = X lael v (Er) = Y la|Du(E) =D Y lag|w(E) = DI f |1 - 24)
k=1 2) k=1 k=1

Lo anterior equivale a que cualquier funcién simple f en L' (i) cumple a su vez que estd en L!(v).

Si cogemos ahora cualquier funcién f en L!(u) y tomamos una sucesién {f,} de funciones simples en

1
L'(u) tal que f, M f (dicha sucesi6n existe por el Corolario 1.0.4). Por ser {f,} convergente, es a

su vez una sucesién de Cauchy en L'(u). Ahora, (2.4) implica que {f,} es una sucesién de Cauchy en

L'(v),y como L!(v) es de Banach, se sigue de aqui que {f,} converge también en L' (V) a una funcién

LI
gL\ (v) (f, & g). Usando un argumento de subsucesiones andlogo al usado en la demostracion del

Teorema 2.2.3, llegamos a que f = g a.e.v. Como g € L'(v) y f = g a.e.v, obtenemos que f € L' (v).
iii) = iv): Si f € LP(u), entonces |f|? € L' (u). Por iii) se sigue que |f|” € L' (v), es decir, f € LP(v).
iv) = 1): Trivial. O

Nota 2.2.5. La demostracién de esta proposicion muestra que la constante D en ii) puede ser tomada
independientemente de p, ya que podemos tomar D = C(1).

Trataremos de visualizar esta proposicion a través de un ejemplo.

Ejemplo 2.2.6. Consideramos Q = [0,1] y ¥ = B([0, 1]) los bolerianos de [0, 1]. Sea u la medida de Le-

. < 1
besgue y v una medida tal que dv = d(x)dx con d(x) = { g 1 Z (1) zii i
T2 2 =*=

una funcién continua

en el intervalo compacto [0, 1].
06
04

02

02
Figura 2.1: Grafico de la funcién d(x).

Tomamos un p € R tal que p > 1, veamos que se tiene L” (i) C LP(v) y habremos visto que son ciertas
1), i) y iv) de la Proposicién 2.2.4.

1 1 1
Notar que si x € [0, 1], entonces x — 5 <l1- 5 =5 ypor tanto

1 i 1 1
171 = [Ureraax = [Frerods+ [[1rwPre- e = [ 17@PE=3)ds

1 % %
< / WPy ( /;|f(X)|”dx+| / f(X)l’dx]> <3 ( / Ipacs [ dx)

I 1 1
— — p
=5 1P dx= 31715 Y por anto £l < 571l
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1
Por tanto, si f € LP(u), es decir, si || f||,,u < oo, entonces || f]|pv < meHp# < oo, lo que equivale a
que f € LP(v). Porende, LP(u) C LP(v).
Notar que el contenido contrario no se da para cualquier p.

Sea f(x) = !
x

_1
2

. Asi pues, como

~1
) Ll AT ,
||f||p,v:/| 1| (x—f)dx:/ T dx <oosip<?2.
? X—3 2 3 \* 3

1 1 )
17l = [ | v <esip<1,
0 Xx—3

Sin embargo,

Por ende, tomando un p € [1,2), se tiene que f € LP(v), y que f ¢ LP(u). Asi pues, LP(v) Z LP(u).
Ahora, tomando un conjunto E C B([0,1]) se tiene

1 1 1 1
V(E):/ldv:/ld(x)dx:/(x—f)dx:/xdx—f/ldx < /ldx—f[.t(E):f/,L(E).
E E E 2 E 2Je Ecs(o)/E 2 2

1
Tomando D = 3 se tiene (2.2) y por ello v es absolutamente continua respecto de u, verificando ii).

2.3. Relaciones entre L” (1) y L(u)

Ahora, vamos a clasificar todas medidas positivas p en (Q,Y") que cumplen LP(u) C L(u), y a su
vez, las que cumplen LY(u) C LP () para cualesquier p,q € R tales que 1 < p < g < oo. Para ello, hemos
tomado resultados de [1, Pag. 342-345], [2, Pag. 203-206] y [3, Pag. 479-481].

Proposicion 2.3.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) LP(u) C Li(u) para algin p,q € R tales que 1 < p < g < oo.

ii) Existe una constante m > 0 tal que
U(E) > m, (2.5)

para cualquier conjunto E no [-nulo de Y.

iii) LP(u) C L(u) para cualesquiera p,q € R tales que 1 < p < g < oo.

Demostracion
i) = ii): Aplicando el Teorema 2.2.3, existe una constante positiva C tal que

1fllg.p < ClIfllpu paratodo f € LP(u). (2.6)

Sea E un conjunto no p-nulo de Y con medida finita. Entonces f = xg € LP(u) C L?(v), y aplicandole
(2.6) a f = xr obtenemos W (E)"/4 = ||xg

1 1
o < CllEellp = C(E)'/7. Como p < g implicaque - >

11 1 rq . .
y ademds 0 < u(E) < oo se tiene que p(E ); g > c Tomando m = C74 se tiene ii).

ii) = iii): Sea f € LP(u) y n € N fijo, definimos
E,={weQ: |f(w)]>n}.

Notar que se tiene

wu(E) = [ wran< [ |frdp < [ Ifiran <o
Ey, E, Q
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Asi pues, U(E,) < o para cualquier n € N. Entonces, por la hipdtesis de ii) estamos en una de las dos
situaciones siguientes

a) u(E,) =0.
b) u(E,) # 0, entonces por ii) se tiene w(E) > m.

Por otro lado, E, 41 C Ey, p(Ey) <eoy ()| E, =0 implica que pi(E,) 2700,
n=1
Entonces, existe algtin entero positivo Ny tal que |f(@)| < Ny para casi todo punto @ € Q. Por ende

[iriodu = [ 157170 rdu < NG [ f1Pdp <
Q Q Q

iii) = i): Trivial. O

Proposicion 2.3.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) L9(u) CLP(u) para algiin p,q € R tales que 1 < p < g < oo,

ii) Existe una constante M > 0 tal que
W(E) <M, 2.7)

para cualquier conjunto de medida finita E de Y.

iii) LP(u) C LP(u) para cualesquiera p,q € R tales que 1 < p < g < oo,

Demostracion
i) = ii): Usando de nuevo el Teorema 2.2.3 como en la demostracion de la Proposicion 2.3.1, existe
una constante C > 0 tal que

w(E) P <cu(E)',

para todo conjunto de medida finita £ de ).

Como — > —, si E es un conjunto de ) de medida no nula y finita (si es nula la desigualdad es trivial) se
p

tiene que u(E )%_% < C. Tomando pues M = C77 > 0 obtenemos ii).
ii) = iii): Sea M el menor entero tal que (2.7) se cumple. Existe una sucesion {F;,} de conjuntos de Y,
con medida finita tal que p(F,) —— M.

m

Sea S = U F,, se tiene pues 1 (S) = u( U F,) = h’in wu( U F,). Veamos que u(S) = M.
n=1 e 1

n=1 n

m

m
: Por la eleccién de M, u( U F,) <M para todo m € N. Por tanto p(S) < lim ,u(U F,) <M.
M—yoo

n=1 n=1

[ ]
M

oo

= D: u(F,) < p(|JF) =u(S) paratodon € Ny u(F,) 2% M. Por tanto p(S) > M.

n=1

Sea T = Q — S, podemos concluir que o bien (7) =0 6 T es un dtomo de medida infinita>. Ahora, si
f€LP(u), fdebe anularse en T a.e.u. Por tanto

/Qlfl"du=/S|f!"du+/T|fdeu:/S|f\f’du.

2Sea (Q,Y, 1) un espacio de medida, un conjunto A C Q en Y. es un dtomo si
1. u(A)>0.
2. Para cualquier subconjunto medible B C A con u(B) < u(A), entonces u(B) = 0.
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Ahora, sea f € LY(u) y recordando que u(S) =M < o se tiene

fiovau= [isrniau < (/S\l\du> (/S!f\”du> —u(9)" (/S\f\”du> <o

Por tanto, f € LP(u).
iii) = i): Trivial. 0

Ejemplo 2.3.3. Consideramos Q = N} = P(N) y u la medida de contar. Recordar que en el Ejem-
plo 2.1.1 demostramos que ¢! C 2 C ... C ¢P C ... C ¢4 C ... C £~ para cualesquiera p,q niimeros reales
tales que 1 < p < g < oo, probando que se cumple tanto i) como iii) de la Proposicién 2.3.1.

Notar que, con la medida de contar, todos los conjuntos (salvo el vacio), minimo, tienen medida 1 (con-
tienen un punto de N), es decir, para cualquier conjunto E C P(N) de medida pu no nula existe una
constante m = 1 > 0 tal que p(E) > m, cumpliendose (2.5).

Sin embargo, no se cumplen ni i), ni iii) de la Proposicién 2.3.2 por lo que acabamos de comentar. Ade-
mds, no podemos decir que exista una constante M > 0 tal que u({1,...,n}) = n < M para cualquier n
natural, es decir, tampoco se cumple ii).

Ejemplo 2.3.4. Por otro lado, si tomamos Q = [0, 1], = B([0,1]) y ¢ la medida de Lebesgue, demos-
tramos también en el Ejemplo 2.1.2 que por ser 1(Q) = 1 < oo, se tiene L*([0,1]) C ... C L7([0,1]) C
..CLP(]0,1]) C ... C L*([0,1]) € L'(]0,1]) para cualesquiera p,q € R tales que 1 < p < g < oo, es decir,
no se cumplen ni i), ni iii) de la Proposicién 2.3.1. Ademds, podemos tomar un € > ( tan pequefio como
queramos de forma que ([0, €]) = €, demostrando que no se cumple tampoco ii).

Pero sin embargo, si que se cumplen, por lo anterior, i) y iii) de la Proposicion 2.3.2. Notar que cualquier
conjunto de medida finita E de B([0,1]) (todos son de medida finita) cumple u(E) < u(Q) = 1. Por
ende, tomando M = 1 > 0 es obvio que se cumple (2.7), y con ello ii).
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Capitulo 3

Desigualdad de Khintchine

En este capitulo nos centraremos en ver que ¢, es subespacio de L? y que una base de ¢, son las
funciones de Rademacher. Para ello, debemos antes definir este conjunto de funciones muy conocidas en
Matematicas que necesitaremos para demostrar la Desigualdad de Khintchine.

Sea (Q,Y, 1) un espacio de medida. Consideramos ahora el caso de una medida u no atémica (para todo
o€ Q, u({w}) = 0). Podemos demostrar que si el espacio L”(Q,Y, 1) es separable y i es una medida
no atémica, entonces L”(Q,Y . 1) es isométricamente isomorfa a L”([0,1],dr) (la demostracién no la
veremos, pero si se desea consultar, ver [6, Pag. 123—-131]). Asi pues, podemos limitarnos a estudiar este
dltimo espacio, que llamaremos L? para abreviar.

A lo largo de este capitulo, daremos uso de informacién sacada de [4, Padg. 137-144], [5, Pag. 40-41] y
[8].

3.1. Funciones de Rademacher
Definiciéon 3.1.1. Sea L”(1 < p < o), las Funciones de Rademacher quedan definidas por
{  ra(r) =sign(sin2"zr) para todo r € [0,1] si n € Ng = NU{0},

dénde sign(x) =1 six >0, sign(x) = —1six <0y sign(0) =0.

o 14 12 34 1 t

" L L
1] 14 12 34 1 t

" n n L
o 14 1z 3/4 1 t

Figura 3.1: Gréfico de las primeras 4 funciones de Rademacher.

11
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Veamos que dicha sucesion de funciones reales forman un sistema ortonormal, ya que posteriormente
veremos que son base de /5.

Nota 3.1.2. Las funciones de Rademacher se pueden expresar a su vez como sigue:

2"
ra(t) = Z(—l)kilx[kz;n]%n] para todo n € No. (3.1)
k=1 ’

Demostracion
Sea n € Ny. Observar que sin2" 7t tiene en [0, 1] 2" + 1 ceros (o cambios de signo). Por tanto dividi-
mos [0, 1] en 2”7 + 1 subintervalos

0 =n. .21 3z "—V)rm 2w, [, k—1 k
w7 2l VYV )~ Ul )
k=1

[0,1] =

Asf pues, en cada subintervalo de la forma [£31, X1, sin2"7r cambia su signo. Notar que en [0, 5] el

s n
valor del sin2"t es siempre positivo, es decir, r,(¢) = sign(sin2"7t) para todo ¢ € [0, 5.
2)1
Por tanto, r,,(t) = Y| (—1)k! X1 x)(1), como queriamos demostrar. O
) n
k=1

on

Lema 3.1.3. Las funciones de Rademacher forman un sistema ortonormal pero no una base ortonormal
de 2.

Demostracion
Teniendo en cuenta (3.1) se tiene que

&
1 on on on 1 1 on
< Fayt >:/rn(t)rn(t)dt: y / =Y - =—Yi1=1
5 =17, =12 2eE
S

Por otro lado, si tomamos n ## m (sin pérdida de generalidad cogemos n < m), y tenemos en cuenta que
2)1
k—1 k
[0,1] = U [7, ﬁ]’ obtenemos
k=1

k
1 1 n 2"
2
<rn,rm>=/rn(t)rm(t)dt:/sign(sin2"7tt)sign(sin2m7rt)dt: Z /sign(sin2”7rt)sign(sin2mm)dt.
0 0

k=17,

k—
on

k .
TRETL entonces 2" 7t estd en el intervalo ((k— 1)m, k),
y por tanto el signo de sin2" 7t es constantemente +1 o —1 en dicho intervalo (recorre desde un cero del

seno al siguiente). Por otro lado, sign(sin2"xt) recorre 2" periodos completos (veces que va desde un

cero del seno al siguiente cero), por tanto cada sumando es 0.
27!
Es decir, tenemos que < ry,, 1, >= Y. 0=0.
k=1
En resumen, tenemos que si n = m, obtenemos que < r,,r, >= 1y si n # m obtenemos < ry,r,, >=0,

es decir, las funciones de Radamacher forman un sistema ortonormal de L*([0, 1],dt).
Sin embargo, definiendo una funcién no nula como f(z) = ¥, 13 (t)— % #0yfijandounn € N (sin=0
es claro que < rp, f >=0) se tiene

Si nos fijamos en cada sumando, si ¢ va de
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N —

1
2" B 1 B
Z/(—l)" 1;5[@;"172%](;)61;:0—52(—1)" 1/1dt:2n+l (—1)":Wozo.
k:l0 k=1

Asi pues, < r,, f >= 0 paratodon € Ny con f #£ 0, es decir, las funciones de Radamacher no forman
una base de L. O

Si llamamos R, al subespacio cerrado generado por combinaciones lineales finitas de funciones de Ra-

demacher en L? (R, = span{r, : n € No} = { ¥ Airi : &; € K,n € No}), las funciones de Rademacher
i=1

forman una base hilbertiana de R,. Notar que el conjunto span{r, : n € No} no es todo el espacio L.

3.2. Funciones de Walsh

Definicion 3.2.1. Sea {r, },cn, el sistema de Rademacher, este sistema se puede ampliar hasta conseguir
el sistema de las funciones de Walsh. Todo nimero N € Ny se puede escribir de forma tinica como

N=Y kj2/~! conk;c{0,1}.

1

n

J

Esto no es otra cosa que la representacion de N en el sistema binario. Asi pues, definimos la funcion de
Walsh de orden N

Wy :[0,1] — {-1,1}

x— Wy(x) = f!)rj(x)kf.

Proposicién 3.2.2. Las funciones de Walsh si que son una base de L.

Demostracion
En primer lugar, notar que las funciones de Walsh son trivialmente (por construccién) una familia or-
tonormal ya que es producto de funciones de Radamacher, las cuales hemos visto que eran ortonormales.
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Figura 3.3: Gréfico de las 7 primeras funciones de Walsh.

Por tanto, demostrando que span{wy : N € Ny} = L? habremos terminado.
Sea f € L?, tenemos que ver que para todo € > 0 existe un g € W = span{wy : N € Ny} tal que

If —ell2 <e.

Notar que si se demuestra esto para f : R — R real se tendra para cualquier funciéon compleja. Esto
se demuestra definiendo f = Re(f) + ilm(f). Entonces como Re(f) y Im(f) son funciones reales, dado
€ > 0 existen g1,82 € W tales que |[Re(f) —g1l]2 < §. [[Im(f) — g2|]2 < §. Definimos g = g; +igo € W
y se cumple

+ £ €
2 2 '
Del mismo modo, si se demuestra para funciones positivas se cumple para funciones reales puesto

que descomponiendo f = fT — f~, como f,f~ >0, dado € > 0 existen g;,g, € W tales que ||/ —
gill2 <5, If~ —g2l2 < §. Definimos g = g1 — g2 € W y se cumple

1f —gll2 = [Re(f) +iTm(f) — (g1 +iga)ll2 < [Re(f) — gill2+ 1Fm(f) — galla < &

E &
TIPS + - —
1f=gle=Ir"=r" ==l <lf" —gilla +lf” —g2ll2 < 5 +5 =e
Andlogamente, si se demuestra para funciones simples e integrables se tiene para funciones positivas.
n
Esto se debe a que si suponemos que para toda funcién simple de la forma s = '21 aiXg; (con E;NE; =0
1=
para todo i # j y con m(E;) < ) existe un g € W cumpliendo ||s — g||2 < §, y ademds recordamos que
para todo &€ > 0 existe una funcién s simple e integrable tal que ||s — f||2 < § (por resultados del Andlisis
Funcional), entonces se tiene

€ €
If=gle=1f=s= (=)< f =sla+llg=sl2 <5 +5 =e

Por dltimo, si lo demostramos para funciones yg : R — [0,00) con E € B([0,1]) y tal que m(E) < oo

se cumplird para funciones simples e integrables y habremos terminado. Para demostrar esto, suponemos

que para todo € > 0y yg. € L? existe un g; € W de tal forma que se cumple que || xz — gill» < -5 Asi
Y a;
i=1

n n
pues, sea s = ), a; X, simple e integrable y sea g = )} a;g; € W entonces se tiene
i=1 i=1

n n n
Is—glla = 1Y aixe, — Y aigilla < Y aill xe — gill < &.
i=1 i=1 i=1

Sea pues un n € NU {0} fijo, consideramos el conjunto formado por las 2" primeras funciones de
Walsh
{wny : 0<N <2} 3.2)
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Todos los subindices de las funciones de (3.2) se escriben en base 2 con 7 cifras a lo sumo, de forma que
cada wy de (3.2) es un producto de algunas de las n funciones de Rademacher, y por tanto, es constante
en cada uno de los 2" intervalos diddicos de longitud 27" del intervalo [0,1], a los que llamaremos
Aj,1 <j<2".NotarqueA; = [217, j;;]].

Sea M el subespacio vectorial de L? engendrado por las funciones Xa; con 1 < j<2"yM, al subespacio
vectorial de L?> engendrado por las funciones que cumplen (3.2). Por lo que hemos comentado, es claro
que M, C M| y ademds como wy son ortonormales, las funciones de (3.2) son linealmente independientes
y por tanto dim(M,) = 2". Notar que dim(M;) = 2" por construccién, luego dim(M;) = dim(M,) y
ademas M, C M;. Por ende, M| = M, es decir, que para cada jcon 1 < j <2",

21
X4, = Z ONWN, 3.3)

N=0
con unos ciertos coeficientes o;.
Por tanto, como cualquier ¥, ;) € L? es aproximacién de combinacién lineal de funciones diddicas cum-
pliendo (3.3), que a su vez son combinacion lineal de funciones de Walsh, por tanto existe un g € W tal
que || X(a,p) — 8ll2 < €, para todo € > 0.
Si tomamos E perteneciente al c—dlgebra generada por los abiertos de la forma (a,b), por lo anterior es

claro que wile — 2, O

3.3. Desigualdad de Khintchine

En esta seccién veremos un resultado que demuestra que la sucesioén de funciones de Rademacher
{rn}nen generan en L” un subespacio isomorfo a /5.

Proposicion 3.3.1 (Desigualdad de Khintchine). Para todo p real con 1 < p < oo, existen constantes

A,y B, tal que para todo n € N, toda secuencia finita de escalares ay,az,. .. ,a, cumple
1
512 - 1 SIPENT)
Ap(Y lail*)* < (/I airi(t)|"de)' 7 < By (Y lail*) V7. (3.4)
i=1 i=1 i=1
0
Demostracion

Asumamos en primer lugar que los a;’s son reales y que p es par, p = 2k con k > 1. Definamos la
siguiente expresion para simplificar con los ¢;’s enteros

A _(a1+a2+..-+aﬂ)!

Ahora, recordando el Teorema Multinomial, de (1.1) se sigue

[ Farwpa=[ ¥ )@ ) () di
ar; = ayr < (apr &
(= 0 oyt Tonmak \C1!02! - 0! o m

1
:/0 Z Agy, ayayt - a (r (1)* - ry (1) %) dt (3.5)

1
= Z Aal,i..,a,la;xl...ag"/ (rl (t)al "‘I’n(t)a")dl‘.
oy +... 40, =2k 0

Veamos que fol (ri ()% -1, (t)*)dt #0siy sélosi ap, o, ..., 0, son todos pares.

. o . . . o
Notar que r; toma valor £1, si o es par rj-’ =1, y si es impar se tiene rj-’ = r?erl = r%’"rj =1lrj=r;.
Por tanto
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= Si existen ¢; y o; con i # j impares, tendriamos fol ri(t)%ri(t)%dt = I ri(t)rj(t)dt = 0 por ser
{ru}nen una familia ortonormal.
= Por otro lado, si & son todos pares fol(rl ()% ()% dt = fol l...1dt=1#0.

Suponer pues que ¢; = 2f;. Usando de nuevo (1.1) del Teorema Multinomial obtenemos

Ap, . ﬁnaiﬁl . aiﬁ" = (a%—}—...—ka,%)k.
B]+--~+Bn:k

Teniendo en cuenta esto, siguiendo con (3.5) se tiene que

/Z“rl ) dt = Y Ap.. zﬁn“%ﬁ" aPr <B3(at+...+a))k, (3.6)
ﬁl+---+ﬁn:k
donde
sz — Sup 2B17 72ﬁn

Bitotok AP fy

Como ademas

(2ﬁ1+...+2ﬁn)!

sup Aspy..28, sup (2B1)!---(2Bn)! _ sup (2B1+ ...+ 2B)(B1)! - (Bu)!
BitotBoek Arby  Birotpok Brt- Bt g gk (2B (2B) (Bt Ba)!
(Bi)!-- (Ba)!

L COLOR (-

Notar que hemos tenido en cuenta que

(2k)!  (2k)(2k —1)--- (k+2) (k+ 1)k!

ko X = (k+1)(k+2)---(2k).

Para los ;s # 0 (B; > 1) se tiene (B;+1)---(2B;) > 2P (pues cada factor es mayor o igual que 2 y hay
B, factores). Por tanto, como ademds fB; + ...+ B, = k, obtenemos

(k+1)(k+2)---(2k) < (k+1)(k+2)---(2k) _ (k+1)(k+2)---(2k)

f[](ﬁj+1)~--(2[3j) - fllzﬁ, 2B 5B
k+1)(k+2)---(2k 2kk
(e @0ty

1
De aqui obtenemos BZk < k¥, es decir, Bo; < v/k. Con esta desigualdad y elevando a % a ambos lados

de (3.6) obtenemos (jo ( Z airi(t))?* dr)' /2 < \f( Z a?)'/2. Como estamos en un espacio con medida
=1

finita 1, como hemos dlChO en la Observacion 2.1. 3 la funcion p — || f||, para alguna funcién f € LP
fija es creciente. Por tanto, si p > 1y k es el menor entero tal que 2k > p ((fy |f|7dt)"/? = |||, <
1 |2k = (fol | £|?* dr)'/?*) concluimos que

{ n 1/p " 1/2
( /0 (Zairi(t))pdt> <Vk (Z a,?> .
i=1 i=1
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Lo cual prueba el lado derecho de (3.4).
Para el lado izquierdo de la desigualdad, volveremos tener en cuenta que la funcién p — ||f]|, es
creciente. Asi pues, si p > 2 se tiene

Lo 1/p Lo 1/2 ; 12
a;r; P = airi 2 = ai2 :
(/0 (Y anto) dr) ></0 (Y arte) dr) (Zl )

Asumamos pues ahora que 1 < p < 2. Por la desigualdad de Holder (1.5) se tiene

(Jisear) "= (fureirera) ™ < (fina e fueran) < fisia) " ( fisra)

n
Tomamos f (1) = Y, a;ri(t). Notar que por la desigualdad a derechas demostrada tenemos
i=1

(/Ol\f|3dt) 1/3 < (i}a%) 1/2

ya que k = 2 es el menor entero tal que 2k > 3.

1/4

n
Llamando y = (¥ a?)'/? obtenemos
i=1

1/2 1/4 1/4 S
r=(firkar) < (fita) (firfar) < i e siyssiosi > 27y

Por ende, como || f||, > || f||1 (por la Observacién 2.1.3), se sigue que || |, > 2% 7.

Entonces, la desigualdad de Khintchine esta demostrada para a;’s reales. Suponer ahora que los a;’s son
complejos, escribimos a; = b +ic;jcon bj,c; € R.

Notar que si x,y, p € RT se cumple que

x+y <2méx(x,y) = 2¢, entonces (x+y)? < (2¢)? = 2P (méx(x,y))? <2P(xP +yP).
Por lo tanto, se tiene (x+y)” < B(x? +yP) con B = 2P. Ademads, notar que

xP < (x+y)? para todo x,y,p € RT.
yP < (x+y)? para todo x,y,p € RT.

Por ende,
A(xP 4+yP) < (x+y)? < B(x” +y”) para todo x,y,p € R*.
De aqui se deduce que existen constantes A;,,B;, tales que
1/p

n n /p n n n
A; <|;bﬂ‘i(l‘)|p—|— |;C,~I’i(1‘)|p> < |Zia,~ri(t)\ < B;, <;bii’i(2‘)|p—|— |,ZiCiri(t)|p)

Elevando a p en cada lado de la desigualdad e integrando en el intervalo [0, 1] obtenemos

1 n n 1 n 1 n n
/0 AP <|Z{biri(t)p+|z{c,-r,-(t)|p> dtg/o |Z{airi(t)\1’dt§/0 B <|z{b,~r,-(t)|p+|Z{c,-r,-(t)]p> d.
i= i= i= i= i=

3.7
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Teniendo en cuenta que para el caso real tenemos demostrada la desigualdad de Khintchine, se tiene que

existen constantes A1,,A2, y B1,, B>, tales que
. 1/2
<Bi, Z!bz‘\ .
i=1
1/p

. 1/2 . . 1/2
ii)Azp <Z|Ci‘2> < /\Zciri(t)]pdt < sz (Z‘Ci‘2> .
i=1 0 i=1 j

Sustituyendo esto en (3.7) obtenemos

1/p

. 1/2 .
Aty (Z\b#) < | [IXbteyvar
i=1 0 i=1

n n n n

1 n
AL (L) 4%, (L ey < 1Y aro) < B8], 3 I B8, (Y )

Definiendo pues C, = min{A},A1,,A},A2,} y D), = min{B),B1,,, B,,By,} obtenemos

n n 1 n n n
2¢3 ((Z|b,-\2)1’/2+(Z|c,-|2)1’/2> S/O ) airi(1)|”dr <2DY) ((Z\bilz)”/2+(26i!2)”/2>~
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Tomando A, = 2'/7C, y B, = 2'/PD, y recordando que \/|b;|®+|c;?> = |b; +icj| = |a,| se sigue el
resultado general. O

Corolario 3.3.2. La desigualdad de Khintchine nos dice que para todo p € [1,0), el subespacio R,
=span{r, : n € N} C LP(]0,1],dt) es isomorfo a {. En consecuencia, {, es subespacio de L?.

Demostracion
Definimos

T:0, — R, =5span{r, :ne€ N} CLP
a=(ay,ay,...)—> Zair,-(t).
i=1

Veamos que T esta bien definida.

1/2

Tomamos un a € £, es decir, (Y, a?)!/? < . Sea n < m, consideramos {a, },cn, entonces por la Propo-
i=1

sicién 3.3.1 se tiene que existen constantes A;,,B;, tales que
1/p

m 1/2 - m m 1/2
A, (Z'“i|2> < /|Zairi(t)|l’dt = ||za,~r,~(t)||p <B, (Z'“"‘2> :
=n 0 =n =n i=n

1/2
. ., . m n,m—sco
Haciendo pues n,m — oo, como {aj, },cn es una sucesién de Cauchy se tiene que < Yy a,-|2) —0,
i=n

n
y por la regla del Sandwich se sigue que { Y a;r;(f) }nen es también de Cauchy.
i=1

Entonces, como R,, es un subespacio cerrado de un espacio de Banach (L”), R, es Banach por el Teore-

n oo
ma 1.0.12 y porello Y a;ri(t) converge en ||-||,, es decir, Y. a;r;(t) € Rp,, y por ende T estd bien definida.
i=1 i=1

1=

Ahora, como Y a;ri(t) € R),, podemos hacer n — oo en la ecuacién (3.4), obteniendo que existen cons-
i=

tantes A, B > 0 tales que

1/p

- 1/2 I - - 1/2
Allall2 =A (Zlai2> < /IZairi(t)lpdt =Y airi()ll, <B <Z|a,~|2> = Bllall2.
i=1 o =1 i=1 i=1
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Por ende, T es un isomorfismo, es decir R, C L” es isomorfo a £, y por tanto ¢, es un subespacio de L”. [

En L., el subespacio generado por las funciones de Rademacher es algo distinto.

Proposiciéon 3.3.3. i) En Lg([0,1],dt), clases de funciones de valor real esencialmente acotadas, el
subespacio generado por las funciones de Rademacher es isométrico a {.

it) En LE([0,1],dt), clases de funciones de valor complejo, el subespacio generado por las funciones
de Rademacher es isomorfo a {.

Demostracion
i) Sean ay,...,a, una secuencia de valores reales finita, todos distintos de 0. Existe un 7y € [0, 1] tal

que ri(ty) = sign(ay),...,ry(to) = sign(a,) y por tanto

sup |Z agr(t)] > \Zakrk h)| = Z ari(to) Z asign(ay) Z|ak|

t€[0,1] k=

Notar que hemos usado que a;ry(fo) = |ax| > 0. Por otro lado, dando uso de la desigualdad triangular y
de que |r,(1)| < 1 se tiene

sup ]Zakrk )| < sup Z\akHrk )| < sup Z]ak\l = Z|ak]

te[0,1] k t€[0,1] k=1 t€[0,1] k=1

Notar que esta tltima desigualdad se cumple para cualesquiera sucesién ay,...,a, € C.

Por tanto se tiene que
n

sup |Zakrk =Y laxl. (3.8)

t€[0,1] k= k=1
Definimos pues

Ty : ¢y — Ry =5span{r, : n€ N} C Lg

a= (al,az, ) — Z akrk(t).
k=1

Por tanto, tomando un a € ¢; y haciendo n — o en (3.8) se tiene que

sup |Zakrk )| = Z\ak| < oo,

t€[0,1]

es decir, 7; estd bien definida y ademds || 71 (a)||- = ||a||1. Por ende, Ry = span{r, : n € N} es una copia
isométrica de /1 en L.
ii) Sean ay, ...,a, una secuencia de valores complejos finita tal que a; = b; +icj, bj,c; € R, entonces

sup |Zakrk )| > max{ sup |Zbkrk , sup \chrk 3 > maX{Z|bk| Z|Ck|}

€0, 1} k= t€(0,1] k=1 t€(0,1] k= bi,cxe
> 5 Z(\bk! +lal) =5 Z!ak\-
2k:1 2k:I

n n
Antes hemos mencionado que | Y, a;r(t)| < ¥ |ax| se cumple para cualesquiera ay, ...,a, € C. Por ende,
k=1 k=1

se cumple que

5 Zlak! < sup \Zakrk )< Y lal. (3.9)
k=1

re(0,1] k
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Definimos en este caso
T, : ¢y — RG =5span{r, : n€ N} CLg

a=(a,ay,...) — Z arri(t).
k=1
Ahora, siguiendo un proceso anélogo al seguido en la demostracién del Corolario 3.3.2 se ve que 75 esta
bien definido. Por tanto, haciendo n — oo en (3.9) obtenemos

*Halll— Z!ak\< Suplzakrk )= T2(a)ll < Y lax| = l|all1-
k=1

1€(0,1] &

Asi pues, RZ = span{r, : n € N} es isomorfo a ¢;.
Veamos que en este segundo caso, R no es una copia isométrica de /.
Tomamos a; = 1,a, =iy se tiene

SUP!Zakrk )l = sup [1ry(t) +iry(t)| = sup \/\rl |2+\r2()|2—\f7é210k\—\1!+\!—2

t€[0,1] k=1 t€[0,1] t€[0,1]

O



Capitulo 4

Estructuras de los subespacios de L?

Hemos visto que ¢, es un ejemplo de subespacio de L? a través de las funciones de Radamacher. En
este capitulo buscaremos una clasificacion general de los subespacios de L. A continuacién, vamos a
enunciar y demostrar una serie de resultados hallados por Pelzcynski.

Notar que a lo largo de este capitulo denotaremos (por motivos comentados en el inicio del Capi-
tulo 3) por L? a LP(]0,1],dt) con la medida de Lebesgue. Véase para mds informacién acerca de lo
comentado en este capitulo [4, Pdg. 145-153] y [7].

4.1. Definiciones y lemas previos
Definicion 4.1.1. Sea e >0y p > 1. Se define
A(e,p) ={f eL? :m({r € [0,1]: [f(1)] = &l fll,}) = €}

Nota 4.1.2. La definicién anterior es equivalente a decir que A(€, p) es el conjunto formado por las
funciones de L” cumpliendo

1
m({t:|f(@)] = €llfllp}) = /X{te[o,l]:\f(t)lZstHp}(S)ds > €.
0

Lema 4.1.3. Sean e >0, r,p € Rtal que 1 <r < p. Si f € A(g, p), entonces

1
81+’

fllp < A < 11l

Demostracion
Notar que

! 1 1

1 ; ; ;
r= "ds | > "ds | > d
I </0 17s)] s) </{f€[0-,1]:|f(t)Zelflp}|f(s” S> (/{fe[ovl)ilf(t)lzelfp}(gnfnp) S>

r 1 1 1
—¢ lds) =¢ ref0,1]: |f(r)] >¢€ r>elfll,er =e'tr ,
00 (o prmetny 145) = 1Al < 0,015 01 €l 1,1)F > el =171,

donde la dltima desigualdad se debe a que f € A(g,p). Por dltimo, ya hemos dicho en la Observa-
cién 2.1.3 que la funcién 1 — || f||; es creciente, y por tanto || f]|, < || f]| - O

Veamos ahora una serie de propiedades del conjunto A(g, p) que usaremos mas adelante.

Lema 4.1.4. Sea p > 1. Entonces

21
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i) Si & < €, entonces A(€1,p) C A(&, p).

i) L = | A(e,p).

O<e<l1

iit) Si f ¢ A(g, p), entonces existe un subconjunto medible A de [0, 1] con m(A) < € tal que

[iroprd = -enisiy. @)
A

Demostracion

i) Si f € A(&1,p), entonces f € LP y m({r € [0,1] : |f(t)| > & | f||,}) > €. Como & > &, se tiene
que

m({t € [0,1] - |f()] = &l f]l,}) >m{r € [0,1] - [f()| = &l fll,}) = &1 > &
Entonces m({t € [0,1] : |f(t)| > &]|fl,}) > €, es decir, f € A(&,p).

ii) El contenido U A(e,p) C L? es trivial puesto que si f € A(g, p), entonces f € L? por la definicion
0<e<1
del conjunto A(g, p).

Para ver que L? C U A(eg, p) razonaremos por reduccion a lo absurdo. Asumimos que existe una

0<e<1
f € L? tal que no existe ningdn € > 0 tal que f € A(€, p). Notar que esto es equivalente a decir que para

todo € > 0 se tiene que m({r € [0,1] : |f(z)| > €| f]|,}) <€.
Podemos asumir que f # 0 ya que si f = 0 es obvio que existe un € tal que f € A(g, p). Dicha f cumple

1
/0 Ko ey (s =m({1 € 0.1] : (0] = €]£],}) < € para todo & > .

. Lol P )
Se tiene pues que lli% I Xiepo.n): |‘ (l,‘)l\ 28}(5) ds < llg})e = 0. Observar que para todo ¢ € [0, 1]:

= Si f(s) =0, se tiene que Xicp, 1: }( s) =0 para todo € > 0.

= Si|f(s)| > 0, existe un & lo suficientemente pequeilo tal que |f(s)| > & f|| . y por tanto
& (s) =1 para todo € < &.

repo): >

Luego
, NEERCED
1M 2 ve o, ) sey () = { 0 si f(s)=0.
Ademds, |x{[€[0 1 \>8}( s)| <1e€LP(]0,1]). Por ende, podemos aplicar el Teorema 1.0.5 e intercambiar

Iimite e integral, obtenlendo

1 1
—llg(l)/ Xieo,: \J;(r }( s)ds TED/O gg(l)%{,eh Ze}(s)ds:/o %{16[0,1]:|f(t)\>0}(s)ds
=m({t €[0,1] : f(t) #0}).

Es decir, m({t € [0,1] : f(r) = 0}) = 1, que ocurre si y s6lo si f =0 en casi todo punto, que es una
contradiccién, pues habiamos supuesto f # 0 en LP.

iii) Suponer que f ¢ A(€, p). Llamamos A = {r € [0, 1] : |f(¢)| > €]| f||, }. Por hipétesis, como f ¢ A(&, p)
tenemos que m(A) < €. Ademds,

1
Pds = Pds < e”||f||”. E Pdr = Pdi — rd
/ FOFds= [ s S el Entonces / s 0/ 7 rA[ MOl

=7l - /!f(t)l”dt > |I£115 — €1lf1Ip = (1= )f1I5-
AC
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De aqui en adelante supondremos que {A,},cn es una coleccién de subconjuntos medibles de [0, 1]
cumpliendo
m(A,) > 0 paratodon € N,
{ m(AiNA;) =0sii#j.

Lema 4.1.5. Sea { f, }nen C LP una sucesion de funciones de norma uno soportadas en conjuntos como
los anteriores, es decir, tal que cada f, = f, - Xa, en casi todo punto para n € N.
Entonces F =5span{ f, : n € N} es isométrico a {).

Demostracion
Definimos

T:{,— F=span{f, : ne N} C L

a=(a,az,...) — i arfi(1).
k=1

Notar que se tiene que

1 n n n n
u/\}:ahﬁO)th:Z/ 1Y acfi(0)|Pde+ lz:ahﬁa)wdt:i/ Y afile)|P dr
0 =1 - k=1 i

UL A = [0,1\UL A ULiAi =1

- / IR it dr=Y / a1 dr = Yol / Vi) = Vit 1l = Yl

1
Suponiendo que a € £, elevando a — a ambos lados de la igualdad y haciendo n — o obtenemos
D

1/p

1/p
1 n n
m1/|amwwz —1im [ Y al? ] <o

Asipues, Y aifi(t) € F y por tanto T estd bien definida.
k=1

oo 1/p - 1/p
(/ ‘Zakfk(f)’pdf> = (ZWV’) .
0 =1 =

Esto prueba que ||T(a)||, = ||al|p, y por tanto que 7' es un isomorfismo isométrico. O

Por ende, se tiene que

A continuacién, veremos un lema que tendremos en cuenta de aqui en adelante en alguna demostra-
cién.

Lema 4.1.6. Sea f € L'([0,1],dt). Entonces, para cada € > 0, existe un & > 0 tal que [,|f(t)|dt <&,
para todo conjunto medible A con m(A) < 6.

Demostracion

Por reduccion a lo absurdo, tomo un € > 0 de forma que existe un & > 0 (sea A con m(A) < ) tal que
se tiene [, |f(¢)|dt > €.
Esto es falso ya que por ejemplo si tomo A de medida nula, m(A) = 0 < J, pero sin embargo [,|f()|dt
=0Ze. O

Proposicion 4.1.7. Sea p € [1,00) y sea {f, }nen una sucesion de funciones de LP de norma 1 que no
estd totalmente contenida en ninguno de los conjuntos A(€,p) con 0 < € < 1. Entonces, existe una
subsucesion { f, }nen tal que span{ f; : n € N} es isomorfo a £,,.
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Demostracion

Sea € € (0,1), veamos primero que hay una coleccién no finita de elementos de la sucesion { f, }nen
que no pertenecen a A(g, p).
Razonamos por reduccién a lo absurdo. Supongamos que para algin € € (0, 1) existen s6lo fy,, ..., fu,
que no pertenecen a A(€, p). Recordar, que por el Lema 4.1.4 ii), L? = U A(g,p), por tanto como

O<e<l
Snys--s Jn, pertenecen a L, existiran i, ..., & > 0 tal que f,, € A(&,p) paratodoi=1,...,k.

Tomamos pues €' = min{¢, €, ...,&} y por el Lema 4.1.4 i), se tiene que f,, € A(€, p) para todon > 1, lo
cual contradice la hipétesis de que { f, },en no estd totalmenmte contenida en ninguno de los conjuntos

A(g, p).
Notar que lo anterior equivale a decir que para todo € > 0 y todo ng > 1, existe un n > ng tal que

fn ¢ AlE, p).
Ahora, tomamos 7 € (0, 1) de tal forma que & = % < 1. Como { f, }nen no esta contenido en A(g;, p),
podemos encontrar un n; tal que f,,, ¢ A(€;,p). Por el Lema 4.1.4 iii) se sigue que existe un subconjunto
Ay de [0,1] conm(Ay) < & y ademds [ |fy, (1)|Pdt > (1 —¢€])|| fu, ||5 = (1—€7).

Ay
Notar que |f;, (t)|? € L', luego dado & > 0 (¢ > 0), por el Lema 4.1.6 podemos tomar un § = & <

E(< % = g1) lo suficientemente pequefio tal que
Jipuoirar <.
A

para cualquier conjunto medible A con m(A) < &.
De nuevo, existe un np > n; tal que f,, ¢ A(&,p) y por el Lema 4.1.4 iii) existe un subconjunto A con
m(A2) <&y [|fw@)Pdt = (1-&).

As

Notar que (| f, (t)|P + |, (£)|P) € L', luego dado & > 0 (€} > 0), de nuevo por el Lema 4.1.6 podemos

n . ~
tomar un £ < e lo suficientemente pequeiio tal que

S + U017 < €5,

A

para cualquier conjunto medible A con m(A) < &3.

Asfi pues, reiterando el proceso k veces, habremos encontrado Ay, ..., A subconjuntos medibles de [0, 1],
enteros ny; < ny < ... < ng y NUMEros positivos & > & > ... > & > 0 que cumplen que para todo
i=1,....k

i) m(A,-) <E L 421 ,
ii)/{\fn,-(fﬂpdf > (1-¢f), (4.2)
iii)Af(\fnl O 4o A S, (0)P)dE < €.

Por el Lema 4.1.6, teniendo en cuenta que & > 0 (¢/ > 0), como (| f;,, ()7 +...4 | £, (¢)|7) € L', podemos

n . - . . . e
tomar un &1 < yras) lo suficientemente pequefio para que cualquier conjunto medible A satisfaciendo

m(A) < &1 cumpla
/(\fn1 ()P + ...+ [ fu (0)|P)dr < €.
A

Por ende, existe un ny 1 > ny tal que fy,,, ¢ A(&, p) y Ais1 serd dado por el Lema 4.1.4 iii) para f,, .
Definamos pues A} = Ay \ U;>¢A;, para k = 1,2, ... Notar que estos subconjuntos son mutuamente dis-

. . . o .
juntos ya que si tomamos cualquier pareja Ay, A} |, se tiene

A1 NAL = (A1 \Ujsis14;) N (A \ (Aks1Ujsir14)) = 0.
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. S Xa . . . .
Si llamamos f; = ”fnkﬁ, obtenemos una sucesién de funciones normalizadas soportadas disjunta-
ng ” Ak/ )4
mente. Por tanto, por el Lema 4.1.5 se tiene que span{ f,, : n € N} es isomorfo a £,,. O

4.2. Teorema de Pelczynski

Con todos los resultados previos de este y de los anteriores capitulos vamos a caracterizar cualquier
subespacio cerrado infinito dimensional de un L”.

Teorema 4.2.1 (Pelczynski). Sea 2 < p < o. Todo subespacio cerrado (infinito dimensional) X de L?,
0 bien es isomorfo a {», o en caso contrario, contiene un subespacio Y isomorfo a £,

Demostracion
Sea X un subespacio cerrado, infinito dimensional de L”. Llamamos S = {x € X : ||x||, = 1} ala esfera
unidad en X. As{ pues, estamos ante dos situaciones:

» Existe un € > 0 tal que S C A(g, p). Entonces, si f € X, definimos g = H]{l"‘p €S CA(g,p),yporel
Lema4.1.3 (1 <2=r < p) se tiene

1
e 2lgll, < llgllz < llgll,-

Es decir, £2 < H;”z <1, que equivale a I3 I fllp < Ifll2 < |l f]lp- Por ende, se tiene que
p

_3
1Al < £l < &7 2[f]]2 para todo f € X.

Notar que X es cerrado por hipétesis en L? C L?, veamos que ademds es cerrado en L.
Supongamos que {x, },en € X C L? es una sucesion tal que 1im ||x, — x||> = O para algtin x € L?,
n—oo
entonces veamos que x € X. Notar que por las desigualdades anteriores se tiene que ||x —x, ||, <
3 o . .
£ |x — x|l2 == 0 ya que x —x, € X. Esto equivale a que para todo 1 > 0 existe un ng tal que
para todo n > ny se tiene ||x —x, ||, < n. Como ademds x,, € X (||x,||, < o), se deduce que

el = [l =20 2l p < [ = xallp + [l <77 4l p < oo

Por ende, x € X, y X es cerrado en L?. Asf pues, (X, ||-||2) es Hilbert. Es decir, X es isomorfo a L?
y como L? es isomorfo isometricamente a ¢, (todo espacio de Hilbert es isomorfo isometricamente
a f), se tiene que X es isomorfo a £5.

» Paratodo € > 0 existe un f; € Stal que f¢ ¢ A(g, p). Tomamos sucesivos € = %, n > 1y obtenemos

una sucesion {f, }uen € S (|| full, = 1) tal que f, ¢ A(a, p) para todo n € N. Entonces, por la
Proposicién 4.1.7 se sigue que { f, },en contiene una subsucesion {f) }.en tal que Y = span{f, :
n € N} C X es isomorfo a £,,.

O
Notar que no hemos considerado que ocurre con los subespacios de L” cuando 1 < p < 2. La descrip-
cién de estos subespacios no es tan buena y conocida como cuando p > 2. S6lo mencionaremos unos
resultados demostrados por H.P. Rosenthal (ver [7, Pag. 344-373])

= Si X es un subespacio cerrado de L?, con 1 < p <2, 6 bien existe un r > p tal que X es isomorfo
a un subespacio de L", o en caso contrario, X contiene un subespacio Y isomorfo a £,,.

= El dnalogo al Teorema 4.2.1 es falso. Si 1 < p <r <2, el espacio L" es isométrico a un subespacio
de L”.
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