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Summary

In this document our goal is to find how to evaluate the 7(z) function, which tells us the
number of prime numbers less or equal to x. We divide it into two chapters.

In the first chapter we introduce some mathematical tools, such as the convolution between
two functions and Euler’s summation formula, to show some results about prime numbers at
the end. For example, we deduce that sums like these

1 1
Z &(m and Z —, with p prime

p<z p<z

can be approximated by a sort of function of x for large values of z with a margin of error
bounded above by an another function.

We begin recalling the usual convolution from Real Analysis course and the Cauchy product
of two series, where a kind of convolution is involved. Then we present our main operator: the
Dirichlet convolution of two arithmetic functions (functions with domain in the natural numbers)
and its generalized version, both applied on (R™, dp, ), where R* = (0, 00) is the main domain
with the counting measure and usual multiplication.

We also show some arithmetic functions useful in Analytic Number Theory related to prime
numbers (Mobius’ pu, Mangoldt’s A and Euler’s totient function ¢ among others). We deduce
some special properties of this convolution (the neutral function and the Dirichlet inverse of a
function) ending this section with the generalized inversion formula. Throught this process we
state some equalities that involve arithmetic functions in as examples of applying the proven
results.

Apart from that, Euler’s summation formula transforms expressions with finite sums into
others with some integrals, showing some examples using that formula and how useful is to
analyze the asymptotic behaviour of a function. Also, we prove a connection between partial
sums of arithmetic functions with partial sum of its convolution applying convolution properties.
From that, we obtain another results for our aim purpose in this chapter.

Finally, we need the Chebyshev’s ¢ and 9 functions and the Shapiro’s theorem combining
with tools previously described to prove results about prime numbers (such as bounds for 7(z)).
We will notice, as a consequence, there is an alternative way to prove the existence of infinity
primes different from the classical Euclid’s proof. We also state about Abel’s summation formula,
a general version of Euler’s one, that we will use that in a proof.

Next chapter, we show a way to calculate 7(x), based on sieving interval methods and we
analize the computational complexity of Lehmer’s algorithm. We introduce the counting sieve
function ¢(z,a), which counts the numbers n less or equal to = such that n is not divisible by
the first a primes. We obtain a formula for that using the Principle of Inclusion-Exclusion. This
formula will be helpful to present Legendre’s 7(x) formula. After that, we find some ways to
compute that ¢ function, mainly with a recursive formula and deducing some other properties.

Also, we present the k-th partial sieve function Pg(z,a) (related to ¢(z,a)) and we express
7(x) in terms of ¢(x,a) and Py(z,a) varying the k parameter up to a certain number, depending
on which value of a we choose. This obtained formula of 7(x) contains the Legendre’s formula,
taking a = 7w(z'/2). Meissel improved the way to compute 7(z) with a = 7(z'/3). Later, Lehmer
chose a = m(x'/4), having this formula
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v Summary

m(x) = ¢(xz,a) +a— 1 — Py(z,a) — P3(z,a)

Then, we deduce a recursive expression for these Py(x,a) functions and the explicit formulas
for the cases k = 2 and £ = 3, used in Lehmer’s formula. After done that, we construct an
algorithm based on those obtained results and formulas and we review the classic Erathostenes
sieve during the process. Finally, we study the computational cost by time (number of opera-
tions) and storage room (memory space) of Lehmer’s method. We also comment about some
improvements that can be implemented in the algorithm to reduce time and storage room.
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Capitulo 1

Sobre resultados matematicos de los
nameros primos

En este capitulo el objetivo es demostrar estimaciones sobre niimeros primos como esta:

Z log;p) = log(x) + O(1)

p<w

Para ello, necesitamos estas dos herramientas fundamentales:

= Convoluciéon de funciones aritméticas y generalizada: se basan en la convolucién de fun-
ciones integrables (respecto a la medida de contar) para operar funciones aritméticas.

» Formula de sumacién de Euler: Esta férmula transforma expresiones que involucran sumas
en otras con integrales.

1.1. Convolucién de funciones: Dirichlet y generalizada

Ejemplo 1. 1. En Andlisis Matemdtico vimos la convolucion en (R,dx,+), con la suma
usual y la medida de Lebesque (que cumple que m(x + E) = m(E), siendo x € R y
E € B(R) un boreliano). Esta convolucion estd dada para funciones integrables.

(Fx9)@) = [ Fwl

2. También en (11(Z),Z,du,+), con la suma usual y la medida de contar, se tiene que dadas
las sucesiones a = (a;) y b = (bj); el producto de Cauchy de las series 3, a(i) y 3°; b(4)
estd dado en funcion de una convolucion.

(]

(Za(z)) (Zb(j)) :Z(a*b)(n) , donde (axb)( Zan 1bk

3. En este trabajo veremos el caso sobre (R*,dy,-), donde RT = (0,00) con la multiplicacién
usual y la medida de contar. En tal caso la convolucion estd dada por

(@)= [ 1w (5)duty

Para que f : R™ — R sea integrable respecto a la medida de contar, f debe cumplir
"buenas "propiedades.
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a) Por ejemplo (ver, si f=0enRT\ N (es decir, f toma valores no nulos solamente
en N y a esto se la llamaremos funcién aritmética), la convolucion toma la forma

(frg)m)= | S (Z) du(y) = /Nf(l)g (7) dnll) = %f(l)g <7>

b) Si a es una funcién aritmética, pero permitimos a F : RT™ — R con F((0,1)) = {0}
(ver , entonces es de la forma

(@xF)o) = [ a@F (2) dut) = [ at)F (£) dut) = > el (5)

Nota 2. En general, la herramienta de convolucion sirve para una terna (G, M, -), en donde (G, -)
es un grupo abeliano y M es una medida invariante por G.

Ejemplo 3 (Algunas funciones aritméticas). (1) La funcion unidad u, dada por u(n) =1 en
N

(2) La funcion autoasignacion N(n) =n en N

(3) La funcidn identidad I, dada por

1 1 in=1
I(n) = {J _ st n
n 0 en otro caso
(4) La funcion p de Mobius, dada por p(1) =1 y sin > 1, con su factorizacion por primos p;

n= [] p* dondeps <ps<---<ppya;#0,
1<i<k

—1)k st a; = )
u(n)Z{( Y =Y

0 en otro caso
(5) La funcion ¢ de Euler, dada por ¢(n) = |{m € N conm < n | med(m,n) =1}|. Esta
funcion cumple las propiedades siguientes, conocidas en teoria de numeros:
a) o(p) =p—1 sip es primo
b) p(mn) = p(m)p(n) si med(m,n) = 1
c) p(p*) =p"H(p—1) sip es primo
(6) La funcion A de Mangoldt, dada por

A(n) = log(p) sin=p", conp primoym>1
0 en otro caso

Definicién 4 (Convolucién de Dirichlet). Sean f, g : N — R funciones aritméticas. La convo-
lucién de Dirichlet entre f y g estd dada por

(Fx9)n) =Y f(d)g (Z) paran € N

dn

Nota 5. De igual manera a como se prueban las propiedades algebraicas de la convolucién
n (L1(R),dz,+) 6 (l1(Z),Z,du,+), la convolucién de Dirichlet de funciones aritméticas es
conmutativa, asociativa y distributiva respecto de la suma de funciones.
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Teorema 6 (Elemento Neutro e Inverso de Dirichlet). (1) f*xI = f =1xf,Vf funcién arit-
mética con I la identidad (neutro de Dirichlet)

(2) Sea f una funcion aritmética con f(1) # 0. Entonces existe una unica funcién aritmética
f~! llamada inverso de Dirichlet tal que fx f~' =1 = f~'x f, dada por

ﬁ sin=1

1 .
f <n> N 7(1) Zd|n f (%) f_l(d) sin>1

d<n

—
Z

|

(3) Sean f, g funciones aritméticas tales que f(1),g(1) # 0. Entonces existe (f x g)~!, con

(frg) t=f"txg?

Demostracion. (1) Tenemos que
(f D)) =S F@DI(5) = f)

, va que |d/n] =0sid<n.

(2) Hallamos f~! tal que f* f~' =TI en N. Paran =1, f(1)f~(1) = 1 tiene solucién tnica
si f(1) # 0. Para n > 1, tenemos que

_ n _
o+ 7 (5) i@ =0
dln
d<n
, que tiene solucién tinica porque estd determinado por los f~!(d) del sumatorio hallados
previamente con esta recursion.

(3) Existe (fxg)~!, porque (f*g)(1) = f(1)g(1) # 0. Aplicando la propiedad asociativa y del
inverso, se tiene que I = (f xg) * (f xg)™' = f x (g~ (f xg)~!). Luego, convolucionando
con f~! a ambos miembros, llegamos a

ST = = 5 ) xgr(fxg) ) =Tx(gx(frg) ) =g*(fxg) "

Finalmente, convolucionando con g—!

tativa,

a ambos miembros y aplicando la propiedad conmu-

g x =g k) x (frg) = (Frg)
0

Ejemplo 7. Veamos que 3y, i(d) = I(n) para n > 1. Sin =1, es trivial. Dado un n > 1,
tomamos su factorizacion por primos de . En este caso, vemos que solo los divisores libres de
cuadrados contribuyen a la suma ) g, u(d), teniendo

dopld)=p)+ Y ulp)+ Y, u(pipj)+~-+u( 11 pi) =

dln 1<i<k 1<i<j<k 1<i<k

C1g @(—1) " <§><—1>2+--'+ @“”k =@-pi=o

Hemos demostrado que

pxu=1, o equivalentemente, p=u ' (6 u=p~1)
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Teorema 8 (Férmula de inversién de Mobius). Sean f, g funciones aritméticas. Entonces
n
=2 9(d) & gn) =3 fldn |
dln dln

Demostracion. En términos de convolucién de Dirichlet, f = gxu = fxpu = (g*xu) *xpu =
g* (u*p)=g*I=g. Deforma andloga, g = fxu=gru=f. O

Ejemplo 9. Podemos expresar la funcion ¢ en términos de u, obteniendo

)= Y o= XY w= X Y ud)

1<k<n 1<k<n d|mcd(n,k) 1<k<n d|n
d|k

Intercambiando el orden de los sumatorios con una variable q tal que k = qd, tenemos que

:ZZ“ Z,u —Vn>1

dln 1<q<2 dn

Luego, hemos probado que
o =puxN con N de|2)

Aplicando la férmula de inversion de Mdobius, se tiene que

N = pxu (es decir ng(d) =n)
dln

Ejemplo 10. Veamos la suma de A(d). Sea n > 1, con su factorizacion por primos de .
Tomando logaritmos a ambos miembros, tenemos que

log(n) = Y axlog(p)

1<k<r

Luego,

SNoAd) = > > A= > > loglpr) = > aglog(pr) = log(n)

dn 1<k<r 1<m<ay, 1<k<r 1<m<ay, 1<k<r

Esta igualdad se cumple también para n =1 (trivial). Por tanto, A x u = log. Luego,

A = p*log = —(plog) xu

por la formula de inversion de Mdobius y por

= log(n Z wu(d Z w(d) log(d) = log(n Z wu(d)log(d

dn dn
Notar que Ilog =0 funcion nula.

Definicién 11 (Convolucién generalizada). Sea a : N — R una funcion aritmética y sea F :
R* — R tal que F((0,1)) = {0}. La convolucién generalizada entre a y F estd dada por

(vo F)(x) = Téa(n)F (2) para x € R

Nota 12. Notar que si denotamos G = ao F', G((0,1)) = {0}. La convolucién de Dirichlet y la
convolucién generalizada parten de un mismo tipo de convolucién (de la terna de (3)).
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Teorema 13 (Propiedad asociativa alternativa entre x y o). Sean «, 8 funciones aritméticas y
sea F: RT — R tal que F((0,1)) = {0}. Entonces ao(BoF)=(axp)oF

Demostracion. Para x > 0,

(ao(BoF))(z) = am) > Blm (mn) :mZ a(n)B(m)F (x) =

n<z 1n<m/n

_E:(Ejmﬁm<i>)F(i>—§:m*ﬁﬂmF<i)—«a*moFﬂw

kE<z \n|k

Teorema 14 (Férmula de inversién generalizada). Sea « una funcion aritmética tal que exista
inversa de Dirichlet o=t y sean F, G con F((0,1)) = G((0,1)) = {0}. Entonces

G(x) =) a(n)F (i) e F@) =Y a'(n)G (Z)

n<x n<x

Demostracion. Notar que la funcién identidad I (neutro de Dirichlet) es el neutro a izquierda
para la convolucién generalizada, ya que I o FF = F. Sabiendo esto y aplicando la propiedad
asociativa alternativa, G = aoF = a oG =alo(aoF) = (alxa)oF =T0oF = F.
Anélogamente, obtenemos también que F =a oG = ao F = G. O

1.2. Formula de sumacion de Euler

En esta secciéon vamos a estudiar el comportamiento asintético de sumas parciales trans-
formando la expresién en una aproximacion integral, incluyendo términos de error (acotados
por una cierta funcién). Para ello introducimos la siguiente férmula de Euler, util para llegar a
nuestro objetivo.

Teorema 15 (Férmula de sumacién de Euler). Sea una funcién f € €*([y,x]), con y > 0.
Entonces

m= [ 1wt [ 17w O - )l

y<n<x
Demostracion. Sin, n—1¢€ NNy, z], se tiene que

| 1w = o= [ fa=

n—1

= -1)(f(n) = f(n=1)) =nf(n) - (n-1)f(n-1) - f(n)
Integrando en [|y| + 1, |z]],

x 2] n
[ rea= Y [ -

v n=lyl+2”"

Ed |z
= > (af(n)—(n-1)f(n—-1)) Z f(n

n=|y|+2 =ly]+2

=t - Y f)

y+1<n<cz
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=)
[ @ = (L)) = Ll (L) + 1) = 3 f) (11)
Por un lado, se tienen estas igualdades: )
ly]+1
/ Sl @ = )l + 1) - F@) (1.2)
[ 115 @t = L (7) = f(L21) (1.3

Despejando 3°, <, f(n) de la igualdad (1.1); y sumando y restanto términos de (1.2)) y
(1.3), obtenemos
X

W+ o) ,
> gm== [T s wa [ s [ e

y<n<z Y L Z]

el f (L)) = Wiyl + 1) + [2)(f (@) = F([2])) + ] (F(ly] + 1) = f(»)

> fln)= —/;Ltjf’(t)dtJr (LELF(LENl=, (1.4)

y<n<z

Por otro lado, integrando f por partes tenemos que

| rwde= @l - [ e @ar (15)
Y

Yy
Combinando y , se llega al resultado.
> s - [ fwde= [T 1ehred+ o -0k
y Yy

y<n<z

Teorema 16 (Ejemplos: férmulas elementales asintéticas). Para todo x > 1,

(1)
1 1
Z — =log(z) +~v+ O (> , donde 7y es una constante real
en x
(2)
Zi _ e +(¢(s)+0(x7%),sis>0ys#1
= nt 1-s ’ 4
(3) .
Z—S—O(ml %), sis>1
(4)
ma+1
Zno‘: +0(z%), sia>0
e a+1

donde ¢ es la funcion zeta de Riemann, definida como

) XpminT st s>1
os) = lim, oo (Soe,n ™ = (@17)(1=5)71)  sis€(0,1)
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Demostracion. Todas estas férmulas resultan de una aplicacién de la férmula de sumacién de
Euler.

1. Tomando f(t) =t~!, tenemos

— |z}
—=1 dt l-————=
o R e LR

n<x 1<n<x

zlog(x)—i—l—/loot_tQLtJdt_i_/:ot_tQLtJdt_*_O(i)

t=2dt es convergente porque

Para todo z > 1, la integral [ °(t — [t])

og/ t_mdt</ la=2
T t2 T x

Luego,
1 1 ¢t — |t
Z:log(x)+’y+0<> ,dondeq/:l—/ 2Hdt
ngxn x 1 t
2. Tomando f(t) =t"% consis >0y s#1,
Z*—“L Z i s/ t_+L1Jdt+1 v lo]
n<z 1<n<z 1 1 ¢ ®
L2 o)+ 0 (1.6)
— = s x .
—nt l—s

, donde
1 Tt — |t

0(8)21—17_8—3/1 t5+1 dt

para s > 0. Si s > 1, al tomar limites cuando x — oo en la
(s)+0=C(s). Analogamente, si 0 < s < 1, obtenemos que

Queda ver que C(s) = ((s
igualdad (1.6), ¢(s) =0+

Q\_/

, va que 7% < z!—

4. Tomando f(t) = t?,
St=1+ Y o _/ to‘dt+a/1 21t — |¢])dt+ 1 — (2 — |2])a® =

n<z 1<n<zx
xa+1 1 x xa+1
= - @) /to‘ldt> O(z%) = O(z*
atl at1 <a ) +0@%) = 77 + 067
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Teorema 17. Sean f, g funciones aritméticas y sea h = f x g. Definimos las sumas parciales

F(z) =3 <, f(n), G(x) = 3,<, 9(n) y H(z) = >_,<, h(n). Entonces se cumple que
=% G () = X atwF ()

Demostracion. Definimos U : RT — R la funcién indicatriz U(z) = lLyz>1)(x). Notar que
F = foUy G = goU. Aplicando la propiedad asociativa alternativa entre x y o, se tiene
foG=fo(goU)=(f*xg)oU =hoU = H y de forma andloga, go F' = H. O

Corolario 18. Sea f una funcion aritmética, con F(x) =3, <, f(n). Entonces

IWUEDSEOIFESNIEY

n<z din n<lz

Demostracion. Aplicando el teorema anterior con g = wu la funcién unidad, G(x) = |z] y se
tiene el resultado. O

Teorema 19. Six > 1, se cumple que

> Aln L J log([z]!) (1.7)

n<x

Demostracion. Aplicando el corolario anterior; por un lado, tomo f = u de Mébius y obtengo

IOIEED WU ED SIS

n<x n<z din n<x

Por otro lado, tomando f = A de Mangoldt, llegamos a

zA(n)H SSTAWM) = 3 log(n) = log(|2]!)

n<z n<z din n<x

O]

Teorema 20 (Identidad de Legendre). Six > 1, se tiene la siguiente factorizacion en primos.

'—Hp ,conap) Z{xJ

p<z m>1 pm
Notar que a(p) tiene un nimero finito de términos porque |x/p™| = 0 para un primo p > x.

Demostracién. Yendo a la férmula [I.7] del teorema anterior y aplicando la definicién de A de
Mangoldt, llegamos a

log([2]) = 30 Am) | 2| = 32 5 |2 lost) = 3 ) log(o)

n<x p<zm>1 p<zx

Tomando exponenciales exp en esta tultima expresion, se tiene el resultado. ]
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Ejemplo 21. Dado x € N, la identidad de Legendre nos ayuda a factorizar en primos x! sin
tener que factorizar por separado los numeros n < x y combinarlo después. Como ejemplo,
vamos a factorizar 15!. El conjunto de primos menores o iguales que 15 es {2,3,5,7,11,13}.
Estos primos aparecen en dicha factorizacion. Hallamos la mayor potencia de cada primo del
conjunto que divide a 15!. Empezando con el primo 2, obtenemos que

a(2):m§1 BiJ :1;:9 uiJ = F;J + fﬂ + F;J =7+3+1=11

Andlogamente con el resto de los primos, tenemos que «(3) =5+ 1=6, a(5) =3, a(7) =2y
a(11) = a(13) = 1. Por tanto, 15! = 211 .36.53.72.11.13.

Teorema 22. Para todo z > 2,

log([z]!) = zlog(x) — = + O(log(x))
Luego,
Z A(n {J = zlog(xz) — z + O(log(x))

n<z

Demostracion. Aplicando la féormula de sumacion de Euler con f(t) = log(t), tenemos que

> tog(n) = [tog(oyar+ [ ‘t“J dt — (& — o)) log(x) =

n<x
- )—x+1+/ L= gy 4 O(1og(a))
Como 2t It -
/ — | Jdt =0 </ ) = O(log(z))
1 t 1t
, el resultado queda demostrado. O

Teorema 23. Si x > 2, entonces

E

| 105(0) = 2 108(2) + O(a)
p<x p
, con el sumatorio aplicado a los primos p < x.
Demostracion. Por definicién de A de Mangoldt,
n<x \‘nJ P m>1 \‘ J
pm<z

Como la suma afecta a los primos tales que p™ < x en este caso, basta con p < = porque
|lx/p™] =0sip> .

—ZZ{ Jlog Z{Jlog —i—ZZ{ Jlog
p<zm21 p<z p p<z m>2
Queda ver que el segundo sumando de la igualdad es O(x).
log(p) log(n)
S5 tog) <2 T log() 3 L = 3 1080 5 dos(n) gy
p<xm>2 \‘ J p<x m>2 p p<z p(]? - 1) n>2 TL(TL — 1)

, con K > 0 constante. La serie que acota la suma en esta desigualdad converge. Puede compro-

barse mediante el criterio de comparacién por paso al limite con Y~ 1/ n3/2,

O]
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1.3. Teorema de Shapiro y nimeros primos

Definicién 24 (Funciones ¢ y ¥ de Chebyshev). Para x > 0; estas funciones estin dadas por
Y(z) = X<z A(n), con A de Mangoldt; y 9(x) = 3°,<, log(p), donde la suma se aplica a los
primos p < x.

Nota 25. Podemos relacionar estas dos funciones. Por definicion de A,

b)) =3 A=Y Sl = X Y loglp)= > 9(aw)

mzlpmp<x m>1, & m<logy(z) <y m<logy ()

Luego, ¢<$) - nglogQ(z) Q9<m1/m)

Teorema 26 (Teorema de Shapiro). Sea una sucesion {a(n)}n>1 de términos no negativos tal
que

Z a(n) U;J =zlog(z) + O(z), Vo > 1
Entonces

(a)
dB > 0 tal que Z a(n) < Bz, Vx > 1
n<x
(b)
Z a(n) =log(x) + O(1), Vx > 1
n<x n

Demostracién. Como notacién, definimos S(z) = 3, <, a(n) y T(z) = 3, <, a(n) [ £]. Luego,
con dicha notacién, tenemos que

1) - 21 (5) = | 2] at -2 3 | o) =

n<x n<z/2
_ ngzw (W 9 gﬂD a(n) + z/;gx m a(n)

Como |2t| —2|t] € {0,1} para t € RT (porquesi [t| = m € NU{0}, entonces m <t <m+1 <
2m < 2t < 2m+ 2 y eso implica que |2t] € {2m,2m + 1}), obtenemos esta desigualdad

T(x) — 2T (‘;) > ¥ V’J a(n) =

n
z/2<n<z

Por hipétesis,

T(xz) — 2T (;) = zlog(z) + O(z) — 2 (; log (;) + O(:B)) = O(x)
Por tanto; S(x) — S(z/2) = O(x), es decir, que

3K > 0 tal que S(m)—S(ﬁ) <Kz,Vzx>1
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Podemos obtener; a partir de esta ultima desigualdad; otras similares, sustituyendo la x por
x /2% variando k € N. Sumando todas estas desigualdades, llegamos a

= (5(2) 5()) = (S 4 e

Tomando B = 2K, se tiene el resultado.
Notar que |z/n] = (x/n) + O(1). Reemplazando esto ultimo en T'(z), obtenemos que

T(x):xZCL(m—i-O(Za(n)) :J:ZM—FO(JU)

n<x n n<x n<x n

debido a @ Despejando Y, a(n)/n y aplicando la hipétesis, se tiene lo demostrado.

n<x
1
40 _ Lra) 1 0(1) = log(a) + 0(1)
n<x
O
Corolario 27. Para x > 1, se tiene que
A
> Al) _ log(z) + O(1)
n<x
Ademds, ¢ (z) = O(z).
Demostracion. Aplicando el teorema de Shapiro con a(n) = A(n) de Mangoldt, se tiene el
resultado por A > 0 y el teorema O

Teorema 28. Para x > 1,

Z M = log(z) + O(1)

p<z
Ademds, ¥(x) = O(zx).
Demostracidn. Recordemos que por el teorema 23]
> |2 |108(p) = 21og(w) + O(w)
p<z p

Definamos la funcién aritmética Aj(n) = 1,epy(n)log(n), con P el conjunto de ntimeros primos.
Notar que Ay > 0. Reesbribiendo lo probado,

S As(n) m — zlog(x) + O(x)

n<x n

Como se cumplen las hipdtesis necesarias, aplicando el Teorema de Shapiro con a(n) = Ai(n),
se tiene el resultado. O

Como consecuencia de 28], se puede dar una demostracién alternativa a la de Euclides sobre
la existencia de infinitos niimeros primos. Tomando limites cuando z — oo obtenemos que

xlglolo (Z logp(p)) — 100

p<z

debido a que log(z) — oo. Como cada término log(p)/p de la suma es finito; para que dicho
limite se cumpla, tiene que haber infinitos términos en la suma. Por tanto; existen infinitos
nimeros primos.
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Corolario 29. FExisten c1,co € R tales que para x > 2, se cumple que

1T
log()

<7(x) <

donde m(z) ={p <z |p€eP}

Demostracion. Podemos acotar ¢ del siguiente modo: J(z) = >°,<, log(p) < 7m(z)log(x). Des-
pejando de esta desigualdad, obtenemos que

Y(x) c1x
log(x) = log(®)

m(z) >

debido a que ¥(z) = O(z) Por otro lado,

I(@) = Y log(p) = (n(x) — m(v/z))log(x) = (n(x) — v/z)log(x)

Vaz<p<z

porque 7(y/z) < y/z. Como ¥(z) = O(x) (de nuevo), despejando se llega a

k
T > m(z) — v/x para algtin k € R
log(z)
r(@) < Ty m< T
~ log(x) ~ log(x)

O]

Podemos aplicar el resultado con ¢ y ¥ de Chebyshev (por definicién de suma parcial),
para reescribir de otro modo estos resultados probados anteriormente.

Teorema 30. Para x > 1,

Z P (Z) = zlog(z) —z + O(log(z)) vy Z ) (Z) = zlog(z) + O(x)

n<x n<lx

A continuacién, solo enunciamos la férmula de sumaciéon de Abel, cuya demostracién es
similar a la de Euler y puede verse en |1, pag. 77-78].

Teorema 31 (Férmula de sumacion de Abel). Sea una funcién aritmética a(n) y consideramos
su suma parcial A(x) =Y ,<, a(n). Sea una funcion f € €' ([y,x]), con y > 0. Entonces

> atmfn) = (AOFO)N - [ ADf @

y<n<lz Y

Teorema 32. Para x > 2,

2w 420(s%).

< log()
donde A € R es una constante.

Demostracion. Definimos a(n) = 1y,cpy(n) y sea A(x) = >, log(p)/p. Notar que

D

p<z

> 4y 4 = 3 M rogm)

n<x n<x

1_
p
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Aplicando la férmula de sumacién de Abel con f(t) = 1/log(t) y nuestro A(x), y como
A(t) =0sit < 2, se tiene que

n)log(n) 1  A(x) T At)
S =y s ot L

e ) n log(z tlog=(t)

Como A(z) = log(x) + O(1) (visto en 28)), llegamos a que

Z o= 1+0 (log(fb‘)> +/2 tlog(t) +/2 tlogQ(t)dt N

p<z

= L og(log(x og(lo (L) _[row
_1—i_0<10g(ac)>+lg(1 g(x)) — log(log(2) +/ tlog()dt /z tlog?(t)

Esta dltima integral converge porque

[ =0 </oo th)gl%)dt) = (i)

Por tanto; se tiene probado el resultado, donde

A =1—1log(log(2)) + /:O tlgg(;()t)
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Capitulo 2

Hallando 7(x): Método de Lehmer

2.1. Funcién de cribado parcial ¢(z,a): Férmula de Legendre

Dado un nimero z € N, nos interesa saber cuantos niimeros menores o iguales que z son
primos. Para ello, definimos la funcién 7(z) = |[{p < z | p € P}|. Hallar m(x) no es tarea facil.
El primer método fue la criba de Eratdstenes, que requeria hallar todos los primos menores o
iguales que z.

Legendre dedujo que bastaba hallar todos los primos menores o iguales que /2 para averiguar
7(x) aplicando el principio de inclusién-exclusién que indicamos a continuacién.

Teorema 33 (Principio de Inclusion-Exclusion). Sean S1,S2,- -, S, conjuntos finitos. Entonces

U Sif= > 1Si= > Isinsil+ > [SinS;n S+ + (=) ) S

1<i<a 1<i<a 1<i<j<a 1<i<j<k<a 1<i<a

En el resto del trabajo denotaremos por p; el i-ésimo primo; es decir, que p; = 2, ps = 3,
pP3 = 5,

Definicién 34 (Funcién de cribado parcial ¢(x,a)). Dado a € N arbitrario, para cada x € N se
define ¢(x,a) como la cantidad de nimeros menores o iguales que x que no son divisibles por
los primeros a primos; es decir, p(x,a) =|{n<x| sip|n conpeP=p>p,}.

Nota 35. Obsérvese que ¢(z,a) define una familia infinita de funciones aritméticas de parametro
a. Para a = 0, podemos extender la definicién de forma consistente, estableciendo ¢(z,0) = z,
ya que el conjunto formado por ningiin primo es vacio. Si @ = 1, la funcién cuenta los impares
menores o iguales que z; y si ¢ < pgi1, ¢(x,a) = 1. No debe confundirse esta funcién ¢(zx,a)
con la p(x) de Euler, aunque mas adelante veremos que estén relacionadas de algin modo.

Teorema 36. Sean x,a € N. Entonces

D ol i P D il P R el P

pi<pa P pi<pi<pa LPPI] picp <pi<pa LPIPIPE PIP2- - Da
(2.1)

Demostracion. Sean el conjunto S = {n < x | n € N} y los subconjuntos S; = {n < z |
con p; |n} paral <i < a. Entonces |S| =z y |S;| = |z/p;| para 1 < i < a. Tener en cuenta
que

x
ﬂ Si; ={n < x| (pipiy -+ pii) | n}, luego ﬂ Si;| = {J
1<5<k 1<j<k Diy Dig Dig,

15
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Por la definicién de ¢(z,a), se tiene que

d(z,a)=|5— |J Si|=1SI-] J Si|-

1<i<a 1<i<a

Entonces el resultado se sigue aplicando el Principio de Inclusion-Exclusién a los conjuntos S,

S1,00 S, O
Nota 37. Relacionando con el capitulo anterior, la férmula de ¢(z, a) se puede expresar también
como
T x
dlz,a) = D pla) || =2 pa(n) |~ |

a=[]p: q n<e

Pi<pa
endondesin >1yn= ngjgkpijaij, con pi; < piy < ... < pi ¥ ai; # 0 es su factorizacion

por primos, definimos p, como

)

p(n)  sin=1,06p; <pVj

fa(n) =
0 en otro caso

donde u es la funcién de Mobius.

Teorema 38 (Férmula de Legendre). Dado un = > 0, se tiene que w(z) = m(z'/?) — 1 +
oz, m(x'/?)). Es decir,

w@) =rw ) -14la- ¥ |Z]+ B VJ— )3 { : J+-~<2.2>

pi<al/? pi<py<at/2 LPPIL oy g <2 LPIPIPE

Demostracion. Por la siguiente Obs.
dlen@ ) ={pePla?<p<aiu{l}|=1+|{peP|a'? <p<a}
Luego, 7(z) = n(&/2) + |{p € P| 212 < p < 2} = 7(a"/2) — 1 + d(z, m(zV/2)) =

Observacion 39. Obsérvese que si n < x no tiene divisores propios menores o iguales que +/z,
entonces n € P o bien es la unidad. En efecto, si n = pq es compuesto con divisores propios
p,q > \/x, entonces n > x.

El siguiente resultado nos ofrece algunas herramientas alternativas para hallar ¢(x, a).

Proposiciéon 40. (a) La funcion ¢(x,a) sigue esta recurrencia:
x
#(.0) = dlaa~ 1)~ (S a-1)

(b) Sea my = [li<j<kpj €l producto de los primeros k nimeros primos. Entonces se tiene que
(my, k) = ngjgk(pj —1) = p(mg)

(c) ¢(mp—1,k) = p(my, k) = p(my). En general si x es par, ¢(z, k) = ¢(x—1,k) para k > 1.
(d) o(smy +t,k) = sp(my) + o(t, k), con 0 <t <my
(e) o(t, k) =w(mg) — p(my, —t — 1, k), si my/2 <t <my

Demostracion. (a) Por definicién, ¢(z,a — 1) cuenta los niimeros menores o iguales que x
no divisibles por los primeros a — 1 primos. Este conjunto es la unién disjunta de dos
subconjuntos: el de los menores o iguales que x no divisibles por los primeros a primos y el
de los menores o iguales que z tales que n = mp, con m < z/p, no divisible por los primeros
a — 1 primos. Tomando cardinales de los subconjuntos y sumandolos, la recurrencia esta
demostrada.
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(b) Como my es producto de los primeros k primos, el hecho de que n < my no sea divisible
por los primeros k primos equivale a que med(my,n) = 1. Tomando cardinales de estos
conjuntos iguales y aplicando propiedades de la ¢ de Euler, se tiene que ¢(my, k) =

o(my) = ngjgk(Pj —1)
(c) Inmediato.

(d) Notar que p; | n < p; | smp +n, Vs € N, 1 < i < k. Entonces se sigue que ¢(smy, k) =
o((s — V)ymyg, k) + ¢(my, k) ya que (s — 1)my < (s — 1)my + n < smy, divisible por algin
p; equivale a que p; | n. Por induccion, se llega a ¢(smy, k) = s¢p(my, k) y andlogamente,
d(smy +t, k) = ¢p(smy, k) + ¢(t, k). Combinando estas dos ultimas igualdades y aplicando
@ se tiene el resultado.

(e) Notar que p; | n < p; | mp —n para 1 < i < k. En general, para 1 < t < myg, se cumple
que ¢p(my, k) = ¢p(mp —t — 1, k) + ¢(t, k) ya que my —t < n < my, divisible por algin p;
equivale a que p; | (my —n) con my —n < t. Despejando ¢(t, k) de la igualdad obtenida y
aplicando @, llegamos al resultado.

[

2.2. Funciones k-ésimas de cribado parcial Py(x,a): Método de
Lehmer

En la férmula de Legendre (ver ) vimos que se necesita hallar ¢(z,ag) para calcular
7(z), donde ag = w(2'/?). Viendo la recurrencia de la Prop. @, se propone elegir un a < ag
para evaluar un ¢(z,a) con mas facilidad. Esto nos motiva a introducir la siguiente familia de
funciones aritméticas, relacionada con ¢(z,a).

Definicién 41 (Funcién k-ésima de cribado parcial Py(x,a)). Sean z,a € N y fijado un k € N,
definimos Py(z,a) = H n<z|n=[li<j<tPm; conpm; €P, mj>a H, esto es, la cantidad de
numeros menores o iguales que x que son el producto de exactamente k primos, posiblemente
repetidos, y todos ellos mayores que pg.

Nota 42. La definicién anterior se puede extender considerando que Py(z,a) = 1 porque el 1 no
es primo ni tiene factores primos.

Es inmediato que ¢(z,a) = > "y>0 Pr(x,a) = 14+ 4> Pr(7, a). Entonces, dado que Py (x,a) =
7(x) — a, esto es, Pi(x,a) cuenta los primos p tales que p, < p < z,

() :¢(xva)+a_1_zpk($aa) (2.3)
E>2

La siguiente proposicién nos indica que esta suma tiene una cantidad finita de términos no nulos
realmente.
Proposicién 43. Si a es tal que 2" < Pa+1 para un cierto r > 2 natural, en particular si
a =n(z""), entonces Py(x,a) = 0 para k > 7.
Demostracion. Notar que, por definicién, Py(x,a) cuenta los naturales n = p;, p;, - - - p;,, < « con

a+1<i <ig<--- <1 Sik>r, entonces n > (:Ul/’")’” =z y por tanto, Py(x,a) = 0. ]

Obsérvese que si a = w(z'/2), entonces (2.3) es la férmula de Legendre (ver (2.2)), donde los
Py (z,a) son todos nulos para k > 2. Meissel utilizé a = w(z'/?). Lehmer tomé a = m(z'/*) para
hallar 7(z), obteniendo que

m(x) = ¢(x,a) +a—1— Py(z,a) — P3(z,a) (2.4)

Para calcular 7(z) por el método de Lehmer con la férmula (2.4)), necesitamos una forma de
calcular explicitamente Py(x,a) y Ps(x,a).
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Proposicion 44. Sea x > 0 y a € N. Entonces, para todo k € N, se tiene la siguiente recurren-
cla.
€T .
Py(r,a) = ZPk—l <,Z - 1)
i>a Pi

Demostracion. Sabemos que Py(z,a) = H n<z|n=[licj<pi conp,; €P i;>a H Sepa-
rando este conjunto en subconjuntos disjuntos donde en cada uno de ellos se fija el primero de
los factores primos, p;,, con p;, > p,, obtenemos que

P(z,a) =Y |§ n<z|n=py [[ piconpy eP iy <ip<---<iy
i1>a 2<<k

donde el cardinal del subconjunto correspondiente al fijado primo p;, en el sumatorio anterior
es Py_1(z/piy,i1 — 1). Por tanto, tenemos la recurrencia. O

Nota 45. Notar que en la recurrencia de Prop. [4] el sumatorio tiene realmente una cantidad
finita de términos no nulos; ya que si i > 7['(.%'1/ k), entonces

1/k k z\ /D

T/t <piex<p; & () <Pi =Pl-1)+1
(]

y, por Prop. Pi_1(x/piyi—1) =0.

Proposicién 46. (a) Sea x>0 ya € N tal que a < w(z'/2) = b, entonces se tiene que

P2(x7a):_(b—a)(b+a—1)+ Z W<m>:_(b—a)(b+a—1)+ Z 7T(gzc)

2 ati<i<h P

(b) Sea x>0 yac N tal que a < w(x/?) = ¢, entonces se tiene que

Pyx,a)= 3 P2<;,i—l>: DY <ﬂ<x>—(j—1)>,

at+1<i<c at1<i<ci<j<b; PiPj

donde b; = w(\/x/p;).

Demostracidn. Basta aplicar la recurrencia de Prop. [44] para llegar a las férmulas.

(a)
Pyz,a)= 3 Pl(mz‘—l): 3 [w(x)—(i—l)]: 3 7r<x>— S

9y
a+1<i<b v a+1<i<b DPi pa<p<wzl/2 p a<i<b—1
Realizando la suma de una progresién aritmética, se tiene el resultado.

(b) Se obtiene de forma analoga.

O

Observacion 47. (a) Si p, < p < z'/2, entonces /% < z/p < x/p,. Esta desigualdad nos
indica que para hallar Ps(x,a), basta calcular los primos hasta x/p,.
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(b) Si py < pi < 23, se tiene que 23 < \/z/p; < \/x/pa. Més atn, si p; < i < vz /pi,

tenemos que
Pa < P; < pj 1/ 1/

Aprovechando estas desigualdades, podemos obtener la siguiente cadena de desigualdades.

1/3 X X X X
pi  PiPj  PaPi  DPqg

Esto nos indica que para hallar P3(z,a), basta calcular los primos hasta z/p2.

¢) En particular, si a = n(2z!/4), necesitamos una lista de primos hasta z3/% para calcular
p ) p p
Py(z,a) y hasta z'/? para calcular P3(z,a).

2.3. Algoritmos y coste computacional

El célculo de m(z) a partir de la igualdad de Lehmer (Ec. (2.4)) necesita algoritmos que
resuelvan las tareas siguientes:

1. Calcular a = 7T(:U1/ 4) y, al menos, la lista de los a primeros primos.
2. Calcular ¢(zx, a), utilizando la lista de los a primeros primos como dato de entrada adicional.
3. Calcular Py(z,a) y P3(z,a).

Para la primera tarea; utilizamos el método de la Criba de Eratdstenes, donde calculamos
todos los primos menores o iguales que z. Dicho método usa una (z — 1)-tupla v de enteros
cuyas componentes estan indexadas con 2 < p < z. Finalizado el proceso, v[p] = 0 < p € P. Al
principio, todas las componentes de v tienen valor 0 y se le asigna el valor 2 al indice p (linea
2). Se cambian a 1 todas las componentes cuyos indices son multiplos propios de p menores o
iguales que x. Para ello, por la Obs. basta recorrer secuencialmente los indices p? + kp < z,
con k € NU {0} (lineas 5-7). Una vez recorrido los indices pares; a p se le asigna el valor del
primer indice cuya componente es 0, que debe ser primo por Obs. y se criba de forma andloga
con dicho p. Es decir; que el proceso se repite con el siguiente primo (esto es, el menor indice
q > p tal que v[g] = 0) hasta alcanzar uno mayor que /z (lineas 8-11). Los nimeros primos se
obtienen extrayendo de la tupla los indices p tales que v[p] = 0 y con ello, podemos hallar 7(x)
contando dichos primos.

Teorema 48. El algoritmo de la criba de Eratdstenes (Alg. ) tiene un coste en tiempo
T(z) € O(xloglog(z)) y en memoria M(x) € O(x), donde x es el dato de entrada del algoritmo.

Demostracion. La sentencia critica de este algoritmo, la operacion que maés veces se ejcuta, se
encuentra en la linea 6: el cribado de los multiplos de los primos menores o iguales que \/z que
son menores o iguales que z. Dado un p, el nimero de éstos es exactamente |x/p|, por lo que
una cota superior para el coste en tiempo es

Z Ty Z O(z loglog(v/z)) = O(z loglog(z))
p<\f p<\f

Como el algoritmo utiliza un array de x componentes, entonces M (z) € O(z). O



20 Capitulo 2. Hallando 7(x): Método de Lehmer

Algorithm 1 Criba de Eratéstenes
Entradas: x € N tal que z > 2.
Salidas:

» [, la lista ordenada de primos de {p <z |p e P}.

= 7z, la longitud de L.

1: procedure ERATOSTENES(z € N tal que z > 2)
2 v[2..x] < 0; p + 2; sqr2z < |\/z]
3 while p < sqr2z do

4: j 4 p?

5: while j <z do

6 vjl <15« j+p

7 end while

8 p+—p+1

9: while v[p] =1 do

10: p—p+1

11: end while

12: end while

13:

14: 7x < 0; L < 0

15: j2

16: while j <z do

17: if v[j] = 0 then

18: mx < mx+1; L« LU [j]
19: end if
20: j—J+1
21: end while
22: return L, mx

23: end procedure
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Nota 49. Podemos reducir el espacio utilizado en la criba de Eratostenes. En lugar de una z-
tupla, podemos usar una (z/2)-tupla porque los pares son multiplos de 2 (el primer primo). En
esta (z/2)-tupla sus componentes se corresponden a los niimeros impares mayores o iguales que 3
hasta z y el cribado empieza con los multiplos propios impares de 3. Ain asi, el coste en memoria
sigue siendo de M (x) € O(x). Se puede mejorar el algoritmo cribando [1, z] por subintervalos de
longitud |v/z ], de la forma [(k —1)|/x] + 1,k|/z]] con 1 < k < |/z] + 1. Se criba totalmente
[1,|+/z]] para hallar los primos menores o iguales que \/x y se criba “parcialmente” los otros
subintervalos para obtener el resto de los primos. Se puede ver que M (x) € O(max{\/x,m(x)}).

A partir de la recurrencia de Prop. @, vamos a calcular ¢(z, a) utilizando la lista de los a
primeros primos. La recurrencia genera un arbol binario formado por nodos de la forma ¢(y, b),
donde y = |z/[];pi;] con p;; > pp. Las hojas del drbol cumplen y < p[b] o bien b = 0 (ver
Obs. [35). Asi, cada nodo ¢(z/n,b) tiene asociado de forma tnica el par ordenado (n,b) donde
n =[], pi;, esto es, un producto de primos distintos.

Algorithm 2 Célculo de ¢(x,a)
Entradas:

» €N aeNU{0}.
» P = [p[j]]j>1, la lista ordenada de los primeros (al menos a) primos.

Salidas: El valor de ¢(z,a).

1: procedure PHI(z € N, a € N, P)
2 if a =0 then
3 return z
4 else if © < p[a] then
5: return 1
6 else

7 return PHI(z,a — 1, P) — PHI(|z/p[a]],a — 1, P)
8 end if

9: end procedure

Teorema 50. El algoritmo del cdlculo de ¢(z,a) (Alg. () tiene un coste en tiempo T(z,a) €
O(z) y en memoria M(z,a) € O(a).

Demostracion. Puesto que cada nodo ¢(z/n,b) estda asociado a un par ordenado (n,b), donde
n < x es un producto de primos distintos, dicho nimero de nodos debe ser menor o igual que z;
esto es, O(x) es una cota superior del coste en tiempo para calcular ¢(z,a).

Para hallar ¢(z,a), por Alg. , tenemos que hacer dos llamadas recursivas (linea 7). Sin
embargo, la segunda llamada no empezara a evaluarse hasta que la primera esté evaluada. Luego,
realizamos a llamadas recursivas simultaneas a lo sumo por la altura del drbol generado. Por
tanto, una cota superior del coste en memoria es O(a).

O

Teorema 51. Si tomamos a = TF({L’I/T) y cumple que a > r, con r > 2 natural, entonces el coste
en tiempo para calcular ¢(x,a) estd acotado inferiormente por

T(z,a) € Q <logf(:v))

Demostracion. Primero, teniendo que

< r(r—1) r2—r
a>r= =
r—1 r—1’
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se llega facilmente a la siguiente desigualdad.

a—r+1>2 (2.5)
r
Como ¢(z, a) estd formado por términos de la forma |[z/n | (Ver, conn = Hpij <pa<zl/r Pijs

entonces n = pi,Piy -+ Pi, < (arl/T)" = z para primos p;; < pg < z1/7. Luego, ¢(x,a) tiene
al menos (:f) términos. Dicho ntimero de términos se puede acotar inferiormente aplicando la

desigualdad obtenida en 2.5

<a> :a(a—l)(a—2)---(a—7“+1) - (a—r+1)" >af’”l
r 7! - 7l ~rrrl

Sabiendo que a = w(wl/r), por existe un ¢ > 0 constante tal que

o> crat/"
~ log(z)
Finalmente, llegamos a que
(er)"x -
a logr(x) C T
> = — 2.
<r> - rler r!log"(x) (2:6)

O

Observacion 52. En el método de Lehmer, dado que a = 7r(ac1/ 1), la desigualdad se cumple
para x > pit > pt = 7* = 2401, ya que a > 4.

Nota 53. Para el célculo de ¢(x,a); podemos anadir a = 1 (ver y a = 2 a los casos base de
la recurrencia de Alg. , cuyas férmulas son las siguientes (por el teorema .

¢(z,1) =z — | (2/2)]
¢(z,2) =z — [(2/2)] = [(=/3)] + [(2/6)]

Asi, las llamadas recursivas se detendran a lo sumo hasta ag = 2 si a > ag. Luego, la altura de
este arbol es de a — 2.

También podemos implementar en el algoritmo las propiedades de Prop. A0} necesitando de
una tabla que tenga calculados los valores de ¢(z,a;) para los x menores o iguales que my, /2,
con mg, el producto de los primero a; primos y fijando un a; < a. Asi, las llamadas recursivas
se detendran como maximo hasta a; si a > a;. Luego, la nueva altura del arbol es de a — a;.

Para hallar Py(z,a) y Ps(x,a), vamos a utilizar las férmulas de la Prop. 46| y necesitamos
una lista ordenada P de primos hasta un cierto K (ver Obs. . Supongamos que tenemos
disponible una funciéon smallpi(x, P) que nos devuelve el valor de m(z) si < K. Dicha funcién
puede ser implementada utilizando una biisqueda binaria.

Teorema 54. El algoritmo presentado para el cdlculo de Pa(x,a) (Alg. (@) tiene un coste en

tiempo
21/2 x/Pa
Twa)e0 <log(x) o <log<x/pa>>>

Y en memoria

M(z,a) € O (&%)
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Algorithm 3 Célculo de Py(z,a)
Entradas:

= xeN aeN.
= P = [p[j]];>1, la lista ordenada de los primeros (al menos a + 1) primos y hasta x/p,.

Salidas: El valor de Py(x,a).

1: procedure P2(x € N, a € N, P)

2 Q<+ x

3 if Q < pla+ 1] then

4: return 0

5: else

6 b < smallpi(Q,P); S+ 0; i<+ a+1
7 while 7 < b do

8 S < S+ smallpi(x/pli], P); i i+ 1
9: end while

10: return S+ (a —b)(a+b—1)/2

11: end if

12: end procedure

Demostracion. Primero, veamos el coste en tiempo. Sabemos que realizar una bisqueda binaria
de un elemento en una lista ordenada de m elementos tiene un coste O(log(m)). Como vemos
en Alg. , se hace una primera busqueda binaria en la lista P que contiene del orden de
(x/pa)/ log(x/pa) primos (por para hallar b = 7(z'/2), con coste O(L(x, a)) donde L(x,a) =

z/Pa
log(z/pa)

bisquedas binarias en P, siendo b € O(z'/?/log(x)) (por , en total se han hecho b —a + 1
busquedas binarias en el algoritmo. Luego, el coste total es de O((b—a + 1)L(z,a)) y debido a
que a < w(z/?), se tiene que

log ( ) Teniendo en cuenta que la operacion mas repetitiva (linea 8) es hacer las b — a

£1/2
O(b—a+1)L(z,a)) CO (log(az)L(x’ a)) .

El algoritmo almacena principalmente la lista P, por lo que el coste en memoria es de

O((z/pa)/ log(z/pa))- O

Nota 55. En particular, tomando a = m(z'/*) (Lehmer), necesitamos la lista de primos hasta
23/* y los costes obtenidos para Py(x,a) se pueden acotar superiormente por

21/2 | 234 . 1o
T(z) € O <log(az) og (log(m))) C O(z/9)

3/4
M(z) € O <log(:c)>

Teorema 56. El algoritmo presentado para el cdlculo de Ps(z,a) (Alg. ({])) tiene un coste en
tiempo

T(xz,a) €O <$1/3 %/ Pa log < /P ))

log?(x) log (x)
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Algorithm 4 Célculo de Ps(z,a)
Entradas:

= xeN aeN.
= P = [p[j]]j>1, la lista ordenada de los primeros (al menos a + 1) primos y hasta z/p2.

Salidas: El valor de Ps(x,a).

1: procedure P3(x € N, a € N, P)

2 CB « z'/3

3 if CB < pla + 1] then

4: return 0

5: else

6 ¢+ smallpi(CB,P); S+ 0; i<+ a+1
7 while i < c¢ do

8 S« S+ P2(lz/pli]],i—1,P);i<+i+1
9 end while

10: return S

11: end if

12: end procedure

Y en memoria

M(z,a) € O <a:/p(2l>

log(z/p2)

Demostracion. Primero, veamos el coste en tiempo. Como vemos en Alg. , se hace una primera
bisqueda binaria en la lista P que contiene del orden de (z/p2)/log(z/p?) primos (por [29) para

hallar ¢ = 7(2'/?), con coste O(N(z,a)) donde N(z,a) = log (1og$(;/g;3p2))'

Teniendo en cuenta que la sentencia méas repetitiva (linea 8) es el cdlculo de los Py, entonces

una cota superior para su coste en tiempo es de

3 vV /pi log( z/(pipi-1) ))>§(C_a) V2 /pa log< x/pl >;

o i log (@ /pi) log(z/(pipi—1 log(2%/3) log(z1/3)

siendo ¢ € O(z'/3/log(z)) (por .

Sumando todos los costes y simplificando; debido a que a < 7T(.%'1/ 3); se tiene que

O(N(x,a))+0<(c_a) Ve/pa 10g< z/pa )) :O<x1/3mlog<x/pg ))

log(a?/%) " \ log(«1/%) log?(x) log(x)

El algoritmo almacena principalmente la lista P, por lo que el coste en memoria es de

O((x/p3)/ log(x/p7))- O

Nota 57. En particular, tomando a = 7(2'/%) (Lehmer), necesitamos la lista de primos hasta
21/2 y los costes obtenidos para Ps(z,a) se pueden acotar superiormente por

21/3,:3/8 2172 £17/24 2172 L17/24
Tw&a(méwh%Q%@Q>:OQﬁ@ﬂ%Q%uQ>gOQ%m)

2172
M(z) € O (log(a;))
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Algorithm 5 Célculo de w(z) por el método de Lehmer
Entradas: x € N con =z > 2.
Salidas: El valor de 7(x).

1: procedure LEHMER (z € N)

2: R+ x1/4

3: [P, 2] + ERATOSTENES(R?); a + smallpi(R, P)

4: return PHI(z,a, P) +a—1— P2(z,a,P) — P3(z,a, P)
5: end procedure

Teorema 58. El método de Lehmer visto en Alg. (@ para calcular w(x) tiene un coste en tiempo
23/4

T(z) € O(x) y en memoria M(x) € O (Tg(z))'

Demostracion. Como dicho método requiere realizar los calculos mencionados en entonces
el coste en tiempo se obtiene tomando el maximo de los costes en tiempo del calculo de ¢(x, a),
Py(z,a) y P3(z,a) (ver 7). Luego, T'(z) € O(z). Andlogamente, obtenemos también el

coste en memoria. O

Nota 59. Podemos optimizar el coste del método de Lehmer realizando cribas parciales de los
subintervalos de longitud |z/4], de la forma [(k — 1)|zY*| + 1, k[z"/*4]] con 1 < k < | /x| + 1
en lugar de cribar directamente [1, z3/4].

Una pregunta que nos podemos plantear es si el coste de calcular 7(x) se reduce tomando
a= 7r(a:1/ "), con r > 5 natural. Para ello; necesitamos la lista de primos hasta z(r=1/r y calcular
unos Py (z,a) de més hasta k = r — 1, cribando parcialmente subintervalos longitud |[z/"], de
la forma [(k — 1)|zY"| + 1,k[2z"/"]] con 1 < k < [2"=2/7| + 1. A medida que aumentamos el
valor de 7, nos damos cuenta que cribamos gran parte del intervalo [1, x| y que para calcular los
Py(x,a), necesitamos realizar bastantes llamadas recursivas.
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