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Summary

The Lebesgue constant Ag(X) serves as an indicator of the stability and aproximation properties of a
given interpolation operator. This constant only depends on the set of interpolation nodes, X, and hence
on the size of that set, k4 1. It can be proven that there exists an optimal set of nodes for polynomial
interpolation in the sense that the Lebesgue constant is minimized. However, an explicit formula for
the optimal set of nodes is not available yet. The Chebyshev nodes are the zeroes of the Chebyshev
polynomials of the first kind. So they are explicitly given by a trigonometrical formula which is relatively
easy to compute. Throughout this memory we will present both the Lebesgue constant and the Chebyshev
nodes, as well as the relations between them. We will see that the Lebesgue constant at the Chebyshev
nodes exhibits a logarithmic growth. The expanded Chebyshev nodes are obtained from the Chebyshev
nodes using an affine transformation and they are considered to be the best choice for filling the gap that
the lack of an explicit expression for the optimal nodes leaves. We will see why the expanded Chebyshev
nodes serve as a placeholder for the optimal set of nodes.

Given a triangular array of nodes in an interval /
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are called the Lagrange basis polynomials and they can be used to express the interpolating polynomial.
Then we can define the Lebesgue function as the following

k
M(X3x) = Z\ZM(X;X)].
j=0

We can then give a definition for the Lebesgue constant in terms of the Lebesgue function

Ar(X) = méilxlk(X;x).

As we have previously mentioned, the Chebyshev nodes are the zeroes of the Chebyshev polynomials
of the first kind. These are given by the following expression,
k) ( 2j+1 ) T
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v Summary

It can be shown that the Lebesgue function on the Chebyshev nodes can be written as

(k)
k+1)0| K sen0;
Au(T 005 0) — LSS+ D) L
k+1 j=0|cos6 —cos 0"
where T is the triangular array of Chebyshev nodes, whose k-th row is éék), ey ék(k).

In order to properly show that the Chebyshev nodes are nearly optimal for polynomial interpolation,
we will need first to provide bounds for the Lebesgue constant on the Chebyshev nodes. The maximum
value of the Lebesgue function on the Chebyshev nodes can be computed using a trigonometrical change
of variables. For that purpose, we define the following trigonometrical polynomial

1 < .
d(e):= SICES)] <1 +cos(n+1)6 +2};1 COS]@) , 0¢2n7.

Then, the functions di(0) := d(6 — 6;) are fundamental solutions for a trigonometrical interpolation
problem in a subspace of .7, .1 of dimension 2n+ 2 on the set of nodes given by

n
2(n+1)’

O == (2k+1) =0,1,....2n+1.

From this fact we can provide an expression for the trigonometrical Lebesgue constant,
2n+1

8,(0):= ) ld(0)],
k=0

which is a periodic function of period ;77 and also coincides on the interval [~7/2(n+1),7/2(n+ 1)]
with the function

n 2n+1
(0):= Y (-1di(8)— 3 (~1)du(6).
k=0 k=n+1

It can be shown that #(6) reaches its maximum at 6 = 0 and that

1 & 2j+ 1w
A(T) =M(T;1) = P Zcot (4(Jk+1>) = Ay
=0

The above formula can be related with Riemman sums corresponding with the integral

/2 1
/ (COt)C — > dx,
Jo X
to obtain the following limit
2 2 8
Iim | Ay — —log(k+1) | =—|log—
kglc}°<k ﬂog(+ )) ﬂ<0gﬂ+y>,
where 7 is Euler’s constant. Finally, after showing that the sequence
2
T = M (T) — Elog(k—i— 1),

is decreasing with 79 = 1, we can provide the following bounds for the Lebesgue constant on the
Chebyshev nodes,

2 2 8 2
—log(k+1)+ — [ log— Ap(T) < —log(k+1)+1.
Ztoglh 1)+ 2 (1o S +7) <AT) < 2loglh-+1)+
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If X is a triangular array of nodes in the interval [—1, 1], then we can define the corresponding expanded
triangular array of nodes X’ as the array of nodes whose k-th row can be obtained from the k-th row of X
by an affine transformation so that the first node is —1 and the last node is 1. It can be proven that

Ap(X') = mix A(X'5x) < Ap(X).
xe[—1,1]
Therefore it follows that, if there exists an optimal array of nodes, its corresponding expanded array must
also be optimal. The conjectures made by F.Bernstein and P. Erdds, and proven by T.A. Kilgore, C.R. De
Boor and A. Pinkus imply that such an optimal array of nodes exists. The expanded triangular array of
Chebyshev nodes T is obtained by multiplying the nodes in the k-th row of T by sec(n/(2k +2)) and,
if X* is the optimal array of nodes, it can be shown that

2 2
Elog(k—l— 1)+0.7219 > Ap(T') > Ap(XF) > Elog(k—i— 1)+0.5212.

The above inequalities show why the expanded Chebyshev nodes are considered, for any practical pur-
poses, to be as useful as the optimal array of nodes.
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Capitulo 1

Introduccion y conceptos basicos

1.1. Introduccion

La constante de Lebesgue en problemas de interpolacion da una idea de la precision del interpolante
de una funcién en una sucesién de nodos en comparacién con la mejor aproximacién polinémica de la
funcién en cuestion. Esta constante depende del conjunto del nodos sobre el que se interpole y el tamafio
de este conjunto. El matemadtico francés Henri Léon Lebesgue utiliz6 por primera vez la constante que
ahora lleva su nombre, aunque sin definirla propiamente, para acotar la suma de los m primeros términos
de una serie de Fourier en el articulo Représentation trigonométrique approchée des fonctions satisfai-
sant a une condition de Lipschitz [11] publicado en 1910. En este articulo, en el parrafo 8, Lebesgue da
unas primeras cotas para la constante, ﬁ logm < pp, < % logm, donde p,, es la integral del valor absoluto
del nidcleo de Dirichlet. Este valor es precisamente la norma del operador que asocia a cada funcién su
enésima suma de Fourier. Lebesgue [12] observé que la divergencia de esta constante implica que exis-
ten series de Fourier de funciones continuas que son divergentes. Este fendmeno no es tnico de series
de Fourier y se presenta cuando las normas de una sucesion de operadores son divergentes. En honor a
Lebesgue se llama constante de Lebesgue a la norma de un operador de aproximacién. En este trabajo
trataremos con las constantes de Lebesgue en problemas de interpolacion.

Pafnuty Lvovich Chebyshev definié por primera vez los polinomios que llevan su nombre en el ar-
ticulo Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes [4] en 1854. En su articulo,
Chebyshev hace uso del anélisis matemadtico y del andlisis nimerico para disefiar una serie de apartos
mecdanicos muy ingeniosos y, en el proceso de minimizar los esfuerzos laterales que soportan los pisto-
nes en estas maquinas mediante técnicas de aproximacion polindmica, define una serie de polinomios
sobre los que mds tarde realiza un cambio de variable que resulta en lo que hoy conocemos como los
polinomios de Chebyshev de primera especie.

Unos afios més tarde, en 1859, Chebyshev generaliz6 y formaliz6 su teoria sobre polinomios ortogo-
nales en el articulo Sur les questions de minima qui se rattachent a la représentation approximative des
fonctions [5]. Es en este articulo donde define por primera vez los nodos de Chebyshev como los ceros
de los polinomios de Chebyshev de primera especie y analiza sus propiedades.

En cuanto al problema de interpolaciéon polindmica de una funcién continua, en 1901 Carl David
Tolmé Runge [14] demostré que si r(x) = 1/(1+x?), con x € [—5,5], se interpola sobre la sucesién
de nodos —5+10j/n, con j =0,1,...,n, entonces el polinomio de interpolacién de r no converge a la
funcién cuando 7 tiende a infinito. El ejemplo de Runge puso de manifiesto la importancia de la eleccién
de los nodos en la interpolacién polinémica. Esto motivé la pregunta de que si existia alguna sucesion de
nodos para los cuales se pudiera asegurar la convergencia del polinomio de interpolacion para cualquier
funcién continua dada.
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Georg Faber [7] respondi6 a esta cuestion en 1914 cuando demostré que para cualquier sucesion de
nodos existe una funcién continua definida en un intervalo cerrado para la cual el polinomio de interpo-
lacién no converge a la misma.

Mis adelante, en 1931, Serguéi Natdnovich Bernstein [1] conjeturd que la norma uniforme del ope-
rador error de interpolacién se hace minima cuando la funciéon de Lebesgue asociada al conjunto de
nodos sobre el que se interpola es equioscilante, es decir, alcanza el mismo méiximo relativo en todos los
intervalos definidos entre dos nodos de la sucesion.

A esta conjetura se sumo la de Paul Erd6s [6] en 1947, que conjeturd que existe una dnica eleccion
de nodos para la cual la funcion de Lebesgue equioscila, y que el minimo de las constantes de Lebesgue
alcanza su maximo cuando la funcién de Lebesgue equioscila.

Ambas conjeturas quedaron sin resolver hasta 1978 cuando de manera independiente, Theodore Kil-
gore [9] por un lado y Carl-Wilhelm Reinhold de Boor y Allan Pinkus [2] por otro, demostraron la
conjetura de Bernstein. Estos tltimos demostraron ademds la conjetura de ErdSs basandose en el teore-
ma de Kilgore que este usé para demostrar la conjetura de Bernstein.

Asi, quedé demostrada la conjetura de Bernstein, incluida la unicidad. Sin embargo, no se ha llegado
a obtener todavia una férmula explicita para la sucesiéon de nodos optima; aunque se han calculado los
nodos 6ptimos para los polinomios de interpolacién de grado menor o igual que 15.

A falta de una expresion explicita de la sucesién de nodos Optima, y gracias a los trabajos de Theo-
dore Joseph Rivlin [13] y Lev Brutman [3], se puede demostrar que la sucesién de nodos de Chebyshev
expandida es, a efectos practicos, tan buena como la 6ptima.

Este trabajo se basa en los dos primeros capitulos del libro Chebyshev polynomials, from approxima-
tion theory to algebra and number theory de Theodore J. Rivlin [13].

En primer lugar, demostraremos el lema de Lebesgue que permite relacionar el error de aproxima-
cién y la distancia de una funcién a un espacio de polinomios a través de la constante de Lebesgue.
También analizaremos como se comporta la funciéon de Lebesgue en los nodos de Chebyshev usando
polinomios trigonométricos y daremos cotas para la constante de Lebesgue en los nodos de Chebyshev.
Para la demostracion utilizaremos la monotonia de ciertas sucesiones. Por dltimo, recordaremos algunos
resultados que garantizan la existencia de una sucesién 6ptima de nodos y razonaremos por qué los nodos
de Chebyshev expandidos se pueden considerar tan ttiles como la sucesién 6ptima.

1.2. La constante de Lebesgue en la interpolacion polinémica

Sea f(x) una funcién continua definida en un intervalo compacto /, la cual queremos aproximar
por un polinomio de grado n a lo sumo. Como indicador de cémo de buena es la aproximacién que
proporciona p € &2, tomamos la norma uniforme en 7

I = plle = mdx F(3) = p(a)

Una forma natural de encontrar un polinomio que proporcione buenas aproximaciones en el sentido
de la norma uniforme consiste en elegir un polinomio p € &, que tome los mismos valores que f(x)
en distintos puntos Xy, ...,X, del intervalo I. A este proceso le llamamos interpolacién y se dice que p
interpola a f en los nodos xy, ..., Xxp.
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Definicion (Polinomios fundamentales). Dada una sucesion de nodos distintos xo, ..., x, € I, llamamos
polinomios fundamentales a los polinomios

(x—xo)(x—x1) - (x—xj 1) (x —xjq1) - (x —xn)
(ocj = x0) (xj = x1) -+ (= xj-1) (6 = 1) -+ (o) — %)

1i(x) = j=0,....n (1.1)

Claramente los /;(x) son polinomios de grado n y satisfacen
0, Jj#i,
lj(xi) = { o
1, J=1

parai, j=0,...n. Haciendo uso de estos polinomios fundamentales podemos construir para cada funcién
f € C(I) el siguiente polinomio de grado n

Ly(x) = f(xo)lo(x) + f(x1) 11 (x) 4+ + f () n (),
este polinomio es una solucién del problema de interpolacidon de Lagrange ya que
Lu(xj) = f(x;), j=0,....n,
al cual llamamos polinomio de interpolacion de Lagrange de f en los nodos xg, .. .,x,.

Teorema 1.1 (Unicidad del polinomio de interpolacién de Lagrange). Dados f € C(I) y una sucesion de
nodos distintos xo, ... ,x, € I, L,(x) es el vuinico polinomio de &, que interpola a f en xo, ... ,xp.

Demostracion. Supongamos que p € &, interpola a f en los nodos xj, . . . x,, entonces
p(xj) = f(xj) =Ly(xj), j=0,....n.

Asf, q(x) = L,(x) — p(x) es un polinomio que pertenece a &, y ademas ¢(x;) =0,j=0,...,n, por lo
que tiene n+ 1 ceros y por lo tanto debe ser ¢(x) = 0 para todo x € I, es decir, p(x) = L,(x) para todo
xel O

Consideremos ahora un esquema triangular de nodos en I, es decir,

(0)

X0
x(()l),xgl)
X = : 5 (12)
A )
donde x(."),j =0,1,...,n, para n =0,1,2,..., son nodos distintos del intervalo /. Asi, las filas de X

J
determinan una sucesion de polinomios de interpolacion de Lagrange {L};_, para una cierta funcién

f € C(I), luego tenemos una sucesién de aproximaciones polinémicas de f en I.

Definicion (Funcién de Lebesgue y constante de Lebesgue). Dado el esquema triangular X definido
como en (1.2) y los polinomios fundamentales definidos en (1.1), llamamos funcién de Lebesgue de

orden k en X a la funcion
k

Me(Xsx) := Y |La(X5x)],
j=0
donde el subindice k en [} indica que estamos tomando los polinomios fundamentales generados por la
fila k de X. A partir de la funcidén de Lebesgue definimos también la constante de Lebesgue de orden k
en X

A (X) = mélxlk(X;x).
xXe
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En la siguiente figura mostramos la funcién de Lebesgue correspondiente a interpolacién de grado
10 en nodos equidistantes en el intervalo [—1,1].

30 T T

funcion de Lebesgue

20 |

15 |-

Figura 1.1: Funcién de Lebesgue en los nodos equidistantes correspondientes a grado 10 en el intervalo
[-1.1].

El lema de Lebesgue permite comparar el error de aproximacién de un operador de proyeccién sobre
un subespacio con la mejor aproximacién de la funcién en ese subespacio. A continuacién ofrecemos un
enuciado de este importante resultado para la interpolacién de Lagrange.

La calidad de estas aproximaciones se mide por la norma uniforme

My:= || = Lillw = mix |f(x) = L(x)], k=0,1,2,... (13)

Como el espacio & es de dimension finita, existe p* la mejor aproximacion de f en 4. Denotaremos
por E} la distancia de f a p*

Ec:=|f=p'lle < |f = plle VP E P4,

es decir, Ey es la distancia de f al espacio de polinomios Z,

Ep =dist(f, Z) := min || f — p||e.

PED

Teorema 1.2 (Lema de Lebesgue para la interpolacién de Lagrange). Sea f una funcion continua en |
intervalo compacto y sea X un esquema triangular de nodos en I, entonces

My <Ep(1+A(X)), k=0,1,...
Demostracion. Sea p* la mejor aproximacion uniforme de f en &2;. Observemos primero que

£ = Le(f. X30)| = [F(3) = 7 (6) + p* (¥) = Le(£,X:0)] < |£(x) = p*(0)] + [P () — Li( £, X:0).

Abhora, si p € & tenemos que L (p,X;x) = p(x), ya que Ly(p,X;x) es el tnico polinomio que interpola
a p(x) en la sucesién de nodos de la fila k de X y claramente p se interpola a si mismo. En particular
tenemos que p*(x) = Ly(p*,X;x) y asi, por la definicién de Ly,

p*(x) _Lk(f7X;x) = Lk(p*,X;X) —Lk(f,X;)C) = Lk(p* —f,X;.X),
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y sustituyendo en la desigualdad anterior
[f () = La(f X50)| < Ex+ [ La(p" = . X3%)|.

Por otra parte, para cualquier g continua en /, por la desigualdad triangular tenemos

L. X:)] < g b o (Xsx) [+ -+ [g( s (X)),
y por lo tanto .

ILi(8: X3x)] < rggflg(x)lrggf;)llj,k(X;X)\ = [lglloAx(X)-
Por lo que, tomando g = p* — f, tenemos

ILe(p* = [, X:x)| < ||f = Pl Ai(X) = ExAr(X),
obteniendo
[f(x) = Lie(f, X:50)| < B+ |Li(p”™ — fX:x)| < Ei + A (X) = E (14 Ar(X)).

Por dltimo, eligiendo x* € I de manera que

() = Ll £,X627) | = midx | () = L f, X50) | = 1 = Lello = M,

y sustituyendo obtenemos el resultado del teorema, My < Ei(1 + Ag(X)). O

1.3. Los polinomios de Chebyshev
Consideremos la funcién
T, (x) = cos(narccos(x)), x¢€[—1,1],

donde n es un entero no negativo. Dado x € [—1, 1], podemos encontrar un tnico valor 6 = arccosx en el
intervalo [0, 7], tal que x = cos 6. Si 0 recorre el intervalo [0, ], x = cos 6 decrece en el intervalo [—1, 1],
luego arccosx es una funcion decreciente. Por lo tanto, la funcién 7,,(x) estd bien definida en [—1,1] y
toma valores en el mismo intervalo.

La funcién T,,(x) es un polinomio ya que

ln/2] n ‘ ) /2] /o . , ‘
T, (x) = cosnf = Z (1)1( ) cos" %/ xcos? O = Z < > (—1)x" (1 —x%),
j=0 ]

y, desarrollando en potencias de x, obtenemos

T,(x) = (()n) +t§n)x—|— e +t,(,n)x”,

donde |
(n) _ _ n—
0 ey =0, k_O,...,L . J
[n/2] . (1.4)
() _ vk n j _ n
st B (D)) oy

Hemos utilizado la notacion | x| para la parte entera de x, es decir, el mayor entero menor o igual que x.
A los términos de esta sucesion de polinomios, {7,(x)}:_, , se les conoce como polinomios de
Chebyshev en honor al matemadtico ruso P. L. Chebyshev (1821-1894) que fue el primero en estudiarlos.
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De las férmulas que definen los coeficientes del polinomio de Chebyshev de grado n, (1.4), pode-
mos obtener una primera propiedad de los polinomios de Chebyshev: los polinomios de grado par solo
presentan potencias pares de x mientras que los de grado impar solo presentan potencias impares de x.
Por tanto,

es decir, T, es una funcion par para n par y una funciéon impar para n impar. Para ilustrarlo, mostramos
los seis primeros polinomios de Chebyshev.

Hhx)=1, Tix)=x, Tx) =21,
T3(x) = 4x° — 3x, Ty(x) = 8x* — 8x* + 1, T5(x) = 16x° —20x° + 5x.

En la siguiente figura podemos ver las gréficas de estos polinomios.

1 T L]
: T, == ]
\ o) 7%=
t\ 3( ! v
X T
[1 . (x) r
‘a '/ : !
0.5 | \‘ ‘,/' '!
\ '." /
\ ,.o" /
\u '/" n!
ok \ 7 J 1
\‘ s ‘f
\ _/" /
\ e /
N7 7
05t ':r" R4 :
f'/ \i f/
'/ \n. r/
W’ \, \¢
P Ny N
. ~ ~
1 rad i ™ § = §
5] 0.5 i 0.5 1

Figura 1.2: Primeros polinomios de Chebyshev.

Ceros y extremos de los polinomios de Chebyshev

Vamos a estudiar ahora los ceros y los extremos de los polinomios de Chebyshev, comenzamos
buscando los ceros de los polinomios. Puesto que 7,,41(cos0) = cos(n+ 1)nB y cos(n+ 1)6 se anula
para

m._ 2i+hm .

0 = =0,...,n.

J 2(}’[—"—1) ) ] 0’ 7n

Tenemos que los puntos
§(n) — cos " :cosM j=0 n (1.5)
J ] 2(n+1) ) )t ) *
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)
j
de grado n+ 1, sabemos que tiene exactamente n + 1 ceros; por tanto, los éj(") definidos en (1.5) son
todos los ceros de 7,1 (x). Los ceros de los polinomios de Chebyshev son proyecciones sobre el eje de
abscisas de puntos equidistantes de la circunferencia centrada en el origen y de radio 1. Todos los arcos
determinados por dos puntos consecutivos son iguales a %

En la figura 1.3 vemos los ceros del polinomio de Chebyshev de grado 11.

pertenecen a (—1, 1), son todos distintos y satisfacen 7,,,1(&;") = 0. Puesto que T;,11(x) es un polinomio

_._

D 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 1.3: Ceros del polinomio de Chebyshev de grado 11.

Buscamos ahora los extremos del polinomio 7,,. Puesto que 7,,(x) toma valores en [—1, 1], estd claro
que —1 < T,(x) <1y por lo tanto los valores x € [—1, 1] tales que |7,,(x)| = 1 serdn sus puntos extremos.
Teniendo en cuenta que coskm = (—1)¥,k € Z, si tomamos

ok
o =" k=01,..n,
n

entonces los puntos

(n)

n, (n)

km
‘= cos @, 20057 k=0,1,...,n,

pertenecen a [—1, 1], son todos distintos y satisfacen Tn(n,gn)) = (—1)*. Podemos observar que

1=n">n"> _>n" >pi"=_1,
luego los puntos nl(") feees nr(l'i)] estan contenidos en (—1, 1) y son extremos relativos de T;,(x) por lo que

y, como 7}, (x) es un polinomio de grado n — 1, tenemos que nl("), ceey 77;5’1)1 son todos sus ceros y por lo

tanto T[é") =1y n,(,") = —1 no son puntos criticos de T}, (x).

1.4. Polinomios trigonométricos

Denotamos por .7, el espacio de polinomios trigonométricos de grado menor o igual que n, generado
por las funciones
1,cos60,sen®,...,cosnd,sennb,
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de manera que los elementos de .7, son las funciones de la forma
n n
1(0) =ao+ ) arcos(kB)+ Y bisen(k6),
k=1 k=1

donde 6 € [—7, 7] y ax, by € R paratodo k=1,...,n
Los polinomios trigonométricos tienen propiedades y aplicaciones muy interesantes. Para el desarro-
llo de este trabajo vamos a necesitar el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Si el polinomio trigonométrico
n n
1(0) =ao+ ) arcos(kf)+ Y bisen(k6),
k=1 k=1
es un polinomio trigonométrico par, entonces existe p € &y tal que t(0) = p(cos6).
Demostracion. Por ser t(0) una funcién par tenemos que 7(0) = 1(—0), es decir,
n n n n
ap+ Z agcos(—k0O) + Z bysen(—k@) = ap+ Z arcos(k@) — Z by sen(k0)
k=1 k=1 k=1 k=1

=ao+ Z aycos(kB) + Z bysen(k0),
k=1 k=1

luego

i by sen(k0)

Ademds, puesto que las funciones sen(k6) son ortogonales,
T
0= Z bksen k0)sen(j0)d0 =b; [ sen*(j0)dO =mb;, j=1,...,n,
-7
se tiene que by = --- = b, = 0y por lo tanto,
n
= Z arTi(cos 6).
k=0

Por ultimo, llamando
n
=Y aTi(x)
k=0

se tiene p(cosB) =1(0). O



Capitulo 2

Interpolacion en los nodos de Chebyshev

Hemos estudiado previamente, en el lema de Lebesgue, la relacién que existe entre el maximo error
de aproximacién M, y la distancia de la funcién al espacio de polinomios &%, Ej, a través de la constante
de Lebesgue Ag. Puesto que E; depende de f y de k pero no de X, el efecto que tiene X en el valor de M
proviene de Ag. El objetivo de este capitulo serd llegar a la conclusion de que los ceros de los polinomios
de Chebyshev constituyen una sucesion de nodos que da lugar a una constante de Lebesgue pequeiia
para la interpolacién de Lagrange, proporcionando cotas uniformes del error (1.3) cuyo tamafio no es
demasiado grande en relacién con Ej.

A lo largo del capitulo probaremos principalmente dos resultados. El primero, que existe una cons-
tante positiva ¢ de manera que

2
AX) > “loglkt+1) +e, k=12, 2.1)

para cualquier esquema triangular X. Como consecuencia, para todos los esquemas triangulares tenemos
divergencia de la constante de Lebesgue, es decir, Ag(X) — oo cuando k — . G. Faber dedujo la di-
vergencia de la constante de Lebesgue de la propiedad andloga de las sumas de Fourier trigonométricas.
Utilizando la divergencia de la constante de Lebesgue obtuvo su resultado negativo sobre la convergencia
de los interpolantes,

Teorema 2.1 (Teorema de Faber). Para cada X existe una funcion f continua en I tal que la sucesion de
funciones (Ly(f,X;x))5_, no converge uniformemente a f.

Como consecuencia de este hecho, un solo esquema triangular X no permite aproximar cualquier
funcién continua. El segundo resultado que demostraremos es

2
A(T) < “logk+1)+1, k=12, 2.2)

donde T es el esquema triangular de nodos cuya fila k est4 constituida por é(gk), ey ik(k), los ceros del po-
linomio de Chebyshev de grado k4 1. Veamos entonces cémo se comportan los polinomios de Lagrange
y la constante de Lebesgue al interpolar sobre 7.

2.1. Los polinomios de Lagrange y la funcion de Lebesgue en los nodos
de Chebyshev

Si definimos el polinomio, ®,(x) := (x —xo)(x —x1)...(x —x,), entonces los polinomios funda-
mentales /; pueden escribirse de la siguiente manera,

Dp+1 (x)
(xr—xj) o, (x;)’

li(x) = j=0,...,n.

9
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Sustituyendo esta expresion en la formula de interpolacién de Lagrange, obtenemos

L(fXx) = o ()Y — 1D

= (e—xj)op (x))

Proposicion 2.1. La funcion de Lebesgue en los nodos de Chebyshev admite la expresion,

|cos(n+1)0| & Sen@;n)

ntl j:o|c039—cos9}")|’

An(T;cos0) = (2.3)

donde 6" = GIEUE € (0,7), j=0,....n.

Demostracion. Teniendo en cuenta que al interpolar sobre el esquema triangular de nodos de Chebyshev
se tiene que @y+1(x) = 27T, (x), podemos particularizar la férmula de Lagrange,

L,(f,T;x)=T,11(x) .
( . j§<x—é}">>r,;ﬂ<é<">>

Ahora bien, puesto que

, B sen(n+1)6
7;1+1(Cos6)—(n+1)7sin9 , 6€(0,m),
y gj(”) = cos 9}"), se tiene que,
n 2j+1)m n+1 ; n+1
Trz/Jrl(‘:}( )):sen( ) ) W —1)/ O
1 —cos?0 1—(§j )

es decir,

M@ﬁ@:nM@ihﬂj]

n+1 =0 x— g](n)
Por dltimo, usando la forma trigonométrica de los polinomios de Chebyshev y é}") =cos0 ;n), tenemos
cos(n+1)0 & j f(cos G(n)) (n)
L,(f,T;cos0) = Z —()senej
ol =0 cos 6 —cos 6
de donde se deduce (2.3) ]

En la siguiente figura hemos calculado la funcién de Lebesgue en los nodos de Chebyshev corres-
pondientes a grado 10.
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2.6

funcidn de Lebesgue

2.4 1

2.2 - 1

1.6 1

1.4 1

1.2 1

Figura 2.1: Funcién de Lebesgue en los nodos de Chebyshev correspondientes a grado 10.

2.2. Valor maximo de la funcion de Lebesgue en los nodos de Chebyshev

Para llegar a demostrar los resultados que mencionamos al comienzo del capitulo necesitamos probar
primero que la funcién de Lebesgue A, (7';x) alcanza su valor méximo en x = 1,

A(T)=2,(T;1), neN, 2.4
que serd el objetivo al que llegaremos en esta seccion.

Proposicion 2.2. El polinomio trigonométrico

a0)= 307 (1 +cos(n+ 1)e+2jzlcosj9) =/ 2.5)
admite la expresion
_ sen(n+1)6cos(6/2)
d(0) = 2(n+1)sen(6/2) ’ 26)

para 6 ¢ 2nZ.

Demostracion. Puesto que
a+b

)?

a_
sena —senb = 2sen(

b
)cos(
tenemos

sen(j+1/2)0 —sen(j—1/2)0 =2sen(6/2)cos jO,

y por lo tanto

2sen(0/2) i cos jO = zn: sen(j+1/2)0 —sen(j—1/2)6
=1 =1
=sen(l+1/2)0 —sen(1 —1/2)0 +sen(2+1/2)0 —sen(2—1/2)0 +---+sen(n+1/2)0 —sen(n—1/2)6
=sen(n+1/2)0 —sen(6/2),
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ya que la serie es telescopica. Asi tenemos que

w 1/2)6
2Y cosjO = w —1,
= sen(60/2)
luego
“ 1/2)60
1+cos(n+1)0 +2jzzlcosj9 = w +cos(n+1)8
_ sen(n+1—1/2)64sen(6/2)cos(n+1)0
N sen(6/2) ’
Usando la propiedad
sen(a — b) = senacosb —senbcosa,
obtenemos
sen(n+1)6cos(6/2) —sen(6/2)cos(n+1)6 +sen(6/2)cos(n+1)6
sen(6/2) ’
y simpificando se sigue el resultado. O

Proposicion 2.3. Sea d(0) la funcion definida en (2.5) y sean los nodos

T
2(n+1)’

O := (2k+1) k=0,1,....2n+1.

Entonces las funciones dy(0) :=d(0 — 6;), k=0,1,...,2n+ 1, verifican
0, Jj#k,
d(8;) =
1O {1, j=k

es decir, son soluciones fundamentales de un problema de interpolacion trigonométrica en un subespa-
cio de Tyy1 de dimension 2n+ 2, ademds, los tinicos ceros de dy en (0,27 son los 6; con j # k. El
correspondiente polinomio de interpolacion que verificat(0;) =yjpara j=0,...,2n+1 es

2n+1
1(0) =Y wdi(6).
k=0
Demostracion. De las formulas de adicién trigonométricas se deduce que di(6) € 4. Es inmediato

comprobar que di(6;) = 1, ya que

cos j(O—6) =1, jEZ,

luego
1 L 1 !
14+cos((n+1)(6r—6;))+2) cosj(Or—6)) = 1+1+2) 1),
2(n+1)( ((n+1)(6k — 6k)) J; J(6—64)) 2(n+1)( ]; )
por lo que di(6;) = 1.
Para j # k, se tiene que
(J—k)m
0;— 6=
JT n+1 "’
y por (2.6) -
sen(j — k)7 cos 54T
di(6;) = d(6;— ;) = wrl) —o,

(J—k=

S€N 30t 1)
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ya que
(=K

2(n+1) 70

Veamos que 6; con j # k son los tinicos ceros de dy. Si 6 € [0,27] y 6 # 6, tenemos por la proposicién
22

sen(j—k)r=0 y sen

_ sen(n+1)(0 — 6)cos((0 —6)/2)

N 2(n+1)sen((6 — 6;)/2)

Por tanto, di(6) se anula solamente en los ceros de la funcién sen(n+ 1)(6 — 6;) o en los ceros de
cos ((6 — 6x)/2), y estos corresponden a los valores de 6, cuando j # k. O

di(0)

A partir de aqui podemos obtener una expresion de la funcién trigonométrica de Lebesgue y dedu-
cir que es periddica de periodo % La siguiente figura muestra la grifica de la funcién de Lebesgue
trigonométrica de grado 10.

Funcign de Lebesgue

Figura 2.2: Funcion de Lebesgue trigonométrica de grado 10.

Proposicion 2.4. La funcion trigonométrica de Lebesgue

2n+1

6,(0) ==} |di(6)],

k=0

verifica

50+ %) —5,(6).

Demostracion. Sea di(0) =d(6 — 6), con

T
Oy := (2k+1 Vk € Z. 2.7
1= (2k + )2(n+1), € (2.7)
Entonces tenemos
T T T 2n—(2k+1)m (=2k+1)m
0+— —6=0+——(2k+1 =6 - =
tagr %O T Dy =0 2(nt 1)
T b
60— (2k—1 =0—-(2(k—-1)+1 =0—06;.
( )Z(n—i—l) @k=1)+ )Z(n—i-l) k-l
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Asidi( 0+ -2 ) =d;_1(0), y como ademds
n+1

9_1 = (2(—1) + 1)2(,17:_ 1) = _2(n7j— 1)7

B T (4n+4)m T T
Ot = Q20+ D)+ D5 o =50 ) 3 2 1)

tenemos que d—_1(6) = dz,+1(0) y por lo tanto,

2n+1

6,(0+-"5) = |a(6+-"7)| = Y 1di1(0)] = Y. 1dk(6)] = 3,(0)

k=0

Proposicion 2.5. Sea d(60) la funcion definida en (2.5) y sean los nodos

O = (2k+1) k=0,1,...,2n+1.

T
2(n+1)’
Entonces la funcion di(0) := d(0 — 6)) verifica

d]/((ek+n+1) :0, SlOSkgn,
di(O_(n+1)) =0, sin<k<2n+1.
Demostracion. Derivando en la férmula

4(0) = z(an) (1+cos((n+1)(6 — 60)) +2ji:lcosj(6 -0)),

obtenemos
1 I & .
d.(0) = ) sen((n+1)(0 —6)) — mj;jsen](e —6).

Ahora, si 0 <k <n, tenemos que k+n+1€{0,1,...,.2n+ 1}y

kn+1 k
(k1) _Gkn+Dr kn

Oksnt1 — O = (2(k+n+1)+1) St 1) . B

T
2(n+1)

Por tanto, d;(6j1,+1) es una suma de términos en los que aparece un factor de la forma sen j = 0,
j=1,...,n+1,y deducimos que d; (64n+1) = 0.

Andlogamente, si k > n, entonces
T (k—(n+1)r  krm

—(2k+1 = — =
(2k+ )2(n+1) n+1 n+1

ek,(n+1)—9k:(2(k—(ﬂ+1))+1) —7TT,

_T
2(n+1)
de donde obtenemos d (6;_(,41)) = 0. O

Por la proposicién 2.3 y la proposicién 2.5, di(6) tiene 2n raices simples y una raiz doble en el
intervalo [0,27), y di(6) # 0 en el intervalo (—m/2(n+1),7/2(n+ 1)) ya que 6; no pertenece a dicho
intervalo para ningun k entero.

La funcién 6,(6) coincide con un polinomio trigonométrico

2n+1
t(e) = Z Skdk(e),
k=0
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en el intervalo [—7/2(n+1),7/2(n+1)], donde & € {—1,1} se elige de manera que &di(0) > 0 para
todo 0 € (—m/2(n+1),m/2(n+1)). Por tanto, & tiene el mismo signo que d;(0) = d(—6), donde

B _ —sen(n+1)6ccos(6;/2) sen(2k+1)7 1 (=D 1
dk(o) = d( ek) - —2(n+ 1) Sen(ek/Z) - Z(I/H— 1) tan (Zéchl)) - 2(n+ 1) tan (zé{ill)) (2.8)

Ademas

T 2k+1)r _ (2n+l)m =
0< < < <=, k=0,...
An+1) = 4n+1) = dn+1) 2 el

T (2n+3)m _ (2k+1)m _ (4n+3)m
254t 1) S Amil) - At T

k=n+1,...,2n+1,

luego se tiene

2k+1
tanﬂ>0 k=0,...,n,
4(n+1)
2k+1
tan EEDT k=n+1,....2n+1,
4(n+1)

por lo que

(-DF k=0,...,n,
& =
(- k=n+1,....2n+1.

De esta manera obtenemos la expresion del polinomio trigonométrico que coincide con & en el intervalo
[=7/2(n+1),7/2(n+1)]

n 2n
(6):= ¥ (-1fde(6)— 3 (~1)\ai(o) 09)
=0 k=nt1

Proposicion 2.6. La funcion t(0) definida en (2.9) es una funcion par
Demostracion. Tenemos que ver que los 6; dados por (2.7) verifican 6,,,_;| = 27 — 6, en efecto

T _kn+ /4
2n+1) n+1 2m+1)

O = (2k+1)

T (4n+4)m  krm

i1 =22n—k+1)+1 = — — =271 — 6. 2.10
hn—kt1 = (2Q2n—k+1)+ )Z(n—i—l) 20t 1)+l 2t T — 6k (2.10)
Por la definicon de las funciones dj(6), tenemos
1 n
diy(—0) = 142) cosj(0+6)+cos((n+1)(0+6)),
k(—0) 2(n+1)( j;) J( ) ((n+1)( )
y deducimos que
dk(—e):dzn_k+1(6), k=0,...,2n+1. (2.11)
Asi obtenemos
n . 2n+1 ' 2n+1 S n S
1(=0) =Y (—1)'douss1(8) — Y (—D)fdoysr1(0) =Y, (=1)" " 1dp(6) =Y (—1)"*Hd(6)
k=0 k=n+1 k=n+1 k=0
2n+1 n
== Y (1) d(0) + Y (~1)"di(6) =1(6).
n+1 k=0
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Como consecuencia de la proposicion 2.4, tenemos que,

max |6,(0)|=

max 5.(0)], 2.12)
0<6<2r —1/2(n+1)<0<7m/2(n+1)

luego el problema de determinar el valor maximo de la funcién trigonométrica de Lebesgue se reduce a
—TT T

examinar el intervalo [m, m] En la siguiente proposicién deducimos que se alcanza en el origen.

Proposicién 2.7. Sea t(8) el polinomio trigonométrico par dado por (2.9)y 8 el lugar donde la funcion

t alcanza su valor mdximo en el intervalo [2(;7:1) , ﬁ], es decir,
Ay = max 1(0) =1(0).

—1/2(n+1)<0<1/2(n+1)

Entonces 6 =0y

1 ico (2k+1)m
CntlET 4n+1)

n

Demostracién. Supongamos primero que 8 = £71/2(n+ 1), es decir, 8 =60y 0 0 = 65,1 — 27 = 0_;.

Entonces por la proposicién 2.3 y la expresion (2.9), tenemos que #(6) = 1 en ambos casos. Sea

2n+1

S(e) = Z dk(9)7
k=0

que cumple s(6;) =1, =0,...,2n+ 1. Por (2.8), tenemos que

2n+1 2n+1

s(—=0) =) di(=6) =) du1 «(—6)=s(6).
k=0 k=0

Luego 1 — s es un polinomio trigonométrico par de grado n+ 1. Por tanto, existe u € &, tal que
u(cos0) =1—s(0). Como 6; son valores distintos en [0, 7|, tenemos que u es un polinomio de grado
menor o igual que n+ 1 que se anulaen §; = cos 6, j =0,...,n. Si el polinomio u no es la funcién nula,
entonces tiene n+ 1 raices simples en &;, j =0,...,n, y cambia de signo en cada §;, j =0,...,n. En
particular, existe 6% cerca de 6 tal que u(cos0*) <0y s(0*) =1 —u(cos0*) > 1, por lo que

e () 21(6%) = 8,(6%) > 1s(67)| > 1
*”/2(ﬂ+1r)2%xﬁn/2(n+1)( ) 21(67) (6%) = |s(67)]

lo cual es una contradiccion. Por otro lado, si u es identicamente nula, entonces tendriamos que s =1y

—7T T
2(11—1—1)’2(11—1—1)]7

A > = Oy > — 1’
*”/2(n+1§1%2(19xg7r/2(n+1)t(9) >1(8) = 8,(0) = 5(6) 6¢e|

lo que implica que

-7 T ]
2(n+1)"2(n+1)
Como #(6) es un polinomio trigonométrico par podemos escribir 7(6) = p(cos 0), de donde se deduce
que p € P, verifica p(x) = 1, x € [cos 6y, 1]. Por el teorema fundamental del dlgebra, p es el polinomio
ly

t(e):l, 0c [ :[—90,90].

lo cual es una contradiccion, ya que #(6;) = —1.
Supongamos ahora que 0 < |@| < 7/2(n+ 1), entonces tenemos que #(0) =¢(—0). Sea p € P, 1 el
polinomio tal que 7(6) = p(cos 0). Derivando tenemos

'(8) = p'(cos9)senB.
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Como 6 € (0,6p) anula la derivada de ¢, y sen 8 # 0, tenemos p’(cos 0) = 0.

Por otro lado, p(cos6;) = t(6;) = (—1)k para k = 0,...,n. Por el teorema de Bolzano p’ tiene n
raices distintas en (cos 6,,cos 0y). Asi que p’ tiene n raices distintas en (—1, 1), lo que implica que p’ es
el polinomio nulo y 7(8) = p(cos 0) es constante. Esto contradice que #(6y) = 1y #(6;) = —1.

De esta manera llegamos a la conclusién de que 8 = 0. Luego hemos probado que A, = §,(0) y, por
(2.8),

1 (2k+1)m
—1)*di(0) = t
CU0) = 301 1)
obtenemos
Zut2 | k+ 1) 22 1 (2k+1)m
A, = Z |di(0)| = Z cot - cot
= = 2(n+1) 4(n+1) k:nHZ(n—l-l) 4(n+1)
_s ‘ 1 k+1)r 1 ¢ t(2k—|—1)7t

co = cot ————.
2(n+1)  4(n+1) n+1,§5 4(n+1)

Ahora podemos demostrar (2.4), el resultado que mencionamos al principio de esta seccion.
Teorema 2.2. Para todo n € N se tiene que

! (2k+1)m

1
M) =M(T31) = L o ey

Demostracion. Sin =0 el resultado es trivial. Supongamos que n > 1. Como ya comprobamos en (2.11),
di(0) 4+ day—+1(0) es una funcién par, luego es un polinomio de cosenos

pr(cos0) =di(0)+doy141(0), k=0,...,n.

Los ceros de los polinomios de Chebyshev de grado n son

5[(") :cosel-(")7 Gi(") = (2i+1)2(n+ 0 i=0,....n
Ademds, parai =0,...,n,
n n n 0, 1 k,
P(§") = du(6]") + dan i1 (8") = {1 7 2.13)
y, como vimos en (2.10), GZ(ZZHI =27 — Bk(") por lo que,

cos((n+1)(6 — Ok("))) +cos((n+1)(0 — 92(;’)7,(“)) =0.
Se deduce que pi(x) es de grado menor o igual que n y cumple (2.13), por lo que
Pr(x) =L n(T:x), k=0,...,n.
Por lo tanto,

A(Tx) = kiowpkoc)r,

luego

Jn(Tic050) = ¥ [pi(c0s0)| = Y. [di(8) +daic1(0)] < ¥ [dk(0)|+ Y. [dr-sc1 ()
k=0 k=0 k=0 k=0
n 2n+1
:k;)|dk(9)|+ Y la(6)],

k=n+1
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es decir,
An(T,cos0) < 5,(0).

Por la férmula (2.12),

5:(0) < méx 16,(0)] = A, = méx 10),
—n/2(n+1)<O<m/2(n+1) —n/2(n+1)<O<m/2(n+1)
asi,
An(T3x) < Ay

Por tanto, se verifica la siguiente desigualdad
Au(T) <A,

Por otro lado, por (2.3),

(2k+1)7 k+1)7

A1) = 1 & Senoerny 1 & Sen g
)= Dz, %)
n+1= |1 —cos (2(;;1))”| n+1/=1—cos (2(;:r1))ﬂ

yaque 1 —cos6 >0, con 6 € (0,7), y teniendo en cuenta que

(2k+1)rm _s 2k+1)r  (2k+1)=m

Sen72(n+l) =2sen A1) cos Ant1)’

2k+1)r  ,(2k+1)m , 2k+ 1)

B2+ amrn N Aty

obtenemos, por la proposicién 2.7

Qi) . (kt1)n Qk+D)r (kD)7
AT, 1) = 1 & 2senr iy CoSTnany 1 & 2senr iy Cos g
M\t S (2k+1)m (2k+D) (2k+1)m
nt 1551 - cos? k) 2 4(nt1) 15 2sen? A(n+1)
(2k+ 1)

1 cos 1 & (2k+D)m

4(n+1)
n+1 /= sen (Zf;lf)ﬂ n+1 kg;) 4(n+1) g

Asi, tenemos que
Ay = 2'n(T; 1) < An(T) < Ana

es decir,

2.3. Cotas para la constante de Lebesgue en los nodos de Chebyshev

Como mencionamos al principio del capitulo, vamos a encontrar tanto una cota superior como in-
ferior para la constante de Lebesgue, en concreto para el esquema triangular 7 dado por los nodos de
Chebyshev. Daremos ademds el valor de la constante ¢ de la desigualdad (2.1), que junto con la des-
igualdad (2.2) queda

2 2/ 8 2
2 | 7(1 ° )<A Ty < 21 ) +1,
Llog(n+1)+—(log_+7v a(T) < _log(n+1)+

donde ¥ es la constante de Euler y n € N. En la siguiente figura podemos observar estas cotas para n = 10.



Constante de Lebesgue en los nodos de Chebyshev 19

2.8 T T

funcidn de Lebesgue se—

cota superior =====-
6l cota inferior A
2.4 1
2.2 1
2 b {\ A ]
1.8 1
1.6 1
1.4 | .
1.2 | N 1

- L L f

-1 0.5 0 0.3 1

Figura 2.3: Funcién de Lebesgue en los nodos de Chebyshev correspondientes a grado 10 y cotas para la
constante de Lebesgue.

Proposicion 2.8. Sea A, definido como en la proposicion 2.7, entonces se tiene que

lim (A - —log(n—l— 1)) (log%—i-}/) ~ 0.9625,

n—oo

donde 7y es la constante de Euler.

Demostracion. Sea a,, la sucesion de sumas de Riemann de la integral

/Oﬂ/2 (cotx— i)dx,

dada por
T i 2k+1)r  4(n+1)
L — t - . 2.14
n 2(n+1)]§(’)<co An+1)  (2k+D)m 2.14)
Como . .
t
/ (cotx— 7>dx = logﬂ,
0 X t
tenemos 5
’}gr.}oan =log s (2.15)
Como vimos en la proposicion 2.7,
L 2k+ 1)

Z ECEN

luego

o (kD 4+ ) g g
2y =g, 42)
n+1 k%( A1) @rnm) T kgg)zkﬂ w2l T

)
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Por otro lado, observemos que

/9 1
EAn—log(n—i- 1) :an—&-ZkZ %l —log(n+1).

Si desarrollamos la suma tenemos
1 1

2Y o =242/342/54+2/T+2/9+---+2/(2n+1),
=0kt 1

y como se verifican las siguientes igualdades

2n+2
2 Z D 12/ 1/242/541/342/T+1/442/9+ -+ 1/n+2/2n+1)+1/(n+1),

n+11
Y - = =1+1/24+1/3+1/44--+1/n+1/(n+1),
k=1

restindolas obtenemos
n 1 2n+2 n+1 1

2y —— = -——) -
Yatli L
Como ademds se cumple
—log(n+1) = —2log(2(n+1)) +log(n+1) +1log4,

podemos escribir

2n+2 n+1

1
. | 2( Z log(2 1)—( . 1) log4.
ZZk—i—l og(n+1) = l;k 0g(2(n+1)) kg'lk og(n+1)) +log
De la definicién de la constante de Euler,
o1
y::%lggo<2;—logm>,

J=1
deducimos

, 1
’1132102]; Wil —log(n+1) = y+log4,

que junto con lo visto en (2.15) nos da el limite que buscamos,

Iim (An— %log(n—}—l)) - %<log%+y+log4) - %<log%—|—}/). (2.16)
O

Para acotar A,(T'), demostraremos que A, — 2 log(n+ 1) es una sucesién mondtona decreciente en 7.
Para ello, vamos a necesitar primero un resultado sobre la convergencia monétona de sumas de Riemann,
por lo que enunciamos a continuacion el siguiente lema de D.J. Newman y T.J. Rivlin, cuya demostracién
puede encontrarse en la pagina 20 de [13].

Teorema 2.3 (Lema de Newman-Rivlin sobre la monotonia de sumas de Riemann). Sea f una funcion
definida en el intervalo [0,1], tal que f" y f"" sean ambas no negativas en [0,1]. Entonces las sumas de

Riemann de la forma
2k+1
b ( ). 2.17
=i 2 G @17

son monotonas crecientes en n.
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Teorema 2.4. La constante de Lebesgue en los nodos de Chebyshev verifica las siguientes desigualdades

2 2
(log— —H’) + —log(n+1) <A(T) <1+ =log(n+1)
b4 /4 b4
Demostracion. Vamos a aplicarle el lema de Newman-Rivlin a la funcién
1 T
=-—— —cot—x. 2.18
El desarrollo en serie de Taylor de la funcién cotx, para 0 < |x| < 7, es (Véase seccion 4 del parrafo
24 del cépitulo 6 de [10], féormula 115)

cot Z (—1)27By 1 1 x ¥ 2
X = =
= (2n)!

donde B,, son los niimeros de Bernoulli, los cuales son positivos para n impar y negativos para n par, por
lo que los coeficientes de la serie de potencias son todos negativos a excepcion del primero y asi

- —cotx=cix+ 38+ oo X2
X
donde ¢p,,—1 >0 paran=1,2

, y por tanto, podemos concluir que f” y " son ambas no negativas en
[0, 1]. De esta manera, la sucesion b, definida en (2.17), tomando la funcién de (2.18), es una sucesién

. b
mondtona creciente en n, y como ademads la sucesion a, que definimos en (2.14) cumple

T d - (2k+D)m  4(n+1) T
“”—2(n+1),§;)< ' )

= _7bn)
An+1) (k+Dm 2

tenemos que a, es una sucesion monétona decreciente en n, como podemos observar en la siguiente
figura.
-0.425 T
an
-0.43
1
II
-0.435 -‘I
1
|
II
-0.44 |- |
1
II
-0.445 | IL_I
n.as | \ -
-0.455 =
&) 10 15 20

25 30
Figura 2.4: 30 primeros términos de la sucesion a,,

Por otro lado, si definimos la sucesion

——— —log(n+1
Z 2k+1 cglnt1).
entonces

Uy —

n+2 2
n+1 2n4+3’

up11 = log
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es positivo para n = 1 y tiende a 0 cuando » tiende a infinito. Ademads, la derivada de

u(x):

og

x+2
x+1

2

2% +3’

€S

Y como limy_e u(x)

sucesion u,.

—1
232t D t2)

x> 0.

= 0 u(x) es una funcion positiva y decreciente. Luego u, es una sucesién mondto-
na estrictamente decreciente. En la siguiente figura estdn representados los 30 primeros términos de la

1.995 |+

1.99 |-

1.085 |-

1.98 |-

1.975 |-

1.97 |-

1.965 -

1.96

Para terminar la demostracién de las desigualdades, definimos la siguiente sucesién

puesto que en el teorema 2.2 vimos que A,(7T)

cot(m/4) = 1 y ademds

n

/4
an+un—72(n+l) Z

cot
k=0

15 20 25

Figura 2.5: 30 primeros términos de la sucesién uy,.

2
Ty = Ao(T) — %log(n—l— 1),

(2k+1)m
4(n+1)

4(n+1)
T (2k+ Dz

20

= A, observamos que T = Ao(T) —

(2/m)logl =

) Zi—log n+l)= ZA —log(n—i-l):grn,

luego 7, es una sucesidn mondtona estrictamente decreciente tal que 7p = 1 y como vimos en (2.16)

Por tanto,

En la siguiente figura se pueden observar los 30 primeros términos de la sucesion 7,,.

. 2
lim 1, = —
n—oo T

(log%—I—}/).

(¢] .
g n =
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0.905 |t
0.99 H
0.985 ||
o.os |- |
0.975 |- |
0.97 |-

0.965 | L

TR
% o 9 o o o 9 0 o o o o o e s 88 o s 8 o 4

0.95

L 1
o 5 10 15 20 25 30

Figura 2.6: 30 primeros términos de la sucesion 7.

2.4. La sucesion expandida de nodos de Chebyshev

En esta seccién vamos a hablar brevemente sobre las constantes de Lebesgue minimas, Ax(X*),

cuya existencia dejamos intuir ligeramente en el primer capitulo. En el siguiente resultado vemos que la
funcién de Lebesgue es invariante por cambios afines.

Proposicion 2.9. Sea Ti(x) = agx + by con ay # 0 una sucesion de transformaciones afines, y T (X) el

esquema triangular cuya fila k-ésima es Ty (x(()k>), ey Tk(x,({k)), entonces

Lix(Xsx) =Lip(T(X);Ti(x)), i=0,...,k,

Me(X:5x) = Me(T (X); Tic(x)),
parak=0,1,...

Demostracion. En primer lugar tenemos que

T (x) — Tu(x) a(x —x)
L(TX):Ti(x) =] ® ! N Tj(k)
A Te(x) = Ti(x; ") A ar(x) —x;7)

=11 (X;x).

La segunda igualdad se deduce de la primera. O

Definicion. Sea X un esquema triangular de nodos definido en el intervalo [—1,1] que verifica —1 <

x(()k) < xgk) << x,((k) < 1, el esquema triangular expandido X’ es el esquema 7' (X) correspondiente a la

sucesion de transformaciones afines

(k) (k)

2x—(x, ' +x57)
L) =—7 5
X %o

El primer nodo de cada fila siempre es —1 y el tltimo 1.

La sucesién de nodos de Chebyshev expandidos se obtiene a través de la siguiente férmula,

Qi+1)x (k)
P COS 55 cosb; (k)
e cos (k)

2k+2 cos 6,

= cos 0, ®

sec 6, .
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En la figura 2.7 mostramos los nodos de Chebyshev expandidos y su funcién de Lebesgue correspon-
diente.

2.2 T T T T
funcidn de Lebesgue

1.8 1

1.6 -1

1.2 1

Figura 2.7: Funcién de Lebesgue en los nodos de Chebyshev expandidos correspondientes a grado 10.

Proposicion 2.10. Sea X un esquema triangular y X' el esquema triangular expandido correspondiente,
entonces

A(X') = Xerr[lflly(l]kk(X';x) < Ar(X).

Demostracion. Sea Ty(x) la sucesion de transformaciones afines tales que X’ = T'(X), entonces

A(X')= méax 4(X'5x)= mix L4(TX):;Ti(x))= mix A4(X;x) < max A4(X;x) = Ac(X).

xe[-1,1] xe[x(()k)7x]({k)] xe[x(()k)’xl({k)] x€[-1,1]

O]

Se deduce que, si existe un esquema triangular optimo
A(X") = min A(X),

entonces su esquema triangular expandido también es optimo.

Concluimos que existe un esquema triangular de nodos optimo, al que llamaremos X*, cuyas filas a
partir de la segunda contienen todas a 1 y —1. Por tanto, a partir de ahora vamos a trabajar con esquemas
triangulares de nodos expandidos, es decir aquellos que cumplen X = X',

Sea X un esquema triangular expandido y para k > 1 definamos

M;(X):= mix X&(X;x), j=0,....k—1,

)CjSXSXj+1
F. Bernstein [1] conjeturd que si
MO(X) = MI(X) =... :Mk—l(X)v

entonces X es un esquema triangular de nodos 6ptimo. Mds adelante, P. Erdds [6] ampli6 la conjetura de
Bernstein de la siguiente manera.
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Teorema 2.5 (Conjetura de Erd8s). Existe un tinico esquema triangular expandido X* para el cual se
cumple Mo(X*) =M, (X*) =+ = My_(X*), tal que para todo esquema triangular expandido X se tiene

in M;(X) < A(X).
o M;(X) < A(X)

Las conjeturas de Berstein y de Erd8s fueron demostradas por T. A. Kilgore [9] y por C. R. De Boor
y A. Pinkus [2] respectivamente, sin embargo atin no se conoce explicitamente el esquema triangular
expandido 6ptimo.

Para el esquema triangular de los nodos de Chebyshev expandidos, 7”, que se obtiene de multiplicar
los nodos de la fila k-ésima de T por sec w/(2k+2), L. Brutman [3] demostré que

2
in M;(T') > =log(k+1)+0.5212
o i M;(T7) > “log(k+1)+ ,
N2
A (T') < Elog(k—l— 1)+0.7219.
Por lo que, junto con la conjetura de Erdds, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Sea T’ el esquema de los nodos de Chebyshev expandidos y X* el esquema triangular de
nodos dptimo, entonces

2 2
Elog(k—k 1) +0.7219 > A (T') > Ap(XF) > Elog(k—k 1)+0.5212.
Por tanto, para cualquier esquema triangular X se tiene la desigualdad
2
Ar(X) > Elog(k+ 1)+c.

Donde c es una constante tal que 0.5212 < ¢ < 0.7219.

El teorema 2.6 nos indica que el esquema triangular de los nodos de Chebyshev expandidos, 77, es a
efectos précticos tan ttil como la sucesion 6ptima de nodos. En la siguiente figura se puede observar la
funcién de Lebesgue en los nodos de Chebyshev expandidos correspondientes a grado 10 junto con las
cotas que se han expuesto en el teorema.

2.4 | funcidn de Lebesgue .
cota superior =====-
cota inferior
2.2 I~ .
2 | .
1.8 - .
1.6 -
1.4 -
1.2 -
1
1 0.5 i 0.5 1

Figura 2.8: Funcién de Lebesgue en los nodos de Chebyshev expandidos correspondientes a grado 10 y
cotas para la constante de Lebesgue.
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