Uniciencia Vol. 37(1), pp. 1-23, January-December, 2023 DOI: http://dx.doi.org/10.15359/ru.37-1.16
&) www.revistas.una.ac.cr/uniciencia E-ISSN: 2215-3470 UNA
D] revistauniciencia@una.cr CC: BY-NC-ND

eu n a UNIV 'ER\]D‘—\I ) ‘N‘r\‘( “IONAL
] J (
N
=
& )

Design and implementation of an educational experience on linear variation
for prospective mathematics teachers

Disenio e implementacion de una
experiencia formativa para futuros profesores
de matematicas sobre variacion lineal

Desenho e implementagdo de uma experiéncia de formagdo para futuros
professores de matematica sobre variagdo linear
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Resumen )

[Objetivo] En este trabajo se presenta el disefio, la implementacién y el analisis de una experiencia
formativa dirigida a futuros profesores de mateméticas de educacién secundaria, centrada en el estudio
de la variacion lineal; el objetivo es enriquecer su conocimiento diddctico-matemético e iniciarlos en el
desarrollo de la competencia de andlisis ontosemiético. La variacién lineal es un objeto de interés debido
a que estd presente en diferentes momentos educativos a través de mdltiples enfoques y significados:
aritmético, algebraico y funcional. Como objeto matematico, posee una complejidad que puede ser fuente
de dificultadesy concepciones erréneas, lo que motiva el desarrollo de acciones formativas. [Metodologial
Se trata de una investigacién cualitativa basada en el estudio preliminar, disefio, implementacién y andlisis
de 5 actividades diddcticas, segtin los principios tedricos del enfoque ontosemiético. Los datos proceden
de videograbaciones de clases, notas de campo y respuestas escritas de nueve futuros profesores de octavo
semestre de Licenciatura en Educacién Secundaria con especialidad en Matematicas. [Resultados] Los
resultados indican que la variacion lineal es, en efecto, un objeto complejo, lo cual se traduce en carencias
en el conocimiento didactico-matematico que los futuros profesores tienen sobre ella. Igualmente,
se identifican dificultades -en términos de conocimientos y competencias- cuando se les pide analizar
respuestas hipotéticas de estudiantes sobre tareas sobre variacion lineal. [Conclusiones] A partir de los
resultados, experiencias como la presentada se postulan como un recurso valioso en programas formativos
para que el profesorado adquiera conocimientos y competencias para el tratamiento adecuado del
contenido matemdtico.
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Abstract

[Objective] This paper discusses the design, implementation, and analysis of an educational experience
focused on linear variation, aimed at prospective secondary school mathematics teachers. The objective of
this experience is to improve the prospective teachers’ didactic-mathematical knowledge and to contribute
to the development of their onto-semiotic analytical skills. Linear variation is an important topic because it is
present in different educational moments through multiple approaches and meanings - arithmetic, algebraic,
and functional. As a complex mathematical object, it can generate teaching and learning conflicts, which
can be studied to provide useful information about improvement of educational activities. [Methodology]
This is a qualitative investigation, based on the preliminary study, design, implementation, and analysis of
5 didactic activities according to the theoretical principles of the Onto-semiotic Approach. The data gathered
for the investigation included video recordings of classes, field notes and written answers provided by
nine prospective teachers in the eighth semester of a Licentiate’s Degree in Secondary Education program,
specializing in Mathematics. [Results] The results indicate that linear variation is indeed a complex issue, and
deficiencies were found in the didactic-mathematical knowledge of prospective teachers. Likewise, difficulties
in terms of knowledge and skills were found when participants were asked to analyze hypothetical responses
to tasks related to the concept of linear variation. [Conclusions] The results of this investigation indicate
that experiences such as these can be a valuable resource in educational programs for teachers to acquire
knowledge and skills for the appropriate treatment of mathematical content.

Keywords: Didactic-mathematical skill; research design; prospective teachers training; linear variation;
mathematics education; higher education; teaching and learning.

Resumo

[Objetivo] Este artigo apresenta o desenho, aimplementacdo e a anélise de uma experiéncia de formacao
voltada para futuros professores de matematica no ensino médio, focada no estudo da variacdo linear,
com o objetivo de enriquecer seus conhecimentos didatico-matematicos e inicia-los no desenvolvimento
da competéncia de andlise ontosemidtica. A variacdo linear é objeto de interesse, pois estd presente em
diferentes momentos educacionais por meio de multiplas abordagens e significados: aritmético, algébrico
e funcional. Como objeto matemético, possui uma complexidade que pode ser fonte de dificuldades e
equivocos, o que motiva o desenvolvimento de a¢des de capacitacdo. [Metodologia] Trata-se de uma
pesquisa qualitativa baseada no estudo preliminar, desenho, execucdo e analise de 5 atividades didaticas,
segundo os principios teéricos da abordagem ontosemiética. Os dados sao provenientes de gravacdes em
video das aulas, notas de campo e respostas escritas de nove futuros professores do oitavo semestre do
Bacharelado em Ensino Médio com especialidade em Matematica. [Resultados] Os resultadosindicam que
avariacdo linear é, de fato, um objeto complexo, 0 que se traduz em deficiéncias no conhecimento didatico-
matematico que os futuros professores tém sobre ela. Da mesma forma, dificuldades sao identificadas - em
termos de conhecimento e competéncias - quando se pede analisar respostas hipotéticas dos alunos em
tarefas sobre variacdo linear. [Conclusées] Com base nos resultados, experiéncias como a apresentada
sao postuladas como um recurso valioso em programas de formagao para que os professores adquiram
conhecimentos e competéncias para o tratamento adequado de conteddos matematicos.
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Introduccion

La variacion lineal constituye un ob-
jeto matematico de especial interés en la
didactica de las matematicas; por un lado,
es una nocion de elevada complejidad, la
cual permite articular diferentes enfoques
y significados: aritmético, algebraico y fun-
cional. Ante todo, su estudio es central en la
educacion basica; por ejemplo, en los pla-
nes y los programas de estudio de México
(SEP, 2017), se plantea la instruccion de ob-
jetos relacionados con la variacion lineal en
los distintos niveles educativos.

En la educacion primaria (6 a 11 de
edad) se espera que los estudiantes identifi-
quen cantidades de magnitudes que varian
proporcionalmente, en diversos contextos
y que calculen valores perdidos o faltantes.
En la escuela secundaria (12 a 15 de edad)
se propone que los alumnos perfeccionen
las técnicas para calcular valores faltantes
en problemas de proporcionalidad y que
modelen situaciones de variacion lineal de
manera numérica (tabular), grafica y alge-
braica. Finalmente, ya en educacion media
superior (15 a 18 de edad), se parte de la
variacion lineal para introducir las nociones
de prediccion, variacion no lineal, razén de
cambio y acumulaciéon, cuyo aprendizaje
continua en la educacion superior.

A pesar de la importancia que tiene
la variacion lineal en la formacion mate-
matica, se observan carencias y limitacio-
nes importantes en su ensefianza. Diversas
investigaciones han puesto de manifiesto
que el curriculo de matematicas promueve
una enseflanza estatica (no variacional) y

limitada de la variacion lineal en la escuela
secundaria (Bojorquez, Castillo y Jiménez,
2016; Panorkou, Maloney y Confrey, 2016;
Thompson y Carlson, 2017; Vasco, 2003).

Particularmente, Bojorquez ef al.
(2016), afirman que en los planes de estudio
de la educacion basica no se formula ex-
plicitamente el desarrollo del pensamiento
variacional de los alumnos y que tampoco
es considerado en los libros de texto de ma-
tematicas. Al contrario, el desarrollo de los
contenidos se enfoca en un estudio estatico.
Aunado a esto, Martinez-Juste, Mufoz-Es-
colano, Oller y Ortega (2017), senalan
ciertas insuficiencias de los libros de texto,
como el hecho de que incluyan apenas si-
tuaciones con magnitudes intensivas.

Es importante favorecer procesos de
estudio que verdaderamente, promuevan un
tratamiento variacional de esta nocidn, que
vinculen la variacién y la proporcionalidad, y
que no se restrinjan a un enfoque estatico y al-
gebraico; sin embargo, la tarea no es sencilla,
considerando que los libros de texto, planes y
programas de estudio (materiales principales
que tienen a su disposicion los profesores de
secundaria) plantean una ensefianza bastante
limitada de la variacion lineal.

Desde la investigacion en didactica
de las matematicas, se puede buscar inter-
venir en la ensefianza de la variacion lineal
mediante dos vias, por lo menos (Badillo,
Climent y Fernandez, 2020; Chapman y An,
2017; English, 2008; Goldsmith, Doerr y
Lewis, 2014; Ponte y Quaresma, 2016; Po-
tari y Ponte, 2017).

Una de ellas es el disefo de materiales
didacticos con una perspectiva enriquecida
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de la variacion lineal que puedan ser utiliza-
dos por el profesorado para trabajar con sus
estudiantes. Otra posibilidad es la creacion
de propuestas dirigidas al futuro profesora-
do para favorecer el desarrollo de conoci-
mientos y competencias didactico-matema-
ticos sobre variacion lineal que les permitan
reorientar su practica docente en el aula. En
este trabajo nos inclinamos por la interven-
cion didactica en la formacion inicial del fu-
turo profesorado de matematicas.

Desde el marco del Enfoque Ontose-
midtico se han puesto en marcha diversas
experiencias formativas centradas en el de-
sarrollo de la competencia de analisis di-
dactico (Burgos y Godino, 2020; Hummes,
Font y Breda, 2019; Sousa, Gusmao, Font
y Lando, 2020). Los resultados destacan la
importancia de disefiar acciones educativas
para que el futuro profesorado reflexione y
tome conciencia de los conocimientos y los
conflictos que se deben gestionar en el aula,
ademas de evaluar competencias matemati-
cas de los estudiantes de secundaria.

Siguiendo esta linea de trabajo, se pre-
sentan los resultados de una investigacion
centrada en el disefio y la aplicacion de una
propuesta formativa para el desarrollo de co-
nocimientos y competencias didactico-mate-
matico de futuros profesores de secundaria
sobre variacion lineal. Se parte de la idea que
este tipo de experiencias en la formacion ini-
cial fomentan que el profesorado incorpore
de forma temprana elementos innovadores a
su practica docente y, de esta manera, se inci-
da en el aprendizaje de sus estudiantes sobre
contenidos especificos.

Marco teorico

La intencion de este articulo es pre-
sentar los resultados de una investigacion
centrada en el disefio y la aplicacion de una
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propuesta formativa; para ello, se plantea el
objetivo general original del trabajo, el cual
es disefar, implementar y valorar una pro-
puesta de intervencion didactica orientada
a enriquecer el conocimiento didactico-ma-
tematico sobre variacion lineal de futuros
profesores de secundaria de matematicas, e
iniciarlos en el desarrollo de la competencia
de intervencion didéctica, sin embargo, en
este articulo solamente se presentan los re-
sultados obtenidos de la implementacion de
la propuesta formativa.

El marco tedrico empleado es el Enfo-
que Ontosemidtico (EOS) del conocimiento
y la instruccion matematicos (Godino, Bata-
nero y Font, 2007; 2019), que ha dado lugar
al modelo de Conocimientos y Competen-
cias Didactico-Matematicos del profesor
de matematicas (modelo CCDM) (Godino,
Batanero, Font y Giacomone, 2016), el cual
puede servir de base para orientar la forma-
cion de profesores de matematicas.

Este modelo tiene en cuenta que el
profesor debe tener conocimiento matema-
tico compartido con estudiantes del nivel en
el que imparte clase —conocimiento comun
del contenido— y conocimiento comparti-
do con alumnos de matematicas de niveles
posteriores —conocimiento ampliado del
contenido— (Pino-Fan y Godino, 2015).

Por otro lado, cuando el profesor pone
en juego algin contenido matematico con
una intencionalidad educativa, debera tener,
ademas, lo que se denomina conocimiento
didactico-matematico, del contenido de las
distintas facetas de las que se compone un
proceso de ensefanza y aprendizaje: epis-
témica, ecologica, cognitiva, afectiva, me-
diacional e interaccional. Estas facetas se
relacionan entre si, siendo este un aspecto
crucial que determina la complejidad del
conocimiento profesional (figura 1).
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Actitudes
Afectos
Motivaciones
Creencias

AFECTIVA

Conocimiento Didéctico - Matemdtico

Didlogo
TMCCM" INTERACCIONAL
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Recursos técnicos y
temporales

ﬁ

MEDIACIONAL

Curriculo
FACETAS Escuela
Comprensién situacional, Sociedad
P prop COMPONENTES
Copipetancis procecimental COGNITIVA ECOLOGICA
argumentativa y
comunicativa;
Competencia metacognitiva
Diversidad de objetos y p
Diversidad de EPISTEMICA (Situaciones; lenguajes; Pt
significados Conoc. Espec. del proposiciones; dimientt
interconectados Contenido argumontos)
______________________________________________ 1
Compartido con los .
estudiantes de la etapa CONOCIMIENTO C poase ufgo ;:ll ::S
educativa en la que e/ COMUN MATEMATICO AMPLIADO estudianies de efapas
profesor ensefia PER SE educativas posteriores

Figura 1. Conocimiento Didactico-Matematico.

Fuente: Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017, p. 96).

Se espera que el profesor sea com-
petente en la gestion de tales conocimien-
tos, para ello el modelo CCDM incorpora
la idea de competencia general de disefio e
intervencion didactica, propia del educador,
la cual consiste en: “disefiar, aplicar y valo-
rar secuencias de aprendizaje propias, y de
otros, mediante técnicas de analisis didac-
tico y criterios de calidad, para establecer
ciclos de planificacion, implementacion,
valoracion y plantear propuestas de mejora”
(Breda, Pino-Fan y Font, 2017, p. 1897).

Dicha competencia general se com-
pone de cinco subcompetencias (Godino,
Giacomone, Batanero y Font, 2017) ligadas
al uso de herramientas especificas desarro-
lladas en el marco del EOS, sin embargo, en
este trabajo se centrara en una de ellas:

. Competencia de analisis ontosemioti-
co de las practicas

El EOS proporciona una ontologia ex-
plicita de objetos matematicos primarios para
describir y analizar la actividad matematica,
los cuales interactan entre si formando una
red (configuracion) de conocimiento. Segin
su naturaleza y funcion, estas entidades pri-
marias se clasifican en seis categorias:

Lenguajes (en sus diversos registros y
representaciones, natural, gestual, sim-
bolico, grafico); situaciones-problemas
(aplicaciones intra y extra-matematicos,
egjercicios, problemas); conceptos-defi-
nicién (conceptos introducidos median-
te definiciones o descripciones, como
proporcionalidad); proposiciones (enun-
ciados sobre conceptos-definicion); pro-
cedimientos (algoritmos, operaciones,
técnicas de calculo); argumentos (enun-
ciados usados para validar o explicar las
proposiciones y procedimientos) (Godi-
no et al., 2007, p. 7).
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La competencia de andlisis ontose-
miodtico responde a la necesidad de identifi-
car la trama de objetos y procesos matemati-
cos implicados en las practicas matematicas;
cuando dichas practicas constituyen los
diversos significados (personales o institu-
cionales) de los contenidos pretendidos, se
entienden como configuraciones epistémi-
cas; cuando se trata de analizar los objetos
y procesos que ponen en juego los alumnos,
se las llama configuraciones cognitivas.

Metodologia

Este estudio sigue un enfoque cuali-
tativo de tipo descriptivo e interpretativo
(Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010).
Se trata de un ciclo de ensefianza basado en
cuatro etapas utilizando herramientas teori-
cas del EOS: estudio preliminar, disefio de
la trayectoria didactica, implementacion de
la trayectoria didactica y evaluacion o ana-
lisis retrospectivo (Godino, Rivas, Arteaga,
Lasa y Wilhelmi, 2014).

Cabe destacar que en este articulo se
presenta con mas a detalle lo correspon-
diente a la etapa de implementacion de la
trayectoria didactica; sin embargo, es nece-
sario detenerse en algunos aspectos del es-
tudio preliminar que dan forma a las etapas
siguientes, particularmente en los significa-
dos de referencia de la variacion lineal.

Significados de referencia de la va-
riacion lineal

En el estudio de situaciones-proble-
mas contextualizados de variacion lineal se
pueden identificar diferentes significados.
Dado que la proporcionalidad es una no-
cion central para caracterizar la variacion
lineal, en este trabajo dichos significados se
delimitaran recurriendo los propuestos por
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Godino, Beltran-Pellicer, Burgos y Giacomo-
ne (2017), para la proporcionalidad: aritméti-
co, proto-algebraico y algebraico-funcional,
definidos con base en los niveles de algebri-
zacion (Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi,
2014), y se ejemplificaran con la siguiente si-
tuacion-problema mediante la identificacion
de los diferentes sistemas de practicas que
ponen en juego en su resolucion:

Un método para aproximar la edad de
los perros es el siguiente: un perro de un
afio tiene la edad biologica de una perso-
na de 20 afios y, a partir de ese momen-
to, su edad bioldgica aumenta cuatro
afios por cada afio que transcurre ;Qué
edad biologica tiene un perro de 13 afios
y 3 meses?

Significado aritmético de variacion
lineal

El significado aritmético de la varia-
cion lineal tiene como caracteristica el uso
de procedimientos aritméticos de calculo
(suma, diferencia, producto, division, etc.)
realizados principalmente, sobre las varia-
ciones de las magnitudes variables involu-
cradas en la situacion (en este caso, la edad
del perro y la edad bioldgica del perro).

1. En el primer afo de vida el perro tie-
ne una edad bioldgica de 20 afios; al
aumentar 1 afo su edad, aumenta 4 su
edad bioldgica y tendré 24, y asi suce-
sivamente, por cada aflo que transcurre.
Al cumplir 13 afios su edad biologica
sera de 68 afios.

2. Al aumentar la mitad, la cuarta parte,
etc. del tiempo en la vida del perro, la
edad biologica aumentard respectiva-
mente, la mitad, la cuarta parte, etc.
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3. Asi, por tres meses de vida, la edad bio-
logica aumentard la cuarta parte de los
4 afios; es decir, 1 afio.

4. Por lo tanto, un perro de 13 afos y 3
meses tendra una edad biologica de 20
anos, mas 48 afnos, mas 1 afio, en total
69 anos.

Significado proto-algebraico de va-
riacion lineal

Al igual que en Godino et dal. (2017),
en el significado proto-algebraico de la pro-
porcionalidad se considera central la nocién
de proporcion, asi como el establecimiento
y la resolucién de una ecuacion de la forma;
sin embargo, en el caso de la variacion lineal,
en dicha ecuacion intervienen las variaciones
de las magnitudes y no las magnitudes mis-
mas, puesto que la proporcion esta en las va-
riaciones de las magnitudes variables, como
se muestra en las siguientes practicas.

1. Al primer afo del perro le corresponde
una edad bioldgica de 20 afos. A partir
de ese momento, por cada afio que au-
menta la edad del perro su edad biologi-
ca aumenta cuatro afios; o bien, por cada
medio afio que aumenta su edad, su edad
biologica aumenta 2; asi como 12 afios
por cada tres que aumente su edad.

2. De esta manera, la relacion que se esta-
blece entre la variacion de la edad del pe-
rro y la variacion de la edad bioldgica es
de proporcionalidad directa; es decir, la
relacion de proporcionalidad esta en las
variaciones de las magnitudes variables.

3. Por lo tanto, hay una igualdad en las ra-
zones de las cantidades correspondien-
tes (variaciones de las magnitudes va-
riables) que permite encontrar la edad
bioldgica a los 13 afios y 3 meses:
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a. 4/1 = x/12, donde x es la varia-
cion en la edad bioldgica al au-
mentar 12 afios la edad del perro.

b.  4/12=x/3, siendo x la variacion en
la edad bioldgica en afios al aumen-
tar 3 meses la edad del perro (con-
siderando 1 afio como 12 meses).

4. Con base en la igualdad del producto
cruzado de los términos de las razones,
se tiene el siguiente procedimiento:

a. x=(12x4)/1=48
b. x=@Bx4)12=1.

5. Considerando que al primer afio el perro
ya tenia 20 afios, y que en los 12 afios y
3 meses siguientes aumento 49 anos, la
edad del perro sera de 69 afos.

Un procedimiento alternativo lo cons-
tituye el uso de la “regla de tres”, aunque
Godino et al. (2017) consideran que pueden
ocultar las nociones de razon y proporcion.

Significado algebraico-funcional

Segun Godino et dl. (2017), en el
significado algebraico-funcional de la pro-
porcionalidad estd presente la nocion de
funcion lineal (y = kx) y sus propiedades.
Es importante aclarar que, para tratar con
la variacion lineal, en este trabajo se con-
sideraran tanto a la funciéon de proporcio-
nalidad directa (y = kx)), como a la fun-
cion afin (y = kx + b), b # 0), dado que la
variacion lineal tiene como caracteristica
esencial que siempre existe una relacion de
proporcionalidad directa entre las variacio-
nes de las magnitudes e, incluso si dichas
magnitudes no son directamente propor-
cionales. Para calcular la edad biologica de
un perro de 13 afios y 3 meses, se pueden
emplear las siguientes practicas:
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Se supone que en el primer afio de un
perro su edad bioldgica es de 20 afios, y
que dicha edad aumenta 4 afios por cada
afio que vive el can.

Ademas, después del primer afo, si el
tiempo transcurrido se duplica o tri-
plica, la variacion en la edad biologica
también: por cada afio de vida, su edad
bioldgica aumenta 4 afios; por cada tres
afios de vida, su edad bioldgica aumen-
ta 12 afios.

Por lo tanto, la relacion que se establece
entre el conjunto AEP de las variaciones
de la edad del perro y el conjunto AEB
de las variaciones de la edad bioldgica
es de proporcionalidad directa; donde la
relacion f: AEP — AEB es lineal.
Entonces, la funciéon lineal se define
para las variaciones y se cumplen las
propiedades siguientes: f (a + b) = f (a)
+ f (b), donde a y b son variaciones en
la edad del perro, y f (ka)=kf (a), don-
de a es la variacion en la edad del perro
y k es una constante.

El coeficiente de la funcién lineal es el
coeficiente de proporcionalidad en el
caso de las relaciones de proporciona-
lidad directa entre las variaciones de las
magnitudes variables (tanto por uno).
Entonces, para calcular la edad biologi-
ca a los 13 afios y 3 meses, se puede
considerar que hubo un aumento de 12
afios y 3 meses después del primer afo.

a.  Usando la propiedad de la suma:
f: (12 anos + 3 meses) = f (12
anos) + f (3 meses)

b.  Ahora se aplica la propiedad del
producto, sabiendo que f (1 ario)
= 4 arios para conocer cuanto es
f (12 anos): f (12 arios) = f (12
(1) ario) = 12f (1 aiio) = 12 (4
anos) = 48 arios
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Luego, se sabe que f (12 meses) = 4 arnios
y se quiere saber cuanto es f (3 meses):

f(3meses) = f (12 G) meses) =

i f (12 meses) = % (4 aiios) = 1 ailo

7. Asi que un perro de 13 anos y 3 meses
tendrd una edad biologica de 20 + 48 +1
anos, es decir, 69 afios.

Estructura de las actividades de la
trayectoria didactica

La trayectoria didéctica disenada se
materializd en una secuencia de cinco ac-
tividades didacticas (Herrera-Garcia, Da-
vila-Araiza, Giacomone y Beltran-Pellicer,
2021) que involucraban situaciones, proble-
ma de variacion lineal y no lineal en diver-
sos contextos. Cada una de las actividades
se estructurd en tres apartados orientados
a atender aspectos de los conocimientos y
competencias que se pretendian desarrollar,
los cuales se describen a continuacion.

Parte I: atiende a los conocimientos
comunes y ampliados del contenido mate-
matico sobre variacion lineal. Consiste en la
resolucion de tareas matematicas orientadas
a enriquecer el significado personal de varia-
cion lineal de los futuros profesores, toman-
do como referencia el significado descrito en
la seccion anterior. Estas tareas se despren-
den de las situaciones de variacion, lineal y
no lineal, planteadas en diversos contextos.

Parte II: inicia el desarrollo de la
competencia de analisis ontosemiotico de
las practicas. El trabajo se orienta particu-
larmente, a la identificacion de tres objetos
matematicos primarios: concepto-defini-
cion, proposiciones y procedimientos.

En la actividad 1, se plantearon cues-
tiones dirigidas a conocer los conocimientos
previos de los futuros profesores respecto a
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la descripcion de estos objetos primarios.
Dichas cuestiones fueron adaptadas del
trabajo de Giacomone (2018), quien las
considera de utilidad para analizar la com-
prension inicial de los futuros educadores y
caracterizar sus conocimientos iniciales.

A través de discusiones grupales, se
guio a los futuros profesores para que de
manera consensuada caracterizaran dichos
objetos matematicos a partir de sus ideas
iniciales. Cabe mencionar que las nociones
de “proposicion” y “concepto-definicion”
del EOS fueron presentadas como “propie-
dad matematica” y “concepto matemati-
co”, respectivamente.

Como se mostrara mas adelante,
este tipo de tareas permiten poner de ma-
nifiesto la complejidad que subyace a la
hora de caracterizar un objeto matemati-
co. Una vez establecido qué se entenderia
por cada uno de los tres objetos matema-
ticos mencionados, en cada actividad se
les pidi6 que identificaran aquellos que
intervinieron en la resolucion de las tareas
matematicas de la parte 1. Esto permite
que los futuros profesores comiencen a
reflexionar sobre los conocimientos mate-
maticos implicados en sus practicas mate-
maticas e identifiquen las caracteristicas
particulares de la variacion lineal.

Parte III: se enfoca no solo en el co-
nocimiento comtn y ampliado del conteni-
do, sino también, en el inicio del desarrollo
de la competencia de analisis ontosemioti-
co de las practicas matematicas. Se mues-
tran respuestas de estudiantes hipotéticos
de secundaria ante tareas de variacion li-
neal, similares a las abordadas en la par-
te 1. Los participantes deben analizar la
respuesta, determinar si es correcta, o no,
debiendo argumentar su punto de vista y
proponer estrategias para orientar y retroa-
limentar al alumno.
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Implican aspectos de la faceta episté-
mica, pues el futuro profesor pone en juego
su conocimiento matematico para valorar
la respuesta de la faceta cognitiva, porque
debe reflexionar sobre el aprendizaje mani-
festado por el estudiante y de la competen-
cia de analisis de ontosemiotico de practicas
matematicas al analizar los objetos mate-
maticos puestos en juego por los estudian-
tes hipotéticos y valorar si ello corresponde
con practicas adecuadas para problemas de
variacion lineal.

Las respuestas hipotéticas presenta-
das consideran errores comunes que tienen
impacto en el aprendizaje de la variacion
lineal, relacionados con: la proporcionali-
dad, el uso generalizado de la regla de tres,
el trazado de gréficas cartesianas y la pro-
porcionalidad inversa. Se buscaba que estas
respuestas incluyeran aspectos similares a
aquéllos implicados en la parte I, e identifi-
cados y discutidos en la parte I1.

Es importante resaltar que al finali-
zar cada una de las tres partes se realiza-
ban discusiones grupales, las cuales fueron
un factor muy importante para enriquecer
los conocimientos didactico-matematicos
e iniciar el desarrollo de las competencias
didactico-matematicas.

Implementacion de la secuencia di-
dactica y recogida de datos

La experiencia formativa se realizod
con un grupo de nueve futuros profesores
de octavo semestre de Licenciatura en Edu-
cacion secundaria con especialidad en Ma-
tematicas de una institucion formadora de
educadores en México. La implementacion
de la secuencia de actividades fue dirigida
por una de las investigadoras y se realizd
dentro de las sesiones asignadas a una de
las asignaturas que cursaban los participan-
tes en dicha institucion.
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Tabla 1. Sesiones realizadas para la implementacion de la secuencia de actividades.

Sesion Duracién Actividades abordadas en cada sesién
1 1 hora 40 minutos Actividad 1
2 3 horas 40 minutos Actividades 1 y 2
3 3 horas 40 minutos Actividades 2 y 3
4 5 horas 40 minutos Actividades 3,4y 5

Nota: fuente propia de la investigacion.

Se realizaron cuatro sesiones de tra-
bajo (ver tabla 1) con los participantes, las
cuales fueron videograbadas, y se tomaron
notas de campo sobre sus respuestas.

Los instrumentos de recoleccion de
datos fueron principalmente, las hojas de
trabajo que contienen el diseno de las activi-
dades did4cticas, las cuales se entregaron a
cada uno de los 9 participantes. Se les asig-
nd una “E” que significa “Estudiante para
profesor”, y un ntimero del 1 al 9, de esta
forma, se tuvo una codificacion para iden-
tificar al participante. Ademas, se les faci-
litaron boligrafos de colores para distinguir
diferentes momentos de trabajo: negro (in-
dividual); rojo (en equipo de tres personas)
y azul (discusion en gran grupo con la ins-
tructora/investigadora y los 9 participantes).

Analisis y resultados

En el transcurso de una trayectoria di-
dactica, o bien, en la distincion de las unida-
des de analisis, se dan hechos didacticos que
vale la pena analizar con el fin de obtener
resultados. Godino et dl. (2014), consideran
que un hecho diddctico es significativo si las
acciones que lo componen desempefian una
funcion, o admiten una interpretacion, en
términos del objetivo instruccional preten-
dido (en nuestro caso, la significatividad se
entiende desde un punto de vista del docen-
te y equipo de investigacion).

A continuacién, se presentan res-
puestas que dan los futuros profesores a las

actividades 1, 4 y 5 en términos de hechos
didacticos significativos para mostrar el
desarrollo de conocimientos de las face-
tas epistémica y cognitiva, asi como de la
competencia ontosemidtica. Las respuestas
a la actividad 1 dan cuenta del estado ini-
cial de los participantes, el cual contrasta
con sus respuestas a las ultimas dos activi-
dades. Los resultados obtenidos se presen-
taran siguiendo la estructura de las activi-
dades secuenciales.

Actividad 1. La edad canina

La parte I de la actividad 1 inicia con
la siguiente situacion:

Un perro de un ario tiene la edad biolo-
gica de un ser humano de 20 arios, y a
partir de ese momento la edad biologica
del perro aumenta 4 arios por cada ario
que transcurre.

De manera individual, en esta parte,
los futuros profesores debian identificar
magnitudes variables en la situacion, es-
tablecer relaciones entre ellas y describir
su variacion.

Posteriormente, en un applet de Geo-
Gebra se mostraba de manera dindmica la
variacion de las magnitudes (figura 1a).

En equipo debian llenar una tabla de
valores desconocidos de las magnitudes
y sus variaciones (figura 1b) y encontrar
relaciones de proporcionalidad entre di-
chos valores. Posteriormente, se solicitaba
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Tiempo transcurrido (afios) 1

@ Mostrar edad del perro @ Mostrar puntos

EdadDelPerro EdadBiologica

@ Mostrar edad biologica @ Mostrar puntos
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Figura 1. a) Uso del applet por los participantes. b) Tabla de valores faltantes con las
respuestas de E8 obtenidas de manera individual (negro), en equipo (rojo) y grupal (azul).

Nota: elaboracion propia de la investigacion.

representar grafica y algebraicamente, la
relacion entre la edad del perro y la edad
bioldgica (figura 1b) y al finalizar esta parte
se realizd una discusion grupal.

La parte I se centr6 en la faceta epis-
témica, referida al conocimiento ampliado de
los futuros profesores sobre variacion lineal.
Se introdujeron representaciones dindmicas
de cada magnitud variable en una recta numé-
rica (figura 1a) para favorecer la emergencia
de una relacion de proporcionalidad entre sus
variaciones, aspectos que no son considerados
en el curriculo, ni en textos de secundaria.

En la figura 1b se puede identificar que
E8 presenta dificultades para llenar la tabla,
sin embargo, en el equipo emerge un pro-
cedimiento mediado por el applet para dar
solucion, ilustrado en la figura 1a. También,
surge la ‘regla de tres’ como procedimiento
para completar la tabla cuando la edad del
perro no es un nimero entero, abriendo una
oportunidad para discutir los obstaculos di-
dacticos que origina la imposibilidad de dar-
le significado desde la aritmética y la relacion
de esto con que no es aplicable directamente,
a los valores de las magnitudes.

La parte 11, orientada al desarrollo de
la competencia de analisis ontosemiotico,
inicio6 con las siguientes tareas: ;qué es para
ti un concepto matematico?, ;qué es para ti
una propiedad matematica?, ;qué es para ti

un procedimiento?, y se les pidi6 a los par-
ticipantes identificar, de manera individual,
estos tres objetos en su trabajo de la parte
I. Los participantes presentaron dificultades
para describir e identificar los dos primeros;
en cambio, la tarea fue mas sencilla con re-
lacion a los procedimientos.

Las siguientes respuestas son ejem-
plos de cémo los futuros profesores descri-
ben lo que es un procedimiento; observemos
que E6 aporta un objeto ostensivo concreto,
mientras que E5 hace referencia a la ‘regla
de tres simple’ y el ‘cociente de las magnitu-
des y/o incrementos’, hecho que denota una
confusion entre concepto y procedimiento
(un asunto es el cociente de incrementos,
entendido como concepto, y otra el procedi-
miento de calcular dicho cociente).

/Qué es para ti un procedimiento matemati-
co? Describe los procedimientos matemati-
cos que te permitieron resolver la actividad.

E6- Son todos los calculos necesarios,
asi como la secuencia en la que se realiza-
ron. Suma y multiplicacion.

E5- Regla de tres simple, cociente de
las magnitudes y/o incrementos. Proceso a
seguir para la obtencion de un resultado.

Algunos de los futuros profesores se
centraron en el reconocimiento de calculos
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de operaciones bésicas: suma, resta, multi-
plicacion y division; otros no proporciona-
ron ejemplos; solamente, ES hizo referencia
a procedimientos relevantes con relacion a
la variacion lineal (cociente de los incre-
mentos), lo cual era esperado al ser la pri-
mera actividad.

Por este motivo, en la discusion en
gran grupo se realizaron preguntas que guia-
ron a los participantes al reconocimiento de
otros tipos de procedimientos, entre ellos el
calculo de la constante de proporcionalidad
correspondiente al cociente de los incre-
mentos de las magnitudes, que es central en
el estudio de la variacion lineal. Ejemplo de
ello son las anotaciones de E8:

/Qué es para ti un procedimiento matemati-
co? Describe los procedimientos matemati-
cos que te permitieron resolver la actividad.

Respuesta individual: La forma en
que se le da solucidon a un problema cual-
quiera, tales como es el uso de las opera-
ciones basicas. En este caso utilizamos la
suma, resta y multiplicacion en la siguiente
expresion: y =20+4 (x—1)

Observaciones a partir de la discusion
grupal: Uso de operaciones basicas (+, - y
*); regla de tres simple y discusion en torno a
ella; despejar; graficar; expresiones algebrai-
cas; en algunos casos sucesiones aritméticas;
calcular constante de proporcionalidad en los
incrementos de las magnitudes.

En estas respuestas se puede identifi-
car que después de la discusion grupal E8
incorpord otros tipos de procedimientos, lo
cual deja ver que estos momentos dialdgicos
influyen a su vez para enriquecer la faceta
epistémica del conocimiento didactico-ma-
tematico. También, proporciona ahora una
expresion algebraica correcta, lo cual pone
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de manifiesto un cambio en su conocimiento
matematico ampliado (faceta epistémica).

Un ejemplo de las dificultades para
describir los conceptos-definiciones es el
caso de E8, quien expreso: “Es el proble-
ma con el que se esta trabajando para darle
una solucién”, mostrando confusion entre
problema y concepto matematicos. Este
participante no logré identificar conceptos
implicados en la parte I. Otro participante
(E7) dio una respuesta mas consistente: “Un
concepto matematico es el significado de
una palabra”, e identific6 como conceptos
“Término, ecuacion, magnitud .

De manera individual, los participan-
tes identificaron inicialmente algunos con-
ceptos como: pendiente, proporcionalidad,
rectas, variables, constante de proporciona-
lidad, expresion algebraica y magnitud. A
partir de la discusion grupal, caracterizaron
los conceptos como “objetos que podemos
sefialar y describir”. Esta caracterizacion de
los conceptos no coincide exactamente con
la nocion del EOS, pero es un buen acerca-
miento y a lo largo de las actividades permi-
tio a los futuros profesores la identificacion
de conceptos.

Por otra parte, a los futuros profesores
les resulté complicado expresar qué es una
propiedad matematica. Algunos, como E1 y
E7, caracterizaron la propiedad-proposicion
matematica a través de ejemplos relacio-
nados con operaciones aritméticas, como:
“propiedades aditivas, distributivas, etc.”
y “la asociativa y conmutativa”, respecti-
vamente. Otros, asociaron las propiedades
con axiomas matematicos y con resultados
sobre los objetos matematicos expresados
de manera algebraica. Sin embargo, tras la
discusion grupal, mostraron avances signifi-
cativos. Por ejemplo, ES respondi6:
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¢ Qué es para ti una propiedad matematica?
/Qué propiedades matematicas identificas
en la actividad que acabas de realizar?

Respuesta individual: y = mx + b,

k= ﬂ Axioma matematico
Ax

Observaciones a partir de la discusion
grupal: El cociente de los incrementos de las
magnitudes es constante. Funcion afin. Pun-
to pendiente. Toda variacion lineal se puede
representar por una expresion algebraica del
tipo y = mx + b. La gréafica de una variacion
lineal siempre es una linea recta.

Inicialmente, E5 identifica “propie-
dad” con “axioma matematico”, y para ello,
aporta dos expresiones algebraicas. Sin em-
bargo, en la discusion en gran grupo incor-
pord relaciones importantes entre diferentes
conceptos, como: el cociente de los incre-
mentos de las magnitudes es constante (con-
siderando las magnitudes edad del perro y
edad biolégica). También, caracteriz6 la va-
riacion lineal grafica y algebraicamente.

Estas respuestas muestran que las
nociones de concepto-definicion y propo-
sicion-propiedad son bastante complejas;
posiblemente, esto esté relacionado con el
papel que se les otorga dentro del EOS para
atender a la cuestion del significado de los
objetos matematicos. Al contrario que con
los procedimientos, los conceptos y las pro-
piedades resultaron dificiles de identificar
en la primera actividad.

Estos resultados coinciden con los ob-
tenidos por Giacomone (2018), entre otros;
no obstante, es importante resaltar que
el reconocimiento de estos objetos en las
practicas matematicas fue mejorando con
el desarrollo de las actividades; esto puede
deberse a que fue una tarea que se realizd
continuamente en todas las actividades.

DOIL: http://dx.doi.org/10.15359/ru.37-1.16
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

Finalmente, se puede destacar que la parte
11 no solo contribuye al desarrollo de com-
petencia para identificar los tres objetos ma-
tematicos tratados, sino también, al desarro-
llo de la faceta epistémica del conocimiento
didactico-matematico.

La parte III de la actividad 1 fue di-
seflada para poner en juego las facetas epis-
témica y cognitiva del conocimiento, asi
como un acercamiento al desarrollo de la
competencia de andlisis ontosemidtico de
las practicas, ya que las tareas que se asig-
nan al futuro profesor son aquellas en donde
tienen que analizar las practicas matemati-
cas de un estudiante hipotético de secunda-
ria, determinar si la respuesta planteada es
correcta o no y orientar al estudiante.

En las hojas de trabajo se les mos-
tr6 a los futuros profesores una imagen con
los célculos realizados por un estudiante de
secundaria para obtener la edad biologica
de un perro de 15 afios, considerando que
un perro de 1 afio tiene una edad bioldgica
de 20. El alumno us6 la regla de tres para

15 x 20 i
‘T = 300 anos”. Se les

pidid a los futuros profesores valorar si el
resultado obtenido era correcto, o no, argu-
mentar su respuesta y dar una retroalimen-
tacion al educando.

Las respuestas proporcionadas por
los participantes dan cuenta, por un lado,
de carencias en el conocimiento comun de
la proporcionalidad y de la necesidad exis-
tente de incidir en el desarrollo de la faceta
cognitiva, pues tres consideraron que la res-
puesta o la estrategia eran correctas y cuatro
valoraron la respuesta como incorrecta; dos
no asistieron a la sesion.

Es importante considerar que la faceta
cognitiva proporciona conocimientos nece-
sarios para reflexionar y evaluar los signifi-
cados personales de los estudiantes. En esta
tarea se puso de manifiesto carencias en esa

concluir que °
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faceta y en la competencia de analisis onto-
semiotico para analizar la respuesta de un
estudiante, pues la mayoria de los futuros
profesores realizaron observaciones super-
ficiales sobre el procedimiento seguido por
el alumno; y como retroalimentacion, se li-
mitaron a sefialar la incongruencia en el re-
sultado obtenido y a sugerir que se leyera
con mas cuidado el problema. Algunas de
las respuestas fueron las siguientes:

¢ Consideras que el resultado fue el correc-
to? Argumenta tu respuesta.

E5: “Si [luego tacho su respuesta y
puso No], utiliz6 la regla de tres simple para
un problema de proporcionalidad directa, el
cual requiere que las operaciones se realicen
asi, pero hizo el acomodo mal”.

ES8: “No, ya que tendria 76 afios biol6-
gicos al tener 15 anos de edad. ™.

E1: “No, el alumno solo esta conside-
rando el primer afio y el cambio en la edad
es diferente a partir de ese ano”.

E6: “No, puesto que en la relacion es
1:20, no toma en cuenta los aumentos de 4”.

Con respecto a retroalimentacién que
darian al estudiante, se evidencian nueva-
mente, areas de oportunidad en la faceta
cognitiva del conocimiento didactico-mate-
matico. Para orientar al estudiante, los futu-
ros profesores no recurren a las propiedades,
ni procedimientos de la variacion lineal, y
en algunos casos se limitan solamente al
significado algebraico-funcional obtenido
para calcular la edad biologica del perro:

;Qué retroalimentacion le darias al
estudiante?

E8: “Seria mas facil aplicar la expre-
sion y empezar a sustituir valores”

DOIL: http://dx.doi.org/10.15359/ru.37-1.16
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

El: “;Es logico que un perro tenga
una edad biologica de 300 afios?”

E7: “También puede representar la
edad del perro y edad biologica a manera de
ecuacion”.

E5: “Que reflexione acerca de los 300
afios que obtuvo como resultado”

Finalmente, después de la discusion
en grupo, se les pidié enlistar reflexiones
que consideraran importantes. En su ma-
yoria, las respuestas dan cuenta de areas de
oportunidad en sus conocimientos y compe-
tencias didactico-matematicos. Unicamente
en la respuesta de ES se identificaron ele-
mentos relacionados con el significado arit-
mético de la variacion lineal:

E7: “le diria que el perro no tiene esa
edad. Leer correctamente el problema para
poder resolverlo”.

E8: “le diria que lea bien una 2da vez.
Comentaria que si es 16gico un perro de 300
afios de edad. La regla de tres simple no es
muy aplicable en estos casos”.

E5: “la relacion de las magnitudes no
da la variaciéon proporcional que estamos
manejando”.

En la actividad 1, se manifestaron
diversas debilidades en el conocimiento y
competencias didactico-matematicos de los
futuros profesores; sin embargo, en las acti-
vidades siguientes, los participantes logra-
ron identificar una mayor variedad de obje-
tos matematicos en las practicas, y analizar
las respuestas de una manera mas profunda,
y argumentar de forma mas completa las va-
loraciones de las respuestas de los estudian-
tes, como se mostrara a continuacion.

Actividad 4. Vaciado de recipientes
cilindricos

La parte I de la actividad 4 inicia con
la manipulacion en equipo de un applet de
GeoGebra que simula como se vacia de

Karina Herrera-Garcia » Teresa Dévila-Araiza « Pablo Beltran-Pellicer  Belén Giacomone 14

ID"BUN@RIDUIDIUNE)SIAL ] « BIDUSIDIUN/ID IR BUN'SLISTAIMMM @) » 707 Toquiadaq-Arenuef “¢7-1 *dd T " N ‘£¢ ‘[OA VIDONAIDIN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.37-1.16
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=

liquido un recipiente cilindrico y muestra
una gréfica cartesiana trazada por un punto
que cambia conforme el recipiente se vacia
(figura 2). El objetivo central era que los
participantes se enfrentaran a una situacion
de variacion lineal en la que las magnitudes
variaban de manera diferente: mientras una
aumentaba uniformemente, la otra dismi-
nuia. En este caso, la constante de propor-
cionalidad entre las variaciones de las mag-

nitudes es negativa.
En un equipo los participantes contes-

taban sus hojas de trabajo y discutian qué
magnitudes estaban representadas en la gra-
fica. Comentaron lo siguiente (dialogo entre
El y E6):

El: ;Al pasar 8 segundos el volumen
es 100?

E6: No, el volumen baja a 100

E1: No, el volumen es 100...

E6: Pero baja de 500 a 100

El: Las coordenadas son (8, 100).
(Qué significado le das al punto? Que cuan-
do han pasado 8 segundos el volumen es
100, o que al pasar 8 segundos se han per-
dido 400 cm’.

E6: Me gusta mas la altima.

Se pone de manifiesto en el didlogo
que los futuros profesores dan una inter-
pretacion variacional al fendmeno obser-
vado y a la grafica cartesiana; también,
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identifican las magnitudes variables invo-
lucradas y describen relaciones entre ellas;
sin embargo, se evidencié un conflicto
cuando en la hoja de trabajo se les pidio
describir como cambian las magnitudes;
El expreso: “Con proporcionalidad inver-
sa, una magnitud aumenta mientras la otra
disminuye”, lo cual deja ver un posible
conflicto con la nocién de variacion in-
versamente proporcional, que se identifico
también en la mayoria de los futuros profe-
sores durante la actividad 4.

Es importante considerar que en Mé-
xico es comun asociar la frase: Una aumen-
ta mientras que la otra disminuye con la no-
cioén de proporcionalidad inversa. Se eligio
esta situacion problema de vaciado de reci-
pientes para enfrentar a los futuros profeso-
res a esta confusion.

Se esperaba que, al reconocer que se
cumplen propiedades definitorias de la va-
riacion lineal, estudiadas en las actividades
previas, pudieran resolver el conflicto y
refinar su significado de variacion lineal y
variacién inversamente proporcional, enri-
queciendo asi la faceta epistémica de su co-
nocimiento didactico-matematico.

Posteriormente, al preguntarles a
los participantes si las magnitudes volu-
men del liquido y altura de la parte vacia
del recipiente eran directamente propor-

cionales, se observo que

€00 Datos del cilindro: ..
Aty ey Radiomd o emplearon procedimien-
ikt ook iockos 10 e tos, como el calculo de:

400 Stop

300
200

100

7210 2 4 6 (8 10 12 14 16 18 20 22 24

Figura 2. Applet de GeoGebra de la actividad 4.

Nota: propia de la investigacion.

variaciones de las magni-

tudes volumen del liquido

Q y altura de la parte vacia
‘ del recipiente, constante

: de proporcionalidad en

las variaciones de dichas
magnitudes, volumen del

liquido y cocientes de va-
lores de las magnitudes
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h) ¢Son directamente proporcionales ¢l volumen del liquido y laaltura de a parte vacia de]
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Por otro lado, al ex-
plorar en equipo si existia

NO/; (\:(.:\ At preporciene les L t30&4) o 4 constante de proporcionali-
o+ o ~dad, ahora entre las varia-
¢ | allora  Velomen Al (0 ciones de las magnitudes,
3 1 0 o0, + \ _80.24 realizaron el célculo de la
s | 1 ( ¢ ' constante de proporciona-
N 1 4626 \ -50.34 lidad, obteniendo que era

Mo L ( 1 40 1.1 ’)\'J . 50,44 -50.24, como se observa en
Vatio L ( 3 251, bk iy la parte superior de la figura

[ y= 50k 4- 5024 X]

Figura 3. Respuesta de E9, obtenida en equipo con El y E6.

Nota: elaboracion propia de la investigacion.

(figura 3). También, usaron distintas repre-
sentaciones: grafica, algebraica y numéri-
ca como tabla de variacion. Siendo esta
respuesta parte del significado aritmético,
proto-alegebraico y algebraico-funcional

de la variacion lineal.
La respuesta de E9 muestra progreso

en la faceta epistémica de los integrantes del
equipo, quienes incorporaron a sus practi-
cas matematicas procedimientos, conceptos
y lenguajes propios de la variacion lineal,
los cuales se pretendia favorecer con la se-
cuencia; sin embargo, aunque los resultados
que obtuvieron fueran acordes al estudio
de la variacion lineal, los futuros profeso-
res seguian confundiendo términos que son
propios del estudio de la variacidn inversa-
mente proporcional.

Por ejemplo, en la figura 3, cuando el
E9 responde si hay o no relaciones de pro-
porcionalidad entre las magnitudes escribe:
“No, son inversamente proporcionales”.
Aunque correctamente identifica que no hay
relacion de proporcionalidad entre el volu-
men del liquido y la altura de la parte vacia
del recipiente, considera que entre dichas
magnitudes hay una relaciéon de proporcio-
nalidad inversa.

3, y entre ellos surgi6 una
duda que los encaminaria a
distinguir la variacion lineal
de la variacion inversamen-
te proporcional:

El: ;puede haber constante de pro-
porcionalidad negativa?

E6: Yo diria que si.

E9: Si pues, le va restando...

La duda expresada en el didlogo ante-
rior, sobre la posibilidad de que la constante
de proporcionalidad sea negativa, da cuenta
de la falta de situaciones-problemas de este
tipo en la formacion inicial de profesores y
en la escuela secundaria. En su mayoria, las
situaciones-problemas que se plantean en
los libros de texto para el estudio de la pro-
porcionalidad directa y la variacion lineal
suelen involucrar magnitudes variables que
de manera conjunta inicamente aumentan.

La parte II estaba destinada a que los
futuros profesores identificaran objetos pri-
marios puestos en juego en la parte I, y con
ello, influir en el desarrollo de la competen-
cia de analisis ontosemidtico de las practi-
cas matematicas.

En esta ocasion, los participantes tra-
bajaron de manera individual y debian ex-
presar conceptos, propiedades y aspectos
nuevos de la variacion lineal identificados.
La mayoria enlisté conceptos como los si-
guientes: volumen, altura, recta, expresion
algebraica, crecimiento, decrecimiento,
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pendiente y constante de proporcionalidad;
algunos mencionaron la proporcionalidad
“inversa” como concepto.

Por otro lado, se vio un avance signi-
ficativo en la identificacion de propiedades,
aunque, en algunas de ellas, se evidenci¢ la
fuerte confusion entre variacion lineal de-
creciente y variacion inversamente propor-
cional, como se puede observar en las res-
puestas siguientes:

El: “La grafica de una relacion de
proporcionalidad inversa es una linea de-
creciente. La pendiente de una grafica de-
creciente es negativa”

E2: “La constante solamente se en-
cuentra en los incrementos de las magnitu-
des. La recta va decreciendo”

E6: “Proporcionalidad inversapen-
diente negativadecrecimiento”

E9: “Los incrementos son directa-
mente proporcionales y las magnitudes no”

La parte III se realiz6 de manera in-
dividual. Se mostr6 una imagen de la recta
decreciente que mostraba el applet en la fi-
gura 2, indicando las magnitudes correspon-
dientes a cada eje, y la siguiente afirmacion
de un estudiante hipotético de secundaria:
“Este no es un caso de variacion lineal por-
que cuando una magnitud aumenta, la otra
disminuye”. Se pidi6 a los futuros profe-
sores indicar si consideraban correcta o no
dicha afirmacion, argumentar por qué y dar
una retroalimentacion al estudiante.

Tales tareas estan relacionadas a la
competencia de gestion de configuraciones
y trayectorias globales. En los argumentos
y retroalimentacion dados por los partici-
pantes se pueden identificar elementos para
considerar el desarrollo de la faceta episté-
mica, pues emplean propiedades y procedi-
mientos de la variacion lineal estudiados en
las actividades previas.
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De los 9 participantes, cinco conside-
raron incorrecta la respuesta del estudiante,
tres la consideraron correcta y uno no asistio
ala sesion, y, como se muestra enseguida, E1,
E6 y E9 superaron su confusion con respecto
a la variacion inversamente proporcional.

JEs correcta la conclusion a la que
llego el estudiante? Argumenta tu respuesta.

E6: “No, la variacion se presenta en
los incrementos de las magnitudes”

E9: “No, porque se sigue formando
una recta con los datos; ademas es propor-
cional en los incrementos de las magnitudes”™

E1l: “No, porque la variacion lineal se
presenta con una linea recta, sin importar si
es creciente o decreciente”

( Qué retroalimentacion le darias al estudiante?

E6: “Que revisara los incrementos”

E9: “Eso de arriba [lo que argument6
en la pregunta anterior]”

El: “Las relaciones de proporciona-
lidad directa o inversa son casos de varia-
cion lineal”

Estas respuestas muestran la relevan-
cia que tiene la competencia de identifica-
cion de propiedades de los objetos mate-
maticos, para favorecer la argumentacion
matematica, lo cual es importante, ya que
se muestra un avance en el conocimiento de
la faceta cognitiva de los futuros profeso-
res. De tal forma, son capaces de valorar la
respuesta del estudiante, de comprender sus
producciones e identificar conflictos o erro-
res que surgen al resolver el problema.

Cabe mencionar que, ante las dos
cuestiones planteadas, tres futuros profeso-
res valoraron como correcta la respuesta del
estudiante, argumentando de manera pobre
con la propiedad dada por el estudiante: “Si,
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la altura va aumentando y el volumen del
liquido va disminuyendo” (E7).

La retroalimentacion dada también es
deficiente; “No siempre va a ser si una au-
menta la otra también” (E7). Estas respues-
tas muestran la complejidad del desarrollo
de la faceta epistémica, particularmente,
cuando se tienen significados limitados y
profundamente arraigados, como aquel de
la proporcionalidad inversa entendida sim-
plemente como ‘“cuando una aumenta la
otra disminuye”.

La actividad 4 incluia una discusion
grupal al terminar la parte III; sin embargo,
esta no se pudo realizar puesto que el tiem-
po disponible para abordar las 5 actividades
se estaba terminando y aun hacia falta reali-
zar la actividad 5.

Actividad 5. Una clase de
matematicas

A continuacioén, se presentan algunas
respuestas representativas de la actividad
5. Al ser esta la ultima de la secuencia, no
tiene una estructura tan marcada como las
anteriores, pero si considera el desarrollo de
las facetas epistémica y cognitiva, asi como
elementos especificos de la competencia
ontosemidtica.

La actividad inicia planteando una
situacion ficticia. Andrea, una maestra de
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secundaria quiere trabajar un ejemplo de
variacion lineal, con constante de propor-
cionalidad negativa, en su clase. La situa-
cién que plantea trata de un rectangulo de
area 18 cm? y se deben buscar las medidas
de la base y la altura; se muestra una tabla
con valores de la base y la altura como la de
la figura 4a. Se pregunto a los futuros profe-
sores si consideraban que la situaciéon pro-
puesta por Andrea correspondia a una situa-
cion de variacion lineal. Esta tarea moviliza
la faceta epistémica.

Para dar respuesta, los futuros pro-
fesores utilizaron procedimientos como el
calculo de las variaciones de cada una de
las magnitudes variables (figura 4a 'y 5) y
proporcionaron argumentos a partir de pro-
posiciones matematicas, considerando rela-
ciones de proporcionalidad.

Por ejemplo, E9 argument6: “No, al
unir los puntos no se forma una recta, ade-
mas no hay proporcionalidad en ningun
aspecto ni constante” y esbozd una grafi-
ca para mostrar que no es una linea recta
(figura 4b). El participante E1 procedio de
manera similar (figura 5) y escribi6: “No,
porque no existe una relaciéon de propor-
cionalidad entre las magnitudes ni entre los
incrementos de estas. No hay constante de
proporcionalidad”.

RTINS GO LARARLED € 1T I LS

a a los estudiantes que pasen al pi 'Q:x y registren la inforng

ilgunos alumnos crearon la w%

Base (em) 1% em Yem bem
Altura (em) lem Zem Jem

e ..{3
i 1

Figura 4a. E9 calcula las variaciones de cada magnitud
en la tabla.

, W
Figura 4b. Grafica esbozada Figura 5. E1 calcula las
por E9. variaciones de cada magnitud.

Figura 4 y 5. Respuestas de los estudiantes 9y 1 (E9 y El, respectivamente).

Nota: elaboracion propia de la investigacion.
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de proporcionalidad de
una situacioén de variacion

lineal no era correcto, pues
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Figura 6. Respuesta hipotética de un estudiante al abordar la

situacion planteada por la profesora.
Nota: elaboracion propia de la investigacion.

Posteriormente, se les mostro la res-
puesta de un estudiante de secundaria (figu-
ra 6) y se les pidi6 analizarla y valorarla.

Los participantes realizaron distintas
interpretaciones en la respuesta del estu-
diante hipotético de secundaria; por ejem-
plo, E1 expres6: “El alumno no tomé en
cuenta las diferencias que existen entre cada
par de niimeros (magnitudes)”, dirigiendo
su atencion hacia el procedimiento de cal-
culo de las variaciones o incrementos de las
magnitudes variables.

Por otro lado, E9 consider6 que “el es-
tudiante no reconoce que entre el 6 y el 9 hay
3 ntimeros de diferencia, y del 9 al 18 hay
9 numeros. Ademas, la constante se obtiene
dividiendo no multiplicando™. La interpreta-
cion de E9 esta basada en el significado arit-
mético, ya que busca identificar como estan
cambiando las magnitudes variables, dado
que, mientras representa la grafica, su aten-
cion esté centrada en el tipo de graduaciones
que tiene cada uno de los ejes.

E9, también identificd que el procedi-
miento empleado para calcular la constante

Y Y ~ (J:z
N P % b
\c n\,,u\') (‘ ")\( J B )

las magnitudes variables
que intervienen y no el co-
ciente de sus variaciones.

Posteriormente, se
les plantea el uso de un
applet que permite variar
la medida de la base del
rectangulo y la altura de
este, de tal forma que el
area siempre sea 18 cm?.
También, presenta la gra-
fica de la altura contra la
longitud de la base, ob-
tenida al hacer variar las
magnitudes. En el applet, los participantes
reconocen que la gréafica es una hipérbola.
Se les pregunt6d qué tipo de variacion es la
que promueve la maestra con la actividad y
respondieron que se trata de la “variacion
inversamente proporcional”.

Tras haber manipulado el applet, un
futuro profesor buscé informacién sobre
representaciones graficas de una variacion
inversamente proporcional (llamada “va-
riacion inversa” por algunos de ellos) y
reflexiond con sus compaifieros sobre lo li-
mitado del estudio de dicha nocidn, expre-
sando que:

ES5: La variacion inversa deberia gra-
ficarse (sefniala la grafica de una hipérbola).
Si te fijas, la variacion directa siempre la
grafican y se estudian las rectas, pero nunca
se grafica la variacion inversa.

E4: Pues si, es el problema que esta-
mos viendo.

Otras de las valoraciones que realiza-
ron los participantes son las siguientes: el
futuro profesor ES considerd que la escala
en la grafica del estudiante “no corresponde

-4
Esta es lg

Canstarrte
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y por lo tanto si puede parecer una linea
recta”. Otros futuros profesores sefialaron
lo incorrecto del calculo de la constante de
proporcionalidad, la mala construccion de
la grafica y la escala incorrecta (no unifor-
me) en los ejes, como sefialo ES.

Por lo anterior, se observé que los fu-
turos profesores identificaron procedimien-
tos, proposiciones y conceptos incorrectos,
manifestando asi conocimiento matematico
necesario para evaluar las respuestas y el
desarrollo de la competencia de analisis on-
tosemiodtico, ya que se manifiesta la identifi-
cacion de la trama de objetos implicados en
las précticas y la identificacion de las préc-
ticas operativas implicadas en la resolucion
de los problemas de los estudiantes hipotéti-
cos, ademas de valorarlas como correctas o
incorrectas, y crear posibles estrategias que
orienten al estudiante a su compresion.

Posteriormente, se les plante6 a los
participantes la tarea de modificar la activi-
dad que propuso la maestra para mejorar el
proceso de estudio. El participante E6, pro-
puso que se trabaje una situacion de varia-
cion lineal, como encontrar “las areas de un
rectangulo con una base fija, donde la altura
esté cambiando”. Por otra parte, E1 sugirio
la utilizacion de GeoGebra para ensefiar el
tema. Esto quiere decir que se ha enriqueci-
do la incorporacion de estrategias didacticas
que anteriormente, no se habian hecho ex-
plicitas, ni se habian considerado.

Conclusiones

En esta investigacion se presentd un
ciclo de ensefianza centrado en enriquecer
el conocimiento didactico-matematico de
la variacion lineal de futuros profesores de
matematicas, asi como también para ini-
ciarlos en el desarrollo de la competencia
ontosemiotica.
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Sin duda, las competencias “se acti-
van en gran medida por medio del apren-
dizaje reflexivo, que permite comprender
la complejidad de los procesos educativos”
(Alsina, Planas y Calabuig, 2009, p. 256);
asi, el profesor debe ser competente y re-
flexionar sobre los analisis tanto epistémi-
COs como cognitivos y gestionar de manera
idonea proyectos educativos.

Las dificultades manifestadas por los
participantes son un indicador de la com-
plejidad inherente a la construccion de los
objetos matematicos primarios que com-
ponen el significado de la variacion lineal;
por ejemplo, se puso de manifiesto que los
significados personales de los futuros pro-
fesores son incompletos, ya que, aunque
se estuvo trabajando la variacion lineal en
las actividades previas con diferentes len-
guajes, procedimientos, proposiciones, etc.,
algunos no pudieron reconocer que la situa-
cion que planteaba la profesora era una si-
tuacion que abordaba un caso de variacion
inversamente proporcional.

Por otro lado, el analisis de las facetas
epistémica y cognitiva permitié dar cuen-
ta de que tanto sus practicas matematicas,
como sus reflexiones didactico-matemati-
cas se enriquecieron gradualmente, con el
desarrollo de las actividades de la secuen-
cia; sin embargo, es necesario que los futu-
ros profesores desarrollen un conocimiento
mas amplio sobre la variacion lineal, y que
conozcan sus diversas formas de expresion
que les permitan justificar sus respuestas,
ademas, el significado que mas solian tra-
bajar era el algebraico-funcional, pero poco
a poco fueron desarrollando el aritmético y
el proto-algebraico, esto con la ayuda de las
tareas disefiadas en la secuencia.

Las respuestas de los futuros educado-
res tras analizar la dadas hipotéticamente, por
los colegiales se basaban sobre todo en sus
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conocimientos matematicos, y estos se mos-
traron incompletos, por lo que resulta funda-
mental que los estudiantes para profesor los
enriquezcan, ya que constituyen una referen-
cia para valorar las respuestas, aspecto que
se considera central en la faceta epistémica
y cognitiva del conocimiento. Ademas, a lo
largo de la experiencia se pone de manifiesto
la necesidad de esa mirada docente que in-
cluya el conocimiento didactico-matematico.

Tras analizar la faceta cognitiva se
mostr6 que los futuros profesores utilizaron
elementos de la faceta epistémica, y las usa-
ban para crear estrategias y retroalimentar
a los estudiantes hipotéticos, empleando
recursos tecnologicos; es decir, describian
estrategias que buscaban promover que los
alumnos se involucraran y resolvieran sus
dudas, segun el tipo de tareas que se plan-
tearon en el disefo.

Los resultados también, reflejan la
complejidad inicial para definir e identificar
los objetos matematicos, en particular definir
qué es un concepto y una proposicion; esta
conclusion se observa como resultados de
otros trabajos (p. e., Giacomone, 2018). Sin
embargo, la discusion en clase resultd fun-
damental para reflexionar sobre las distintas
concepciones iniciales, como asi también,
fue el reactivo para que emerjan nuevos ob-
jetos que no habian sido identificados antes.

Es importante destacar que las posibles
configuraciones ontosemidticas de objetos
matematicos que intervienen en las practicas
matematicas deben ser dominadas y planifi-
cadas por el formador, permitiéndole de esta
manera “organizar los correspondientes mo-
mentos de validacion, institucionalizacion y
gjercitacion para, de este modo, incrementar
la idoneidad didactica del proceso formati-
vo” (Rivas, Godino y Arteaga, 2018, p. 98).

Por ultimo, como limitaciones, cabe
mencionar la necesidad de experimentar con
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este tipo de acciones formativas en diferentes
contextos y con diferentes muestras de partici-
pantes. Esto posibilitard indagar mas profun-
damente en las relaciones que puede haber,
por ejemplo, entre la formacion previa especi-
fica en matematicas y las dificultades observa-
das ante tareas como las propuestas.
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