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MODELACION FUNCIONAL Y SIMULACION NUMERICA DE SISTEMAS NO LINEALES
RESUMEN

Este Proyecto Final de Carrera se desarrolla en el dmbito del analisis de
sistemas dinamicos no lineales y particularmente intenta demostrar la validez de
la transformaciéon de la clasica ecuacion dindmica con las matrices de masa,
amortiguacion y rigidez, que utiliza coordenadas espaciales, a la ecuacién
equivalente en coordenadas modales, que se utiliza habitualmente para desacoplar
las ecuaciones dinamicas, y su aplicacién a la resolucién de problemas por
elementos finitos. Esta transformaciéon proviene del Andlisis Modal de sistemas
dindmicos y su ventaja radica en que la matriz modal es constante en cada
configuracion del sistema y sé6lo varia cuando cambia la configuracién, por lo que
es posible obviar las no linealidades del sistema presentes sobre todo en la matriz
de rigidez. Si ademas consideramos que el Andlisis Modal es capaz de simplificar la
respuesta de un sistema considerando sdlo unas pocas variables, los modos
propios y sus frecuencias naturales, y que las mas influyentes en la dindmica de los
sistemas son los primeros modos propios, la conclusién es que la matriz modal se
puede reducir enormemente considerando solamente estos primeros modos
propios. Aplicando todas estas modificaciones en un modelo desarrollado en
Matlab/Simulink, al final de este trabajo se puede comprobar cémo el calculo es
mucho mas veloz con respecto al calculo de un software comercial de elementos
finitos como Abaqus/Explicit y que los errores cometidos son despreciables.

La primera parte de este Proyecto Final de Carrera se enfoca en conocer en
profundidad la técnica de reducciéon que estamos aplicando mediante la simulacién
de dos sistemas de masas distribuidas muy sencillos. Estos ejemplos nos han
permitido comprobar por un lado que la evolucién dinamica de los sistemas antes
y después de la transformacion es idéntica, lo cual es fundamental para continuar
con el desarrollo, y por otro lado nos ha servido para detectar problemas sobre
todo cuando el sistema cambia de una configuraciéon a otra. En las simulaciones
por elementos finitos es habitual que los sistemas cambien de configuracion, por
ejemplo, se consideran nuevas condiciones de contorno, se aplican fuerzas
diferentes, los sistemas evolucionan dindmicamente ante estos cambios y hemos
considerado importante tratar este aspecto en el modelo desarrollado. En un
principio hemos considerado tinicamente dos configuraciones o niveles, pero en
futuros trabajos el método se desarrollara para considerar tantas configuraciones
como sea necesario.

La segunda parte se basa en la comparaciéon de las simulaciones en
Abaqus/Explicit y del modelo desarrollado en Matlab/Simulink de un impacto de
una viga libre - articulada con un soporte cuando la viga desciende a causa de la
fuerza gravitatoria. Esta comparaciéon nos ha permitido comprobar la gran utilidad
de este método dado que la soluciéon es de gran similitud con la calculada por
Abaqus. Dado que el modelo desarrollado considera inicamente el Analisis Modal,
ha sido necesario superponer el movimiento como s6lido rigido de la viga para
compararlo con Abaqus, por lo que el resultado final ha sido una composicién de
Analisis Modal con Analisis Dinamico de Sistemas Multicuerpo.
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1. Introduccion

El objetivo de este Proyecto Final de Carrera es demostrar la validez de un
método de resolucién lineal de problemas de elementos finitos, incluyendo los
problemas de naturaleza no lineales. Esta validez se evaluarad en términos de
precision en el resultado y de tiempo de computacién necesario. Si, como
pensamos, el método es aplicable, el alcance de este Proyecto Final de Carrera sera
de gran interés para el desarrollo computacional de nuevos software de resoluciéon
de problemas de ingenieria por elementos finitos.

Este estudio se ha desarrollado con la ayuda de diversos miembros del
Politécnico de Turin. Entre ellos cabe destacar al Profesor Asociado e investigador
Elvio Bonisoli y a los estudiantes de Doctorado Francesco Di Monaco y Gabriele
Marcuccio. Sus investigaciones se centran principalmente en el estudio de sistemas
dinamicos no lineales y demostrar que el método utilizado en este Proyecto Final
de Carrera es valido supone para su grupo de investigacidon adoptar la iniciativa en
el desarrollo y optimizacién del método que a continuacién detallaremos para
adaptarlo a la resolucion de todo tipo de problemas por elementos finitos.

De aqui en adelante nos vamos a referir como Analisis Modal Multinivel al
método que vamos a aplicar. Como el propio nombre indica sirve para analizar las
oscilaciones o vibraciones de uno o varios puntos de una estructura respecto de su
posicién de equilibrio cuando se ve sometido a fuerzas externas, y la palabra
multinivel indica que es un método aplicable incluso cuando el sistema cambia su
configuracion. Partiendo de la ecuaciéon general de andlisis dindmico en forma
matricial [1] [2]:

M i+C x+K x=f(t)
Considerando no linealidades en forma paramétrica:
M(a) %+ C(a)x + K(a) x = £(t)

Dado que las matrices de masa, amortiguacion y rigidez son de dimensiones
nxn y el vector de desplazamiento es de dimensién nx1, consideramos una matriz
de transformacién T de dimensién nxv que tiene en cuenta la aplicacion de
condiciones de contorno, uniones rigidas y elementos rigidos:

Tr;s
Trge ¢ > T = Tiy Tige Tocs
Tocs

Aplicando dicha matriz de transformacién obtenemos:

X=T Xgg, = Xpe, =T "x = (TT T)_ITTX
Mg, =T'MT
Cy, =T'CT
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Ky, =T'KT
fBCs = TTf

Con lo que se obtiene la siguiente ecuacién dinamica, considerando ya la
aplicacion de las condiciones de contorno especificas para cada problema:

M e Xpes + CocsXaes + KaesXaes = facs

Llegados a este punto procedemos a considerar uno de los puntos mas
importantes en este estudio, que es manipular la ecuacién anterior utilizando la
Transformaciéon a Coordenadas Modales. Esta transformaciéon permite desacoplar
las ecuaciones dinamicas e introduce la consideracién simultdnea de coordenadas
espaciales y coordenadas modales a través de la matriz modal:

Xpgos = PN
XBCS =(I)BCSI1 _)MBqu)BCsﬁ+CBCS®BCS‘1+KBCS(DBCSTI:fBCs
Xgos = P

Si multiplicamos por la transpuesta de la matriz modal:
(I)ECSM Bqu) BCsﬁ + q)-I;C's(j BCS(I) BCsi] + q)ngK BCS(D BCsn = (I)ECszCs

Y si dicha matriz la hemos formado por los vectores propios normalizados
con respecto a la masa, obtenemos la ecuacién fundamental del Analisis Modal
Multinivel:

T

I i+ diag (2¢, o, )it + diag(@? ) 1 = ® L foc,

El ultimo paso de este razonamiento es evaluar las condiciones iniciales el
las nuevas coordenadas modales. Si consideramos la expansiéon de los vectores
propios:

X=T xgo, =T Py M=P n,con ®P=T D,

Y utilizando una seudo-inversa, en este caso nos interesa la inversa de
minimos cuadrados [3] [4]:

X, =T @y, - n, = (I)Elc*sT_l*Xo
Xo =T (I)BCsiIO T'lo = (I’Elc*sTil*Xo

COH T_l* = (TTT)_ITT ) (I)glgs = ((I)-lngq)BCs )_I(I)ECS

El anterior es el paso mas importante en la aplicaciéon del Analisis Modal
Multinivel. Para conseguir mayor rapidez en el calculo vamos a considerar
solamente algunos pocos de los primeros modos de vibracién, por lo que la matriz
modal no va a ser cuadrada y no podemos aplicar una inversa tradicional. Al
aplicar una seudo-inversa estamos cometiendo un error, pero que consideramos
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que va a ser despreciable. De este modo estamos aplicando quizds una de las
propiedades mas importantes del Andlisis Modal, que es su habilidad para reducir
la complejidad de un problema a la consideracidn de sdlo unas pocas variables, los
modos propios y las frecuencias naturales.

Al integrar ahora en coordenadas modales y no en coordenadas espaciales
estamos evitando el problema de integrar en cada paso de simulacién grandes
matrices que se vuelven mas incémodas en el calculo cuando consideramos no
linealidades, especialmente en la matriz de rigidez. Con la Transformacién a
Coordenadas Modales pasamos el problema a integrar la matriz modal, que es
constante y s6lo cambia cuando pasamos a otra configuracidon del sistema y que
ademas reducimos enormemente al considerar solo los primeros modos de
vibracién.

Una vez explicado el nuevo método, que ha sido desarrollado en el entorno
Matlab/Simulink, se procede a comprobar su validez y a detectar posibles
problemas y sus soluciones con dos ejemplos muy sencillos de sistemas de masas
discretizadas con varios grados de libertad. Se considerara solo dos niveles de
configuracion y se utilizaran las siguientes técnicas de andlisis de sefial de
vibraciones:

= Analisis temporal. Comprobaremos la soluciéon dada por el Analisis
Modal Multinivel con la conseguida por la Integracion Directa de las
matrices de masa, amortiguacion y rigidez.

= Analisis frecuencial. Se aplicara un analisis mediante la Transformada
discreta de Fourier para comprobar que las frecuencias de la respuesta
coinciden con las frecuencias naturales del sistema.

» Analisis temporal y frecuencial simultdaneamente. Nos permitira evaluar
la evolucion de las frecuencias en la respuesta del sistema cuando se
cambia de una configuracidn a otra.

Por ultimo, se compara un caso simple, aunque real, de impacto de una viga
articulada - libre en sus extremos. En este caso haremos uso del software
comercial de elementos finitos Abaqus para comprobar la soluciéon del Analisis
Modal Multinivel frente a la simulacién llevada a cabo en Abaqus/Explicit.
Analizaremos las frecuencias naturales del sistema mediante el uso de tres
técnicas diferentes:

= Resolucion analitica del problema de los valores propios.

» Frecuencias naturales extraidas de la simulaciéon en Abaqus/Standard.

=  Frecuencias naturales calculadas con el software LUPOS, desarrollado
por el grupo de investigacion del Politécnico de Turin. Este software es
capaz de considerar modelos paramétricos y lo utilizamos en la
evaluacion de las matrices modales multinivel.

En este caso, utilizaremos también las técnicas de andlisis de seial
temporal, frecuencial y ambas simultadneamente.

Modelacién funcional y simulacién numeérica de sistemas no lineales 5
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2. Sistemas de masas discretizadas con varios grados de libertad

Los sistemas discretizados con masas puntuales suponen una simplificacion
de los sistemas continuos reales que nos permite utilizar la ecuaciéon del analisis
dinamico en forma matricial. Ademas, es una de las bases del andlisis por
elementos finitos, ya que como su nombre indica éste divide el sistema en
pequeiios elementos discretizados cada uno con un valor proporcional de masa,
amortiguacion y rigidez.

El empleo de dos sistemas de masas discretizadas nos sirve para comprobar
la validez del método y para identificar posibles problemas. En concreto, dos
conclusiones fundamentales han sido observadas con estas simulaciones:

= La evolucion en el tiempo de las coordenadas espaciales debe ser
continua, mientras que la evoluciéon temporal en coordenadas modales
es necesariamente discontinua en el momento en que se cambia de
nivel.

= Al cambiar de nivel las nuevas condiciones de contorno deben ser
aplicadas una paso de simulacién anterior al cambio de la matriz modal,
es decir, ambas sefales no pueden estar sincronizadas.

Se van a analizar dos sistemas, el primero con cinco grados de libertad y el
segundo con ocho. Para ambos casos se verificard primero que la solucién
temporal de desplazamiento de los diferentes nodos es idéntica utilizando el
Analisis Modal Multinivel como empleando la Integracién Directa de las matrices
de masa, amortiguacion y rigidez. Seguidamente, y sabiendo que el paso anterior
ha sido concluido con éxito, se procede a simular la evoluciéon temporal de los
desplazamientos nodales mientras el sistema cambia entre dos configuraciones. La
primera configuracion o nivel es el sistema con todos los grados de libertad
habiles, mientras que en la segunda configuracién se bloqueara el grado de
libertad de unos de los nodos y se observara como evoluciona el sistema. En
sistemas con tan pocos grados de libertad el hecho de bloquear el movimiento de
unos de los nodos puede suponer un gran efecto disipativo segiin el momento en el
que se bloquee dicho nodo. Por ejemplo, en uno de los casos se bloquea el nodo
cuando éste alcanza una posicién de velocidad nula, es decir, una posiciéon extrema
en la vibraciéon de dicho nodo. En la evolucién temporal del resto de nodos se
espera que éste efecto no sea muy disipativo y que el resto de nodos sigan con su
vibracion con una amplitud parecida y decreciente por efecto de la amortiguacién
de tipo Rayleigh. En otro caso simularemos contacto entre la bancada y uno de los
nodos cuando éste comienza los desplazamientos negativos respecto de su
posicion de equilibrio, es decir, exactamente en su posicién de equilibrio que es
una posicion de velocidad maxima. Por ello esperamos que este contacto sea
mucho mas disipativo y que la amplitud de vibracién del resto de nodos se vea
muy influenciada por esta ausencia de energia. Hay que decir que en este contacto
el nodo se puede mover en su desplazamiento positivo respecto de su posicién de
equilibrio cuando la dinamica del sistema lo requiere, por lo tanto estamos
simulando dos configuraciones en las que en la primera no hay contacto y en la
segunda hay contacto, lo cudl nos va a ser de gran utilidad para el ultimo ejemplo

Modelacién funcional y simulacién numeérica de sistemas no lineales 6
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del impacto de la viga articulada - libre. Las matrices utilizadas en las simulaciones
se pueden consultar en el Anexo . El Anexo II recoge las ecuaciones dinamicas
para la evaluacion de la reaccion en el contacto.

2.1 Sistema con cinco grados de libertad

El sistema considerado se puede apreciar en la figura 1. Como se ve los
nodos 1 y 5 son solidarios a la bancada, mientras que el resto de nodos se pueden
desplazar. Para que esto ocurra es necesario o bien aplicar unas condiciones
iniciales en desplazamiento o velocidad, o bien aplicar una fuerza externa. En
nuestra simulacién hemos optado por aplicar un desplazamiento inicial de 1 cm. a
los nodos 2, 3 y 4, dejando la velocidad inicial y la fuerza externa en valores nulos.

Node 1 Node 5
kl,cl Node 2 k2,¢2 Node 3 k3,¢3 Node 4 k4, c4

ml m2 m3

Figura 1 - Sistema con cinco grados de libertad

Las siguientes graficas muestran la evoluciéon temporal de los
desplazamientos de lo nodos utilizando en la primera grafica la Integracion Directa
y en la segunda el Analisis Modal Multinivel:

Displacement x [m]

Time [s] Tlmé [s]

Figura 2 - Resultado temporal de la Integracion Directa (izquierda) vs. Resultado temporal
del Analisis Modal Multinivel (derecha)

Se observa claramente, como esperabamos, que ambos métodos dan como
resultado la misma solucién temporal, lo que nos permite continuar con el analisis.

El siguiente paso es la simulacién del sistema utilizando el Analisis Modal
Multinivel y considerando dos configuraciones. En un primer ejemplo bloqueamos
el nodo nimero 4 cuando ésta alcanza una posiciéon determinada de velocidad
nula, o lo que es lo mismo, una de sus posiciones extremas en su movimiento
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vibratorio. El siguiente grafico muestra la evolucién temporal de la dindmica del
sistema:

10

o0y T T T T T T T I T
R T R S R Node 1
8*‘%‘?**\***T***\***ﬂ***‘r***\***‘r ---------- Node 2 | —
N I I I I I I
;Iu' | | | | | | T Node 3
[ R EYESSSH Node 4 | -
5o | | | | | |
'|: I L I I I | | Node 5
RN | S
Eolw oM
L; 2l 4 J,,;L;’;,,L,,J,,,L,,,L,,i,,,\,,,,\,,,,
2 I U A
5 0 it 3‘\ \ AR PRy | | |
8 — "I} TR [ A e | T |
S kol OF \\;’ | | | | | |
g | SR L | | | | | |
A e e 4 T e e e e
rE oy | | | | | | |
wrE I I I I I I I
B i e e e e e
(ol
oF o I I I I I I I
H I I I I I I I
o L el e B e e e
‘:"‘f | | I I I I I I
Ae I I I I I I I I
8 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Time [s]

Figura 3 - Resultado temporal del Analisis Modal Multinivel cuando se bloquea el nodo
numero 4 en una posicion de velocidad nula

Se observa que después de bloquear el nodo ndimero 4 el sistema
evoluciona con otra frecuencia natural como es normal pero que la amplitud de
esta vibracién, aunque se reduce porque estamos eliminando una parte de la
energia del sistema, no disminuye fuertemente.

Ahora consideramos la simulacién contacto - no contacto cuando el nodo
numero 4 va a comenzar sus desplazamientos negativos. La figura nimero 4
muestra el esquema del sistema:

Node 1
kl.,cl

Node 2

k2, c2

ml

Node 3

m2

k3.c3

Node 4

m3

Node 5
k4, c4

Figura 4 - Sistema con cinco grados de libertad y contacto entre la bancada y el nodo
nimero cuatro

En este caso es necesario evaluar dos variables diferentes para cambiar de
una configuracion a otra. Para pasar del primer nivel al segundo, que es cuando se
produce el contacto, hay que evaluar el desplazamiento del nodo nimero 4, es
decir, cuando este es negativo o igual a cero se cambia a la configuracién nimero
dos. En cambio, para pasar del segundo nivel al primero hay que evaluar la fuerza
de reaccion entre la bancada y el nodo 4. Cuando esta reacciéon es menor o igual a
cero el nodo 4 es libre para moverse y lo hara segin lo requiera la dinamica del
sistema. La siguiente grafica muestra la evoluciéon temporal del sistema:

Modelacién funcional y simulacién numeérica de sistemas no lineales 8
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Displacement x [m]

Time [s]

Figura 5 - Resultado temporal del Analisis Modal Multinivel simulando el contacto entre el
nodo numero 4 y la bancada

La grafica muestra perfectamente como se produce contacto entre la
bancada y el nodo nimero 4, y cdmo éste se mueve cuando la fuerza de reaccién se
lo permite. También se observa que la simulacién es mucho mas disipativa que en
el caso anterior, tal y como habiamos predicho.

Modelacién funcional y simulacién numeérica de sistemas no lineales 9
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2.2 Sistema con ocho grados de libertad

En el siguiente ejemplo consideramos el sistema representado en la Figura
numero 6. Se trata de un sistema de ocho grados de libertad en el que los nodos 1y
8 son solidarios a la bancada y el resto se pueden desplazar. Siguiendo el proceso
del ejemplo anterior, suponemos un desplazamiento inicial de 1 cm. para los nodos
2,3,4,56y7.

Node 1 Node 8

k1, el Node 2 k2,2 Node 3 k3,3 Node 4 k4, c4 Node § k5, ¢5 Node 6 k6, ¢6 Node 7 k7, ¢7
A A — M- AN e M 1 AAR A

il ml .—F ‘j— m2 ¢ _;:'—: m3 ‘j— md : : U { m5 ; TIIJ mé ! ;J
- L] J = 1 ; ! . |

Figura 6 - Sistema con ocho grados de libertad

Los siguientes graficos muestran la evolucién temporal del desplazamiento
de los nodos dadas las condiciones iniciales segin el método de Integracion
Directa en el primer caso y segtin el Andlisis Modal Multinivel después:

0.0Lpx,

0.0,

0.005 0.005

-0.005 -0.005

Displacement x [m]

-0.01 -0.01

-0.015 -0.015
0 0

Time [s] Time [s]

Figura 7 - Resultado temporal de la Integracion Directa (izquierda) vs. Resultado temporal
del Analisis Modal Multinivel (derecha)

De nuevo ambas simulaciones confirman nuestras expectativas y ambos
métodos dan el mismo resultado.

Seguidamente procedemos a analizar segun el Analisis Modal Multinivel el
cambio del sistema de una configuracion a otra. Consideramos como segundo nivel
aquel en el que el nodo niamero cinco se bloquea cuando éste alcanza una posicion
de velocidad nula. La diferencia fundamental entre este ejemplo y el anterior es
que en este caso al bloquear el nodo ndmero cinco estamos transformando el
sistema en dos sistemas desacoplados, el primero formado por los nodos nimero
1,2,3,4y5,yel segundo con los nodos 5, 6, 7 y 8. Por ello esperamos que después
del bloqueo cada sistema evolucione con frecuencias diferentes. La siguiente
grafica muestra la evoluciéon temporal de esta simulacion:
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En el grafico anterior se ve claramente como después del bloqueo del nodo

5 los nodos 6 y 7 evolucionan con una frecuencia diferente a la de los nodos 2,3y
4.

Para completar el andlisis de este sistema consideramos por ultimo la
simulacién contacto - no contacto. El contacto, tal y como se aprecia en la Figura 9,
es entre la bancada y el nodo cinco.
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Figura 9 - Sistema con ocho grados de libertad y contacto entre la bancada y el nodo niimero
cinco
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La Figura 10 muestra la evolucién temporal de la dindmica del sistema en
las fases de contacto - no contacto
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Figura 10 - Resultado
temporal del Analisis Modal
Multinivel simulando el
contacto entre el nodo
numero 5y la bancada
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3. Impacto de una viga articulada - libre

La necesidad de comprobar la validez total del nuevo método implica
comparar sus resultados con los proporcionados por un software comercial de
elementos finitos, y dada la complejidad del Andlisis Modal Multinivel el ejemplo a
utilizar debe ser sencillo. Esto es fundamental y necesario para comprobar que el
método funciona y seguir su desarrollo para la resolucién de problemas mas
complejos.

El software comercial elegido es Abaqus y el ejemplo a simular es una viga
de seccion rectangular, articulada en uno de sus extremos y libre en el otro, que,
posicionada inclinadamente tal que el extremo libre se encuentra 10 cm. por
encima del extremo articulado, sometida a la fuerza gravitacional, desciende desde
una posicién de reposo y al alcanzar la horizontal impacta con un soporte colocado
a 6 cm. del extremo libre. En ese momento la viga alcanza el segundo nivel del
Analisis Modal Multinivel y se deforma de modo que comienza a vibrar. Cuando la
fuerza de reaccion entre la viga y el soporte lo permite, la viga rebota y comienza a
ascender mientras vibra en el considerado primer nivel. Las variables a analizar
seran los desplazamientos de los nodos respecto a sus respectivas posiciones de
equilibrio, es decir, las vibraciones no lineales en la viga.

Dada la naturaleza de la simulaciéon esperamos que la repuesta vibracional
de la viga coincida con los modos propios de flexién en el plano XZ. Dado que el
Analisis Modal Multinivel basa su efectividad en el uso de los valores propios y
vectores propios correctos, primero un andlisis de éstos va a ser detallado para el
caso que nos concierne. En este analisis tres técnicas van a ser comparadas.
Primero se llevara a cabo la resolucién analitica del problema de los valores
propios y cuya solucién se tomara como la correcta. Seguidamente se extraeran las
frecuencias naturales del modelo de Abaqus utilizando su version Standard y
también se utilizara el software no comercial de elementos finitos LUPOS para
evaluar dichas frecuencias naturales. Se evaluaran los errores de las soluciones
proporcionadas por estos dos software con respecto a las soluciones analiticas y se
compararan los vectores propios facilitados por Abaqus/Standard y por LUPOS
segun el Criterio de Confianza Modal.

Hay que comentar que LUPOS es el software de elementos finitos
desarrollado por el grupo de investigacidon en el que se encuadra este Proyecto
Final de Carrera, grupo de investigacién que pertenece al Politécnico de Turin.
LUPOS permite considerar modelos paramétricos y ha sido utilizado en la
evaluacion de las matrices modales para el ejemplo que nos concierne del impacto
de la viga para la simulacién del Analisis Modal Multinivel.

Una vez realizado el Andlisis Modal y concluido con éxito procederemos a
realizar una simulacion real del impacto de la viga. Para ello haremos uso de
Abaqus en su versidon Explicit y los resultados de las vibraciones no lineales de
cuatro puntos caracteristicos, extremo articulado, punto medio de la viga, punto de
impacto y extremo libre, seran analizados segun las técnica de sefial que hemos ido
utilizando en este estudio. Estos resultados seran comparados con los facilitados
por el Andlisis Modal Multinivel del impacto de la viga y ademas se evaluaran los
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dos parametros que hemos considerado fundamentales para comparar los
métodos: precision en el resultado y tiempo de simulacién.

3.1 Resolucion analitica del problema de valores propios

El problema de encontrar los valores propios del sistema se traduce en
encontrar las raices de la ecuacion caracteristica. Esta ecuacién se obtiene
mediante la aplicacion directa de las condiciones de contorno correspondientes en
cada plano. El razonamiento matematico detallado se puede encontrar en el Anexo
[II. Basicamente se parte de la ecuacion desarrollada en la Teoria de vigas de Euler
- Bernoulli [5]:

2 4

PA%U(NFC%U(HF El %u(y,t# f(y.t)

Y se aplican las condiciones de contorno adecuadas. Para nuestro caso de la
viga articulada - libre, los modos propios de flexion en el plano XZ se relacionan a
través de condiciones de contorno articulado en un extremo y libre en el otro
segun la siguiente ecuacion caracteristica:

500

Senh(/l I) cos(/i | )— cosh(/l I) Sen(ﬂ, I ) =0 300: b

Figura 11 - Ecuacién caracteristica para
los modos propios de flexion en el plano
XZ para la viga articulada - libre
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En cambio, en el plano XY los modos propios de flexiéon se relacionan a
través de condiciones de contorno empotrado en un extremo y libre en el otro,
dando lugar a la siguiente ecuacion caracteristica:
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Figura 12 - Ecuacién caracteristica para

los modos propios de flexion en el plano
XY para la viga articulada - libre
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Las raices de las anteriores ecuaciones caracteristicas son los valores
propios asociados a cada modo y corresponden con el cruce por cero de los
graficos representados en las Figuras 11 y 12. Una vez conocidos los valores
propios de flexion, el calculo de las frecuencias naturales de flexiéon es inmediato
aplicando la siguiente formula:

El
= () |——
a)r ( )r pAI4

Para calcular los modos propios de torsion es necesario variar el
razonamiento ya que se debe considerar la variacion de la orientaciéon angular en
lugar del desplazamiento. En el Anexo III se puede encontrar el método de calculo
analitico de las frecuencias naturales de torsion.

En el segundo nivel o configuracién de la viga ésta sufre una variacién en las
condiciones de contorno, ya que pasa a tener un apoyo intermedio. Este cambio
supone una variaciéon en las ecuaciones caracteristicas y por lo tanto unas
frecuencias naturales diferentes como es obvio. A continuacién se recoge la grafica
de la ecuacion caracteristica para los modos propios de flexion en el plano XZ,
aunque el andlisis detallado de estos resultados se puede encontrar en el Anexo III.
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400} g

Figura 13 - Ecuaciéon caracteristica
para los modos propios de flexion en el
plano XZ para la viga articulada -
apoyada - libre
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3.2 Extraccion de frecuencias naturales con Abaqus/Standard

Abaqus/Standard es el motor de calculo implicito para resolver problemas
de elementos finitos disponible en el paquete comercial de Abaqus. En este caso, la
herramienta utilizada se llama Extracciéon Frecuencial y sirve para obtener las
frecuencias naturales y los vectores propios de un sistema previamente
desarrollado en CAD. La Figura 14 muestra el modelo utilizado en Abaqus:

Figura 14 - Modelo utilizado en
Abaqus

De las funciones disponibles hemos extraido las 10 primeras frecuencias
naturales utilizando el algoritmo Lanczos y los vectores propios han sido
normalizados segun el desplazamiento maximo unitario.

La viga libre - articulada y el soporte han sido elaborados en el software de
CAD Solidworks e importados en el formato Parasolid. Los resultados del Analisis
Modal en Abaqus/Standard dependen enormemente de la discretizacion utilizada,
consiguiendo sdlo resultados correctos cuando el mallado esta suficientemente
definido y los elementos utilizados son los adecuados para una Analisis Modal.
Siguiendo las recomendaciones facilitadas por Abaqus/Standard en su bibliografia,
la discretizacion utilizada aparece en la siguiente tabla:

Tabla 1 - Discretizacidn utilizada en el modelo de la viga articulada - libre en

Abaqus/Standard
Entorno Propiedad Valor
# Nodos 4493
# Elementos (3D, C3D20R:
Abaqus/Standard Prisma rectangular d-e 20 noc}9s, 720
de segundo orden e integracién

reducida)

# Grados de libertad 13479

Las caracteristicas geométricas y los materiales utilizados estan recogidos
en la Tabla nimero dos:

Tabla 2 - Caracterizacion geométrica y de materiales para el modelo de la viga articulada -
libre en Abaqus/Standard

Entorno Caracteristica Propiedad Valor
Longitud x [mm] 300
Geometria de la viga Profundidad y [mm] 30
Abaqus/Standard Altura z [mm] 3
. . Densidad p [kg/m3] 2700
Material de la viga Modulo elastico E [GPa] 70
(Aluminio) — -
Coeficiente de Poisson v|[-] 0.30
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3.3 Extraccion de frecuencias naturales con LUPOS

LUPOS es el software paramétrico de elementos finitos no comercial
desarrollado en el Politécnico de Turin, y que como tal esta en constante
desarrollo. Actualmente, la habilidad de este software reside en obtener valores de

frecuencias naturales precisos con el uso de pocos elementos. La siguiente figura
muestra el modelo empleado:

o2 e

0.

Axis 7 [m]

002, .-

025

Axis x [m] 0

-0 DZD
Axis i [m]

Figura 15 - Modelo utilizado en LUPOS

Como se observa comparando la Figura 15 con la 14, la discretizacion en
LUPOS es diferente a la utilizada en Abaqus/Standard. Concretamente, la siguiente
tabla recoge la discretizacién empleada en LUPOS:

Tabla 3 - Discretizacion utilizada en el modelo de la viga articulada - libre en LUPOS

Entorno Propiedad Valor
# Nodos 31
LUPOS # Elementos (1D, viga) 30
# Grados de libertad 186

La geometria y los materiales empleados en el modelo de LUPOS aparecen
en la siguiente tabla:

Tabla 4 - Caracterizacion geométrica y de materiales para el modelo de la viga articulada -

libre en LUPOS
Entorno Caracteristica Propiedad Valor
Longitud x [mm] 300
Geometria de la viga Profundidad y [mm] 30
LUPOS Altura z [mm] 3
. . Densidad p [kg/m3] 2700
Material de la viga Modulo elastico E [GPa] 69
(Aluminio) — -
Coeficiente de Poisson v|[-] 0.33
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3.4 Comparacién de modos propios: El Criterio de Confianza Modal

Una vez detallados los tres métodos de Analisis Modal procedemos a

mostrar y analizar los resultados en las siguientes tablas:

Tabla 5 - Frecuencias naturales y modos propios para la viga articulada - libre

Solucidn analitica LUPOS Abaqus/Standard

Modo (/1 I )r [raac;r/s] Freq. [Hz] | Freq.[Hz] Err. [%] Freq. [Hz] Err. [%] Descripcion
1 0 0 0 0 0,00 0 0,00 Sélido rigido ry
2 1,25m 755,57 120,25 119,4 -0,71 120,22 -0,02 1era flexidn xz
3 1,875 1722,49 274,14 272,2 -0,71 232,43 -15,21 1era flexidn xy
4 2,257 2448,05 389,62 386,8 -0,72 389,54 -0,02 2a flexion xz
5 - 3189,61 507,64 497,4 -2,02 509,40 0,35 1lera torsidn x
6 3,25 5107,65 812,91 807,1 -0,71 812,42 -0,06 3era flexion xz
7 4,25n 8734,39 1390,12 1380 -0,73 1387,6 -0,18 4a flexion xz
8 - 9568,83 1522,93 1493 -1,97 14324 -5,94 2a torsion x
9 4,694 10795,47 1718,15 1706 -0,71 1575,7 -8,29 2a flexidn xy
10 5251 13328,26 2121,26 2106 -0,72 2110,5 -0,51 5a flexion xz

Tabla 6 - Frecuencias naturales y modos propios para la viga articulada - apoyada - libre

Solucion analitica LUPOS
Modo (/1 I )r @ Freq. [Hz] Freq. [Hz] Err. [%] Descripcion
[rad/s]
1 3,823 716,08 113,97 113,2 -0,68 1era flexion xz
2 1,875 1722,49 274,14 272,2 -0,71 lera flexidn xy
3 6,74 2225,74 354,24 351,7 -0,72 22 flexion xz
4 - 3189,61 507,64 497,4 -2,02 1era torsion x
5 8,958 3931,67 625,75 621,2 -0,73 3era flexion xz
6 12,39 7521,39 1197,07 1188 -0,76 4a flexion xz
7 - 9568,83 1522,93 1493 -1,97 2a torsion x
8 4,694 10795,47 1718,15 1706 -0,71 2a flexidn xy
9 16,11 12715,88 2023,80 2009 -0,73 5a flexion xz
10 - 15948,06 2538,21 2494 -1.74 3era torsidn x
Abaqus/Standard s
Modo Freq, [Hz] Err. [%] Descripcion

1 114,02 0,04 1era flexion xz

2 233,86 -14,69 1era flexién xy

3 356,84 0,73 2a flexion xz

4 630,64 0,78 3era flexion xz

5 1198,1 0,09 4a flexion xz

6 1276,8 151,52 1era torsion x

7 1491,4 -13,20 2a flexidn xy

8 2014,1 -0,48 5a flexion xz

9 2591,0 70,13 23 torsion x

10 2772,6 9.23 3era torsion x

La primera configuracion de la viga corresponde con los datos de la Tabla 5.
Tomando como valores exactos las frecuencias naturales analiticas se observa que
los errores en LUPOS son menores del 1% para los modos de flexion y
aproximadamente del 2% para los modos de torsién. En cambio el modelo de
Abaqus/Standard es mas preciso con los modos de flexiéon en el plano XZ y sin
embargo se obtienen errores inaceptables con los modos de flexién en XY y con los
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modos torsionales. En la Tabla 6 se recogen los resultados de la segunda
configuracion de la viga y los valores contintian con la misma tendencia, LUPOS da
resultados precisos en todos los modos propios y Abaqus/Standard los da en los
modos de flexion en el plano XZ. Mientras los errores en Abaqus/Standard para los
modos de flexién en XY y los modos de torsion siguen aumentando. Una
explicacion a este hecho es que mientras en Abaqus estamos utilizando elementos
tridimensionales, es decir, en el extremo articulado esta restringido su movimiento
para todos sus nodos, en LUPOS y en la solucién analitica suponemos elementos
unidimensionales, es decir, s6lo restringimos el movimiento del nodo central de la
seccion. Este efecto no influye en la flexién de la viga en el plano XZ, pero lo hace
enormemente en la flexion en el plano XY y en la torsion. También hay que afadir
que en la segunda configuraciéon de la viga este efecto se ve maximizado por el
hecho de que en la zona de impacto ocurre lo mismo, por lo que es normal que los
errores sean mayores. Ademas, en la segunda configuracién obtenemos un orden
diferente en los modos propios debido a estos errores. En cualquier caso, nuestro
analisis se centra concretamente en los modos propios de vibracion en el plano XZ
dado que es como esperamos responda la viga después del impacto y con el
analisis previo estamos convencidos de que los valores de frecuencias naturales
son correctos en todos los modelos.

En cuanto a los modos propios, hay que afiadir que en el Anexo IV se
encuentran las visualizaciones de los diez primeros modos de vibracién de la viga
articulada - libre en Abaqus/Standard y en LUPOS. Para comprobar la correlaciéon
entre éstos, es decir, cuanto una forma modal se parece a otra, se viene utilizando
desde los ultimos 30 afios el Criterio de Confianza Modal (en inglés MAC: Modal
Assurance Criterion) [6]. Este criterio, que se explica con mayor detenimiento en el
Anexo V, compara los vectores propios de los distintos modos y permite decidir si
los modos propios son similares o no. Aplicando este criterio a nuestro ejemplo de
la viga, en los siguientes graficos de barras se visualiza el Criterio de Confianza
Modal comparando el primer nivel de la viga con el segundo para los vectores
propios calculados en LUPOS y los extraidos de Abaqus/Standard (Figura 16):
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Figura 16 - Criterio de Confianza Modal para los modos propios de LUPOS entre ambas
configuraciones (izquierda) vs. Criterio de Confianza Modal para los modos propios de
Abaqus/Standard entre ambas configuraciones (derecha)
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La comparaciéon de los modos propios en LUPOS nos da una perfecta
diagonal, es decir, cada uno de las formas modales de la primera configuracion de
la viga se asemeja enormemente (en todos los casos mas de un 80% y en algunos
practicamente un 100%) a una de las formas modales de la segunda configuracion.
Este era un hecho que no esperabamos, ya que con el cambio de configuracion se
espera, sobre todo en los modos propios de flexion en el plano XZ, una divisién en
el Criterio de Confianza Modal, es decir, que uno de los modos propios de la
segunda configuracién sea similar no a uno de los modos propios de la primera
sino a varios, repartiéndose entre ellos el coeficiente de Confianza Modal. El hecho
de que hayamos obtenido una diagonal perfecta sélo se explica diciendo que el
punto dénde hemos supuesto el impacto coincide exactamente con el valle que se
produce en el primer modo de flexiéon en XZ de la viga, coincidencia totalmente
fortuita. Para eliminar este efecto es necesario cambiar la dinamica del sistema o
bien desplazando el punto de impacto a otro sitio o bien afiadiendo masas
puntuales a lo largo de la viga. En nuestro caso hemos decidido afiadir dos
diferentes masas puntuales en el extremo libre, la primera de 100 gramos y la
segunda de 200 gramos. Antes de evaluar este nuevo efecto hace faltar analizar
con detenimiento la Figura 16 derecha, que nos permite visualizar el Criterio de
Confianza Modal para los vectores propios extraidos de Abaqus/Standard. Se
observa que la diagonal previa ya no se mantiene aunque hay cierta tendencia a
mantenerla. El hecho de que el orden de los modos propios en la segunda
configuracion varie dificulta el andlisis en un primer vistazo, pero deteniéndose se
observa que para los modos de flexion en XZ se produce el mismo efecto que con
LUPQS, a uno de la configuracion uno le corresponde otro de la configuracion dos.
En el caso de los modos de flexién en el plano XY y de torsién el andlisis es mas
complejo, puesto que el Criterio de Confianza Modal mezcla ambos tipos de modos
y no se observa ninguna relacion clara. De hecho, en el Anexo IV se puede ver como
estos modos son muy similares en Abaqus/Standard. Por dltimo hay que afadir
que los elementos utilizados en Abaqus/Standard carecen de rotaciones y que los
modos torsionales son puramente de rotacion, por lo que es una causa mas que
probable de que el Criterio de Confianza Modal no de buenos resultados en estos
modos. En LUPOS en cambio los elementos empleados si que tienen rotaciones ya
que utilizamos seis grados de libertad (tres desplazamientos y tres rotaciones) y
los resultados son mas satisfactorios.

Como habiamos anticipado, modificamos la dinamica del sistema afiadiendo
una masa puntual en el extremo libre de la viga. La Figura 17 muestra el Criterio de
Confianza Modal entre configuraciones para LUPOS cuando esta masa es de 100
gramos, y la Figura 18 lo mismo cuando la masa es de 200 gramos. El hecho de
modificar la dindmica de la viga ha variado también el orden de los modos propios,
aunque soOlo apreciable en el caso de 200 gramos, de modo que en las tablas
adyacentes a los graficos aparece el orden correcto.
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Tabla 7 - Frecuencias naturales y modos propios al colocar
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una masa puntual de 100 gramos en el extremo libre

Freq. Descripcién Freq. Descripcién
[Hz] Configuracién [Hz] Configuracién
1 2

1 0 Sélido rigido ry 52,89 lera flexién xz
2 81,38 1era flexion xz 105,73 | 1leraflexidn xy
3 105,73 1era flexion xy 174,37 2a flexidn xz
4 310,95 2a flexién xz 497,38 1lera torsidn x
5 497,37 lera torsion x 547,41 | 3eraflexion xz
6 693,12 3eraflexiobnxz | 1146,82 | 4aflexion xz
7 1228,06 4a flexién xz 1242,21 | 2aflexion xy
8 1242,21 2a flexién xy 1493,47 23 torsion x
9 1493,47 2a torsion x 1915,72 5a flexion xz
10 1915,86 5a flexién xz 2045,67 | 3eratorsion x

Figura 17 - Criterio de Confianza Modal para los modos propios de LUPOS entre ambas
configuraciones con masa puntual de 100 gramos en el extremo libre

La Figura 17 confirma nuestras sospechas porque en efecto para todos los
modos de flexion tanto en el plano XY como en el plano XZ las formas modales de
una configuracién comparten un coeficiente de Confianza Modal elevado con dos
modos propios diferentes de la otra configuracién. Como muestra explicamos el
mas significativo: en el segundo modo de flexién en el plano XZ de la segunda
configuracion se obtienen coeficientes de Confianza Modal para dos modos propios
de flexién en XZ de la primera configuracion, el primero y el segundo. Al afladir una
masa mayor esperamos que este efecto se magnifique.
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Tabla 8 - Frecuencias naturales y modos propios al colocar

una masa puntual de 200 gramos en el extremo libre

100 Freq. Descripcion Freq. Descripcion
[Hz] Configuracion [Hz] Configuraciéon
80 1 2
1 0 Sélido rigido ry 38,90 lera flexidn xz
60 2 77,68 lera flexidn xy 77,68 lera flexion xy
3 79,05 1era flexion xz 169,69 2a flexion xz
4 308,37 22 flexién xz 497,37 lera torsién x
40 5 497,37 lera torsidn x 546,31 3era flexidén xz
6 690,46 3era flexion xz 1145,98 4a flexion xz
20 7 1219,10 2a flexion xy 1219,10 2a flexién xy
8 1225,37 4a flexion xz 1493,46 2a torsion x
9 1493,46 2a torsion x 1527,10 3era torsion x
0 10 1527,10 3era torsion x 1913,10 5a flexion xz

Figura 18 - Criterio de Confianza Modal para los modos propios de LUPOS entre ambas
configuraciones con masa puntual de 200 gramos en el extremo libre

En efecto se comprueba que, para el caso que estamos analizando, la
division del coeficiente de Confianza Modal tiende a igualarse entre los dos modos
propios en los que se divide: Mientras el coeficiente entre el segundo modo de
flexion en XZ de la segunda configuracion y el primer modo de flexiéon en XZ de la
primera aumenta rdpidamente, el coeficiente entre el mismo modo de la segunda
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configuracion y el segundo modo de flexiéon en XZ de la primera configuracion
disminuye lentamente, aproximandose al valor del primer coeficiente. Afiadiendo
estas masas esperamos que la segunda configuracion de la viga articulada - libre
adquiera mayor protagonismo, ya que dada la naturaleza del impacto (no es
instantaneo pero dura un corto lapso de tiempo) creemos que la segunda
configuracion apenas serd apreciable sin las masas puntuales en el extremo libre.

3.5 Simulacion con Abaqus/Explicit

Abaqus/Explicit es el motor de calculo en forma explicita de los problemas
de elementos finitos disponible en el paquete comercial de Abaqus. Es la
herramienta ha utilizar cuando se quiere obtener una simulaciéon real
considerando las no linealidades. El impacto de la viga articulada - libre que
estamos estudiando se ha analizado con esta herramienta. El tiempo simulado ha
sido un cuarto de segundo y los efectos disipativos se han despreciado por lo que
la simulacién debe ser conservativa, es decir, la viga debe alcanzar la misma altura
después del impacto que la que tenia al comienzo de la simulacién. Lo cierto es que
al final la simulacién ha sido aproximadamente un 90% conservativa por diversos
factores entre los que cabe destacar que la viga absorbe algo de energia de
deformacion después del impacto, que Abaqus/Explicit utiliza algo de
amortiguacion en el parametro ‘Bulk Viscosity’ y en el momento del impacto,
aunque ambos parametros habian sido anulados o disminuidos al maximo, y que
una parte de energia es disipada en la discretizacion finita. Los parametros mas
relevantes en la simulacién son los siguientes:

= Las propiedades de los materiales, la geometria, las condiciones de
contorno e iniciales y las fuerzas externas son idénticas a la simulacién
llevada a cabo con Abaqus/Standard.

= La discretizaciéon ha sido diferente, principalmente para evitar o disminuir
lo maximo posible el ‘hourglassing’. Por ello elementos hexaédricos de
primer orden e integracién reducida han sido empleados. También, como
recomendacion en la bibliografia de Abaqus/Explicit, cuatro elementos han
sido utilizados a lo largo de la dimension menor de la viga, que en este caso
es su altura. Por ultimo se ha visualizado la grafica con los distintos tipos de
energias que intervienen en la simulacién y se ha verificado que la energia
de deformacién artificia, que es la empleada para controlar el
‘hourglassing’, no sobrepasa el 5% de la energia total. La tabla siguiente
resume la discretizacion empleada:

Tabla 9 - Discretizacién empleada en Abaqus/Explicit

Entorno Propiedad Valor
# Nodos 2135
# Elementos (3D, C3D8R:
Abaqus/Explicit Hexaedros lineales e integracion 1440
reducida)
# Grados de libertad 6405
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= El algoritmo de contacto utilizado ha sido de tipo ‘Hard Contact’ y la
propiedad se ha definido para que se produzca un contacto fuerte, ya que
nos interesa comparar el resultado con el dado por el Analisis Modal
Multinivel, y éste tultimo ha sido desarrollado para evaluar un contacto sin
penetracion entre sélidos. La amortiguacion en el contacto se fijo a cero. La
tabla siguiente recoge los parametros importantes del contacto:

Tabla 10 - Parametros del contacto en Abaqus/Explicit

Caracteristica Propiedad Valor
. Formulacién de restriccion mecanica Método de contacto ‘Penalty’
Interaccion Y - - ; - —
Formulacién de deslizamiento Deslizamiento finito
Método de aplicacién
. pc . Default
Comportamiento de la restriccion
en direccion Relacién

‘Hard Contact’

Propiedad de normal Presion - Penetracion . . . .
Permitir la separacién después del contacto activado

la interacciéon

Comportamiento .
. ./ Formulacion de s e,
en direccion . Sin friccion
. friccion
tangencial

Una vez realizada la simulaciéon hemos elegido cuatro puntos caracteristicos
para analizar sus vibraciones. Estos son el extremo articulado, el punto medio de la
viga, el punto de impacto y el extremo libre. Las técnicas de senal empleadas son:
primero un analisis temporal de la sefal vibracional, segundo un estudio
frecuencia mediante la Transformada Discreta de Fourier, y tercero un analisis en
tiempo y en frecuencia simultaneo mediante la funciéon Spectrogram de Matlab. En
el tratamiento de los datos de salida se ha elegido una frecuencia de muestreo de
20000 Hz, mas que suficiente para obtener una sefial adecuada de las vibraciones,
ya que la frecuencia mas alta calculada en el Analisis Modal era aproximadamente
de 2500 Hz.

La siguiente figura muestra el andlisis temporal de las vibraciones de dichos
cuatro puntos:

x 10° Vibration
2 T

Hinged End

150 Medium Point “
Contact Point J }
Free End | ‘

‘ ) Figura 19 - Sefal temporal de

L] la vibracion de los siguientes

[ T puntos de la viga: extremo
(| \ articulado, punto medio, punto

‘ ‘ ‘ de impacto y extremo libre en

} Abaqus/Explicit

\

Displacement (meters)
o

1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Time (seconds)
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Como se aprecia el impacto se produce en torno al segundo 0.12, y mientras
en el punto de contacto la vibracién es menor (como es obvio, en el extremo
articulado es nula), en el punto medio y en el extremo libre se producen
vibraciones alternativas, esto es, mientras el extremo libre tiene desplazamientos
respecto de su posicion de equilibrio positivos, el punto medio los tiene negativos
y viceversa. También hay que destacar que todas las sefiales se cruzan por cero en
el mismo instante, por lo que esperamos que la frecuencia fundamental sea la
misma en todas ellas.

Echando un vistazo uno facilmente se puede dar cuenta de un efecto
totalmente inesperado en los pasos previos al impacto, y es que partiendo de la
posicién de reposo y bajo la fuerza de la gravedad la viga ya vibra sin necesidad del
impacto, éste s6lo hace que aumentar la amplitud de la vibracién y quizas excitar
algunas frecuencias superiores. Este comportamiento inesperado se intenta
explicar con el siguiente esquema:

2%

Figura 20 - Esquema de la vibracién de la viga en los primeros pasos de la simulacién

Esta vibracion nos indica que en efecto la viga se encuentra deformada tras
el instante inicial y que sus puntos vibran respecto de esta deformada que es la
posicién de equilibrio. La Figura 21, extraida de la simulacién en Abaqus/Explicit,
demuestra también este efecto. En ella se muestra el vector velocidad lineal en
cada uno de los puntos de la viga y se ve cdmo este vector es maximo en la zona
media de la viga y no en el extremo libre como seria razonadamente en el
movimiento como sélido rigido:

ODE: Jab-1.0dk  Abaqus/Exphcil 59-EF1  Sal May 11 21:D7: 24 Hata de vaiana tama

Figura 21 - Vector velocidad lineal en los puntos de la viga para los primeros instantes de la
simulacion en Abaqus/Explicit
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El siguiente paso es el andlisis frecuencial a través de la Transformada
Discreta de Fourier. El objetivo es conocer cuales son las frecuencias dominantes
en la respuesta de la viga y comprobar que éstas coinciden con sus frecuencias
naturales. Aplicando la Transformada Rapida de Fourier en Matlab a las sefiales
temporales anteriores y considerando ventanas segun el filtro de coseno alzado (3
= 0.8), esto es necesario porque la sefial no es periddica y queremos evitar el
‘leakage’, se obtiene el andlisis frecuencial de la Figura 22. En él se ha omitido el
extremo articulado porque, como es obvio, no vibra. Como el tiempo de simulacién
es de un cuarto de segundo, el delta frecuencial considerado es su inversa, es decir,
4 Hz.

Discrete Fourier Transform - Raised Cosine 0.8 windowing

Medium Point
Contact Point
Free End

Figura 22 - Anadlisis frecuencial
de la vibracién de los siguientes
puntos de la viga: punto medio,
punto de impacto y extremo libre
en Abaqus/Explicit

10°
10°
10”7

10
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En la Figura 22 se observan perfectamente cinco picos que corresponde con
las cinco frecuencias dominantes en la respuesta de la viga. Analizando cada una
de estas llegamos a las siguientes conclusiones:

= El primer pico corresponde con 120 Hz, es decir, el primer modo de
flexion de la viga en XZ en la primera configuracidn.

= El segundo es 388 Hz. Idéntico al segundo modo de flexién de la viga en
XZ en la primera configuracion.

» El tercer pico identificado es 812 Hz, que es el tercer modo de flexién de
la viga en XZ en la primera configuracidn.

= El cuarto corresponde a 1392 Hz, es decir, al cuarto modo de flexidon de
la viga en XZ en la primera configuracion.

= El quinto y ultimo es 2116 Hz. También es el quinto modo de flexiéon de
la viga en XZ en la primera configuracién.

El hecho de que las frecuencias en la respuesta de la viga coincidan con las
frecuencias naturales de ésta es un hecho que ya esperdbamos pero que cuya
comprobacion corrobora nuestro empefio de obtener un buen resultado con el
Analisis Modal Multinivel.

Del analisis en frecuencia hemos concluido que las frecuencias dominantes
corresponden con la primera configuracién, lo que nos indica que la segunda
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configuracion apenas influye en el sistema, fundamentalmente porque el impacto
es puntual y la viga apenas se mantiene en la segunda configuracion, es decir, hay
un solapamiento temporal entre el momento del impacto en el que se excitan una
gran cantidad de frecuencias y la segunda configuracién, como se muestra en la
Figura 23. CoOmo hemos comentado con el Criterio de Confianza Modal,
aumentaremos la influencia del segundo nivel afiadiendo masas puntuales en el
extremo libre. Seguidamente se muestra en la Figura 23 el andlisis tiempo -
frecuencia con el que se puede observar la evolucion temporal de las frecuencias
en la respuesta del sistema. Hemos elegido el extremo libre como punto
caracteristico de analisis:

Free end

Figura 23 - Analisis en tiempo y

-12
frecuencia de la vibraciéon del
Eodq4 extremo libre de la viga en
Abaqus/Explicit y comparacion
© 716 con los modos propios de
flexion en XZ analiticos de la
'8 primera configuracion (blanco)
L o y de la segunda configuracion
(magenta)
-2
-24
26
-28
0.0 a1 0.15 0.2 0.25
Time [5]

Se observa como antes y después del impacto las frecuencias en la
respuesta de la viga coinciden con las frecuencias naturales de la primera
configuracion (linea discontinua blanca). El momento del impacto se identifica
también claramente porque un gran numero de frecuencias son excitadas. Entre
ella se distingue claramente el tercer modo de flexion en XZ de la segunda
configuracion (linea discontinua magenta). También Illaman la atencion
frecuencias proximas a las naturales distanciadas de éstas una cantidad idéntica
tanto por encima como por debajo.
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3.6 Simulacioén segin el Andlisis Modal Multinivel

El Ultimo paso de este Proyecto Final de Carrera es simular con el modelo
de Analisis Modal Multinivel desarrollado en Matlab/Simulink el impacto de la viga
articulada - libre. Dado que éste modelo proviene del Analisis Modal es necesario
superponer el movimiento como soélido rigido de la viga para obtener una
simulacién idéntica a la de Abaqus/Explicit.

El movimiento de sélido rigido es facil de obtener previa aplicacién de las
ecuaciones geométricas, ecuaciones cinematicas y diagramas de sélido libre:

dYF =0 > m-i;—szo
. T
T=0 si < —
P 2

ZMy(O)zlo'ﬁ - Io',b’:m-g'd~sin(,8)—T, con T:Ecinética Si ﬂ>£
p-= ?
2

D F,=0 > m-zg;—R,+m-g=0

Estas ecuaciones se pueden englobar en forma matricial segin la siguiente
ecuacion aplicada al centro de gravedad de la viga:

M Kst|[X| f
P 0 ||R] |f,
Definiendo cada matriz de la siguiente forma:

-1 0
Kst=| 0 O
-1

<

I
© o 3
o — o
3 o o

o
I
— 1

1 —dcosf 0
0 dsing 1
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0

:{_ézdsmﬂ} f={mg-d-sing-T i={x. # 2]  R={R.,
— B*dcos S g

La explicacion detallada de cémo se obtienen estas matrices aparece en el
Anexo VI. Con la integraciéon de la anterior ecuaciéon se obtiene los grados de
libertad utiles para el centro de gravedad de la viga, por lo que los grados de
libertad del resto de puntos son facilmente calculables conociendo la rotacién
respecto del punto articulado de la viga. Uno de estos puntos debe ser el punto de
impacto y su desplazamiento en direccién Z nos servira para cambiar de la primera
configuracion a la segunda cuando éste se haga nulo.

En la parte de Analisis Modal Multinivel vamos a considerar inicamente los
cinco primeros modos propios de la viga. Es decir, la 1¢2 flexion en XZ, la 1era
flexiéon en XY, la 22 flexion en XZ, la 12 torsion en X y la 3¢ flexion en XZ. De un
total de aproximadamente 186 modos propios disponibles (hemos discretizado la
viga en 31 nodos con cada uno 6 grados de libertad) reducimos el andlisis a
considerar Unicamente los 5 primeros. Este paso es fundamental para el desarrollo
eficaz del nuevo método ya que estamos convencidos de que la velocidad de
calculo serd mucho mayor pues las matrices se ven enormemente reducidas y sélo
deberemos comprobar que la precision en el resultado es aceptable. Esta idea basa
su sentido en una de las propiedades mas importantes del Analisis Modal, que es
su habilidad para reducir la complejidad de un problema a la consideracién
Unicamente de unas pocas variables, las frecuencias naturales y los modos propios.
Ademas los primeros modos propios y sobretodo el primer modo propio o
fundamental son aquellos que determinan la respuesta de un sistema, por lo que
consideramos que despreciar el resto de modos no sera importante. El problema
fundamental y de dénde provendra los errores que confiamos sean despreciables
se presenta al pasar de coordenadas espaciales a coordenadas modales y
viceversa, ya que nos vemos obligados a utilizar una seudo inversa. De todos
modos utilizamos la seudo inversa de minimos cuadrados para reducir este efecto
indeseable. Siguiendo el mismo proceso de andlisis que en Abaqus/Explicit, la
Figura 24 muestra el analisis temporal de los cuatro puntos caracteristicos de la
viga:

x 10° Vibration
2 i

Hinged End
150 Medium Point N {

Contact Point
Free End

_ L Figura 24 - Seiial temporal de la
g osl “ L AN “ VLEE Y vibracién de los siguientes puntos
9} \ \ 1 . .
£ “ ‘ H de la viga: extremo articulado,
E gl \ punto medio, punto de impacto y
§ \ ‘ ‘ \ extremo libre en el Analisis Modal
5 05) q ‘ ‘ LT 4 Multinivel
- JU (Hi

15} ‘ | ‘ \u | .
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Comparando en resultado con el dado por Abaqus/Explicit (Figura 19), la
conclusion es evidente: las formas de las vibraciones son idénticas y el movimiento
alternativo entre el extremo libre y el punto medio también se observa. Ademas, el
comportamiento vibratorio no esperado antes del impacto también se produce y lo
que es mas sorprendente, la amplitud de la vibracién es idéntica, obteniendo la
contribucién de casi todos los modos que intervienen. La comparaciéon entre
ambas figuras confirma que el método es aplicable y eficiente. El andlisis en
frecuencia aparece en la siguiente figura:

Discrete Fourier Transform - Raised Cosine 0.8 windowing

Medium Point |1
Contact Point |1
Free End

Figura 25 - Anadlisis frecuencial
de la vibracién de los siguientes
puntos de la viga: punto medio,
punto de impacto y extremo libre
en Analisis Modal Multinivel

|FFT| (meters)

1000 1500 2000 2500
Frequency (Hz)

Se identifican claramente tres picos:

= El primer pico corresponde con 120 Hz, es decir, el primer modo de
flexion de la viga en XZ en la primera configuracidn.
= El segundo es 388 Hz. Idéntico al segundo modo de flexién de la viga en

XZ en la primera configuracion.
» El tercer pico identificado es 808 Hz, que es el tercer modo de flexién de

la viga en XZ en la primera configuracidn.

Los dos otros modos de flexion en XZ que identificAbamos con Abaqus/Explicit
ahora no se aprecian porque sé6lo estamos considerando los cinco primeros modos

propios de la viga, entre los que estos dos no se encuentran.
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Realizando el andlisis en tiempo y frecuencia simultaneo obtenemos el

resultado que aparece en la Figura 26:

Free end
2500 7o — :
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Figura 26 - Anadlisis en
tiempo y frecuencia de la
vibracién del extremo libre
de la viga en Analisis Modal
Multinivel y comparaciéon
con los modos propios de
flexién en XZ analiticos

Comparando este resultado con el de la Figura 23 se aprecia que para los
modos considerados la similitud entre ambos graficos es bastante elevada, bien es
cierto que la senal de Abaqus esta mejor definida y el resultado del espectrograma
es mas detallado, sobretodo en el lapso temporal del impacto. De hecho, la Figura
26 muestra que en el impacto se excitan casi absolutamente todas las frecuencias y
esto es un error derivado de realizar la seudo inversa con tan pocos modos
propios. De todos modos, los resultados son mas que aceptables para el tiempo de

simulacién que ha sido necesario.
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4. Conclusiones

Los resultados muestran una gran similitud entre ambos procedimientos de
calculo lo que demuestra la validez del Analisis Modal Multinivel como mejora de
los actuales programas de resolucion por elementos finitos. Todo hace indicar que
el método debe ser probado con otros ejemplos mas complejos y que merece la
pena desarrollarlo dadas sus increibles ventajas. Al inicio de este Proyecto Final de
Carrera habldbamos de dos parametros fundamentales como medida de la validez
del método: precision en el resultado y tiempo de computacién necesario. Ahora
somos capaces de dar cifras exactas a estos parametros.

= Precision:

En términos del analisis temporal, las Figuras 27, 28 y 29 muestran una
comparacién de la vibracién de los tres puntos fundamentales (extremo libre,
punto de impacto y punto medio) de la viga para ambos métodos:
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A primera vista ya se aprecian varios aspectos. Primero que las graficas son
realmente muy parecidas y segundo que los pequeiios errores que se cometen van
aumentando conforme evoluciona el tiempo, como es evidente a causa de la
evolucion dinamica de sistemas con condiciones parecidas pero no idénticas.
También hay que decir que en la simulacién con Abaqus/Explicit se produce un
segundo impacto préximo al tiempo 0.2 segundos, y de alli las mayores amplitudes
de la vibraciéon que se observan. En el Anexo VII se recoge este mismo analisis
comparativo tanto para la simulacién con una masa de 100 gramos en el extremo
libre como para la de 200 gramos.

Para medir el error cometido utilizamos el parametro NRMSE (Normalizad
Root Mean Square Error - Raiz cuadrada del error cuadratico medio normalizado).
La Tabla 11 muestra los resultados:

Tabla 11 - Raiz cuadrada del error cuadratico medio normalizado de la solucién en
Matlab/Simulink respecto a la solucion de Abaqus/Explicit para los tres puntos
caracteristicos de la viga

Caracteristica de la viga Punto considerado RNMSE (%)

Extremo libre 10.03

Sin masa en el extremo libre Punto de impacto 11.57
Punto medio 9.40

Extremo libre 3.91

Masa de 100 gramos en el extremo libre Punto de impacto 8.28
Punto medio 4.18

Extremo libre 3.68

Masa de 200 gramos en el extremo libre Punto de impacto 4.15
Punto medio 3.61

Z(Xo - Xi)2

\/1.

N 0,i=

RNMSE (%) =100 * —— —>————
maximo(x;) —minimo(Xx;)
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En términos frecuenciales, el andlisis segin la Transformada Discreta de
Fourier ofrece el mismo resultado para ambas sefiales segin los modos
considerados. Por otro lado, el analisis tiempo - frecuencia ofrece una resolucién
mas detallada para la sefial proveniente de Abaqus/Explicit, sobre todo en el
momento del impacto, ya que con la sefial del Analisis Modal Multinivel el impacto
supone la excitacion de todas las frecuencias, consecuencia del error que estamos
cometiendo al considerar una seudo inversa.

* Tiempo de computacidn necesario:

En Abaqus/Explicit ha sido necesario un tiempo de 4 horas para solucionar
el problema conservativo, mientras que la simulacién con amortiguacion de tipo
Rayleigh no ha sido posible debido a su lentitud, aunque estimamos un tiempo
necesario de 40 dias. Con el Analisis Modal Multinivel no hay gran diferencia entre
el tiempo necesario para la simulacién conservativa y para la disipativa, siendo en
ambos casos de 10 minutos. El ahorro en tiempo es mas que evidente ya que es 24
veces mas veloz en el caso conservativo y mucho mas en el ejemplo disipativo. Bien
es cierto que Abaqus/Explicit emplea un mayor nimero de elementos, pero esto es
necesario para obtener resultados aceptables. Sin embargo, con el nuevo método y
un menor numero de elementos los resultados son muy similares e incluso
mejorables considerando mas modos propios. Como ya hemos comentado, la clave
del Analisis Modal Multinivel reside en considerar una matriz modal con los pocos
e influyentes modos propios del sistema, por lo tanto una matriz muy reducida, y
de este modo eliminar del calculo casi todas las no linealidades provenientes de la
integracion de las matrices de masa, rigidez y amortiguacion.
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5. Aplicaciones y futuros desarrollos

Las aplicaciones de este método son tantas como el uso en el mundo de la
Ingenieria del software de Elementos Finitos, es decir, se puede aplicar a todo tipo
de problemas mecanicos. Particularmente, el interés del grupo de investigacion en
el que se ha desarrollado este Proyecto Final de Carrera es aplicar el método a dos
problemas mecanicos a medio plazo:

El primero es considerar un modelo de motor de combustién interna de
cuatro tiempos y con cuatro pistones mediante una discretizacion
simple pero con los elementos mas destacados que lo forman: pistones,
bielas y cigiienal. Conforme el cigiliefial gira y dependiendo de la
posicion de los pistones el sistema evoluciona en una infinidad de
configuraciones lo que ocasiona una gran variacién en los modos
propios y en las frecuencias naturales.

Auisy [m]

El segundo consiste en una pieza de goma que sirve para soporte de un
sistema wireless que se coloca en la banda interna de los neumaticos de
los vehiculos y cuyo objetivo es recoger informacion de presion,
temperatura, velocidad, etc., y enviarla a un receptor para el tratamiento
de los datos. La fuente de energia del sistema es la vibracién de unos
imanes colocados dentro del dispositivo a causa de las deformaciones
provocadas por las irregularidades del terreno conforme el vehiculo se
desplaza.
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El siguiente paso para la aplicaciéon del método a estos problemas es
extender el desarrollo a la consideracién de tantas configuraciones como sea
necesario. Para ello los futuros trabajos se van a centrar en la consideraciéon de una
matriz modal tridimensional con diferentes niveles de forma que se utilizara sélo
aquella parte de la matriz que representa la configuracion actual del sistema.

Por ultimo y con el objetivo de reducir los errores cometidos con este
método, que para el caso estudiado hemos visto que son aceptables y que
dependeran del problema analizado, sera necesario evaluar el nimero de modos
propios necesarios para que el compromiso entre precisién en el resultado y
tiempo de computacién necesario sea el 6ptimo.
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