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Anexo I – Matrices dinámicas utilizadas en la simulación de masas 
discretizadas con varios grados de libertad 

   
A  continuación  se  recogen  las  matrices  dinámicas  utilizadas  en  las 

simulaciones de los sistemas de masas discretizadas estudiados, tanto las matrices 
spaciales  de  masa,  amortiguación  y  rigidez  como  sus  equivalentes  en 
oo s considerados. 
e
c rdenadas modales para los dos nivele

 Sistema con cinco grados de libertad: 
 

 

 Primer nivel: 

 Matriz de transformación: 
 

 
 
 

 

 
 

 

 Matriz modal de rigidez: 

 

 Matriz modal de amortigua

 

 

 
 
 



Alberto Mur Espuña                  EINA – Universidad de Zaragoza / Politecnico di Torino  

Modelación funcional y simulación numérica de sistemas no lineales  41

























00

00

10

01

00

2T




















































52

23
1000'

40004000

4000700030000

300050002000

0200000

00

1000

1

1

22 KTTK

k

k

K BCs





52

20









1

0

0

: 

 

 

 

 

e amo

 Matr

rigidez: 

 

ortiguación: 
























































20

01
'

0

30

2

01

0

0

30

2

01

22 MTTM

m

m

m

M BCs

0

 Matriz  ransformación

 

 Matriz d  masa: 









4

43

k

kkk

 BCsBCs withKM 

 T M

 
 Matriz d rtiguación: 

 

iz modal de masa: 












301000

1010001k

 
 Matriz de rigidez: 










4

43

3322

0221

k

k

kkk

kk

0

k

k








20

31
01.0 BCsBCs CC 

 
 1 


















000

010

001

sBCsBCs BC


















000

01.41860

009.1313

)( rBCsCs
T diagK BBCs

 Matriz modal de am










00

8614.420

01386.14

)()2( rrrBCsBCs
T

BCs diagIdiagC 
 

 
 
 

 Segundo nivel: 
 

de t
 

 
e

 

 
 

 

 

 
 

 

 Matriz modal de 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 



Alberto Mur Espuña                  EINA – Universidad de Zaragoza / Politecnico di Torino 
 

Modelación funcional y simulación numérica de sistemas no lineales  42
































000000

100000

010000

001000

000100

000010

000001

000000

1T

































































6

50

4

3

02

1

'

0

6

50

4

3

0

0

6

50

11 MTTM

m

m

M BCs

: 




























2

1

0

4

3

2

01

0

m

m

m

m






















































































136

6

1000'

77

7136

6

5

0231

11

1000

02211

11

11 KTT

kkkk

kk




















1150

594

473

0352

23

77

7766

66

5

kk

kkk

kk























1150

94

473

352

55

544

4433

3322

k

kk

kkkk

kkkk

kkkk

K



 













0

KBCs

 Matriz de amorti






  13660



























60115500

509440

407330

0305220

2031

01.01 BCsBCsBCsBCs CwithKMC 

guación: 
 

 
 
 
 

 

 
 Sistema con ocho grados de libertad: 

 Primer n el: iv
 

 Matriz de transformación

 
 

 

 e masa: 
 

 
 Matriz de rigidez: 

 
Matriz d

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 



Alberto Mur Espuña                  EINA – Universidad de Zaragoza / Politecnico di Torino  

Modelación funcional y simulación numérica de sistemas no lineales  43





























1

10

1

1

01

1

IM BCsBCs
T

BCs














5.4658

 Matriz modal de masa: 

 
 

 
 

 Matriz modal de rigidez: 
 

 Segundo nivel: 
 
 

 Matriz de transformación: 

 
 
















6.38950

1.2950

8.1861

01.876

8.207

)( rBCsBCs
T

BCs diagK 

 
 
 
 
 

 





























5853.47

9563.390

5013.30

6175.19

07611.9

0784.3

)( r

 Matriz modal de amortiguación: 

 
 )2( rrBCsBCs

T
BCs diagIdiagC 





























00000

10000

01000

00000

00100

00010

00001

00000

2T
























3

2

01

0

0

 




































































6

50

3

02

1

'

0

6

5

4

0

0

1

0

22 MTTM

m

m

BCs

 
 
 

0

6

5

4

3

2

m

m

m

m

 Matriz de masa:

 

M

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 



Alberto Mur Espuña                  EINA – Universidad de Zaragoza / Politecnico di Torino 
 

Modelación funcional y simulación numérica de sistemas no lineales  44






























1360

6110

073

0352

23

1000' 22 KTTKBCs

































136600

601150

07330

0305220

2031

01 BCsBCsBCsBCs CwithKMC

 
 
 















































































77

7136

61150

594

473

352

0231

11

1000

77

7766

66550

5544

4433

3322

02211

11

kk

kkkk

kkkk

kkkk

kkkk

kkkk

kkkk

kk

K














0

7.4511

0














 Matriz de rigidez: 

rigidez: 

 
 Matriz modal de amortiguación: 










 








 

 

 Matriz de amortiguación: 

 
01.



















 0

10

1

01

1









1

BCsBCs
T

BCs M

Matriz modal de masa: 


















0

9.3278

5.2615

8.1087

2.706

)( rBCsBCs
T

BCs diagK 
 
 
 
 
















1

1166.460

7891.33

1547.27

08776.11

0621.8

)()2( rrrBCsBCs
T

BCs diagIdiagC 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Matriz modal de 
 
 
 
 

 
 
 

 
 



Alberto Mur Espuña                  EINA – Universidad de Zaragoza / Politecnico di Torino  

Modelación funcional y simulación numérica de sistemas no lineales  45

Anexo II – Evaluación dinámica de la fuerza de reacción cuando hay 
contacto 

  problema matricial dinámico  comenzamos estudiando 
 
 
e
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dimiento la anterior ecuación se puede escribir de 

 
Y por lo tanto la evaluación de la reacción se concluye como se indica a 

ontinuación: 

  Aplicando el mismo proce
 siguiente forma: 








 BCs C

x
M



la
 
































 BCs
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R

0

0

f
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x
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0

x

0
~

 

 
c

 
BCs

T
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T
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T
Rs xKxKxC    BC

T
RBCs xMR  








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
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


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
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  La conclusión de este análisis es que tanto en el problema estático como en 
l  dinámico  el  vector  de  reacciones  en  cada  uno  de  los  grados  de  libertad 
liminados del sistema se calcula evaluando  la matriz de rigidez reordenada 
ue  no  es  otra  que  la matriz  de  rigidez  global  considerando  sólo  las  filas  de  los 
rados de libertad suprimidos y las columnas de todos los grados de libertad. 

 
 
 

e
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q
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Anexo III – Resolución analítica detallada del problema de valores 
en el extremo libre 

  la  Teoría  de  Vigas  de  Euler  – 
ernou  de flexión, para los de torsión se 
ebe  m

propios para la viga sin masa 

A  través  de  su  solución,  la  ecuación  d
lli nos permite calcular los modos propio
odificar  el  planteamiento,  e  modo  qu

 

B
e
s
ed d   si  escribimos  la  solución  de  la 

siguiente forma: 
 

)cosh()sinh()cos()sin()( 4321 zCzCzCzCzq    
 

  Los  coeficientes  C1,  C2,  C3  y  C4  se  calculan  aplicando  las  correspondientes 
condiciones de contorno: 

 Viga articulada – libre: 
 

 

 

En el plano XZ: 
 
En el extremo articulado (z = 0) se cumple que: 
 

0
0

0(

0)0(

42
422 












CC

CC

CC
qd

q

00)
422 dz

 
  Para el extremo libre (z = L) se sabe que: 
 

 

0)sin()cosh()cos()sinh(

0
)cosh()cos(

)sinh()sin(
det

0

0

)cosh()cos(

)sinh()sin(

0)cosh()cos(

0)sinh()sin(

0)(

0)(

3
3

1
3

3
2

1
2

3

3

2

2
























LCLC

LCLC

L
dz

qd

L
dz

qd




3

1












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
























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C

C

LL

LL








 

 En el plano XY: 

Ahora el extremo articulado  (z = 0)  se comporta como un empotramiento 
egún ese plano, por lo que se cumplen las siguientes condiciones: 

 

 

 

s









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
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  En el extremo libre (z = L) se cumple que: 
 






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







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



0)sinh()cosh()sin()cos(

0)cosh()sinh()cos()sin(

0)(

0)(

4
3

3
3

2
3

1
3

4
2

3
2

2
2

1
2

3

3

2

2

LCLCLCLC

LCLCLCLC

L
dz

qd

L
dz

qd


  

 
  Reagrupando las ecuaciones: 
 

01)cos()cosh(

0)cosh()cos(2)(cosh)(cos)(sin)(sinh

0
)sin()sinh()cosh()cos(

)cosh()cos()sinh()sin(
det

0

0

)sin()sinh()cosh()cos(

)cosh()cos()sinh()sin(

0)sinh()cosh()sin()cos(
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2222

4

3
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
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




































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



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C

C
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











 

 
 
 
 

Para  calcular  los modos  propios  de  torsión  en  X  se  parte  de  la  variación 
angular en lugar del cambio en el desplazamiento. Por ello se debe comenzar con la 
siguiente ecuación torsional para vigas: 

0
2

2

2

2









xJ

G

t p





 

 
Siendo la solución una onda estacionaria de la forma:  )()(),( tuxtx    
 
La part )cos()sin()( 21 xkAxkAx TT e espacial se puede escribir como:    
 
Y lo cos

d
  eficien a
ientes, qu o

tes A1 y A2 se c
e en este caso s

lculan aplicando las condiciones de contorno 
orres n n de viga articulada – libre: c po

 
00)0( 2  A  

,...5,3,1,
2

0)cos(0)cos(0) ,1  kLkLkAk nTTTT(  n
L

n
conL

  

a  frecuencia  de  los  modos  propios  de  torsión  se  ca ula  directamente 
 
L  lc

aplicando la siguiente fórmula: 
 

P
nTn J

G
k


  ,  
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 Viga articulada – apoyada – libre: 

 
El  único  cambio  en  los  modos  propios  de  la  viga  respecto  a  la  anterior 

configuración se produce en  los modos de  flexión en el plano XZ. En este ca a 
parte  de  las  ecuaciones  que  se  derivan  de  la  aplicación  de  las  condicione de 
contorno,  hay  que  añadir  también  las  ecuaciones  que  aseguran  la  continu ad 
ntre  un  lado  y  el  otro  del  apoyo  intermedio.  En  este  sentido,  considerando  os 
oluciones p oría de Vigas de Euler  – Bernoulli,  una para 
ada uno d s siguientes ecuaciones: 

so, 
s 
id
de

s ara  la  ecuación de  la Te
e esos lados, partimos de lac

 
)cosh()sinh()cos()sin()( 413121111 zCzCzCzCzq    

)cosh()sinh()cos()sin()( 423222122 zCzCzCzCz q    
 
  n el extremo articulado (z = 0) sabemos que se cumple que: E
 

0
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  Para el extremo libre (z = L) tenemos que: 
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 en el apoyo (z =

 

  Las ecuaciones de continuidad  
5
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  Reagrupando las ecuaciones en forma matricial: 
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Anexo IV – Visualización de los diez primeros modos propios
extraídos en Abaqus/Standard y Lupos en ambas configuraciones 

para la viga sin masa en el extremo libre 

 
 
 
 
 

 

 
 

 Lupos: 
 

 Primera configuración: 
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 Segunda configuración: 
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 Segunda configuración: 
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Ane

C iterio e

xo V – El Criterio de

  d   Confianza  Modal  (MAC
e  ampliamente  utilizado  en 

del grado de consistencia entr

 Confianza Modal 
 
  El  :  Modal  Assurance  Criterion)  es  un 
escalar  constant los  último  años  en  el Análisis Modal 
como medida  e diferentes modos propios y que se 
calcula de la siguiente manera: 
 

r
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  Siendo  c  el vector modal para el modo   y c  d  el vector modal para el 
modo 
 
  Este coeficiente adquiere los valores comprendidos entre 0, que representa 
ningún tipo de consistencia entre los modos propios, y 1, que indica similitud total 
entre las formas espaciales de los modos propios analizados. 
 
  Cabe  indicar  que  este  coeficiente  sólo  indica  consistencia,  y  en  ningún 
momento  validez  u  ortogonalidad.  Ello  indica  que  si  hay  posibles  errores  en  la 
formación  de  los  vectores modales,  éstos  no  serán  detectados  por  el  Criterio  de 
Confianza Modal. De todos modos, es muy útil para el propósito en el que se utiliza 
en este Proyecto Final de Carrera.  
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Anexo sólido rígido de la viga 
 
  El mo i a viga se simula mediante la rotación 
de la misma sobre el punto fijo que corresponde con la rótula. Esta simulación se 
ha  realizado  en  Matlab/Simulink  y  para  ello  se  han  considerado  las  ecuaciones 
matemáticas  que definen  su movimiento  en  forma matricial.  Comenzando por  la 
cinemática  correspondiente  se  sabe  que,  para  el  centro  de  gravedad,  que  según 
cada  caso  de  viga  estudiado  varía  su  distancia  a  la  rótula  y  cuya  distancia  la 
denotamos como  : 

 
  Seguidamente se analizan los diagramas de sólido libre. En el caso estático 
se cumple que: 








 I

m

M

00

0

0






















10

00

01

Kst 






 


1sin0

0cos1




d

d
P




















mg

Tdgmf sin

0

















cos

sin
2

2

d

d
f p 



 VI

en

 – Movimiento como 

v mi to como sólido rígido de l

d





cossinsincos

sincoscossin
2

2








ddzdzdz

ddxdxdx

GGG

GGG  











00

00

gmRF

RF

zz

xx  

 
  Agrupando las ecuaciones en forma matricial: 
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  Para el caso dinámico sabemos que: 
 

  









10

01
stK  










z

x

R

R
R  












gm
f

0
 






















































00

2
2

2
0

,)sin()(

00

gmRzmF

si
E

T

siT

conTdgmIIOM

RxmF

zGz

cinéticaooy

xGx






  

 
  Matricialmente: 
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 TGG zx  x  T
zAxA RRR ,,

 
 

         
     

Integrando la ecuación matricial anterior se obtienen los grados de libertad 
tiles del centro de gravedad de la viga, y por lo tanto mediante aplicación de las 
cuaciones cinemáticas, los de t

 
 
ú
e
c

odos los puntos de la misma. Particularmente, para 
ada uno de los casos de viga estudiados: 
 

 a enSin mas  el extremo libre: 
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 Masa de 100 gramos en el extremo libre: 
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Aplicando el Teorema de Steiner: 
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 Masa de 200 gramos en el extremo libre: 
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Figura  31  –  Señal  temporal  de   
vibración de los siguientes puntos de 
la viga con una masa de 100 gramo  
en  el  extremo  libre:  extremo 
articulado,  punto  medio,  punto  de 
impacto y extremo libre en el Anális  
Modal Multinivel 
 
 
 
 
 
 

xo VII – Resumen gráfico de las simulaciones de impacto de la 
viga con masas de 100 y 200 gramos respectivamente en el extremo 

libre 
 
 
 Masa de 100 gramos en el extremo libre: 
 

 Abaqus/Explicit: 
 
 
 
 

 
s 
0 
: 

ex  
punto de  impacto  y  extremo  libre 

Abaqus/Explicit 

Figura  30  –  Señal  temporal  de  la
vibración  de  los  siguientes  punto
de  la  viga  con  una  masa  de  10
gramos  en  el  extremo  libre
tremo  articulado,  punto  medio,

 
en 
 
 
 
 
 
 
 

 
 Matlab/Simulink 
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Comparación: 
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Figura 32 –  Comparación  del  análisis 
temporal  de  la  vibración  del  extremo 
libre  de  la  viga  en  el  Análisis  Modal 
Multinivel y en Abaqus/Explicit para la 
viga  con  100  gramos  en  el  extremo 
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gura 33 –  Comparación  del  análisis 
  la vibración del punto de 
 la viga en el Análisis Modal 
 y en Abaqus/Explicit para la 
0  gramos  en  el  extremo 

temporal de
impacto de
Multinivel

  10viga  con
libre 
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 Abaqus/Explicit: 

 
 

 
 
 
Figura 36 –  Señal  temporal  de  la 

o to

 
 
 

 Masa de 200 gramos en el extremo libre: 
 

 
 
 
 
 
Figura 35 –  Señal  temporal  de  la 
vibración  de  los  siguientes 
puntos  de  la  viga  con  una masa 
de  200  gramos  en  el  extremo 

 
 
 

libre:  extremo  articulado,  punto 
medio,  punto  de  impacto  y 
extremo libre en Abaqus/Explicit 
 
 
 
 

 

 
 Matlab/Simulink: 

 

vibración  de  los  siguientes  puntos 
de  la  viga  con  una  masa  de  200 
gramos  en  el  extremo  libre: 
extrem   articulado,  pun   medio, 
punto  de  impacto  y  extremo  libre 
en Abaqus/Explicit 
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Figura 37  –  Comparación  del  análisis 
temporal  de  la  vibración  del  extremo 
libre  de  la  viga  en  el  Análisis  Modal 
Multinivel y en Abaqus/Explicit para la 
iga  con  200  gramos  en  el  extremo 
ibre 
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Figura 39 –  Comparación  del  análisis 
temporal  de  la  vibración  del  punto 
medio de  la  viga  en  el Análisis Modal 
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l modelo del Análisis Modal 
 Matlab/Simulink 

 

Anexo VIII – Esquema gráfico de
arrollado enMultinivel des

 

Intercambio de variables 
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Movimiento 
sólido rígido 

 

Algoritmo de cálculo de cambio  
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Análisis Modal Multiniv l e
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