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Resumen

Simulación numérica del proceso inicial de crecimiento de callo en la
consolidación de fracturas en huesos largos

por José Manuel Naveiro Gómez

El presente trabajo trata sobre la simulación numérica del proceso inicial de
crecimiento de callo en la consolidación de fracturas en huesos largos.

Se trata de un trabajo en el que se analizan los procesos biológicos que
aparecen en la formación de callo inicial y en el que se desarrollan los algoritmos
necesarios para la simulación del crecimiento de este callo apoyándose en la
formulación de elementos finitos, mediante un enfoque que permite simular la
formación de callo y el análisis del crecimiento de éste en las fases iniciales de
consolidación.

Para llevar a cabo el desarrollo del programa, se emplea una formulación de
elementos finitos para la resolución de un problema de difusión. El resultado
de resolver este problema de difusión da como resultado las concentraciones de
varios tipos de células en el foco de fractura. Sumado a este análisis, se realiza
un trabajo topológico y de crecimiento de malla.

Todo el contenido del trabajo fue programado y desarrollado en bloques o
módulos que pueden ser modificados o intercambiados por otros según el tipo de
problema. La obtención de resultados está en un formato propio y estructurado
y separado en las carpetas oportunas.

El algoritmo está programado tanto para la resolución del problema axi-
simétrico como para el 3D, permitiendo el análisis de todos los tipos de fractura
que se requieran.
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la tesis. Podŕıa decir muchos nombres, los dos Albertos, Alicia, Álvaro, Ángel,
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Factores sistémicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Caṕıtulo 1

Motivación, objeto y alcance de
la Tesis

1.1. Antecedentes

Hoy en d́ıa las fracturas óseas son un problema que ha alcanzado más presen-
cia en números absolutos a escala global que nunca antes en la historia. Esto ha
ocurrido sobre todo en las poblaciones occidentales, que es donde la proporción
de incidencias, debidas en parte al envejecimiento de la población, ha aumen-
tado [83]. Es un problema que influye tanto a nivel individual, por problemas
de mortalidad y morbilidad, como a nivel social, por los costes asociados a la
recuperación [73].

Poniendo cifras al problema de las fracturas óseas, desde 2010, en Europa,
se tratan más de 250000 fracturas al año debido a accidentes en el trabajo [27].
A mayores, si se consideran las fracturas osteoporóticas, en Europa +2 páıses
(Reino Unido y Suiza), 4.3 millones de nuevas fracturas frágiles ocurrieron en
2019 [100]. En esta ĺınea, se prevé un incremento de aparición de fracturas
osteoporóticas en la población. La cantidad estimada de nuevas fracturas supone
un incremento del 25% de casos anuales, para los páıses referidos, entre los años
2019 y 2034 [100]. En cuanto al ámbito económico, los costes directos de este
tipo de fracturas en España durante 2019 fueron de 1839 millones de euros. A
esto se añade que los costes de fracturas previas a 2019 que estaban en proceso
de recuperación durante ese año fueron de 2198 millones de euros. Finalmente,
hay que añadir que los costes de las intervenciones por fracturas fueron de 302.95
millones de euros. [100]

Según el tipo de fractura, pueden darse dos tipos de consolidación: conso-
lidación directa y consolidación indirecta. La consolidación directa se produce
cuando la reducción y estabilización de la fractura son perfectas y la fijación
interna es ŕıgida. La consolidación indirecta se produce cuando el hueso sufre
discontinuidades severas que llevan a un proceso en el que se forma callo de
fractura. Las fracturas de consolidación indirecta, requieren de intervenciones
quirúrgicas con tratamientos más caros y suelen presentar más complicacio-
nes asociadas. Debido a las complicaciones que puede conllevar, es el tipo de
consolidación de mayor interés en este trabajo de investigación. Para lograr la
consolidación indirecta, el foco de fractura se suele estabilizar mediante una
operación quirúrgica en la cual se fijan los extremos separados. En el caso de
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las fracturas diafisarias los tratamientos más comunes son las placas laterales y
los clavos intramedulares [42,85].

Figura 1.1: Imagen de la review de Yang et al. [102]. Ejemplo de una
fractura femoral en la diáfisis: A Una niña de 12 años sufrió la fractura,
quedando un fragmento; B la vista anteroposterior después de la reduc-
ción cerrada que muestra el fragmento de fractura ubicado en el lado
medial del eje; C la vista anteroposterior a los 3 meses de la operación
que muestra un buen crecimiento del callo en el sitio de la fractura; D
la vista lateral a los 3 meses de la operación que muestra un buen creci-
miento del callo en el sitio de la fractura; E la vista anteroposterior a los
9 meses después de la operación que muestra la consolidación completa

de la fractura.

Estas intervenciones no son sencillas y tienen algunos riesgos. Las infeccio-
nes, los problemas de morbilidad y el dolor [43] son algunos de los problemas
que pueden aparecer tras la operación y que afectan en gran medida a la cali-
dad de vida. Para lograr minimizar los posibles problemas, hacer un buen uso
de la tecnoloǵıa disponible, aplicándola al estudio y evolución de este tipo de
fracturas y procedimientos quirúrgicos, permite a los profesionales de la salud
llevar a cabo un tratamiento más ajustado y personalizado.
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Figura 1.2: Imagen de la publicación de Henderson et al. [41]. A Ra-
diograf́ıa de lesión de una fractura de fémur distal en un hombre de 46
años después de un accidente automoviĺıstico. B Radiograf́ıa anteropos-
terior posoperatoria después de la reducción y fijación con una placa de
bloqueo. C-D Radiograf́ıas anteroposterior y lateral a los 2 meses de la
operación que demuestran el fracaso temprano del implante con pérdida

de la fijación proximal.

Tras la intervención quirúrgica, comienza un largo proceso que puede durar
años [56]. Pero este largo proceso se puede dividir en etapas y, según la etapa,
entrarán en juego unos factores u otros. En el proceso de consolidación, hay
etapas muy breves como la respuesta inflamatoria tras el impacto (que tiene el
pico en las primeras 24 horas) [56] en la que entran en juego factores de recluta-
miento de células, y también otras etapas más largas, como la remodelación, que
pueden durar años y en las que entran en juego otras moléculas y células [56].
En la figura 1.3 se ve una versión simplificada del proceso de consolidación,
sacada de la publicación realizada por Wang et al.: ”A review of computational
models of bone fracture healing” [99].
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Figura 1.3: Imagen de la publicación de Wang et al. [99]. En la imagen
se aprecia la división del proceso de consolidación por fases.

Una de las fases que componen este proceso de consolidación es la fase de
formación de callo. En los últimos años se han publicado varios estudios sobre
la valoración cĺınica de la formación de callo mediante técnicas de imagen o
ecograf́ıa [5, 20, 39, 60], pero solo aportan información parcial adjunta a pasos
concretos sin la evolución completa. Además, los resultados mostrados corres-
ponden a fracturas y pacientes espećıficos por lo que es dif́ıcil extrapolar esos
hallazgos a otras condiciones diferentes.

Debido a la dificultad de extrapolar los hallazgos cĺınicos, es conveniente
llevar a cabo un enfoque diferente. Este enfoque puede provenir del trabajo
conjunto de los análisis experimentales y los modelos matemáticos. Los modelos
matemáticos se pueden emplear para el análisis del problema de las fracturas
óseas, aplicándolos mediante algoritmos computacionales que permiten tener
al alcance información dif́ıcil de obtener por otros medios. Mientras que los
análisis experimentales permiten obtener datos necesarios para inciar y ajustar
el modelo matemático.

Los modelos computacionales son modelos matemáticos aplicados mediante
algoritmos numéricos. En las últimas dos décadas ha habido avances en el uso
de herramientas de éste tipo para analizar el problema de la consolidación de
fracturas óseas [32, 45, 99]. Estos modelos computacionales permiten la genera-
lización de los resultados obtenidos experimentalmente, realizando el ajuste de
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los parámetros en base a los datos obtenidos del análisis emṕırico.
En el ámbito experimental, se han empleado pruebas en animales para el

estudio del peŕıodo inicial del proceso de consolidación ósea [47, 68]. Estos ex-
perimentos dif́ıcilmente pueden aplicarse en humanos debido a las diferencias
tanto a nivel anatómico como al referirnos al comportamiento in vivo. A nivel
celular, se pueden obtener datos relacionados con el proceso de consolidación
ósea mediante investigaciones in vivo e in vitro [55], que resultan ser una infor-
mación necesaria para los modelos computacionales.

En el ámbito computacional, los modelos existentes se pueden clasificar
según las fases de consolidación a las que hacen referencia, según el modelo
matemático que emplean y según el tipo de materiales que emplean. El modelo
suele depender del est́ımulo mecánico o, sino, de las señales bioqúımicas u otros
factores biológicos [99].

Dentro de los tipos de modelos encontramos: monofásicos, sólido o ĺıqui-
do; bifásicos, ambas fases combinadas; modelos de lógica difusa, modelos con
análisis termoelástico, y algunos modelos más complejos como los estocásticos.

Haciendo referencia a los modelos con est́ımulo mecánico, clasificando por
los tipos de materiales, encontramos modelos que emplean: materiales de com-
portamiento elástico lineal, materiales hiperelásticos, y poroelásticos.

En 1999 L.E. Claes et al. [17] emplearon el método de los elementos finitos
(MEF) para estimar las tensiones y deformaciones en el callo de fractura. Em-
plearon diferentes mallas para diferentes tramos temporales y de desarrollo de
la consolidación sobre un dominio definido previamente al cálculo. Emplearon
un modelo de metatarso de oveja para el ajuste que se muestra en la figura 1.4.
En este modelo, se realiza un mallado previo del dominio en el cual se van a
aplicar las cargas, presuponiendo una geometŕıa del callo.
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Figura 1.4: Imagen de la publicación de L. Claes et al. [17]. En ella se
muestra un modelo de metatarso de oveja con una fractura transversal
realizada mediante osteotomı́a. En la imagen se muestran el modelo em-

pleado y las cargas y condiciones de contorno aplicadas.

En el año 2000, Ament et al. [2] introducen un modelo basado en conceptos
de lógica difusa, para el estudio de fracturas femorales. Este modelo incorpora
diferentes factores al proceso de consolidación del hueso basándose en datos
conocidos de los casos cĺınicos. Esta publicación es de las primeras en aplicar
lógica difusa al problema de consolidación ósea. En la figura 1.5 se pueden ver los
porcentajes para los cuales modifican las propiedades mecánicas de los elementos
según las concentraciones de cada tipo de célula. También emplean un dominio
del callo mallado previamente al análisis de la diferenciación y remodelación.
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Figura 1.5: Imagen de la publicación de Ament et al. [2]. En ella se ven
las composiciones de los distintos tipos de elementos que serán controla-

dos por lógica difusa.

En 2001, Alicia Bailón-Plaza et al. [6] presentaron un modelo matemático
bidimensional del proceso de consolidación ósea para gaps de fractura modera-
dos y fractura estabilizada. En este modelo las fases del proceso inflamatorio y
la regeneración del tejido se simularon mediante migración celular. Es un análi-
sis transitorio calculado con ecuaciones diferenciales y que tiene en cuenta los
valores de concentraciones de células mesenquimales, condrocitos y osteoblas-
tos. El tamaño de malla establecido es de 0.2 mm para las direcciones x e y. El
paso de tiempo es 0.24 horas. Es un modelo dependiente de procesos qúımicos
y biológicos, que no tiene en cuenta los procesos mecánicos.

En 2002, D. Lacroix et al. [50] emplearon, para la simulación del proceso
de formación del hueso, un modelo de elementos finitos bifásico poroelástico
de un callo de fractura en el que modelaron el avance de evolución temporal
de la diferenciación celular durante la consolidación de la fractura. La fractura
comienza con un tejido granulado (fase post inflamatoria) y termina con la
completa calcificación del callo. De nuevo se puede apreciar que el dominio se
encuentra mallado antes del análisis.
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Figura 1.6: Imagen de la publicación de Lacroix et al. [50]. En esta
imagen se aprecia la evolución de las propiedades mecánicas de los ele-

mentos del callo a lo largo de las diferentes iteraciones.

En 2005, M.J. Gómez-Benito et al. [34] presentan un trabajo en el que combi-
nan varias técnicas para dar lugar a un modelo complejo de análisis y evolución
del tamaño del callo. Como se puede ver en el diagrama de flujo de la figura
1.7, en cada iteración se recalcula la malla, tomando los nodos y remallando,
para luego realizar un análisis de elementos finitos de varios procesos (análisis
poroelástico, análisis de difusión y análisis termoelástico). Con esta informa-
ción, una vez realizado el análisis de elementos finitos, lleva a cabo el cálculo
de concentraciones celulares según distintos procesos celulares (diferenciación,
proliferación, muerte, migración, osificación) y el cálculo del incremento del vo-
lumen, que se obtiene de la evolución mediante un factor termoelástico aplicado
en las concentraciones. El dominio es encuentra inicialmente mallado y lo va re-
mallando a medida que avanza en los cálculos y aumenta el volumen debido a
las concentraciones celulares.
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Figura 1.7: Imagen de la publicación de Gómez-Benito et al. [34]. En
esta imagen se puede ver el diagrama de flujo de los cálculos del análisis

de elementos finitos y su posterior evolución.

En 2010, U. Simon et al. [93] desarrollaron un modelo dinámico. Este mo-
delo fue desarrollado para simular las complejas interacciones de la estabilidad
mecánica, revascularización y diferenciación de los tejidos en una consolidación
indirecta. Utilizaron un modelo de elementos finitos axisimétrico para describir
el callo de fractura y emplearon reglas de lógica difusa para controlar los pro-
cesos biológicos. Previamente ya hab́ıan empleado la lógica difusa de manera
similar en el año 2005 [92]. En el trabajo de 2010, el objetivo es tener en cuenta
la perfusión de sangre junto a los factores mecánicos.

En 2015, Cameron J. Wilson et al. [101] desarrollaron un modelo en el que
comparaban sus resultados con los de una osteotomı́a de tibia de oveja real.
Usando un modelo de elementos finitos axisimétrico, demostraron que, en mo-
delos que asumen que el ambiente mecánico controla el desarrollo del callo,
un campo predefinido de tejido blando puede introducir altas desviaciones de
las tensiones en las regiones adyacentes a la fractura. Ésto afecta al patrón de
crecimiento óseo.

En 2018, y siguiendo procedimientos similares a U. Simon et al. [93], Monan
Wang et al. [98] desarrollaron un modelo 3D controlado por lógica difusa. El
modelo que muestran corresponde a un modelo de tibia de oveja basado en los
trabajos de Claes et al. [17] pero usando un modelo 3D con elementos hexaédri-
cos. El análisis de elementos finitos es bifásico, poroelástico y el comportameinto
mecánico de los elementos es controlado por lógica difusa.

En otro modelo de 2018, Ali Mehboob et al. [59] calculan la geometŕıa del
callo inicial mediante unas condiciones de cargas para, posteriormente, realizar
los cálculos, dentro de ese dominio, del proceso de diferenciación celular que
sufre el hueso. Su método está incluido en la Figura 1.8, en la cual utilizan
el modelo 2D idealizado para calibrar el criterio de rechazo. Este criterio de
rechazo consiste en que la deformación de los elementos sea menor al 5% de
la deformación principal máxima. Después, se aplica el mismo algoritmo con el
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valor del criterio ajustado (5%) al modelo 3D y una vez se tiene la geometŕıa,
se procede al cálculo de la diferenciación.

Figura 1.8: Imagen de la publicación de Ali Mehboob et al. [59]. En
ella se muestra como calculan la geometŕıa del callo en 2D para después,
con ese coeficiente de rechazo, aplicar el mismo algoritmo pero en el 3D.

La base del método consiste en comenzar con un dominio completamente
mallado mediante elementos potenciales e ir eliminando elementos sobrantes en
función de las tensiones obtenidas del cálculo de elementos finitos. Este proceso
requiere de un mallado previo en el cual se obtiene la geometŕıa del callo para,
más tarde, realizar la simulación del cálculo de diferenciación.

En 2018 también, M. Pietsch et al. [72] crearon un modelo basado en las
hipótesis de Claes et al. [17]. Emplearon algoritmos de cuatro materiales para
simular la diferenciación celular y para los parámetros de velocidad utilizaron
crisp (valores discretos que valen 0 ó 1) en lugar de lógica difusa (valores con-
tinuos que van entre 0 y 1).
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Tianyi Ren et al. [79] procedieron, en 2020, a aplicar lógica difusa en combi-
nación con un modelo mecano-regulado, que evoluciona según las cargas mecáni-
cas del modelo, para que las geometŕıas casaran mejor con las evidencias cĺıni-
cas, teniendo un proceso de consolidación más robusto que lo indicado en los
estudios previos de lógica difusa y realizando la simulación de varios tipos de
fracturas.

En 2021, Peter Schwarzenberg et al. [88] desarrollaron un modelo que, me-
diante formulación matemática, regula la forma del callo para mejorar la apro-
ximación a la evidencia cĺınica de los modelos existentes mecano-regulados de
lógica difusa con dominio previamente mallado.

En 2022, Syed Hasan Askari Rizvi et al. [82] desarrollaron un modelo de ele-
mentos finitos que tiene en cuenta la difusión de células, las cargas y la mecano-
regulación considerando las caracteŕısticas de cada tipo de célula. Además rea-
lizaron una comparación de los resultados de las simulaciones con los resultados
cĺınicos obtenidos por J. Richardson et al. [81].

A la vista de lo presentado, se observan las siguientes limitaciones en los
modelos:

1. De los modelos que se han descrito ninguno incluye la formación del callo
inicial en śı.

2. El empleo de mallas de callo inicial o de tejido granulado para las poste-
riores fases de consolidación es una práctica habitual y se puede ver en
los trabajos de distintos modelos.

3. En todos los modelos se encuentra un mallado previo del dominio que
condiciona los resultados posteriores.

4. Los modelos están centrados en los procesos de diferenciación y remode-
lación, pero sin incluir la fase completa de formación del callo inicial, con
crecimiento adaptado a las condiciones intŕınsecas de cada caso.

1.2. Objetivos de la Tesis

A la vista de las limitaciones detectadas en los diferentes trabajos publicados
sobre la temática de la Tesis, el objetivo global que se plantea es el desarrollo
de un enfoque completo del proceso del crecimiento inicial del callo óseo hasta
cerrar el gap de fractura, que incluya el planteamiento matemático del problema
incorporando las magnitudes fundamentales que lo controlan, la formulación de
elementos finitos del problema y su implementación en un modelo computacio-
nal, junto con el desarrollo de todos los algoritmos necesarios para su resolución
y procesado de resultados.

Aunque la formulación desarrollada puede aplicarse a cualquier tipo de hue-
so, la aplicación concreta se centra en las fracturas de huesos largos, y en con-
creto en los tipos de fracturas habituales en la zona diafisaria del fémur tratadas
mediante enclavamiento intramedular.
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1.3. Alcance y contenido de la Tesis

La memoria se estructura, al margen del presente caṕıtulo, en los cuatros
caṕıtulos que se resumen a continuación:

El proceso biológico de consolidación de fracturas óseas

Enfoque numérico del problema

Ejemplos de aplicación. Resultados.

Discusión, conclusiones, aportaciones originales y desarrollo futuro

El caṕıtulo dedicado al proceso biológico de consolidación de fracturas óseas
se centra en la explicación biológica del proceso de crecimiento del callo óseo. Es
un resumen de una publicación del Doctor Jorge Albareda, Jefe del Servicio de
Ciruǵıa Ortopédica y Traumatoloǵıa del Hospital Cĺınico Universitario “Lozano
Blesa” de Zaragoza, sobre consolidación de fracturas óseas. En ese resumen se
puede ver una explicación del proceso de fractura, del proceso de formación de
callo y de los procesos que tienen lugar en el foco de fractura. Esos procesos f́ısi-
cos y qúımicos son los que sirven para la posterior formulación y planteamiento
del problema. Estos apuntes no pertenecen al contenido original de la tesis pero
se han añadido para que el lector que no esté acostumbrado a los términos que
se van a emplear aśı como a conceptos médicos pueda leer este trabajo con una
comprensión completa de lo que se describe.

En el caṕıtulo dedicado al enfoque numérico del problema aparece la expli-
cación del método empleado para la simulación del proceso de formación del
callo inicial de fractura. Es el apartado más extenso y denso puesto que contie-
ne toda la información que sienta las bases del enfoque planteado en la Tesis
y de cómo funcionan todos los algoritmos desarrollados e implementados. Se
trata del núcleo de la Tesis, que pretende dar respuesta a los objetivos plantea-
dos, y que, junto con el caṕıtulo siguiente, permite avalar el planteamiento y
metodoloǵıa propuestos.

En el caṕıtulo de ejemplos de aplicación y resultados se mostrarán los resul-
tados obtenidos al aplicar la metodoloǵıa propuesta a varios tipos de fracturas,
que incluyen las más habituales en la práctica cĺınica (transversa, oblicua y
conminuta con varios fragmentos óseos).

En el último caṕıtulo se realiza una discusión acerca de las diferencias del
planteamiento propuesto en esta Tesis frente a los enfoques y modelos existentes
previamente, extrayendo las conclusiones oportunas.

Se hace especial hincapié en todas las aportaciones originales que supone la
Tesis en el ámbito cient́ıfico, y que pueden ayudar a una mejor compresión del
problema analizado.

Finalmente, se plantean una serie de ĺıneas de desarrollo futuro, que, conti-
nuando con el trabajo de la Tesis, pueden permitir la consecución de modelos
cada vez más realistas y fiables para la simulación y comprensión del problema
global de consolidación de fracturas óseas.
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Caṕıtulo 2

El proceso biológico de
consolidación de fracturas óseas

2.1. Introducción

El crecimiento del callo durante la consolidación de una fractura ósea es un
proceso extremadamente complejo, en el que intervienen multitud de factores de
diversos tipos (biológicos, qúımicos, mecánicos, . . . ) y cuyo estudio mediante un
enfoque de simulación numérica presenta una enorme dificultad debido tanto
a la cantidad de factores a tener en cuenta como, a su vez, la variabilidad y
complejidad en los tipos de fracturas que aparecen en la práctica cĺınica.

Para una compresión adecuada del problema, es preciso incidir los diferentes
aspectos del mismo desde el punto de vista médico. Aunque esto queda fuera del
alcance de esta Tesis, se incluye, de cara a facilitar la comprensión del problema,
un resumen de la publicación del Doctor Jorge Albareda, Jefe del Servicio de
Ciruǵıa Ortopédica y Traumatoloǵıa del Hospital Cĺınico Universitario “Lozano
Blesa” de Zaragoza, titulada “Fisiopatoloǵıa de la consolidación ósea” [1].

2.2. Consolidación de fracturas óseas

Consolidación ósea es el proceso de curación de una fractura en el que se
produce la reconstrucción y continuidad del hueso fracturado [58]. El tejido óseo
no cicatriza como el resto de los tejidos, pues lo que se produce tras una fractura
no es un proceso de cicatrización sino de regeneración, de forma que al terminar
el proceso de consolidación, en el antiguo foco de fractura, solamente hay hueso
maduro [4, 24–26,57,61,63].

La consolidación se produce a través de una cascada de sucesos celulares
partiendo de las células madre mesenquimales pluripotenciales indiferenciadas
sobre las que se produce una quimiotaxis, con intensa proliferación celular,
seguido de su diferenciación, inicialmente hacia una condrogénesis y reempla-
zamiento del cart́ılago formado por hueso [76], procesos todos, regulados por
factores biológicos y biof́ısicos.

Estos hechos celulares son necesarios, porque cuando se produce una fractu-
ra, localmente no hay células cartilaginosas y muy pocos osteoblastos incapaces
por śı solos de conseguir la consolidación de la fractura [30,89].

Por esta causa, la consolidación de la fractura se produce de forma mucho
mas rápida que la esperada por las estructuras celulares existentes en estado
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de reposo. Es lo que Frost denominó hace mas de una década “Fenómeno de
aceleración regional”, que viene determinado y puesto en marcha desde el mismo
momento de producirse la fractura [30].

Hay dos tipos de consolidación:

Consolidación primaria o directa. Se produce cuando la reducción y estabi-
lización de la fractura son perfectas y la fijación interna es ŕıgida. En estas
circunstancias se produce la consolidación por proliferación haversiana o
remodelación osteonal, sin formación de callo de fractura [15,16,35,36].

Consolidación secundaria o indirecta. Se produce cuando existe menos
rigidez en la estabilización interfragmentaria. Se forma un callo de frac-
tura consiguiéndose la consolidación mediante combinación de osificación
membranosa y endocondral. La mayoŕıa de las fracturas curan de esta
forma y es la que se procederá a describir.

Para que se produzca la consolidación de la fractura es necesaria una irri-
gación sangúınea suficiente y estabilidad mecánica del foco, que se consigue
bien mediante el proceso natural de consolidación o bien mediante sistemas que
estabilicen los extremos óseos fracturados [4].

La consolidación secundaria en hueso cortical con estabilización natural de
la fractura por la evolución del callo, son los sucesos naturales fisiológicos que
se producen habitualmente en la consolidación.

2.2.1. Consolidación de hueso cortical

La consolidación ósea, es un proceso cont́ınuo en el que se reconocen 5 fases
diferentes [89]:

Fase de impacto es la fase en la que se produce la fractura, y en la que ya
comienza el proceso de consolidación.

Fase inflamatoria es la reacción celular inicial tras la fractura. Comienza
el primer d́ıa y dura hasta el quinto [77,78].

Callo blando esta fase se caracteriza por la fragilidad y reversibilidad de
la producción de un tejido blando. Comienza el tercer d́ıa tras la fractura
y dura dos semanas [77,78].

Callo duro se produce la mineralización del callo blando. Comienza el d́ıa
11 ó 12 tras la fractura [77,78].

Periodo de remodelación se restituye la estructura original ósea microscópi-
ca y en ocasiones incluso la macroscópica adaptándose el hueso a su re-
querimiento funcional siguiendo la ley de Wolff [14].
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2.2.2. Fases de la consolidación

Estas fases de la consolidación, que se inician inmediatamente tras la produc-
ción de la fractura, comienzan y terminan en un periodo aproximado, soliendo
estar solapadas entre śı [14,31,71,89], siendo habitual la existencia de distintas
fases de evolución dentro del callo de fractura. Se conocen fundamentalmente
por estudios experimentales y por lo tanto, su aplicación cronológica a la cĺınica
humana no es precisa.

Fase de impacto

Una vez producida la fractura, hay una verdadera solución de continuidad
que conlleva siempre una rotura vascular y por consiguiente la producción de una
hemorragia y necrosis, tanto ósea como de partes blandas, que estará también
en dependencia de la intensidad y enerǵıa del traumatismo [61,69].

La consolidación comienza en este mismo momento de producirse la frac-
tura, ya que la hemorragia y necrosis producen una liberación de factores de
crecimiento que inician y/o regulan todo el proceso de activación de células
mesenquimales indiferenciadas [51,52,61].

Fase inflamatoria

Comienza poco después de producirse la fractura (unas pocas horas después)
y dura entre 5 y 7 d́ıas.

Tras la fractura, se origina un hematoma que es invadido por células infla-
matorias que producen una liberación de factores de crecimiento que estimulan
la migración y proliferación de las células madre mesenquimales pluripotenciales
indiferenciadas, y la generación de brotes vasculares que invaden el foco de frac-
tura a partir del canal medular y de las partes blandas perifracturarias [61,69,89]
(Figura 2.1).
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Figura 2.1: Primeras fases de la consolidación. Se observa tejido de gra-
nulación con intensa angiogénesis, células inflamatorias y células madre

mesenquimales indiferenciadas

La regulación de estos procesos celulares y vasculares no son solamente por
los factores biológicos de crecimiento, sino que influyen también el bajo nivel de
ox́ıgeno determinado por la lesión vascular, aśı como procesos biof́ısicos mecáni-
cos y eléctricos [14, 26,38].

En esta fase no participan los extremos óseos fracturados, pues por la lesión
vascular, se produce una necrosis variable que en hueso cortical suele afectar
hasta los 5 mm finales y menos en el hueso esponjoso, por lo que el proceso de
consolidación comienza lejos del foco de fractura [31,37,69,89,91].

Fase de callo blando

comienza entre el tercer y quinto d́ıa tras la fractura y dura unas dos sema-
nas, caracterizándose por una intensa proliferación y diferenciación celular que
originará un tejido blando que le da una cierta consistencia al callo de fractura.
Al mismo tiempo, continúa la proliferación vascular [31,61,69,71].

Inducidas por factores de crecimiento y factores biof́ısicos, las células madre
mesenquimales, presentes en el hueso y partes blandas perifracturarias, prolife-
ran y se diferencias hacia condrocitos, fibroblastos, osteoblastos y probablemen-
te hacia osteoclastos. Osteoblastos y condrocitos, forman una amalgama celular
que es responsable del tejido que caracteriza esta fase de la consolidación [37,61]
(Figura 2.2).
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Figura 2.2: HE 10x Intensa proliferación de células madre mesenqui-
males con diferenciación a osteoblastos y mayoritariamente hacia células

cartilaginosas

Estos hechos, se producen sobre todo a nivel perióstico, donde se ha pro-
ducido una rotura en sus dos capas, la externa fibrosa y la interna o cambium
o capa osteógena, en la que sus células proliferan y se diferencian formando
un collarete celular en ambos extremos óseos hasta que se unen formando una
virola o callo periférico o perióstico. Si existen buenas condiciones de inmovi-
lidad y nivel adecuado de ox́ıgeno, la diferenciación de estas células es hacia
osteoblastos y producción ósea mediante osificación membranosa. Cuando hay
mayor movilidad y más bajo nivel de ox́ıgeno, circunstancias más habituales que
las anteriores, la diferenciación es hacia condrocitos (Figura 2.2), originándose
fibrocart́ılago y producción ósea mediante osificación endocondral [26,61,70,91].

A nivel endóstico sucede lo mismo pero en el caso humano con mucha menor
trascendencia que en el periostio [35].

Lo que sucede en esta fase es que, inducido por múltiples factores, se va pro-
duciendo progresivamente una sustitución del hematoma de la fase inflamatoria
por un tejido que forma el callo blando que estará en dependencia de la movi-
lidad y nivel de ox́ıgeno, pudiendo ser fibrocartilaginoso u osteoide [31,61,91].

Consecuencia de esto, el tejido neoformado de consistencia gomosa concede
al callo una cierta estabilidad elástica que impide parcialmente el acortamiento
pero no la angulación del foco.

En esta fase hay un cierto solapamiento, existiendo fases de osificación mem-
branosa, otras fibrocartilaginosa o endocondral y otras en la que ha comenzado
la mineralización [26,69](Figura 2.3)
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Figura 2.3: HE 4x. Imagen histológica donde se observa la coexistencia
de varias fases de la consolidación. Existe un voluminoso callo de fractura
con zonas el las que ya hay téjido óseo neoformado, otras con persistencia
de células cartilaginosas y en la zona mas profunda del foco, células madre
mesenquimales con restos de tejido óseo necrótico y tejido de granulación

Fase de callo duro

Comienza a las dos semanas tras la fractura y dura aproximadamente cua-
tro semanas. En esta fase en la que existen áreas de tejido osteoide y mayori-
tariamente tejido fibrocartilaginoso [89], se produce la mineralización del callo,
directamente por cristales de hidroxiapatita en el tejido osteoide o bien median-
te osificación endocondral de forma similar a como sucede en el feto y en el
cart́ılago de crecimiento [26,61,89].

El tejido óseo formado tras la mineralización es fibrilar, primitivo, embrio-
nario, inmaduro, con colágena de diámetros variables y sin una orientación
marcada. Es la respuesta del organismo a la necesidad de formar hueso rápida-
mente [61](Figura 2.4).
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Figura 2.4: HE 10x. Ultima fase del periodo de unión, donde se observa
la formación de un tejido óseo primitivo, desorganizado, con osteoblastos
activos cubriendo toda la superficie ósea neoformada lo que indica su gran

actividad. Igualmente se observan restos de células cartilaginosas

El final de la fase de callo duro termina con la unión del callo perióstico con
el endóstico y marca el final de la fase de unión de la consolidación.

Fase de remodelación

Una vez terminada la fase de unión, comienza la fase de remodelación que
tiene una larga duración de hasta 4 años. El hueso siguiendo a Wolff, debe de
adaptar su morfoloǵıa macro y microscópica a los requerimientos mecánicos que
soporta [15,16,35,53].

Se produce en dos fases, una primera de remodelación, en la que el hueso
primitivo fibrilar es sustituido por hueso laminar y una segunda fase, más lenta,
en la que tratan de corregirse defectos angulares o de alineación producidos en
la consolidación.

El hueso fibrilar primitivo, debe de cambiar la disposición interna desorde-
nada de sus fibras con comportamiento mecánico isotrópico, al de hueso laminar
con disposición ordenada paralela de sus fibras de colágena que presentan un
comportamiento mecánico anisotrópico. Esta disposición ordenada del hueso
laminar es la que le da resistencia y solidez [30,37,61,89].

La regulación de esta fase, indudablemente es por factores mecánicos que
actuarán probablemente como inductores de factores biológicos que pondrán
en marcha la compleja remodelación producida por procesos simultáneos os-
teoblásticos y osteoclásticos [15].

Una vez terminada la remodelación se pone en marcha el modelaje cuya
finalidad es devolver al hueso su forma original. El potencial de modelación es
muy importante en el niño, mayor cuanto más próxima esté la deformidad a la
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fisis de crecimiento. En el adulto, nunca se consigue la modelación completa del
callo [30,61,69,89].

2.2.3. Factores que influyen en la consolidación

Los factores que influyen en la consolidación de las fracturas son múltiples
y habitualmente estudiados de forma experimental, por lo que son dif́ıciles de
transponer a la cĺınica humana [89]. Es en este sentido en el que se realizan
más estudios y aportaciones en la actualidad, pero continúa habiendo muchas
lagunas y seguimos moviéndonos en el campo de las teoŕıas e hipótesis. Los
factores que regulan la actividad celular productora de la consolidación ósea
son: sistémicos, factores bioqúımicos locales o factores de crecimiento y factores
biof́ısicos mecánicos y eléctricos.

1. Factores sistémicos

2. Factores bioqúımicos locales.

3. Factores biof́ısicos

Factores sistémicos

Son muchos los factores sistémicos que se piensan están implicados en la con-
solidación de las fracturas, sobre todo las hormonas y los factores nutricionales,
pero su función todav́ıa no está clara [52].

A. Edad

la capacidad de consolidación está muy aumentada en los primeros años
de la vida, permanece constante en la edad adulta y disminuye en la
vejez. Parece ser debido a la disminución progresiva de las células madre
mesenquimales que se produce fisiológicamente con la edad y con la menor
capacidad de śıntesis de fosfatasas alcalinas [31].

B. Sistema nervioso periférico

se ha observado presencia de fibras nerviosas en el periostio, callo y médu-
la ósea poco tiempo después de producida la fractura. Estas fibras pueden
influir en la angiogénesis y osteogénesis, aunque su efecto no es bien co-
nocido [31,44,67].

C. Hormonas

parece que la parathormona, hormona del crecimiento, glucocorticoides,
estrógenos, somatomedinas y hormonas tiroideas, tienen importancia en la
consolidación de las fracturas, pero se desconoce hasta qué punto [61]. La
hormona del crecimiento, parathormona, hormona tiroidea favoreceŕıan la
consolidación, mientras que la hormona adrenocorticotrófica, corticoides,
y somatomedinas la perjudicaŕıan.
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D. Vitaminas y alimentación

es posible que, en situaciones de restricción de nutrientes, se produzca un
efecto negativo sobre el proceso de consolidación de la fractura [61], pero
una dieta normal contiene suficientes elementos para la consolidación ósea
y la administración farmacológica de vitaminas y calcio en estos casos de
alimentación normal, es inútil y no mejora la consolidación [89].

E. Fármacos

la indometacina, corticoides, antimitóticos y difosfonatos, pueden perju-
dicar la consolidación.

Factores bioqúımicos locales. Citocinas: Factores de crecimiento

El proceso normal de consolidación de las fracturas está regulado por factores
de crecimiento locales.

La importancia de los factores de crecimiento locales en el proceso de conso-
lidación es mucho mayor que el de los factores sistémicos, sin embargo, el cono-
cimiento de sus acciones se basa en estudios experimentales y no cĺınicos [61].
Por esta causa se desconocen muchas de sus acciones [4], pero comienzan a cono-
cerse algunas como son una acción mitógena, induciendo la proliferación celular
y una acción morfógena induciendo la diferenciación celular [63]. La acción de
estos factores es pleiotrópica, es decir, su acción vaŕıa en dependencia de su
concentración, tipo de célula receptora, grado de diferenciación y momento de
la acción [61].

Los factores de crecimiento no pueden generar tejidos directamente, sino que
su acción es mediante su influencia en determinadas células, fundamentalmente
células madre indiferenciadas [64] en las que determinan una osteoinducción.

Para actuar los factores de crecimiento, se requiere la existencia de receptores
adecuados [66] en el lugar de la fractura, que precisaran ser definidos en el futuro.
Las células madre mesenquimales poseen receptores para diversos factores de
crecimiento [13].

Son liberados por las células del hueso y las partes blandas perifracturarias
durante el proceso de reparación. Estos factores de crecimiento, se piensa contro-
lan todos los procesos celulares y vasculares de la consolidación ósea [38,66,90].
La función autocrina y paracrina de las células, ya comentada, se basa también
en la secreción de estas sustancias [63].

Funciones y acciones de los factores de crecimiento

Las IGF 1 y 2 son citocinas con efecto controvertido que parece estimulan
la formación ósea por estimular la proliferación y diferenciación en la ĺınea
osteoblástica [63,94,103].

TGF-β Es una amplia familia de factores polipept́ıdicos producidos por
las plaquetas del hematoma del callo y por células mesenquimales indife-
renciadas, osteoblastos y condrocitos del callo en las fases iniciales de la
consolidación [4, 61,86].
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Aunque la cascada de procesos que se producen en la consolidación no
es completamente conocida, la actividad o participación de los TGF-β en
este proceso es indiscutible [9, 86].

PDGF: Liberado muy precozmente, atrae por quimiotaxis las células in-
flamatorias y facilita la proliferación celular que origina el tejido de granu-
lación, además de incrementar la śıntesis de colágeno tipo I. Su efecto es
sobre todo en las primeras fases de la consolidación. No existen referencias
de su acción en el humano [63].

BMP: Descrito por Urist en 1965 [97], es posible que se trate del factor de
crecimiento más estudiado, y probablemente el factor con más influencia
en la consolidación, aunque las acciones que desarrolla no lo son de forma
exclusiva [8, 10, 26]. Se conocen hasta 20 tipos y probablemente forman
parte de la superfamilia de los TGF [38, 61, 65, 69, 103]. Los de mayor
poder osteoinductor son las BMP 2, 4, 6 y 7 [103].

La BMP gobierna y es la llave de la quimiotaxis, proliferación y dife-
renciación celular, estimulación de la śıntesis de la matriz extracelular,
mantenimiento del fenotipo y apoptosis celular [75, 76, 103], siendo un
regulador pleiotrópico.

Actualmente las BMP son fabricadas y aplicadas terapéuticamente con
técnicas de ingenieŕıa tisular y genética [61, 103]. Son las rh-BMP. El
uso cĺınico de la BMP en la consolidación de la fractura es esperanzador
[11,29].

FGF: Con funciones debatidas [7], ha sido descrito, un efecto dosis depen-
diente de forma que estimulaŕıa la osteogénesis a dosis bajas, pero no a
altas dosis [63,74,103].

Factores biof́ısicos

Los factores biof́ısicos con influencia en la consolidación de la fractura son de
tres tipos, mecánicos, eléctricos y ultrasonidos. Su conocimiento es muy limitado
y teórico la mayor parte de las veces, estando firmemente unido al conocimiento
y acción de los factores de crecimiento.

Su importancia es indiscutible, constituyendo también un interesante y ac-
tual campo de investigación que es necesario profundizar y conocer para la
mejor comprensión del complejo mecanismo de la consolidación de la fractura
y cuya relación con los factores de crecimiento es evidente e intensa, aunque no
conocida.

A. Factores mecánicos

lo importante de la influencia de las fuerzas mecánicas en la consolida-
ción de la fractura es determinar si realmente existe dicha influencia, y si
existe, determinar posteriormente los tipos y caracteŕısticas de las fuer-
zas mecánicas que definen la diferenciación en uno u otro sentido de las
células pluripotenciales, aśı como su relación con los factores biológicos y
eléctricos que influyen en la consolidación de la fractura.
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Actualmente se conoce, que las caracteŕısticas histológicas del callo están
en dependencia de factores mecánicos como son la estabilidad y la reduc-
ción fracturaria [18,19,35,38,46,80]. Chao [15,16] reconoce la posibilidad
de que los factores mecánicos sean el único e irreemplazable elemento que
gobierne la remodelación ósea una vez producida la consolidación de la
fractura. Este mismo autor encuentra que la distribución entre osificación
endocondral y membranosa que se produce en la consolidación secunda-
ria se debeŕıa a factores mecánicos y expone su hipótesis en la cual las
fuerzas compresivas intermitentes determinaŕıan sobre el callo de fractura
la osificación endocondral, las fuerzas de tensión produciŕıan osificación
membranosa, las fuerzas de compresión constante determinaŕıan la de-
tención de la osificación endocondral produciendo cart́ılago sin osificar y
las altas fuerzas de cizallamiento determinaŕıan la producción de tejido
fibroso.

Un factor importante en el estudio de la influencia de las fuerzas mecáni-
cas, es determinar cuál es el ĺımite cŕıtico de est́ımulo cuantitativo tole-
rable por el foco de fractura, a partir del cual resultaŕıan perjudiciales.
Perren [71] ha establecido el concepto de tolerancia a la deformación de los
tejidos que componen el callo de fractura y que depende de la magnitud de
la deformidad. Aśı el tejido de granulación inicial permite deformaciones
lineales del 100% y angulares de hasta 40 grados. El tejido cartilaginoso
de 10%-13% y hasta 5 grados de angulación y el hueso solamente del 2%
y 0.7 grados [61].

Parece claro que los factores mecánicos tienen un efecto sobre la consoli-
dación de la fractura, determinando la diferenciación del tejido primitivo
pluripotencial. Su mecanismo de actuación seŕıa produciendo alteraciones
a nivel celular que determinaŕıan por algún mecanismo la producción de
factores de crecimiento. La estimulación celular por factores mecánicos
se produciŕıa probablemente por medio de complejos sistemas proteicos
de conexión intercelular [62]. El estudio de la regulación de los procesos
biológicos de la consolidación por factores mecánicos se denomina meca-
nobioloǵıa

Pero todas estas afirmaciones no dejan de ser suposiciones teóricas, basa-
das la mayor parte de ellas en interpretaciones de resultados experimen-
tales, por lo que serán necesarios mayores estudios sobre todo a nivel de
bioloǵıa celular y genética, para clarificar estos aspectos mecanobiológicos
de la regeneración esquelética [14].

B. Factores eléctricos

en el hueso existen fenómenos eléctricos [21] derivados de la estimulación
mecánica por dos mecanismos diferentes [61]:

-Efecto piezoeléctrico. Las fuerzas mecánicas cuando actúan sobre el hueso
determinan la aparición de carga eléctrica por deformación de hidroxia-
patita y colágena.
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-Efecto electrocinético. Es por movimiento de soluciones cargadas de io-
nes. Los gradientes de presión creados en la interfaz entre fluidos en mo-
vimiento y la superficie sólida ósea, hacen que la carga positiva esté en
los ĺıquidos y la negativa en las paredes óseas [89]. Este efecto electro-
cinético parece ser el de mayor contribución a la generación mecánica de
potenciales eléctricos [53].

También se deben las cargas eléctricas existentes en el hueso a la actividad
metabólica y celular, de forma que hay potenciales electronegativos en las
zonas de mayor actividad como son las eṕıfisis, metáfisis, fisis y callo de
fractura, siendo la diáfisis electropositiva [91]. Cuando se produce una
fractura diafisaria, esta se negativiza más que los extremos óseos y una
vez consolidada la fractura se retorna a la polaridad normal [89, 91]. La
polaridad parece que depende de la viabilidad celular [89].

En el callo de fractura la electronegatividad se produce por dos mecanis-
mos, en las primeras fases por efecto celular y en la fase de remodelación
por efecto piezoeléctrico o electrocinético [61]. La electronegatividad fa-
vorece la actividad osteogénica y la electropositividad la reabsorción os-
teoclástica [61].

No está muy claro que los fenómenos eléctricos que se producen en el
hueso afecten a la actividad celular [70], pero se mantiene la hipótesis
que el potencial eléctrico generado por las fuerzas mecánicas es una señal
para la regulación de los procesos celulares de la reparación y remodelación
óseas, por lo que podŕıan ser empleados para la regulación y mejora de
la consolidación de las fracturas [53, 87], aplicando exógenamente señales
eléctricas fisiológicas [70].

Hay tres variedades de estimulación eléctrica, corriente continua, corrien-
te alterna, denominada también acoplamiento de capacitancia y campos
electromagnéticos, denominado también acoplamiento inductivo.

La primera de ellas es una técnica invasiva por lo que no es muy utilizada
[53]. La corriente alterna y los campos electromagnéticos, son técnicas
no invasivas que son utilizadas creando un campo eléctrico o un campo
electromagnético.

La creación de campos eléctricos y electromagnéticos parece ser benefi-
ciosa en la consolidación. La utilización de campos electromagnéticos ha
sido aprobada por la FDA.

La comprensión de la causa por la que los campos electromagnéticos mejo-
ran la consolidación de las fracturas es compleja y desconocida [12,38,87],
existiendo actualmente un alto escepticismo [70].

C. Ultrasonidos

los factores biof́ısicos mecánicos y eléctricos existen fisiológicamente en el
hueso intacto y en el fracturado, no aśı los ultrasonidos cuya aplicación
en el foco de fractura es terapéutica y basada exclusivamente en conoci-
mientos nacidos de la experimentación.
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La utilización de ultrasonidos ha mostrado eficacia en la estimulación de
la consolidación de fracturas recientes, sobre todo los de baja intensidad
[12,37,40].

El exacto mecanismo de acción de los ultrasonidos en la consolidación de
la fractura, como ocurre con los demás agentes biof́ısicos, no se conoce.
Parece que actuaŕıan de una forma similar a como lo hacen las corrientes
eléctricas [12].
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Caṕıtulo 3

Enfoque numérico del problema

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se explica la metodoloǵıa empleada y creada para conseguir
la formación del callo inicial. Hay cuatro apartados en este caṕıtulo: el plantea-
miento del problema, la formulación matemática del problema, el desarrollo de
algoritmos y la programación de estos.

El planteamiento del problema es una primera aproximación que permite
llevar a cabo la creación del modelo. La sección se subdivide en el planteamiento
de la bioloǵıa relevante, el modelo para el proceso biológico y el software para
programación de algoritmos.

En el apartado de la formulación matemática se muestran las ecuaciones
empleadas para la simulación del sistema y también las matemáticas empleadas
para la detección de la geometŕıa. Cada una de las partes se explica aclarando
su papel esencial en el proceso de la simulación.

En el desarrollo de algoritmos, se realizan descripciones detalladas del funcio-
namiento de estos. Hay un algoritmo principal de control y luego los algoritmos
espećıficos de cada módulo de cálculo. En este apartado, también se especifican
las entradas y salidas de información que necesitan los algoritmos.

Finalmente, en la programación se lleva a cabo la descripción de cómo fun-
cionan los programas, cómo se han desarrollado y concretado los algoritmos
y qué archivos se obtienen de las simulaciones para cada paso de tiempo del
problema evolutivo tras lanzar una simulación del proceso de crecimiento de
callo.

3.1.1. Bioloǵıa relevante para el análisis del problema

Dentro de la fase de formación de callo hay diferentes procesos que tienen
lugar simultáneamente y diversos factores que afectan a la evolución del callo
inicial. Se empieza por una primera aproximación del problema mediante el
proceso de difusión de distintos factores que se desplazan a través de la médula
ósea y del periostio.

Teniendo en cuenta lo referido, una de las decisiones es que en el análisis
haya, al menos, dos tipos diferentes de células. Habitualmente se analizan las
concentraciones de células mesenquimales (MSCs) y estas se diferencian en otros
tipos como condrocitos y osteoblastos, como se plantea en [6]; pero se consideran
dos tipos de células de forma independiente para, en análisis posteriores, obtener
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el grado de influencia de esos tipos de células en el proceso de generación de
callo blando.

Como primer tipo de células se eligen las células mesenquimales. Estas célu-
las pluripotenciales tienen la capacidad de diferenciarse en varios linajes celu-
lares, entre los que se incluyen: células oseas, musculares y de cart́ılago. Los
factores que llevan a diferenciarse en un tipo de células u otro son muchos y
muy diversos. De hecho, se ha observado que las MSCs adoptan linajes espećıfi-
cos dependiendo de la concentración de ox́ıgeno [96], las condiciones mecánicas
de la matriz [95], y la presencia de moléculas espećıficas como las BMP-2 [56].

Las MSCs están presentes en todo el proceso de osteogénesis y son un com-
ponente activo que conforma el callo. Por lo tanto, su presencia es esencial para
la formación del callo y, por consiguiente, para la formación del hueso. Los os-
teoblastos, osteoclastos y osteocitos son algunas de las células provenientes de
la diferenciación de las MSCs cuya función se orienta a controlar el flujo de la
consolidación [56].

Además, las MSCs son células que se ven afectadas por la presencia de las
protéınas morfogenéticas óseas (BMPs) de las cuales las más destacadas y em-
pleadas son las BMP-2 y BMP-7 [3,56]. Hay diversos trabajos de investigación
acerca de este grupo de protéınas [3]. Sin embargo, el uso más extendido es el
de la BMP-2, que ayuda sobre todo en la recuperación. La BMP-7 está más
presente en el reclutamiento [56]. Por otro lado, la molécula TNF-α tiene la
propiedad de intervenir en la diferenciación de las MSCs [56], por lo que se
optó por tener más en cuenta esta última molécula frente a la BMP-7 y otras
moléculas presentes en el proceso de consolidación puesto que TNF-α tendrá
una labor importante en la fase de remodelación y, además, está presente en
todo el proceso de consolidación ósea, teniendo el papel de controlar el sistema
inmune en el proceso inflamatorio, proceso en el cual se da la formación del
callo inicial [56].

También es posible que las MSCs se diferencien en condrocitos [96]. Pero hay
que tener en cuenta que los condrocitos no sólo provienen de la diferenciación
de las MSCs sino que también proceden del cart́ılago de tejidos próximos y
otros tejidos cercanos [56]. Estos condrocitos son células que se multiplican
para rellenar el hueco y que son un componente del callo que luego, por medio
de un proceso de hipertrofia, aumentan su tamaño almacenando calcio y otros
minerales en las mitocondrias. Esto ocurre para, tras una muerte controlada
por la molécula TNF-α denominada apoptosis, dejar la matriz calcificada en el
lugar de la célula. Aśı, una vez hay mineral disponible en el foco de fractura,
los osteoblastos pueden reordenar los minerales dejados por los condrocitos para
formar parte del hueso que tiene propiedades isotrópicas [61]. El hueso se vuelve
anisotrópico tras el proceso de remodelación, o modelación si es que lo referimos
desde el punto de vista macroscópico, y que adquiere la geometŕıa esbelta y
caracteŕıstica, debido a la influencia de las cargas, tras la remodelación [15].

Adicionalmente, los condrocitos producen colágeno, que se encuentra tanto
en las fracturas como en el ĺıquido sinovial de las articulaciones. Este colágeno
sirve de andamio para las células [56] y es de tipo II. Este tipo de colágeno tiene
la propiedad piezoeléctrica, con lo que genera carga eléctrica por acción de la
carga f́ısica.
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La importancia entonces de las células mesenquimales, como células diferen-
ciables, aśı como de los condrocitos, que generan colágeno y que se multiplican
para ocupar el espacio de la fractura, los hacen células representativas para el
proceso de generación del callo inicial. Y debido a que dos de los factores qúımi-
cos que más les influyen son las moléculas BMP-2 y TNF-α, se seleccionaron
estos factores para que se tengan en cuenta a la hora de realizar la simulación
y controlar la velocidad de crecimiento de callo.

3.1.2. Método para el análisis del proceso biológico

El método para el análisis del proceso biológico se puede dividir en los si-
quientes subapartados:

Primero, se formula el problema a nivel f́ısico, mediante un planteamiento
diferencial del problema de difusión celular.

Segundo, se realiza la formulación de elementos finitos para resolver el
problema de difusión.

Tercero, se detecta la frontera de crecimiento en base a la geometŕıa.

Cuarto, se determina la velocidad de crecimiento en función de las con-
centraciones.

Quinto, se procede a calcular el crecimiento, generando nueva malla.

3.1.3. Aplicaciones informáticas para programación de
algoritmos

Para terminar el desarrollo de este planteamiento, es necesario decidir qué
herramientas se van a emplear para la creación del modelo propuesto. La opción
más elegida en los trabajos analizados es el empleo de software comercial como:
ABAQUS, ANSYS, AUTODESK... para el análisis de elementos finitos.

Sin embargo, se optó por reutilizar código en FORTRAN [33] para llevar
a cabo este análisis. FORTRAN es uno de los lenguajes de programación más
rápidos a la hora de ejecutar programas con grandes cálculos con matrices.

Por otro lado, se ha estructurado el programa para que python [28] lleve la
parte de organizar ficheros y hacer traspaso de archivos de una fase a otra del
programa.

Este esquema de trabajo lleva a una estructura más modular que permite
hacer pruebas de una fase a la siguiente, comprobando que todo el conjunto del
programa funciona correctamente.

Se opta por este método de trabajo en lugar de usar software comercial
principalmente por la personalización total que hay sobre la obtención de infor-
mación y la posibilidad de trabajar con ésa información en el formato deseado.
A mayores, tiene las ventajas de bajo coste, gran cantidad de soporte en as-
pectos técnicos del lenguaje y que, al haber empleado módulos, el programa se
puede adaptar para que ejecute uno de esos módulos en un programa externo.
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3.2. Formulación matemática del problema

3.2.1. Problema de difusión

El problema de difusión es el que dirige el comportamiento celular en el
modelo empleado. La difusión es el movimiento de part́ıculas (átomos, iones,
células) que se trasladan generalmente de una región de mayor concentración a
una de menor concentración de estas part́ıculas. El problema de difusión se rige
por la segunda ley de Fick, que tiene la siguiente expresión:

dc

dt
= ∇(D∇⃗c) (3.1)

donde c es (en el caso del presente estudio) la concentración de células(con
unidades de células por unidad de volumen), t es el tiempo, D es el coeficiente

de difusión, el operador gradiente es ∇⃗ y ∇ es el operador divergencia. Si el
coeficiente de difusión es constante (como se ha supuesto), la ecuación 3.1 pasa
a ser:

dc

dt
= D∆c (3.2)

siendo ∆ el operador laplaciano, quedando formulado el problema por tanto en
términos de la ecuación diferencial en derivadas parciales 3.2. Para la resolu-
ción de los problemas de ecuaciones en derivadas parciales, son necesarias las
condiciones de contorno, que se expresan tanto en el valor de la concentración
como en el valor de los flujos en determinadas zonas del contorno, es decir:

∂Ω = Γ1 ∪ Γ2

{
c(r⃗, t) = C en Γ1(condiciones esenciales)

D∇⃗c n⃗ = 0 en Γ2(condiciones naturales)

}
(3.3)

donde C es un valor constante, n⃗ es la normal exterior al dominio en cualquier
punto del contorno, y ∇⃗c es el gradiente de las concentraciones. La expresión
es el producto escalar del gradiente por la normal.

Como se puede ver, las condiciones esenciales se suponen por tanto con
un valor constante de la concentración en espacio y tiempo y las condiciones
naturales imponen un flujo nulo en las zonas que cumplen esta condición.

De manera simplificada se aprecian en la siguiente Figura 3.1 las diferentes
zonas de aplicación de las condiciones de contorno. La Figura 3.1 representa un
modelo axisimétrico de fractura transversal tratada con clavo intramedular. En
esa figura se pueden ver las partes que son el hueso, el clavo y el gap de fractura.

La condición Γ1 contiene concentraciones constantes pero puede haber varias
concentraciones diferentes según el tipo de tejido y la concentración que haya
en la zona.

Por otro lado, la condición natural Γ2 es la de flujo nulo y se aplica en toda
la frontera del hueso. En esta frontera se supone que no hay flujo de células
hacia el exterior.
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Figura 3.1: Condiciones de contorno en el modelo axisimétrico. Γ1 re-
presenta las zonas donde la concentración es constante (condiciones esen-
ciales) y Γ2 las zonas que no tienen flujo perpendicular a las caras exte-

riores (condiciones naturales)

En la Figura 3.2 se hace referencia a un caso concreto de las condiciones de
contorno 3D (el caso transversal). La zona de contorno Γ11 hace referencia a
las condiciones de contorno de la zona cortical. Esta zona tiene gran densidad
y resistencia mecánica pero poca difusión y apenas se generan células en ella.
Por el contrario, Γ12 se refiere a la médula ósea y al periostio, zonas con mayor
irrigación sangúınea y más concentración de células, aśı como de menor densidad
y resistencia mecánica. La condición natural (Γ2) es la de flujo nulo y se aplica
en toda la frontera exterior del hueso, en la que no fluyen las células hacia fuera
del dominio.
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Figura 3.2: Condiciones de contorno en 3D. Γ11 y Γ12 son las zonas con
condiciones esenciales y Γ2 las zonas con condiciones naturales

3.2.2. Formulación de Elementos Finitos

Multiplicando ambos lados de la ecuación 3.2 por una función test pertene-
ciente al espacio

V = {v ∈ H1(Ω) / v = 0 en Γ2} (3.4)

se obtiene

v
dc

dt
= vD∆c (3.5)

que luego se integra en el dominio Ω∫
Ω

v
dc

dt
dΩ =

∫
Ω

vD∆c dΩ (3.6)
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e integrando por partes el lado derecho de la igualdad queda∫
Ω

v
dc

dt
dΩ =

∫
∂Ω

D∇⃗c n⃗ v d∂Ω−
∫
Ω

D∇⃗c∇⃗v dΩ (3.7)

incluyendo en la ecuación 3.7 con las condiciones de contorno se tiene∫
Ω

v
dc

dt
dΩ =

∫
Γ1

D∇⃗c n⃗ v dΓ +

∫
Γ2

D∇⃗c n⃗ v dΓ−
∫
Ω

D∇⃗c∇⃗v dΩ (3.8)

y sustituyendo las condiciones de contorno en Γ1 y Γ2 resulta∫
Ω

v
dc

dt
dΩ = −

∫
Ω

D∇c∇v dΩ (3.9)

puesto que en Γ1 el gradiente es nulo y en Γ2 la condición de flujo tiene valor
nulo. Ahora, se integra en los subdominios (elementos)∫

Ωe

v
dc

dt
dΩ = −

∫
Ωe

D∇c∇v dΩ (3.10)

en este momento se define la siguiente aproximación elemental

c ≈ ceN =
Nne∑
i=1

aeiφ
e
i ; [a

e
i (t)φ

e
i (r⃗)] (3.11)

siendo Nne número de nodos por elemento, aei los valores de concentraciones en
los nodos de los elementos y φe

i las funciones de aproximación. Sustituyendo en
3.10 se tiene ∫

Ωe

v
Nne∑
i=1

daei
dt

φe
i dΩ = −

∫
Ωe

D∇(
Nne∑
i=1

aeiφ
e
i )∇v dΩ (3.12)

como v puede ser cualquier función que se encuentre en H1 podemos cambiar
por la función elemental v = φe = φe

j

Nne∑
i=1

daei
dt

∫
Ωe

φe
j φ

e
i dΩ = −

Nne∑
i=1

aei

∫
Ωe

D∇φe
i∇φe

j dΩ (3.13)

si le damos nombre a las matrices elementales

Mij =

∫
Ωe

φe
j φ

e
i dΩ (3.14)

Nij =

∫
Ωe

D∇φe
i∇φe

j dΩ (3.15)

obteniendo, después del ensamblado, la forma matricial

M
da⃗

dt
= Na⃗ (3.16)
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para poder resolver el problema dependiente del tiempo mostrado en 3.16 , se
establece un esquema de diferencias finitas en la variable temporal. Consideran-
do la aproximación lineal (primer término del desarrollo en serie de Taylor de
la función incógnita)

a⃗t+dt = a⃗t +∆t
da⃗t
dt

(3.17)

con lo que
da⃗t
dt

=
a⃗t+∆t − a⃗t

∆t
(3.18)

que sustituyendo queda

M
a⃗t+∆t − a⃗t

∆t
= Na⃗t+∆t (3.19)

reorganizando
(M +∆tN )⃗at+∆t = Ma⃗t (3.20)

obteniendo aśı la formulación matricial del problema variacional que resuelve el
problema en derivadas parciales de la segunda ley de difusión de Fick.

3.2.3. Detección de frontera

Para realizar la detección de la frontera libre con potencial de crecimiento
se realiza un análisis topológico. Para ello se detectan las caras que no tienen
ningún elemento adyacente a esa cara o lado y que están en una zona con
posibilidad de crecimiento.

Como se ha comentado, su buen funcionamiento depende de las conectivi-
dades de los elementos y de las coordenadas de cada nodo y su misión es la
obtención de información de la geometŕıa.

Frontera 2D y axisimétrica

Para el problema axisimétrico se emplearán elementos triangulares cuadráti-
cos de seis nodos por elemento. Estos elementos se representan con triángulos
lineales en las figuras debido a que la libreŕıa de mallado no tiene implementa-
dos los triángulos cuadráticos. En la figura 3.3 se muestra en verde la frontera
de crecimiento y en rojo los lados que no son frontera. En la misma figura se
puede ver el intervalo de crecimiento que es la zona comprendida entre la altura
máxima y mı́nima determinadas por los grupos de nodos frontera de crecimien-
to.
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Figura 3.3: Muestra de la frontera que selecciona la zona para crecer
(verde) dentro de la zona de crecimiento delimitada por las alturas máxi-

ma y mı́nima y los lados que no son frontera (rojo)

La detección de la frontera para los modelos 2D y axisimétrico cuadráticos se
basa en dos puntos: que la zona de crecimiento está delimitada en un intervalo
marcado por las alturas de los conjuntos de fronteras (altura máxima y mı́nima
donde el hueso puede crecer) y que los nodos medios de los lados de los elementos
frontera sólo pertenecen a un único elemento.

Lo primero que se hace es generar la matriz de lados. Esta matriz tiene tres
lados por elemento y tres nodos por lado. La misión de la matriz de lados es
encontrar y marcar qué lados son libres de crecer.

Para marcar si es libre, se añade una columna con un valor de 0 ó 1 (0 si no
es libre y 1 en caso contrario). Ver si un lado es libre se consigue recorriendo
los nodos medios de los lados, si se repite un nodo medio de un lado, este se
marcará con un 0. Si por el contrario el nodo medio del lado aparece una sola
vez en toda la matriz, ese lado es frontera y, por lo tanto, puede crecer, siendo
marcado con un 1.

Una vez detectados los lados frontera, se pasa a comprobar si esos nodos
están dentro del intervalo de la altura máxima y mı́nima. Este intervalo se
obtiene de los valores máximo y mı́nimo de las coordenadas Y de los nodos
pertenecientes a los grupos que forman las fronteras. Estos grupos son definidos
previamente en el momento de creación de la geometŕıa.

Todo el proceso se resume de forma gráfica en la figura 3.4, en la que se
muestra una geometŕıa de una fractura 2D transversal tratada con clavo in-
tramedular largo. La matriz explicada es la matriz de lados, el elemento se-
leccionado es uno cualquiera de los elementos frontera. El elemento triangular
se encuentra representado por cuatro triángulos más pequeños debido a que la
libreŕıa de visualización sólo es capaz de representar triángulos lineales y pa-
ra que estuvieran presentes todos los nodos en la representación, se optó por
dibujar un triángulo cuadrático mediante cuatro triángulos lineales.
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Figura 3.4: Explicación de la numeración de lados, de la selección de
frontera y de la creación de la matriz de lados siendo los nodos interme-
dios de los lados [caja roja] los que se comprueban para la detección de

la frontera
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Frontera 3D

El mallado 3D más comúnmente empleado es el de tetraedros. Estos ele-
mentos se adaptan bien a cualquier geometŕıa y superficie, ocupando todo el
volumen de forma muy precisa. Sin embargo, no se optó por este tipo de ele-
mento ya que teńıa muchos problemas. Algunos son:

creación de un algoritmo lento pues deb́ıa realizar muchas comprobaciones

muchas dificultades en conseguir el cierre

muchas casúısticas diferentes que pod́ıan llevar a resultados irregulares e
impredecibles

distorsión muy común, era fácil que apareciera

malla muy sensible de obtener resultados muy dispares cambiando uno o
dos parámetros

algoritmo muy complejo y dif́ıcil de cambiar y entender desde fuera

Debido a estas y otras razones, el mallado de nuevos elementos con tetraedros se
abandonó y se plantearon otras opciones. La opción elegida resultó ser el empleo
de vóxeles. Los vóxeles son elementos cúbicos que tienen la peculiaridad de que
”pixelan” la geometŕıa. Este pixelado hace que, en ocasiones, la geometŕıa tenga
una apariencia artificial y que no se adapte de forma suave a la geometŕıa real.
Sin embargo, tiene unas ventajas que hacen que este tipo de modelo tenga un
buen desempeño a la hora de trabajar con el:

modelo más simple

código más sencillo y limpio

resolución más rápida

sin distorsión (elementos iguales)

T́ıpicamente, en topoloǵıa, se crea la matriz de conectividad inversa para
ver en qué elementos se encuentran los nodos, obteniendo qué caras son libres.
En este trabajo se opta por calcular los centroides de todos los elementos. La
diferencia entre usar los centroides o la matriz de conectividad inversa reside en
la cantidad y el tipo de información a almacenar y en el procedimiento a seguir
a la hora de realizar el análisis topológico.

Haciendo referencia a la información, en la matriz de conectividad inversa,
la matriz tiene de dimensiones el número de nodos por la cantidad de posibles
elementos conectados (Nnodos,8) y son todos números enteros. Por otro lado,
en la matriz de centroides, las dimensiones son el número de elementos por las
tres coordenadas del centroide (Neleme,3), siendo todos estos datos números
reales.

Siempre es menor el número de elementos que el número de nodos y el
tamaño de un número entero en memoria es el mismo que el de un número real:
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32 bits. Esto se traduce en que la matriz de centroides ocupa menos espacio en
memoria.

Haciendo referencia al proceso de creación de las matrices, hay diferencias.
En el caso de la matriz de conectividad inversa, se debe recorrer la matriz de
conectividades y guardar para cada nodo el elemento en el que aparece. este
proceso requiere pasar una vez por la matriz de conectividades de elementos y
no requiere el acceso a otra tabla, matriz ó información.

Por otro lado, en el caso de los centroides, el proceso es algo más lento.
Esto se debe a que, además de recorrer la matriz de conectividades, hace falta
calcular el centroide para cada elemento. Con lo que el proceso implica ir de la
matriz de conectividades a la de coordenadas nodales y este proceso requiere
algo más de tiempo.

Comparando ambos procesos, las conectividades inversas seŕıan un proceso
más rápido en velocidad de ejecución. Pero creaŕıa archivos de información más
grandes en tamaño de memoria. Al contrario, calcular los centroides es más
lento pero ocupa menos espacio en memoria.

Para saber si un elemento pertenece o no a la frontera libre, hay que obtener
los puntos de las direcciones principales. Esos puntos se obtienen de tomar las
coordenadas (xcent, ycent, zcent) y sumar o restar el tamaño del lado, de una en
una, a cada una de las coordenadas, dando como resultado seis puntos.

Figura 3.5: Direcciones principales de crecimiento de un vóxel

Una vez que se obtienen las coordenadas de los 6 puntos, si alguno de esos
puntos creados coincide con el centroide de otro elemento existente significa que
esa dirección tiene dos elementos en contacto y, por lo tanto, el callo no puede
crecer en esa dirección puesto que no es una cara libre.

Por otro lado, al igual que en el 2D, se debe cumplir que el centroide del
elemento de referencia se encuentre en el intervalo de crecimiento delimitado por
los sets de elementos que han sido definidos en la generación de la geometŕıa.

Este método es posible porque la técnica de generación del modelo empleada
para el 3D es el de vóxeles, y el sistema de vóxeles es ordenado. En la figura
3.6 se puede ver cómo detectan las caras libres.
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Figura 3.6: Representación de cuatro vóxeles. Comprobación de las
direcciones con caras libres detectando centroides cercanos en las direc-
ciones principales a una distancia L. Están en rojo las direcciones prin-
cipales cuya cara no es libre(hay otro vóxel en esa dirección). Están en

verde las direcciones que si que son libres.

3.2.4. Velocidad de crecimiento en función de las con-
centraciones

Para el control de la velocidad se emplea un tipo de función sigmoidea. Este
tipo de funciones tienen dos ĺımites horizontales que definen el intervalo de
valores de la función. Tienen un mı́nimo absoluto en −∞, un máximo absoluto
en +∞ y un punto de inflexión que es ajustable según los parámetros de la
función.

Gracias a estos parámetros de ajuste, la función aproxima la velocidad de
crecimiento del callo de fractura. En primer lugar, se define la velocidad de
crecimiento como

V = vmaxϕ(ξ, η) (3.21)

en esta función, vmax se refiere a la velocidad máxima y es un dato que debe
obtenerse de acuerdo a la evolución temporal observada en la práctica cĺınica.
En este trabajo, se han considerado valores acordes con otras publicaciones. Por
otro lado la función ϕ(ξ, η) se define como la función sigmoidea

ϕ(ξ, η) =
4A

[1 + e−a(ξ−ξ0)][1 + e−b(η−η0)]
+B (3.22)

esta función está definida en el dominio [ξ0, 1]x[η0, 1].
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ξ y η son los parámetros adimensionales de las concentraciones de cada uno
de los tipos de células que analizamos y se obtienen de dividir la concentración
en un nodo entre la concentración máxima de células que puede haber en ese
nodo (ξ = CMSCs/C

max
MSCs, η = CCC/C

max
CC ).

Extendiendo la definición, ξ0 y η0 son los valores umbrales de las concen-
traciones, por debajo de las cuales no se produce crecimiento. Es necesario
determinar este valor umbral al igual que la velocidad máxima de crecimien-
to de acuerdo a la evolución temporal observada en la práctica cĺınica. Tanto
los valores umbrales como la velocidad máxima se definen al comienzo de la
simulación y, además, cada tipo de célula tiene un umbral diferente.

Finalmente, los valores de a y b dependen de factores qúımicos que alteran la
velocidad de crecimiento. Los valores de estos parámetros son adimensionales,
se suponen mayores que cero, deben determinarse mediante la evidencia cĺınica
y se definen al comienzo de la simulación.

Para normalizar la función en el intervalo (0,1), A y B son constantes de
ajuste y se obtienen imponiendo las siguientes condiciones

ϕ(ξ0, η0) = 0 , ϕ(1, 1) = 1 (3.23)

de manera que

A =
k

4− k
,B = −A (3.24)

con

k =
1

[1 + e−a(1−ξ0)][1 + e−b(1−η0)]
(3.25)

En la Figura 3.7 se puede ver la evolución de la función según los valores de los
parámetros a y b. Como se puede observar, para valores muy grandes de a y
b, la función sigmoidea toma forma de meseta, mientras que para valores muy
pequeños se vuelve prácticamente una pendiente plana.
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a=1; b=1 a=2; b=2

a=3; b=3 a=4; b=4

a=5; b=5 a=6; b=6

Figura 3.7: Evolución de la función según los parámetros a y b con los
valores umbrales adimensionales ξ0 = 0,2 y η0 = 0,1

Esta función permite un control sobre la velocidad del modelo y puede ayu-
dar acelerar o ralentizar el cierre del frente de fractura.

Se introducen ahora dos tipos de enfoque o aproximaciones que se pueden
dar a la hora de resolver esta fase con la función 3.21: paso de tiempo variable
(y volumen constante por iteración) y paso de tiempo constante (y volumen
variable por cada iteración).

En el primer caso, paso de tiempo variable, todos los pasos de tiempo son
distintos(el primero puede valer 0.1 d́ıas, el segundo 2 d́ıas...) pero el callo crece
en cada iteración. Para saber a qué instante de tiempo se refiere la imagen de la
simulación, hay que almacenar el paso de tiempo realizado para cada fotogra-
ma. Este caso no está equiespaciado en el tiempo. Además, cabe la posibilidad
de que, en el proceso iterativo para obtener el paso de tiempo, el cálculo no
converja.
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En el caso de paso de tiempo constante, cada iteración corresponde a un
avance en tiempo. El transcurso de tiempo de una imagen a la siguiente es el
mismo. Esto permite que el callo pueda crecer más de una vez en la misma
iteración de tiempo. Sin embargo, como todos los incrementos de tiempo son
iguales, va a realizar todos los pasos hasta alcanzar el tiempo final, incluso
aunque no haya crecimiento.

Este último caso, paso de tiempo constante, es el que se empleó para la
obtención de los resultados finales pues los fotogramas están equiespaciados y,
además, los cálculos convergen, a pesar de que lleva más tiempo en la resolución
de los mismos.

Por lo tanto, se procede a explicar el caso de paso de tiempo constante
(y volumen variable). Se calcula el volumen total que va a crecer la malla en
función de las velocidades de crecimiento con la ecuación 3.21. Calculadas las
velocidades de esta forma y multiplicando por el incremento de tiempo ∆t,
se obtiene el volumen de crecimiento de un elemento. Sumando los volúmenes
resultantes se obtiene

∆V =
Nen∑
i=1

V e
i (3.26)

en esta ecuación, V e
i es el volumen que podŕıa crecer la malla desde cada

elemento que cumpla con las concentraciones umbral, Nen es el número de ele-
mentos con nodo en estado de crecimiento y ∆V es el volumen total (incremento
de volumen) que indica cuanto va a crecer el callo debido a la velocidad.

Una vez obtenido el volumen a partir de la velocidad, se calcula el volumen
de la malla según el cálculo integral. Se supone que crecerá un único elemento
por cada nodo en estado de crecimiento

V̄ e
i =

∫
V e

dV e = 2π

∫
Ae

dAe = 2π

∫
V e

ρdρdz (3.27)

donde, V̄ e
i es el volumen de un único elemento que puede crecer para el caso axi-

simétrico. El diferencial de volumen de un único elemento es dV e. Al concretar
para el problema axisimétrico, se puede hacer la integral del área Ae multiplica-
da por 2π y dará como resultado el volumen de un área de revolución. Siguiendo
con la integral axisimétrica, rho es la distancia al eje de revolución. Luego se
realiza la integración mediante los puntos de Hammer con las funciones de forma
para un triángulo cuadrático,

= 2π

∫
Ae

(
Nne∑
j=1

ρijφj

)
Je
i dξdη

≈ 2π

Npg∑
k=1

((
Nne∑
j=1

ρijφj(ξk, ηk)

)
Je
i (ξk, ηk)wk

) (3.28)

siendo Nne el número de nodos por elemento,Npg el número de nodos de in-
tegración, φj(ξk, ηk) la función de forma, ρij la distancia de cada nodo al eje de
revolución y Je

i (ξk, ηk) el jacobiano dependiente de las nuevas coordenadas ξ y
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η. De la fórmula 3.28, el jacobiano se calcula

Je
i =

∣∣∣∣∣
∑Nne

j=1 ρji
∂φj

∂ξ

∑Nne
j=1 ρji

∂φj

∂η∑Nne
j=1 zji

∂φj

∂ξ

∑Nne
j=1 zji

∂φj

∂η

∣∣∣∣∣ (3.29)

siendo Nne , de nuevo, el número de nodos por elemento.
Como ya se ha indicado, esta integral es un cálculo del volumen para un

elemento del modelo axisimétrico y, por lo tanto, para calcular el volumen de
todos los elementos se ha de llevar a cabo la integración elemento a elemento y,
después, sumar los resultados obteniendo ∆V̄ . Para el 3D, que es el caso de los
vóxeles, se calcula el volumen de un único vóxel y se multiplica por el número
de elementos que pueden crecer.

Una vez calculados, ambos volúmenes se comparan. Si el volumen ∆V̄ es
mayor que el volumen que permite la velocidad ∆V , entonces la malla no crece
y se pasa a la siguiente iteración de tiempo. En caso contrario se pasaŕıa al
crecimiento de callo.

∆V̄ ⩽ ∆V → crece

∆V̄ > ∆V → NO crece
(3.30)

3.2.5. Cálculo del crecimiento

La generación de callo consiste en la modificación geométrica de la malla, es
decir, se trabaja con la topoloǵıa y gestión de los datos. Esta modificación se
realiza sobre los datos de la malla y las conectividades directamente.

Para modificar la topoloǵıa es necesario concretar y tener en cuenta varios
puntos: hacia dónde crecer, qué propiedades asignar y el orden de conectividad
de los nodos.

En el punto de hacia dónde crecer, se opta por la opción de que la dirección
de crecimiento va perpendicular a la cara libre pero sólo en el caso de que no
vaya en contra de la dirección natural de crecimiento. Por lo tanto, un frente se
cierra avanzando hacia el otro frente o ensanchando el callo. Las propiedades a
asignar al elemento son las propias del callo inicial.

Finalmente, para obtener una correcta conectividad en el axisimétrico, es
importante saber si es frontera superior o inferior, puesto que el orden y posición
de los nodos en la conectividad vaŕıa. Sin embargo, en el caso de vóxeles 3D,
no se encuentra este problema.

3.3. Desarrollo de los algoritmos

3.3.1. Algoritmo para el control del programa

El algoritmo de control debe llevar el registro de archivos e indicar a los
diferentes módulos dónde se encuentra la información que necesitan para poder
ejecutarse. Además el algoritmo de control debe llevar el control de las carpetas y
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su creación. Para saber qué archivos es necesario regular tomamos como partida
los archivos necesarios para el problema de difusión.

Entradas para el algoritmo

Como se ha dicho en la explicación, la información base para los algoritmos
es la requerida por el problema de difusión.

El problema de difusión necesita la siguiente información: la malla para ese
instante de tiempo, las condiciones de contorno, los datos de inicio (tamaño
medio del lado, deltat, número de nodos...), los materiales, las concentraciones
iniciales, los grupos de elementos y los grupos de nodos.

A mayores necesitamos dos archivos auxiliares que nos indiquen las direc-
ciones de las mallas y los resultados para que FORTRAN [33] encuentre esas
direcciones y pueda acceder a los directorios.

Y por otro lado, tenemos que iniciar el programa, cosa que debe hacer este
algoritmo. En el arranque del programa, se proporcionan los datos necesarios
para el funcionamiento de los algoritmos y las direcciones de las carpetas de
guardado.

Las entradas iniciales son: la dirección de almacenamiento de los archivos, la
dirección del archivo con la información del modelo (el inp), los datos iniciales
como el incremento de tiempo y el tiempo final o el tamaño medio de malla y
los umbrales y velocidades de crecimiento.

Funcionamiento del algoritmo

Una vez que arranca el programa, aparece un diálogo en la consola. En ese
diálogo, el programa pregunta por los datos iniciales y los distintos directorios.
Una vez tiene esa información, el algoritmo tiene que hacer cálculos y gestionar.

Para obtener la información en el instante inicial, el algoritmo de control
contiene un programa de lectura para archivos con la información del modelo
(“inp”). El algoritmo de lectura sólo actúa en el momento previo a la ejecución
del solver en la primera iteración. Una vez léıdo el archivo, se crean archivos
propios para la resolución del problema en los directorios, indicados al arranque
del programa, para que los demás algoritmos tengan acceso a esos datos.

Cada archivo se almacena en una carpeta diferente permitiendo tener acceso
ordenado a la información. Aśı, las diferentes mallas de cada paso de tiempo
y las concentraciones de cada paso de tiempo están en carpetas separadas,
pudiendo encontrar fácilmente los resultados y comprobar en caso de fallo dónde
se encuentra el error.

Los algoritmos de control base para el funcionamiento de los programas 2D
y 3D siguen un esquema similar. Durante la ejecución del programa se van
sucediendo las diferentes fases del algoritmo, empleando los archivos descritos
en este apartado y modificándolos en caso de ser necesario.
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Salidas del algoritmo

Los archivos de salida de la parte de lectura del algoritmo son archivos
“*.dat” . Todos los archivos necesarios para el solver y que contienen la infor-
mación necesaria para el funcionamiento de este algoritmo tienen esta extensión.

Figura 3.8: Disposición de las carpetas y los archivos iniciales

En la Figura 3.8, se ve cómo es el esquema de creación de carpetas y los archi-
vos “*dat” que se crean tras la lectura del “inp”. Los archivos que se obtienen
de la lectura son: “Malla100000.dat”, “setBC.dat”, “inicio.dat”, “setmateria-
les.dat”, “Conc100000.dat”, “SetElemen.dat”, “SetNodos.dat”, “DirNodos.dat”
y “DirResul.dat”.

“Malla100000.dat” es el archivo que contiene las coordenadas de los nodos
y las conectividades de los elementos.

Por otro lado, “setBC.dat” contiene las condiciones de contorno del pro-
blema. estas condiciones de contorno fueron explicadas con las figuras 3.1 y
3.2.

En el archivo “inicio.dat” se guardan los parámetros del problema como el
paso de tiempo, el número de nodos, el número de elementos...

En “setmateriales.dat” se encuentra la información de los materiales y a qué
sets de elementos se asigna ese material.
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Por el lado de los resultados tenemos “Conc100000.dat”, que tiene los valores
iniciales de concentraciones en cada nodo. Cada nodo tiene asignado un sólo
valor pues la concentración es unidimensional y nodal.

“SetElemen.dat” contiene los sets(grupos) de elementos. Estos sets en el
2D deben incluir los siguientes grupos: esponjoso(médula ósea), cortical, clavo,
calloblando(callo inicial blando), calloduro(está pero no se emplea). Debido a
variaciones en la metodoloǵıa, para el 3D el grupo de elementos además de los
grupos citados contiene las fronteras (´´FR SUP CREC”, ´´FR INF CREC”
y “CIERRE”)

“SetNodos.dat” es el que contiene los grupos de nodos para las condiciones
iniciales y las condiciones de contorno. Los grupos incluidos en el 2D son: las
fronteras (“FR SUP CREC”, “FR INF CREC‘” y “CIERRE”), “BCS TEMP-
EXTREMOS”, “BCS TEMP-INICIAL” y “BCS TEMP-ADIABATICO”. Y el
3D excluye las fronteras del set de nodos y hace condiciones de contorno para
cada parte representada en la Figura 3.2.

“DirNodos.dat” y “DirResul.dat” son archivos auxiliares que indican cuáles
son las rutas de las mallas y de las concentraciones respectivamente en cada
paso de tiempo.

3.3.2. Algoritmo para el cálculo del modelo de elementos
finitos: el solver

El solver es quien lleva a cabo la resolución de la formulación variacional.
Resuelve el problema de difusión para un instante determinado de tiempo y
obtiene la predicción en base a la información dada sobre el sistema f́ısico.

Entradas para el algoritmo

Como se ha explicado en el algoritmo de control, las entradas para el sol-
ver son: la malla para ese instante de tiempo, las condiciones de contorno, los
datos de inicio (como tamaño medio del lado, deltat, número de nodos...), los
materiales, las concentraciones iniciales, los grupos de elementos y los grupos
de nodos.

También se le facilitará al solver las direcciones de los directorios en los que
encontrar esta información y dónde guardar los nuevos archivos.

Funcionamiento del algoritmo

Los cálculos de difusión los realizan tres algoritmos diferentes según si se
realiza en 2D, axisimétrico o 3D. El 2D y axisimétrico realizan los cálculos con
malla de rigidez completa, esto consiste en que el programa almacena toda la
matriz de rigidez en la memoria ram y despeja por el método de Gauss. Entre
el 2D y el axisimétrico la diferencia radica en que, en el axisimétrico la integral
se hace multiplicando por la distancia al eje de revolución, mientras que, el 2D
plano se supone una superficie de profundidad constante de valor unidad.

El 3D cambia el algoritmo casi en su totalidad. Debido a que la memoria se
dispara por haber mayor cantidad de nodos y elementos se vuelve inviable el uso
de la matriz de rigidez completa. Esto lleva a que se emplee un almacenamiento
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en banda para la matriz de rigidez y, por lo tanto, es necesario el algoritmo para
el cálculo del semiancho de banda y la operación de multiplicación por matrices
almacenadas en banda para resolver el sistema.

Debido a que conforme se crean nodos el tamaño de la matriz almacenada
en banda aumenta, para mantener el valor del ancho de banda lo más bajo po-
sible, evitando operaciones innecesarias y haciendo que los tiempos de cálculo
sean menores, un algoritmo de renumeración de nodos es necesario. El algo-
ritmo empleado para tal fin es el algoritmo de Cuthill-McKee [23], que tiene
mejores resultados en la renumeración cuanto mayor y más desordenado está el
sistema. La programación de este algoritmo lleva a una mejora del rendimiento
en algunos casos de 6 horas a 1 hora (con ejemplos 3D sencillos). Por lo tanto,
paso previo al cálculo, se realiza un proceso de renumeración de los nodos de la
malla para mejorar la velocidad de resolución.

Salidas del algoritmo

El algoritmo genera un nuevo archivo de concentraciones para el siguiente
paso de tiempo. Este archivo está en el mismo formato y carpeta que el de
´´Conc100000.dat” solo que cambia el nombre por uno que indica la iteración
en la que se encuentra la simulación. Tambián se crea el archivo de la malla para
ese tiempo para que pueda ser modificado más adelante. Los demás archivos se
mantienen con los mismos datos

3.3.3. Algoritmo para la detección de los lados y del um-
bral

Se denomina algoritmo para la detección de los lados y del umbral porque,
para determinar si un elemento va a crecer, se impone que debe superar un
umbral de concentración de las células implicadas. La parte de detección de
lados se explica tanto para el 2D como para el 3D en el apartado 3.2.3. Es
importante tener en cuenta que, debido a la diferencia en el tipo de elementos
empleados para el modelo 2D y 3D, el algoritmo umbral cambia según si es para
2D ó 3D.

Entradas para el algoritmo

Para el algoritmo umbral son necesarias la concentración de los nodos (que
se encuentra en el archivo “Conc1xxxxx.dat”) y la matriz de conectividades de
los nodos (que se encuentra en el archivo “Malla1xxxxx.dat”). A mayores, la
dirección de los archivos con información y la dirección de dónde guardar los
archivos que se crean, que las proporciona el algoritmo de control.

Funcionamiento del algoritmo

En el 2D, para determinar si un elemento es frontera, primero es necesario
enumerar los nodos de un elemento en función de su posición relativa a los lados.
Cada nodo tiene un ID (número identificador) único. Pero dentro del elemento,
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puede ser que el nodo que se encuentre, si es un nodo vértice, en las posiciones
1, 2 ó 3 o ,si está en un nodo intermedio, encontrarse en las posiciones 4,5 ó 6.

Figura 3.9: Numeración de los nodos dentro del elemento y dirección
de la numeración aśı como la numeración de los lados según la posición

relativa de los nodos

Como se dice en el apartado 3.2.3, el algoritmo de detección de lados alma-
cena en una matriz los lados de los triángulos. Estos lados se almacenan en el
orden en que aparecen en la matriz de conectividades. Si un nodo intermedio se
repite en la matriz de lados significa que, ese lado se encuentra en dos elementos
a la vez y, por lo tanto, no puede ser frontera.

Una vez eliminados los lados que no son frontera, entre los que quedan
disponibles se comprueba qué nodos tienen una concentración umbral. Esta
concentración umbral se especifica en el archivo inicial y se establece al comienzo
del programa para cada uno de los tipos de células representadas.

Para el 3D este procedimiento no sirve puesto que no hay nodos intermedios
en los vóxeles. En el 3D la frontera es con elementos y no con nodos. Para
obtener los elementos frontera se siguen pasos basándose en los centroides de
los vóxeles, tal y como se explica en la sección 3.2.3.

Si el elemento de referencia pertenece a la frontera superior permite creci-
miento en Z negativo y si es frontera inferior permite el crecimiento en Z positivo.
El crecimiento en el plano XY está permitido si hay un elemento encima, en
caso de crecer en Z negativo, o debajo, en caso de crecer en Z positivo.

Todos los datos de direcciones posibles de crecimiento se almacenan en un
archivo que especifica hacia donde pueden crecer los elementos. Ese archivo lo
empleará el módulo de crecimiento en pasos posteriores y lo gestiona el programa
de control.

Salidas del algoritmo

En resumen, para el 2D el algoritmo de umbral obtiene los nodos frontera
en los que se ha alcanzado el punto cŕıtico y almacena esa información en un
archivo llamado “cambios(1 ó 2).dat”. En esos archivos, un 0 significa que no
puede crecer ningún elemento conectado a ese nodo y un 1 significa que śı que
cumple las condiciones para la concentración umbral. En el caso de los vóxeles,
se crea este archivo pero, además, se crea otro archivo llamado “crecen.dat”.
Este archivo indica las direcciones en las que pueden crecer los elementos con
caras libres.
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3.3.4. Algoritmo para la velocidad de crecimiento del ca-
llo óseo

Una vez que se comprueba la frontera y se determinan qué nodos pueden
crecer, por haber alcanzado el umbral, entra en acción el algoritmo de velocidad
de crecimiento del callo óseo. El algoritmo se encarga de indicar si se va a crecer
o no y de hacer una predicción de cuanto crecerá la malla en base a la función
3.21.

Entradas para el algoritmo

Las entradas para la velocidad de crecimiento de callo óseo son los archivos
de salida “cambios1.dat” y “cambios2.dat”. En ellos se contiene la información
de cuáles de los nodos han alcanzado el umbral. También es necesaria la matriz
de concentraciones (que se encuentra en “Conc1xxxxx.dat”) de cada uno de los
tipos de células.

Funcionamiento del algoritmo

Una vez que el algoritmo de control le facilita los archivos necesarios para
calcular la velocidad, el algoritmo lleva a cabo la comparación de los archivos
“cambios1.dat” y “cambios2.dat”. Si en los dos archivos hay un 1 en la misma
posición, se mantiene el 1. Sino, se pone un 0 que indica que ese lado o cara no
puede crecer.

Sabiendo los elementos que tienen potencial de crecimiento, que son aquellos
que tienen valor unidad en el archivo, el programa calcula los volúmenes de la
velocidad y del cálculo integral descritos en la sección 3.2.4, los cuales compara
para ver si hay crecimiento.

En términos generales, el funcionamiento del algoritmo que calcula la ve-
locidad de crecimiento es igual para 2D que para 3D, puesto que se obtiene
el volumen de crecimiento para los elementos en función de los elementos que
pueden crecer.

Para la obtención del valor que crecerá el callo según la función 3.21, el 2D
y el 3D se diferencian en que en el caso axisimétrico se hace una integral y en el
caso de los vóxeles se cuentan los vóxeles nuevos que aparecen y se multiplica
ese valor por el volumen de un vóxel (pues todos tienen el mismo volumen).

Salidas del algoritmo

El archivo “cambiosfinales.dat” es el único archivo que sale de esta parte del
programa. En caso de no cumplir ningún elemento las condiciones necesarias,
el algoritmo pasaŕıa directamente a la siguiente instante de tiempo y, seguida-
mente, al solver. Si algún elemento cumple las condiciones de crecimiento, se
pasa al algoritmo de crecimiento de callo óseo inicial.
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3.3.5. Algoritmos para el crecimiento del callo óseo

En la aproximación del actual trabajo, se presta atención al crecimiento del
callo inicial. Este callo se forma en los primeros d́ıas y se ha simulado como un
crecimiento de la malla en un dominio que previamente no está mallado.

Entradas para el algoritmo

Las entradas del algoritmo de crecimiento son: los datos iniciales, la infor-
mación que se encuentra en el archivo “Malla1xxxxx.dat” (que incluye los datos
de coordenadas de los nodos y de las conectividades), los sets de nodos y ele-
mentos, las concentraciones en “Conc1xxxxx.dat” para cada tipo de célula a
analizar (MSCs y CC), las caras o lados que pueden crecer (dadas en el archivo
“cambiosfinales.dat”) y en el caso del 3D, la matriz de centroides (“centros.sal”).

Funcionamiento del algoritmo

Hay diferencias entre el algoritmo 2D y el 3D en cuanto a funcionamien-
to, por eso la explicación se dividirá en 2D y 3D; permitiendo explicar cada
algoritmo por separado.

A. Crecimiento 2D

El crecimiento 2D es particularmente complejo debido a al empleo de
triángulos cuadráticos y la posibilidad de distorsión.

En los triángulos cuadráticos, el orden de numeración en la escritura de los
nodos debe ser en sentido levógiro o dextrógiro pero todos los elementos
deben tener el mismo sentido de giro.

Para saber el orden de conexión entre los nodos se realizaron diversas
comprobaciones. El caso de estudio más cŕıtico es durante la unión de los
dos frentes, proceso al que se llama cierre. Si se quieren introducir más
elementos, lo prioritario es que no se altere el sentido de escritura de los
nodos en el nuevo elemento y esto en el cierre no es directo.

Por otro lado está la distorsión. El algoritmo de crecimiento procura siem-
pre crear un triángulo equilátero para avanzar. Sin embargo, si encuentra
un nodo próximo en el espacio, se une con este nodo para crear el ele-
mento. En este caso, el triángulo no seŕıa equilátero y hay que comprobar
si está distorsionado. la distorsión se puede comprobar mediante alturas
o áreas. Ese cálculo compara las alturas o las áreas del nuevo triángulo
con las del triángulo equilátero. En caso de una distorsión muy grande
en ese nodo, el elemento es muy diferente de un triángulo equilátero, el
programa no crea el elemento y pasa al siguiente nodo libre.

Si bien se ha comentado que el empleo de triángulos cuadráticos implica
complicaciones a la hora de realizar la conectividad, tiene la ventaja de que
posee un nodo medio entre los vértices del triángulo. Esta caracteŕıstica es
la base para la creación de nuevos elementos. Los nodos intermedios sólo
pertenecen a dos elementos como mucho cuando, en cambio, los vértices
pueden pertenecer a varios elementos.
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Figura 3.10: Crecimiento del callo 2D y axisimétrico

El crecimiento de elementos ocurre como se muestra en la figura 3.10.
Para empezar el proceso, tras haber detectado un lado libre, el algoritmo
primero comprueba la distancia entre los dos frentes. Esta distancia se
obtiene tomando la distancia euclidiana mı́nima de entre el nodo a crecer
y todos los nodos medios del grupo de nodos de la frontera opuesta(los
grupos de nodos de frontera superior y frontera inferior estaban definidos
en el “inp”).

Si la distancia es mayor que un valor establecido, que depende de Deltar,
entonces ocurre lo que en el algoritmo se denomina ”crecimiento natural”.
Este crecimiento natural pone un nodo a una distancia del nodo medio
del lado frontera igual a la altura calculada. Esa altura se calcula a partir
de la altura de un triángulo equilátero de tamaño de lado Deltar.

Para obtener las coordenadas del nuevo nodo, se realiza el proceso mos-
trado en la figura 3.11. Primero, se realiza un cambio de coordenadas para
hacer el crecimiento con el lado en horizontal y, una vez se ha puesto el
nodo a la altura correspondiente, en la vertical del nodo medio; se deshace
la transformación. Aśı se obtiene la posición final del nuevo nodo.

Figura 3.11: Cómo generar el primer nudo de un nuevo elemento

Tras la creación del nodo, viene la creación del elemento. Para ello, se
calculan los nodos medios que se encuentran entre los vértices. Teniendo
ya los 6 nodos del elemento, sólo queda llevar a cabo la conectividad de
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manera coherente. Luego, los nodos nuevos pasan a ser parte de la frontera,
superior o inferior según cual sea la frontera a la que pertenećıa el nodo
de base, y el elemento toma las propiedades del callo blando.

Si la distancia entre el nodo medio y el frente opuesto es menor que el
valor predeterminado, se trata de una situación de cierre. En este caso,
se procede al cálculo de los nodos intermedios entre los nodos del lado
al que pertenece el nodo referencia y el lado más cercano. Para ello, to-
mando los pares de nodos enfrentados, se calculan las coordenadas de los
nodos intermedios. Una vez calculados los nodos intermedios se crean los
elementos formando dos triángulos. Los elementos de cierre ya no pueden
crecer y pertenecen a un grupo de nodos espećıfico.

La aplicación de este algoritmo lleva al crecimiento del frente de fractura
de forma paralela a la cara de corte, con lo que el callo crece paralelo a
la fractura. Por otro lado, el crecimiento lateral está restringido por un
factor que sirve para que el callo no crezca de forma ilimitada en el ancho.

No aparece mencionado en la figura 3.10, pero para lugares donde la malla
no pueda crecer de forma libre (como en las proximidades del clavo) es
necesario emplear tres criterios: el de interferencia, el de proximidad y el
de distorsión.

El criterio de interferencia descarta la posibilidad de que el nodo nuevo se
encuentre dentro de otro elemento.

Para comprobar si el nodo está dentro de otro elemento que no sea el
elemento de origen lo que se hace es calcular el área que forman los tres
vértices de otro elemento que pueda estar rodeando al nuevo vértice. Se
calcula el área de ese elemento y luego el área formada por los tres triángu-
los que se forman uniendo ese vértice con los otros tres vértices. Como se
ve en la figura 3.12 si el área que forman los tres triángulos pequeños es
mayor que el área del elemento, el vértice se encuentra fuera del área.

Figura 3.12: Explicación gráfica de cómo se detectan las interferencias.

El área se calcula mediante la definición del módulo del producto vectorial:

|u⃗× v⃗| = |u⃗| |v⃗| sinα (3.31)

si el módulo del producto vectorial es multiplicado por 1/2 tenemos el
área del triángulo formado por los vectores que unen tres puntos (sólo
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necesitamos dos vectores para definir el área). Si la suma de áreas es
igual al área del elemento, el nodo se encuentra dentro y no puede crecer.
En este caso, el algoritmo buscará el nodo más cercano, que esté libre y
pertenezca a la frontera, y tomará ese nodo como el vértice para el nuevo
elemento.

Finalmente, se comprueba la distorsión del elemento, ya explicada an-
teriormente. Si el elemento está muy distorsionado entonces no habŕıa
crecimiento y el programa pasaŕıa al siguiente nodo de la frontera de cre-
cimiento.

El clavo, es un material inerte que afecta a la geometŕıa final pero no a
la concentración de células. La malla del clavo está separada en el 2D de
la malla del hueso y del callo. Esto se hace aśı por si en algún momento
es necesario analizar el desplazamiento relativo entre hueso y clavo. En el
3D el clavo está unido al hueso y al callo, de forma que comparten nodos.

B. Crecimiento 3D

El crecimiento de elementos en 3D ocurre como se muestra en la figura
3.13. Debido a que todos los elementos tienen el mismo tamaño, no hace
falta definir la distancia entre frentes, pues encajarán exactamente cuando
se encuentren los dos.

Figura 3.13: Fases del crecimiento del callo 3D

El proceso de crecimiento comienza en el paso b) de la figura 3.13 con el
cálculo de los vectores camino en el primer elemento de la geometŕıa. Estos
vectores camino van de un nodo al siguiente, empezando por el centroide,
finalizando en el último nodo de la conectividad del elemento. Una vez se
han calculado los vectores camino, se sigue al paso c) de la figura 3.13, en
el cual, se desplaza el centroide una distancia igual a la longitud del lado,
en la dirección que indica el archivo “crecen.dat”. Este archivo recoge las
direcciones de crecimiento e indica qué elementos pueden crecer. Una vez
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situado el centroide, se recorren los vectores camino buscando puntos ya
existentes y creando los que no están previamente a comenzar el proceso
de generación, tal y como muestra la figura 3.13 d). Finalmente, se crea
el elemento con las propiedades del callo y se le asigna uno de los grupos
de elementos de frontera de crecimiento.

Salidas del algoritmo

Del algoritmo de crecimiento de callo se obtienen los archivos modificados
de “Malla1xxxxx.dat”, de “Conc1xxxxx.dat” y la modificación de los sets de
nodos o elementos según sea 2D o 3D.

3.4. Programación de los algoritmos

En este apartado se explica como se procedió en la programación de los
algoritmos

3.4.1. Programación del controlador

La programación del controlador se basa en las especificaciones descritas en
el apartado del algoritmo 3.3.1. Su misión es dirigir el curso de la simulación y
el gestionar las carpetas y archivos.

Para ello el programa se estructura como se muestra en el diagrama de flujo
que se representa en la figura 3.14. Ah́ı se puede ver el esquema completo para
el control del programa de simulación 2D. Para la simulación 3D se empleará
este esquema y se harán observaciones en las diferencias.

El script, algoritmo pasado a programa ejecutable por el ordenador, del
programa principal tiene el nombre “princdeltatcon.py” para el 2D y “main.py”
para el programa 3D. Antes de ejecutar el programa, es necesario tener el archivo
“inp” preparado de antemano con el modelo mallado, las concentraciones, los
grupos... Una vez que se ejecuta el script del controlador, en la consola o en el
IDE, pide unos datos:

Tipo de problema, axisimetrico(1) o plano(0): este apartado nos permite
elegir entre el tipo de resolución que queremos para el tipo de malla que
vamos a emplear. Se pregunta directamente el tipo de problema que es
y el solver se adapta a esta elección. En lo que respecta a la geometŕıa,
el 2D plano y el axisimétrico emplean el mismo tipo de geometŕıa. La
diferencia se encuentra en el método de integración. En la opción del 3D
es indiferente que opción emplear puesto que sólo hay un solver.

Numero de concentraciones: es para indicar cuántos tipos de células que-
remos analizar. El programa está pensado para dos concentraciones dife-
rentes. Sin embargo, podŕıan ser concentraciones de más células o analizar
tan sólo un tipo.

Carpeta inps: donde se encuentra el archivo “inp” a leer. La dirección pue-
de escribirse entera o emplear una ruta relativa si la carpeta que contiene
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los “inp” se encuentra en un directorio interno de la carpeta del script
principal.

Nombre del archivo 1: es donde se indica el nombre del archivo que con-
tiene la información del problema para la primera concentración

Nombre del archivo 2: es donde se indica el nombre del archivo que con-
tiene la información del problema para la segunda concentración

Directorio de trabajo: aqúı se dice dónde se quieren guardar los resultados.
De nuevo, puede ser con dirección completa ó relativa.

Propiedades comunes: estas son las propiedades comunes para todas las
concentraciones

� Deltar: tamaño medio del lado de la malla. En función de este tamaño
se calculan los nuevos triángulos en 2D y los nuevos voxeles en 3D.

� factor de forma: es un factor que indica cuántas veces el tamaño del
lado medio (Deltar) se puede alejar el callo de fractura en horizontal.
Es empleado para el ancho del callo 2D.

� tiempo final: al ser un problema dinámico hay que hacer cálculos
para un tiempo finito.

� Deltat: es el incremento de tiempo que se hace en una iteración.

� velocidad maxima de crecimiento: este valor es el valor de la velocidad
máxima de crecimiento de callo al d́ıa. este valor se encuentra en la
función de control de la velocidad 3.21

Propiedades particulares: estas propiedades se escriben por duplicado, una
por cada concentración.

� Umbral: aqúı se indica el valor umbral de la concentración de células
que corresponda (MSCs o condrocitos)

� Concentracion maxima: este es el valor de la concentración máxima
que puede haber del tipo de células que corresponda. En el estudio se
empleó el valor de la concentración marcada por las condiciones de
contorno pues la concentración nunca será mayor que en las indicadas
en estas.

� velocidad relativa:se refiere a los parámetros a y b respectivamente.
Estos parámetros aparecen en la ecuación 3.22.

en el diagrama de flujo 3.14, los datos que se le facilitan al programa en la
ventana inicial se añaden al archivo “inicio.dat” y corresponden al recuadro de
parámetros. Son datos que, en algunos casos, no se encuentran en el “inp”.
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Figura 3.14: Diagrama de flujo programa principal de control en python

En el siguiente paso del diagrama de flujo se muestra un bucle. Este bucle
de tiempo no termina hasta que el tiempo final es alcanzado en incrementos de
tiempo ∆t. Ya śı, una vez dentro del bucle de tiempo, comienza a ejecutar los
otros algoritmos del programa.

3.4.2. Programación del solver

En la estructura interna, el flujo del solver se divide en lectura de archivos,
realización de los cálculos y escritura de los nuevos datos obtenidos del modelo
de elementos finitos.
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Como ya se comentó, los cálculos en el 2D y 2D axisimétrico son de matriz
completa y despeje por el método Gauss lo que consume más RAM aunque es
mucho más rápido. Sin embargo, el 3D es por almacenamiento en banda lo que
permite hacer cálculos de matrices mucho mayores pero cuya velocidad depende
de la dispersión de la numeración de los nodos que es la que determina el ancho
de banda.

Lo que calcula el solver es la resolución mediante el método de elementos
finitos del problema de difusión planteado en la fórmula 3.1 y que se resuelve
con la formulación variacional del sistema que ya se desarrolló en la sección
3.2.1.

Al ser un módulo dentro del algoritmo principal, se podŕıa cambiar el código
empleado, por una llamada a un programa comercial que pueda resolver la
simulación del problema de difusión.

3.4.3. Programación de la detección de fronteras y um-
brales

Este módulo de programación se encarga de dos funciones: detectar las caras
libres de la frontera y cuáles de esas caras pueden crecer según los umbrales
marcados. En el caso del 3D, a mayores, este módulo calcula en qué dirección
puede crecer un elemento.

Flujo 2D

El flujo que sigue el script para el flujo 2D es el indicado en la figura 3.15.
Comienza por formar los lados en función de los elementos, el orden de los
nodos viene explicado en la figura 3.9 aśı como el orden de los lados. En
esta fase se crea la matriz lados que tiene dimensiones (4,3,Neleme). La
razón de estas dimensiones se encuentra en que cada elemento (contenidos
todos en Neleme) tiene tres lados y cada lado contiene cuatro datos, a
saber: los tres números identificadores de los nodos del lado y un cuarto
valor que vale 0 si es un lado que pertenece a más de un elemento ó 1 en
caso de que sea un lado libre.
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Figura 3.15: Diagrama de flujo de las acciones del algoritmo de detec-
ción de fronteras y umbrales para el 2D

Tras crear los lados, detectan las fronteras de crecimiento a partir de los
nodos que están entre los listados en la frontera de crecimiento, definida
en el archivo “.inp”. Dejando con un 1 aquellos lados que están en la
frontera.

Finalmente, descarta los nodos que no son de crecimiento por no alcan-
zar la concentración umbral. Realiza la selección de nodos mediante un
programa que recorre los lados que tienen un 1 y, tomando el nodo medio
como referencia. Luego, comprueba si la concentración de células en este
nodo es mayor que la concentración umbral indicada en “incio.dat”.

Flujo 3D

El script para el flujo 3D sigue el diagrama mostrado en la figura 3.16 y en
él, a diferencia de formar lados como en el 2D, se calculan los centroides
de los cubos. La explicación del algoritmo se encuentra en la sección 3.3.3
y la explicación de los cálculos en la sección 3.2.3.

Figura 3.16: Diagrama de flujo de las acciones del algoritmo de detec-
ción de fronteras y umbrales para el 3D
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Los procesos de detecta frontera y frontera de crecimiento se combinan en
una sola fase en el 3D. Esto se debe a que en lugar de hacer la detección
del borde y luego descartar, se cogen directamente los elementos de la
frontera y se descartan los que no pueden crecer.

3.4.4. Programación de la velocidad

El código de cálculo de la velocidad se encuentra incluido dentro del pro-
grama principal de control. Esta parte del programa se encuentra escrita en
python [28] y funciona de la forma descrita a continuación.

Una vez que tenemos la información de crecimiento traducida a unos y ceros
en el archivo ”cambiosfinales.dat”, lo que se hace es tomar la concentración de
células en los lugares en los que hay un uno.

Para el caso 2D se toma la concentración del nodo intermedio del lado libre.
En el caso tridimensional se calcula el promedio de las concentraciones de los
ocho nodos del elemento. Esto que se acaba de explicar se hace para las concen-
traciones de MSCs por un lado y para los condrocitos por otro y con esos valores
de concentraciones se calcula la velocidad como está indicado en la sección 3.3.4
y mediante el uso de la fórmula 3.21 del apartado 3.2.4 . Esto combina los dos
valores de concentraciones en un sólo valor de velocidad que permite hacer una
predicción del volumen de ese step de tiempo.

Luego se calcula el volumen que debeŕıa de crecer si crecieran todos los
elementos que tienen un uno mediante integración. Se comparan los volúmenes
obtenidos por los dos métodos y si procede crecer por cumplirse la condición
3.30 entonces se pasa a la siguiente sección de crecimiento de callo.

3.4.5. Programación del crecimiento de callo

A continuación se exponen los diagramas de flujo para el apartado de creci-
miento de callo. Se ha de tener en cuenta al comparar las figuras que el diagrama
de flujo de los triángulos hace referencia al crecimiento de un sólo elemento, lue-
go hay que hacer un bucle para recorrer todos los elementos. Mientras que el
diagrama de los vóxeles se aplica directamente a todos los elementos de la malla,
siendo más sencillo el modelo de generación de vóxeles.
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Figura 3.17: Diagrama de flujo algoritmo de crecimiento 2D y axi-
simétrico para un elemento

Como se comentó en el primer párrafo de esta sección, lo que muestra la
figura 3.17 es el diagrama de flujo para la ejecución del programa de crecimien-
to de callo para un único elemento. Aunque siendo más concisos, para llegar
al diagrama de flujo de esta figura primero se recorren todos los cambios de
”cambiosfinales.dat”. Esos cambios son uno para cada nodo y si el valor del
cambio es uno entonces se activa el algoritmo mostrado en la figura.

La primera operación es calcular los ángulos respecto del eje principal. Los
ángulos son tres: el ángulo respecto de la horizontal, el ángulo respecto de la
vertical y el ángulo de inclinación del lado que se obtiene de aplicar la arcotan-
gente de la pendiente del lado (la pendiente se calcula a partir de la relación
entre el eje Y y el eje X).

Una vez tenemos los ángulos hechos, tomando como referencia el eje natural
(que coincide con el eje Y) se pasa a calcular la distancia al otro frente de
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fractura. Para ello se busca el nodo medio más cercano de la frontera que se
encuentre en el otro lado de la fractura.

Cuando encuentra un nodo de la frontera opuesta el programa calcula la
distancia euclidiana y compara esa distancia con la anterior distancia encontra-
da(si es la primera en ser calculada la toma como referencia). La menor distancia
será la que se tome como referencia para el cierre y se guarda esa distancia.

Si la distancia de referencia es mayor que 1.25 veces la altura de un triángulo
equilátero de lado Deltar hay crecimiento natural. Este factor de 1.25 se tomó
por estar en un intervalo mayor que la altura de un triángulo equilátero de lado
Deltar y menor que dos veces la altura del triángulo equilátero para este tamaño
de lado. Se probaron los valores de 2 veces la altura y 1.5 veces la altura pero
los elementos se distorsionaban mucho si coincid́ıa que la distancia de las dos
fronteras era próxima al valor de esta condición. Por eso se redujo la distancia
entre fronteras hasta 1.25 veces el valor de la altura.

Cuando ocurre la situación mencionada, se hace una propuesta de triángulo.
Esta propuesta se calcula creando un triángulo ficticio que tiene la altura de
0.866 veces Deltar y dirección perpendicular a la dirección del vector que une
los vértices del lado que va a crecer. La forma de poner el vértice opuesto al
nodo medio del lado frontera está explicado en la Figura 3.11.

Para la realización del giro hay que obtener el signo del coseno del ángulo
horizontal. Se entiende por ángulo horizontal al coseno del ángulo formado con
el eje de abscisas y el lado libre. El signo del coseno del ángulo horizontal se
emplea para comprobar si puede crecer en la dirección indicada. Como se explicó
previamente en la sección 3.3.3, cada elemento tiene un sentido de numeración y,
por lo tanto, la posición de los números identificadores dentro de la conectividad
de los elementos siguen un orden que determinará este signo.

Figura 3.18: Imagen que muestra el sentido de los vectores que unen
los vértices de los elementos y que se calculan con el coseno del ángulo

horizontal

Si el elemento cumple con la condición de crecer en el sentido correcto(que
se puede ver en la Figura 3.18), si no hay problemas, se almacena la información
de las coordenadas para el nuevo elemento. Sin embargo, si hay problemas se
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devuelven las coordenadas a cero salvo una a la que se le da el valor de -5000,
que actúa como marcador de que no se pudo crear.

En caso de llegar a la zona del clavo se realizaŕıa una generación del punto
en una subrutina llamada “corte”. Esta subrutina da las coordenadas al nodo
con un valor de X igual al del clavo. El clavo es vertical y por lo tanto todos los
nodos del clavo tienen el mismo valor de X con lo que al nuevo nodo se le dan
las coordenadas de manera que están a ras del valor de X para el clavo y tienen
una altura igual a la altura del triángulo equilátero. Para este caso también se
aplica el cálculo de distorsión y si no se ajusta adecuadamente a los requisitos
impuestos no se crea.

Aśı es la programación y explicación del programa de crecimiento para callo
2D y axisimétrico. El 3D es más simple en cuanto a proceso de generación y
explicación.

Como se muestra en la figura 3.19 el comienzo es el cálculo del centroide
del primer elemento (también tenemos esa información en el archivo centroides)
para continuar con el cálculo de los vactores camino.

Figura 3.19: Diagrama de flujo algoritmo de crecimiento 3D completo

Una vez que se tienen los vectores camino, sólo hay que trasladar esos vec-
tores a los centroides de los elementos nuevos a crear. Para ello se recorren
todos los elementos, si ese elemento puede crecer según el archivo “camibiosfi-
nales.dat”. En caso de que aśı sea, se desplaza el centroide en las direcciones
que el archivo “crecen.dat” indique y se lleva a cabo el recorrido de los vectores
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camino a partir de los centroides generados. Se asignan el material y el grupo
frontera al que pertenece el elemento y se repite el bucle hasta terminar con
todos los elementos.

El último paso seŕıa la escritura con los nuevos datos, modificando los ar-
chivos pertinentes para cada caso.
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Caṕıtulo 4

Ejemplos de aplicación.
Resultados

4.1. Introducción

Una vez explicada la metodoloǵıa, se pasa a su empleo en varios casos de
aplicación para comprobar la eficacia del algoritmo a la hora de simular la
evolución del callo inicial.

En este caṕıtulo se llevan a cabo las simulaciones numéricas de distintos
modelos, axisimétricos y 3D de fracturas diafisarias de fémur tratadas con cla-
vos intramedulares largos, mediante variaciones en la tipoloǵıa de la fractura
representada.

Por otro lado, también se realiza la comprobación de la influencia de la
función de control de velocidad para observar como afecta al crecimiento del
callo y se analiza como afectan los cambios en los valores de los parámetros de
ajuste.

Finalmente, como complemento a la explicación 3D, se muestran y enun-
cian los programas empleados para la obtención de la simulación de la fractura
voxelizada.

4.2. Resultados del modelo axisimétrico

Lo que diferencia los modelos plano 2D y axisimétrico es el método de resolu-
ción del modelo de elementos finitos, el algoritmo empleado para el crecimiento
es el mismo. Las simulaciones que se muestran en esta sección son simulaciones
de modelos axisimétricos, ya que es válido para representar el modelo 3D en
caso de simetŕıa de revolución. Sin embargo, los modelos 2D planos no tienen
validez representando el comportamiento del hueso 3D.

Lo primero que se muestra son las imágenes de la evolución del callo inicial
en una fractura transversa. La razón de llevar a cabo la simulación de este tipo
de fractura es que es el más analizado en la literatura [2, 6, 17, 34, 49, 50, 72,
88, 93, 98, 101]. La fractura transversa consiste en un corte limpio horizontal,
causado por un impacto de gran enerǵıa en una zona puntual. Las condiciones
tan concretas para que se forme una fractura de este tipo hacen que sean de los
tipos menos frecuentes. Aún siendo menos frecuentes, resulta de interés para
completar el abanico de geometŕıas sobre los que se verifica la capacidad del
algoritmo para simular la evolución del callo.
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Todas las mallas mostradas en esta parte 2D del trabajo son mallas com-
puestas por triángulos cuadráticos de 1 mm de lado.

Figura 4.1: Concentraciones de las células mesenquimales (MSCs) y
condrocitos con las condiciones de contorno constantes para todo el con-
torno Γ1 y concentraciones diferentes para las condiciones iniciales del

problema transitorio

En la Figura 4.1 se puede ver la evolución de las concentraciones para dos
tipos de células: células mesenquimales (MSCs) y condrocitos. Como se puede
apreciar en la imagen, los instantes mostrados son los correspondientes a las
iteraciones: 0, 5, 15, 25, 35, 45 y 53. Se seleccionan estas iteraciones por ser la
más representativas, ya que son los instantes en los cuales hay crecimiento.

La activación del proceso de crecimiento de malla se desencadena por dos
concentaciones diferentes (a, b), una para cada tipo de células (MSC, condroci-
tos), sin embargo se adopta un único valor de velocidades para la malla y, por
lo tanto, tendrán una representación única para cada iteración de crecimiento
de la malla.

En la figura 4.2 se puede ver la velocidad de cada uno de los nodos. Los
valores de las figuras son adimensionales y toman valores entre 0 y 1 ya que ese
es el rango de valores que toma la función sigmoidea. Una vez que se obtienen
los valores normalizados, se multiplica el valor de velocidad máxima (expresada
en mm3/d́ıa) por el valor de la función en ese nodo.

Como se puede observar, la iteración 0-1 (el paso de crecimiento entre el
tiempo 0 y el 1), es el estado inicial del modelo. En las iteraciones posteriores
se aprecia como el dominio de la malla aumenta conforme la velocidad aumenta
debido al incremento del valor de las concentraciones en el foco de fractura, que
desencadenan la adición de nuevos elementos en el borde de fractura , simulando
aśı la generación de callo nuevo.



4.2. Resultados del modelo axisimétrico 69

Figura 4.2: Velocidades de los nodos de crecimiento en los momentos
inicial (paso de la iteración 0 a la 1), intermedios (iteración de crecimiento

entre los pasos 25-26 y 37-38) y final (52-53)

Estos diagramas de velocidades dan una idea de cuánto puede crecer la malla
por cada paso de tiempo. Si el valor de velocidad en el foco de fractura es muy
grande puede crecer varias veces mientras que, en el caso contrario, puede que
no crezca en absoluto.

Una vez se ha comprobado que el algoritmo de crecimiento de la malla afecta
al crecimiento, es necesario comprobar si la función de velocidad 3.21 responde
a la variación de parámetros.

Para realizar la comprobación, se llevaron a cabo simulaciones de la malla
anterior para los mismos datos: misma malla, factor de forma, incrementos de
tiempo, umbrales; pero cambiando el valor de los parámetros a y b para la
función 3.22 de control de la velocidad.

El ajuste de los parámetros de esta función de velocidad es una de las con-
diciones para que el progreso del modelo se adapte a la evidencia cĺınica.
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La tabla 4.1 muestra el conjunto de datos empleados en el lanzamiento de
las simulaciones. Destacando como únicas variaciones las diferencias entre los
parámetros a y b. Como se puede apreciar a partir de los datos y nombres
de la tabla, resulta más rápido el crecimiento cuanto mayor es el valor de las
velocidades relativas.

Con la variación de estos parámetros cambia la forma de la función sigmoidea
3.22. Para poder apreciar su efecto en la evolución, se han seleccionado los
fotogramas correspondientes a la misma iteración en cada una de las diferentes
combinaciones para compararlas entre śı, como se puede ver en la figura 4.3.
En esta imagen se aprecia como los cambios en estos parámetros modifican el
resultado final y controlan el crecimiento del modelo, haciendo que se prolongue
más o menos el cierre en función de a y b.

Rapido Medio Lento
Tipo de problema 1 1 1
Concentraciones 2 2 2
Archivo 1 femurplano31 femurplano31 femurplano31
Archivo 2 femurplano32 femurplano32 femurplano32
deltar 1 1 1
factor de forma 0.6 0.6 0.6
t final 15 15 15
deltat 0.2 0.2 0.2
v max de crec 1024 1024 1024
umbral 1 0.2 0.2 0.2
conc max 1 2.8 2.8 2.8
a(vel rel 1) 10 6 2
umbral 2 0.1 0.1 0.1
conc max 2 1.9 1.9 1.9
b(vel rel 2) 12 8 3

Cuadro 4.1: Tabla que contiene los parámetros que se pasan al comien-
zo de la simulación para tres casos diferentes de velocidad manteniendo

los demás datos
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Figura 4.3: Comparación del crecimiento de malla para las tres veloci-
dades: Rápido, Medio y Lento

Tras la comprobación del control de crecimiento a través de los parámetros
de la función de velocidad, se procede a la prueba del algoritmo de crecimiento
en diferentes tipoloǵıas de fractura. El empleo de diferentes geometŕıas permi-
te comprobar la capacidad de adaptación a cualquier geometŕıa de fractura y
también comprobar la eficacia y robustez del algoritmo implementado.

Como se aprecia en la figura 4.4, el algoritmo de crecimiento es capaz de
cerrar distintos tipos de fracturas. La fractura transversa tiene 6 mm de hueco
de fractura mientras que la oblicua tiene una separación de 4 mm y 33.7 grados
de inclinación. Estas geometŕıas son de un único tipo, sin embargo, en el caso
de la conminuta se pueden apreciar estos dos tipos de geometŕıa combinados en
la misma malla y cómo se cierra desde los extremos del hueso. Se ha supuesto
un trozo de hueso inerte en la zona intermedia con un hueco horizontal de
5 mm y otro inclinado de 2 mm de hueco y 21.8 grados respecto del eje de
abscisas. Este modelo conminuta resulta especialmente interesante ya no sólo
desde el punto de vista de modelar una geometŕıa compleja, sino también porque
permite comprobar cómo la conectividad de la malla funciona correctamente,
pues la concentración en la sección de hueso inerte transmite las células por
difusión en la forma que se esperaŕıa.
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Figura 4.4: Evolución del cierre de la malla para distintas geometŕıas
en axisimétrico.

Se han llevado a cabo estos ejemplos para mostrar cómo el algoritmo puede
cerrar geometŕıas complejas en modelos axisimétricos, mostrando la eficacia de
la formulación planteada y su implementación numérica.

4.3. Resultados del modelo 3D

El modelo 3D, a diferencia de los modelos axisimétricos, puede represen-
tar de forma fidedigna cualquier geometŕıa de fractura posible. En el presente
trabajo, se han empleado modelos de elementos finitos compuesto de vóxeles
con resolución de 1 mm de lado. Las propiedades de los distintos elementos se
aplicaron como: clavo de acero, médula ósea, hueso cortical y periostio. Cada
tipo de elemento tiene sus propiedades de densidad y coeficiente de difusión aśı
como una concentración inicial propia de los distintos tipos de células.

La metodoloǵıa para la obtención del modelo utiliza como datos de partida
una serie de tomograf́ıas estándar de un fémur, adquiridas a intervalos equidis-
tantes de 1 mm de separación. Las tomograf́ıas proporcionan información de la
densidad de los tejidos en función de las unidades Hounsfield [22,48,104].
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(a) (b) (c)

Figura 4.5: Transformación del modelo de hueso de una tomograf́ıa en
unidades Hounsfield a modelo de vóseles. La figura (a) Se trata de la
resonancia magnética del hueso, (b) se trata del modelo 3D que se le

pasa a modVOX® y (c) se trata del modelo voxelizado

El fémur del caso de estudio , figura 4.5, es de un varón de 46 años. El hueso
estaba congelado a -20ºC, por lo que se mantuvieron intactas las propiedades
mecánicas del tejido vivo [54].Una vez procesadas, las tomograf́ıas fueron im-
portadas en el programa modVOX® para obtener un modelo de vóxeles [84] de
la zona media de 43 miĺımetros del fémur. Se ha incorporado un fragmento de
clavo intramedular, que se ha voxelizado con el programa modVOX® mediante
una función del propio software que permite la adición de prótesis. En la figura
4.6 se puede ver la interfaz del programa modVOX®
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Figura 4.6: Figura de la ventana principal de modVOX®.

Para poder obtener los modelos de elementos finitos primero se obtiene un
formato compatible con los sólidos de Ansys a partir de los datos suministrados
a AutoCAD con el modelo voxelizado y luego se convierten en mallas para el
modelo de elementos finitos. En el proceso de creación de modelos, se procuró
representar geometŕıas similares a los modelos axisimétricos para realizar una
comparación de la evolución en ambos casos y ver las diferencias. Para ello se
representaron los modelos de la fractura transversa, figura 4.7; la oblicua, figura
4.8; y la fractura conminuta, figura 4.9.

Figura 4.7: Fractura del modelo de fractura transversa en el software
AutoCAD.
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Figura 4.8: Fractura del modelo de fractura oblicua en el software Au-
toCAD.

Figura 4.9: Fractura del modelo de fractura conminuta en el software
AutoCAD.

Los materiales óseos se han discretizado a dos tipos: hueso cortical y hueso
trabecular. Se ha realizado el mallado de los modelos con el elemento SOLID70
(Thermal) del software Ansys®, de tamaño 1 mm para que la malla resultante
se adapte a la geometŕıa del modelo de vóxeles. En la siguiente figura, figura
4.10, se puede ver el modelo de Ansys y cómo se encuentra realizando el proceso
de mallado.
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Figura 4.10: Ventana del modelo de Ansys.

Una vez se tiene el modelo de malla en formato “.sat”, formato que lee
ABAQUS, y que permite crear el archivo “.inp”, se pueden crear las colecciones
(sets) de elementos para la simulación y con ello se tiene todo lo necesario para
generar el modelo y lanzar los cálculos en el programa MEF implementado en
Python. Para la presentación gráfica de los resultados obtenidos , se ejecuta
un script de Python de nombre “representar.py”. Este script transforma los
datos de los archivos “.sal” de las mallas en archivos “.vtk” que puede leer el
programa ParaView. Entre otras funcionalidades y ventajas, ParaView permite
visualizar los modelos contenidos en los archivos “.vtk” por grupos de nombre,
haciendo una visualización animada de las diapositivas en caso de ser imágenes
consecutivas (steps), y realizar cortes en la dirección deseada haciendo láminas
2D a partir de la figura 3D. Una imagen de la interfaz gráfica de ParaView
(figura 4.11) es mostrada con el perfil por defecto que viene con el programa.

Figura 4.11: Vista de la interfaz de usuario de ParaView.

Realizado el proceso anterior, se obtienen los resultados de las simulaciones.
ParaView permite personalizar la imagen de salida para modificar el fondo, la
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localización de guardado y la resolución de la imagen. Los resultados que se
mostrarán a continuación son varios fotogramas no consecutivos de los diferen-
tes modelos. En ellos se aprecia el crecimiento del callo en el foco de fractura
en función de las concentraciones y con la velocidad marcada por la función
3.21. En este caso se representa la evolución de la concentración de MSCs, pu-
diéndose visualizar de igual modo las concentraciones de condrocitos utilizando
el correspondiente fichero de resultados.

Figura 4.12: Evolución del callo mediante el cálculo de concentraciones
de células mesenquimales en una fractura transversa de 6mm de hueco:

Vista en perspectiva 3D del proceso de crecimiento del callo.

Figura 4.13: Evolución del callo mediante el cálculo de concentraciones
de células mesenquimales en una fractura transversa de 6mm de hueco:

Vista de un corte sagital a lo largo del eje femoral.

En la figura 4.12 se puede apreciar cómo el callo va cerrando el espacio
entre los dos frentes del foco de fractura. La fractura es de 6 mm de corte per-
pendicular a la dirección principal del eje natural del fémur. Se puede apreciar
levemente como el clavo se encuentra inclinado en la figura inicial.
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Figura 4.14: Evolución del callo mediante el cálculo de concentraciones
de células mesenquimales en una fractura oblicua de 4mm de hueco e
inclinación de 30º: Vista en perspectiva 3D del proceso de crecimiento

del callo.

Figura 4.15: Evolución del callo mediante el cálculo de concentraciones
de células mesenquimales en una fractura oblicua de 4mm de hueco e
inclinación de 30º: Vista de un corte sagital a lo largo del eje femoral.

En la figura 4.14 se ve el caso de una fractura oblicua de 30º. Se puede
apreciar como avanza el callo primero por los puntos más próximos a los puntos
más distales de la fractura. En este caso, la separación de ambas partes es de
4mm.

Figura 4.16: Evolución del callo mediante el cálculo de concentraciones
de células mesenquimales en una fractura conminuta de 4mm de hueco
e inclinación de 30º en la zona con inclinación y 3mm de sección trans-

versa:Vista en perspectiva 3D del proceso de crecimiento del callo.
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Figura 4.17: Evolución del callo mediante el cálculo de concentraciones
de células mesenquimales en una fractura conminuta de 4mm de hueco e
inclinación de 30º en la zona con inclinación y 3mm de sección transversa:

Vista de un corte sagital a lo largo del eje femoral.

Finalmente, la figura 4.17 muestra la fractura con conminuta, un trozo de
hueso que es residual e inerte. En este ejemplo se dan ambos tipos de geometŕıa:
transversa y oblicua; con la diferencia de que el trozo inerte no aumenta la
concentración de células y sirve como conector entre ambos segmentos de la
fractura.
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Caṕıtulo 5

Discusión, conclusiones,
aportaciones originales y
desarrollo futuro

5.1. Discusión

Se ha presentado en la Tesis un nuevo enfoque para la aproximación al pro-
blema de formación de callo inicial en fracturas óseas. Éste permite la obtención
de la geometŕıa inicial del callo para su posterior uso en los modelos que repre-
senten los procesos biológicos que ocurren en el proceso de consolidación ósea
(callo blando, callo duro y fase de remodelación).

La simulación del proceso de generación de callo inicial se logra con la aplica-
ción de los algoritmos descritos en la sección 3.3. El modelo axisimétrico permite
la simulación de fracturas con simetŕıa de revolución y el 3D todos los tipos de
fracturas.

En el trabajo se muestra cómo el enfoque permite la creación del generador
automático de malla,siendo este generador capaz de adaptarse a distintas tipo-
loǵıas de fractura, ya sea en el axisimétrico o en el 3D, como queda representado
en la figura 4.4 para el axisimétrico y en las figuras 4.12, 4.14 y 4.16 para el 3D.

En cuanto al uso en la práctica cĺınica, el modelo presentado puede ayu-
dar en la obtención de información dif́ıcil de conseguir mediante otras técnicas.
Información de las concentraciones de cada tipo de célula, velocidad de creci-
miento del callo en función de las moléculas presentes en sangre o el volumen
total de callo son algunos de los datos que se pueden obtener del uso del modelo
formulado. Las concentraciones son datos directos de las simulaciones, mientras
que la velocidad y el volumen son resultados del postprocesado.

De los trabajos previos analizados [2,6,17,32,34,50,72,79,82,88,93,98,99,101]
no se ha encontrado ninguna aproximación al problema de formación de callo sin
el pre-mallado del dominio. En las distintas publicaciones citadas, el desarrollo
más común es con un dominio predefinido de crecimiento del callo donde la
presencia de un tejido granular, previo a la formación del callo, suele ser el
planteamiento elegido para simular el proceso de formación de este callo y de
su posterior proceso de remodelación.

Por lo tanto, según lo propuesto en el enfoque de este trabajo, se abren
posibilidades de análisis alternativas y complementarias a los planteamientos
previos. Mediante el uso del generador automático de malla, el problema de
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callo inicial puede ser analizado desde otra perspectiva puesto que, hasta ahora,
el dominio era estático y estaba previamente definido mientras que el generador
automático de malla permite que el dominio evolucione libremente en base a
las concentraciones celulares.

En la bibliograf́ıa, de entre las simulaciones de crecimiento de callo, resulta
común encontrar el modelo base empleado por Claes [17], en el cual analiza
una fractura transversal, provocada en el metatarso de una oveja, mediante un
estudio mecánico realizado con un modelo de elementos finitos. Hay casos en
los cuales los modelos omiten la generación de callo en la zona medular debido
a que no llegan a explicar la formación de callo con los modelos exclusivamente
mecánicos [17,88].

Sin embargo, en la aproximación propuesta en este trabajo, la formación del
callo inicial no depende de las cargas mecánicas, sino únicamente de las concen-
traciones de los parámetros celulares que se han elegido (MSCs y condrocitos)
y se predice su desplazamiento en función de la segunda ley de difusión de Fick.
Se ha optado por esta opción debido a que, inicialmente, las cargas mecánicas
no se transmiten por el callo ya que las partes fracturadas no se encuentran
conectadas. Por lo tanto, las cargas afectan al callo fundamentalmente una vez
que el callo inicial se ha formado y puede transmitir esas cargas entre las zonas
óseas que conecta.

El modelo axisimétrico está implementado para triángulos cuadráticos que
permiten mayor precisión a mismo tamaño de malla. Este tipo de modelo per-
mite llevar a cabo la simulación de fracturas con simetŕıa de revolución con un
coste computacional bajo y una exigencia de recursos en memoria más reducida.

Por su parte, el modelo 3D está implementado con hexaedros lineales cuyas
geometŕıas son cubos dispuestos según las direcciones X, Y, Z, y todos del mismo
tamaño. Pueden representar cualquier geometŕıa, lo cual abre la posibilidad de
analizar cualquier tipoloǵıa de fracturas y adaptar los modelos a cada caso
particular.

La validación de los modelos de crecimiento de callo se realizó en base a
imágenes radiológicas obtenidas de la bibliograf́ıa [88] y facilitadas por el doctor
Jorge Albareda del Hospital Cĺınico Universitario “Lozano Blesa” de Zaragoza.
Permitiendo de este modo validar los resultados numéricos con las evidencias
cĺınicas documentadas.

A la hora de comparar ambos tipos de modelos, el modelo axisimétrico es
más rápido y permite un ajuste mejor en cuanto a la superficie exterior, pues
es continua. Sin embargo, no es capaz de representar ningún tipo de fractura
diferente de aquellas que tengan una simetŕıa de revolución. En cuanto al 3D,
el modelo muestra un contorno más o menos “pixelado” en función de la reso-
lución de malla utilizada. En muchos casos el tamaño de malla y pixelación del
contorno será el mismo que la resolución de la imagen médica de partida. El 3D
es capaz de representar todos los tipos de fracturas, lo cual no es posible en el
axisimétrico.

De los resultados obtenidos, tanto el modelo axisimétrico como el 3D pueden
cerrar diferentes tipos de fracturas perfectamente. Esta capacidad de evolución
de la malla puede ser aplicable a otros modelos transitorios o evolutivos.

Cabe resaltar los siguientes aspectos presentados hasta este punto:
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Los dominios de los modelos anteriores son premallados. En el trabajo
desarrollado no se premalla el dominio

Los modelos son de evolución de tejidos ya formados, pero no de la forma-
ción del callo inicial. En el presente trabajo no se parte de una estructura
tisular previa.

Los modelos 2D son sólo válidos a efectos algoŕıtmicos, no sirven para la
aplicación a fracturas reales.

Los modelos axisimétricos son aplicables a fracturas transversas u otro
tipo de fracturas con simetŕıa de revolución y no a fracturas complejas.

Los modelos de la aproximación 3D se pueden aplicar a todas las tipoloǵıas
de fractura.

Se puede mejorar la resolución del modelo 3D voxelizado reduciendo el
tamaño de los elementos.

5.2. Conclusiones

A partir de lo mostrado en el presente trabajo, en el cual se ha desarrollado
una metodoloǵıa para el análisis de la formación del callo inicial en fracturas
estabilizadas mediante clavo intramedular, se presentan las siguientes conclu-
siones referentes al nuevo enfoque:

Permite el análisis del proceso de generación del callo inicial. Proceso
dif́ıcil de observar y analizar debido a los muchos factores que afectan a
su formación y a la dificultad de realizar su sequimiento cĺınico.

No aparece en la bibliograf́ıa analizada y permite la obtención de un ma-
llado de referencia a partir del cual se pueden desarrollar los análisis de
las fases posteriores de consolidación ósea gracias a la geometŕıa obtenida
para esta fase de callo inicial y a los datos resultantes de la simulación.

En su aplicación a distintos tipos de fracturas, el programa desarrollado
ha mostrado ser capaz de cerrar estos tipos de fracturas diferentes, tanto
en la aplicación a modelos axisimétricos como a modelos 3D. Los modelos
axisimétricos permiten simular fracturas con simetŕıa de revolución y los
modelos 3D permiten simular cualquier tipo de fractura, incluso las más
complejas.

Puede ayudar a la práctica cĺınica mediante la obtención de información
dif́ıcil de obtener de otra forma. Algunos datos que se obtienen de este
tipo de simulaciones son: las concentraciones celulares, el volumen de callo
generado y la velocidad de crecimiento. Este enfoque abre posibilidades
de análisis complementarios y alternativos, permitiendo abordar de forma
más precisa el problema de generación de callo inicial
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5.3. Aportaciones originales

En este trabajo, se ha desarrollado un nuevo enfoque para el análisis de
la formación del callo inicial con aplicación a fracturas diafisarias de fémur
tratadas con clavo intramedular largo, que supone las aportaciones originales
que se enumeran a continuación:

1. Formulación espećıfica de problema de difusión celular, a partir de las
magnitudes claves en el proceso.

Se han considerado las MSCs y los condrocitos, pero el planteamiento está
abierto a incluir magnitudes adicionales sin alterar su esencia.

2. Formulación mediante elementos finitos del problema evolutivo.

Se ha conseguido formular el problema de formación del callo inicial me-
diante elementos finitos con un modelo evolutivo mediante el enfoque desa-
rrollado, incorporando además una herramienta de generación automática
de malla para el crecimiento del callo, evitando perder la información de
los nodos ya existentes.

3. Introducción de criterios de control, tanto para las concentraciones como
para la velocidad de crecimiento.

Se ha conseguido aśı controlar el crecimiento de callo mediante los valo-
res umbrales para el caso de las concentraciones, con un umbral por cada
concentración, y mediante los factores presentes en una función sigmoi-
dea, dependiente de las concentraciones normalizadas, de las velocidades
relativas y de la velocidad máxima de crecimiento de células por d́ıa.

4. Desarrollo de criterios topológicos para el crecimiento de malla, tanto
axisimétrica como 3D.

Se han desarrollado los criterios para el crecimiento de malla para triángu-
los cuadráticos en 2D y axisimétrico y para vóxeles en el 3D. Los triángulos
cuadráticos se apoyan en el análisis de los lados libres, detectados a partir
del nodo medio de los lados, mientras que los vóxeles se basan en las caras
libres, detectadas mediante los centroides de los elementos.

5. Desarrollo y programación de todos los algoritmos en un software propio

Se ha llevado a cabo la programación de todos los cálculos en los lenguajes
de programación Python y FORTRAN. Esto permite realizar los cálcu-
los con los ejecutables de FORTRAN, que llevan a cabo los cálculos más
pesados, y controlar los archivos de forma flexible con Python. El post-
procesado de los datos para la obtención de las imágenes se ha realizado
con una libreŕıa de Python para el axisimétrico y para el postprocesado de
los datos del modelo 3D, se ha creado un script que transforma esos datos
al formato que lee el software ParaView, que permite la visualización de
dichas geometŕıas.
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5.4. Desarrollo futuro

Por lo tanto, el enfoque propuesto ya es aplicable a la fase inicial en simu-
laciones de fracturas óseas. Para complementar las conclusiones y aportaciones
originales, a continuación se enumeran algunas ĺıneas de desarrollo futuro:

1. Inclusión de nuevas magnitudes relevantes en la formulación y permitir
que el usuario elija cuáles incorpora a partir de un menú de opciones.

2. Incorporación de nuevas tipoloǵıas de elementos, tanto en la formulación
axisimétrica como en la formulación 3D, optimizando los algoritmos de
crecimiento correspondientes.

3. Posibilidad de cálculo por rango de velocidades, permitiendo al usuario de-
finir los valores de velocidad mı́nima y máxima de crecimiento, de manera
que el programa calcule simultáneamente con ambos valores y proporcione
un rango temporal de formación del callo.

4. Incorporación de algoritmos de diferenciación tisular, de manera que se
puedan simular las fases siguientes de consolidación de las fracturas.

5. Incorporación de algoritmos de remodelado óseo, que permitan evolucio-
nar el callo a largo plazo hasta su configuración definitiva.

5.5. Resultados derivados de la Tesis

En esta sección se encuentran enunciadas las publicaciones llevadas a cabo
durante la tesis y las participaciones en congresos nacionales e internacionales.

5.5.1. Publicaciones llevadas a cabo durante la tesis

Algunos de los resultados mostrados en este trabajo se pueden encontrar en
las publicaciones llevadas a cabo durante el desarrollo de la tesis.

“A new approach for initial callus growth during fracture healing in long
bones”, publicada en la revista: “Computer Methods and Programs in
Biomedicine”, factor de impacto en 2021: 7,027. Cuartil Q1, tres citas.

“Three-dimensional computational model simulating the initial callus growth
during fracture healing in long bones. Application to different fracture ty-
pes”, publicado en la revista: “Bioengineering-basel”, factor de impacto
en 2021: 5,046. Cuartil Q2.

5.5.2. Participación en congresos durante la tesis

Además de los art́ıculos, la presencia en congresos es un punto de difusión
del contenido del trabajo realizado. Los congresos a citar son:

56 congreso SECOT. Presentación: “Analisis biomecánico de las fracturas
subtrocanteréas de fémur tratadas con clavo gamma largo”.
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57 congreso SECOT. Presentación: “Estudio biomecánico del efecto de la
dinamización y elección del material en fracturas subtrocantéreas oblicuas
para una adecuada consolidación ósea”.

EFORT online. Presentación: “Biomechanical study of axial and rotatio-
nal stability in subtrochanteric femoral fractures treated with long Gamma
Nail”. Del 28 al 30 de octubre del 2020.

17 simposio internacional del CMBBE. Presentación: “Biomechanical study,
by finite element analysis, of the material influence for lateral plates in
the treatment of distal femoral fractures”. Del 7 al 9 de septiembre del
2021.

X caṕıtulo español de la European Society of Biomechanics (ESB). Pre-
sentación: “Consolidación ósea: simulación numérica del proceso de gene-
ración de callo”.

27 congreso de la European Society of Biomechanics (ESB). Póster: “Dif-
ferent approach to the callus formation in bone fracture consolidation”.

XI caṕıtulo español de la European Society of Biomechanics (ESB). Pre-
sentación: “Implementación computacional de un modelo de crecimiento
de callo óseo: aplicación a fracturas de fémur conminuta”.
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M. Influence of fracture gap size on the pattern of long bone healing: a
computational study. Journal of theoretical biology 235, 1 (2005), 105–119.

[35] Goodship, A., and Kenwright, J. The influence of induced micro-
movement upon the healing of experimental tibial fractures. The Journal
of bone and joint surgery. British volume 67, 4 (1985), 650–655.

[36] Goodship, A. E., Cunningham, J. L., and Kenwright, J. Strain
rate and timing of stimulation in mechanical modulation of fracture hea-
ling. Clinical Orthopaedics and Related Research® 355 (1998), S105–
S115.

[37] Hadjiargyrou, M., McLeod, K., Ryaby, J. P., and Rubin, C.
Enhancement of fracture healing by low intensity ultrasound. Clinical
Orthopaedics and Related Research® 355 (1998), S216–S229.

[38] Hannouche, D., Petite, H., and Sedel, L. Current trends in the
enhancement of fracture healing. The Journal of Bone and Joint Surgery.
British volume 83, 2 (2001), 157–164.

[39] Hayward, L. N., de Bakker, C. M., Gerstenfeld, L. C., Grins-
taff, M. W., and Morgan, E. F. Assessment of contrast-enhanced
computed tomography for imaging of cartilage during fracture healing.
Journal of Orthopaedic Research 31, 4 (2013), 567–573.



92 BIBLIOGRAFÍA
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