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1. Introduccion

La finalidad de este trabajo consiste en profundizar sobre la evaluacién del proceso
de demostracion en contextos geométricos. En concreto, en este trabajo se va a tratar de
explorar como llevar al aula los dltimos resultados obtenidos por Arnal-Bailera y Manero

(2023). Para ello, se van a definir los siguientes objetivos:

1. Disefiar un instrumento que permita medir rasgos caracteristicos de los niveles 2 a

5 en la escala de Van Hiele, en alumnos de ESO y Bachillerato.
2. Administrar el test y realizar una exploracion de los resultados obtenidos.

3. Elaborar una situacién de aprendizaje que permita solventar algunos de los proble-

mas y dificultades que se observen en el anélisis de resultados.

1.1. Curriculo

El modelo de Van Hiele es un modelo muy extendido dentro del dmbito educativo, el
cual intenta dar herramientas de diagndstico e intervencion a los docentes para influir en el
proceso de ensenanza-aprendizaje, y favorecer el desarrollo del pensamiento geométrico
de los alumnos. Para este trabajo se va a seguir lo indicado en la ORDEN ECD/1172/2022,
de 2 de agosto, por la que se aprueban el curriculo y las caracteristicas de la evaluacion de
la Educacién Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacién en los centros docentes
de la Comunidad Auténoma de Aragon, y la ORDEN ECD/1173/2022, de 3 de agosto,
por la que se aprueban el curriculo y las caracteristicas de la evaluacion del Bachillerato
y se autoriza su aplicacion en los centros docentes también de la comunidad auténoma
de Aragén. En estos documentos se hace explicita la utilidad del modelo de Van Hiele
para estructurar tanto los saberes basicos, como el disefio de actividades y situaciones de

aprendizaje en el aula.
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2. Marco tedrico

El modelo de razonamiento geométrico propuesto por Pierre y Dina Van Hiele (Crow-
ley, 1987; Jaime, 1995), surgié fruto de la observacion que realizaron en el aula sobre los
problemas cotidianos a los que se enfrentaban los/as alumnos/as de ensefianza secunda-
ria a la hora de resolver cuestiones de indole geométrico. Se dieron cuenta de que los
alumnos, en algunas ocasiones, no entendian la materia que se les explicaba, aunque se
presentara el contenido de formas distintas. En otras, no sabian seguir los pasos necesarios
para resolver ciertos ejercicios, o ni siquiera entendian lo que el profesor les pedia. Y lo
mas importante, se dieron cuenta de que estas dificultades ocurrian afio tras afio. Fruto de
esta observacion, en sendas tesis doctorales, Pierre y Dina Van Hiele idearon un modelo,
desde una perspectiva constructivista del aprendizaje, sobre las caracteristicas y evolucién
del razonamiento geométrico. Pierre se encargé del marco teérico del modelo, y Dina fue

quien propuso una aplicacion practica del modelo con unas lecciones de geometria.

Este modelo, como no podia ser de otra manera, se conoce como el modelo de Van
Hiele, y tiene una doble finalidad: por un lado, estructura el grado de destreza de los
estudiantes en cinco niveles de razonamiento, siendo el nivel 1 el més sencillo, y el nivel
5 el correspondiente a un nivel experto; y por otro lado, da indicaciones sobre como
organizar las actividades educativas para que los alumnos progresen de un nivel a otro,
proponiendo cinco “fases de aprendizaje” que hay que tener en cuenta a la hora de elaborar
dichas actividades, ya que las caracteristicas de éstas dependeran de la fase concreta que

estén atravesando los alumnos.

2.1. Propiedades del modelo de Van Hiele

Para comprender mejor el modelo de Van Hiele, es importante atender a sus principa-

les caracteristicas (Jaime, 1995):

Secuencialidad: Los niveles de razonamiento se van adquiriendo de forma secuencial,
empezando por el nivel 1. No es posible ni empezar por otro nivel ni dar saltos entre
niveles. Si una persona ha adquirido un nivel arbitrario de razonamiento, necesariamente

ha debido pasar por los niveles inferiores previamente.

Especificidad: Esta propiedad hace referencia a la especificidad del lenguaje. Cada
nivel maneja un lenguaje propio y las mismas palabras pueden tener significados distintos
entre un nivel y otro. Por ejemplo, si a un alumno se le pide “demostrar” cierta conjetura

0 proposicién, no tiene el mismo significado cuando estamos trabajando en los primeros
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niveles de razonamiento, donde quizds sea suficiente una demostracion intuitiva, que en

los niveles superiores, donde ya se espera que el alumno se maneje con el lenguaje formal.

Paso de un nivel al siguiente: Una pregunta interesante es como se producen las
transiciones entre niveles de razonamiento. En la propuesta inicial de los Van Hiele, éstos
contemplaron una transicion brusca entre niveles (ver Figura 1). La explicacion a esta
transicion brusca seria que un individuo se encuentra razonando de acuerdo a las carac-
teristicas del nivel en el que se encuentra, y en cierto momento, de forma subita, comienza
a percibir la geometria de otra manera, de acuerdo con las caracteristicas del nuevo nivel

de razonamiento adquirido.

we—n =

Figura 1: Propuesta inicial de Pierre y Dina Van Hiele sobre cémo se producen las transi-

ciones de un nivel al siguiente (Jaime, 1993).

Sin embargo, las investigaciones que se han llevado a cabo para comprobar este
fendmeno han sugerido que estas transiciones se producen de forma continua, incluyendo
un solapamiento entre el nivel del que se parte y el siguiente nivel (Jaime, 1993). Es-
te solapamiento se traduciria en que aparecen caracteristicas de razonamiento de ambos

niveles durante el periodo de transicion (ver Figura 2).

-

Figura 2: Otra propuesta sobre como se producen las transiciones de un nivel al siguiente
(Clements, 1992; Jaime, 1993, p. 33).
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Globalidad o localidad: Esta propiedad responde a la pregunta de si un individuo,
cuando adquiere cierto nivel de razonamiento, lo hace de forma global, es decir, de manera
independiente al concepto sobre el que se razona, o de forma local, es decir, si depende
de él. La respuesta a la que apuntan las investigaciones es que el nivel de razonamiento
es dependiente del concepto con el que se trabaja. Es decir, un individuo, frente a un
concepto como podria ser la posicion relativa de dos rectas en el plano, podria mostrar en
su razonamiento caracteristicas propias del nivel 4, pero frente a la posicion relativa de

dos planos en el espacio mostrar caracteristicas propias del nivel 3.

Instruccion: Esta propiedad hace referencia a que la adquisicion de los niveles de
razonamiento, no depende de aspectos bioldgicos, sino de la instruccion recibida y expe-

riencia propia del individuo.

2.2. Vinner y la formacién de conceptos

Antes de presentar las caracteristicas propias de cada nivel de razonamiento del mo-
delo de Van Hiele, es necesario hacer mencion de una idea que propuso Vinner sobre
los conceptos y como éstos se aprenden (Vinner, 1983). Vinner propuso diferenciar entre
un concepto en si mismo, determinado por la definicién matematica, y la imagen mental
de dicho concepto que generamos en la toma de contacto con dicha definicién. Ademas,
propuso tener en cuenta que tanto el concepto como la imagen que nos generamos de
€l no tienen necesariamente por qué coincidir al completo. Aqui por imagen se entien-
de, no sélo la posible representacion visual del concepto, sino también las propiedades y

relaciones de dicho concepto con otros.

Para determinar las diferencias entre el concepto y la imagen mental que nos hacemos
de él, Vinner propuso diferenciar entre atributos relevantes e irrelevantes. Los atributos
relevantes serian aquellas caracteristicas que necesariamente posee el concepto, y que si
las quitamos, el concepto deja de ser el mismo. Los atributos irrelevantes, por el contrario,
son aquellas caracteristicas que la representacion del concepto puede cumplir o no, es
decir, son caracteristicas que no aparecen en la definicidn del concepto. En una definicién
solo aparecen, por lo tanto, atributos relevantes. Veamos esto con un ejemplo: supongamos
que se nos presentan una serie de poligonos, y debemos determinar cudles de ellos son
tridngulos. Para poder realizar la clasificacion, nos tendremos que centrar en los atributos
relevantes, como que el poligono tenga tres lados. La posicién y tamaiio del poligono,
por ejemplo, serian atributos irrelevantes, ya que son caracteristicas que no definen el

concepto de tridngulo.
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Atributos relevantes Atributos irrelevantes
Ejemplo Todos Algunos
Contraejemplo | No todos Algunos
Definicion Conjunto minimo suficiente | Ninguno

Tabla 1: Aparicién de atributos relevantes e irrelevantes en definiciones, ejemplos y con-

traejemplos.

Esta clasificacion de los atributos entre relevantes e irrelevantes, es muy util para de-
terminar cudles de ellos deben aparecer en un ejemplo, contraejemplo o una definicién
de un concepto. Como hemos dicho antes, una definicién debe contener solo los atributos
relevantes. Un ejemplo, debe contener todos los atributos relevantes y poseerd algunos
irrelevantes, y en cambio, un contraejemplo nunca deberd contener todos los atributos
relevantes. En este caso, al menos uno de ellos no deberd aparecer, pero puede contener
atributos irrelevantes. En la tabla 1, extraida de (Jaime, 1995, p. 39), se esquematiza qué

atributos deben aparecer en cada caso:

Ahora ya estamos en disposicion de introducir las caracteristicas propias de los niveles

de razonamiento del modelo de Van Hiele.

2.3. Primer nivel

En este primer nivel, los conceptos se consideran de forma global. La imagen del
concepto que se maneja puede incluir atributos no relevantes que pueden ser dependientes
de la representacion utilizada para expresar los mismos. Por ejemplo, si al trabajar con
tridngulos éstos siempre se muestran apoyados en la horizontal por uno de los lados, es

posible que si se muestra un tridngulo en otra posicion éste no se identifique como tal.

Este nivel de razonamiento también se caracteriza porque frente a varias representa-
ciones de un mismo concepto no se generalizan propiedades que puedan tener en comun,

o incluso puede ser que la imagen del concepto no contenta todos los atributos relevantes.

2.4. Segundo nivel

En este segundo nivel de razonamiento, se afiaden propiedades caracteristicas de los
conceptos, pero no se relacionan unas con otras. También se incluye el descubrimiento y

generalizacion de propiedades a partir de varias observaciones. En este nivel, el concepto
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“demostraciéon” se entiende como la verificacion de ciertas propiedades en casos concre-
tos. Una definicién de un concepto en el segundo nivel de razonamiento se compondra por
una lista de propiedades, que no necesariamente contendrd el minimo conjunto necesario
y suficiente de propiedades que aparecen en la definicion formal del concepto, sino que
podrian estar omitidas algunas propiedades esenciales, incluir propiedades irrelevantes o

incluso aparecer redundancias.

El hecho de que a este nivel no se relacionen propiedades influye, por ejemplo, en
que ciertas clasificaciones de objetos no contemplen el hecho de que unas propiedades
implican otras. Por ejemplo, atendiendo a la clasificacion de paralelogramos, si se define
rombo como un paralelogramo con todos sus lados iguales y cuatro dngulos iguales dos
a dos, un cuadrado y un rombo podrian entenderse como objetos geométricos distintos, y
no se contemplaria que el cuadrado es un rombo en el caso particular en el que los dngulos

internos son de 90°.

2.5. Tercer nivel

Este nivel se caracteriza principalmente porque se establecen relaciones entre las pro-

piedades de los conceptos, lo que permite:

1. En las demostraciones, permite enlazar resultados basados en la experimentacion
que lleven a justificar las proposiciones. Ademds, los alumnos son capaces de seguir
y reproducir demostraciones sencillas si se les explica paso por paso, ya que son

capaces de entender la relaciéon que hay entre un resultado y el siguiente.

2. En las definiciones, se entiende que deben comprender un conjunto minimo y nece-
sario de propiedades, y si se da una lista que contenga redundancias o propiedades
innecesarias, el alumno es capaz de quedarse con el subconjunto que contiene el

minimo nimero de propiedades que hacen falta para definir el concepto.

3. Al contrario de lo que ocurria en el nivel inferior, en este caso se entiende que
las clasificaciones de los objetos no tienen por qué ser exclusivas, sino que unas
definiciones pueden estar contenidas dentro de otras. En el ejemplo que poniamos
del rombo y el cuadrado, a este nivel de razonamiento, el/la alumno/a entiende que

un cuadrado es un caso particular de rombo.
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2.6. Cuarto nivel

El mayor cambio que se produce al alcanzar este nivel, es que el alumno es capaz de
utilizar el lenguaje formal propio de las matemaéticas. Esto le permite, principalmente: (1)
realizar demostraciones formales, (2) entender que dos definiciones distintas pueden ser

equivalentes antes de demostrar la doble implicacion necesaria para dicha equivalencia.

2.7. Quinto nivel

Este nivel es el nivel de razonamiento mads sofisticado en el modelo de Van Hiele. El
alumno/a que alcanza este nivel, es capaz de razonar dentro de otros conjuntos axiomati-

cos que definen diferentes geometrias.

2.8. Fases del modelo de Van Hiele

Como se ha mencionado anteriormente, el modelo de Van Hiele no solo proporciona
una vision descriptiva de los diferentes niveles de razonamiento, sino que propone, desde
una perspectiva constructivista, una serie de fases de aprendizaje que pueden ayudar al
docente a evaluar, intervenir y disefiar actividades para que los alumnos progresen de

unos niveles a otros. En el modelo se contemplan las siguientes cinco fases:

Fase primera: Informacion. El docente trata de averiguar qué saben los alumnos, y

los alumnos a su vez entran en contacto con el concepto con el que se va a trabajar.

= Fase segunda: Orientacion dirigida. El docente proporcionard a los alumnos una
serie de actividades y situaciones que les permitan construir aquellas caracteristicas

del concepto propias del nivel en el que se esté trabajando.

= Fase tercera: Explicitacion. El profesor, tras comprobar si los estudiantes han sido
capaces de expresar, mediante el vocabulario propio del nivel en el que estén, lo que
han aprendido hasta el momento sobre el concepto en cuestion, institucionaliza las

caracteristicas y propiedades correspondientes al tema de estudio.

= Fase cuarta: Orientacion libre. El profesor/a proporciona actividades y situaciones
mas abiertas en donde los estudiantes deben razonar y aplicar lo aprendido con

anterioridad.
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= Fase quinta: Integracion. El profesor ayuda a los alumnos/as a poner en comin
todo lo aprendido y a estructurar la informacién en un resumen general que permita

esquematizar las caracteristicas y propiedades mas importantes.

2.9. Propuestas de evaluacion de los niveles 1 a 4 del modelo de Van
Hiele

Una vez introducido el modelo de Van Hiele, la pregunta importante a hacer es la si-
guiente: ;como podemos determinar en qué nivel de razonamiento se encuentran nuestros
alumnos? Para responder a esta pregunta se han propuesto en la literatura varios tests,

algunos de ellos con ciertas objeciones:

» El test de Usiskin (Usiskin, 1982) estd basado en un cuestionario de seleccién muilti-
ple. Lo bueno de este test es que al ser un cuestionario puede ser administrado de
forma masiva, pero no queda claro que ciertas capacidades de razonamiento puedan

ser medidas mediante este tipo de pruebas.

= El test de Burger y Shaughnessy (Burger y Shaughnessy, 1986) es una prueba muy
exhaustiva donde los alumnos son entrevistados uno a uno y se registra toda la
informacion relativa a los razonamientos que van realizando. La ventaja de este
test es que se obtiene mucha informacion til para valorar el razonamiento de los
alumnos, pero tiene una gran desventaja y es que este tipo de pruebas requieren

mucho tiempo y no permiten evaluar a grupos de individuos muy grandes.

Con la intencién de resolver estos inconvenientes y proponer una alternativa, Jaime &
Gutiérrez (Jaime y Gutiérrez, 1994; Gutiérrez y Jaime, 1995) realizaron una propuesta de
un modelo de test a mano alzada pero con un enfoque basado en la metodologia propia de
las entrevistas clinicas. Esta propuesta se basaba en considerar diferentes procesos invo-
lucrados en cada nivel de razonamiento y en el uso de preguntas abiertas, con el que poder

extraer la mayor cantidad de informacién posible de las respuestas de los estudiantes.

En esta propuesta, identificaron cuatro procesos involucrados en el razonamiento y
consideraron, para cada nivel de Van Hiele, qué procesos se manifiestan y cudles no. Por
tanto, un test disefiado para medir el nivel de razonamiento geométrico de un individuo,
siguiendo esta propuesta, debe contener elementos que permitan identificar el grado de
desempefio en cada uno de los procesos. Sin embargo, en esta propuesta, Unicamente

abarcaron la evaluacion de los niveles 1 a 4 del modelo de Van Hiele, argumentando que su

18



interés radicaba en las etapas de primaria y secundaria, y en cambio el nivel 5 inicamente
aparecia en la etapa universitaria y rara vez en etapas educativas inferiores. Los procesos

que consideraron que caracterizaban los niveles de Van Hiele eran los siguientes:

Identificacion de la familia a la que pertenece cierto objeto geométrico.

Definicién de un concepto. Este proceso a su vez se puede entender de dos maneras:

en cuando a leer definiciones, o formular definiciones.

Clasificacion de objetos geométricos en diferentes familias.

Demostracion de propiedades o proposiciones.

En la tabla 2 se puede ver, a modo de resumen, qué procesos aparecen en cada nivel

de Van Hiele (Jaime y Gutiérrez, 1994, p. 43). Una X significa que aparece este proceso

en el nivel correspondiente, ““- - - significa que el proceso no es parte del razonamiento a
ese nivel:
Identificacion Definicién Clasificacion | Demostracion
Nivel 1 X Leer X -
Nivel 2 X Leer y Formular X X
Nivel 3 --- Leer y Formular X X
Nivel 4 --- Leer y Formular --- X

Tabla 2: Procesos involucrados en los diferentes niveles de Van Hiele.

Es importante remarcar que, al igual que ocurria en la propuesta original del modelo
de Van Hiele, dependiendo del nivel en el que nos encontremos, el mismo proceso puede
significar cosas distintas. Por ejemplo, no significa lo mismo “demostrar” en el nivel 2

que en el nivel 4.

2.10. Aproximaciones a la evaluacion del nivel 5 del modelo de Van
Hiele

La propuesta anterior, pese a sus ventajas, no abordaba el problema de evaluar el nivel
5 de razonamiento geométrico, y es dificil encontrar en la literatura estudios donde se
hayan descrito las caracteristicas de los procesos clave asociados a este nivel de pensa-

miento. Dos de los autores que han abordado este tema han sido Victor Manero y Alberto
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Arnal (Arnal-Bailera y Manero, 2023), quienes recientemente han publicado un estudio
donde proponen una serie de caracteristicas que definen los procesos de razonamiento
asociados al nivel 5 de Van Hiele. El objetivo de este estudio fue el de describir este nivel
a través de la propuesta y validacion de una serie de indicadores para cada uno de los
procesos involucrados en el razonamiento geométrico. En el estudio apuntan que, si bien
se pueden encontrar en la literatura estudios previos donde se aportan ideas acerca de los
procesos de definicién y demostracion para niveles altos de razonamiento, no ocurre lo

mismo con los procesos de clasificacion e identificacion.

Dada la falta de estudios previos en esta materia, decidieron aplicar la metodologia
Delphi (Linstone y Turoff, 1975), técnica que permite recolectar informacién de un panel
de expertos a través de un proceso iterativo, para después llegar a un consenso sobre
una cuestion en particular. En este caso, sobre indicadores que definen los procesos de

razonamiento. Esta metodologia funciona de la siguiente manera:

1. Primero, un pequefio grupo (llamado el grupo de investigacion) disefia un cuestio-

nario que luego envia al panel de expertos en la materia en cuestion.

2. Una vez que han completado el cuestionario y han enviado sus respuestas, el grupo
de investigacion resume y sintetiza las respuestas obtenidas y, sobre ellas, elabora
un nuevo cuestionario que es enviado al panel de expertos para que evalien las ideas

que éste contiene.

3. En las fases sucesivas, el panel de expertos reevalda, bien el mismo o bien una mo-
dificacion del cuestionario, el cual incluye también informacién sobre el feedback

general recibido en las versiones anteriores.

4. El proceso iterativo termina cuando se alcanza el criterio que satisface los objetivos

planteados al inicio del estudio.

Aplicando esta metodologia, Arnal-Bailera y Manero llegaron a la conclusion de que
los indicadores que definen el nivel 5 de razonamiento de Van Hiele, para cada uno de los

procesos involucrados, son los siguientes (Arnal-Bailera y Manero, 2023, p. 21):
Definicion
= Defl. Construye y usa las definiciones en diferentes sistemas axiométicos

= Def2. Entiende que definir un objeto matematico no es algo universal, sino que

es una accion relativa al contexto geométrico en el que uno trabaja, implicando

20



por ejemplo que para la misma definiciéon de un objeto geométrico, puede tener

propiedades distintas en cada contexto.

= Def3. Define nuevos objetos, por ejemplo, bien porque necesita generalizar los que

ya existen, o bien para probar alguna proposicion.

= Def4. Entiende que una definicién aparece por la necesidad de introducir un nuevo

objeto matematico, o bien para enfatizar alguna propiedad.

= DefS. Compara definiciones equivalentes para elegir la que més se ajusta a las ne-

cesidades del momento.

Demostracion

= Pro2.1 Es capaz de considerar si una demostracién puede o no puede ser total o
parcialmente transferible a otro contexto geométrico, entendiendo que probar cier-
to resultado matemaético es una accion dependiente del contexto en el que se esta

trabajando.

= Pro3. Compara pruebas sobre la base de diferentes criterios, por ejemplo, por la

posibilidad de utilizarlos para probar resultados més generales.

= Pro4.1. Realiza procesos mixtos de demostracion-reformulacion, siendo capaz even-
tualmente de modificar la proposicién de acuerdo con el desarrollo de la demostra-

cion.

= ProS. Estructura una demostracioén reconociendo resultados parciales que pueden
ser de utilidad en otra demostracion y a los que da entidad propia en forma de lemas,

definiciones, etc.

Clasificacion

= Clal. Clasifica teorfas matematicas, por ejemplo, para ver la geometria euclidiana

como un caso particular de una familia de geometrias.

= Cla2. Entiende que clasificar un determinado objeto matematico no es algo abso-
luto, sino una accidn relativa al contexto geométrico en el que se trabaja, lo que
implica, por ejemplo, que la relacion de equivalencia entre objetos geométricos

varia de un contexto a otro.
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Identificacion

= Idel. Identifica objetos geométricos a través de procesos que transforman el objeto

dado en un objeto equivalente que es directamente reconocible
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3. Diseiio metodologico

Como se ha mencionado al comienzo de este documento, el objetivo de este trabajo es
explorar como llevar al aula parte de los dltimos resultados obtenidos por Arnal-Bailera y
Manero (2023). En concreto, explorar como se puede manifestar y/o medir el nivel 5 de

Van Hiele respecto al proceso de demostracion, en las etapas de ESO y Bachillerato.

Para ello, se va a seguir una metodologia de investigacion llamada estudio de casos
(Gémez, 2012). En concreto, se realizard un estudio de caso colectivo desde un paradigma
interpretativo (Stake, 2020; Pérez Serrano, 1994) . Segin estos autores, un estudio de
caso colectivo se realiza cuando el interés de la investigacion se centra en un fenémeno,
poblacién o condicidn general seleccionando para ello varios casos que se han de estudiar
intensivamente. Un estudio de casos interpretativo contiene descripciones detalladas y
los datos se utilizan para desarrollar categorias conceptuales o para ilustrar, defender o
desafiar presupuestos teéricos defendidos antes de recoger los datos. En este trabajo se
pretende estudiar el tipo de razonamiento geométrico de una muestra de estudiantes de
diferentes niveles, e ilustrar y defender que el modelo tedrico sobre el que se basa se

apoya en evidencias.

3.1. Modelo de tareas

Para poder enlazar diferentes niveles, el modelo de actividad que se va a proponer es
el llamado superitem, ya utilizado en otras propuestas previas (Gutiérrez y Jaime, 1998),

el cual funciona de la siguiente manera:

f—

. Se propone una actividad disefiada para medir cierto nivel.

2. Si la persona que la realiza no es capaz de resolverla, se le muestra otra pregunta
o contenido adicional, que hace la tarea més sencilla y conecta con el nivel de

razonamiento inferior, siempre sobre la misma actividad.

3. Si la persona tampoco es capaz de resolver la actividad modificada, se repite el

proceso enlazando con el nivel inferior, y asi sucesivamente.

3.2. Sobre los contenidos que asume el test

El problema respecto a disefiar un test de estas caracteristicas radica en que lo que se

intenta medir es la capacidad de razonamiento, independiente de los contenidos o saberes
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que la persona acumula. Los problemas que se planteen han de ser lo suficientemente
claros como para que los contenidos no sean un obsticulo en la evaluacién. Ademds,
como se ha mencionado anteriormente, el test se pretende disefiar de tal manera que, si la
persona no muestra indicios de que ha adquirido el nivel 5, se pueda verificar en qué nivel

inferior se encuentra.

Para resolver estas cuestiones, se ha decidido tomar como punto de referencia el
curriculo aragonés de la actual ley de educacién (LOMLOE) donde se especifican tan-
to los saberes, como los niveles que deberian adquirir los alumnos al terminar las etapas
de ESO y Bachillerato. En concreto, finalizada la etapa de Educacion Secundaria, se espe-
ra que los alumnos/as hayan alcanzado el nivel 3 de razonamiento geométrico, siendo el
nivel 4 introducido en la etapa de Bachillerato (Gutiérrez y Jaime, 1995; Mayberry, 1983;
Pandiscio y Knight, 2010).

Por estas razones, y dado que uno de los objetivos de este trabajo es el de disefar
el test de tal forma que enlace con el resto de niveles, se van a tomar como referencia
para las tareas de nivel 5 los saberes incluidos en los curriculos de matematicas de ESO
y Bachillerato (uno u otro dependiendo de la tarea). Ademads, en caso de comenzar con
contenidos de Bachillerato y que la persona que realice el test no pueda responder a una
pregunta, el test se disefiara de tal forma que sea lo suficientemente flexible para adaptar
el problema a un contexto geométrico mas sencillo. Por ejemplo, el concepto de vector se
introduce en Bachillerato, pero si el alumno no es capaz de trabajar con él, la pregunta se
debera poder reformular para que pueda resolverse sin necesidad de utilizar estos objetos

matematicos.

La eleccion de los contenidos que aparecen en el instrumento es un factor muy im-
portante que puede influir en el disefio de las preguntas e impedir, por ejemplo, focalizar
la atencion en la relacion entre diversas geometrias, rasgo caracteristico del nivel 5 de
Van Hiele (Blair, 2004). Si bien es cierto que en la propuesta original del modelo de Van
Hiele se habla del nivel de razonamiento en diferentes sistemas axiomadticos, en el estudio
realizado por Arnal-Bailera y Manero (2023), respecto a los procesos mixtos de demos-
tracion-reformulacién, el panel de expertos no especificé que este rasgo tuviese que ser
analizado en diferentes contextos geométricos (en cambio si que lo hizo con el indicador
Pro2.1). En este trabajo se ha asumido un determinado contexto geométrico para analizar

este proceso, pero para un estudio més profundo habra que tener esto en cuenta.
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3.3. Diseno del instrumento

Los instrumentos usados para medir deben poseer ciertas cualidades necesarias, prin-
cipalmente, que sean vdlidos y confiables (Reidl Martinez, 2012). La validez se refiere a
que el instrumento mide lo que tiene que medir, y la confiabilidad nos dice como de fiable

es la medicion si la repetimos varias veces en el mismo sujeto.

El disefio del test se va a realizar en dos fases. En la primera, se realizard una vali-
dacion interna de contenido mediante un método iterativo, en el que se irdn proponiendo
ejercicios en paralelo a un grupo formado por dos profesores expertos en didactica de las
matematicas, y éstos irdn aportando comentarios que permitan ajustar las preguntas que
conformaran el test final. Dado que el nivel 5 de Van Hiele hace referencia a la capacidad
de adaptarse a diferentes contextos geométricos, en esta primera fase también se decidira
entre otras cosas, qué contextos estardn involucrados. El método a seguir se puede ver

esquematizado en la figura 3.

Comienzo

!

{ Se proponen varios

<
contextos geométricos

Proponen cambios

Feedback de los
expertos

Consenso en los contexios

Se proponen
ejercicios que midan
ciertos indicadores

Validacion El test se da por

valido

Sugerencia de cambios

Figura 3: Ciclos de validacién interna del contenido del test

Una vez terminada la validacion interna, el test se pasard a un grupo de profesores
universitarios de Geometria y Topologia. Estos profesores no estaran involucrados en el
diseio de las preguntas y este grupo servird ademads de control respecto a las respuestas

que después se obtendran de alumnos de Secundaria, Bachillerato e Ingenieria.
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3.4. Caracteristicas de la muestra

La técnica de muestreo utilizada en este trabajo es la llamada muestreo por conve-
niencia: se seleccionan los individuos que estdn mas accesibles. Dicha muestra se puede
separar en tres categorias: panel de expertos en geometria, alumnos de 1° de Ingenieria,
y alumnos de ESO y Bachillerato. El panel de expertos en geometria lo conforman 4 su-
jetos procedentes de tres universidades distintas: Universidad de Malaga (1), Universidad
Auténoma de Madrid (1) y Universidad de Zaragoza (2). Estos sujetos no han estado in-
volucrados en el trabajo que aqui se presenta. La muestra procedente de alumnos de 1° de
Ingenieria consta de 17 sujetos de la Universidad de La Rioja. La muestra se completa con
sujetos que estdn cursando 4° ESO A (15), 4° ESO B (28) y 1° Bachillerato de Ciencias

Sociales (17) del Colegio Salesianos de Zaragoza.

Hay dos razones por las que se incluye a estudiantes de primero de ingenieria: la pri-
mera es porque la geometria en el espacio se ve en 2° de Bachillerato, y para cuando se
vayan a obtener los datos en este trabajo, es posible que todavia no hayan visto ese con-
tenido. La otra razon es para explorar la utilidad de este test en la etapa universitaria, y
comprobar: (1) como se propagan ciertos saberes y competencias de unas etapas educati-
vas a las siguientes, y (2) detectar carencias en el nivel de razonamiento de los estudiantes
en etapa universitaria, lo que podria repercutir en proponer refuerzos concretos para las

etapas de ESO y Bachillerato.

3.5. Analisis de resultados

Para analizar los datos se van a definir una serie de criterios de evaluacién que ayu-
dardn a identificar el nivel de adquisicion de cada nivel en funcién de la actividad. Los

criterios definidos son:

= CE.1: Comprende los cambios globales que surgen al cambiar de contexto geométri-

(¢10)

= CE.2: Entiende que objetos mateméticos concretos cambian de representacion en

funcion del contexto

= CE.3: Compara demostraciones en base a diferentes criterios, como adaptabilidad

o simplicidad

= CE.4: Es capaz de determinar bajo qué condiciones, una proposicién puede o no

demostrarse, siendo capaz de reformular la proposicion
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= CE.5: Estructura una demostracion de tal manera que puedan reutilizarse resultados

parciales para demostrar algo més general

= CE.6: Es capaz de realizar una demostracién formal

= CE.7: Es capaz de realizar una demostracion formal que requiere un nimero pe-

queiio de pasos l6gicos, utilizando un lenguaje informal

= CE.8: Entiende que la demostracion es una verificacion de casos concretos

= CE.9: No tiene en cuenta atributos relevantes propios de los objetos geométricos

En la tabla 3 se muestra la relacién entre los criterios de evaluacion, los niveles de

Van Hiele asociados, asi como las actividades en las que se aplicaran.

CRITERIOS DE EVALUACION | s

CE.1

N4

N3

N2

N1

CE.2

CE3

CEA4

CE.S

CE.6

CE.7

CE.8

CE.9

Tabla 3: Relacion entre los criterios de evaluacidn, los niveles de Van Hiele y las activi-

dades a realizar.

El andlisis que se llevard a cabo serd un anélisis cualitativo en base a los criterios in-

dicados. Dada la amplitud del trabajo de investigacion realizado, se ha seleccionado para

su inclusion en esta memoria del Trabajo Fin de Master unicamente una de las activida-

des, la que se considera que presenta mayor interés y permite generar una situacion de

aprendizaje rica, orientada a mitigar algunas de las carencias que se han detectado.
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4. Propuesta de un instrumento para medir el nivel de

Van Hiele en el proceso de demostracion

En este trabajo se propone el disefio de un text que consta de 4 actividades. Cada una
de las actividades intenta medir aspectos diferentes relacionados con el nivel 5 de Van
Hiele. Aunque a continuacion se detallan qué criterios de evaluacion se utilizardn en cada
uno de los apartados de las actividades, el criterio CE.9 serd transversal a todos ellos, lo
que nos permitird detectar problemas con las definiciones de los objetos geométricos y

sus atributos relevantes.

4.1. Actividad 1

La actividad muestra una proposicién en el contexto de R? y su demostracién. Después

se pide responder a una pregunta.

4.1.1. Enunciado

En esta actividad se va a definir el concepto de mediana y se va a dar una demostracién
de que las tres medianas de un tridngulo se cortan en el mismo punto. Los pasos de la

demostracién son los siguientes:

» Primero, dadas las coordenadas de los vértices, se calculan las coordenadas de los

puntos medios de los tres lados del tridngulo.

= Segundo, para cada vértice y el punto medio del lado opuesto, se calcula la ecuacion

de la recta que pasa por ambos puntos (mediana). Esto lo hace para los tres vértices.

= Tercero, tomando dos medianas cualesquiera, se calcula el punto de interseccion
entre ellas, resolviendo el sistema de ecuaciones correspondiente. Esto da como

resultado un punto expresado en las coordenadas de los vértices del tridngulo.

= Por dltimo, en la demostraciéon se comprueba que el punto estd contenido en la

tercera mediana, la que no estaba incluida en el sistema de ecuaciones.

La pregunta a la que hay que responder es si ésta demostracion se podria reutilizar tal

y como estd para el caso en el que el tridngulo estuviese en el espacio, R?, en vez de en el
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plano. En caso de que no, habra que indicar qué es lo que falla y qué habria que cambiar

para adaptarla a ese nuevo contexto.
Enunciado 1.a:
Sea el triangulo formado por los vértices A, B, C.

Definicion (Mediana): Recta que pasa por un vértice y el punto medio del lado opues-

to.

Proposicion: Las tres medianas de un tridnguo se cortan en un punto G llamado bari-

centro.

M, a

Figura 4: Representacion del baricentro de un tridngulo

Demostracion:

Supongamos que las coordenadas de los vértices son A = (x4,y4),B = (xp,¥p),C =

(x¢,y¢)- Con estas coordenadas, podemos calcular las coordenadas de los puntos medios:

Xp+Xc Yp+Ye

Ma:( D) ’ D) )
My, = (xa‘zi'xc7ya‘;yc)

Xa +Xp + ¥
MC:( a2 7y612y)

Teniendo las coordenadas de los puntos medios y los vértices, podemos calcular las
ecuaciones de las rectas que pasan por cada vértice y el punto medio del lado opuesto
(medianas). Para ello podemos usar la ecuacidon punto-pendiente de la recta. De forma
genérica, la pendiente que pasa por dos puntos cualesquiera (x1,y;) y (x2,y2) viene dada

por
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Y2V
X2 — X]

m

y la ecuacién punto-pendiente de la recta que pasa por esos puntos es:

y—n
X—X1

=m

A
Utilizando esta ecuacién, vamos a calcular las medianas del tridangulo ABC. Sea r, la

recta que pasa por los puntos {A, M, }. Primero calculamos la pendiente de la recta, m,,:

_ YptYe—2yq

e Xp + X — 2xg

y usando la ecuacion punto-pendiente, la recta r, serd aquella que contenga los puntos

que cumplan la siguiente ecuacion:

Y—Ya
x_.XQ

= Myq

De forma andloga, podemos obtener las ecuaciones de las otras dos medianas:

o — Yatye =2y

b Xq+Xc—2xp

r;,—>y_ = My
X—Xp

Ya+yb—2yc

T Xatxp —2x,

e — Yo Ye = My¢

Ahora, cojamos dos medianas, por ejemplo r, y 1. El punto de interseccion entre ellas

se puede obtener resolviendo el siguiente sistema:

Y—Ya _ Yo +Ye—2ya

X—Xq Xp+Xe—2X,4

Y=Yb _ YatYe=2yp
X—Xp Xg+Xc—2x

cuya solucion es:
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Xa+Xp+Xc YatYp+Ye
3 ’ 3

G=( )

Sustituyento en la ecuacién de r,, se puede comprobar que G pertenece también a la
otra mediana, por lo que queda demostrado que las tres medianas se cortan en el mismo

punto.

Pregunta

¢Esta demostracién también es vélida para asegurar que en R3 también se cumple
la proposicién? En caso de que la demostracion no sea valida, ;qué cambios habria que

realizar para tener una demostracién para un triangulo en R>?
Criterios de evaluacion

Con esta actividad, se pretende medir los criterios de evaluacion CE.1 y CE.2, ya que
la demostracidon es practicamente la misma, pero el alumno/a debe darse cuenta de que en
R3, ademds de tener una coordenada mads, la ecuacion de la recta punto-pendiente no es
transferible tal y como estd aqui enunciada, ya que la recta en el espacio algebraicamente
no se representa igual que en el plano, por lo que deberd entender que cambiando ese

detalle la estructura de la demostracion es equivalente.

4.1.2. Enlace con el nivel 4

En caso de que la persona no sea capaz de responder a las preguntas, se le sugerirdn

las ecuaciones de la recta en el espacio.
Enunciado 1.b:

Sea el tridngulo formado por los vértices A, B,C en R? con coordenadas

A=(1,0,0)
B=(0,1,0)
C=(0,0,1)

Pregunta: Demuestra que las tres medianas se cortan en un mismo punto.
Criterios de evaluacion

En este apartado, se medird el CE.6 ya que se pide que realice una demostracién

formal de un caso concreto.
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4.1.3. Enlace con el nivel 3

En caso de que la persona no sea capaz de realizar la demostracion teniendo presen-
tes las ecuaciones de la recta en el espacio, se procederd a reducir la complejidad de la
demostracién para comprobar que la persona es capaz de concatenar un nimero pequefio

de pasos légicos, aunque el lenguaje que utilice no sea formal.

Enunciado 1.c: Sea el tridngulo formado por los vértices A, B, C en R? con coordena-
das
(0,0)

A=
B=(0,1)
C =

(1,0)

La recta que pasa por dos puntos (x1,y;) y (x2,y2) viene dada por la expresion:

y—yr X—X1

Y2 —Y1 X2 — X1

Pregunta: Demuestra que la mediana que pasa por el vértice A tiene de ecuacidén
y=Ax.
Criterios de evaluacion

En este apartado, se medird el CE.7 ya que se pide que realice una demostraciéon que

requiere un pequefio nimero de pasos 16gicos en un caso concreto.

4.1.4. Enlace con el nivel 2

Si la persona llega a este nivel del superitem, se le mostrara un ejemplo concreto, y se
le pedira que verifique que el baricentro de un tridngulo cumple con lo enunciado en la

proposicion inicial.

Enunciado 1.d: Sea el tridngulo formado por los vértices A, B,C en R? con coorde-
nadas
(0,0)

A=
B=(0,1)
C =

(1,0)
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cuyo baricentro tiene coordenadas G = (%, %)

Pregunta:Comprueba que el baricentro estd contenido en las tres medianas:

Mediana A: y = X
MedianaB: y = 1—2x
MedianaC: y = lz;x

Criterios de evaluacion

En este apartado, se medira el CE.8 ya que se pide que realice la verificacion de que

un punto estd contenido en tres rectas.

4.2. Actividad 2

En esta actividad, teniendo en cuenta la proposiciéon y demostracién anterior, se van
a afadir dos demostraciones adicionales, y se pedird al sujeto que las compare bajo los
criterios que considere mas relevantes. La demostracion 1 se ha obtenido de (Gonzalez-
Meneses J, 2008).

4.2.1. Enunciado

A continuacion se van a dar dos demostraciones acerca de que las mediandas de un
triangulo, en el plano, se cortan en el mismo punto. Comparalas explicando los criterios

que consideres més relevantes para evaluarlas.

Demostracion 1:

Para esta demostracion vamos a utilizar algunos resultados previos que nos seran de utili-
dad.

Teorema de Thales:Si dos rectas paralelas cortan a dos rectas secantes (formando
por tanto dos tridngulos de dngulos iguales), entonces la proporcion entre cada lado del

tridngulo mayor y el lado correspondiente del tridngulo menor es constante.

Proposicion (Reciproco del Teorema de Thales):Si una recta r corta a dos lados de
un tridngulo, de forma que las proporciones entre los segmentos resultantes son iguales

en ambos lados, entonces r es paralela al tercer lado.
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7NN

Figura 5: Representacion del teorema de Thales

Proposicion: Un cuadrilatero con dos lados opuestos iguales y paralelos es un para-

lelogramo.

Proposicion: Las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto medio de

ambas diagonales.

I=
[

Ad
Figura 6: Las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto medio.

Con estos resultados, vamos a proceder a realizar la demostracion de que las tres

medianas de un triangulo se cortan en el mismmo punto:
Consideremos el siguiente tridngulo:

Sean M}, y M, los puntos medios de los lados b y ¢ respectivamente, y sea G el punto
de corte de las medianas r;, y r.. Sea P el punto medio del segmento BG y Q el punto

medio del segmento GC. Por el reciproco al teorema de Thales, sabemos que el segmento
- A
My, M, es paralelo al lado a. Andlogamente, aplicdndolo al tridngulo BGC, el segmento

PQ también es paralelo al lado a y, por tanto, paralelo al segmento M,M,. Aplicando

ahora el teorema de Thales, vemos que los segmentos My, M. y PQ, no solo son parale-
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Figura 7: Los puntos M ,M},P y Q forman un paralelogramo.

los, sino que miden lo mismo, la mitad del segmento BC. Por lo tanto, M.PQOM,, es un

paralelogramo.

Ahora, sabiendo que las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto medio
de ambas, sabemos que G es el punto medio de los segmentos PM;, y QM. y, como P es

el punto medio del segmento BG, tenemos que

BP = PG = GM,

y andlogamente

CQ = 0G =GM.

Por lo que podemos decir que G es el punto de triseccion de las medianas rp, y .. Apli-
cando el mismo procedimiento para la mediana r,, demostramos que las tres medianas se

cortan en el baricentro G.

Demostracion 2:

Dado el tridngulo con vértices A, B,C € R?, elijo un sistema de coordenadas {A;ﬁ,R}

de tal manera que las coordendas de los vértices, respecto a este sistema, son:
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Con estas coordendas, los puntos medios de los lados del tridngulo son

11
ma=(53)
1
0.—
1
me = (570>

Definimos las medianas como las rectas:

ra={(A, 1)}

ry ={(1+2z, —7)}
= {214 2))

con lo que los puntos de interseccion son:

11
raNry ={ (A, A)|A =1+ 1,24 = L} ={(A,A) | =1-24} = {(g,g)}

y es facil ver que (%, %) €r.paral3 = _%_

Criterios de evaluacion

Esta actividad se evaluard mediante los criterios CE.1 y CE.3. Se espera que la persona
que conteste a las preguntas reflexione sobre las ventajas de usar geometria afin, y que
demostraciones basadas en sistemas de referencia relativos al propio objeto matematico

permiten manejar coordenadas mucho mas sencillas con las que trabajar.
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4.2.2. Enlace con los niveles inferiores

Esta actividad tiene la Unica finalidad de analizar criterios de comparacion de demos-

traciones y no se enlaza con los niveles inferiores.

4.3. Actividad 3

Esta actividad esta vinculada con la generalizacion del teorema de Pitdgoras y preten-

de que se descubran las hipétesis necesarias para que se pueda aplicar.

4.3.1. Enunciado

Enunciado 3.a: Consideremos un tridngulo con vértices A, B,C € R? y lados de lon-

gutides a, b, ¢ cualesquiera.

Figura 8: Tridngulo genérico

Ahora consideremos los semicirculos de didmetros a, b, ¢ tal y como figura en la ima-

gen:
Pregunta:

Trata de demostrar que el drea del semicirculo de didmetro b es igual a la suma de
las 4reas de los otros semicirculos. En caso de que alguna condicién inicial impida que se
pueda demostrar, trata de describir bajo qué condiciones se cumple esta afirmacion. Por

el contrario, si cambiando alguna condicion se puede generalizar la proposicion, indicalo.
Criterios de evaluacion

En esta actividad se espera que el alumnado sea capaz de identificar la relacion entre

que el tridngulo sea rectdngulo y que las areas cumplan la propiedad que se presenta.
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Figura 9: Contruimos tres semicirculos cuyas longitudes de los didmetros son a,b y c

respectivamente

Una respuesta que cumpla el criterio de evaluacion CE.4 deberd incluir el afiadir dicha

condicién a la proposicion.

4.3.2. Enlace con el nivel 4

Enunciado 3.b:

Demuestra que el drea del semicirculo de didmetro b es igual a la suma de las dreas
de los otros semicirculos en el caso en el que el tridngulo es un tridngulo rectidngulo cuya

hipotenusa es b.

Figura 10: Caso en el que el tridngulo es rectangulo

Criterios de evaluacion

En este apartado, se espera que el alumnado sea capaz de realizar una demostracion
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formal para cuando el tridngulo es rectdngulo, apoyandose en el teorema de pitdgoras. Se

evaluara con el critero de evaluacion CE.6.

4.3.3. Enlace con el nivel 3

Enunciado 3.c:

Sabiendo que el drea de un circulo de radio r es A = w72, y que el teorema de pitdgoras
dice que, en un tridngulo rectangulo de lados a, b, ¢, siendo a la hipotenusa, se cumple que
a*> = b* 4 c?, demuestra que el drea del semicirculo de didmetro b es igual a la suma de las
areas de los otros semicirculos en el caso en el que el tridngulo es un tridngulo rectdngulo

cuya hipotenusa es b.

Figura 11: Caso en el que el tridngulo es rectdngulo

Criterios de evaluacion

En este caso, en el enunciado se aporta explicitamente el teorema de pitdgoras y la
férmula del area de un circulo, por lo que se espera que el alumnado sea capaz de realizar

la demostracion de manera mas facil. Se evaluara con el criterio CE.7.

4.3.4. Enlace con el nivel 2

Enunciado 3.d:

Verifica que para el siguiente tridngulo, de lados a =5, b =4 y ¢ = 3, se cumple el

teorema de pitdgoras, es decir a> = b + 2.

Criterios de evaluacion
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Figura 12: Caso concreto en el que el tridngulo es rectdngulo

Se pide verificar el teorema de pitdgoras en ese tridngulo rectingulo concreto. Se

evaluara con el criterio CE.S.

4.4. Actividad 4
4.4.1. Enunciado

En esta actividad, se muestran cuatro figuras geométricas: tres piezas indivisibles (Ha-
rundo, Imber y Pomifer), y una cuarta divisible (Rorifer), que se contruye en base a las

anteriores.

La tarea consiste en: (1) demostrar que el drea de Rorifer viene dada por la férmula:

2
Ta
ARorifer =4ab — ?

y (2) la demostracion deberds estructurarla de tal manera que, para cualquier construc-
cién que hagas con estas piezas, sabiendo con qué piezas estd construida cualquier otra

figura, sepas calcular rdpidamente el drea de la figura.
Criterios de evaluacion

En esta actividad, se espera que la persona: (1) de entidad propia a la cuarta pieza que
compone Rorifer mediante una definicion, y (2) sepa estructurar la demostracion, de tal
manera que al final obtenga una férmula del area de cualquier figura construida con esas
piezas, en funcidn del nimero de piezas de cada tipo que la componen. El drea de Rorifer

serd un caso particular, la cual estd construida con una pieza de cada tipo. El criterio de
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b
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Rorifer
Figura 13: Sistema Rorifer

evaluacion que se utilizara serd el CE.5.

4.4.2. Enlace con los niveles inferiores

Dado que se ha de realizar una demostracién, aunque no cumpla con las caracteristicas
del nivel 5, se aplicardn los criterios de evaluaciéon CE.6 y CE.7 en caso de que no se
verifique CE.5.
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5. Analisis de datos y resultados

Los datos recogidos en este trabajo han sido de un total de 204 producciones corres-
pondientes a 81 sujetos. No todos los sujetos realizaron todas las actividades propuestas.

Las producciones obtenidas se distribuyen como se refleja en la tabla 4.

N | Al | A2 | A3 | A4 | Total Producciones
Expertos 4 | 4 4 4 3 15
1° Ingenieria 1711 ] 0 | 15] 0 26
1° Bachillerato CCSS | 17 | 17 | 0 | 17 | 17 51
4°ESO A 15/14 ] 0 | 11 | 10 35
4°ESO B 28 | 28 | O | 27 | 22 77
81 |74 4 74 52 204

Tabla 4: Distribucion de los datos obtenidos en funcion de la actividad y curso.

Como hemos indicado en el apartado de metodologia, dado que este trabajo se en-
marca dentro del Méster de Profesorado en Educacion Secundaria, y su objetivo no es el
de realizar un trabajo cientifico exhaustivo, sino plasmar lo aprendido durante el curso
mediante un trabajo de iniciacién a la investigacion, se va a proceder a mostrar los resul-
tados del andlisis de la actividad 3, ya que, junto con la actividad 1, es la actividad de la
cual méas producciones se han obtenido en todos los niveles educativos, y en la que se han
encontrado indicios de dificultades que sufre el alumnado. Producto de este andlisis serad
una situacion de aprendizaje para la etapa de la ESO que podria ayudar a mitigar dichas

carencias en el razonamiento geométrico del alumnado.

5.1. Resultados

Como hemos indicado anteriormente, en esta seccién vamos a analizar los datos ob-
tenidos respecto a la actividad 3. Los resultados de la evaluacién han sido los siguientes:
a las producciones que no dejaban claro si el sujeto entendia el resultado al que habia

llegado, asi como las que lo han puesto explicitamente, se las ha declarado no validas.

5.1.1. 1° Bachillerato

En 1° Bachillerato, se han obtenido los siguientes resultados: de 17 sujetos, 8 han

sabido identificar que para que se cumpla la relacién entre las areas de los semicirculos,
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se ha de afiadir la condicién de que el tridngulo sea rectingulo, 3 sujetos han sabido
asegurar que en un tridngulo rectangulo si se cumple la condicién y 6 producciones se

han declarado no validas.

N5|N4|N3|N2|NL|A3

CE.4 b 8 6
CE.6 e 3
CE.7 b 0
CE.8 b 0
CE.9 e 9
| 17|

Figura 14: Resultados del test en 1° Bachillerato CCSS

5.1.2. 4°ESO A

En 4°ESO A, se han obtenido los siguientes resultados: de 11 sujetos, 9 han sabido
identificar que para que se cumpla la relacién entre las dreas de los semicirculos, se ha de
afadir la condicion de que el tridngulo sea rectdngulo, 1 sujeto ha sabido asegurar que en

un tridngulo rectangulo si se cumple la condicion y 1 sujeto se ha declarado no validos.

CE.4 * 9 1
CE.6 * 1
CE.7 * 0
CE.8 L 0
CE.9 ®* 9
11

Figura 15: Resultados del test en 4°ESO A
En la seccién 5.3 se muestran dos ejemplos, el primero de una produccion que se ha

evaluado positivamente con el criterio CE.4, y el segundo la produccién no valida que se

ha obtenido en el analisis:
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5.1.3. 4°ESOB

En 4°ESO B, se han obtenido los siguientes resultados: de 27 sujetos, 15 han sabido
identificar que para que se cumpla la relacidn entre las dreas de los semicirculos, se ha de
afadir la condicién de que el tridngulo sea rectangulo, 2 sujetos han sabido asegurar que
en un tridngulo rectangulo si se cumple la condicion y 10 producciones se han declarado

no validas.

CE.4 . 15 10
CE.6 o 2
CE.7 o 0
CE.8 e (]
CE.9 ® 9
| 27|

Figura 16: Resultados del test en 4°ESO B

5.1.4. 1°Ingenieria

En 1° Ingenieria, se han obtenido los siguientes resultados: de 15 sujetos, 3 han sabi-
do identificar que para que se cumpla la relacion entre las dreas de los semicirculos, se
ha de afadir la condicién de que el tridngulo sea rectdngulo, 1 sujeto ha sabido asegu-
rar que en un tridngulo rectangulo si se cumple la condicién, 3 han sabido verificar que
en un tridngulo rectingulo concreto, se cumple el teorema de pitdgoras, 7 han cometido
errores, o bien obviando atributos relevantes del/los tridngulos que han empleado en la
demostracidn, o bien en las propiedades algebraicas utilizadas para demostrar la propo-
sicién, llegando a veces a demostrar que la proposicion se cumple, y 1 produccion se ha

declarado no valida.

5.2. Resumen de resultados

En términos de porcentajes, los resultados obtenidos se resumen en la siguiente tabla:
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CE.4 * 3
CE.6 L 1
CE.7 ® 0
CE.8 * 3
CE.9

15

Figura 17: Resultados del test en 1° Ingenieria

Expertos 1° INGEMIERIA | 17 Bachillerato 4°ESO A 4°ESOB Total

CE4 100,00% 20,00% 47,06% 81,82% 55,56% 60,89%
CE.6 0,00% 6,67% 17,65% 9,09% 7,41% 8,16%
CE.7 0,00% 0,00% 0,00% 0,009 0,00% 0,00%
CE.B 0,00% 20,00% 0,00% 0,00% 0,00% 4,00%
CE.9 0,00% 46,67% 0,00% 0,00% 0,00% 9,33%
Mo validos 0,00% 6,67% 35,29% 9,09% 37,04% 17,62%
100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00%

Figura 18: Resumen de los resultados obtenidos

5.3. Ejemplos de producciones
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(a) Ejemplo de produccién que cumple CE.4 en 1°B

(b) Ejemplo de produccién no vélida en 1°B

Figura 19: Ejemplos de producciones de 1°B
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(b) Ejemplo de produccién no valida en 4°A

Figura 20: Ejemplos de producciones de 4°A
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(b) Ejemplo de produccién que cumple CE.6 en 4°B

(c) Ejemplo de produccién no valida en 4°B, en donde el sujeto ha abandonado a mitad el ejercicio.

Figura 21: Ejemplos de producciones de 4°B
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Figura 22: Ejemplo de produccion que cumple CE.4 en 1°T aunque la verificacion siembra
dudas.

Figura 23: Ejemplo de produccién que cumple CE.6 en 1°1

Figura 24: Ejemplo de produccion que cumple CE.8 en 1°1



Figura 25: Ejemplo de produccién que cumple CE.9 en 1°1

Figura 26: Ejemplo de produccién no vélida en 1°I
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6. Discusion de los resultados, y conclusiones

Los resultados obtenidos, aun proveniendo de una muestra pequefia, sugieren una re-
flexion interesante. Del total de sujetos de la muestra, incluyento al grupo de expertos,
solo el 60,89 % ha sabido identificar la condicién necesaria que debe cumplir el tridngulo

para que la relacion de las dreas se cumpla.

El porcentaje de resultados evaluados como no validos ha sido del 17,62 %. Por etapas
educativas: 9,09 % en 4°ESO A, 37,04 % en 4°ESO B, 35,29 % en 1° Bachillerato CCSS,
y el 6,67 % en 1° Ingenieria. En esta categoria se han agrupado tanto las producciones que
no estaban terminadas como aquellas en las que se mostraban algunos resultados pero
no daban ninguna explicacion, como por ejemplo, escribir la relacion del enunciado pero
sin indicar que entienden que eso solo se cumple en tridngulos rectangulos. Este andlisis
sugiere profundizar més en esta categoria para identificar posibles falsos negativos en el
analisis, proponiendo, por ejemplo, cambios en la metodologia de captura de datos para

que no pasen desapercibidas esas explicaciones.

Un dato interesante es que 1° Ingenieria ha sido el tnico grupo en el que se han
encontrado evidencias de carencias en cuanto a atributos relevantes de los tridngulos,
siendo el porcentaje de las producciones nada desdefiable (46,67 %). Por ejemplo, un
sujeto intenta demostrar que un tridngulo cualquiera no cumple el teorema de pitagoras,
dando para ello un contraejemplo de un tridngulo con lados imposibles, u otro ejemplo, un
sujeto que después de muchas cuentas acaba demostrando que se cumple para cualquier

tridngulo.

En casi todas las producciones, incluyendo las que analizan rasgos relacionados con
el nivel 5, se ha detectado un lenguaje informal a la hora de demostrar o reformular la
proposicion. Esto sugiere que habria que reforzar esta competencia para que los alumnos

mejoren su capacidad de dar explicaciones.

Los malos resultados de los alumnos de ingenieria podria ser un indicador de la falta
de persistencia en el aprendizaje de los alumnos asi avanzan en las etapas educativas, dado
que los contenidos del test son propios de la etapa de la ESO, y los alumnos de esta etapa
los tienen mas presentes. Los resultados de este estudio son preliminares pero sugieren
una investigacion mds exhaustiva para determinar qué factores pueden influir en esto.
Este trabajo es un buen ejemplo de cémo la investigacién en diddctica en etapas de ESO
y Bachillerato puede ayudar a mejorar el proceso de aprendizaje en etapas superiores.

Para poder detectar estas carencias, y dado que las carreras técnicas son las que estan
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relacionadas con el perfil de salida de los alumnos de 4°ESO que cursan Mateméticas B,
se ha disefiado una situacion de aprendizaje que ayude a detectar estos fallos en la etapa

de la ESO para poder intervenir y que no se propaguen a etapas superiores.

En este trabajo exploratorio, se ha presentado un test cuyo contenido ha sido vali-
dado por dos profesores de didictica de las matematicas con experiencia contrastada en
investigacion sobre el modelo de Van Hiele, y se han obtenido y analizado los datos co-
rrespondientes a un subconjunto de preguntas del instrumento, comprobando que el marco
tedrico del modelo de Van Hiele es util para categorizar las respuestas y coherente con
las evidencias encontradas. Uno de los puntos que los expertos en didactica sugirieron
en la etapa de valicacion del test, es que no esté claro que las preguntas 1b y 1c del test
midan los indicadores correspondientes a rasgos de nivel 4 y nivel 3, respectivamente,
aunque si es verdad que la complejidad cambia. Sugirieron que, para determinarlo, habria
que hacer un estudio profundo en la literatura sobre las diferencias existentes entre lo que
se considera una demostracén y una comprobacién. Como trabajo futuro se debera rea-
lizar ese estudio, y en paralelo también se analizardn el resto de actividades, con vistas
de proponer cambios 0 mejoras para un posterior andlisis de la confiabilidad del test de
manera rigurosa, seleccionando una muestra mas grande para evitar sesgos, y aplicando

las técnicas estadisticas correspondientes para determinar la fiabilidad del test.
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7. Situacion de aprendizaje: Areas aparentemente igua-

les

El nombre de esta situacién de aprendizaje hace un guifio al actual curriculo aragonés
de Matematicas en Educaciéon Secundaria Obligatoria, en donde aparece una situacién
de aprendizaje enmarcada en la teoria de razonamiento geométrico de Van Hiele. Esta
actividad esta basada en ella y puede encontrarse en la orden ECD/1172/2022, de 2 de
agosto, por la que se aprueban el curriculo y las caracteristicas de la evaluacion de la
Educacién Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de

la Comunidad Autonoma de Aragoén, dentro del curriculo de la asignatura de Matematicas.

7.1. Introduccion y contextualizacion

Se plantea una situacion de aprendizaje para trabajar en 4° de ESO (B) la relacion en-
tre el teorema de pitdgoras y conceptos fisicos como densidad, volumen y peso orientado
a la medicion de areas en figuras geométricas. Esta actividad se plantea para estable-
cer una relacion entre las asignaturas de Matemadticas y Fisica y Quimica. El proceso de
aprendizaje se guiard a través de la resolucion de problemas sobre la verificacion de cier-
tas condiciones fisicas que algunos objetos con una geometria particular deben cumplir
para que sus areas sean iguales, para después indagar sobre cémo pueden hacer uso de

magnitudes secundarias para medir dreas que a priori no se pueden medir empiricamente.

7.2. Objetivos didacticos

= Hacer uso de las propiedades de los tridngulos y sélidos rigidos para la resolucion

de problemas.

= Utilizar y reflexionar sobre las relaciones entre area, densidad, peso y volumen.

7.3. Elementos curriculares involucrados

= (Matematicas) Sentido de la medida: Capacidad de contabilizar, comparar y estimar

una cantidad de magnitud.

= (Matematicas) Sentido espacial: Propiedades geométricas de objetos matematicos

y de la vida cotidiana.
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= (Matematicas) Sentido socioafectivo: Mediante el trabajo cooperativo se favorece
el apoyo entre los integrantes del equipo, promoviendo la ayuda mutua y compren-
sion frente a la frustracion que puede aparecer a la hora de resolver problemas de

Matemaiticas y Fisica.

» (Fisica y Quimica) La materia: Cuantificacion de la cantidad de materia: cdlculo de
la cantidad de sustancia de sistemas materiales de diferente naturaleza, manejando
con soltura las diferentes formas de medida y expresion de la misma en el entorno

cientifico.

Es una actividad que se trabaja mediante la resolucién de problemas (Beltran-Pellicer
y Martinez-Juste, 2021) desde un punto de vista transversal a diferentes materias, lo que
favorece la argumentacion y el razonamiento, asi como la comunicacion, por lo que
se trabajan especialmente las competencias CE.M.1, CE.M2, CE.M3, CE.M5, CE.M.6,
CE.M.7, CE.MS, CE.M9, CE.M.10, CE.FQ.2, CE.FQ.3, CE.FQ.5.

7.4. Descripcion de la actividad

La actividad se organiza tratando de seguir las 5 fases de aprendizaje del modelo de
Van Hiele. Estas fases estdn descritas en las orientaciones didacticas del sentido espacial
de la ESO.

7.4.1. Fase de informacion

Se pide considerar un tridngulo con vértices A, B,C y lados de longutides a, b, c cua-

lesquiera, asi como los semicirculos de didmetros a,b,c tal y como figura en la imagen:

Figura 27: Contruimos tres semicirculos cuyas longitudes de los didmetros son a,b y ¢

respectivamente
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Al alumnado se le pide que trate de demostrar que el drea del semicirculo de didmetro
b es igual a la suma de las dreas de los otros semicirculos. Y si no se puede, que indiquen

bajo qué condiciones eso se cumple.

7.4.2. Fase de orientacion dirigida

En esta fase, al alumnado se le proporciona unas ldminas de caucho y se les pide que
piensen en un tridngulo de lados cualesquiera, y haciendo uso de regla, compas y tijeras,

construyan tres semicirculos de didmetros los lados de dicho tridngulo.

Figura 28: Laminas de caucho y compas

Con esto se espera solventar los problemas encontrados en el andlisis de los resultados
del estudio anterior, en el que veiamos que algunos alumnos, para verificar que cualquier
triangulo no cumplia con la proposicion indicada, contruian un tridngulo “virtual¢on la-
dos imposibles. Realizando esta actividad con recortables, se podra detectar si el alum-
nado entiende que los tres lados de un tridngulo estan relacionados y que no cualquier

configuracion de valores es vélida.
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Una vez construidos, se les pide que indiquen si creen que las areas de los semicirculos
que han contruido, cumplen la propiedad que se ha indicado en el apartado anterior, y se

les pide también que piensen como podrian comprobarlo.

7.4.3. Fase de explicitacion

Una vez han tenido tiempo para pensar en el problema, en esta fase se pretende que
el alumnado verbalice las ideas que han ido surgiendo, en este caso sobre como medir
areas de semicirculos y comprobar si cumplen las propiedades indicadas. Para ayudar, se

pueden proponer algunas preguntas como por ejemplo:

= ;Qué magnitudes conocemos de los objetos que hemos construido?

= ;Qué tienen todos en comuin?

7.4.4. Fase de orientacion libre

En esta fase, se proporciona al alumnado una hoja con dos tridngulos, uno en cada
cara de la hoja. Uno de ellos rectangulo de lados 13, 12 y 5, y el otro no rectdngulo de
lados 7, 8 y 10.

13 12

Figura 29: Tridngulos que aparecen en la hoja

Ademads, se proporciona a cada grupo de trabajo seis semicirculos de madera de los

mismos didmetros que los lados de los tridngulos anteriores, y una bascula de cocina.

Una vez repartido el material, se pide que piensen sobre como podrian utilizar esos

elementos para comprobar si esos semicirculos cumplen las propiedades indicadas.
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Figura 30: Semicirculos de madera y bascula de cocina

7.4.5. Fase de integracion

En esta fase, el profesorado debe revisar el procedimiento seguido y poner en orden
las ideas geométricas y fisicas que han aparecido a lo largo de la actividad, y las relaciones
entre las mismas. En particular, la relacion entre densidad, volumen, drea y peso, y que a

igualdad de densidad y altura de las figuras, el 4rea es directamente proporcional al peso.

7.5. Metodologia y estrategias didacticas

Se trata de poner en juego las cinco fases de aprendizaje de Van Hiele con la idea
de afianzar el progreso del alumnado hasta el nivel 3. Se propone utilizar alguna de las
técnicas de trabajo cooperativo descritas en (Torrego et al., 2011), como por ejemplo, la
técnica “Situacion Problema”, y que la intervencion del profesorado se adapte a lo que

cada fase requiere:

= Fase de informacion: El profesorado presenta el problema, en este caso un tridngu-
lo con sus semicirculos correspondientes a cada lado, y guia el pensamiento del

alumnado a que incidan en las propiedades geométricas de esos elementos.

= Fase de orientacion dirigida: Dado que en esta fase las tareas que se proponen son
manipulativas, el profesorado atendera las dudas o dificultades que el alumno mues-

tre en el desarrollo de la actividad.

= Fase de explicitacion: El profesorado tratara en esta fase de guiar la puesta en comun
de ideas, moderando el debate y guiando la discusion hacia aquellos argumentos o

preguntas mds constructivas.

= Fase de orientacion libre: En esta fase el trabajo cooperativo se vuelve fundamental

para el correcto desarrollo del proceso de aprendizaje, por lo que el profesorado
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debera procurar fomentar el trabajo en equipo y la buena dindmica de los grupos de

trabajo.

= Fase de integracion: En esta dltima fase, el profesorado, pudiendo hacer participe
también al alumnado, tratard de poner las ideas en comun y estructurar todos los
contenidos y conclusiones a las que se han llegado, como la relacion entre peso,

area, densidad, volumen y geometria de los objetos que han estado manipulando.

Por ultimo, la duracién de la situacion de aprendizaje no tiene por qué ser de una dnica
sesion, ya que se requiere tiempo para que el alumnado incida en los conceptos e ideas

que estda manejando, pudiéndose distribuir esta actividad en diferentes sesiones.

7.6. Atencion a las diferencias individuales

El trabajo cooperativo permite que las diferencias individuales sean solventadas en
parte por la ayuda de los compafieros, pero esto no debe distraer al profesorado en su tarea
de identificar aquellos obstaculos o dificultades que algunos alumnos pueden encontrar
en el desarrollo de la tarea, interviniendo en caso de que sea necesario. Ademas, sera
imprescindible que el profesorado esté atento a que la participacion de todo el alumnado
sea significativa, en todas las fases de la actividad, asi como asegurarse de que todos los

alumnos entienden lo que estdan haciendo en cada momento.

7.7. Recomendaciones para la evaluacion formativa

= Las fases del modelo de van Hiele promueven la evaluacién formativa via la comu-

nicacion de resultados en la fase de explicacion.

= También el momento de la resolucion de problemas, fase de orientacion libre, es
un punto interesante para realizar una evaluacion formativa ya que es el punto en el
que surgen las conexiones entre ideas matematicas y fisicas que no suelen tratarse

de forma conjunta.
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