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Introduccién

La funcién es un concepto fundamental y de gran importancia en Matematicas.
Aparece en otras areas del conocimiento como Biologia, Fisica y Quimica o Economia
mediante la obtencién de modelos matematicos que ayuden a comprender la relacion de
ciertas variables y a explicar fendmenos sucedidos a lo largo del tiempo en nuestro
entorno. Ademas, gran cantidad de informacion relacionada con fendbmenos de cambio,
proporcionada por los medios de comunicacion, se muestra a través de tablas y gréaficas

expresando una relacién funcional.

El documento presente se corresponde con el trabajo fin de Master de profesorado
para la especialidad de Matematicas. Por un lado, se caracterizan aspectos fundamentales
de la ensefianza y aprendizaje de las funciones en la Educacion Secundaria Obligatoria
mediante un analisis previo del objeto matematico a ensefiar y de las condiciones en las
que se desarrolla su ensefianza. Por otro lado, se disefia una secuencia didactica sobre este
objeto matematico para la asignatura de Matematicas 2° ESO, en la que se detallan tanto
los campos de problemas, las técnicas y tecnologias, como la evaluacién y la metodologia

a seguir en su implementacion en el aula.

Para su elaboracion se tienen en cuenta todas las referencias recogidas en el
apartado de bibliografia y paginas web, asi como lo establecido en la ORDEN
ECD/1172/2022, de 2 de agosto, por la que se aprueban el curriculo y las caracteristicas
de la evaluacién de la Educacion Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en

los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragon.



A. Sobre la Definicion del Objeto Matematico a Ensefiar

Azcérate y Deulofeu (1996) hacen notar la variedad de definiciones existentes
acerca del concepto de funcion, pudiéndose definir de manera intuitiva como una ley que
regula la dependencia entre cantidades u objetos variables, clasificAndolas segun el

aspecto que mas se destaque:

- Correspondencia entre valores de variables: “Si existe una correspondencia entre los
valores de una variable independiente x y otra variable y, dependiente de aquella, de tal
modo que a cada valor de x le corresponde un valor de y, se dice que y es funcién de x.”
(Azcérate y Deulofeu, 1996, p. 20).

- Correspondencia entre elementos de dos conjuntos: “En general diremos que y €S
funcion de x y lo escribiremos y = f(x) cuando, para x variable en un determinado
conjunto, a cada valor de x le corresponde un solo valor de y; los valores de y constituyen
otro conjunto. A y se le da el nombre de variable dependiente, porque depende de los
valores que toma la x; en cambio x es la variable independiente.” (Azcarate y Deulofeu,
1996, p. 20).

- Dependencia entre dos variables: “La caracteristica esencial de una funcién es la
dependencia entre dos variables. Una funcion esta formada por un conjunto de valores
que puede tomar la variable independiente; un conjunto de valores que puede tomar la
variable dependiente y una regla que asigna a cada elemento del conjunto de salida uno y

solo uno del conjunto de llegada.” (Azcarate y Deulofeu, 1996, p. 20).

- Conjunto de pares ordenados: “Sea C un subconjunto del producto cartesiano A x B,
diremos que C define una funcién entre los conjuntos A y B si a cada elemento de A se le
asigna aquel o aquellos elementos de B que formen un par con él en uno de los elementos
de C.” (Azcérate y Deulofeu, 1996, p. 20).

Asimismo, muestran los distintos sistemas de representacion que admiten las

funciones en orden creciente de abstraccion:

- Expresion verbal. Uso del lenguaje comin para proporcionar una vision descriptiva y,
generalmente, cualitativa de la relacion funcional. Dado un nimero real arbitrario x, se le

asocia otro numero real que se obtiene haciendo el triple de x y sumandole 2.

- Tabla. Esta formada por dos filas: en la primera se escriben los elementos del dominio

y en la segunda los correspondientes al conjunto de llegada, denominado codominio o



recorrido. En el caso en el que el dominio sea un conjunto infinito, se hace una

representacion parcial (elegir valores representativos) como puede verse en la Tabla 1.

Tabla 1

Ejemplo de funcion expresada en registro tabular

A pesar de ofrecernos una vision cuantitativa facilmente interpretable en términos de

correspondencia, dificilmente podemos extraer caracteristicas globales de la funcion.

- Expresion algebraica. Permite determinar valores con precision de las variables

involucradas. Sea f: R —» R dada por y = f(x) = 3x + 2.

- Grafica cartesiana. Sea f: A — B una funcion donde A y B son conjuntos dados. La
grafica de f, denotada por Gy, es un subconjunto del producto cartesiano A x B tal que
para todo x € A existe un Unico y € B tal que (x,y) € G,. Esta representacion permite

observar las caracteristicas globales de una funcion.

Estos dos ultimos lenguajes son los de mayor abstraccion y los que permiten
obtener una vision general y completa, tanto cualitativa como cuantitativa, de una

funcion. Ademas, posibilitan la caracterizacion de los modelos funcionales.

La Tabla 2, propuesta por Janvier (1978, recogida en Azcarate y Deulofeu, 1996,
p. 63), refleja la variedad de las posibles traducciones entre los diferentes sistemas de

representacion que admiten las funciones.

Tabla 2

Traducciones entre los diferentes sistemas de representacion que admiten las funciones

Descripcién

Desde / Hacia Tabla Grifica Formula
verbal
Descripcion .
Medida Boceto Modelo
verbal
Tabla Lectura Trazado Ajuste
Grifica Interpretacion Lectura Ajuste

Formula Interpretacion Computo )
Grafica




Por tanto, tal y como explicitan, el aprendizaje de las funciones debe englobar
tanto el conocimiento de cada uno de estos lenguajes de representacion, como la

traduccion entre ellos.

Para la elaboracion de la secuencia didactica que presentaremos, tendremos en
consideracion lo establecido en la LOMLOE, asi como las propuestas correspondientes a
Alayo (1990) y a Azcérate y Deulofeu (1996). En la segunda de ellas plantean la siguiente
estructura: en primer lugar, se encuentra la formacion del concepto de funcién que
engloba la introduccion del mismo, mediante el estudio de las gréaficas cartesianas, el
estudio de las diferentes formas de expresar una funcion y el estudio de modelos
elementales. Posteriormente, aparece el estudio de las caracteristicas generales de las

funciones.

Tal y como indican Cid y Mufioz (2022) la actividad matematica, entendida como
modelizacion, puede descomponerse en campos de problemas extra o intramatematicos a
modelizar, en las técnicas involucradas en su resolucion (modelos matematicos y su
gestion), en la tecnologia que describe y justifica dichas técnicas y en la teoria que da
razon de la tecnologia. A continuacién, mostramos lo que pretendemos ensefiar con la

propuesta en relacion a lo citado.

e Campos de problemas (CP):
CP.1: Identificacion y representacion de puntos en el plano cartesiano.
CP.2: Familiarizacion con los conceptos.

CP.2.1: Identificacion de variable independiente y variable dependiente. En este
caso, aparece una nueva interpretacion de la letra: la letra como variable

(argumento).
CP.2.2: Identificacion de gréaficas y relaciones que representan una funcion.

CP.3: Analisis e interpretacion de graficas. Con este campo de problemas pueden

trabajarse caracteristicas generales de las funciones.
CP.3.1: Identificacion del dominio y recorrido.
CP.3.2: Identificacion de tramos de crecimiento y decrecimiento.
CP.3.3: Identificacion de maximos y minimos.

CP.3.4: Distincion entre funciones continuas y discontinuas.



CP.3.5: Identificacion de puntos de corte con los ejes de coordenadas.

CP.4: Traduccion entre los diferentes sistemas de representacion que admiten las

funciones.
CP.4.1: Partiendo de la representacion verbal.
CP.4.2: Partiendo de la representacion tabular.
CP.4.3: Partiendo de la representacion gréfica.
CP.4.4: Partiendo de la representacion algebraica.
CP.5: Estudio de modelos funcionales.
CP.5.1: Modelo lineal.
CP.5.2: Modelo afin.
CP.5.3: Modelo cuadrético.

Comentar que para el estudio de los diferentes modelos se utilizard GeoGebra con

el objetivo de explorar la relacion entre la grafica y los parametros involucrados.
e Técnicas (TC):
TC.1: Tecnicas asociadas a la identificacion y representacion de puntos en el plano

cartesiano.

TC.1.1: Para identificar un punto en el plano cartesiano debemos indicar su
posicion con respecto al eje de abscisas (X) y al eje de ordenadas (Y). Para ello,
se trazan dos rectas, cada una de ellas perpendicular a uno de los ejes de
coordenadas, que pasen por el punto, dando lugar a dos puntos de la forma (x, 0)

y (0,y). Estas x e y son las coordenadas buscadas.

TC.1.2: Para representar un punto P(a, b) en el plano cartesiano debemos trazar

las rectas x = a e y = b, siendo P el punto de interseccion de dichas rectas.
TC.2: Técnicas asociadas a la identificacion de funciones.

TC.2.1: Identificar las variables correspondientes: la variable dependiente (y) que

depende de la variable independiente (x).

TC.2.2: Criterio de la linea vertical: cualquier recta x = a debe cortar en un punto,

como maximo, a la gréafica.



TC.3: Técnicas asociadas al andlisis e interpretacion de gréficas: observacion directa de
la gréfica y lectura de izquierda a derecha de la misma. También puede utilizarse la

técnica TC.1.1 anteriormente expuesta para el calculo del punto buscado.

TC.3.1: Indicar el conjunto de valores que puede tomar la variable independiente
y la variable dependiente, respectivamente.

TC.3.2: Observar, dado un intervalo, la variacién de la variable dependiente al

recorrer, en sentido creciente, los valores de la variable independiente.

TC.3.3: Identificar los puntos en los que la funcién cambia de creciente a

decreciente o viceversa.

TC.3.4: Observar si la gréfica de la funcion presenta saltos para algin valor de la

variable independiente correspondiente al dominio.
TC.3.5: Indicar los puntos de la forma (x,0) y (0,y).

TC.4: Técnicas asociadas a la traduccion entre los diferentes sistemas de representacion.
TC.4.1: Partiendo de la representacion verbal.

TC.4.1.1: Identificacion de la variable independiente, la variable
dependiente y la relacién entre ellas. Dicha relacion puede mostrarse en
una tabla de valores, analiticamente o mediante un esbozo en unos ejes de

coordenadas.
TC.4.2: Partiendo de la representacion tabular.

TC.4.2.1: Establecer verbalmente la relacion funcional existente entre las

variables independiente y dependiente una vez identificadas.

TC.4.2.2: Representacién de puntos a partir de la tabla de valores y

eleccion de su union (variables discretas o continuas).
TC.4.2.3: Busqueda de patrén.
TC.4.3: Partiendo de la representacion gréafica.

TC.4.3.1: Identificacion de las variables correspondientes, interpretacion
de la relacién entre ellas y asociacion de un enunciado verbal que pueda

representarse con dicha grafica.

TC.4.3.2: Identificacion de puntos en la grafica.



TC.4.3.3: Identificacion de elementos notables en modelos funcionales

sencillos.
TC.4.4: Partiendo de la representacién algebraica.

TC.4.4.1: Elaborar un enunciado verbal que pueda expresarse
algebraicamente con la expresién dada.

TC.4.4.2: Dar valores a la variable x y calcular el valor de la variable y

correspondiente.

TC.4.4.3.1: A partir de la expresion algebraica se construye la tabla de

valores correspondiente y se representan esos puntos en el plano.

TC.4.4.3.2: A partir de la expresion algebraica se identifican elementos
notables, en modelos funcionales sencillos, para representarlos

graficamente.
TC.5: Técnicas asociadas al estudio de modelos funcionales.
TC.5.1: Identificacion de la pendiente en el modelo afin.
TC.5.1.1: Calculo de la constante de proporcionalidad.
TC.5.1.2: Observar el desplazamiento vertical frente al horizontal.
TC.5.1.3: Aplicacion de su expresion simbolica.

TC.5.1.4: Dada la expresion algebraica (ecuacion explicita de la recta),

asociarla con el coeficiente que multiplica a la variable x.
TC.5.2: Identificacion de la ordenada en el origen en el modelo afin.

TC.5.2.1: Determinar la coordenada y del punto de corte de la funcién con

eleje?Y.

TC.5.2.2: Dada la expresion algebraica (ecuacion explicita de la recta),

asociarla con el término independiente.

TC.5.3: Identificacion del vértice en el modelo cuadratico.
TC.5.3.1: Identificacion del eje de simetria.
TC.5.3.2: Identificacion del extremo absoluto.

TC.5.3.3: Aplicacién de su expresion simbolica.
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TC.5.4: Célculo de los puntos de corte con los ejes de coordenadas. Para el calculo
de los puntos de la forma (x,0) y (0,y) dada la expresion algebraica, tenemos
que calcular las coordenadas correspondientes sustituyendo en la ecuacion los

valores y = 0 y x = 0, respectivamente.
e Tecnologias (TG):
TG.1: Definicién de las coordenadas cartesianas de un punto P en el plano cartesiano.

TG.2: Definicién de funcién como dependencia entre dos variables y correspondencia

entre valores de variables.
TG.3: Definiciones de los conceptos correspondientes.

TG.3.1: Definicion de dominio y recorrido.

TG.3.2: Definicion de funcion creciente y decreciente.

TG.3.3: Definicion de extremos relativos y absolutos.

TG.3.4: Definicion de funcion continua.

TG.3.5: Definicion de puntos de corte con los ejes de coordenadas.
TG.5: Caracterizacion de los modelos funcionales.

TG.5.1: Caracterizacion del modelo lineal.

TG.5.2: Caracterizacion del modelo afin.

TG.5.3: Caracterizacién del modelo cuadratico.

B. Sobre el Estado de la Ensefianza-Aprendizaje del Objeto Matematico

Deulofeu y Vall de Pérez (2000) afirman que el concepto de funcién resulta
complejo para los estudiantes debido a la cantidad de nociones que engloba (continuidad,
variables, dominio...) y a la diversidad de lenguajes de representacion que admite (tabla,

gréfico, ecuacién y descripcidn verbal).

Previo al estudio del tratamiento realizado en cinco libros de texto en torno al
concepto de funcion, exponemos los conocimientos que, segun la LOMLOE, deberian
trabajarse en 2° ESO:
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En el sentido algebraico y pensamiento computacional se deben consolidar las
ideas del curso anterior y profundizar en la relacion entre la expresion simbolica de una
funcién y su gréfica. Como saberes dentro de este sentido aparecen la descripcion de
patrones (patrones, pautas y regularidades: observacion y determinacion de la regla de
formacion en casos sencillos) y la modelizacion matemética de situaciones utilizando
distintos tipos de representaciones (modelizacion de situaciones de la vida cotidiana
usando representaciones matematicas y el lenguaje algebraico; estrategias de deduccién
de conclusiones razonables a partir de un modelo matematico). En este Gltimo caso
aparecen como novedades en el estudio de modelos lineales y afines, con respecto al curso
anterior, el uso de expresiones algebraicas para su descripcion y la exploracion del
modelo cuadratico en mayor profundidad. Asimismo, se debe llevar a cabo un estudio

cualitativo de las funciones.

Finalmente, aparece el estudio de modelos fundamentales para el aprendizaje de
las funciones, donde se propone consolidar el trabajo con funciones lineales y afines y
comenzar el estudio de las funciones cuadraticas (relaciones lineales y cuadraticas:
identificacion y comparacion de diferentes modos de representacion, tablas, graficas o
expresiones algebraicas, y sus propiedades a partir de ellas; estrategias de deduccién de
la informacidn relevante de una funcion mediante el uso de diferentes representaciones
simbdlicas). En particular, se plantea trabajar la relacion directa entre la grafica y la
ecuacion de una funcion afin a partir de la pendiente y la ordenada en el origen, asi como
el estudio de las graficas de las funciones cuadraticas, la relacion entre la factorizacion de
una expresion cuadratica, la solucion de la ecuacion correspondiente y los puntos de corte
de la grafica con el eje de abscisas, y algunas caracteristicas basicas de dichas funciones
como la simetria o el efecto de transformaciones sencillas. Ademas, para el estudio de la
representacion grafica de una funcién y la exploracién de modelos funcionales, aconsejan

el uso de herramientas tecnolégicas.

Sefialar que, tal y como se aprecia en las fechas de edicion de los libros de texto
mas recientes a analizar, los contenidos expuestos en cada una de las propuestas, a
excepcion de la Gltima, se corresponden a la LOMCE. Por ello, indicamos lo referente a

las funciones expuesto en dicha ley.

En el anexo Il de la ORDEN ECD/489/2016, de 26 de mayo, las funciones se
sittan en el Bloque 4 denominado Funciones cuyos contenidos asociados son los

siguientes: Coordenadas cartesianas: representacion e identificacion de puntos en un
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sistema de ejes coordenados. El concepto de funcion: variable dependiente e
independiente, formas de representacion (lenguaje habitual, tabla, gréfica, formula),
crecimiento y decrecimiento, continuidad y discontinuidad, cortes con los ejes, maximos
y minimos relativos, analisis y comparacion de graficas. Funciones lineales, calculo,
interpretacion e identificacion de la pendiente de una recta, representaciones de la recta a
partir de la ecuacion y obtencion de la ecuacion a partir de una recta. Utilizacién de
calculadoras gréficas y programas de ordenador para la construccién e interpretacion de
graficas.

Podemos percibir ciertas diferencias con lo correspondiente a 2° ESO, acerca de
este objeto, establecido en la LOMLOE. Por ejemplo, en la LOMLOE aparece el
comienzo del estudio de funciones cuadréaticas mientras que con la LOMCE solo aparecen
funciones lineales. No obstante, con la LOMCE se comienza el estudio de continuidad y
crecimiento y decrecimiento de funciones, mientras que en la LOMLOE aparece en cuarto
curso de manera explicita, aunque cabe sefialar que el trabajar con funciones afines puede
aprovecharse para comenzar con ejemplos de funciones crecientes y decrecientes (segun
el valor que tome la pendiente correspondiente), y que el modelo cuadratico presenta

zonas de crecimiento y decrecimiento que deberian ser identificadas durante su estudio.

Ahora, pasamos a estudiar el tratamiento que se realiza en cinco libros de texto,
cuatro de ellos de editoriales que se trabajan habitualmente en 2° ESO y otro que puede
utilizarse a lo largo de toda la Secundaria, en torno al concepto de funcion. En particular,

los libros que analizamos son:

e Matematicas ESO 2, vol. 3 (Colera et al., 2016) de la editorial Anaya.

e Matematicas 2 ESO (Nieto et al., 2016) de la editorial S.M.

e Matematicas ESO 2 serie resuelve (Almodovar et al., 2016) editorial Santillana.

e Matematicas 2° de ESO (Fidalgo y Brihuega, 2014) apuntes Marea Verde.

e El lenguaje de funciones y graficas (Alayo, 1990), traduccion de The Language
of Functions and Graphs, material elaborado por Shell Centre for Mathematical

Education.

Comenzamos el anélisis situando el tema de funciones dentro de cada libro.
Seguidamente, comentamos tanto la estructura de cada pagina, como la secuencia de
contenidos relacionados con el concepto de funcidn que son explicados en cada una de

las propuestas. Finalmente, indicamos los campos de problemas (destacar que, dado que
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son similares en los cuatro primeros libros, afiadimos las novedades presentes con
respecto al anélisis de los anteriores), las técnicas que los resuelven y las tecnologias que
describen y justifican dichas técnicas. Asimismo, sefialamos si aparece referencia alguna

al uso de software especifico a lo largo de la unidad.

Matematicas ESO 2 (Colera et al., 2016)

La unidad dedicada a las funciones ocupa el lugar 13 de un total de 15 temas. Se
presenta antes de la introduccién a la Estadistica y la Probabilidad y después de haber

trabajado los cuerpos geométricos.

En la primera péagina de la unidad se hace referencia a que las funciones nacen de
la necesidad de describir cuantitativamente algunos fendmenos fisicos con el fin de darles
explicacion; se presenta el concepto situdndolo, brevemente, dentro de la historia y se
proponen unas actividades iniciales donde se muestran relaciones funcionales para
responder a unas cuestiones o0 para asociarlas con las correspondientes situaciones

representadas.

Cada pagina se estructura como sigue: en primer lugar, aparecen parrafos en los
que se incluyen ejemplos, los cuales ofrecen explicaciones relativas a conceptos
asociados a la funcién que se pretende que el alumno aprenda. Seguidamente se
encuentran los ejemplos y ejercicios resueltos. Por altimo, en el apartado de piensa y

practica al final de cada hoja, se plantean ejercicios similares a los resueltos previamente.

Se comienza el tema definiendo la funcion del siguiente modo: “Una funcion
relaciona dos variables. En general se designan por x (variable independiente) e y
(variable dependiente cuyo valor depende del valor de x). La funcidn asocia a cada valor
de x un dnico valor de y.” (Colera et al., 2016, p. 258) (se corresponde con dependencia
entre dos variables y correspondencia entre valores de variables segln la clasificacion
mencionada anteriormente). Seguidamente se dedica una hoja para estudiar crecimiento

y decrecimiento, maximos y minimos (se da a entender que estos valores son Unicos).

En relacion a las diferentes formas de representacién que admiten las funciones,
en este libro se explicitan todas (tabla, gréfico, ecuacién y descripcion verbal) aunque no
con la misma incidencia, dedicandose una hoja para las funciones dadas por tablas de
valores, donde se hace referencia a funciones discontinuas, y otra para las dadas por su

ecuacion en la que se hace referencia a la tabla de valores como paso intermedio entre la
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ecuacion de la funcidn y su representacion grafica. En el primer caso, también aparecen
gréaficas y descripciones verbales asociadas a las tablas. Se nota un claro predominio de

la expresion algebraica frente a las otras representaciones.

Después se introducen las funciones de proporcionalidad mediante un ejemplo en
el que se relaciona proporcionalmente la altura alcanzada por artefactos voladores y el
tiempo que estos ascienden. Ademas, se hace referencia a que la pendiente de la recta es
la constante de proporcionalidad. Sin embargo, los ejercicios propuestos para los
estudiantes no involucran problemas de proporcionalidad, son meramente mecanicos en

los que tienen que representar las funciones a partir de su ecuacion.

A continuacion, se introducen las funciones lineales (refiriéndose en realidad a las
afines, hecho que hacen notar) y los conceptos asociados a ellas (pendiente y ordenada en

el origen). Finalmente, aparecen las funciones constantes.

Destacamos dos hechos: en primer lugar, a lo largo de la unidad se hace referencia
a ejercicios para practicar en la web con GeoGebra, que involucran la representacion de
funciones a partir de su expresion analitica o de una tabla de valores, asi como el estudio

de la pendiente de una recta, como puede verse en la Figura 1.

Figura 1

Ejemplo de uso de GeoGebra para el estudio de la pendiente

En la web Y@/

Concepto de pendiente de una
recta.

Nota. Tomado de Matematicas ESO 2 (Colera et al., 2016, p. 265).

En segundo lugar, destacar que en la practica docente no aparece mencion alguna
a las pardbolas, mientras que dentro de los ejercicios del final del tema aparecen tres que

involucran su representacion grafica.

Ahora, pasamos a comentar los campos de problemas (CP), el conjunto de
técnicas (TC) que los resuelven y, en caso de aparecer, la tecnologia (TG) que describe y
justifica dichas técnicas. A la hora de exponer todo ello, empleamos las etiquetas
utilizadas en la seccion anterior. En caso de no aparecer, lo denotamos con el nimero que

le corresponda seguido de *.
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e CP.2: Identificacion de gréaficas o enunciados que representan una funcion

Las técnicas asociadas son el criterio de la linea vertical (TC.2.2) en el caso de
graficas (ver Figura 2), y la TC.2.1 si la relacion funcional aparece expresada
verbalmente. La tecnologia se corresponde con la definicién dada de funcion (TG.2).

Figura 2

Identificacion de funciones mediante el criterio de la linea vertical

e {5

SON FUNCIONES NO SON FUNCIONES

Nota. Tomado de Matematicas ESO 2 (Colera et al., 2016, p. 258).

e CP.3: Analisis e interpretacion de graficas (CP.3.2 y CP.3.3)

Las técnicas asociadas son la observacion directa de la grafica, el método de
lectura de izquierda a derecha de la misma para el estudio del crecimiento (TC.3.2) y la
identificacion de maximos y minimos (TC.3.3), y el de las perpendiculares (TC.1.1) para
el calculo del punto buscado (ver Figura 3). La tecnologia esta compuesta por las

definiciones correspondientes: TG.3.2y TG.3.3.

Figura 3

Calculo del punto buscado mediante el trazado de perpendiculares

Nota. Tomado de Matematicas ESO 2 (Colera et al., 2016, p. 258).

e CP.4.1: Graficar una situacion explicada verbalmente

La técnica asociada es la identificacion tanto de las variables involucradas, como
de la relacion existente entre ellas (TC.4.1.1), la cual se muestra mediante un esbozo en

unos ejes de coordenadas.
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e (CP.4.3: Descripcion de una situacion dada por una grafica

La técnica asociada es la identificacion de las variables correspondientes, la
interpretacion de la relacion entre ellas y, finalmente, la asociacion de un enunciado

verbal que pueda representarse con dicha gréfica (TC.4.3.1).
e CP.4.2: Representacion gréafica de funciones a partir de tabla de valores

La técnica asociada es la representacion de pares de puntos en el plano cartesiano
(TC.4.2.2) (la representacion e interpretacion de puntos aparece como actividad al final

del tema). La tecnologia empleada es la definicion de coordenadas cartesianas (TG.1).

e CP.4.4: Representacion grafica de funciones a partir de su expresion
algebraica

La técnica asociada es el uso de la tabla de valores como paso intermedio

(TC.4.4.3.1) y la tecnologia es que el problema anterior se solucionaba de esta manera.
e CP.4.2: Cambio entre la representacion tabular y la expresion algebraica
La técnica asociada es la busqueda de patron (TC.4.2.3). Vease la Figura 4.

Figura 4
Cambio entre representacion tabular y expresion algebraica

envo <o N N N R A P
o N N N R TN N O 2

La altura se obtiene en funcién del tiempo mediante la ecuacién:

y=3+2

Nota. Tomado de Matematicas ESO 2 (Colera et al., 2016, p. 266).

e CP.4.1: Obtencion de la expresion algebraica correspondiente a un

enunciado

La técnica asociada es la identificacion de la variable independiente y la
dependiente, asi como de la relacion existente entre ellas (TC.4.1.1) y se justifica puesto
que, por definicion (TG.2), la expresion algebraica de una funcion se escribe como y =
f(x). También aparece como técnica el trabajar con la tabla de valores como paso
intermedio (TC.4.2.3).
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e CP.4.3: Relacionar cada funcion afin, dada por su gréfica, con la expresion

algebraica correspondiente

La técnica asociada es la identificacién de la pendiente y ordenada en el origen
(TC.4.3.3, TC.5.1.2 y TC.5.2.1). También aparece como técnica el comprobar si dos
puntos de la recta verifican la ecuacion correspondiente (TC.4.3.2). La tecnologia esta
formada por la caracterizacion del modelo afin, incluyéndose el modelo lineal (TG.5.1y
TG.5.2).

Matematicas 2 ESO (Nieto et al., 2016)

El tema dedicado a las funciones aparece en el bloque titulado “Funciones”,
ocupando el lugar 8 de un total de 13 unidades. Este tema se presenta después de haber
trabajado el lenguaje algebraico y antes de comenzar el bloque de Geometria.

En este libro la estructura de cada pagina varia con respecto al anterior. En primer
lugar, aparecen las definiciones y propiedades de conceptos relacionados con las
funciones para después, mostrar su aplicacion en ejemplos resueltos. Por dltimo, en el

apartado de actividades se plantean ejercicios que involucran lo explicado previamente.

Se comienza el tema, a diferencia del libro anterior, dedicando un apartado a las
coordenadas cartesianas. Seguidamente se definen los conceptos de correspondencia y
funcion, apareciendo este ultimo del siguiente modo: “Una funcion es una
correspondencia entre dos conjuntos tal que a cada elemento del conjunto inicial (sus
elementos forman la variable independiente) le corresponde un Unico valor del conjunto
final (sus elementos forman la variable dependiente o imagen).” (Nieto et al., 2016, p.
161). Esta definicion se corresponde, segun la clasificacion mencionada anteriormente,

con correspondencia entre elementos de dos conjuntos.

En relacion a las diferentes formas de representacion que admiten las funciones,
en este libro aparecen la ecuacion, la tabla y la gréafica dedicAndose una hoja para todo
ello, indicandose que “para expresar la relacion entre dos magnitudes, se utilizan
formulas, tablas y graficas” (Nieto et al., 2016, p. 162). Por tanto, no se menciona de

forma explicita la expresion verbal como una de ellas.

Los apartados siguientes se corresponden al estudio de propiedades y elementos
asociados a las graficas de funciones: dominio y recorrido, continuidad, puntos de corte

con los ejes, crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos (diferenciando entre
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extremos absolutos y relativos). En este caso, dan a entender que los extremos absolutos
son unicos, lo que puede generar dificultades en el alumnado (ver Figura 5).

Figura 5

Unicidad de los extremos absolutos

I Ten en cuenta
@

i o Si una funcion tiene mas de

¢ un maximo, llamamos maximo
absoluto a aquel que tiene mayor
ordenada y maximos relativos,
al resto.

Si una funcién tiene mas de

un minimo, [lamamos minimo
absoluto a aquel que tiene menor
ordenada y minimos relativos,

al resto.

Nota. Tomado de Matematicas 2 ESO (Nieto et al., 2016, p. 165).

En este libro se presentan los mismos modelos que en el anterior (lineal y afin)
profundizandose mas en la posicion relativa de rectas, e incluye como novedad las
funciones de proporcionalidad inversa y las funciones cuadraticas (ver Figura 6). Ambas
se introducen de manera tedrica, explicitandose sus caracteristicas sin hacer referencia a
problemas de proporcionalidad inversa y geometricos (contextos que podrian utilizarse

para su introduccion).

Figura 6

Introduccion de la funcion cuadratica

La ecuacion de una funcién cuadrética es y =ax?+bx+c, donde a, b, ¢ son
nimeros cualesquieray a#0.

Las gréficas de las funciones cuadréticas se denominan parabolas. Todas las parahg.
las tienen unas caracteristicas comunes:

* Tienen un maximo o minimo absoluto, que se llama vértice de la parabola.

© Tienen un eje de simetrfa vertical, que pasa por el vértice.

° La abertura de sus ramas depende del signo de a: a>0 0<0
- Sia>0, las ramas se abren hacia arriba. LN
- Sia <0, las ramas se abren hacia abajo.

© Tienen un punto de corte con el eje ¥, y pueden tener
dos, uno o ningiin punto de corte con el eje X.

Nota. Tomado de Matematicas 2 ESO (Nieto et al., 2016, p. 170).

Finalmente, el tltimo apartado del tema esta dedicado a la aplicacion de funciones

a situaciones reales, trabajandose la comparacion de graficas. En uno de los ejemplos
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presentados se muestra que no siempre es facil determinar la ecuacion de la funcion dada

su gréfica y se enfatiza en que, aun asi, puede obtenerse informacion relevante.

En lo referente a las TIC, destacamos que a lo largo de la unidad aparecen
referencias a la pagina web de la editorial (smSaviadigital.com) para la realizacion de
actividades interactivas, asi como a GeoGebra.

A continuacién, sefialamos las principales novedades, con respecto al libro

anterior, relativas a los campos de problemas:
e CP.1: Representacion e identificacién de puntos en el plano cartesiano

La técnica asociada a la identificacion de puntos es indicar su posicién con
respecto a los ejes de coordenadas (TC.1.1), mientras que la asociada a la representacion
de un punto P(a,b) es localizar el punto de interseccion de las rectas x =a ey =b
(TC.1.2). La tecnologia empleada es la definicion de coordenadas cartesianas (TG.1).

e CP.6*: Actividades que involucran diagramas para tratar la correspondencia

formal entre conjuntos. Véase la Figura 7.

Figura7

Tratamiento de la correspondencia entre conjuntos mediante diagramas

~Ejemplo » En la primera correspondencia, a cada persona se le asignan los idio-
| mas que habla. En la segunda, a cada nimero se le asigna su opuesto.

- : g
3 7N /
‘ Alberto <— > Espafiol i 3
\ / \
} [ ame < S Ingles | e gk {10

Peter — ~Francés |

/ \ | \\\
/] / / \
/ David / \\ Sueco / \ -4 / N 3

S e L i

© Una persona puede hablar mas de ® Cada niimero tiene un Gnico opuesto.
un idioma. Algunos elementos del A cada elemento del conjunto inicial
conjunto inicial se relacionan con le corresponde un @nico nimero del
varios del conjunto final. conjunto final.

Nota. Tomado de Matematicas 2 ESO (Nieto et al., 2016, p. 161).

La técnica asociada es establecer la relacién existente entre los elementos de los
conjuntos dados (TC.6%).

e CP.3: Analisis e interpretacion de graficas

En este campo de problemas aparecen como novedad, el dominio (CP.3.1) (cuya
técnica asociada es observar los valores de x para los que existe valor de y (TC.3.1)),

recorrido (CP.3.1) (cuya técnica asociada es observar los valores que puede tomar la
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variable dependiente (TC.3.1)), continuidad (CP.3.4) (cuya técnica asociada es observar
si la gréfica presenta saltos (TC.3.4)) y los puntos de corte con los ejes (CP.3.5) (cuya
técnica asociada es localizar los puntos de la forma (x,0) y (0,y) (TC.3.5)). La
tecnologia estd formada por las definiciones correspondientes a los conceptos
mencionados (TG.3.1, TG.3.4y TG.3.5).

e CP.5.1y CP.5.2: Célculo de la pendiente de una recta a través de su expresion
simbdlica
La técnica asociada es la aplicacion de la formula correspondiente (TC.5.1.3):
_ V2=V

con P(x4,v1) Y Q(x5,,v,) puntos pertenecientes a la recta.

X2—X1

e CP.7*: Calculo de la ecuacion de una recta conocidos algunos datos (pendiente
y un punto, ordenada en el origen y punto o 2 puntos)

La técnica asociada es sustituir los datos conocidos en la expresion y = mx + n
para obtener los datos pedidos (TC.7*) (la pendiente se corresponde con m, la ordenada
en el origen con n y el punto dado ha de verificar la ecuacion por pertenecer a la recta).

También puede utilizarse la TC.5.1.3.
e CP.8*: Determinar la posicién relativa de dos rectas

La técnica asociada es fijarse en la pendiente, en la ordenada en el origen y en su
representacion (TC.8*). La tecnologia esta formada por las definiciones
correspondientes: dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente; coincidentes si
tienen misma pendiente y ordenada en el origen y secantes si tienen distinta pendiente
(TG.8%).

Por otro lado, aparecen actividades relacionadas con el modelo de
proporcionalidad inversa (CP.5.4*) y el cuadratico, donde los contextos son

puramente matematicos.
e CP.5.3: Estudio del modelo cuadratico

Aparecen ejercicios en los que hay que identificar elementos notables (vértice y
puntos de corte con los ejes) (CP.3.3 y CP.3.5) en cada una de las graficas mediante
observacion directa (TC.3.3 y TC.3.5); ejercicios de representar graficamente la funcion

dada su expresion algebraica (CP.4.4), a través de una tabla de valores (TC.4.4.3.1), y
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ejercicios de calculo de puntos de corte con los ejes de coordenadas dada la expresion

algebraica, cuya técnica asociada es TC.5.4.

Matematicas ESO 2 serie resuelve (Almodoévar et al., 2016)

La unidad dedicada a las funciones ocupa el lugar 13 de un total de 14 temas. Se
presenta antes de la introduccion a la Estadistica y la Probabilidad y después de haber

trabajado los cuerpos geométricos.

En este libro la estructura de cada pagina es similar a la del libro anterior: se
exponen los conceptos y las propiedades acerca de las funciones y a continuacion se
realizan ejemplos. Por Gltimo, en el apartado de actividades se plantean ejercicios que

involucran lo explicado previamente.

Se comienza el tema dedicando un apartado a las coordenadas cartesianas.
Seguidamente se define el concepto de funcion de la siguiente manera: “Una funcion es
una relacion entre dos variables numéricas, x (variable independiente) e y (variable
dependiente cuyo valor depende del valor de x), de forma que a cada valor de x le
corresponde un Unico valor de y.” (Almodovar et al., 2016, p. 255). Esta definicion se
corresponde, segun la clasificacion mencionada anteriormente, con correspondencia entre

valores de variables y dependencia entre dos variables.

En relacion a las diferentes formas de representacion que admiten las funciones,
en este libro aparecen todas ejemplificadas y se sefiala que no todas las funciones pueden

expresarse mediante una expresion algebraica.

Los apartados siguientes se corresponden al estudio de propiedades y elementos
asociados a las graficas de funciones: continuidad, puntos de corte con los ejes,
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos. Ademas, dentro de los ejercicios del

final del tema se explica la periodicidad de una funcion.

En este libro se presentan el modelo lineal y el afin. En este caso, aparece
textualmente: “para representar graficamente una recta basta con conocer dos de los
puntos por los que pasa” (Almodovar et al., 2016, p. 265). Dentro de las actividades
aparece algun ejercicio de proporcionalidad directa para trabajar la funcion

correspondiente.

Los campos de problemas son similares a los presentes en los libros anteriores,

apareciendo como novedad:
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e CP.4.4: Plantear un enunciado a partir de una expresion algebraica
En la Figura 8 mostramos un ejemplo de ello.

Figura 8

Ejercicio de problem posing

53 REFLEXIONA. Escribe un enunciado cuya ecuacion
seay = 3X.

Nota. Tomado de Mateméticas ESO 2 serie resuelve (Almoddvar et al., 2016, p. 258).

La técnica asociada es definir dos variables y la relacion de dependencia entre
ellas, de manera que se verifique la ecuacion dada (TC.4.4.1).

Ademas, al final de la unidad se encuentran dos problemas de las pruebas PISA
(ver Figura 9) con la finalidad de llevar a cabo un aprendizaje competencial. Sin embargo,

no se hace mencion alguna a recursos tecnolégicos a lo largo de la unidad.

Figura 9

Problemas de las pruebas PISA

pruebas PISA

crecer El depésito de agua
10m
@ juventud se hace més alta Un depdsito de agua tiene la forma y St
. i i A/
" |2 estatura media de los chicos y chicas de Holanda *** dimensiones que se muestran en el dibujo.
en 1998 esta representada en el siguiente grafico. Inicialmente, el depdsito esta vacio. f,
190 T T T T Il Estatura media Después, se llena con agua a razén =
190 | de los chicos en 1998 de un litro por segundo.
170} ——+ o o o O Cuél de los gréficos siguientes muestra
E 1o}t . la altura que alcanza la superficie g
® D del agua en la cisterna en funcién del i
Z 1 tiempo?
w a) b) o
L] o e i e e |
10111213 1415161718 1920 Edad (afos) g S g
2) Desde 1980 a estatura media de las chicas de 20 aflos % ™ N
Jcudl )
ha aumentado 2,3 cm, hasta alcanzar los 1-70.6 cm. (Cudl T Tomoo -
era la estatura media de las chicas de 20 afios en 19807

b) Explica cémo el grafico muestra que la tasa de

d) e)
crecimiento de la estatura de las chicas disminuye
a partir de los 12 aflos. g g
¢) De acuerdo con el gréfico, zen qué periodo de la vida < =
las chicas son, por término medio, més altas que los

chicos de la misma edad? Tiempo Tiempo
(Prueba PISA 2003) (Prueba PISA 2000)

273

Nota. Tomado de Matematicas ESO 2 serie resuelve (Almoddvar et al., 2016, p. 273).
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Matematicas 2° de ESO (Fidalgo y Brihuega, 2014)

El tema dedicado a las funciones ocupa el lugar 11 de un total de 12 unidades.
Este tema se presenta después de haber trabajado el lenguaje algebraico y antes de
comenzar con Estadistica y Probabilidad.

En la primera pagina de la unidad se hace referencia a que las funciones estan
ligadas a la idea de dependencia entre dos cantidades variables y se presenta un resumen

historico acerca de dicho concepto y del sistema de referencia cartesiano.

Cada péagina se estructura como sigue: en primer lugar, aparecen parrafos en los
que se incluyen ejemplos, los cuales ofrecen explicaciones relativas a conceptos
asociados a la funcion, se presentan actividades resueltas y, posteriormente, se proponen
otras similares a las solucionadas. Gran parte del tema se dedica a definir el sistema de
referencia cartesiano y a trabajar con tablas y gréaficas aplicadas a situaciones de la vida

cotidiana.

El estudio de la continuidad, puntos de corte con los ejes, crecimiento y
decrecimiento, maximos y minimos se hace a la vez que se representa graficamente una
situacion expresada verbalmente. Cabe destacar que, de los libros analizados hasta ahora,

es el que méas ejemplos contextualizados y situaciones verbales graficadas presenta.

A continuacion, se define el concepto de funcion, mediante un ejemplo en el que
se relacionan las magnitudes tiempo y distancia, de la siguiente manera: “Una funcion es
una relacion entre dos magnitudes numéricas x e y, de tal forma que a cada valor de la
primera magnitud x, le hace corresponder un Unico valor de la segunda magnitud y.”
(Fidalgo y Brihuega, 2014, p. 298). Esta definicion se corresponde, segun la clasificacion
mencionada anteriormente, con correspondencia entre valores de variables y dependencia

entre dos variables.

Por un lado, en este libro aparecen todos los sistemas de representacion y se
muestran a partir de la misma situacion inicial (el precio de la gasolina en un dia concreto
al llenar el depdsito de un coche en funcion de la cantidad de gasolina echada). Por otro
lado, se presenta solamente el modelo lineal relacionandolo con actividades de

proporcionalidad directa.

En lo referente a las TIC, a lo largo de la unidad aparecen enlaces a Youtube que

incluyen ejemplos de andlisis y representacion de funciones. Asimismo, se dedica una
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pagina a la utilizacion de GeoGebra para la interpretacion de la pendiente de una funcion

lineal, como puede verse en la Figura 10.

Figura 10

Uso de GeoGebra para el estudio de funciones lineales

3.4. Utilizacion de Geogebra para la interpretacion de la pendiente de una
funcién lineal

En esta actividad se va a utilizar el para

m funciones lineales cuyas graficas son rectas
5. A Se representan rectas con la misma pendiente para observar la relacion
que existe entre ellas y determinar la propiedad que las caracteriza.

Nota. Tomado de Mateméticas 2° de ESO (Fidalgo y Brihuega, 2014, p. 303).

Al finalizar el tema aparecen comentarios dirigidos para el profesorado donde se
explica la evolucion del concepto de funcidn a lo largo de la historia y se explicitan

sugerencias didacticas.
En relacion a los campos de problemas, destacamos como novedad:
e CP.4.2: Representacion verbal a partir de una tabla de valores

En la Figura 11 mostramos un ejemplo de ello. La técnica asociada es la
identificacion de las variables correspondientes y la expresion verbal de la relacion
existente entre ellas (TC.4.2.1).

Figura 11

Traduccion de la forma tabular a la verbal

18. Expresa de forma gréfica y verbal la funcidn definida por la siguiente tabla de valores:
Edad (afos) 0 1 5 10 15 20
Altura (cm) 0 42 96 123 151 177

Nota. Tomado de Mateméaticas 2° de ESO (Fidalgo y Brihuega, 2014, p. 301).

El lenguaje de funciones y graficas (Alayo, 1990)

Este libro se aleja de la idea que tenemos hoy en dia acerca de los libros de texto
de Matematicas escolares y permite trabajar las caracteristicas globales de las funciones
desde un punto de vista tanto cualitativo como cuantitativo. Esta compuesto por dos

unidades: en la unidad A se realiza un tratamiento cualitativo de gréaficas asociadas a



25

situaciones presentadas verbalmente o a través de imagenes, mientras que en la unidad B
se reconocen y tratan modelos que surgen de situaciones reales, identificAndose y

representandose las relaciones funcionales.

En este caso, hay un cambio en la secuencia tradicional relacionada con las formas
de representacion que admiten las funciones. Se parte de la situacion presentada
verbalmente, se pide a los alumnos un esbozo representativo de la relacion implicada para
luego comprobarlo construyendo la tabla de valores correspondiente y, finalmente, se
trabajan las funciones mediante el uso de formulas. Ademas, se incluyen tanto soluciones
como notas para el profesor, modelos de preguntas de examen y una coleccién de

problemas.

Destacamos que aparece un ejercicio contextualizado de proporcionalidad inversa
a diferencia del resto de libros, en el que se relaciona el nimero de personas recolectando

fresas y el tiempo que se emplea en terminar el trabajo.

En relacion a los campos de problemas, observamos un claro predominio de
representaciones verbales y pictéricas para graficar. Aparecen problemas abiertos como
inventar historias asociadas a graficas o dibujar graficas para ilustrar situaciones dadas,
en las que el alumno debe decidir tanto las variables como la relacion entre ellas para,
finalmente, compartirlas con los compafieros. Ademas, los ejercicios contienen
cuestiones para reflexionar. Por otro lado, se exploran las funciones exponenciales en un

contexto de farmacos como puede verse en la Figura 12.

Figura 12

Introduccion al modelo exponencial

Mira la siguiente tabla:

‘ Nombre del farmaco (marca) Férmulu aproximada “

Triazolam (Halcion™) y=A = (0,84)

Nitrazepam (Mogadon®) y=Ax(097)
Pentobombitone {Sonitan’) y=Ax (.15
Methohexitone (Brietal’) y=Ax(05)y

' CLAVE A=tamano de la dosis imcial
y = cantidad de firmaco en la sangre
x=tiempo en horas desde que

el farmaco llega a la sangre

Nota. Tomado de El lenguaje de funciones y gréficas (Alayo, 1990, p. 105).
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Conclusiones

Varios autores indican la importancia de la traduccién entre las diferentes formas
de representacion de las funciones en la ensefianza y aprendizaje de las mismas. Esto
puede relacionarse con la CE.M.7. del curriculo, competencia especifica centrada en el
proceso de representacion. Concretamente, uno de los criterios de evaluacion asociados
a esta competencia especifica, involucra la representacion de conceptos de modos

distintos.

A continuacién, en la Tabla 3, presentamos un cuadro resumen en el que se
recogen las traducciones entre los distintos sistemas de representacion utilizados en los

cuatro primeros libros de texto analizados.

Tabla 3

Traducciones entre los diferentes sistemas de representacion tratadas en los libros

Descripcién Expresion

De/A Tabular Grifica
verbal algebraica
Anaya
SM Anaya
Descripcion S.ML.
Santillana Santillana
verbal Santillana
Marea Verde Marea verde
Marea verde
Anaya
Anaya
S.M.
Tabular Marea Verde Santillana
Santillana
Marea verde
Anaya SM
Anaya
Grifica S.M Santillana
Marea verde
Marea verde Marea verde
Anaya
Anaya
Expresion S.M.
Marea verde S.M.

algebraica Santillana
Marea verde
Marea verde

Tras haber analizado los libros de las diferentes editoriales, destacamos el
predominio de un modelo de ensefianza para la resolucion de problemas con el que se
pretende un desarrollo de técnicas para la aplicacion algoritmica de las mismas, a
excepcion de la propuesta del Shell que se trata de una propuesta metodolégica basada en
la ensefianza a través de la resolucidn de problemas y que se ajusta en mayor medida a lo
pretendido con el curriculo actual. El tipo de actividades presentes en este Gltimo libro
fomenta la autonomia del estudiante y la construccion del concepto de funcion a partir de

un correcto entendimiento de la relacién funcional entre variables.
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Por otro lado, en relacion a las diferentes formas de representacion de las
funciones, en los primeros tres libros se da un mayor protagonismo a la expresion
simbdlica (dentro de las actividades propuestas en las hojas correspondientes a las
explicaciones, destacan las de representar funciones a partir de su expresion algebraica
por medio de una tabla de valores), mientras que en los otros dos restantes se le da a la
grafica y a la descripcién verbal. Ademas, los ejercicios que involucran el andlisis de las
caracteristicas de las funciones, podrian contextualizarse en situaciones de interés para el
alumnado ya que, por lo general, aparecen como actividades de calcular, indicar o
determinar, mientras que para la presentacién de los diferentes modelos se podrian
establecer conexiones tanto con otros conceptos de las matematicas previamente

estudiados, como con otras materias tal y como recomienda Deulofeu (2001).

A continuacion, exponemos los efectos que dicha ensefianza, acerca del concepto
de funcion, produce sobre el aprendizaje del alumno y que han sido estudiados por

diversos autores:

Deulofeu (2001) hace referencia a un problema de interpretacion restrictiva de las
gréficas debido a la automatizacion de ejercicios que involucran el paso de ecuacion al
gréfico correspondiente a traves de una tabla. Con el objetivo de superarlo, Janvier, en su
tesis doctoral (1978, como se indica en Deulofeu, 2001), plantea el papel principal del
lenguaje grafico en la introduccién al concepto de funcidn, asi como la importancia tanto
de usar situaciones contextualizadas para la ensefianza de las funciones, como de

introducir un tratamiento cualitativo, paralelo al cuantitativo.

Azcarate y Deulofeu (1996) también advierten la excesiva presencia de ejercicios
que involucran la traduccion de ecuacion a grafica, lo que promueve un aprendizaje
mecanico y poco interpretativo generandose una vision reducida de los procesos de
traduccion entre los distintos lenguajes de representacidén, asi como concepciones
erroneas acerca del significado de la grafica, e indican ciertos errores observados, en
alumnos de primeros niveles de la ESO, en torno a la lectura e interpretacion de graficas:
errores en la graduacion de los ejes (cambios de unidad e inversion de positivos y
negativos); inversion en el orden de las coordenadas; errores en la lectura y representacion
de puntos de coordenadas racionales, agravandose cuando las coordenadas son negativas;
concepcion discreta de los puntos de una recta o de un segmento, lo que supone un
obstaculo a la hora de interpretar la gréfica; interpretacion de la grafica como un dibujo

alterando el significado de las variables (lo que Janvier (1979, como se indica en Azcéarate
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y Deulofeu, 1996) llama “lectura iconica de la grafica”) y obstaculos a la hora de pasar
de una interpretacion punto a punto a una interpretacion global de la gréfica.

Ademas, Duval (2006) informa de la importancia de una coordinacion interna en
la actividad matematica construida a partir de los distintos sistemas de representacion,
para evitar que dos representaciones diferentes del mismo objeto se entiendan como
elementos aislados y hace referencia al salto cognitivo que implica el cambio de
representacion de objetos. En particular, muestra la dificultad presente en los alumnos a
la hora de enfrentarse a tareas que impliquen el reconocimiento cualitativo para la
conversion entre la representacion grafica y la notacion algebraica correspondiente a una
funcion y reflexiona acerca de la necesidad de reconocer las caracteristicas visuales de
las curvas notables mas alla de la lectura de pares ordenados de niumeros e identificacion

de puntos.

Arce et al. (2019) advierten de las dificultades, que pueden generarse en el
alumnado, debido a un uso excesivo del registro grafico: asociar la idea de funcién a la
de punto recorriendo un grafo, causando dificultades relacionadas con las funciones
discontinuas; reducir el estudio de algunas propiedades a la ubicacion de puntos
relevantes y focalizar la atencion en el grafo en lugar de en las coordenadas de cada punto,
lo que disimula la correspondencia entre valores y la variacion simultanea de ambas

variables.

A continuacion, mostramos los obstaculos, dificultades y errores, que han sido

investigados por varios autores, en relacion al aprendizaje de los modelos funcionales:

Alpizar et al. (2018) realizan una investigacion en la que se describen las
dificultades y errores que presentan los estudiantes de Educacién Secundaria Obligatoria
en el aprendizaje de la funcién lineal. Por un lado, presentan y categorizan los errores
detectados entre los que se encuentran los debidos a calculos incorrectos o accidentales
como, por ejemplo, errores al efectuar operaciones basicas o al aplicar algoritmos

relacionados con la resolucién de ecuaciones lineales; errores debidos a asociaciones

. . Iy . +b .
incorrectas como, por ejemplo, dada una funcion lineal f(x) = % asociar el valor

; = . m - - - . .
numérico de la pendiente a m en lugar de a -y los errores originados por deficiencias en

el manejo de conceptos, contenidos y procedimientos para la realizacion de una tarea
matematica como, por ejemplo, representar de forma incorrecta pares ordenados en el

plano cartesiano, no distinguir entre los términos abscisas y ordenadas, aplicar
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incorrectamente la formula de la pendiente, no relacionar el signo de m con la monotonia
de la funcion y errores al representar graficamente una situacion al no tener en cuenta si

el dominio de la gréafica es discreto o continuo.

Por otro lado, recogen las dificultades que presentan los estudiantes al resolver
tareas relacionadas con la funcion lineal, indicadas por los docentes, entre las que
aparecen identificar la pendiente, realizar adecuadamente operaciones algebraicas y
aritméticas al resolver ecuaciones lineales, obtener el valor numérico de la pendiente a
partir de la representacion grafica, trazar la representacion grafica a partir de puntos
dados, obtener a partir de la representacion grafica la ecuacion de la recta, comprender el
concepto de pendiente, poder representar graficamente una situacion dada, extraer
conclusiones a partir de un modelo lineal asociado a un problema contextualizado y

redactar problemas que involucren funciones lineales.

Asimismo, en el articulo aparecen menciones a otros estudios acerca de la
ensefianza y aprendizaje del concepto de funcion que indican la falta de capacidad, por
parte del alumno, para definir correctamente el concepto de funcidn, para interpretar el
lenguaje matematico, para diferenciar entre variable e incognita, para enunciar fendmenos
0 situaciones que involucren una relacion funcional entre variables, para utilizar
diferentes representaciones de funciones y para analizar e interpretar el comportamiento

de la grafica de una funcion.

Los mismos autores llevan a cabo una investigacion acerca de los errores y
dificultades que presentan estudiantes de Educacion Secundaria en el aprendizaje de la
funcion cuadratica (Alpizar et al. (2019)), entre los que se encuentran errores debidos a
calculos incorrectos o accidentales; errores debidos a asociaciones incorrectas (confusion
entre —a? y (—a)?) y errores originados por deficiencias en el manejo de conceptos,
contenidos y procedimientos para la realizacion de una tarea matematica como, por
ejemplo, aplicar incorrectamente métodos de factorizacidn, la confusion entre intervalos
de crecimiento y decrecimiento y no distinguir lo que determina cada variable en su

representacion grafica.

Diaz et al. (2015) realizan una investigacion acerca de las dificultades, presentes
en estudiantes de nuevo ingreso en carreras de ingenieria, en la articulacion de registros
gréficos y algebraicos en las funciones lineales y cuadraticas. En concreto, buscan

conocer si los alumnos pueden establecer una relacién directa entre ambas
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representaciones evitando el paso por el registro tabular. Como dificultades observadas
en torno a la funcion lineal, destacan la no asociaciéon de y = ax + b como la expresion
algebraica de una recta y la correspondencia errénea de las variables visuales con las
condiciones dadas de los pardmetros (a > 0 y b < 0), mientras que para la funcion
cuadratica y = ax? + bx + ¢ destacan la no vinculacion del calculo de las coordenadas
del vértice con su correspondiente ubicacién y con las condicionesde b =00 b # 0. En
lo referente a las conversiones en un sentido u otro, indican una mayor dificultad en el

pasaje del registro gréfico al algebraico.

En la misma linea, Soto et al. (2019) llevan a cabo una investigacion de caracter
descriptivo en la que, teniendo en cuenta la teoria de Duval, analizan el nivel de
coordinacion entre los diferentes sistemas de representacion que admite una funcion
lineal a traveés de un cuestionario aplicado a estudiantes de 3° ESO. Indican, como en el
estudio anterior, que los alumnos muestran dificultades a la hora de realizar la actividad
de conversion del registro grafico al algebraico, asi como dificultades de interpretacion

cuando la situacion es presentada en registro verbal.

Por ultimo, Ortega y Pecharroman (2014) realizan un estudio, aplicado a
estudiantes de 4° ESO, en el que muestran los errores y consecuentes dificultades en el
aprendizaje de las propiedades globales de las funciones a través de sus graficas, entre los
que aparecen errores relacionados con la interpretacion de los simbolos y convenios del
sistema de referencia cartesiano, y la representacion de puntos en el plano (se cambia la
orientacion positiva-negativa de los ejes cartesianos y el orden en que se presentan las
coordenadas en los pares de puntos); errores en el uso de la notacion de intervalos
numéricos, la notacién grafica punto vacio- punto relleno y la correspondencia que hay
entre ambas (desconocimiento del significado del lenguaje grafico punto relleno- punto
vacio y de la correspondencia entre intervalo abierto y punto vacio e intervalo cerrado y
punto relleno); dificultades para expresarse utilizando términos y simbolos del lenguaje
matematico; dificultades para distinguir entre variable independiente y dependiente y para
saber en qué eje se representa cada unay errores por interpretar los extremos como puntos
mas altos o mas bajos respecto al eje de abscisas (maximo por encima del eje y minimo

por debajo).

Observamos que varios autores mencionan las dificultades que presentan los
estudiantes a la hora de realizar la conversion del registro grafico al algebraico, mientras

que para la conversion en el otro sentido no presentan tantos problemas. Esto puede
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deberse a la ensefianza planteada en los libros de texto en los que, como hemos analizado
anteriormente, predomina la expresion algebraica frente a los otros sistemas de
representacion, asi como los ejercicios meramente mecanicos en los que se tienen que

representar las funciones a partir de su ecuacion.

Conclusiones e Implicaciones para la Ensefianza

Todo lo estudiado y analizado anteriormente nos hace reflexionar acerca de la
tipologia de actividades que pueden llevarse a cabo con el objetivo de superar las
dificultades y errores presentes en los estudiantes, y conseguir un mejor aprendizaje del
concepto de funcién.

En primer lugar, la introduccion al concepto de funcion puede realizarse mediante
actividades en las que el lenguaje grafico sea el protagonista, tal y como recomiendan
Azcarate y Deulofeu (1996) y Deulofeu (2001) para los primeros afios de la etapa,
comenzando con la definicion méas intuitiva de funcion como dependencia entre dos
variables. Para ello, pueden utilizarse situaciones contextualizadas como las presentes en
el libro El lenguaje de funciones y graficas, que permiten realizar un tratamiento
cualitativo de las graficas asociadas a situaciones presentadas a traves de imagenes o
verbalmente, evitandose de esta manera, las dificultades relacionadas con la
interpretacion cuando la situacion es presentada en registro verbal y con el aprendizaje de
las propiedades globales de las funciones a través de sus graficas. De la misma manera,
Ortega y Pecharroméan (2014) también recomiendan partir del sistema de representacion

gréfico por ser el méas intuitivo y cercano al alumnado.

La introduccién a los diferentes modelos funcionales conviene realizarse, tal y
como aparece en el curriculo, a través de problemas contextualizados en los que
aparezcan conceptos trabajados anteriormente. La funcidn lineal puede introducirse junto
a la resolucién de problemas de proporcionalidad (recomendado por Deulofeu (2001)),
mientras que el modelo cuadratico puede relacionarse con problemas geométricos que
involucren el area y el perimetro, estableciéndose conexiones con el sentido numérico y
el de la medida. En ambos modelos puede hacerse referencia a la resolucién grafica de

sistemas de ecuaciones lineales y ecuaciones de segundo grado, respectivamente.

Asimismo, tal y como establece la teoria de Duval, se deben realizar actividades
que involucren la conversién entre los diferentes registros de representacion en ambos

sentidos, con el objetivo de generar una correcta construccion del concepto de funcion.
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Por otro lado, existen varias investigaciones referentes a la mejora del aprendizaje
matematico significativo mediante el uso de GeoGebra. En particular, Romero et al.
(2022) realizan un estudio, aplicado a estudiantes de ingenieria, en el que se obtiene como
resultado que el uso de GeoGebra favorece el aprendizaje significativo relativo al estudio
de las gréficas y transformaciones de funciones, mejorandose el analisis y la compresion
de los conceptos y propiedades asociadas a las funciones. En él, justifican la importancia
del autoaprendizaje como medio para lograr un aprendizaje significativo. Ademas,
mencionan otras investigaciones que evidencian los beneficios del uso de este software

en el estudio de coherencia entre los registros grafico y algebraico.

En la misma linea, Pantoja (2022) lleva a cabo una investigacién donde muestra
una correlacion directa entre el aprendizaje matematico significativo y el uso de
GeoGebra, no siendo esta la unica investigacion concluyendo dicha relacion. En ella, se
hace referencia a diversos trabajos centrados en el analisis de la mejora del proceso de
ensefianza y aprendizaje ligado al uso de las TIC, en los que se indica el aumento de los
niveles de comprension y reflexion, asi como de la participacion del alumnado y de la
estimulacion del pensamiento critico y creativo, y se acentla la mejora del rendimiento

académico en temas matematicos de nivel avanzado.

Por ultimo, Sanchez-Balarezo y Borja-Andrade (2022) presentan los resultados de
numerosas investigaciones en las que se analiza el uso de GeoGebra como herramienta
de apoyo en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y concluyen tanto
la mejora de la capacidad, actitud, motivacion e interés de los estudiantes, como la
compresion de los conceptos matematicos, en particular, la representacion grafica de
funciones reales. Ademas, afirman que este software facilita los procesos de abstraccion
y que su uso mejora significativamente la comprension y resolucién de problemas

matematicos.

Por todo ello, consideramos de gran interés las actividades de exploracion, con
ayuda de GeoGebra, de las caracteristicas de los diferentes modelos mediante la
modificacion de los parametros involucrados y el analisis de los efectos correspondientes
en las gréficas. De esta manera eliminamos la desconexidn existente entre la expresion
analitica de la funcidn y la representacién grafica de la misma, mencionada por Burgos y
Flores (2017), pudiéndose evitar, por ejemplo, la no relacion del signo de la pendiente de

una recta con la monotonia de la misma, asi como las dificultades asociadas a la
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comprension de la pendiente y al conocimiento de lo que determina cada variable en su

representacion grafica.

C. Sobre los Conocimientos Previos del Alumno

Los conocimientos previos que debe poseer el alumnado para afrontar

adecuadamente el aprendizaje de las funciones son los siguientes:

e CIl. Manejar adecuadamente tanto el lenguaje algebraico (para expresar
algebraicamente relaciones entre variables), como las operaciones con
expresiones algebraicas.

e C2. Identificar las soluciones en ecuaciones lineales y cuadraticas.

e (3. Saberes béasicos del sentido numérico (proporcionalidad directa) y del sentido
de la medida (perimetros y areas de figuras planas).

e C4. Saber identificar y representar puntos en el plano cartesiano.

e C5. Conocer los distintos sistemas de representacion que admiten las funciones
(tablas, graficos, descripcion verbal y ecuacion).

e C6. Identificar variables y reconocer las relaciones entre ellas.

Para poder afirmar que la ensefianza anterior ha propiciado que el alumno adquiera
dichos conocimientos previos, realizamos un analisis curricular en el que se tiene presente
la normativa de ensefianzas de régimen general en los niveles de Primaria (anexo 1l de la
ORDEN ECD/1112/2022, de 18 de julio) y Secundaria (anexo Il de la ORDEN
ECD/1172/2022, de 2 de agosto) referente a la ordenacién curricular. Concretamente,
observamos las novedades introducidas cada afio y las orientaciones de ensefianza

correspondientes relacionadas con el concepto de funcion.

En el curriculo de Primaria aparecen las funciones dentro del sentido algebraico y
pensamiento computacional, el cual tiene como caracteristicas fundamentales el
reconocimiento de relaciones entre variables y la modelizacion de situaciones con
expresiones verbales y simbdlicas. En particular, se sitlan en el saber basico
correspondiente a patrones, relaciones, clasificaciones y funciones, donde se recomienda
desde segundo ciclo la incorporacion de situaciones de aprendizaje que involucren la
observacion, el analisis de secuencias y la generalizacion, puesto que sirven de base para

abordar la idea de funcién en cursos posteriores.
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En el tercer ciclo de Educacion Primaria, en el sentido algebraico y pensamiento
computacional se promueve el trabajo con patrones y relaciones. Concretamente,
aparecen como saberes la representacion en forma verbal, tabular, grafica y de
notaciones inventadas; la prediccién razonada de términos a partir de regularidades, la
creacion de patrones recurrentes y la apreciacion del cambio en distintos tipos de
situaciones. Por otro lado, la proporcionalidad directa se encuentra como saber
correspondiente al razonamiento proporcional dentro del sentido numérico. Asimismo,

en el sentido espacial aparecen la localizacion y los sistemas de representacion.

Tal y como establece la LOMLOE, en Secundaria, las funciones aparecen,
principalmente, como saber basico dentro del sentido algebraico y pensamiento
computacional, el cual es desarrollado de forma transversal, conectandose con el sentido
de la medida y el espacial (al finalizar la etapa). Las situaciones funcionales y la
modelizacion de fendmenos fisicos y matematicos son dos de los aspectos en torno a los

que se articula una ensefianza significativa del algebra.

En el primer curso de la etapa de Educacion Secundaria Obligatoria vuelven a
aparecer como saberes dentro del sentido numerico tanto los patrones y las regularidades
numéricas, cuyo trabajo debe realizarse de manera conjunta con el sentido algebraico y
computacional, como el razonamiento proporcional donde se trabajan magnitudes
directamente proporcionales y la constante de proporcionalidad, por lo que podemos
afirmar que los alumnos trabajan situaciones que se ajustan al modelo lineal. Por otro
lado, en el sentido de la medida se trabajan las mediciones directas de perimetros y areas
de figuras bidimensionales y de éareas y volimenes de objetos tridimensionales
(Medicién: longitud de la circunferencia, areas en figuras planas: deduccion,

interpretacion y aplicacion de formulas).

En este curso el alumnado se encuentra por primera vez con el lenguaje simbdlico
y abstracto que es el algebra, donde se promueve un aprendizaje significativo del mismo
a través de la resolucion de problemas, la generalizacién de patrones y las situaciones
funcionales. Como saber dentro del sentido algebraico y pensamiento computacional
vuelve a aparecer la descripcion de patrones. Ademas, aparecen como novedad la
modelizacion de situaciones de la vida cotidiana usando representaciones matematicas
(gréficas, tablas y ecuaciones) y el lenguaje algebraico, asi como las estrategias de
deduccién de conclusiones razonables a partir de un modelo matematico, donde se

recomienda prestar mayor atencién al trabajo con graficas y tablas con el objetivo de



35

desarrollar una compresion inicial de los diferentes usos de las variables, y la resolucién
de ecuaciones lineales. Asimismo, se recomienda que los alumnos comiencen a
relacionar las distintas representaciones de una funcion (tablas, gréaficos, descripcion
verbal y ecuacion). En particular, trabajan las conexiones entre ecuacion, tabla de valores

y grafica para funciones lineales y afines.

Por ultimo, aparece el estudio de modelos elementales, donde se recomienda
alternar el estudio cualitativo y cuantitativo, para el aprendizaje del concepto de
funcién, como es el lineal (relaciones lineales: identificacién y comparacién de diferentes
modos de representacion, tablas, graficas o expresiones algebraicas, y sus propiedades a
partir de ellas; estrategias de deduccion de la informacién relevante de una funcién
mediante el uso de diferentes representaciones simbolicas). Por otro lado, se propone la
introduccion de otros modelos, como es el cuadratico, aunque no se haga un estudio

sistematico de ellos.

En 2° ESO aparecen nuevamente como saberes dentro del sentido numérico tanto
los patrones y las regularidades numeéricas, cuyo trabajo debe realizarse de manera
conjunta con el sentido algebraico y computacional, como el razonamiento proporcional
donde se trabaja la proporcionalidad directa. Por otro lado, se introduce tanto la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, donde debe trabajarse la resolucion
grafica de los sistemas, como el trabajo con expresiones de segundo grado y las
identidades notables (estrategias de busqueda de soluciones en ecuaciones y sistemas

lineales y ecuaciones cuadraticas en situaciones de la vida cotidiana).

Evaluacion Inicial

Previo al desarrollo de la secuencia didactica, se realizara una evaluacion inicial
de carécter diagndstico para valorar los conocimientos previos del alumnado
mencionados anteriormente e identificar, a partir de los errores observados, posibles
dificultades que puedan surgir durante el proceso de ensefianza, con el objetivo de adaptar
el proceso de ensefianza y aprendizaje al grupo clase. Se dejara tiempo suficiente para la

realizacion de los ejercicios en grupos de tres alumnos.

A continuacion, mostramos las actividades que componen la prueba, indicando
los conocimientos previos que pretenden observarse. Comentarios referentes a las
soluciones se encuentran en el Anexo | junto a explicaciones detalladas acerca de lo

esperado con cada una de las actividades.
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1 (C1y C2). a) Una familia formada por cuatro miembros cumple las siguientes
condiciones: el padre es 6 afios mayor que la madre, la edad de la madre es el triple de la
edad de la hermana mayor y el hermano pequefio tiene 6 afios menos que la hermana
mayor. Completa la Tabla 4 expresando las edades de cada uno mediante lenguaje

algebraico.

Tabla 4

Tabla a completar para la resolucion del problema

Madre Padre Hermana mayor Hermano menor

X

b) Sabiendo que la suma de las edades de los cuatro miembros es 80, averigua la edad de

cada uno.

2 (C4, C5y C6). a) Decide qué gréafica de la Figura 13 (alguna puede corresponderse a
mas de una situacion) se ajusta mejor a cada una de las siguientes situaciones. Pon nombre

a los ejes y explica tu decision.

Figura 13

Gréficas a asociar con su correspondiente enunciado

A B C
Nota. Imagenes extraidas de DocPlayer (https://Ic.cx/j3dr8Y).

a.1) Has quedado con tus amigos y ves que, como siempre, vas a llegar tarde.
Decides ir en bicicleta para evitar llegar el tltimo. A mitad de camino se te pincha

una rueda y tienes que continuar caminando lo que te queda de trayecto.


https://lc.cx/j3dr8Y
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a.2) Es la fiesta de cumpleafios de Angela y no puedes volver a llegar tarde. Sales
tranquilo y con tiempo cuando te das cuenta de que te has olvidado los regalos en
casa. Vuelves a por ellos, coges la bicicleta y vas corriendo al cumpleafios para
evitar enfados.

a.3) Estas jugando con tus amigos al Mario Kart. Al poco de comenzar, un
contrincante te lanza un obstaculo que hace que te retrases. Una vez se pasa el
efecto, continGias un poco mas rapido que al principio y tienes la suerte de que te

toca como objeto el champifidn turbo que te permite dar un acelerén.
b) Si hay alguna grafica a la que no has asociado una situacion, invéntate una para ella.
3(C1, C2,C4, C5yC6). Dada la Figura 14:

Figura 14

Busqueda del patrén correspondiente

] N ] O
- - "
L] ] N
"B "W E N
[] E = B
1 2 3

Nota. Imagen extraida de Visual Patterns (https://Ic.cx/HY haua).
a) ¢Cuantos cuadrados se necesitan para formar la siguiente figura?, ¢y para la figura 8?,
¢y para la 10?, ¢y para la 44? Puedes ayudarte de una tabla.

b) Determina la expresion que permita calcular el nimero de cuadrados que componen

una figura sabiendo el nimero de orden de la misma.

c) ¢Qué numero de orden corresponde a la figura formada por 121 cuadrados?, ¢y a la

formada por 200?
d) Representa la informacion obtenida en una grafica.

4 (C2, C3, C4, C5y C6). a) Para cada una de las siguientes situaciones, identifica las

variables involucradas y la relacion entre ellas.


https://lc.cx/HYhaua
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a.1) En el supermercado he comprado 2 kg de naranjas y he pagado 4<€, ;cuanto
tendré que pagar segun la cantidad que compre?

a.2) Dado un namero real x, se le asocia otro nimero real que se obtiene haciendo

el triple de x y sumandole 2.

a.3) Imagina que te piden que recojas y representes informacion de la temperatura

alcanzada en Zaragoza durante un dia.
a.4) El lado y el &rea de un cuadrado.

b) Representa graficamente lo anterior. Puedes ayudarte de una tabla de valores.

D. Sobre las Razones de Ser del Objeto Matematico

Tal y como aparece en Funciones y Gréficas “la idea de funcion nace a partir del
estudio de los fendmenos de cambio.” (Azcarate y Deulofeu, 1996, p. 58). Ademas,
afirman que “la finalidad de llegar a determinar con precision cOmo varian ciertas
magnitudes que dependen de otras, es lo que da sentido al estudio de las funciones, asi
como al conocimiento de determinados modelos.”. En particular, los problemas que
involucran el estudio del movimiento forman parte del motor inicial del desarrollo de las
funciones. Por otro lado, indican que “la lectura y la construccion de tablas y la lectura e
interpretacion de graficas permiten una interesante introduccion al concepto de funcion a
partir de situaciones reales.” (Azcarate y Deulofeu, 1996, p. 63). En concreto, mencionan
las gréficas cartesianas como excelente instrumento para expresar la dependencia entre

dos variables.

Por tanto, siguiendo las ideas presentes tanto en los libros de Funciones y Graficas
(Azcarate y Deulofeu, 1996) y El lenguaje de funciones y graficas (Alayo, 1990), como
en articulos mencionados a lo largo del trabajo, tomaremos el lenguaje de las graficas
como introduccién al concepto de funcién, y partiremos de la idea de funcibn como
expresion de una dependencia entre dos variables que permite modelizar situaciones
planteadas para un posterior analisis y extraccion de la informacion. De esta manera, las
razones de ser a tener en cuenta en la introduccidn escolar del concepto de funcién

coinciden con las que dieron origen al mismo, como veremos a continuacion.

Cabe destacar que dicha relacion de dependencia ha de ensefiarse mediante los

diferentes sistemas de representacion que admite una funcién, estableciendo una
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coordinacién entre ellos, con el objetivo de conseguir una correcta construccion del

concepto.

Azcérate y Deulofeu (1996) sefialan que conocer la evolucion de un concepto
matematico es fundamental para su ensefianza. A continuacion, exponemos Ilo

correspondiente al concepto de funcion.

Castro et al. (2011) realizan una revision tedrica respecto al recorrido histérico y
epistemoldgico del concepto de funcion haciendo referencia tanto a situaciones que
motivaron la aparicién del concepto (situaciones de fendmenos de cambio), como a las
dificultades y obstaculos que se generaron en su desarrollo. En la misma linea, Azcérate
y Deulofeu (1996) exponen las principales contribuciones en el desarrollo de dicho
concepto y detallan los obstaculos, presentes en las diferentes épocas, que impidieron su

desarrollo.

En el Mundo Antiguo los babilonios observaron y registraron en tablas fendmenos
que se repetian periodicamente, relacionados con la astronomia, con la finalidad de
predecir acontecimientos mediante la busqueda de regularidades apareciendo,
generalmente, relaciones funcionales lineales. Como obstaculos epistemologicos
aparecieron el uso de proporciones, puesto que ocultaban la dependencia existente entre
magnitudes diferentes, la disociacion entre nimero y magnitud, la concepcion de
variabilidad como caracteristica exclusiva de magnitudes fisicas y la falta de un

simbolismo matematico adecuado.

En la Edad Media se produjo una mejora en el tratamiento y estudio de las
funciones en la que el estudio de fendmenos sujetos al cambio y al movimiento tuvo una
gran importancia. Asimismo, aparecieron conceptos ligados a la idea de funcién tales
como cantidad variable, velocidad instantdnea y aceleracion; se desarrollaron dos
métodos para la expresion de relaciones funcionales: el algebra de palabras (uso de letras
en lugar de numeros y del lenguaje verbal para la expresion de situaciones y operaciones)
y el método geométrico por medio de gréaficas (descripciones cinematicas de movimiento)
y se propuso la representacion grafica como formas continuas a partir de segmentos
rectilineos. Como obstaculos aparecieron la desproporcion entre el nivel de abstraccion
de las teorias abordadas y la falta de un simbolismo matematico adecuado para su

desarrollo.
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En la Edad Moderna Galileo avanzo en el estudio del movimiento dando lugar a
leyes sobre las magnitudes que eran relaciones funcionales. Descartes, en La Géométrie
(1637), mostro por primera vez el hecho de que una ecuacion en x e y es una forma de
expresar la dependencia entre dos cantidades variables, de forma que sea posible calcular
los valores de una variable que corresponden a determinados valores de la otra, idea que
permitird considerar las funciones como relaciones entre conjuntos de nameros y
representar las funciones mediante formulas. Asimismo, estableci6 una correspondencia
inequivoca entre curvas planas y ecuaciones de dos variables x e y y considerd la
diferencia entre variables y constantes arbitrarias, mientras que Fermat expuso los

principios fundamentales de las coordenadas.

Por otro lado, Newton examind las variables dependientes como cantidades
continuas que tienen una velocidad de cambio y, junto a otros, trabajoé en el desarrollo en
series de potencias de una funcién, haciendo posible la representacion analitica de la
mayoria de las funciones estudiadas en ese momento. Leibnitz determino la dependencia
entre la tangente de una curva y la razon entre las diferencias de las ordenadas y las
abscisas tendiendo ambas a cero y utiliz la palabra funcion, término que aparece por
primera vez en un manuscrito suyo en 1673, para designar toda cantidad que varia de un
punto a otro de una curva. Bernoulli definid la funcion como una cantidad compuesta de
cualquier manera a partir de una variable y constantes arbitrarias y a él se debe la primera

definicion explicita de funcion como expresion analitica (1718).

Por ultimo, Euler introdujo la notacion "f(x)" en 1740 y, en Introductio in
analysis infinitorum (1748), realiz6 un estudio detallado del concepto de funcion
siguiendo la idea de Bernoulli: “Una funcion de una cantidad variable es una expresion
analitica formada de cualquier manera a partir de esta cantidad variable y nimeros o
cantidades constantes.” (Azcarate y Deulofeu, 1996, p. 50). Ademas, definié otros
términos ligados a las funciones como constante (“cantidad definida que toma siempre
un mismo valor determinado”) y variable (“cantidad indeterminada que comprende en si
misma todos los valores determinados”). La polémica con D’Alembert acerca del
problema de las vibraciones de una cuerda fijada en sus dos extremos, dio lugar a una
nueva definicion, presente en Institutiones calculi differentialis (Euler, 1755), en la que
aparece la nocion general de correspondencia entre pares de elementos, cada uno
perteneciente al conjunto en el que toman valores las variables correspondientes: “Si x €S

una cantidad variable, entonces toda cantidad que dependa de x de cualquier manera o
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que esté determinada por aquel se llama una funcion de dicha variable.” (Azcérate y
Deulofeu, 1996, p. 51).

El principal obstaculo presente en esta época fue la fuerte dependencia entre
expresion analitica y funcion puesto que se pensaba que las relaciones que podian
describirse como expresiones algebraicas eran las Unicas dignas de estudio.

En el siglo XIX Lagrange asocio el concepto de funcion con aquellas que estan
definidas por series de potencias, las funciones analiticas. Fourier desarrolld funciones
arbitrarias a partir de las series trigonométricas que llevan su nombre y Dirichlet trabajo

con los desarrollos en serie de funciones arbitrarias.

Finalmente, la introduccién de la teoria de conjuntos conllevé una generalizacion
del concepto de funcion: “Dados dos conjuntos arbitrarios A y B, una funcion de A en B
es una ley que a cada elemento x de A le hace corresponder un solo elemento y de B.”
(Azcarate y Deulofeu, 1996, p. 53), lo que supuso la pérdida de atributos caracteristicos
de los problemas que generaron la necesidad de dicho concepto, tales como la idea de

variacion, la variable como parametro temporal y la dependencia.
Problemas que Constituyen la Razdn de Ser

En este apartado presentamos varios problemas que han sido elaborados teniendo
en cuenta las razones de ser expuestas anteriormente. Ademas, para cada uno de ellos se

comentan, brevemente, los objetivos y conceptos matematicos que pretenden trabajarse.

Comentarios referentes a las soluciones se encuentran en el Anexo II.
Problema 1. a) ;Qué crees que puede representar la Figura 15? Describe una situacion.

Figura 15

Gréfica para asociarle una descripcion verbal
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Una vez se haya reflexionado y comentado posibles situaciones representadas, se

continuara con las siguientes cuestiones:

b) Imagina que la gréfica representa la siguiente situacion: una mafiana de verano, un
grupo de amigos comienza a las 10:00 una excursién con la intencion de subir una
montafia para luego volver por el mismo camino hasta llegar al punto de partida. Asocia
a cada tramo de la grafica los siguientes enunciados sabiendo que tardan mas en comer

que en hacerse fotos:

b.1) Paran a hacerse fotos.

b.2) Contintan el regreso al punto de partida mas réapido.
b.3) Paran a comerse los bocadillos.

b.4) Los amigos suben hasta la cima.

b.5) Los amigos comienzan la bajada.

c) ¢Cuantos km recorren en total?, ¢a qué distancia se encuentra la cima?, ¢a qué hora
llegan a ella?, ;cuanto tiempo dura la caminata?, ¢a qué hora acaban?, ¢cuanto tiempo se

encuentran parados?

Para continuar con el trabajo de interpretacion de graficas y del concepto de
funcion como una relacién entre dos magnitudes que varian, llevaremos a cabo

actividades del estilo a las presentes en los materiales del Shell Centre:

Problema 2. a) Grafica las siguientes situaciones identificando, previamente, dos

variables relacionadas.

a.l) Tras tu fiesta de cumpleafios pides ayuda a tus amigos para recoger.
Representa graficamente cuanto puedes tardar en tenerlo todo recogido segun la

empatia y generosidad de tus amigos.

a.2) Te has dormido, no has escuchado el despertador y piensas que vas a llegar
tarde a clase. Sales corriendo de casa y a mitad de camino te das cuenta de que te
has dejado el trabajo que tienes que entregar ese mismo dia. Vuelves a casa a por
él, lo que hace que te canses y a mitad de camino de vuelta a clase te sientes en un
banco. Finalmente, te encuentras a tus amigos y continudas, trangquilamente, el

camino hasta llegar a clase.
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a.3) En una compafiia telefonica te cobran 20 céntimos por comenzar la llamada
y con estos puedes hablar 2 minutos. A partir de ese momento, cada minuto

hablado de mas cuesta 10 céntimos.

b) Pasadle a otro grupo vuestras gréficas. Utilizadlas para crear otra situacion para la que

también puedan valer. Podéis cambiar las magnitudes.

Durante el desarrollo de este apartado se realizardn preguntas que enriquezcan la
actividad como, por ejemplo, ¢se parecen a vuestras gréaficas?, ¢en qué se diferencian?,

¢como podriais mejorarlas?

Problema 3. TG y tus amigos queréis iros de viaje a Galicia. Tus amigos se fian de tia la
hora de buscar alojamiento ya que eres muy bueno encontrando ofertas. En tu basqueda
te fijas en dos apartamentos: el apartamento A cuesta 80,5€ la noche y te cobran un plus
de 90€ por ser el de las mejores vistas de todo el edificio, y el apartamento B cuesta

110,5€ la noche. {Qué apartamento reservarias?

Problema 4. a) Imagina que has sido invitado a una fiesta de cumplearios junto con otras
seis personas. Si cada asistente hace un saludo (apreton de manos, beso o0 abrazo) a cada

invitado, ;cuantos saludos se hacen?, ;cémo lo has calculado?

b) ¢Cuéantos saludos se hacen si el nimero de invitados es 20?, ¢y si asisten 150 personas?

Describe como llegas a ello.

c) ¢Eres capaz de encontrar una férmula general para saber cuantos saludos se han hecho

si a la fiesta asisten n personas?
d) Si el nUmero de saludos es 78, ¢a cuantas personas se invita?

Con los problemas 1 y 2 se pretende trabajar la interpretacion de gréaficas con el
objetivo de superar, en caso de aparecer, la “lectura iconica de la grafica” (interpretar la
grafica como el dibujo de la trayectoria), asi como los siguientes conceptos: el plano
cartesiano (cuadrantes, ejes de coordenadas, coordenadas cartesianas), la definicion del
concepto de funcion como dependencia entre dos variables y correspondencia entre
valores de variables (siguiendo la clasificacion de Azcéarate y Deulofeu (1996)), lo que
permite distinguir graficas que son funciones de las que no, la idea de pendiente como
tasa de cambio (velocidad) y aspectos relevantes en el estudio de funciones reales de
variable real (dominio, recorrido, crecimiento y decrecimiento, continuidad y puntos de

corte con los ejes de coordenadas). Para este Ultimo caso, pueden hacerse preguntas como:
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¢la gréfica podria ser decreciente?, ¢es continua?, ¢podria representarse esta situacion a
través de una funcién discontinua?. Asimismo, se trabaja la traduccién entre los sistemas

de representacion grafico y verbal en ambos sentidos.

Por otro lado, con los otros problemas se promueve la modelizacion de situaciones
extramatematicas con la finalidad de analizarlas y extraer informacion de ellas. En ambos
aparecen todas las representaciones admitidas por las funciones dado que, a partir del
enunciado, se espera que los alumnos construyan una tabla de valores asociada que les
permita graficar la situacién y determinar la expresién algebraica correspondiente. En
particular, con el problema 3 se pretende introducir y trabajar las funciones lineales
(relacionandolo con magnitudes directamente proporcionales) y afines, comparandolas
gréficamente para explorar sus caracteristicas, mientras que el problema 4 es un
problema de generalizacion que se corresponde con la introduccion al modelo cuadrético.
Se pretende que los alumnos se enfrenten a una situacion que no pueda ser modelada
mediante una funcién afin y en la que la funcién cuadratica sea necesaria para su
resolucidn. Tras resolverse, puede representarse graficamente la relacion correspondiente
entre las variables involucradas, pudiéndose trabajar tramos de crecimiento y cortes de la
gréfica con el eje X, relacionandolos con las soluciones de la ecuacién cuadratica
correspondiente y dotandoles de significado: no hay saludos cuando a la fiesta asisten 0

o 1 invitado.

Cabe destacar que con problemas de generalizacion se promueve y desarrolla el
razonamiento inductivo y el pensamiento algebraico. Existen investigaciones acerca del
desarrollo del sentido algebraico, desde edades muy tempranas, a través de tareas con
patrones. En concreto, Castro et al. (2010) muestran la importancia de trabajar el
razonamiento inductivo en la educacién matematica puesto que permite el descubrimiento
de conocimiento nuevo al formular y comprobar conjeturas sencillas. Por otro lado,
Torres et al. (2022) hacen referencia a estudios que demuestran que el trabajo con tareas
de generalizacién gue involucran funciones, genera una comprensién de la variabilidad

conjunta, desarrollandose asi el pensamiento funcional.
Metodologia
En relacion a la metodologia que llevaremos a cabo durante el desarrollo de la

secuencia didactica, comentar que se tienen en cuenta las caracteristicas asociadas a la

ensefianza y aprendizaje de las matematicas a través de la resolucion de problemas
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(Bingolbali y Bingolbali, 2019), en la que el contenido matemético surge de las
situaciones y problemas propuestos al alumnado, que pueden encontrarse en el trabajo de
Beltran-Pellicer y Martinez-Juste (2021).

Para la realizacion de los problemas, se divide al alumnado en grupos
heterogéneos (3-4 personas) con el objetivo de fomentar la participacion de todo
estudiante y el aprendizaje colaborativo. De esta manera se trabaja el sentido

socioafectivo.

Los estudiantes realizan las actividades, sin recibir instruccion previa acerca de
los contenidos a trabajar, de la siguiente forma: en primer lugar, se dedican unos minutos
a la lectura individual y a la anotaciéon de ideas relacionadas con la resolucion del
problema. Seguidamente, se comparten las opiniones con los miembros del grupo
correspondiente, dando lugar a un debate. De esta forma se promueve la comprension y
la indagacion en la basqueda de estrategias para su resolucion, favoreciendo la autonomia

del alumnado.

Durante el proceso de resolucion, el profesor se pasa por los diferentes grupos
observando las estrategias y razonamientos empleados e interviniendo, siempre y cuando
el alumnado lo requiera, a través de dudas o preguntas para reflexionar. Asimismo, se
realizan puestas en comun, dirigidas por el docente, en las que el alumnado comunica,
tanto de manera oral como escrita, sus indagaciones y se comparten las estrategias
disefiadas. En ellas, siguiendo las ideas presentes en los materiales de apoyo del Shell, el
profesor puede recoger sugerencias del alumnado para comentarlas o pedir a un
representante de cada grupo que exponga las conclusiones obtenidas. Asi, por un lado, se
fomenta la participacion del alumnado en la construccion del conocimiento, dejando de
ser solamente un mero receptor de la informacién y, por otro lado, se sitta el foco en el
proceso y no en el resultado final. Finalmente, el docente, institucionaliza, resume o
sintetiza el contenido matematico presente en las situaciones propuestas. Cabe destacar
que también apareceran, intercaladas con los problemas, actividades de consolidacion
cuya finalidad es reforzar las técnicas aparecidas en las actividades de desarrollo y que,

generalmente, seran llevadas a cabo de manera individual.
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E. Sobre el Campo de Problemas

En este apartado exponemos los problemas disefiados que forman parte de la
secuencia didactica, indicando tanto los campos de problemas que se trabajan, como las
técnicas utilizadas en su resolucion expuestas en el apartado A. La metodologia a seguir
en su implementacion en el aula se corresponde con la explicada en el apartado anterior.

Comentarios referentes a las soluciones se encuentran en el Anexo IllI.

Para la elaboracion de los problemas se tienen en cuenta las competencias
especificas presentes en el curriculo. Estas se agrupan en torno a cinco bloques
competenciales segln su naturaleza: resoluciéon de problemas (1 y 2), razonamiento y
prueba (3 y 4), conexiones (5 y 6), comunicacién y representacion (7 y 8) y destrezas
socioafectivas (9 y 10). Con los problemas mostrados en este apartado se movilizan,
principalmente, las siguientes: CE.M.1. (interpretar, modelizar y resolver problemas
aplicando diferentes estrategias y formas de razonamiento), CE.M.2. (comprobacion de
la validez de las soluciones), CE.M.3. (formular y comprobar conjeturas), CE.M.4.
(reconocimiento de patrones y modelizacion de situaciones), CE.M.5. (conexion
intramatematica), CE.M.6. (conexion extramatematica), CE.M.7. (representacion),

CE.M.8. y CE.M.10. (comunicacion e intercambio de ideas en pequefio y gran grupo).

Problema 1. Una tarde decides ir de compras al centro comercial. Vas a la parada del
autobus y ves que tienes delante de ti las personas mostradas en la Figura 16. Asocia a
cada uno con su correspondiente representacion, dibuja/ describe a Marta y situate, de

manera aproximada, en el diagrama. /Qué criterio has utilizado?

Figura 16

Asociar a cada persona con el punto que representa en el diagrama
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Nota. La imagen de la izquierda esta adaptada de La cola de la parada del autobus

(Alayo, 1990, p. 17).
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a) Llegan tres personas mas a la parada, representadas por los puntos rojos en la Figura
17. Razona si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones y responde a las preguntas:

Figura 17

Grafica para razonar la veracidad o falsedad de las afirmaciones y responder a las

preguntas

Edad

F E
[ ] [ ]
D
M J
H c c®
° B [ ] [ ]
A @ Altura

a.1) Ay H son gemelas.
a.2) l esmas alto que Fy E.
a.3) J es mas mayor y mas alto que A, B, C, Gy H.

a.4) ¢Quién es el mas alto?, ¢y el mas mayor?, ¢y el mas bajo?, ¢y el menor de

edad?

b) Dibuja el diagrama correspondiente al intercambiar la edad y la altura de ejes en la

primera grafica.

Problema 2. Dado un cuadrado cuyos Vértices son A(2,0), B(—2,0), €(0,2) y D(0,—-2),
dibuja, sin tener en cuenta la perspectiva, un cubo que verifique las siguientes condiciones

e indica los vértices correspondientes.

a) Los lados que dibujes queden en el 2° y 3° cuadrante.
b) Los lados que dibujes queden en el 1° y 4° cuadrante.

Con los problemas 1y 2 se trabajan CP.1y TC.1(TC.1.1, TC.1.2). En particular,
con el primero, se pretende que los alumnos razonen, previo al trabajo cuantitativo, acerca
del significado cualitativo de puntos situados en el plano cartesiano mediante la

comparacion de posiciones.

El problema 3 se corresponde con el problema 2 del apartado D.
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Problema 4. a) Identifica las variables presentes en las siguientes situaciones y determina
si existe una relacion entre ellas. En caso de existir una relacion, exprésala de diferentes

formas.

a.1) Olivia tiene 15€ para gastarse en un desayuno, ;con cuédnto dinero vuelve a

casa?

a.2) El dia 5 de febrero vas a comer a tu restaurante favorito y te gastas 40<€,

¢cuanto te gastaras si vuelves el dia 10?

a.3) Una familia decide realizar una excursién en el Valle de Bujaruelo cuya

distancia es 10 km, ;cuanto tiempo les llevara terminarla?

a.4) Luis pesaba 50,2 kg cuando tenia 14 afios, ;cuanto pesa a dia de hoy sabiendo

que tiene 22 afios?
b) Ahora invéntate otras cuatro situaciones y repite lo hecho en a).
c) Describe una situacion a partir de la Figura 18.

Figura 18

Gréfica a la que asociar una descripcion verbal

Con los problemas 3 y 4 se trabaja, principalmente, la identificacion de variables
y situaciones que representan una funcion, y la traduccion entre los distintos sistemas de
representacion, predominando el registro verbal y el grafico. En particular, CP.2 (CP.2.1,
CP.2.2),CP.3(CP.3.1,CP.3.4,CP.3.5),CP.4 (CP.4.1,CP.4.3), TC.2(TC.2.1, TC.2.2),
TC.3(TC.3.1, TC.3.4, TC35) yTC.4(TC.4.1.1, TC.4.3.1).

Problema 5. La Figura 19 representa aproximadamente lo que ocurre cuando tres atletas
A, By C participan en una carrera de vallas de 400 metros. Imagina que un amigo ciego
te pregunta por lo sucedido. Describe, de la manera mas precisa posible, lo que ocurre.
En particular, responde a las siguientes preguntas: ¢en qué posicion quedd cada atleta?,
Jquién va mas rapido?, ¢y mas lento?, ¢los atletas se cruzan a lo largo de la carrera?,

¢llevan velocidad constante?



Figura 19

Gréfica para describir la situacién verbalmente

Nota. La imagen est4 tomada de La carrera de vallas (Alayo, 1990, p. 172).

El problema 6 se corresponde con el problema 1 del apartado D.

Distancia
{metros)

400 — /// e
/ L

Tiempo (segundos)
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Con los problemas 5 y 6 se trabaja el analisis e interpretacion de graficas tanto

de manera cualitativa, como cuantitativa. En particular, los siguientes campos de
problemas y técnicas: CP.1, CP.2 (CP.2.1), CP.3(CP.3.1,CP.3.2), CP.4 (CP.4.3), TC.1
(TC.1.1), TC.2 (TC.21), TC.3 (TC.3.1, TC3.2) y TC.4 (TC.4.3.1). Ademas,

comenzamos un estudio cualitativo de la idea de pendiente como tasa de cambio

(velocidad).

Problema 7. Observa la Figura 20 que se corresponde con una noticia publicada en un

periddico nacional, ¢qué se esta representando?, ;qué destacas de la grafica a simple

vista?

Figura 20

Gréfica para analizar

Nota.

La covid no toca fin: 3.076
muertos desde Semana Santa

La pandemia esta mas estable, pero no se «gripaliza»: aun deja
un importante numero de fallecidos entre el colectivo de los
mayores de 60 anos

LA MORTALIDAD DE LA COVID 106.797

Evolucion del nimero de fallecidos

89.573
86917 87423 88.080

~ 150ct. 5 Nov. 1 Dic 3Ene 1 Feb. 15 31
2020 2020 2020 2021 2021 May.
2022

Imagen extraida de La Razon (https://Ic.cx/ImgyMF).
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Tal y como indican Azcérate y Deulofeu (1996), uno de los objetivos de las
matematicas es capacitar a los alumnos para la lectura e interpretacion de la informacién
proporcionada por los medios de comunicacion. Por ello, seleccionamos este problema
en el que se muestra un ejemplo de informacion (fenémeno de cambio) que involucra una
grafica y errores asociados a ella. Con él se trabaja el correcto tratamiento de la
informacidn y errores asociados a la graduacion de los ejes y, en concreto, CP.3y TC.3.

Problema 8. Tras un partido de padel en el que te declaras vencedor, el contrincante, que
estd molesto por haber perdido, te reta a jugar al lanzamiento de pelota contra la pared.
Gana quien consiga alcanzar una mayor altura. La Figura 21 muestra la altura, en metros,

alcanzada por la pelota en cada segundo.

Figura 21

Gréfica que representa el lanzamiento de la pelota

Responde a las siguientes preguntas:
a) ¢Qué representa cada eje?

b) ¢Qué representa el comienzo de la grafica (cuando toca al eje Y)?, ¢qué significado

tiene que la gréafica toque al eje X?, ;qué representa la curva sefialada?
c) ¢Cual es la maxima altura alcanzada?, ¢y la minima?, ;cuando se alcanzan?

d) ¢Cuantos lanzamientos haces?
e) ¢Como varia la altura alcanzada por la pelota?

f) Dibuja una gréafica que simule el juego de tu contrincante en la que seas el ganador.

Con este problema se trabajan las siguientes técnicas y campos de problemas:
CP.1, CP.2 (CP.2.1), CP.3 (CP.3.1, CP.3.2, CP.3.3, CP.35), TC.1 (TC.1.1), TC.2
(TC.2.1),yTC.3(TC.3.1, TC.3.2, TC.3.3, TC.3.5).
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Espinoza (2017) analiza el papel que tiene el planteamiento de problemas en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, definiéndolo como un proceso
matematico complejo en el que interviene la interpretacion personal de una situacion
concreta y que puede ocurrir antes (se persigue plantear un problema a partir de una
situacién), durante o después de la resolucion de problemas. Hace mencion a
investigaciones llevadas a cabo en las que se explicitan los beneficios del proceso de
invencion de problemas, tales como promover la participacion e indagar en las
capacidades matematicas de los alumnos, adquirir aprendizajes significativos, mejorar
habilidades de resolucién de problemas, asi como desarrollar y aumentar el conocimiento

matematico y la creatividad. Por ello, hemos seleccionado los siguientes problemas:
Problema 9. Escribe un enunciado para la Tabla 5.

Tabla s

Tabla a la que asociar un enunciado verbal

Objeto 5 3 6 2
Precio (€) 62,5€ 37,5€ 75€ 25€

En este problema se trabaja la traduccion entre el registro tabular y el verbal
(CP.2.1, CP.4.2y TC.4.2.1), cuyo trabajo (en el sentido tabular-verbal) es escaso como
hemos podido observar en el analisis de los libros de texto. El trabajo puede continuarse,
una vez comentadas posibles soluciones, pidiendo la ampliacion de la tabla, su
representacion grafica (TC.4.2.2) y, finalmente, la expresion algebraica correspondiente
(TC.4.2.3).

Problema 10. Escribe un enunciado en cuya resolucion aparezca el siguiente sistema de

ecuaciones lineal:
3x+y=28

1
§x+(y—1)=11

En este problema se trabaja la traduccion entre el registro algebraico y el verbal
(CP.4.4 y TC.4.4.1). El trabajo puede continuarse, una vez comentadas posibles
soluciones, pidiendo una tabla de valores para cada recta (TC.4.4.2) y su representacion
gréfica (TC.4.4.3.1). Notar que con la representacion grafica puede trabajarse la

resolucién grafica de sistemas de ecuaciones lineales.
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El problema 11 se corresponde con el problema 3 del apartado D.

Problema 12. a) En una carrera estan participando Patricia y Mario que empiezan a correr
a la vez. Patricia le da ventaja a Mario dejandole empezar a correr desde los 5 metros. En
el primer segundo, Patricia alcanza los 5 metros y Mario los 8 metros. ¢Hay algin
momento a lo largo de la carrera donde se cruzan? Si ambos contintan corriendo tras el

cruce, ;quién crees que ganara la carrera?

b) Imaginemos que hay una tercera participante en la carrera, Laura, que en cada segundo
recorre lo mismo que Mario y empieza donde Patricia, ¢se cruza en algin momento con

alguno de ellos?

Con los problemas 11 y 12 se introducen y trabajan las funciones lineales y afines,
comparandolas graficamente para explorar sus caracteristicas. En concreto, se trabajan
CP.2 (CP.2.1), CP.4 (CP.4.1), CP.5 (CP.5.1, CP.5.2), TC.2 (TC.2.1), TC.4 (TC.4.1.1,
TC.4.2.3, TC.4.4.2, TC.4.4.3.1), TC.5(TC.5.1(TC.5.1.1, TC.5.1.2, TC.5.1.4) y TC.5.2

(TC.5.2.1, TC.5.2.2)). Ademas, pueden trabajarse todos los sistemas de representacion.

Problema 13. Actividad de exploracién del modelo afin y el modelo lineal (archivo
GeoGebra).

a) Modifica los parametros m y n e indica qué varia en cada caso 0 qué determina cada

valor. Por ejemplo, puedes comenzar dando los valores mostrados en la Tabla 6.

Tabla 6

Posibles valores que pueden tomar los parametros correspondientes

1.8 -5 8

b) Empareja las funciones presentes en la Figura 22 con su expresion algebraica sin hacer

uso de una tabla de valores.

Figura 22

Funciones a las que asociar su expresion algebraica
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y=x-—1, y=2x; y = 5x; y=—§x; y=—%x+2.
c) Representa graficamente las siguientes funciones sin hacer uso de una tabla de valores.
y = 8x; y=—§x+3; y = —Xx; y =3x—5.

Durante el desarrollo de la actividad se haran preguntas tales como: ¢qué cambia
si modificamos el parametro m?, ¢y si modificamos el n?, ;qué sucede si n = 0?, ¢y Si
m = 0?, ¢una funcion lineal es una funcién afin?, con la finalidad de guiar la exploracion

y concluir aspectos relevantes acerca de la inclinacion de la recta y sus cortes con los ejes.

Esta actividad estd pensada para trabajarla por parejas y con ordenadores. A los
alumnos se les comparte un archivo de GeoGebra en el que aparece una recta con
ecuacion y =mx +n y los parametros m y n. Tiene como finalidad explorar las
caracteristicas del modelo lineal (considerando n = 0 en el modelo afin) y del modelo
afin (incluyendo también las funciones constantes), mediante la modificacion de dichos
parametros y el analisis de los efectos correspondientes en las graficas asociadas, y
trabajar la relacion directa entre la grafica y la ecuacion. En particular, los campos de
problemas y las técnicas involucradas son CP.3 (CP.3.2, CP.3.5), CP.4 (CP.4.3, CP.4.4),
CP.5(CP.5.1,CP.5.2), TC.3(TC.3.2, TC.3.5), TC.4 (TC.4.3.2, TC.4.3.3, TC.4.4.3.2),
TCS5(TC5.1(TC.5.1.2, TC5.1.3, TC51.4)yTC52(TC.5.2.1, TC52.2))y TC.5.4.

Problema 14. Si de una recta conocemos la pendiente y sabemos que pasa por el punto
(x0,Y0), (COMO queda la ecuacion de dicha recta?, ¢cual es el nimero minimo de puntos

gue son necesarios para poder determinar una recta?
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Con este problema los alumnos, a partir de la ecuacion explicita de la recta, llegan
a la ecuacion punto-pendiente de la misma. Ademas, sirve para justificar que dados 2

puntos, una recta queda completamente determinada.

El problema 15 se corresponde con el problema 4 del apartado D.

Problema 16. Imagina que la estrategia que has utilizado para resolver el problema
anterior es la mostrada en la Figura 23.

Figura 23

Posible estrategia a utilizar en la resolucion del problema 15 del apartado E. y busqueda

X

¢Cuantas diagonales tiene un poligono regular de 7 lados?, ¢y de 12?, ¢y de n lados?

del patrén correspondiente

Problema 17. Imagina que te dan 24 c¢cm de cuerda, ¢serias capaz de construir el

rectangulo de area maxima?, ;cuales son sus dimensiones?

Para la eleccion de este problema se tiene en consideracion lo presente en las
orientaciones de ensefianza del curriculo. Se pretende que los alumnos representen
graficamente la relacion correspondiente entre las variables involucradas a través de la
expresion algebraica asociada. En particular, se busca encontrar el vértice de la parabola,
lo que puede relacionarse con el método de completar cuadrados y con el maximo
absoluto de la funcién. Ademas, con esta actividad puede trabajarse el crecimiento y
decrecimiento de la funcion. Por otra parte, puede superarse el obstaculo didactico
presente en los estudiantes, y comentado en las asignaturas Disefio curricular e
instruccional de matematicas y Disefio de actividades de aprendizaje de matematicas, en

relacion a la clasificacion del cuadrado como un caso particular del rectangulo.

Con estos tres problemas (15, 16 y 17) se introduce y trabaja el modelo cuadratico,
en concreto, las siguientes técnicas y campos de problemas: CP.1, CP.2 (CP.2.1), CP.3
(CP.3.1,CP.3.2, CP.3.3,CP.3.5), CP.4 (CP.4.1), CP.5 (CP.5.3), TC.1(TC.1.2), TC.2
(TC.2.1), TC.3(TC.3.1,TC.3.2, TC.3.3,TC.35), TC.4(TC.4.1.1)y TC.5(TC.5.3.2).
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Problema 18. Actividad de exploracion del modelo cuadréatico (archivo GeoGebra).

a) Modifica los parametros a, b, ¢, d y q e indica qué varia en cada caso o qué determina

cada valor. Por ejemplo, puedes comenzar dando los valores mostrados en la Tabla 7.

Tabla 7

Posibles valores que pueden tomar los pardmetros correspondientes

14 —-1.5 -3
—4 —6 0
c 2 -1 5
d 3 -2 4
q -3 1 4

b) ¢Cual es el nimero minimo de puntos que son necesarios para poder graficar de manera

aproximada una parabola? Aplicalo al caso (x — 2)? + 6x + 3.

c) Empareja las funciones presentes en la Figura 24 con su expresion algebraica sin hacer

uso de una tabla de valores. Indica el vertice y el eje de simetria correspondiente.

Figura 24

Funciones a las que asociar su expresion algebraica

y = 4x? —2; y=x?>—-3x+3;, y=x?+3x; y =3x?+ 14x + 8.

d) Representa graficamente las siguientes funciones sin hacer uso de una tabla de valores.

Indica el vértice y el eje de simetria correspondiente.

y = 2x?% + 2x; y=x%—-3x+5; y=x%+1, y=(x+4)?*-3.
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La actividad esta pensada para trabajarla de la misma manera que el problema
13. A los alumnos se les comparte un archivo de GeoGebra en el que aparecen parabolas
con las siguientes ecuaciones: y = ax? + bx + ¢,y y = (x — d)? + q y los parametros
correspondientes. El objetivo de esta actividad es explorar las caracteristicas del modelo
cuadratico (crecimiento, extremo relativo y absoluto, simetria, traslaciones), mediante la
modificacion de dichos parametros y el andlisis de los efectos correspondientes en las
graficas asociadas, asi como trabajar la relacion directa entre la grafica y la ecuacion. Con
respecto a esto ultimo, aparece la relacién entre la factorizacion de una expresion
cuadratica, las soluciones reales de la ecuacion correspondiente y los puntos de corte de
la gréafica con el eje de abscisas, y la relacion entre el método de completar cuadrados y
la identificacién del vértice. Ademas, se reflexiona acerca del nimero minimo de puntos
gue son necesarios para poder determinar, de manera aproximada, la grafica de una
parabola. En relacion a las técnicas y a los campos de problemas, se trabajan los citados
en los problemas 15, 16 y 17 junto a CP.4 (CP.4.3, CP.4.4), TC.1 (TC.1.1), TC.4
(TC.4.3.3, TC.4.4.2, TC.4.43.2), TC.5(TC.5.3.1, TC.5.3.3) y TC.5.4.

F. Sobre las Técnicas

En este apartado presentamos los distintos tipos de ejercicios que forman parte de
la secuencia didactica, cuya finalidad es poner en préactica las técnicas que aparecen en la
resolucién de los problemas expuestos en el apartado anterior. Para cada uno de ellos
indicamos las técnicas que se ejercitan. Cabe destacar que, tal y como se recoge en el

apartado A., las técnicas y los campos de problemas estan fuertemente relacionados.

Como se ha comentado en apartados anteriores, los ejercicios se trabajaran de
manera conjunta con los problemas y, generalmente, seran llevados a cabo de manera
individual. Se pretende que tanto los conceptos como las técnicas surjan de los problemas
presentados al alumno para, posteriormente, institucionalizarlos y, finalmente, consolidar

el trabajo de las técnicas empleadas mediante estos tipos de ejercicios.

Ejercicio 1 (TC.1.1). Escribe las coordenadas cartesianas de los puntos representados en

la Figura 25 e indica en qué cuadrante se encuentra cada uno.

Figura 25

Puntos para determinar sus coordenadas cartesianas



“U

57

Ejercicio 2 (TC.1.2). Dibuja en un sistema de ejes coordenados, puntos que cumplan las

siguientes condiciones e indica, en cada caso, sus coordenadas.

a) A cuyas coordenadas cartesianas sean nimeros naturales.

- 1 , .
b) B cuya abscisa es — Sy la ordenada un niimero positivo.

c) C situado en el segundo cuadrante.

d) D(—4,-2).

& EC,—).

Ejercicio 3 (TC.2.1, TC.2.2). Determina si las siguientes situaciones son funciones

justificando tu respuesta. En caso afirmativo, indica cuales son las variables

independientes y dependientes.

a) A cada numero entero le asociamos su anterior.

b) A cada nimero natural le asociamos sus multiplos.

c) Las situaciones mostradas en la Tabla 8.

Tabla 8

Tablas para determinar si representan o no una funcién

Edad

10

12

14

15

Peso (kg)

348

40

46,5

50

1)

d) Las gréficas representadas en la Figura 26.

Figura 26

Gréficas para determinar si representan o no una funcion

2)
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1) 2) 3)

e)y =2x—1; x=y? x = 1; y = 2.

Ejercicio 4 (TC.2.1, TC.2.2). Inventa cuatro situaciones y razona si son funciones o no.

En caso de serlo, indica cuales son las variables independientes y dependientes.

Ejercicio 5 (TC.3.1, TC.3.2, TC.3.3, TC.3.4, TC.3.5). Determina si las funciones
presentes en la Figura 27 son continuas e indica, para cada una, el dominio, el recorrido,
tramos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos y puntos de corte con los

ejes de coordenadas.

Figura 27

Funciones para determinar sus caracteristicas generales

\ /
\ i 2 7
AN y A
1 2 3 1 5 /
i

1) - 2)
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3) 4)

Ejercicio 6 (TC.3.1, TC.3.2, TC.3.3, TC.3.4, TC.3.5, TC.4.1.1). Piensa en el grado de
felicidad que tuviste el dia de tu cumpleafios. Dibuja una grafica que represente esta
situacion e indica sus caracteristicas (dominio, recorrido, crecimiento, MAaximos,

minimos, continuidad y puntos de corte con los ejes).

Ejercicio 7 (TC.4.3.1). Pon nombres a los ejes e inventa una situacion que pueda ser

representada mediante la Figura 28.

Figura 28

Gréfica a la que asociar un enunciado verbal

Nota. La imagen esta tomada de El lenguaje de funciones y graficas (Alayo, 1990, p.

246).

Ejercicio 8 (TC.4.1.1, TC.4.2.2, TC.4.2.3). Por 5 caramelos he pagado 25 céntimos.
a) Completa la Tabla 9.

Tabla 9

Tabla a completar

Caramelos 1 2 5 7 n

Precio
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b) Expresa con lenguaje algebraico la relacion que existe entre el nimero de caramelos

comprados y el precio a pagar.
c) Representa graficamente la situacion.
Ejercicio 9 (TC.4.2.1, TC.4.2.3). Asocia un enunciado a la Tabla 10.

Tabla 10

Tabla a la que asociar un enunciado verbal

x -2 -1 0 3 4
y -1 1 3 9 11

Ejercicio 10 (TC.4.4.1, TC.4.4.2, TC.4.4.3.1). Dada la funcion y = 3x + 4.
a) Asocia un enunciado.

b) Escribe la tabla de valores correspondiente.

c) Representa la funcion graficamente.

Ejercicio 11 (TC.4.3.2). Escribe una tabla de valores para la funcion presentada en la

Figura 29.

Figura 29

Gréfica a la que asociar una tabla de valores

A

Ejercicio 12 (TC.5.1.1, TC.5.1.2, TC.5.1.4, TC.5.2.1, TC.5.2.2). Calcula la pendiente y

la ordenada en el origen de las siguientes funciones.

a) La funcion representada en la Tabla 11.
Tabla 11

Tabla que representa una funcion lineal



X —4 -2 3 5

y —24 —12 18 30
2x+1, _ . _ xX+2,
b)y: 3 y—4x+3, y——T,

c) La funcion representada en la Figura 30.
Figura 30

Recta a la que asociar sus elementos notables

y=—%x+1.
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Ejercicio 13 (TC.5.1.3). Escribe la ecuacion de la recta que pasa por D(—4,—2) y

F(4,2).

Ejercicio 14 (TC.4.3.2, TC.4.3.3, TC.4.4.3.2). Relaciona cada una de las siguientes

rectas, representadas en la Figura 31, con la tabla (ver Tabla 12) y expresion algebraica

correspondiente. Si lo consideras necesario, aflade mas valores a las tablas.

Figura 31

Rectas a las que asociar sus expresiones algebraicas y tablas correspondientes

Expresiones algebraicas: y = x; y =2x+5.
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Tabla 12

Tablas a asociar con las rectas correspondientes

Ejercicio 15 (TC.4.3.3, TC.4.4.3.2, TC.5.3.1, TC.5.3.2, TC.5.3.3, TC.5.4). Empareja
las funciones presentes en la Figura 32 con su expresién algebraica sin hacer uso de una

tabla de valores. Indica el vértice y el eje de simetria correspondiente.

Figura 32

Funciones a las que asociar su expresion algebraica

y=(x—-5)2—-1; y=3x2+2;, y=—-(x+4)*+4; y = —x? + 2x.

G. Sobre las Tecnologias

En este apartado presentamos los razonamientos que justifican las técnicas que
resuelven los diferentes campos de problemas y que pretenden ensefiarse con esta
secuencia didactica. Estos se apoyan en definiciones y propiedades en torno al concepto
de funcion.
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TG.1: Definicién de coordenadas cartesianas de un punto P en el plano cartesiano

Sea P un punto en el plano cartesiano. Llamamos coordenadas cartesianas del punto P a
un par ordenado de numeros (x,y) que indica su posicién respecto de los ejes de
coordenadas. La coordenada x se denomina abscisa del punto y representa la posicion
sobre el eje X. La coordenada y se denomina ordenada del punto y representa la posicion

sobreeleje Y.

TG.2: Definicion de funcibn como dependencia entre dos variables y

correspondencia entre valores de variables

Una funcioén es una relacion entre dos variables x e y, de manera que a cada valor de x le
corresponde, como mucho, un Gnico valor de y. A la variable x se le denomina variable
independiente y a la variable y se le denomina variable dependiente, cuyo valor depende
del valor de x. Esta relacion puede expresarse de diferentes maneras: descripcion verbal,

tabla, expresion algebraica (y = f(x)) y grafica.
TG.3: Definiciones de conceptos relacionados con las funciones

TG.3.1: Definicién de dominio v recorrido.

Sea f una funcién. Llamamos dominio al conjunto de valores que puede tomar la variable

independiente y recorrido al conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente.

TG.3.2: Definicion de funcidn creciente y decreciente.

Sea f una funcion. Diremos que la funcion es creciente en un intervalo si dados x; y x,
dos puntos del dominio, pertenecientes a dicho intervalo, con x; < x, se cumple que
f(xy1) < f(xy), es decir, si el valor de la variable dependiente aumenta al recorrer, en

sentido creciente, los valores de la variable independiente.

Diremos que la funcion es decreciente en un intervalo si dados x; y x, dos puntos del
dominio, pertenecientes a dicho intervalo, con x; < x, se cumple que f(x;) > f(x3), es
decir, si el valor de la variable dependiente disminuye al recorrer, en sentido creciente,

los valores de la variable independiente.

Finalmente, diremos que la funcion es constante en un intervalo si el valor de la variable
dependiente no cambia al recorrer, en sentido creciente, los valores de la variable

independiente pertenecientes a dicho intervalo.
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Cabe destacar que la monotonia de una funcion es una propiedad global, es decir,

hablaremos de crecimiento y decrecimiento en intervalos y no en un punto concreto.

TG.3.3: Definicidn de extremos relativos y absolutos.

Sea f una funcion y x; un punto del dominio. Diremos que f tiene un maximo relativo
en x; si f(x;) es el mayor valor que toma la funcién para todos los valores proximos a
X, que pueda tomar la variable independiente, es decir, si la funcion pasa de ser creciente

a decreciente.

Diremos que f tiene un minimo relativo en x, si f(x;) es el menor valor que toma la
funcién para todos los valores proximos a x; que pueda tomar la variable independiente,

es decir, si la funcion pasa de ser decreciente a creciente.

Diremos que f tiene un maximo absoluto en x; si f(x;) es el mayor valor que toma la

funcion.

Por Gltimo, diremos que f tiene un minimo absoluto en x;, si f(x;) es el menor valor que

toma la funcion.

TG.3.4: Definicion de funcidén continua.

Diremos que una funcion es continua si la grafica de la funcién no presenta saltos para

ningun valor de la variable independiente correspondiente al dominio.

TG.3.5: Definicion de puntos de corte con los ejes de coordenadas.

Los puntos de corte de una funcion con los ejes de coordenadas son los puntos de
interseccion de su grafica con los ejes. En particular, los puntos de corte con el eje X son
aquellos cuya ordenada es 0, es decir, los de la forma (x, 0), y los puntos de corte con el

eje Y son aquellos cuya abscisa es 0, es decir, los de la forma (0, y).
TG.5: Caracterizacion de los modelos funcionales

TG.5.1: Caracterizacién del modelo lineal.

Una funcion lineal, también conocida como funcién de proporcionalidad directa, es de la
forma y = mx con m un nimero real denominado pendiente. Su grafica es una recta que
pasa por el origen de coordenadas, en la que la pendiente se corresponde con su

inclinacidn respecto al eje X. Relaciona dos magnitudes directamente proporcionales.

TG.5.2: Caracterizacién del modelo afin.

Una funcién afin es de la forma y = mx 4+ n con m y n nimeros reales denominados
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pendiente y ordenada en el origen, respectivamente. Su gréafica es una recta que corta al

eje Y en el punto (0,n). Notar que tomando n = 0, tenemos una funcion lineal.

TG.5.3: Caracterizacion del modelo cuadratico.

Una funcién cuadrética es de la forma y = ax? + bx + ¢ con a # 0, b y ¢ nlmeros
reales. Su gréfica es una parabola. Esta es simétrica (tiene un eje de simetria vertical) y
tiene un maximo o minimo absoluto denominado vértice de la pardbola. En relacion a los
puntos de corte con los ejes de coordenadas, una parabola corta al eje X a lo sumo en dos

puntos y al eje Y en el punto (0, c).

Comentar que el célculo de la pendiente y del vértice mediante sus
correspondientes expresiones simbolicas, se justifica a través de ejemplos concretos en la
resolucién de los problemas puesto que la comprension de una demostracion matematica
requiere de un cierto grado de abstraccion y conocimientos matematicos que exceden lo
correspondiente a 2° ESO. Estos ejemplos aparecen indicados en los comentarios

asociados a los problemas 12, 13y 18.

Estas tecnologias iran apareciendo, junto a las técnicas, durante la resolucién de
problemas. Como se ha comentado en la metodologia a llevar a cabo, tras realizar las
puestas en comdn en las que los estudiantes exponen sus estrategias y conclusiones, el
docente institucionaliza el contenido matematico presente. Por tanto, tanto los alumnos
como el profesor participan en la justificacion de las técnicas. Por ejemplo, en el célculo
de la pendiente y del veértice se les guia para llegar a las expresiones simbolicas
correspondientes en lugar de proporcionarles las formulas directamente, asi como en el
trabajo con los distintos modelos funcionales en el que ellos mismos exploran sus
caracteristicas. En otras ocasiones, los alumnos pueden llegar a desarrollar la técnica, una
vez conozcan la definicion del concepto en cuestion. Por ejemplo, pueden reflexionar
acerca del criterio de la linea vertical como técnica de comprobacion de una funcién dada
por su gréafica, una vez conozcan el concepto de funcion como correspondencia univoca
entre valores de variables. Ademas, a la hora de representar graficamente una recta o una
parabola, pueden reflexionar acerca del namero minimo de puntos necesarios para poder

graficarlas de manera aproximada.

Como se ha mencionado anteriormente, los distintos aspectos del objeto
matematico de estudio se institucionalizan a medida que aparecen en la resolucion de los

problemas. Con los problemas 1 y 2 se introducen las coordenadas cartesianas de un
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punto mediante su trabajo tanto de manera cualitativa como cuantitativa, con los
problemas 3 y 4 comienza a trabajarse el concepto de funcién como dependencia entre
dos variables (independiente y dependiente) y correspondencia entre valores de variables,
asi como caracteristicas generales de las funciones (continuidad, puntos de corte con los
ejes). También se trabaja la traduccion entre distintos sistemas de representacion. Los
problemas 5, 6, 7 y 8 estan dedicados al analisis e interpretacion de gréficas y se trabajan
caracteristicas generales de las funciones (dominio, recorrido, crecimiento, maximos y
minimos). Con los problemas 9 y 10 se trabaja la traduccion entre distintos sistemas de
representacion. Los problemas 11, 12, 13 y 14 estan dedicados a la introduccién y al
trabajo con el modelo lineal y el modelo afin, incluyendo la exploracion de sus
caracteristicas (pendiente, ordenada en el origen) con ayuda de GeoGebra. Por ultimo,
los problemas 15, 16, 17 y 18 estan dedicados a la introduccion y al trabajo con el modelo
cuadratico, incluyendo la exploracion de sus caracteristicas (vértice, simetria) con ayuda
de GeoGebra.

H. Secuencia Didactica y Cronograma

En este apartado indicamos el orden en el que pretenden desarrollarse las
actividades presentadas en los puntos anteriores y que componen la secuencia didactica.
Para ello, se ha establecido un nimero de sesiones aproximado, teniendo en cuenta, tal y
como aparece en el anexo 111 de la ORDEN ECD/1172/2022, de 2 de agosto, el nimero
de horas correspondientes a la asignatura de Matematicas para 2° ESO (4 horas
semanales). Cabe destacar que la duracion temporal propuesta es aproximada y puede

modificarse en funcion de las necesidades del grupo clase.

La Tabla 13 recoge, por sesiones, tanto los problemas como los ejercicios
presentados en los apartados E. y F. respectivamente. Comentar que, por un lado, aquello
que no dé tiempo a desarrollar en la sesion planificada, sera el comienzo de la sesion
posterior y, por otro lado, algunas actividades, como el problema 7, pueden utilizarse
como tarea para casa (en la tabla se sefialan con *) y serdn comentadas en sesiones
posteriores (en la de repaso o en sesiones anteriores en las que sobre tiempo tras realizarse

lo planificado para dicha sesion).
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Sesion Problemas Ejercicios
1 Evaluacion inicial (apartado C.)
) 12 1y 2 (ambos después de
los problemas 1y 2)
Después del problema 4: 3
3 3,4y5 y&
Después del problema 5:
7%
A 6. 7% 8 5y 6* (ambos después de
los problemas 6 y 8)
Después del problema 9:
5y6 9y 10 5.9yl
Después del problema 10:
10
7 11y 12
Después del problema 13:
8y9 13y 14 12y 14
Antes del problema 14: 13
10y 11 15,16y 17
12 18
13 Comentar problema 7 15
14 Repaso + comentar ejercicios tarea para casa
15 Evaluacion
16 Correccion prueba escrita

La sesién 1 esta dedicada a la evaluacion inicial para conocer el punto de partida

a la hora de abordar el objeto matematico introducido. En la sesidn 2 se lleva a cabo el

estudio cualitativo y cuantitativo de los puntos en el plano cartesiano (TG.1). En las

sesiones 3 y 4 se estudian las funciones (TG.2) y sus caracteristicas generales (TG.3) de

manera cualitativa y cuantitativa. Asimismo, se muestran los diferentes sistemas de
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representacion que admiten, predominando al comienzo el registro verbal y el gréfico.

Las sesiones 5 y 6 estan dedicadas a la traduccion entre los distintos sistemas de

representacion. En las sesiones siguientes se introduce y trabaja el modelo lineal, el

modelo afin (sesiones 7, 8 y 9) y el modelo cuadratico (sesiones 10, 11, 12 y 13),

respectivamente. En estos casos, los alumnos exploran las caracteristicas asociadas a cada
modelo (TG.5) antes de su institucionalizacion. Por otro lado, parte de la sesion 13 es
utilizada para comentar el problema 7 (tarea para casa). Finalmente, las Gltimas sesiones
estan dedicadas a repasar todo lo desarrollado a lo largo de las sesiones anteriores
(incluyendo el comentario de los ejercicios 4, 6 y 7 (tarea para casa)) (sesion 14) y a
realizar y comentar la prueba de evaluacion correspondiente (sesiones 15 y 16).

I. Sobre la Evaluacioén

En este apartado presentamos la prueba de evaluacion que se llevara a cabo una
vez desarrollada la secuencia didactica y cuya finalidad es valorar el aprendizaje realizado
por el alumnado. Para cada una de las preguntas que componen la prueba, indicamos
posibles respuestas, estrategias y errores que podemos encontrarnos, asi como los campos
de problemas, las técnicas y las tecnologias que pueden evaluarse. Ademas, dado que
utilizamos el modelo de tercios para su correccion, asignamos a cada pregunta las tareas
principales y las tareas auxiliares generales y especificas correspondientes. Comentarios

referentes a las soluciones se encuentran en el Anexo V.

Prueba Escrita

Pregunta 1 (Adaptacion del Problema 20.5. de los Problemas de preparacion de la XXI1X
Olimpiada Matematica Aragonesa de 2° ESO). Cada una de las graficas presentes en la

Figura 33 representa la temperatura a lo largo de un dia de verano.

Figura 33

Gréficas a las que asociar un enunciado verbal
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Nota. Las imagenes estan tomadas del Problema 20.5. de los Problemas de preparacion

de la XXIX Olimpiada Matematica Aragonesa de 2° ESO.

Dadas las siguientes descripciones:

- Dia 1: Hoy ha hecho un dia espectacular, tipico dia de verano. Hemos ido de excursion

y no nos ha llovido.

- Dia 2: Ha sido el dia mas caluroso de todos. Ha hecho tanto calor que hemos ido a pasar

el dia al rio. Menos mal que volvimos a eso de las 17:30 porque al rato hubo tormenta.

- Dia 3: Desde la tormenta de ayer, la temperatura no ha mejorado, todo lo contrario. Ha
llovido y refrescado todo el dia. La temperatura minima ha sido de 10°C y no hemos

superado los 20°C.

a) Decide qué grafica (alguna puede no tener dia asociado) se ajusta mejor a cada dia (a

algun dia puede faltarle la grafica correspondiente). Explica como lo has averiguado.
b) Si te sobra alguna grafica, escribe un enunciado para ella.

c) Si te sobra alguna descripcion, dibuja una grafica asociada a ella, con los mismos ejes

que las gréficas dadas.
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d) Para la grafica F, indica si es una funcién (en caso afirmativo, determina la variable
independiente y la dependiente), el dominio, el recorrido, los tramos de crecimiento y
decrecimiento (incluyendo, en caso de haberlos, los constantes), y la maximay la minima

temperatura alcanzada. (A qué hora se alcanzan dichas temperaturas?

En el apartado a) los alumnos pueden asociar erroneamente el dia 2 con la grafica
A, interpretando el tramo comprendido entre las 16 y 18 horas como el momento de la
tormenta. Sin embargo, esta grafica tiene temperaturas maximas (préximas a 30°C)
menores que las méaximas alcanzadas en la grafica F, por lo que no puede representar al
dia méas caluroso de todos. La gréafica asociada al apartado ¢) no es Unica, para su
representacion hay que tener en cuenta que la temperatura minima alcanzada es de 10°C
y que no se superan los 20°C. Para responder al apartado d) pueden utilizar notacion de
intervalo o una descripcion verbal. En este caso los alumnos pueden intercambiar el
dominio con el recorrido y los tramos crecientes con los decrecientes al confundir los
conceptos correspondientes. Por otro lado, dado que la temperatura méaxima es alcanzada
en varios momentos, se considera valido indicar cualquiera de ellos, mientras que para la
temperatura minima pueden considerar, errbneamente, el primer punto de la gréfica

(8,17) aproximadamente.
Pregunta 2. Dadas las siguientes situaciones:

1. Lucia mide 1,60 m a sus 18 afios.

2. El otro dia fueron cuatro amigos al cine y pagaron 20€ por las entradas.

3. A cada nimero real le asociamos su cuadrado.

4. En una compariia de taxis, te cobran 2€ por comenzar el trayecto. A partir del

primer minuto, cada minuto de mas te cuesta 50 céntimos.

a) ldentifica, para cada una de las situaciones, las variables que aparecen y responde,

justificando tu respuesta, a las siguientes preguntas:

e Para la situacion 1, ;cuanto media Lucia cuando tenia 9 afios?
e ;Lasituacion 4 representa una funcion continua?
e ;Alguna representa una relacion de proporcionalidad directa?

e ;Alguna representa una relacion cuadratica?
b) Escribe una tabla de valores para las situaciones 2 y 3.

c) Representa graficamente las situaciones 2 y 3.
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d) Expresa con lenguaje algebraico las situaciones 2 y 3.

En primer lugar, pueden intercambiar las variables independientes con las
dependientes al confundir los conceptos correspondientes. En la pregunta correspondiente
a la primera situacion (apartado a)) puede observarse, en caso de aparecer, la ilusion de
linealidad: un alumno considera que esta situacion representa una relacion directamente

proporcional (respuesta errénea que puede aparecer) y contesta que a los 9 afios Lucia
, 1.6 . . "
media — =0.8m, lo cual no tiene sentido. Los alumnos que no hayan asimilado el

concepto de funcién continua no podran responder adecuadamente a la pregunta acerca

de la situacion 4. Ademas, pueden modelizar esta situacion (errbneamente) como y =
1 - - . .
2+2x, siendo x los minutos e y el coste, y graficarla como la recta asociada, en cuyo

caso pueden razonar que si es continua.

Comentar que pueden llegar a las tablas de valores del apartado b) a partir de la
descripcion verbal (se espera que predomine este caso) o mediante la expresion algebraica
correspondiente (expresando previamente la relacion, descrita verbalmente, de manera
analitica). Por otro lado, a la hora de representar las situaciones graficamente (apartado
c)), pueden partir de la tabla de valores (se espera que predomine este caso) o de la
expresion algebraica correspondiente (identificacion de elementos notables). Ademas,
puede ser que, para la situacién 2, algin alumno considere el nimero de amigos que van
al cine (variable x) como variable continua y una los puntos, o que prolongue la recta al
3° cuadrante considerando que el nimero de amigos puede ser negativo. Asimismo, la
expresion algebraica (apartado d)) puede obtenerse a partir de la descripcién verbal o a

partir de la tabla de valores mediante la busqueda de patrén.

Pregunta 3 (Adaptacion del Problema 1 de la XXVII Olimpiada Nacional, Santander
2016). Imagina que te vas de ruta matematica con tu clase en la que os ensefian historia y
cultura. En particular, te llama la atencion un mosaico de azulejos cuadrados. En casa,
una tarde, te pones a disefiar tus propios mosaicos cuadrados, cada vez mas grandes, para

los que sigues el mismo patrén, mostrado en la Figura 34.

Figura 34

Busqueda del patrén correspondiente
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Mosaico 1 Mosaico 2 Mosaico 3

Nota. Imagen adaptada de la XXVII Olimpiada Nacional (https://lc.cx/vpS5ZB).

a) ¢Cuantas baldosas azules oscuras se necesitan para construir el mosaico nimero 4?

Describe como llegas a ello.

b) ¢Cuantas baldosas azules oscuras se necesitan para construir el mosaico nimero 8?

Describe como llegas a ello.

c) ¢Eres capaz de encontrar una formula general para saber el nimero de baldosas azules

oscuras que se necesitan para construir el mosaico nimero n?

d) ¢Qué numero de orden corresponde al mosaico formado por 91 baldosas azules

oscuras?

e) ¢Qué numero de orden corresponde al mosaico formado por 114 baldosas azules

oscuras?
f) Representa la informacion obtenida en una grafica.

Para responder a los primeros apartados pueden presentar la informacion en una
tabla de valores y ampliarla hasta dar con el nimero del mosaico pedido o pueden, en el
caso del apartado a), dibujar la figura correspondiente. Asimismo, a partir de la tabla
pueden establecer verbalmente la relacion funcional existente, encontrando el patron
involucrado. En el apartado c) se espera que, una vez encuentren el patron, lo expresen
con lenguaje algebraico. Para los apartados d) y e) pueden hacer uso de la expresion a la
que llegan en el apartado anterior, resolverlos por tanteo (dando valores al nimero de
orden del mosaico hasta encontrar aquel que cumpla la condicién) o ampliando la tabla
de valores hasta llegar al namero de baldosas azules oscuras dado (en el apartado e)
observaran que ese nimero de baldosas no se corresponde con ningin mosaico). En el
Gltimo apartado pueden encontrarse graficas en las que se unan los puntos, o en las que

se prolongue la recta al 2° y 3° cuadrante.


https://lc.cx/vpS5ZB
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En general, en los apartados en los que haya que representar graficamente una
informacion, pueden observarse errores relativos a la graduacion de los ejes e inversion
en el orden de las coordenadas de un punto, asi como errores al no tener en cuenta si el
dominio de la gréfica es discreto o continuo. Asimismo, pueden presentar dificultades a
la hora de diferenciar entre variable independiente y dependiente y saber en qué eje se

representa cada una.

Pregunta 4. a) Empareja las funciones presentes en la Figura 35 con su expresion
algebraica sin hacer uso de una tabla de valores. Justifica tus elecciones. Indica, para cada

funcién, los elementos notables correspondientes.

Figura 35

Funciones a las que asociar su expresion algebraica

y=—x-2; y=x-1)2-3; y=3x; y=-x?+x; y = 2x?% + 2.

b) Representa graficamente las siguientes funciones sin hacer uso de una tabla de valores.

Indica, para cada funcidn, los elementos notables correspondientes.
ity=—(x+3)?+1; jiy=(x—-4)?*-1

Los elementos notables del modelo lineal y del modelo afin (pendiente y ordenada
en el origen) se pueden dar recurriendo a las caracterizaciones de dichos modelos (asociar
la pendiente con el coeficiente que multiplica a la variable x y la ordenada en el origen
con el término independiente de la expresion algebraica o con la coordenada y del punto
de corte con el eje Y). En el caso de la pendiente, también puede determinarse, fijados

dos puntos, observando el desplazamiento vertical frente al horizontal o tomando dos

puntos y aplicando su expresion simbolica.
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Los elementos notables del modelo cuadréatico (vértice y eje de simetria) se pueden
dar observando la gréfica o aplicando la expresion simbdlica para la coordenada x del
vértice una vez se tenga la ecuacion de la parabola. Ademas, para relacionar las pardbolas
con su correspondiente expresion, pueden asociar la coordenada y del punto de corte con
el eje Y con el término independiente de la expresion cuadratica, determinar si el vertice
es un maximo o un minimo, asi como hacer referencia a las transformaciones aplicadas o
relacionar las coordenadas x de los puntos de corte con el eje X con las soluciones de la

ecuacion cuadrética correspondiente.

Por otro lado, los alumnos pueden asociar las graficas con sus expresiones
algebraicas mediante la identificacion de puntos en la gréfica y posterior comprobacion

en las ecuaciones, lo que se considera valido.

En este problema pueden observarse errores relativos a la inversion en el orden de
las coordenadas a la hora de identificar puntos, a la representacion de pares ordenados en
el plano cartesiano, a la aplicacion de las expresiones simbdlicas asociadas a la pendiente
y al vertice, asi como a distinguir lo que determina cada variable en la representacion
gréfica (por ejemplo, la relacion del signo de la pendiente de una recta con la monotonia

de la misma).

En general, también pueden observarse respuestas sin justificacion, en cuyo caso
seran penalizadas si en los enunciados correspondientes se pide explicitamente por el

razonamiento.

Conocimientos a Evaluar

En la Tabla 14 indicamos los conocimientos (conceptos y procesos) a evaluar, con
cada una de las preguntas, en torno al concepto de funcién. Para ello, mostramos los
campos de problemas, las técnicas y las tecnologias que pueden trabajarse con ellas. Notar

que lo que se evallUa depende de la estrategia de resolucion utilizada.
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Campos de o ;
Pregunta Tecnicas Tecnologias
problemas
TC.1.1, TC.1.2,
CP.1, CP.2.1,
TC.2.1, TC.2.2,
CP.2.2,CP.31, TG.1,TG.2, TG.3.1,
1 TC.3.1, TC.3.2,
CP.3.2,CP.3.3, TG.3.2yTG.3.3
TC.33,TC41lly
CP.4.1yCP.43
TC.431
TC.1.2, TC.2.1,
TC.3.4,TC.4.11,
CP.1, CP.2.1,
TC.4.22,TC.4.2.3,
CP.3.4,CP.4.1, TG.1,TG.2, TG.3.4,
2 TC.44.2,
CP.4.2,CP.44, TG.5.1yTG.5.3
TC.4.4.3.1,
CP.5.1yCP.5.3
TC.4.43.2y
TC5.11
TC.1.2, TC.2.1,
CP.1, CP.2.1, TC.4.21,TC.4.2.2,
3 CP.4.2,CP.44y TC.4.2.3, TG.1,TG.2yTG.5.2
CP.5.2 TC.4.43.1y
TC.4.43.2
TC.1.1,TC.1.2,
TC.3.2, TC.3.3,
TC.3.5,TC.4.3.2,
CP.1, CP.3.2,
TC.4.3.3, TG.1, TG.3.2,
CP.3.3, CP.3.5,
TC.4.4.3.2, TG.3.3, TG.3.5,
4 CP.4.3,CP.4.4,
TC5.12,TC513,  TG51 TG52y
CP.5.1,CP52y
TC.5.1.4, TC.5.2.1, TG.5.3
CP.5.3

TC.5.2.2, TC.5.3.1,
TC.5.3.2, TC.5.3.3
yTC.5.4
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Cabe destacar que también se tendrén presentes para la evaluacion, los criterios
de evaluacion asociados a las competencias especificas expuestos en el curriculo. En
concreto, se tendra en cuenta la interpretacién, comprensién y resolucion de los
problemas planteados (1.1, 1.2, 1.3), el analisis y comprobacion de soluciones (2.2), el
planteamiento de variantes de un problema (3.2), el reconocimiento de patrones (4.1, 4.2)
y de las conexiones intra y extra-matematicas (5.1, 6.1, 6.2) y la representacion de
conceptos, procedimientos e informacion junto con su comunicacion utilizando el
lenguaje matematico apropiado (7.2, 8.1). Por otro lado, se valorara la actitud positiva y
perseverante del alumno, asi como su participacion en las tareas grupales (10.1, 10.2).
Todo ello puede contemplarse, durante el desarrollo de la secuencia didactica, mediante
observaciones relacionadas con las actuaciones del estudiante durante el proceso de

resolucién de problemas y las puestas en comuan, asi como el andlisis de sus producciones.

Como hemos comentado, para la calificacion de la prueba escrita se tendra en
cuenta el modelo de tercios, un modelo de penalizacion de errores (Gairin et al., 2012).

En él aparecen tres tipos de tareas segun su naturaleza:

e Tareas principales: aquellas que constituyen el objetivo principal de la

calificacion. En este caso valoraremos la comprension de conocimientos

(conceptos y procedimientos) referidos al concepto de funcion.

e Tareas auxiliares especificas: aquellas que juegan un papel instrumental para
alcanzar la solucion del problema.

e Tareas auxiliares generales: aquellas que pertenecen a una formacion matematica

anterior.

A continuacion, definimos dichas tareas para cada una de las preguntas que

componen la prueba.
Pregunta 1
Tareas principales:

e Traduccidn entre los sistemas de representacion grafico y verbal.
e ldentificacion de graficas que representan una funcién y de las variables

involucradas.
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e Identificacion de las caracteristicas generales de la funcion a partir de su grafica
(dominio, recorrido, tramos de crecimiento y decrecimiento y extremos

absolutos).
Pregunta 2
Tareas principales:

e Identificacion de las variables y de la relacién entre ellas dada una descripcion
verbal.

e Distincion entre funcién continua y discontinua.

e Identificacion de relaciones cuadréaticas y de proporcionalidad directa.

e Traduccion entre los diferentes sistemas de representacion.

Tareas auxiliares generales:
e Caélculos aritmeticos.
Pregunta 3

Tareas principales:

e Identificacion del patron.

e Traduccion entre los diferentes sistemas de representacion utilizados.

Tareas auxiliares especificas:

e Resolucion de ecuaciones lineales.

Tareas auxiliares generales:

e Caélculos aritméticos y algebraicos.

Pregunta 4
Tareas principales:

e Identificacion de la pendiente y la ordenada en el origen en el modelo afin.

e ldentificacion del veértice y del eje de simetria en el modelo cuadrético.

e Relacién entre la expresion analitica de una funcién y su gréfica (crecimiento de
una recta y signo de la pendiente, soluciones de la ecuacién y puntos de corte con

el eje X, transformaciones de parabolas en funcion del valor de sus parametros).
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Tareas auxiliares especificas:

e Resolucion de ecuaciones lineales y cuadréticas.
Tareas auxiliares generales:

e Célculos aritméticos y algebraicos.

En la Figura 36 mostramos las penalizaciones asociadas a cada tipo de tarea y la
puntuacion vinculada a cada pregunta (el valor de cada apartado, dentro de cada pregunta,

es el mismo para las preguntas 1, 2y 3; el apartado 4 a) 1,5 puntos y el 4 b) 0,5 puntos).

Figura 36

Penalizaciones asociadas a cada tipo de tarea y puntuacion vinculada a cada pregunta

TAREAS AUXILIARES GENERALES

. 1 .
Conjunto de errores < 3 de la puntuacién

Continuar el proceso de calificacion

TAREAS AUXILIARES ESPECIFICAS

c 2 .y
Conjunto de errores < - de la puntuacion

Continuar el proceso de calificacion PUNTUACIONES:

= Pregunta 1: 2,5 puntos
TAREAS PRINCIPALES (contenidos especificos) = Pregunta 2: 2,5 puntos

Conjunto de errores < total de la puntuacion ® Pregunta 3: 3 puntos

Puede finalizar el proceso de calificacion * Pregunta 4: 2 puntos

Nota. La imagen de la izquierda estd adaptada de “Propuesta de un modelo para la

calificacion de examenes de matematicas” (Gairin et al., 2012, p. 271).

Por altimo, comentar que, tal y como aparece en el apartado de secuenciacion, la
sesion posterior a la realizacion de la prueba escrita esta dedicada a su correccion. Durante
su desarrollo, no solo se resolveran cada una de las actividades que componen la prueba,
sino que se comentaran tanto las dificultades encontradas como los errores cometidos,
utilizando estos Gltimos como fuente de aprendizaje. Para ello, sera fundamental la

participacion de los alumnos.
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ANEXO I. Evaluacion inicial
1. a) En la Tabla 15 se muestra la solucion correspondiente.
Tabla 15

Solucién del apartado a) de la actividad 1 de la Evaluacién Inicial

Madre Padre Hermana mayor Hermano menor
3x 3x +6 x x—6
y y+6 Y Y 6
3 3
3(z+06) 3(z+6)+6 z+6 z
w—6 w w—6 w—6
3 3

Con este apartado se observa la capacidad de traducir un enunciado verbal a
lenguaje algebraico. Ademas, tal y como esta planteada la Tabla 15, se pueden reconocer
y generar expresiones equivalentes. Por otro lado, al poder comenzar la traduccion fijando
cualquiera de los protagonistas, también se observa la forma de razonar mas utilizada, la

que resulta mas facil y la de mayor complejidad.

b) Como la suma de sus edades es 80, 3x + 3x + 6 + x + x — 6 = 80, de donde se sigue

que la hermana tiene 10 afios, el hermano 4, la madre 30 y el padre 36 afios.

En este apartado se trabajan las operaciones con expresiones algebraicas y la

identificacion de la solucion de la ecuacion lineal correspondiente.

2. a) La situacién 1 se asocia con la grafica B considerando en el eje X el tiempo y en el
eje Y la distancia total recorrida. En este caso pueden compararse las rectas
correspondientes mediante la inclinacion de las mismas con respecto al eje X, haciendo
referencia a la distancia recorrida en funcién del tiempo (se alcanza mayor distancia

cuando se va en bicicleta), y relacionarlo con la velocidad.

La situacién 2 se asocia con la grafica A considerando en el eje X el tiempo yenel eje Y
la distancia hasta casa. En este caso puede interpretarse el punto de corte de la grafica con
el eje X como el momento en el que llegas a casa a por los regalos, y puede preguntarse

si el tiempo podria representarse en el eje Y.
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La situacion 3 se asocia con la gréafica A considerando en el eje X el tiempo yeneleje Y
la velocidad. En este caso puede interpretarse el punto de corte de la gréfica con el eje X

como el momento en el que paras debido al obstaculo que te lanzan.
b) Deben inventarse una situacién que pueda representarse con la grafica C.

Con este problema se trabaja la identificacién de puntos en el plano cartesiano
(primer cuadrante) y la identificacion de variables y el reconocimiento de la relacion entre
ellas, expresada mediante una grafica y una descripcion verbal. Con situaciones de
movimiento como la 2, puede hablarse del modelo lineal.

3. a) Los alumnos pueden optar por representar la informacion en una tabla de valores,

como puede verse en la Tabla 16.
Tabla 16

Tabla como estrategia de resolucion para determinar el patron correspondiente

N° figura 1 2 3
N° cuadrados 5 9 13

Notar que en cada figura afiadimos 4 nuevos cuadrados (cada uno en una esquina) con
respecto a la figura que ocupa la posicion anterior. Para saber cuantos cuadrados se
necesitan para formar la siguiente figura (17 cuadrados), la 8 (33 cuadrados) y la 10 (41
cuadrados) puede ampliarse la Tabla 16. Sin embargo, para la 44 (177 cuadrados) esto se
hace méas incobmodo, y es necesario encontrar la regla de formacidn de las figuras: la figura
44 estara formada por los 5 cuadrados iniciales mas 4 - 43 = 172 cuadrados ya que

habremos afiadido 4 cuadrados en cada una de las figuras anteriores.

b) y=5+4(x—1) =4x+ 1 siendo y = “nimero de cuadrados que componen la

figura” y x = “niimero de orden de la figura” (empezamos en 1).

c) A partir de la expresién anterior tenemos que x = y%l. Luego, la figura formada por

121 cuadrados se corresponde con la figura 30. Una figura formada por 200 cuadrados no
es solucion ya que no puede expresarse como la suma de 5 y un multiplo de 4 o ya que 4

no es divisor de 199.

d) En el eje X se representa el nimero de orden de la figura y en el eje Y el nimero de

cuadrados que componen la figura. La grafica estd formada por puntos aislados
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pertenecientes a la recta y = 4x + 1 (funcién afin) para valores de x naturales mayores

o0 iguales que 1.

Con este problema puede observarse la capacidad de identificar y expresar
algebraicamente relaciones entre variables, de identificar soluciones en ecuaciones
lineales y de representar puntos en el plano cartesiano (primer cuadrante). Ademas,
aparece el trabajo con los diferentes sistemas de representacién que admiten las funciones
(verbal, simbdlico, tabular, algebraico y grafico). Por otro lado, puede reflexionarse

acerca de si tendria sentido unir los puntos representados.

4. a.l) Las variables que se relacionan son x = “kg de naranjas comprados” ¢ y =
“cantidad de € pagados”, cuya relacion puede expresarse en una tabla de valores como

puede verse en la Tabla 17.

Tabla 17

Tabla como medio de expresion de la relacion correspondiente

kg 2 3 1 4
€ 4 6 2 8

Notar que estas magnitudes son directamente proporcionales. Cada kg de naranjas cuesta
2€. La relacion entre las variables es lineal y puede expresarse como y = 2x (funcion
lineal). La grafica correspondiente es una recta que pasa por el origen de coordenadas,

quedandonos con su representacion en el primer cuadrante.

a.2) Las variables que se relacionan son un namero real y el triple de ese nimero mas 2

y la relacion puede expresarse en una tabla de valores como puede verse en la Tabla 18.

Tabla 18

Tabla como medio de expresion de la relacion correspondiente

La relacion entre las variables también puede expresarse como y = 3x + 2 (funcion afin).
La gréafica correspondiente es una recta que pasa por el 1°, 2° y 3° cuadrante. Puede
preguntarse por las diferencias observadas entre esta situacién y la anterior (para
comparar modelos). Asimismo, puede preguntarse por el punto de corte de la grafica con

el eje X (se corresponde con la solucion de la ecuacion lineal 3x + 2 = 0).
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a.3) Las variables que se relacionan son la temperatura y el tiempo. La gréfica asociada
no es unica, depende de las suposiciones hechas (puede tener tramos de crecimiento y

decrecimiento).

a.4) Las variables que se relacionan son el area de un cuadrado (¢cm?) y lo que mide su
lado (cm). Larelacion entre las variables es cuadratica y puede expresarse como y = x?2
siendo y = “area del cuadrado” y x = “la longitud del lado”. La gréafica correspondiente
es una parabola, quedandonos con su representacion en el primer cuadrante, es decir, con

la rama de la derecha.

Con este problema se trabaja la identificacion de variables y el reconocimiento de
la relacion entre ellas, la identificacion de soluciones en ecuaciones lineales y cuadraticas
(relacion con los puntos de corte con el eje X) y de puntos en comun de dos graficas
(soluciones de la ecuacion correspondiente en la que se igualan ambas expresiones
algebraicas) a partir de la representacion grafica (volviéndose a trabajar la representacion
de puntos en el plano cartesiano). Para esto ultimo pueden utilizarse las situaciones 1y 4
(gréficas asociadas a y = 2x y y = x2). Ademas, puede preguntarse acerca de las
diferencias que observan entre ellas, esperando respuestas como: una es recta y otra es
curva; en el caso de las naranjas, el precio aumenta segin cantidades constantes...
También pueden observarse conocimientos previos acerca de la proporcionalidad directa
y de éareas de figuras planas. Ademas, vuelven a aparecer diferentes sistemas de
representacion. Asimismo, puede reflexionarse acerca de si tendria sentido prolongar las
gréficas correspondientes al 3° cuadrante en la situacion 1 y al 2° en la situacion 4, asi
como de si tiene sentido la representacion de puntos en el resto de cuadrantes para la

situacion 3 (en el 4° cuadrante si, en caso de considerar temperaturas bajo 0).

ANEXO I1. Problemas que constituyen la razon de ser

Problema 1. a) Con la primera pregunta se busca que el alumno identifique una situacion
(deben dar una descripcion verbal) en la que se relacionen dos variables, de manera que

pueda representarse con la grafica proporcionada.

b) En este apartado se busca lo contrario, dada una situacion descrita verbalmente, deben

identificar las dos magnitudes que se estan representando (distancia recorrida en km (eje
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Y) y el tiempo en horas (eje X)), asi como la relaciéon entre ellas. Ademas, puede
reflexionarse acerca de si el tiempo podria representarse en el eje Y.
El apartado 1 se corresponde con el cuarto tramo; el 2 con el quinto; el 3 con el segundo;

el 4 con el primero y el 5 con el tercero. En caso de interpretar la grafica como el trayecto,

pueden hacer referencia a que faltarian tramos decrecientes correspondientes a la bajada.

c) La distancia total recorrida es 18 km. Notar que la distancia de ida sera la mitad de la
distancia total, es decir, 9 km. Por tanto, se tarda en llegar a la cima 2 horas, es decir,
llegan a las 12:00h. La caminata dura 5 horas y la terminan a las 15:00h. Por dltimo, se

encuentran parados 30 + 18 = 48 minutos (cada cuadrado es % = 0,1 horas = 6 min).

Problema 2. a) a.1) En esta situacion pueden identificarse como variables el nimero de
amigos y el tiempo que se tarda en recoger. La grafica consiste en puntos discretos
siguiendo la forma de la curva asociada a una funcion de proporcionalidad inversa (si
asumimos que todos recogen al mismo ritmo). Con esta cuestion puede reflexionarse

sobre la existencia de puntos de corte con los ejes de coordenadas.

a.2) Las variables en este caso pueden ser, por ejemplo, la distancia total recorrida frente

al tiempo o la distancia a casa frente al tiempo.

a.3) La grafica asociada a esta situacion se muestra en la Figura 37.
Figura 37

Gréfica asociada a la situacion a.3) del Problema 2 que constituye la razon de ser

Coste (€)

.0

Duracion de Ia llamada (minutos)

Esta situacion esta representada por una funcion discontinua, lo que permite
observar las diferencias entre funciones continuas y discontinuas y aplicar la definicion

de funcion para mostrar la notacion grafica punto vacio-punto relleno.

b) Este apartado es un problema abierto que admite diferentes soluciones en funcion de

la eleccion de las variables en los ejes y las suposiciones hechas.
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Problema 3. En la Tabla 19 recogemos el precio que pagariamos en cada apartamento

segun el numero de noches que nos alojemos.

Tabla 19

Tabla como estrategia de resolucion del Problema 3 que constituye la razén de ser

N° de noches 1 2 3 4 5
€ Apto A 170,5 251 331,5 412 492,5
€ Apto B 110,5 221 3315 442 552,5

Se espera que elijan como apartamento el mas econémico. Los precios de cada
apartamento en funcién del nimero de noches alquilado, se pueden expresar como y, =
80,5x + 90 y yz = 110,5x, respectivamente siendo y = “precio” y x = “numero de
noches”. Notar, por un lado, que la variable x solo puede tomar valores naturales, por lo
que la grafica asociada consiste en puntos discretos pertenecientes a la recta
correspondiente y, por otro lado, que el apartamento mas econémico depende del nimero
de noches que nos alojemos. Si nos queremos ir un fin de semana (2 noches) sale mejor
el apartamento B, si nos vamos 3 noches ambos salen por el mismo precio (punto de
interseccion de ambas rectas). Por ultimo, si queremos irnos mas de 3 noches, lo mejor
es reservar en el apartamento A (menor pendiente). Asi pues, ser mas economico (a largo
plazo) esté relacionado con una menor pendiente. Hasta el punto de interseccion, es mas

economico el B ya que y, esta desplazada verticalmente hacia arriba (ver Figura 38).

Figura 38

Rectas asociadas a las situaciones correspondientes

(3,33.15)

Y5
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Problema 4. Es un problema de generalizacion. En primer lugar, los alumnos deben
obtener informacion de casos particulares para, posteriormente, determinar una expresion

que permita generalizar lo conseguido.

a) El nimero de saludos que se hacen con 7 invitados es 21. Para su resolucion se espera
que comiencen explorando casos concretos en los que el nimero de invitados sea menor,

como puede verse en la Tabla 20.

Tabla 20

Tabla como estrategia de resolucion del Problema 4 que constituye la razon de ser

N° 2 3 4 5 6 7
invitados
N° 1 3 6 10 15 21

saludos

Las estrategias de resolucion son variadas, pudiendo aparecer representaciones graficas
(triangulo para 3 personas; cuadrado para 4; pentagono para 5...; puntos que representen
personas y segmentos uniéndolos asociados a los saludos) o el siguiente razonamiento: si
hay 4 personas, fijada una persona se producen 3 saludos, y como hay 4 personas tenemos

un total de 4 - 3 = 12 saludos. Notar que hay saludos que se cuentan 2 veces, luego, el
P 12 .y

namero real de saludos que se producen son 5= 6 saludos. También puede aparecer el

siguiente: con 3 personas tenemos un total de 3 saludos, si llega otro mas (4 personas)

este tendra que saludar a las 3 personas restantes (3 saludos), por lo que el nimero total

de saludos con 4 personas es 3 + 3 = 6, y asi sucesivamente.

b) Utilizando uno de los razonamientos anteriores se tiene que el nimero de saludos que

150-149

= 11175.

se hacen con 20 invitados es % = 190 y con 150 invitados es

c) Se pretende llegar a una expresion general que relacione el nimero de personas

n(

. . . , -1 .
invitadas a la fiesta y el nimero de saludos que se producen: s = nT) siendo s el

namero de saludos y n el nimero de personas invitadas.

d) Igualando la expresidn general a 78, se tiene que el nimero de personas invitadas es
13.

En la puesta en comun en la que se compartan las distintas estrategias empleadas

para su resolucidn, en caso de no aparecer, se mostrara la presentada en la Figura 39.
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Figura 39

Posible estrategia a utilizar en la resolucién del Problema 4 que constituye la razon de

X

De esta manera, puede enlazarse con el calculo del nimero de diagonales de un

Ser

poligono regular, ofreciéndoles otra figura (problema 16 del apartado E.).

En relacion a la representacion grafica, notar que las variables solo pueden tomar valores
naturales (para O personas y para 1 persona consideramos 0 saludos). Luego, la grafica
asociada esta formada por puntos pertenecientes a la pardbola correspondiente, cuyas

coordenadas son nameros naturales.

ANEXO I11. Problemas para trabajar los diferentes campos de problemas

Problema 1. En relacién al criterio utilizado se espera que asocien mayor altura con
mayor desplazamiento horizontal hacia la derecha, y mayor edad con mayor

desplazamiento vertical hacia arriba.

Alicia (E), Marta (C), Pili (B), Daniel (F), Carlos (G), Lola (D) y Javi (A). Para dibujar a

Marta hay que tener en cuenta que tiene la misma altura que F y la misma edad que G.
a) a.1) Es falso puesto que no tienen la misma edad.

a.2) Es falso ya que | es igual de alto que F y menos que E.

a.3) Es verdadero.

a.4) El mas alto es J; el mas mayor I; los mas bajos Ay H y el menor de edad es A.
Problema 2. En la Figura 40 mostramos la solucién correspondiente.

Figura 40

Solucion al Problema 2 del apartado E.
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Problema 4. a) a.1) Denotamos por x a la cantidad de dinero que gasta Olivia en el
desayuno y por y a la cantidad de dinero con la que regresa a casa. La relacidn existente
entre dichas variables puede expresarse como y = 15 — x. Dicha relacion también puede
expresarse mediante una tabla, una gréafica o a través de una descripcién verbal: el dinero

con el que Olivia regresa a casa depende de la cantidad gastada en el desayuno.

a.2) Con esta pregunta se pretende observar, en caso de aparecer, la ilusion de linealidad.
Deben darse cuenta de que el dinero que te gastas depende de lo que te pidas,

independientemente del dia en el que vas.

a.3) En este caso las variables que se relacionan son tiempo y velocidad. EI tiempo
., , . 10

empleado en hacer la excursion dependera de la velocidad que lleven: t = —

a.4) La finalidad perseguida es la misma que la de la situacion 2.

b) Al comienzo se les puede guiar proporcionandoles los nimeros a usar como, por

ejemplo, los mostrados en la Tabla 21.

Tabla 21

Tabla a la que asociar un enunciado verbal

También se les pueden dar las magnitudes a involucrar como, por ejemplo, el volumen

de agua en el recipiente y la altura que alcanza el agua en el recipiente.

c) Con este apartado se pretende mostrar una grafica que no representa una situacion
funcional y que los alumnos vean, por ellos mismos, la diferencia frente a aquellas que si

son funciones (correspondencia de un unico valor para la variable independiente).

Problema 5. Posible descripcion: al principio de la carrera va en primer lugar C, seguido

de Ay finalmente de B. A los 145 metros aproximadamente, C tropieza con una valla y
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se cae (tramo constante), mientras que A y B contintian corriendo, siendo A el primero.
A los 15 segundos aproximadamente, C retoma la carrera sin perder la esperanza. A pocos
metros de la meta, en el minuto 1, B adelanta a A logrando ser el campedn. Seguidamente
llega Ay, por ultimo, C.

Problema 7. Se da un tiempo para la reflexioén y debate acerca de lo que se observa. Se
espera que los alumnos se centren en el “gran crecimiento” (es una impresion visual) en
los fallecimientos registrados en las ultimas fechas. En realidad, dicho crecimiento no es
tan exagerado ya que la escala del eje horizontal es erronea (donde pone 2020 deberia
poner 2021, donde pone 2021 deberia poner 2022 y, ademas, las fechas representadas no
estan separadas entre si por una distancia proporcional a los dias transcurridos entre ellas).
Si corregimos el primero de los errores, la distancia entre el 15 de octubre de 2021 y el
15 de febrero de 2022 es mas o menos proporcional a los dias transcurridos entre esas
fechas. Sin embargo, no ocurre lo mismo con los ultimos 3 meses y medio (15 de febrero-
31 de mayo) que aparecen representados (el espacio asociado es menos de la mitad de lo
que le corresponden a 15 dias). Ademas, en los 3 meses y medio (aproximadamente)
transcurridos del 5 de noviembre al 15 de febrero se registran 95995 — 87423 =
8572 fallecimientos, y 106797 — 95995 = 10802 en los ultimos tres meses y medio
representados, es decir, hay un aumento que no se corresponde al cambio radical mostrado

en la grafica.
Finalmente, tras haber trabajado todo ello se les mostrara la Figura 41.

Figura 41

Gréfica correcta correspondiente al Problema 7

Fallecidos acumulados hasta diferentes fechas

Nota. Imagen extraida de Malaprensa (https://Ic.cx/\V/c51DV).

Tal y como puede observarse, se aprecia un mayor cambio de tendencia entre enero y

febrero. A partir de ahi el ritmo de fallecimientos es un poco menor.


https://lc.cx/Vc51DV
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Problema 8. a) El eje X representa el tiempo (segundos) y el eje Y la altura (metros).

Notar que, en este caso, el eje Y no puede representar el tiempo.

b) EI comienzo de la gréfica se corresponde a la situacién de partida: el jugador se
encuentra con la pelota en la mano, préxima a su altura, a punto de lanzarla. El corte con
el eje X representa que la pelota rebota en el suelo antes de tocar la pared. La curva
sefialada representa que la pelota casi (la coge a tiempo) se le cae de las manos.

c) La méxima altura alcanzada es 2 metros y se alcanza antes del segundo 12 y la minima
es 0 (cuando la pelota toca suelo) y es alcanzada en varios instantes, por ejemplo, en los

segundos 1y 7.

d) Haces 4 lanzamientos. Esto se observa viendo los puntos de corte con el eje X teniendo
en cuenta que el dltimo se corresponde a la pelota en el suelo sin llegar a cogerla

nuevamente.
e) Con este apartado pretende trabajarse los tramos de crecimiento y decrecimiento.

f) En este apartado deben hacer una grafica cuya coordenada y del maximo absoluto sea

menor que 2.

Problema 9. Una posible solucion: un grupo de amigos quedan una vez al mes para ir a
comer a su restaurante favorito. Coinciden en gustos y suelen pedirse la misma
hamburguesa. En la siguiente tabla se recogen las cantidades pedidas en los ultimos meses

en los que han ido. ¢Cuénto cuesta cada hamburguesa?

Problema 10. Una posible solucién: en una heladeria, el vendedor te reta a lo siguiente.
Si eres capaz de averiguar dos numeros de manera que verifiquen que el triple de uno méas
el otro da 8, y la quinta parte de uno mas el anterior al otro da 11, te regalo un cucurucho

de tu sabor favorito. ;Eres capaz de ganarlo?

Problema 12. a) Suponemos que la velocidad de cada uno se mantiene constante a lo
largo de la carrera. Las variables que se relacionan son tiempo (segundos) y distancia

recorrida (metros).

La relacidn entre el tiempo vy la distancia recorrida por Patricia puede expresarse mediante
la Tabla 22.

Tabla 22

Tabla como estrategia de resolucion del Problema 12 del apartado E.
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sg 0 1 2 3 4

Debe hacerse referencia a que las magnitudes son directamente proporcionales (ya que
verifican ; = % = --- 5) cuya constante de proporcionalidad es 5 y se corresponde con los
metros recorridos en cada segundo por Patricia (esto se asegura por lo asumido al
principio). Dicha relacién también puede expresarse como y, = 5x.

La relacion entre el tiempo y la distancia recorrida por Mario puede expresarse mediante
la Tabla 23.

Tabla 23

Tabla como estrategia de resolucion del Problema 12 del apartado E.

m 5 8 11 14 17
sg 0 1 2 3 4

En cada segundo Mario recorre 3 m (esto se asegura por lo asumido al principio). Dicha

relacion también puede expresarse como y,, = 3x + 5.
La grafica que representa la situacion correspondiente se muestra en la Figura 42.

Figura 42

Gréfica como estrategia de resolucion del Problema 12 del apartado E.

Tiempo (s)

Como puede observarse en la grafica, se cruzan en el segundo 2,5 que se corresponde con
12,5 metros. Esto también puede calcularse analiticamente como punto de corte entre

ambas funciones.

Si ambos contintan corriendo ganara Patricia dado que, después del cruce, recorre mayor

distancia en menos tiempo. Esto esta relacionado con la pendiente de la recta (velocidad).
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b) La relacion entre el tiempo y la distancia recorrida por Laura puede expresarse
mediante la Tabla 24.

Tabla 24

Tabla como estrategia de resolucion del Problema 12 del apartado E.

sg 0 1 2 3 4

También puede expresarse como y; = 3x.
La gréfica que representa la situacion correspondiente se muestra en la Figura 43.

Figura 43

Graéfica como estrategia de resolucion del Problema 12 del apartado E.

Distancia (m) /
s

/ Tiempo (sg)
[ Laums

Como puede observarse en la grafica, Laura solo coincide con Patricia a la salida de la

carrera. EI hecho de que no coincida nunca con Mario se debe a que son rectas paralelas.

Tras realizar este problema se muestra un GeoGebra con el que trabajar la

pendiente (ver Figura 44).

Figura 44

Gréfica para trabajar la pendiente de una recta
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Se busca que los alumnos relacionen el valor de la pendiente con el cociente entre
la longitud de los lados de los catetos. Se muestran 3 puntos para que observen que, por
semejanza de triangulos (siguiendo la idea de Mancera (2022)), el valor de la pendiente

es el mismo independientemente de los dos puntos tomados.

Problema 13. Al trabajar la relacion directa entre la grafica y la ecuacidn aparece, por un
lado, la relacion de la ordenada en el origen con el punto de corte de la recta con el eje Y
y con la traslacion de una funcion lineal (conexion con el sentido espacial) y, por otro

lado, la relacion del signo de la pendiente con el crecimiento de la recta, pudiéndose

~ A .z . ) _ [ay| _
ensefiar la siguiente expresion para la pendiente: m=sgn donde sgn =

+,si la recta es creciente . .,
y el numerador y denominador de la fraccion se

—,si larecta es decreciente

corresponden con la longitud de los catetos (ver Figura 45).

Figura 45

Gréfica para trabajar la pendiente de una recta
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Y2—V1
X2—X1

En particular, se tiene m = con D(x4,v1) Y B(x,,y,) dos puntos de la recta.

b) En este apartado hay que identificar, para cada una de las rectas, la pendiente y la
ordenada en el origen correspondiente. La solucion puede verse en la Figura 46.

Figura 46

Solucion del apartado b) del Problema 13 del apartado E.

00000
T sa
< << <

Deben identificar las lineales (f, g y h) como aquellas que pasan por el origen y decidir
la expresion correspondiente en funcion de la pendiente (crecimiento e inclinacion con
respecto al eje X). Para las otras 2, basta con fijarse en la ordenada en el origen (punto de
corte con el eje Y). Por otro lado, podrian asociar la expresion algebraica tras haber

identificado puntos pertenecientes a cada recta a partir de la gréafica.

Problema 14. Partimos de la ecuacion explicita de la recta: y = mx + n. Como la recta
pasa por el punto (x,,y,), se verifica y, = mx, + n. Ahora, despejamos n (el resto de
datos son conocidos) n = y, — mx, Y lo llevamos a la ecuacion inicial y = mx + y, —
mx,. Finalmente, se sigue que y —y, = m(x — x,). Se espera que, inicialmente, los

alumnos lo intenten resolver dando valores concretos tanto a la pendiente como al punto.

Problema 16. Una manera de resolverlo es, partiendo de la expresion del problema

f -1 - .z ;o
anterior (s = %), darse cuenta de que a dicha expresion, para quedarse unicamente
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con el nimero de diagonales, hay que restarle el nimero de aristas de la figura

)

correspondiente, es decir, d = "(% — n siendo d el nimero de diagonales y n el nUmero

de aristas.

Problema 17. Denotamos por a a la altura del rectdngulo y por b a la base. Tenemos que
2(a+ b) = P(a,b) = 24, es decir, a + b = 12, de donde b = 12 — a. La funcién que
queremos maximizar es A(a, b) = a - b, y sustituyendo el valor de b en funcién de a, nos
queday = A(a) = 12a — a? = 36 — (a — 6)? (ala Gltima igualdad se llega mediante el
método de completar cuadrados). Notar que debe cumplirse y > 0 y a > 0. La funcion
alcanza su maximo valor cuando a = 6. Luego, las dimensiones del rectangulo pedido se
corresponden con las de un cuadrado de lado 6 cm, cuyo area es 36 cm?. También puede

llegarse al resultado mediante la grafica correspondiente.

Comentar que este problema fue desarrollado durante el Practicum y una manera
de resolverlo fue por tanteo: se prueba con pares de puntos que verifican la condicion del

perimetro hasta dar con el pedido.

Problema 18. Durante la exploracion, se haran preguntas que guien al alumnado como,

por ejemplo, ¢qué sucede si b = 0?

a) El valor de a determina la forma de la parabola (si el vértice es un maximo o un minimo
absoluto). Cuanto mayor es el valor absoluto de a, mas cerrada esta la parabola. El valor
de b cambia de cuadrante al vértice. El valor de ¢ determina el corte de la parabola con
el eje Y. El valor de d se corresponde con traslaciones horizontales (en la direccion del

eje X) y el de g con traslaciones verticales (en la direccion del eje Y).

Para la identificacion del vértice y del eje de simetria, relacionandolo con el método de
completar cuadrados, se utilizara un ejemplo concreto: consideramos la parabola y =
x?+2x+1=(x+1)% Comoa =1 >0, buscamos el minimo valor que puede tomar
la funcién, que se obtiene con x = —1, siendo esta la coordenada x del vértice. Para el
calculo de la coordenada y basta sustituir el valor de x en la ecuacion de la parabola. Otra
forma de calcular el vértice y el eje de simetria es relacionarlo con las transformaciones
aplicadas: y = (x + 1)? es la grafica de x? desplazada 1 unidad hacia la izquierda, por lo
que el vértice es (—1,0). De aqui puede deducirse que el vértice de la parabola y =

(x—d)?*+qes(d,q)yeleje de simetriaes x = d.
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b) Se necesitan 3 puntos: el vértice y otros 2 puntos que pueden ser, en caso de haberlos,
los puntos de corte de la pardbola con el eje X (relacion con las soluciones reales de la
ecuacion cuadratica) o 2 puntos simétricos con respecto al eje de simetria (damos un valor
para la x y calculamos la coordenada y correspondiente, supongamos que este es el punto
P(x4,y,) perteneciente a la parabola. El otro punto tiene la misma coordenada y, luego
para calcular la coordenada x correspondiente basta calcular el punto de interseccion de
la parabola con la recta y = y,, es decir, obtenemos el punto Q(x,,y;) donde x, es una

de las soluciones (la otra es x,) de la ecuacién y, = ax? + bx + c¢). Esto servird como
. . ., "y . . P s b
justificacion de la ecuacion del eje de simetria de la parabola, x = — Py Para ello puede

mostrarse (con un caso particular), tras dejar un tiempo de reflexion, el siguiente

GeoGebra (ver Figura 47).

Figura 47

Gréfica para justificar la ecuacion del eje de simetria y la coordenada x del vértice de

una parabola

@
>

Tenemos el vértice V, y los puntos A(xy,,c) y B(xg,c), siendo ¢ el parametro de la

parabola. Calculamos x, y x5, como puntos de interseccion de la parabolay larecta y =

c, de donde se obtienen 0 (porque la parabola corta al eje Y) y —Z . Finalmente, por

. , 2 + b . .
simetria de la pardbola, la coordenada x de V es x,, = % == (esta a la misma
. . . . p b
distancia de x4, y xj5) Yy el eje de simetria es x = — Haremos notar que, en este caso

particular, la coordenada y coincide con el pardmetro ¢ de la parabola, pero que puede

tomar cualquier otro valor.

Para el caso particular que se pide, calculamos el vértice de la parabola correspondiente

aplicando lo anterior: V(—1,6) (x, = _72 =—-1,y, =(—-1)> — 2+ 7 = 6). La parabola
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no corta al eje X ya que x? + 2x + 7 = 0 no tiene soluciones reales. Luego, tomamos
otro punto de la pardbola, por ejemplo, el (—2,7). Ahora, falta calcular la coordenada x
del otro punto a considerar cuya coordenada y es la misma. Para ello, calculamos los
puntos de interseccion de la pardbola con la recta y = 7, siendo estos 0 y —2. Luego, el
otro punto es (0,7). Una vez tenemos estos 3 puntos, por simetria, podemos esbozar la

pardbola de manera aproximada.

c) Para su resolucion aplicamos lo de los apartados anteriores: la f corta al eje X en
(=3,0) y en (0,0), siendo las coordenadas x las soluciones de la ecuacién
correspondiente, es decir, f = x2 + 3x; la p corta al eje Y en (0,3), luego el término
independiente de la expresion cuadratica correspondiente es 3, es decir, p = x2 — 3x +
3; el vértice de g es V(0,—2) de donde se sigue que b =0, luego g = 4x2 — 2.
Finalmente, h = 3x2 + 14x + 8 (puede factorizarse como (x + 4) - (3x + 2), de donde

se obtienen los puntos de corte con el eje X). La solucion puede verse en la Figura 48.

Figura 48

Solucion del apartado c) del Problema 18 del apartado E.

® f(x) = x>+3x

® gx) =4x2-2

® h(x) =3x>+14x+8
® p(x) =x*—3x+3

d) Para este apartado basta con identificar elementos notables (3 puntos como se ha

explicado en apartados anteriores).

ANEXO V. Prueba escrita

Pregunta 1. a) El dia 1 se corresponde con la gréafica E (tipico dia de verano y sin lluvia)
y el dia 2 se corresponde con la gréafica F ya que es el dia en el que se alcanzan mayores
temperaturas (proximas a 35°C) y, ademas, el tramo decreciente a partir de las 18:00 horas

en adelante, se identifica con la tormenta que hubo ese dia.

Notar que el dia 3 no se corresponde con ninguna de las graficas dadas ya que ninguna
de ellas tiene como temperatura minima 10°C y todas ellas superan los 20°C desde

primeras horas de la mafiana (a partir de horas proximas a las 9 de la mafiana).
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b) La gréafica A es la que no tiene dia asociado. Una posible solucién es: hizo buen dia.
Sol y calor durante toda la mafiana. Al principio de la tarde aparecieron algunas nubes y
llovié un poco, consiguiendo que disminuyera la temperatura. Finalmente, al irse las

nubes, volvié el buen tiempo.

c) La descripcion del dia 3 es la que no tiene gréafica asociada. Una posible solucion es la

presentada en la Figura 49.

Figura 49

Posible solucién del apartado c) de la Pregunta 1 de la prueba escrita

Nota. Imagen tomada del Problema 20.5. de los Problemas de preparacion de la XXIX

Olimpiada Matematica Aragonesa de 2° ESO.

d) La gréafica F es una funcion puesto que a cada valor de la variable independiente
(tiempo en horas) le corresponde un unico valor de la variable dependiente (temperatura
en °C). El dominio esta formado por el conjunto de horas desde las 8:00 de la mafana
hasta las 20:00 de la tarde aproximadamente. El recorrido se corresponde con las
temperaturas alcanzadas en cada instante (en horas pertenecientes al dominio), en cuyo
caso varian entre los 16 y 33 grados aproximadamente. Los tramos constantes, de
crecimiento y decrecimiento, al igual que el dominio y el recorrido, pueden darse con
notacion de intervalo o describirse verbalmente: en la gréafica F la temperatura disminuye
ligeramente entre las 8 y 8:15 de la mafiana aproximadamente. Entre las 8:15 y las 10:30
de la mafana, la temperatura aumenta (tramo creciente) y se mantiene constante hasta las
18 horas aproximadamente (tramo constante). Finalmente, entre las 18 y las 20 horas, la

temperatura disminuye (tramo decreciente) debido a las tormentas.



102

En este dia, la minima temperatura se encuentra entre los 16 y 17 grados y es alcanzada
a las 8:15 de la mafiana aproximadamente, mientras que la maxima temperatura es 33
grados (proxima a los 35°C pero menor), se alcanza a las 10:45 de la mafiana (entre las

10y las 11 de la mafiana) y se mantiene hasta las 18 horas aproximadamente.

Pregunta 2. a) En la situacién 1 se relaciona la edad (variable independiente) y la estatura
(variable dependiente) de Lucia. En la situacion 2 se relacionan el nimero de amigos que
van al cine (variable independiente) y la cantidad de dinero pagada por todas las entradas
(variable dependiente). En la situacion 3 se relaciona cada numero real (variable
independiente) con su cuadrado (variable dependiente) y en la situacion 4 se relacionan
el tiempo (minutos) (variable independiente) y el coste (€) (variable dependiente) del

trayecto en taxi.

La respuesta a la primera pregunta no puede saberse a partir de la informacion dada. La
situacion 4 no representa una funcion continua porque la gréafica asociada (ver Figura 50)

presenta saltos para valores de la variable independiente correspondientes al dominio.

Figura 50

Gréfica asociada a la situacion 4 de la Pregunta 2 de la prueba escrita

Coste (€)

La situacion 2 representa una relacion de proporcionalidad directa, si asumimos que cada
. . . 20
amigo paga lo mismo por una entrada. En este caso, cada amigo paga - = 5€ por entrada,

y la situacion 3 representa una relacion cuadratica ya que dicha relacion puede expresarse

como y = x?2 siendo x un nimero real, o dado que la gréafica asociada es una parabola.
b) La situacién 2 puede expresarse en una tabla como se muestra en la Tabla 25.

Tabla 25

Tabla asociada a la situacion 2 de la Pregunta 2 de la prueba escrita
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N° amigos 4 1 0 3
€ 20 5 0 15

La situacion 3 puede expresarse en una tabla como se muestra en la Tabla 26.

Tabla 26

Tabla asociada a la situacion 3 de la Pregunta 2 de la prueba escrita

N° real -2 -1 0 1
Su cuadrade 4 1 0 1

Notar que para ambos casos mostramos posibles soluciones, pudiendo variar los nameros
considerados siempre y cuando tengan sentido dentro de los contextos correspondientes.

c) La gréfica de la situacion 2 estd formada por puntos aislados pertenecientes a la recta

y = 5x para valores de x naturales, como puede verse en la Figura 51.

Figura 51

Gréfica asociada a la situacion 2 de la Pregunta 2 de la prueba escrita

1 2 3 a

La gréafica de la situacion 3 se corresponde con la parabola y = x?2, que puede verse en la

Figura 52.

Figura 52

Gréfica asociada a la situacion 3 de la Pregunta 2 de la prueba escrita
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d) La situacion 2 puede expresarse como y = 5x donde y = “cantidad total de dinero a

pagar” y x = “niimero de amigos que van al cine”.
La situacion 3 puede expresarse como y = x?2 siendo x un nimero real.
Pregunta 3. a) Los alumnos pueden optar por representar la informacion en una tabla de

valores, como puede verse en la Tabla 27.
Tabla 27

Tabla como estrategia de resolucion para determinar el patron correspondiente

N° figura 1 2 3 4
N° baldosas

azul oscuro

Notar que en cada mosaico afiadimos 6 nuevas baldosas azules oscuras con respecto al
mosaico que ocupa la posicion anterior (a partir de la tabla de valores se establece
verbalmente la relacion funcional existente). Para saber cuantas baldosas azules oscuras
se necesitan para construir el siguiente mosaico (25 baldosas= 19 + 6) puede ampliarse

la Tabla 27, asi como dibujarse la figura correspondiente (ver Figura 53).

Figura 53

Posible estrategia de resolucion del apartado a) de la Pregunta 3 de la prueba escrita

b) Para su resolucion puede ampliarse la tabla de valores hasta el mosaico nimero 8 o
encontrarse el patron correspondiente: el mosaico 8 tendra las 7 baldosas azules oscuras

del mosaico 1 mas 6 - 7 = 42 baldosas azules oscuras (las 6 baldosas azules oscuras
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afiadidas desde el mosaico 2 al 8 incluido) ya que habremos afiadido 6 baldosas azules
oscuras en cada uno de los mosaicos anteriores. Es decir, se necesitan 49 baldosas azules

oscuras.
En este caso dibujar la figura correspondiente se hace mas incomodo.

c)y=7+6(n—1)=6n+1siendoy = “namero de baldosas azules oscuras que tiene

el mosaico” y n = “niimero de orden del mosaico” (empezamos en 1).

. -, . -1 .
d) A partir de la expresion anterior tenemos que n = YT Luego, el mosaico formado por

- p 91-1
91 baldosas azules oscuras se corresponde con el mosaico numero — = 15.

e) Una figura formada por 114 baldosas azules oscuras no es solucion ya que no puede
expresarse como la suma de 7 y un multiplo de 6 o ya que 6 no es divisor de 113 (es un

ndmero primo).

f) En el eje X se representa el nimero de orden del mosaico y en el eje Y el nimero de
baldosas azules oscuras que tiene el mosaico correspondiente. La gréfica esta formada
por puntos aislados pertenecientes a la recta y = 6x + 1 (funcidn afin) para valores de x

naturales mayores o iguales que 1, como puede verse en la Figura 54.

Figura 54

Solucion del apartado f) de la Pregunta 3 de la prueba escrita

Pregunta 4. a) La solucion puede verse en la Figura 55.

Figura 55

Solucion del apartado a) de la Pregunta 4 de la prueba escrita

® fiy=3x

® gy==x-2

® h(x) = 2x2+2

® p(x) = —x*+x

® 46) = (- 1°-3
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La f es una funcién lineal ya que su gréfica es una recta que pasa por el origen de
coordenadas. Luego, f = 3x. La pendiente es 3. Notar que también es valido decir que

es una funcion afin cuya pendiente es 3 y la ordenada en el origen es 0.

Una vez averiguada la ecuacion de una de las rectas, pueden asociar la otra funcion afin
(y = —x — 2) con la recta restante (g). También pueden comenzar asociando la g con la
rectay = —x — 2 puesto que su gréafica es una recta que corta al eje Y en el punto (0, —2)
(lo que implica que la ordenada en el origen es —2) y, como es decreciente, su pendiente

es un numero negativo: —1.

El vértice de la parabola h es V,,(0,2) de donde se sigue, utilizando su expresion
simbolica, que b = 0. Luego h se corresponde con y = 2x2 + 2. El eje de simetria es

x = 0.

El vértice de g es un minimo absoluto por lo que a > 0, de donde se sigue que g se
corresponde con y = (x — 1)% — 3. También puede razonarse de la siguiente manera: la
graficade y = (x — 1)? — 3 es como la de y = x? desplazada verticalmente 3 unidades
hacia abajo (g = —3) y horizontalmente 1 unidad hacia la derecha (d = 1). El vértice es

(d,q) = (1,—3) yel eje de simetriaes x = 1.

Finalmente, p se corresponde cony = —x?2 + x. El vértice es un maximo absoluto por lo
que a < 0. Ademas, los puntos de corte con el eje X son P;(0,0) y P,(1,0) cuyas
coordenadas x se corresponden con las soluciones de la ecuacion cuadréatica —x2 + x =
0. También, como corta al eje Y en el origen de coordenadas, el término independiente

., I . 7 e b 1
de la expresion cuadratica correspondiente es 0. La coordenada x del vértice es — Pyl

£ o4 1 1 - . N 1
luego el vértice es VP(E' Z) y el eje de simetriaes x = >

b) Para este apartado tenemos que identificar elementos notables: El vértice de i, cuyas
coordenadas son (d,q) = (—3,1), es un maximo absoluto ya que a < 0 y el eje de
simetria es x = —3. Su gréfica es como la de y = —x? desplazada verticalmente 1 unidad
hacia arriba (g = 1) y horizontalmente 3 unidades hacia la izquierda (d = —3).
Calculamos los puntos de corte con el eje X, cuyas coordenadas x son las soluciones de
la ecuacién cuadratica —(x +3)%? +1 =0, es decir, estos puntos son I;(—2,0) y
1,(—4,0).

El vértice de j, cuyas coordenadas son (d, q) = (4,—1), es un minimo absoluto ya que

a>0 vy el eje de simetria es x = 4. Su grafica es como la de y = x? desplazada
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verticalmente 1 unidad hacia abajo (¢ = —1) y horizontalmente 4 unidades hacia la
derecha (d = 4). Ahora, calculamos los puntos de corte con el eje X, cuyas coordenadas

x son las soluciones de la ecuacién cuadratica (x — 4)? — 1 = 0, es decir, estos puntos
son J1(3,0) y J>(5,0).

Notar que, por simetria, podemos graficar las pardbolas de manera aproximada

conociendo el vértice y los puntos de corte con el eje X (ver Figura 56).

Figura 56

Solucién del apartado b) de la Pregunta 4 de la prueba escrita



