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Abstract

Bessel functions were first introduced by the German astronomer Friedrich Wilhelm Bessel (Minden,
1784 — Konigsberg, 1846). His work on celestial mechanics, particularly on the determination of accurate
paths for planets and other celestial bodies, led him to study various mathematical problems involving
circular and cylindrical symmetry.

Bessel developed ‘Fourier series’ independently and by a different method in 1816, although Bessel
series are a generalisation of Fourier’s. Later, when studying the motion of three bodies moving under
mututal gravitation (for example, the Sun-Earth-Moon system), Bessel investigated properties of the
functions

1 2
Ju(z) = —/ cos (nE —zsenE)dE, n€Z,
27 Jo
where E is an important term in astronomy called eccentric anomaly, related to the angle swept by a
celestial body moving in an elliptic orbit. In fact, this corresponds to the original definition of the Bessel
funtion of the first kind. From here, it was easy to deduce the Bessel equation

Some particular cases had already been obtained about a century earlier by Daniel Bernoulli (1700—
1782), Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830) or Siméon Denis Poisson (1781-1840).

In 1817, Bessel published a seminal paper titled Abhandlung iiber die functionen, welche durch die
trigonometrischen reihen vorkommen', which translates to Treatise on the functions that occur through
the trigonometric series. With it, he introduced these special functions and showed their importance
in different fields such as mathematics, physics and engineering through some immediate applications.
Nowadays, they are used when studying wave propagation, fluid mechanics, quantum mechanics, nuclear
physics or image processing, among others.

Moreover, on top of all of their applications, they are very interesting to study from a purely mathe-
matical perspective in the branch of complex variable analysis. This will be the main focus of this project.

In the first chapter, Bessel equation and Bessel functions, we will define the Bessel equation and
calculate its general solution in the form of a series expansion, using the Frobenius’ method. We will
analyse some of its properties that we will need for later proofs, as well as describe other related fun-
ctions, such as the spherical Bessel functions, Bessel functions of the second kind, Hankel functions and
the modified Bessel functions.

Bessel functions were not originally defined in their series expansion, rather in their integral repre-
sentation, as mentioned above. In the second chapter, Integral representation and asymptotic estimations
of Bessel functions, we will provide such original definitions. This integral representation is of enormous
importance in physical problems, since it allows us to analyse its asymptotic behaviour.

The purpose of the next chapter will be studying the zeroes of the Bessel functions. We can deduce
from intuition that there are infinite values for which the function is cancelled, but we will prove it

IBessel, F. W. (1817). Abhandlung iiber die functionen, welche durch die trigonometrischen reihen vorkommen. Astrono-
mische Nachrichten, 1, 41-84.

II1



v Abstract

rigorously in 3.1. Due to the fact that there do not exist explicit formulae for calculating the zeroes of
the Bessel functions, we will provide some results about their location. These properties will allow us to
write our Bessel function as an infinite product.

Finally, in the last chapter we will mention Fourier series as an introduction to Bessel series (also
called Fourier-Bessel series), which are a generalisation of the former. They are useful when studying
the Laplacian in spherical and cylindrical coordinates.

Our main references for this project are the books [11] and [12] mentioned in the bibliography.
For this preamble we have extracted the information from [5], [7] and [10].
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Capitulo 1

Ecuacion de Bessel y funciones de Bessel

Las funciones de Bessel, que son un ejemplo de funciones especiales, surgen como solucién general
de la ecuacién de Bessel, pero aparecen ademds en otros contextos, como al estudiar el laplaciano en
coordenadas polares y cilindricas. De hecho, estas funciones fueron usadas por Bessel en el siglo XIX
cuando estaba trabajando en problemas de astronomia. Ademas, tienen numerosas aplicaciones en la teo-
ria de ecuaciones diferenciales, en fisica matemdtica y matemadtica aplicada. Las encontramos al estudiar
la propagacion de ondas, la mecanica de fluidos, mecdanica cudntica, fisica nuclear o procesamiento de
imagenes.

Pero no solo su aspecto aplicado es interesante, sino que se puede desarrollar mucha matematica
pura a partir de ellas, especialmente dentro de la rama de la variable compleja. En este trabajo de fin de
grado nos centramos en dicho aspecto tedrico, haciendo una mezcla entre el desarrollo original realizado
fundamentalmente por Bernoulli, Lommel y Bessel; asi como desarrollos posteriores que simplifican los
originales.

1.1. Las funciones de Bessel como solucion de su ecuacion diferencial

Definicion (ecuacién de Bessel de orden V). La ecuacion diferencial de Bessel de orden v, con v € C
constante, viene dada por
,d>w  dw

22
— — — =0. 1.1
< —I—Zdz+(z Vi) w (1.1)

Las funciones w(z) que son solucién de esta ecuacién se denominan funciones de Bessel.

Nuestro primer objetivo serd calcular dichas soluciones; asi como representarlas como una serie de
potencias (mediante el método de Frobenius). Hemos seguido en este capitulo las ideas y notacién de

[11, §11.

1.2. Soluciones como serie de potencias

Sea w(z) = Y7 (a,z%"" una supuesta solucién de (1.1), expresada como serie de potencias. Aqui y
en lo que sigue entenderemos las potencias z* como su valor principal (zo‘ = eO‘L"gZ). Los coeficientes
a, son los denominados coeficientes de Bessel y el orden ¢ tendremos que fijarlo segtin los diferentes
casos que aparezcan. Sin perder generalidad podemos suponer que ag # 0. Calculando

d

i = Zar(a+r)za+r 17

dz r=0

dw &

dizz = Za,[(a-{-r)z — O!—r]za+r_2,
r=0
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sustituimos en (1.1) para llegar a

Zar[(a+r)2_a_r]za+r+ Zar(a+r)za+r+ (Z2 —V2) ZarZOH-
r=0 r=0

i (X+r v ]arza+r+za Zoc+r+2 0.
r=0 r=0

Ahora, igualamos los coeficientes de las potencias de z a cero, de donde obtenemos las siguientes condi-
ciones:
(o> —v*)ag =0,
[(a+1)*=v?|a; =0, (1.2)
[(Oc +7)? — vz] a+a,_»,=0,r>2.

La primera condicién implica que al menos uno de ambos factores serd nulo, pero habiamos supuesto
que ag # 0. Entonces, o = £V y dividiremos el estudio segun el valor de ¢ (respectivamente, de V).
Tomemos primero el caso o = v. La segunda y tercera condicién se reducen a:

{(2v—|—1)a1 =0,

(1.3)
r(2v+r)a,+a,_—» =0, parar > 2.

Vemos que los valores de a, para r > 2 siempre dependen de ag (si r es par) o de a; (si r es impar), debido
a la recursividad de la segunda férmula, salvo en el caso en que 2V sea un entero negativo. Descartando
de momento esta situacion, es claro que entonces a; = 0 y por tanto, todos los ap,—; son nulos también.
Es decir, hemos obtenido que

=Y (1.4)
=0

azr—2

Por otro lado, tomando indice r — 2r y despejando de la segunda férmula, tenemos ay, = — m,
r r

hemos llegado a una férmula recurrente. Para un 2r general tenemos:

(=1)'T(v+1)
22 pIT(V+r+1)

ayr = 4aop

Comprobemos la férmula.

Demostracion. Para r = 0 la férmula se satisface trivialmente. Por induccion, si es cierta para algin
r— 1, entonces

ar_» ao (=) 1C(v+1) (=)' T(v+1)
aryyr = — = — . = q, .
T T ar(ver) dr(vr) 22— 1)IT(v4r) 22 PIT(vAr+1)
Por tanto, la férmula es cierta para todo r > 0. O
La constante ag queda pues a nuestra eleccion, sin embargo le damos el valor ag = m por dar

la solucion normalizada. Con esto,

(="
2HUAT(V4r+1)

azr =

Sustituyendo esta expresion en (1.4), obtenemos la solucién buscada, que denotamos Jy (z) y que recibe
el nombre de funcion de Bessel de primera especie de orden v y argumento z:

< (_1Y(7/2 v+2r
Jy(z) = ;)(rvrzv(i/r)m (1.5)
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Definicién. Definimos con mayor generalidad, para v € C\ {—1,—2,...}, la funcién de Bessel J,(z)
como en la expresion (1.5).

Esta serie converge para todo z € C, por el criterio del cociente:

(z/2)?
(r+1)(v+r+1)

-1 r+1 2 V+2r+42 T 1
tim | (D @2)TTAT(v A 4 1) —0,VzeC.

roo | (=1)"(z/2)VF2 (r4+1)!1T(V+2r+2)

r—yo0

Es decir, Jy (z), solucién de la ecuacion diferencial (1.1) estd definida para cualquier z € C.

Andlogamente, tomando & = —V en (1.2) y descartando el caso de que 2v sea un entero positivo,
obtenemos una segunda solucién de (1.1), que llamamos J_(z) y extendemos su definicién para todo
v e C\{1,2,...} de manera andloga a Jy (z):

R CTE

J () = .
&= L v

(1.6)

Calculando el mismo limite que para Jy(z), vemos que esta otra solucién de (1.1) estd también bien
definida para todo z € C.

Entonces, es 16gico pensar que la solucién general w serd una combinacion lineal de ambas Jy (z) y
J_v(z), pero necesitaremos comprobar que estas soluciones son linealmente independientes.

Notemos que la ecuacion (1.1) es lineal de segundo orden, por lo que recurrimos al wronskiano W
para comprobar su independencia.

Jv(z) J_v(z)
Jo(z) T (@)

Dado que Jy(z) y J_v(z) son soluciones particulares de la ecuacién de Bessel, ambas satisfacen (1.1), es
decir, son ciertas las siguientes igualdades:

W:

2I(2) 420, (2) + (22 = v*)Jy(z) =0,
21, (2)+ 2, (2) + (= VI _y(z) = 0.

Multiplicando la primera por J_y(z), la segunda por J(z) y restandolas:

2J",(2)Jv(2) + J,(2)0v(2) + # =0
I ()T v (2) + 2/, () -v(z) + # =0
2 () Iv(2) =TI v ()] + 2 (2)v(z) = Iy ()T —v(2)] = 0,

donde (x) = (2> — v?)J_y(2)Jv(z). Debido a que

d(zw dw
R - NETRE R ATTE)
+ 22 JLUWTE) +I2, (2 (2) = Iy (2 v (2) — S,
obtenemos que @ =0, porloque W = % con C constante a determinar. Como, por (1.5) y (1.6),
_ (@/2) vi2 oy @2V vl
Jv(z)—r(v_H)—l—ﬁ(z ), Jy(z) = (v +0 ("),

_ (1/2)7‘/ —V+2 ! _ (2/2)7‘/71 —Vv+1

‘]*V(Z) - F(—V+ 1) + ﬁ(z ) ? J—V(Z) - 2F(—V) + ﬁ(Z ) ?
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tenemos que, finalmente, el wronskiano es

(z/2)" /2™ @) @)

A Y (S ATy e i v+1) 20(v) +00)
_ (z/2)”" (z/2)~!
ST awr-ven @ (1.7)
_! ! 1 _ 2sen(vm)
B L N (T R I - O

Remarquemos que aqui, habiendo aplicado la formula I'(v)I'(1 —v) =
cién seno, hemos obtenido

% y la imparidad de la fun-

2sen(vw
c— _2sen(vm)
i
Recordemos que estdbamos excluyendo los valores de v € Z (los enteros negativos para @ = V y los
enteros positivos para & = —V), por lo que el wronskiano no se anula y asi demostramos que Jy(z) y

J_v(z) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Bessel. Es decir, la solucién general
serd la combinacion lineal

w(z) =AJv(z) + BJ v (2), (1.8)

donde A y B son constantes arbitrarias.

1.3. Formulas de recurrencia

Proposicion 1.1. Para derivadas iteradas, tenemos las siguientes formulas:

d m
— ) @] =" v-m(2),
(zdz) (1.9)

(d>m VI @) = (1) My (2):

zdz
Demostracion. Volviendo a (1.5), podemos expresar la serie de las siguientes dos formas:

A Vi L)
S L vy

ot =2y,

= rT(v+r+1)

Operando,
d o —1) 2 2r—1 < (1) 2 V+142r
' V()] = 22 Z (=1)"(z/2) (—=1)"(z/2) = Jysi1(2).
dz S (r—DT(v+r+1) 5 r'T(v+r+2)
Es decir,
d v —v—
— J =(=Dz vl .
() @] = (D2 @
Finalmente, derivando repetidas veces, llegamos a la segunda férmula del enunciado.
De manera andloga para la primera,
vd v CDE/2MTT & () (/)
\ VJ — V2V =J,_ .
S ] =2 ;) FID(V +7) ; AT(v+r) v-1)

Podemos reescribirlo como q
— ) [ (@)] ="
() @] =2 o)

que derivando repetidas veces, volvemos a obtener el resultado. O



Funciones de Bessel - Lourdes Gomez Alberto 5

Proposicion 1.2. Las siguientes formulas de recurrencia son ciertas para J(z), pero también para las
funciones de Bessel de segunda especie y funciones de Hankel, que se definirdn a continuacion.

Jvi1(z) = v(Z) Iy (2),

Jv-1(z) = LI (2) + 7y (2), (1.10)
Jy_ 1(Z)+JV+1(Z) 2ZVJV()

Tvo1(2) = Jvs1(2) = 275(2).

Ademds, también se da J,(z) = —J|)(2).

Demostracion. Recordando la demostracion anterior, tenemos que

Jear(@) = =" TEIE) = 20 (@)~ 4 (@).

el
Andlogamente para la segunda expresion, tenemos

Jy@) =2 SR @)] = YD)+ e

Las dos férmulas restantes son consecuencias directas. La quinta se deduce de la primera, para el caso
particular v = 0.

Estas férmulas también se aplican a Y (z) (funcién de Bessel de segunda especie), ya que, como
veremos, es una combinacién lineal de Jy(z) y de J_(z). Paralelamente, a las funciones de Hankel

alY (2)y 2 (z), que asimismo veremos que son combinacién lineal de Jy(z) y Yy (2). O

1.4. Otras clases de funciones de Bessel: esféricas, de segunda especie y
funciones de Hankel

Estudiamos ahora los casos que hemos excluido anteriormente y algunos casos especiales.

1.4.1. Funciones de Bessel esféricas

m 2v=2n+1l,neZ

Particularizamos este caso concreto porque nos serd de utilidad posteriormente. El resultado general
(1.8) sigue siendo cierto, ya que el wronskiano de Jy(z) y de J_y(z) no se anula para estos valores de v.
Ademas, sustituyendo en (1.5) y (1.6), tenemos las funciones de Bessel

B oo (_l)r(z/z)n—l—%—ﬂr
= rT(n+r+3)
o0 (71)r(z/2)—n—%+2r‘

J Z) =
7"7%() ;) FIT(—n+r+3)

Aparecen en problemas fisicos relacionados con ondas esféricas, por lo que se denominan funciones de
Bessel esféricas.

Podemos notar que sustituyendo en la segunda condicién de (1.2) para el caso ¢ = -V = —n — %,
obtenemos [(—n+%)?— (n+%)*]a; = —na; =0.Enel caso n = 0, a; toma un valor arbitrario, mientras
que los coeficientes de orden impar dependen de dicho valor a;.

La solucién general viene dada por:

w=BJ_, 1(x)+AJ, 1(2),

n
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donde B=2"""2 T(i—n)ap,yA= 2n+3 (3 +n) azn1, para dar una solucién normalizada.
Pasamos a calcular los casos concretos para n = 0: Jy/5(z) y J_1/2(z). Vamos a usar la igualdad
ri0(r+3)=T(r+1)[(r+3) = /72 % 'I(2r+2). Sustituyendo en (1.5) para v = 1/2:

L& (=D (z/2)r o E (=1)r(z/2)rtr 2\ P E (—1)r
J12(2) —;) r!F(r—F%) _r:O VE2-2-I(2r+2) <7EZ> m

Anélogamente, empleando la igualdad r!T'(r + %) = /T2 2T(2r + 1) y sustituyendo en (1.6) para
v=—1/2:

r=0 (1.11)

J_ip(z

> z/z)—z+2r_ = (—1)(z/2) 2 2 \PE (1)
Zg) nrr+l) &5 n22rF(2r+1)_<7rz> ;)r(zrﬂ)

r

(1.12)

Para calcular expresiones para los casos generales J, 1 (2)yJ_,_ ! (z), utilizamos las férmulas de
recurrencia (1.9) y tomando v = +1/2, n = m, llegamos a

)" [271/211/2(2)],
)n 2012,

Sustituyendo los valores calculados de J;/»(z) y J_12(z) en (1.11) y (1.12) y despejando:

Jpi1(2) = (—1)" 2 <£z>n [z\\?ﬁ Sen(z)] _ %eré <_£Z>" [ser;(z)} 7

1.4.2. Funciones de Bessel de segunda especie

n_—(n+i d
(-=1)"z (+2)Jn+%(z) = <

zdz

d

—(n+3) Y
¢ 2J*”*%(Z) <zdz

= v € Z. Notar que para —v € N no estd definida Jy (z), pero si J_,(z) y para v € N no esté definida
J_v(z) pero si Jy(z). Para v =0, J,(z) y J—y(z) son una misma funcién.

Para v € Z, J,(z) y J—u(2) ya no son linealmente independientes. De hecho, tenemos la igualdad

Jon(2) = (=1)"u(2):

i (Z/Z) —n+2r B (71)n+s(z/2)n+25
ST+ 1D)I(—n+r+1) &= Tn+s+1)T(s+1)

— (—1)"J,(2).

Esto implica que debemos construir una segunda solucién que sea linealmente independiente a J,(z).
Podemos observar ademds a partir de la definicion que J,,(z) serd par o impar segtn la paridad de n.

Definimos entonces Yy (z), llamada funcion de Bessel de segunda especie de orden v y argumento z,
o también funcion de Neumann:

(cosvm)Jy(z) —J—v(2) .

YV <Z) - senvm

(1.13)
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Tomando ahora constantes A y B, construimos la solucién general
w=AJy(z)+BYy(z), (1.14)

que es vélida siempre que Vv no sea entero, ya que en ese caso obtendriamos la indeterminacién Y (z) = 8.
Ya que existe el limite lim,_,, Y (z), extendemos la definicién de Y (z) en el caso v =n € Z de la
siguiente forma:

aJy(2) dJ_y(z)
L LH,,  —7%sen(Va)Jy(z) +cos(Va) =52 — =57
Ya(2) _\I/IE%YV(Z) - \lgr}z TCOSVT
_ 1 [dv(z) (1 AJ_y(z)
T| ov av ven
El wronskiano de J(z) e Y y(z) es
cos Jv(z)—J—v
W@ HE_PE RS @ a1 2
J(z) Y(z) 7,(2) (cosva)Jy(2)=J"y (z) sen(vrm) |J,(z) J,(2) sen(V) nz’
senvm

donde W era el wronskiano descrito en (1.7).

Por continuidad, este wronskiano sigue siendo ﬂ% en el caso v =n € Z, por lo que Jy(z) e Yy(z)
siempre son soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Bessel y (1.14) es siempre su
solucién general.

1.4.3. Funciones de Hankel

Hay veces que resulta mds conveniente tomar unas combinaciones lineales concretas de (1.14). Estas
son las funciones de Hankel o también llamadas funciones de Bessel de tercera especie. Vienen definidas
por

HY (@) =1,) +iYy(2), HY @) =7,(2) —iY(2). (1.15)

Son soluciones independientes de la ecuacion de Bessel y tomando constantes A y B, obtenemos otra
solucién general:

w=AH" (2) +BH (2).

1.5. Funciones de Bessel modificadas

A menudo en problemas fisicos, nos interesa tomar la ecuacién de Bessel (1.1) con el cambio de
variable z — iz. Asi obtenemos la ecuacion de Bessel modificada

z —+z—z—(z2+v2)w:o. (1.16)

En estos problemas interesan soluciones reales, por lo que descartaremos soluciones complejas como
Jv(iz) e Yy (iz).

Proposicion 1.3. La funcion e*%"”ijv(iz) =i VJy(iz) toma valores reales para z,v € Ry es solucion de
(1.16). Recibe el nombre de funcion de Bessel modificada de primera especie y se denota I,(z). Ademds
tenemos:

_ 00 (Z /2)v+2r

MO = Ly

(1.17)
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Demostracion. Claramente, Jy (iz) es solucién de (1.16). Recordando (1.5), su expansion en serie es

0 (_l)riv+2r(z/2)v+2r 0 Z/2)v+2r o0 Z/2)v+2r

Jy(iz) = i
v(iz) ;) AT(VFr+1) E)r'FV+r+1 lzor'FV+r+1)

r

C Ly
Por definicién, i¥ = e2"™, por lo que

lygio s = (z/2)vr
I —e 2VH] — PR e
V(@) = e () rgf)r!r(v+r+ )

es solucién de la ecuacién de Bessel modificada y toma valores reales si z, v € R. O

Andlogamente se define /_y(z). Expresando I,(z) e I_y(z) en términos de Jy(z) y de J_y(z), sale

facilmente que su wronskiano es
2sen(vr)

nz

Es decir, 1,,(z) y I-y(z) son soluciones linealmente independientes siempre y cuando v ¢ Z.
Entonces, la solucién general de (1.16) es

w=AI,(z)+BI_-y(z),
donde A y B son constantes arbitrarias y v ¢ Z.
Proposicion 1.4. Sea v =n € Z, entonces 1,(z) = 1_,(z).
Demostracion. Recordemos que I'(—n+r+1) = oo cuando r=0,1,2,...,n— 1. Sustituyendo en (1.17):

i (2/2) —n+2r B
ZT(r+DI(—n+r+1)

o0 (Z/z)n+2s -
L Tits+DIeTn) @ -

s=r—n=
También se podria haber visto directamente, ya que J_y(z) = (—1)"J,(z).

Por tanto, en este caso debemos construir una segunda solucién linealmente independiente a I,(z).
Definimos entonces Ky (z), funcion de Bessel modificada de tercera especie, también llamada funcion de
Hankel modificada. Viene definida por:

) 1-y(2) —IV(Z).

T
Kv(z) = 2 sen(vr)

(1.18)

Notamos que en el caso v =n € Z, (1.18) es una indeterminacién del tipo 0/0, pero dado que el
limite v — n existe, definimos

dl_y(z dly(z
Av@ @ i e
—n  sen(VT) 2 von mcos(vr)

v(z)

eyt

Veamos una identidad que nos ser4 til en el siguiente capitulo. Utilizando las definiciones de Yy (z)
y de Ky (z) vistas en (1.13) y en (1.18), respectivamente, obtenemos:

V=n

V=n

Ky(2) = %eév’”’[ (i2) + %y (iz)] = %e%V”iHé”(iz). (1.19)



Capitulo 2

Representacion integral y estimaciones
asintoticas de las funciones de Bessel

Las funciones de Bessel no se definieron originalmente como hemos expuesto en el capitulo previo,
sino que fueron definidas en su forma integral. Esta forma de representarlas es especialmente interesante
para estudiar problemas fisicos, ya que permite estudiar su comportamiento asintético cuando el médulo
del argumento z es grande. Las soluciones en forma de serie tienen una convergencia muy lenta en este
caso.

Completamos las ideas de [11, §2,§3] con [12, §2,§6, ¢ 7]. También empleamos, del mismo autor,
[13, §17].

2.1. Coeficientes de Bessel

Definicion. Llamamos funcion generadora de los coeficientes de Bessel a

exp{;z(t—tl)}: i 1"J(2). 2.1)

n=—oo

Este nombre se debe a que puede ser desarrollada en una serie de Laurent cuyos coeficientes son
Jn(2) y J—n(z), segin el indice de la serie sea positivo o negativo. Por ello, las funciones J,(z) reciben el
nombre de coeficientes de Bessel de argumento z'y orden n € 7.

Las funciones exp{zt/2} y exp{—z/2t} se pueden expresar como series absolutamente convergen-
tes (ascendente y descendente en potencias de ¢, respectivamente), por lo que podemos multiplicarlas
término a término. Entonces,

y

wofart L5 G Ba (3 B L ()

r=0 s=0 r=0 s=0

Para hallar los coeficientes de ", diferenciamos segin n sea no negativo o negativo. En el primer
caso, tomamos r = n+ sy para el segundo, r = —n +s. Asi obtenemos:

n+2s

. o (=1 /z
n __ P A —
coeficiente de ¢ —SEZO CEBI (2) =Jn(2),
a1y gz
coeficiente de S_Z;l(—n—i-s)lsl 5 2(2)

Juntandolas, obtenemos la funcién generadora de coeficientes de Bessel (2.1).

9
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2.2. Representacion integral de las funciones de Bessel

Originalmente, Bessel defini6 de esta manera J,(z),n € N, y a partir de esta obtuvo las demds pro-
piedades.

Proposicion 2.1 (definicién de Bessel).

_1
2

27
Ju(2) / cos(nB —zsen6)do.
0

Demostracion. Vamos a integrar en la frontera del disco unidad dD(0, 1), donde Indyp(g,1)(0) = 1. Apli-
camos el teorema de los residuos':

1 —n— 1 _
Ja(z) =Res(f,0)Indgpo,1)(0) = 37 /aD(o 1)t 1exp{zz (t—t7") }dt.

Como estamos en la frontera del disco unidad, parametrizamos usando ¢ = ¢’® para 8 € [—x, 7] y las
. . ,y e . _ 41 i0__,—i6 .
férmulas trigonométricas complejas. Notamos que =5— = ¢ o ~ —isen®. Por lo tanto,

Jn(z) 1 /ﬂ: e—i(n-i—l)@eizsene ieiG do = i g e—in9+izsen9 de
-

T 2mi 2% )z
— L I:/n- efin9+izsen9 doe + /0 efin9+izsen9 d9:|
2x | Jo -
Aplicamos el cambio de variable ¢ = —6 para el segundo sumando:
1 T in@-+izsen O T . izs 1 &
_ [/ e—inb+izsend 4o +/ ein@—izsen¢ dq):| = —/ CcoS (nQ —zsen 9) do
2n | Jo 0 TJo
1 2
25/0 cos (n@ —zsen®) d6. O

Nuestro objetivo ahora va a ser generalizar la representacion integral obtenida para un orden cual-
quiera v € C, lo cual fue estudiado por Lommel. Defini6 de manera generalizada los coeficientes de
Bessel para cualquier Jy(z) tal que Rev > —% de la siguiente forma:

Proposicion 2.2 (definicién de Lommel).
T
j / cos(z cos 0)sen®’ 6.d6. (2.2)

Demostracion. Transformamos la serie de Jy(z) que hemos visto en (1.5). Vamos a usar las siguientes
propiedades de la funcién gamma.

r <r+ ;) P =T <;> 272 (2r)!,

11\ T(v+Hre+3) 1, | 1
V4= Z ) = = [ tY72(1—¢t)"2dt, siRev>——.
ﬁ( +2’r+2> T(v+rtl) /0 (I=r)"2dr, siRe 2

I'Teorema de los residuos: Sea  un abierto no vacio de C y sea f una funcién holomorfa en Q\ A, donde A C Q consta de
singularidades aisladas de f. Para todo ciclo I" homélogo a 0 respecto de Q tal que ANsopI” = 0 se verifica

i/rf(z)dzz Z Res(f,a)Indr(a).

acA
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Entonces, suponiendo que Rev > —%:

B= 3 CV@ 5 (2 2 Tyl ()
% _r:() rI’T(v+r+1) _r:OF(V‘i‘%)F(%) 2! Tv+rt1)
R -
ST L 0 b

Por el teorema de Fubini, como hay convergencia absoluta, podemos intercambiar el sumatorio con la

integral.
_ &Y Lo [ (L=
wo= e e L (B )

2

2V /2 > (1) 2r 2r—1 0
il % / sen?’" 1o Z (1) cos 2sen6 cos 6d6.
rverd) Jo = @)

(1 —t)’*%dt.

D=

*

(*) Hemos aplicado el cambio de variable ¢ = sen? 8. Ahora, sumando la serie obtenemos finalmente la
férmula proporcionada por Lommel.

2(7/2)V n/2 AM T
(z/2) ) / cos(z COSG)Senzvede _ (Z/))/ cos(zcos0) sen’’ 6d6. [
0

MO R A SRR

Veamos cémo quedaria la definicién de Lommel para el caso concreto v = % Recordemos que ya
habiamos obtenido esta formula en (1.11).

12 n 1/2 12 N
Jij2(z) = (Z/j)% /0 cos (zcos0)sen0dO = (Z/\;;r /11 cos(zu)du = (Z/\i)f .Zsz z
2\ 12
= <77:z> sen(z).

Notamos que no es posible calcular el andlogo para J_; » (z) a través de esta férmula de Lommel debido
a que la funcién gamma no estd definida en el 0.

Por otro lado, podemos aplicar varias transformaciones sobre esta formula para obtener otras que nos
puedan resultar de utilidad m4s adelante. Destacamos las siguientes dos formulas equivalentes. Para la
primera, dado que [ sen(zcos 0) sen®” 8 d6 = 0, podemos escribir:

2(z/2)Y % 1
Jv(z):(z/l)l/ e7°9en?V 9d0, si Rev > ——.
L(v+3)T(z) /o 2
Para la segunda, tomando ahora el cambio de variable cos 6 =1,
262" vl g !
Jv(z :—/ e“(1—1t*)""2d0, siRev>——. 2.3

2.3. Representacion integral de las funciones de Hankel modificadas
En esta seccién vamos a presentar una férmula integral para K, (z), concretamente:

r<;+v> Kv(z)—\/ZeZ/Oweégw (Hi)v_;dé' 2.4)

La demostracién no es excesivamente complicada, pero es larga y se sale fuera del propdsito del trabajo.
Sin embargo, queremos dar una idea general de las técnicas que se usan. Partimos de la integral de
contorno para la funcién gamma, dada por la férmula

1 1 t,—v—r—1
_— = — t —dt
T(v+ril) zm/ae ’
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donde ¢ es un contorno de Hankel, es decir, un camino como en la siguiente figura que “empieza” en
—oo, rodea el origen en sentido positivo y “vuelve” a —eo sin cortar el eje real negativo. Se utiliza para
evaluar diferentes integrales como la funcién gamma, la funcién zeta de Riemman o las funciones de
Hankel vistas en (1.15).

——
—

Aplicando un cambio de variable y por prolongacion analitica, se llega a

Zﬂl‘EZVﬂ:iZZr—ZV 1
—Hvearlgr = d <=z 2.5
/ye F(—aviars D) cuando | argz] ; (2.5)

~__
el

donde ahora ¥ es como en la figura

Aprovechando el desarrollo en serie de Laurent

1 vol &= -
I(=—v)(#-1)"=yY =2 /¢
(G-v)e-nt=x
aplicamos (2.5) e integrando término a término, se obtiene

1 1 er(l_v_H)erfzv
C(-—v) [ 1) 2e¥dt=2mie*"™ 2 :
<2 >/y( ) e ‘e ;0 FID(—2v +2r+ 1)

Usando la identidad I'(—2v +2r+1) = 22+ (=v+r+3)T(=v+r+1), asf como la repre-
sentacion en forma de serie de 7,(z) en (1.17), esto se puede expresar de la siguiente forma:

(1/2)2r72v

1 V—= 3 et 3 4 -V
1—‘ _ tz_l 2 _thtzz 27 2vri —:2 27 2vmi (7) I .
(2 ")/y( ) e P Y v e (3) @



Funciones de Bessel - Lourdes Gomez Alberto 13

El camino ¥ se puede deformar, por el teorema de Cauchy, a un camino de la forma

/_\__/_\ v
B _\E/
De ahi, por un paso al limite (no trivial), se llega a que
2(z/2)" PRSI C -
(@) = oy ot sen(v) [ (1) e dr 4 1,(2).
FG)r(z+v) !

En términos de Ky (z), esto se escribe como

F<;+v> Ky (2) :r<;> (%)v/lm (2—1)""2 e dr,

Por dltimo, aplicando la transformacion t = 1+ %, llegamos a la expresion que queriamos (2.4).

2.4. Expansién asintética de K (7)

A partir de las representaciones integrales anteriores es posible deducir otras férmulas integrales
para el resto de funciones de Bessel. Particularmente, a partir de la representacién integral (2.4) de la
funcién de Bessel modificada de tercera especie Ky (z), podemos calcular estimaciones asintéticas de

1 . . .
2 mediante el binomio de Newton e

estas funciones. Asumiendo que podemos expandir (1 + & /2z)Y
intercambiar la integral con el sumatorio,

F(i*”) Kv(2) ﬁzs»r v+l L y (21z)s fjeserta

Por la definicién de la funcién gamma, [;e 5 EstV-3dE =T (v+1+s). Entonces,

> L(v+3 +s) 1
Ky(z) =/ e€* :
v Z’s'l" V—|—2 ) (ZZ)S

Estos cdlculos son formales, ya que en realidad esta serie no converge. No obstante, se puede probar que,

fijado m, la diferencia
/ (v+i+s) 1 e 0
s'F v+§—s) (21)“' ’

Entonces, tomando |z| — oo, ya tenemos la expansion asintética de Ky (z), vélida para todo valor de v
cuando |argz| < 7:

= (V,s
Ky(z)~ /e ") (v.s) (2.6)
donde hemos denotado como (V,s) el simbolo de Hankel: definimos (v,0) = 1 y en general, paras € N,

C(v+3+s
(V,S): | ( 21 ) .
S.F(V+§—S)

Es importante mencionar que el simbolo ~ indica que no se trata de una igualdad, sino de una aproxi-
macién asintética para |z| suficientemente grande.
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2.5. [Expansiones asintéticas de las funciones de Bessel
A partir de la expansion asintética de Ky (z) podemos obtener el resto. Por ejemplo, aplicando (1.19)

y el cambio de variable z — —iz, obtenemos

A (@) =~ 2 YK (i)

Empleando (2.6), es facil obtener las expansiones asintéticas de H‘(,]) (z) y de Héz) (z) si|argz| < m.

2 1 I\ & (=1)%(v,2s)
Y ~ —_ — —VT— — B
v(z) ~1/ e (z SV 47r> S;) 2
2 1 = 2s+1
+4/ Pl (z— VT — > Z 22v23+s1+ ) cuando |argz| < 7.

. . . 1 : -
Por tltimo, las expansiones de I, (z) se pueden obtener de las relaciones I, (z) = e 2V™J, (zei’”>

cuandoargz € (— 7, 5], Iv(z) = e2VTi], (ze*%”’) cuandoargz € [—%,7) y 2Jy(z) = HV(2)+HP ().
Z V’S) I i (v,s) cuando argz € < 3717 17T>
Z Z y
v \/727t (200 \/727rz = (22 ¢ 2"2
(v.s) e H(vH)m =y ) < 13 )
cuando argz €
@) \/27r Z 2z)Y 21z s;) (27)* ! 8z 272

Vemos que hay una aparente discrepancia en estas dos tltimas férmulas cuando argz € ( 7 2) Esto
es un ejemplo del fenémeno descubierto en 1857 por Stokes de discontinuidad de las constantes”. Real-
mente lo que ocurre es que el factor que aparece diferente en cada expresion tiene un orden de magnitud
mads pequefio (cuando |argz| — o) que el error cometido por truncar la serie en algin s = m.

ZResultados publicados por George G. Stokes en Trans. Camb. Phil. Soc. X (1864), p.106-128; XI. (1871), p.412-425;
Acta Math. XXVI. (1902), p.393-397.



Capitulo 3

Ceros de funciones de Bessel

En muchos problemas fisicos se requiere conocer los valores de z para los cuales las funciones de
Bessel se anulan. Sin embargo, no existe una férmula que nos permita calcularlos, sino que tnicamente
podremos aspirar a calcular valores numéricos aproximados a dichos ceros. Veremos primero algunas
propiedades importantes sobre estos ceros, para después poder expresar Jy(z) como un producto infinito.

Hemos extraido los resultados mds importantes de [12, ¢ 15], simplificando lo médximo posible las
demostraciones. Las mismas ideas o muy similares estdn recogidas en [1, §4,7 — $4.9], [2, §4 — §5],
[6, §5,2—¢53]y[8].

3.1. El teorema de Bessel-Lommel sobre los ceros de J, (7)

Este resultado fue originalmente propuesto por Bernoulli y Fourier, aunque la demostracién formal
fue realizada por Bessel a partir de la definicién de Lommel.

Si dibujamos algunas funciones de Bessel sencillas, como J,(x), vemos intuitivamente que van a
tener infinitos valores en los que la funcién se anula.

0.4 4

—0.61

Figura 3.1: Representacion gréfica de J,(x) paran =0,1,2,3,4,5.

Teorema 3.1. Las funciones de Bessel J,(z) tienen infinitos ceros reales cuando v € R.

15
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Demostracion. Tomamos la definicién de Lommel vista en (2.2) cuando —% <V < % y aplicamos los
siguientes cambios de variables: t = (2m+1)cos0 y z= (m+ 4)7, con m € NU{0}.

1
% + %) 7[} v /2m+1 l B t2 V—3 dr
T TveD) )F(er%) A cos 2717 1 GmE1) Il

Podemos escribir la integral definida como la suma %uo —uy+upy—...+(—1)"u,, donde hemos definido
U, COMo

1
2r+1 1 2 V=3 dr
=(=1)" -7t ) |1—
u, ( ) . CcOoS <27L'> |: (2m+]>2:| Gy

21V~
/1 lm 1 2r+t
= COoS | < —
_1 2 2m+1

Debido a la positividad del integrando para dichos valores de ¢ y de r, sabemos que la funcién u, serd

positiva. Ademas, u, < u,1, por lo que el signo de Jy (mn' + %) sera positivo o negativo segtin m sea par

o impar. Por tanto, la funcién J,(z) cambia de signo para algiin valor de z € (mn — %, mn+ %) Es decir,

por el teorema de Bolzano, existe algtin cero en ese intervalo. Hemos demostrado por tanto, que Jy (z)

tiene infinitos ceros reales cuando —% <v< %; y por (1.12) y (1.11), también se cumple para v = :l:%.
Ahora bien, para demostrar el resto de casos, utilizamos las propiedades de recurrencia

1
odr
2m+1

& EIE) == v ), (3.1a)

d
& (2" v (z) =2 Tv-1(2). (3.1b)

que provienen de (1.9). Por un lado, ya que ambas zVJ,(z) y z~¥Jy+1(2) son funciones derivables, por
el teorema de Rolle hay al menos un cero real de z7"Jy+1(z) entre cada par de ceros reales de z7VJy(z).
Andlogamente, hay al menos un cero real de z"J,_(z) entre cada par de ceros reales de z"Jy(z). Gracias
a esto, queda probado el teorema para cualquier valor de v € R. Por otro lado, podemos destacar que
debido a la paridad de z7¥J(z), si j es un cero real, entonces —j también lo es. O

3.2. Algunas propiedades

Si buscamos ahora ceros complejos, esto ya no se cumple. De hecho, por ejemplo, para —1 < v € R,
Jy(z) no tiene ninglin cero complejo, ni siquiera imaginario puro.

Proposicion 3.1. La funcion de Bessel J,(z) no tiene ceros repetidos (salvo z = 0).

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que j # 0 es un cero con multiplicidad mayor que
1. En este caso, Jy(j) = J;,(j) = 0. Como son soluciones de la ecuacion de Bessel (1.1), obligatoriamente
debe cumplirse J; (j) = 0. Iteradamente, todas las derivadas serian 0 y por Taylor, tendriamos J (z) =0,
lo cual no es cierto. O

Proposicién 3.2. Si tomamos v € RY, los ceros positivos mds pequeiios de J(z) y de J,,(z) son mayores
que V.

Demostracion. De la serie (1.5) se deduce facilmente que Jy (z) y J;,(z) son positivas, y Jy(z) es creciente
para z > 0 suficientemente pequefio. Podemos hablar entonces de sus primeros ceros positivos. Ademas,
el primer cero positivo de J},(z) es menor que el de J,(z) por el teorema de Rolle. Basta entonces probar
que si ¢ es el menor cero positivo de J;,(z), entonces v < c.
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En el intervalo (0, ¢) la funcién Jy (z) se mantiene positiva, porque no se anula, y la funcién zJ;,(z) no
puede ser creciente, porque es positiva para z pequefio y se anula en c¢. Entonces la ecuacién de Bessel
(1.1), escrita en la forma

Z(fz (2, (2)) = (V2 =2%) Ju(2),

implica que no puede ser ¢ < V. O

Proposicion 3.3. Los ceros de J, (x) estdn intercalados con los de Jy1(x). Es decir, si jy1 < jy2 <...
son los distintos ceros positivos de J, (x), entonces para v > —1 se cumple

0<jvi<jvirn <Jjva<Jjvy12<...

0.5
0.41
0.3 J3(x)

0.2 Jo(z)
011

CEERAVARVZERN

—0.3 1

Figura 3.2: Ejemplo de ceros intercalados para J>(x) y J3(x).

Demostracion. Usamos las férmulas de recurrencia (3.1) para z = x € R. Ademads, de (3.1b) se deduce
que antes del primer cero de J,,_;(z), la funcién z"Jy(z) es creciente, luego no se anula. En las férmulas
de recurrencia vemos entonces que entre cada pareja de ceros consecutivos de x~VJ, (x) hay al menos
un cero de xVJy,1(x); y andlogamente, entre cada pareja de ceros consecutivos de x"*1J,, | (x) hay al
menos un cero de x"*1J, (x). O

Si v < —1, entonces los ceros siguen estando intercalados, pero los ceros mas pequefios de Jy 1 (x)
estdn mds cerca del origen que los de Jy (x).

Un resultado mds general (demostrado en 1929) es que Jy(z) y Jy+m(z) no tienen ceros comunes
(aparte del origen) param = 1,2 cuando v € NU{0}. Bourget conjeturé que esto es cierto para cualquier
m € N, pero no ha sido todavia demostrado.

3.3. Ceros de otras funciones de Bessel

Las funciones de Bessel modificadas tienen resultados inmediatos a partir de sus definiciones en
forma de serie. I, (z) no tiene ceros reales cuando —1 < v € R, mientras que K (z) no tiene ceros reales
positivos cuando v € R.

Vamos a estudiar una ecuacién que tiene cierta importancia en problemas fisicos.

Proposicion 3.4. Sean a,b € R™ y tomamos valores reales de v. Entonces la siguiente ecuacion no posee
ceros complejos:

Jy(az) Yy (bz) = Jy(bz) Yy (az). (3.2)

Demostracion. Supongamos que existen ceros complejos z y z. Definimos u(r) y v(r) como
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que trivialmente u(a) = v(a) = 0. Ademds, u y v satisfacen las ecuaciones diferenciales

Pu" + i +(r =V ) =0,

A +(r -V ) =0.

Multiplicamos la primera ecuacién por 7, la segunda por * y restandolas obtenemos

i (rvu/ — ruv') .

— (Zz —Zz) ruv =r (vu” — uv”) v —w = ;

Si z y por tanto también Z son soluciones de (3.2), entonces u(b) = v(b) = 0. Por lo tanto,

r=>b
=0.

r=a

b
— (-7 / ruvdr =r (v’ — ')

Como v = u, lo anterior no puede ser 0 y llegamos a contradiccidn, es decir, la ecuacién (3.2) no tiene
ceros complejos, salvo reales o imaginarios puros. O

3.4. Jy(z) como producto infinito

Proposicion 3.5. Sea v € R tal que v > —1, se puede expresar Jy(z) como un producto de factores
simples, cada uno anuldndose en uno de los ceros de Jy(z). Sean {£j;} los ceros reales de J(z),

entonces
~ (=z/2)Y H°° Z
W)= C(v+1) <1_js2> . G-

Notamos que basta suponer z € R por prolongacion analitica.

Demostracion. Consideramos la integral de contorno

1 t Jv+1(w) . 1
m/Dw(w—t)' 7y () dW"Tm/L)f(W)’

donde D es un rectdngulo que contiene a ¢ y a los distintos ceros £ j; para s = 1,2,...,m. Los polos del
integrando se encuentran para w =t y w = £ j;. Calculemos sus residuos.

= w =1 polo simple. Su residuo viene dado por

Res(f,t) = }Vf—’m’(w_t)w(wt_t) J;jév(:;) _ J;:(lt()t)

= w = £ j; polo simple. Su residuo viene dado por

. . . t J 1w
Res (1,7 = lim, (v )L Dot )
! wF Js
=————Jyr1(£js) lim
+j(xjs—1) v (E7) w—EJs <Jv —Jv( i]s))
1 Jv+l(:l:]s) o

T X (s —1) T(Ljy) s(ijs—t)

yaque Jy (£j5) =0y Jy1(L)js) = —J,(LJs), como se deduce de (1.10).
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Se puede probar que Jy41(w)/Jy(w) estd acotado en D y entonces por el teorema de los residuos,

Jv+1 t - -
v(t) L L h+0

s=1 ]5 s=1 ]5
Por (1.9), Jy41(t) = —tV d [t VI (1) } Es decir, reescribimos la expresioén anterior como
d \% oo oo
SV (1) 1 1 1 1
dJVV(] Z( .+.>+Z< .—.).
t=VJy(1) S\t—Js Js) S\ttis s

Por la definicién en serie de Jy (z) en (1.5), vemos que 1"/ (¢) tiende a cuando ¢ tiende a 0. Por

tanto, integrando respecto a ¢ entre 0 y z, tenemos

1
2T (v+1)

In[z7"Jy(z)] +In [2'T(v +1)] i[ (

)+?ff

Quitando los logaritmos obtenemos el resultado (3.3). ]

_]s






Capitulo 4

Series de Fourier-Bessel

Bessel ya explicaba la relacién entre las funciones de Bessel y las trigonométicas en su articulo
Abhandlung iiber die functionen, welche durch die trigonometrischen reihen vorkommen. En este capitu-
lo hablaremos sobre las series de Fourier, ya que podremos generalizarlas a series de Bessel. De hecho,
recordando (1.11) y (1.12), ya habifamos visto que las funciones senx y cosx son casos particulares de
funciones de Bessel.

Para este capitulo hemos utilizado [1, §2,2], [3, §4,6] y [9].

4.1. Series de Fourier

Definicion (Serie de Fourier de senos y cosenos). Sea f(x) una funcién integrable y periddica en el
intervalo [—1, 1]. Entonces, la serie de Fourier de senos y cosenos asociada es

% + Z ay cos(nmx) + b, sen(nmx), 4.1

n=1

donde los coeficientes ag, a, y b, se denominan coeficientes de Fourier de f(x) con respecto al sistema
trigonométrico Q = {1, cos(mx), sen(7x), cos(27mx), sen(27x),... } y se definen como

a,,—f f(x)cos(nmx)dx, n=0,1,2,...
n—f f(x)sen(nmx)dx, n=1,2,...

Lema 4.1 (propiedad de ortogonalidad). Los sistemas trigonométricos {cos(nmx)},>o y {sen(nmx) },~0
son ortogonales.

Demostracion.
1 11 0 si
/ cos(nmx) cos(mmx)dx = / = (cos(mrx + mnx) + cos(nmx — mn:x)) dx = S% n7m
-1 ~12 lsin=m
1 11 0 si
/ sen(nmx) sen(mmx)dx = / = <cos(n7£x —mmx) — cos(nmx + mnx)) = S? n7m
-1 12 lsin=m
Asimismo,
1
/ cos(nmx) sen(mmx)dx = 0. O
-1

Proposicién 4.1. Sea f(x) una funcion integrable y periédica en el intervalo [—1,1] y €' a trozos.
Entonces, para cada xo € R, su serie de Fourier (4.1) converge puntualmente a

flg)+f(xg)
5 :
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Notamos que si f es continua en xo, entonces la serie de Fourier es convergente a f(xg). Los limites
laterales son necesarios Gnicamente si en xg hay un salto.

En el caso de tener una funcién par o impar, obtenemos las series de Fourier con solo cosenos y solo
senos, respectivamente. Esto nos permite trabajar en el intevalo [0, 1], en vez de en [—1, 1].

Sea f(x) = f(—x) funcién par, integrable en [—1, 1]. Entonces,

an = [', f(x)cos(nmx)dx =2 [ f(x)cos(nmx)dx =: 2d,, n=0,1,2,...
by = [1, f(x)cos(nmx) dx =0, n=1.2,...

Por tanto, su serie de Fourier es
ap+ Z a, cos(nmx).
n=1
Andlogamente, si f(x) = —f(—x) funcion impar, integrable en [—1, 1], entonces a, = 0 y obtenemos la
serie de Fourier

oo

Z b, sen(nmx),

n=1

donde paran=1,2,3...

1 1
b, = /lf(x) sen(nmx)dx = 2/0 f(x)sen(nmx) dx.

Entonces, dada f(x) definida en el intervalo [0, 1], podemos hacer su extensién par f(x) al intervalo
[—1,1] para obtener su serie de Fourier en cosenos, o bien su extensién impar fA(x) al intervalo [—1,1]
para obtener su serie de Fourier en senos.

Este es el resultado que buscamos generalizar mediante las series de Fourier-Bessel, o también lla-
madas series de Bessel, definidas en el intervalo [0,1]. En algunas ocasiones se utiliza un cambio de
escala al intervalo [0,a].

4.2. Series de Fourier-Bessel

Sacamos estos resultados (propiamente escalados al intervalo |0, 1]) de[1, §4.,8].

Lema 4.2 (propiedad de ortogonalidad). Sea x € [0, 1] y sean jy, , jn 4 ceros positivos de alguna funcion
de Bessel fija J,,(x), con n > 0. Entonces, se verifica

0, sik #q,
L2 Ung)s  sik=gq.

1
/0 x-]n(jmkx)']n(jn,qx) dx = {

Demostracion. Sik = g, tenemos la integral fol xJ2(juux) dx. Sabemos que J, (j, 1) satisface la ecuacién
diferencial )
X2 d“J, (jn,kx) +x dJy (jn,kx)
dx? dx

Multiplicando por 2.J;,(j,xx) y reordenando los términos, obtenemos

S

Procedemos a calcular la integral:

! 1 Al (i) \
j2 i) dx = 2 n\Jn, 2 2 2 J2 i)
/O X n(.] 7kx> 2j2k [x ( dx + (.]n,kx n ) n(.] 7/{)6)

n,

+ (x2 j;%,k - ”2) Jn(Jnpx) = 0.

dr. : . : d .
[T )| = 27802 ) = 1 [P )| = 0.

1

0



Funciones de Bessel - Lourdes Gomez Alberto 23

Vemos que la primitiva se anula para x = 0. Por lo tanto, aplicando (1.10):

! . 1 . 1 n’ : 1 . 1 .
/0 xjs(Jn,kx)dx = E[Jr/z(]n,k)]z + D) (1 - Jﬁk) Js(Jn,k) = ) [‘]r,z(Jn,k)]z = §J3+1 (]n,k)~
Veamos el caso k # . Escribimos w(x) = J,(j,xX) y volvemos a la ecuacion diferencial

d d
x2%+xaw+ (j,z,vkxz—nz)w:o.

Podemos reescribirla como

2 2 2
afany_ @ (el or)w
dx dx ) T dx®  dx X '

Como J;,(juix) Y Ju(JjngX) son soluciones de esta ecuacion para j, x y jnq, r€spectivamente, se tiene

)

o (i Aot

dx dx X
A ( nling®)\ _ _ Ung® =1?) Inling®)
dx dx X .

Multiplicando ambas ecuaciones por J,,(jnqx) ¥ Ju(jnix), respectivamente y restindolas, llegamos a
. d dJ,(j kX . d as. (i, .x
Jﬂ(qux)a (X '1(C{:)> —Jn (]n,kx)a (x "(({:q))

2 2 2 2 2 2
_]n’qx —JupX 0N +n

. InCingeX)n (i) = (ing = Jng) XIn (k) I (g )-

Luego, por Barrow,

dJy, (jn,kx)

1
(jﬁ,q _J.ﬁ,k)/o x‘ln(jn,kx)‘ln(jqu)dx: <x-]n(jn,qx)dx —xJn(JinjX)

. 1
dJy, (]n,qx)> -0

dx

0
yaque Jn(jmk) = Jn(jn,q) =0Y juk # Jngvk #q. 0

El resultado anterior nos dice que, fijado n > 0, las funciones {J,(j,X)}xeny forman un sistema
ortogonal sobre el intervalo [0,1] con la medida xdx. De esta manera, podemos hablar de la serie de
Fourier asociada a este sistema: para cada funcién f € L* ([0, 1], xdx) es una serie de la forma

Y axdu(jnix), (4.2)
k=1
donde los coeficientes a; se calculan mediante la férmula
1
~ WGna)IB

En este caso, el producto escalar se define como

<f7Jn(jn,kx)>'

ak

)= [ rosta

y la norma es

g3 = (g.) = [ s(a)x.
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Es decir, usando la propiedad de ortogonalidad,

ay —

2 1 .
o [ 7@ Gua

Con estos coeficientes, (4.2) se llama serie de Fourier-Bessel de la funcion f. Esto no garantiza que, en
cadax € [0,1], f(x) seaigual a la serie (4.2). Pero, de manera andloga a las series de Fourier trigonomé-
tricas, se tiene este resultado de convergencia.

Proposicién 4.2 (teorema del desarrollo de Bessel). Sea f(x) € €' a trozos, es decir, que f(x) y f'(x)
tienen a lo sumo un nimero finito de discontinuidades en el intervalo [0,1]. Si x € (0, 1), entonces la
serie (4.2) converge a f(x) cuando x es un punto de continuidad, y a % [ FO)+f (x*)] si en x hay una
discontinuidad.



Bibliografia

[1]

(2]
(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

N. H. ASMAR, Partial differential equations with Fourier series and boundary value problems,
University of Missouri, 2. ed., Pearson Prentice Hall, 2005.

F. BOWMAN, Introduction to Bessel functions, Dover Publications, Inc., New York, 1958.

G. BACHMAN, L. NARICI Y E. BECKENSTEIN, Fourier and wavelet analysis, Springer-Verlag
New York Inc., 2000,¢ 4.6.

B. CUARTERO Y F. J. RU1Z, Teoria de funciones de variable compleja, Apuntes del drea de andlisis
matematico, Universidad de Zaragoza.

J. DUTKA, On the early history of Bessel functions, Archive for History of Exact Sciences 49
(1995) no. 2, 105-134, https://www. jstor.org/stable/41134001.

A. GRAY, G. B. MATHEWS Y T. M. MACROBERT, A freatise on Bessel functions and their appli-
cations to physics, Macmillan, 2.? ed., London, 1922.

J.J. O’CONNOR Y E. F. ROBERTSON, Friedrich Wilhelm Bessel, Mac Tutor History of Mathema-
tics, University of Saint Andrews, Scotland, versién de octubre de 1997. https://mathshistory.
st-andrews.ac.uk/Biographies/Bessel/.

F. W. J. OLVER, A. B. OLDE DAALHUIS, D. W. LOZIER, B. I. SCHNEIDER, R. F. BOISVERT,
C. W. CLARK, B. R. MILLER, B. V. SAUNDERS, H. S. COHL, Y M. A. MCCLAIN, Bessel fun-
ctions, NIST Digital Library of Mathematical Functions, https://d1lmf .nist.gov/10, version
1.1.12 del 15-12-2023.

E. M. STEIN Y R. SHAKARCHI, Fourier analysis: an introduction, Princeton University Press,
Princeton and Oxford, 2003.

A. TIKKANEN, Friedrich Wilhelm Bessel, Encyclopedia Britannica, versién del 18-07-2023,
https://www.britannica.com/biography/Friedrich-Wilhelm-Bessel.

C. J. TRANTER, Bessel functions with some physical applications, The English Universities Press
LTD, London, 1968.

G. N. WATSON, A treatise on the theory of Bessel functions, Cambridge University Press, 2.2 ed.,
Cambridge, 1966.

E. T. WHITTAKER Y G. N. WATSON, A course of modern analysis, Cambridge University Press,
3.2 ed., London, 1920.

25


https://www.jstor.org/stable/41134001
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bessel/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bessel/
https://dlmf.nist.gov/10
https://www.britannica.com/biography/Friedrich-Wilhelm-Bessel

	Abstract
	Ecuación de Bessel y funciones de Bessel
	Las funciones de Bessel como solución de su ecuación diferencial
	Soluciones como serie de potencias
	Fórmulas de recurrencia
	Otras clases de funciones de Bessel: esféricas, de segunda especie y funciones de Hankel
	Funciones de Bessel esféricas
	Funciones de Bessel de segunda especie
	Funciones de Hankel

	Funciones de Bessel modificadas

	Representación integral y estimaciones asintóticas de las funciones de Bessel
	Coeficientes de Bessel
	Representación integral de las funciones de Bessel
	Representación integral de las funciones de Hankel modificadas
	Expansión asintótica de K(z)
	Expansiones asintóticas de las funciones de Bessel

	Ceros de funciones de Bessel
	El teorema de Bessel-Lommel sobre los ceros de J(z)
	Algunas propiedades
	Ceros de otras funciones de Bessel
	J(z) como producto infinito

	Series de Fourier-Bessel
	Series de Fourier
	Series de Fourier-Bessel

	Bibliografía

