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Capitulo 1

Resumen

Las hipocicloides, intrigantes curvas geométricas generadas por el movimiento de un circulo mas
pequeiio dentro de otro de mayor tamafio, han sido objeto de fascinacién y estudio a lo largo de la
historia de las matemaéticas. Su belleza y su complejidad ha inspirado a matemaéticos, fisicos, ingenieros
y artistas a explorar las propiedades de estas curvas, resultando indispensables en campos tan diversos
como la ingenieria mecénica, la fisica, la relojeria y el disefio grafico.

El objetivo principal de este trabajo es analizar y entender la hipocicloide desde mdltiples perspectivas,
desde su definicién matematica hasta sus aplicaciones practicas. A lo largo del trabajo, se abordaran
cuestiones fundamentales, como la parametrizacién de la curva, las ecuaciones que la describen y las
propiedades geométricas que la hacen tnica.

Mais adelante, estableceremos la conexidn entre las hipocicloides cerradas, que se desarrollan en el
plano euclidiano, y sus contrapartes en el espacio proyectivo. Asi como su parametrizacion racional y la
relacién que tiene con el espacio proyectivo.

A lo largo de este trabajo, utilizaremos herramientas matematicas avanzadas para abordar estas pre-
guntas, presentando ejemplos concretos y casos especiales que ilustren los conceptos tedricos. También
se explorardn problemas abiertos y posibles direcciones para futuras investigaciones, contribuyendo asi
al avance del conocimiento en esta drea especifica de la geometria y la matematica avanzada.

La novedad de este trabajo, respecto a cuando se estudian dichas curvas de forma tradicional, es el uso
del espacio proyectivo y parametrizaciones racionales, entre otras cosas.

Finalmente, se explorardn posibles extensiones de la investigacion y preguntas abiertas que podrian
motivar futuras investigaciones en este campo.
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Capitulo 2

Preambulo

2.1. Polinomios en varias variables

Comencemos introduciendo algunos resultados sobre polinomios en varias variables.

Definicion-Proposicion 2.1. Sea A un anillo, Ny el conjunto de los enteros positivos incluyendo el cero.
Se define el anillo de polinomios en n variables A[xy,...,x,] como el conjunto de todas las funciones
f Ny — A tales que f(v) = 0 salvo para un cantidad finita de elementos v € Nj. Las operaciones en
Alx1,...,x,] vienen dadas por la suma y el producto de funciones.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Si n = 1 es claro que A[x;] es anillo. Supongamos
cierto que A[xi,...,x,_1] es anillo, entonces notar

Alxyy .. x0] = Alxa, .o x0—1] X O

Notacién 2.2. Sea f € Alxy,...,x,] y el conjunto finito Fy = {v € Nj | f(v) # 0}. Denotando ay, = f(Vv)

para todo v € Fy y estableciendo que xV = xr' ---xyn consideramos la siguiente notacién

flx)= Z ayx’, que abreviamos f = Zavx".

VEFy \4
Los valores a, € A son los coeficientes de f dado que

Zavxv = vax" <~ a,=b, VV.
\% v

En particular, un polinomio de la forma ayx" para algin v € Njj recibe el nombre de monomio.
Como consecuencia de la definicion de Alxy, ..., x,], se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.3. Sean A, B anillos tales que A es subanillo de B 'y sea b = (by,...,b,) € B" entonces se tiene
un homomorfismo evaluacion descrito por

evp Alxy,...,x,] — B

fx)=Yyawx¥ — f(b)=Yyavb".
Definicion 2.4. Dado un polinomio no nulo f =Y, ayx¥ € A[xy,...,x,] se define el grado de f como

gr(f) =max{[[v| [ay #0}, [v[=} |vi
i=1

Si f es el polinomio nulo, por convenio establecemos que gr(f) = —eo.

Nota 2.5. En adelante consideraremos f € K[xj,...,x,] donde K=R (o C).

7



8 Preambulo

Las siguientes propiedades del grado son inmediatas y serdn utilizadas en adelante.
Proposicion 2.6. Sean f,g € K[xy,...,x,] entonces se verifica
1) gr(fg) = er(f) +er(e)
2) gr(f +¢) < max{gr(f),gr(g)}

Nota 2.7. Obsérvese que dado f € K[x;] podemos definir el concepto de coeficiente director de f, que
denotaremos por CD(f). Sin embargo, dicho concepto no se puede extender de forma natural a un poli-
nomio f € K[xi,...,x,],n > 2. En efecto, como veremos a continuacién, se puede dar el caso de que al
menos dos monomios tengan grado mdximo pero distintos coeficientes.

Ejemplo 2.8. Sea f(x,y,z) = 3x*y> — 27> +x%yz? € R[x,y, ], notar
gr(f) =max{5,2,5} =5.

Definicion 2.9. Sea un polinomio f =Y, ayx” € K[xi,...,x,] entonces se dice que (r,...,r,) € K" es
solucion de f si f(ry,...,r,) = 0. Denotamos Z( f) al conjunto de todas las soluciones de f.

2.2. Curvas

Con el objetivo de poder describir analiticamente una hipocicloide, vamos a recordar algunos resul-
tados sobre curvas.

Definiciéon 2.10. Sea n € N,/ un abierto conexo de un cuerpo K =R(o C) y x : I — K" una aplicacién
infinitamente diferenciable. La funcién x se denomina curva (en K"). En particular, si n = 2 diremos
simplemente curva plana.

Nota 2.11. Por abuso del lenguaje, a veces se confunde la curva con su imagen,
Img(x) = {x(r) e K" |t € I}.

También hablaremos de curva si la aplicacién x estd bien definida sobre I excepto un niimero finito de
puntos.

Definicién 2.12. Seax:/ C K — K" una curva, la aplicacion que define x(¢) se denomina parametriza-
cion (afin) de la curva.

Nota 2.13. En particular, si todas las componentes de x(¢), en adelante x(¢) o simplemente X/, son
funciones trigonométricas diremos parametrizacion trigonométrica.

Definicion 2.14. Sean p;,q; € K[f] y seaunacurvax: I~ {r €1|q;(t) # 0} — K" tal que

P1 Pn
X)) = —,...,—/ | .
7() <CI1 Qn>

En este caso, nos referimos a x(t) como parametrizacion racional.

Definicién 2.15. Seax:/ C K — K" una curva tal que x’ € K[t] para todo i, entonces se define el grado
de x(t) como

gr(x(r)) = mix{gr(x)}.

A continuacidn, un ejemplo sobre el concepto que acabamos de ver.
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Ejemplo 2.16. Obsérvese que
Img(w) = {(1,0) R [1 € B} & Img(v)={(:’,0) € R*|1 € R}

definen el mismo subconjunto en R?, pero tienen distintas parametrizaciones. De hecho, también lo son
sus grados dado que

gr{(t,0)} =1, @{(0)}=3.
Definicion 2.17. Una curva x : R — R” se dice cerrada si existe un periodo 7 > O tal que x(t) = x(t+ 7).

Definicion 2.18. Sea x: / C K — K” una curva, entonces se dice que ¢ = f( es un punto singular de la
parametrizacion si
dg(t()) = X/(t()) =0.

Definicion 2.19. Seax:/ C K — K? una curva plana, se dice que X tiene una ciispide en t = tg si tg s
un punto singular y tras un cambio de coordenadas en K? se tiene que

x'(t0) = (a,0), x"(to) = (,B)
con aff #0.

Nota 2.20. Equivalentemente, aunque de una forma menos rigurosa, se dice que X tiene una cuispide
en ty € I si en un entorno de x(fy) la curva empieza a retroceder. En adelante, si no hay confusion,
llamaremos cuspide tanto a #y como a X(fp). Seguidamente, procedemos a poner un ejemplo de una
cuspide.

Ejemplo 2.21. Obsérvese que la curva x : R — R? tal que x(¢) = (¢,3) tiene una tnica ctspide ent = 0
dado que
x'(0)=(0,0), x"(0)=(2,0), x"(0)=(0,6).

Ademéds, si dibujamos la curva, podemos observar como ésta comienza a retroceder en un entorno del
punto (0,0).

x(t) = (#,t%)

Figura 2.1: Ejemplo de cispide.

2.3. Polinomios de Chebyshev

Como veremos mds adelente, podemos parametrizar una hipocicloide usando polinomios de Chebyshev.
Es por eso, que usaremos esta seccion para introducir dichos polinomios y enunciar algunas de sus pro-
piedades.
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2.3.1. Polinomios de Chebyshev de primer tipo

Definicion-Proposicion 2.22. Sea n € Z, los polinomios de Chebyshev de primer tipo se definen como
los polinomios T, € Z|x]| tales que

T, (cos(nB)) =cos(nB) VO €R. (2.1)

Nota 2.23. La prueba de este resultado se verd mas adelante, hasta entonces supondremos cierto el
resultado. En adelante, si no se indica lo contrario, consideraremos 7,,,n > 0.

Dado que el coseno es una funcion par se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.24. Para todo n € Z, se verifica
T,=T_,.

Antes de probar la Definicién-Proposicion 2.22, es necesario introducir el siguiente resultado.
Lema 2.25. Se verifica la siguiente relacion de recurrencia
=1, Ti=x, T, =2T,—-T,.1 VneN.
Demostracion. Obéservese que las dos primeras igualdades se deducen de (2.1). Por otro lado, notar que

V6O € R,n € N se verifica

{ cos(B(n+1)) = cos(6n)cos(6) —sen(On)sen(O) T AT 4T, —
n+1 n—1 = n-

cos(B(n—1)) =cos(6n)cos(6)+sen(On)sen(O)
Proposicion 2.26. Se tiene que
T,€Zx], gr(T,)=n VYneNy.

Demostracion. El hecho de que T,(x) sean polinomios con coeficientes enteros es consecuencia de la
anterior relacién de recurrencia. Para ver que 7, tiene grado n, basta aplicar el proceso de induccién
sobre su grado. En efecto, notar que gr(7p) = 0. Supongamos cierto que gr(7,,) = n, entonces aplicando
la hipétesis de induccién en la anterior relacién de recurrencia se tiene que

er(Tp1) = gr(2xT, — T,—1) =n+1. O
Nota 2.27. En resumen,
J .
Ti(x) = Zajﬂ'xl Va;; € Z. (2.2)
i=0

A continuacidn, estudiaremos algunas propiedades que involucran a 7;,.

Proposicion 2.28. El polinomio T, tiene n raices reales distintas. Si n > 0, éstas son

142
OS(M>, m=0,...,n—1.

2n

Demostracion. Se tiene que si x = cos(0):

142
Ty(cos(8)) =0 < cos(n6) =0 < nb = g(l +2m), Vm € Z < x = cos <(Zm)7r> .
n

(14+2m)
2n

Ahora bien, tomando m =0,...,n—1 se obtienen n valores distintos para cos ( 7r) . En efecto notar

que

(I1+2m)m (1+2mx
+
2n 2n

Contradicién. Por el Teorema Fundamental del Algebra, dado que 7, tiene grado n, se tiene que éstas son
todas las raices de T,,. ]

=2nem4m =2n—1.
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Nota 2.29. Observar que T, y T, pueden tener raices comunes. Por ejemplo, 7> y 75 tienen en comun
; V2 3n _ _ . _ _

larafz — 5= = cos(<) paran; =2y my = 1 en el primer caso y np = 6 y mp = 4 en el segundo.
Sin embargo, si n; y np son primos entre si, entonces 7, y 7, no tienen raices comunes.

Proposicion 2.30. Considerando T,, como un polinomio de grado n se verifica

1 sin=20,
=l sin > 1.

I,(1)=1 & CD(T,) = {
Demostracion. Las dos primeras igualdades son consecuencia de (2.1) dado que

T,(1) =cos(n-2mm))=1 VmeZ & Ty=1.

Para la otra parte, razénese de forma similar a lo visto en Proposicién 2.26. O

2.3.2. Polinomios de Chebyshev de segundo tipo

Definicion-Proposicion 2.31. Sea n € Z, los polinomios de Chebyshev de segundo tipo se definen como
los polinomios U, € Z|x] tales que

U,(cos(0)) =sen(@(n+1))sen'(0) VO cR. (2.3)

Nota 2.32. Observar que lo mencionado en Nota 2.23 es extrapolable a U,,.

Dado que el seno es una funcién impar se tiene el siguiente resultado.
Lema 2.33. Para todo n € Z se verifica,
U.,=-U.

Al igual que T, los polinomios de Chebyshev de segundo tipo también se pueden definir recursiva-
mente. Antes de verlo, necesitamos introducir el siguiente resultado.

Lema 2.34. Se verifica

sen(x) +sen(y) = 2sen (x—;y) cos <xgy> Vx,y € R.
Demostracion. Notar que

{ sen(a+ b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b) . sen(a+b) + sen(a—b) = 2sen(a) cos(b).

sen(a —b) = sen(a)cos(b) — cos(a) sen(b)
El resultado se tiene aplicando el cambio de variable
x=a+b, y=a—b. O
Lema 2.35. Se verifica la siguiente relacion de recurrencia
U=1, U =2x, Uy=2xU,—-U,—y VneN.

Demostracion. Obéservese que las dos primeras igualdades se deducen inmediatamente de (2.3). Por
otro lado, aplicando el lema anterior tenemos que V6 € R\ {m7x | m € Z} se verifica

sen(0(n+2))+sen(On) _ 2sen(O(n+1))cos(0)
sen(0) sen(0)

— Upr1+U,—1 =2xU,. O
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Teniendo en cuenta el resultado anterior y razonando de forma similar a lo visto en Proposicién 2.26
se tiene el siguiente resultado.
Proposicion 2.36. Se tiene que
U, €Zx], gr(U,)=n VneNy.
Nota 2.37. En resumen, _
Uj(x) = ib X Vb €. (2.4)
i=0
A continuacidn, estudiaremos algunas propiedades que involucran a Uj,.
Proposicion 2.38. Para todo n € Ny se verifican las siguientes igualdades:
1) Tyy1 =xUyp —Up—y.
2) Ti=3Un—Uy2).
3) T, =nU,_.
4) Ty =xT,—(1=x)U,—1 & T,=U,—xU,_1.

! __ (n+1)T+I_XUn
) Uy = eyt

Demostracion. Para probar estos resultados vamos a necesitar las definiciones de los polinomios de

Chebyshev y sus respectivas relaciones de recurrencia, vistas anteriormente.

1) Procedemos a aplicar el proceso de induccién sobre n. Si n = 0 notar que que 71 = xUp —U_| = x.
Supongamos cierto que 7,1 = xU, — U,_1, entonces

Tpio = 2T 1 — T = 2x(xU, — Up_y) — T, = 2x°U, — 2xU,,_y — T,
—o2 <Un+1 +Un—1

2x
=xUpy1 —xUp—1 — (XUnfl - Un72) =xUp1 —2xUp—1 +Up—2 = xUp 1 — Uy,

) —2xUy 1 =T, = XUn-‘rl —xUp1— Ty

2) Es consecuencia del apartado anterior. En efecto, notar que

U,=2xU,-1 —U,—» = 2(Tn + Un72) —Uy2 =2T,+U,_>.

3) Basta aplicar induccién sobre n y el apartado 2). En efecto, si n = 0 se notar que T;j = 0. Supongamos
cierto que Tn’ = nU,_, entonces

T, = (2xT,—T1) =2T,+2xT, — T,_; = 2T, + 2x(nU,_1) — (n — 1)U, _»
=2T,+ n(2xUn_1 — Un_g) +U,_» =2T,+nU,+U,_»

1
—2. (Z(Un — U,,z)> +nUy+Up—2 = (n+ 1)U,

4) Para la primera igualdad, notar que

~sen(n6)

xTy, — (1 —x})U,_1 = cos(8)cos(nB) — (1 —cos?(8)) sen(0)

=cos(0(n+1)) =T,y1.

La segunda igualdad es consecuencia 1) dado que

T, =xUyp—1 —Uy_y =xUp—1 — (2xU,—1 — Uy,) = U, —xU,_.
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5) Elresultado es consecuencia de 3) y 4). En efecto,

Tyt =xT— (1 =X Uy 1 = T) = T, +xT) —Ul_y +2xU, 1 — (1 —x*)U,_,
= (n+ 1)U, = T, +x(nUy_1) +2xU,_1 + (x** = 1)U,

= (n4+ 1)Uy —xUy1) =T, +xU, 1 + (> = 1)U, _,

nT, —xU,_4

== (n+ 1T, — T, —xU,_1 = (x* = U, -
2

n

!
= U =

Proposicion 2.39. El polinomio U, tiene n raices reales distintas. Si n > 0, éstas son

mm
cos , m=1,...,n.
<n+1>

Uy=0<= 0(n+1)=mmn, Vm€Z<:>x:cos< nf})
n

Si tomamos m = 0,...,n+ 1, como en la demostracién de la Proposicién 2.28, obtenemos n + 2 valores

Demostracion.

distintos de x. Por la definicion de U,, debemos eliminar los valores m =0y m=n+1dadoque 6 = .57
es un miltiplo entero de 7. Por el Teorema Fundamental del Algebra y puesto que U, tiene grado n,
hemos encontrado las n raices de U,,. O

Teniendo en cuenta la relacion de recurrencia de U, y razonando de forma similar a lo visto en
Proposicidn 2.30 se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.40. Se tiene que
CD(U,) =2", VneNy.

2.4. Geometria proyectiva

El objetivo de este capitulo es darle otro enfoque a las parametrizaciones racionales y probar un caso
particular del teorema de Bézout ya que, como veremos mds adelante, estos conceptos juegan un papel
fundamental en las propiedades de las hipocicloides.

Definicion 2.41. Sea n € Ny y un cuerpo K(= R o C). Se define el espacio proyectivo (n-dimensional),
en adelante P"(KK) o simplemente P, como el conjunto de todas las rectas que pasan por el origen de
coordenadas en K"+,

Definicion 2.42. Dos puntos
X =(x1,...,%41) €EK"TIAO}, Y =(y1,...,y041) € KT {0}
se dicen equivalentes si verifican la siguente relacion de equivalencia
XRY < JA e K" tal que y; = Ax; Vi. (2.5)

La definicion anterior estd bien definida en el sentido que R es efectivamente una relacién de equi-
valencia. En efecto, sean X,Y,Z € K"+ \ {0} entonces

XRX. Inmediato tomando A =1,
XRY & yi= ).x,- > X; = %yi @me,
X%Y,Y%Z =V = A,])C,', yi= AQZ[ =i = %xi & XRZ.

A continuacién, estudiaremos algunas propiedades sobre el espacio proyectivo.
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Lema 2.43. Se tiene la siguiente identificacion,
P" = (K™™' {0}) /.

Demostracién. Seaun punto X = (x1,...,x,11) € K"~ {0}, entonces basta identificar X con la recta
que pasa por el origen de coordenadas y tiene vector director X, es decir,

X=X+X)=[x1:...: 51 €P".
El reciproco se prueba de forma similar. 0

Nota 2.44. En consecuencia, llamaremos puntos (proyectivos) a los elementos de P". Las coordenadas
del punto [x; : ... : x,41] € P" se denominan coordenadas homogéneas. El significado de las coordenadas
homogéneas lo veremos en el siguiente resultado.

El siguiente resultado es consecuencia de la relacién de equivalencia vista en (2.5).

Lema 2.45. Sea (x1,...,x,11) € K"\ {0} entonces

X1 X)) =[Axp st A VA €KL (2.6)
Proposicion 2.46. Sea U; = {[u; : ... 1 up1] € P" | u; # 0} C P, cualquier P € U; se puede escribir como
P=|x;:..:xi—1:1:Xiq1 : ... Xyp1)- De hecho, existe una biyeccion natural K" =2 U; dada por
Q;: K* — UcCP”"
(X1, Xn) = cecixiop s Lixga i)
Demostracion. Sea[p; : ...: pyi1] € U;, obsérvese que por definicién U; se tiene que p; # 0. El resultado

se tiene aplicando el lema anterior tomando A = 1/p; puesto que

. . o1 . Pk
[pl L. .pn+1] = [x1 P o 2 I 1 CXipl ot .Xn+1], Xk = ;
l
La biyeccién descrita es inmediata. 0
Nota 2.47. Las coordenadas [xj,...,X;—1,Xi+1,...,X,+1] descritas anteriormente se denominan coorde-
nadas no homogéneas de P respecto de U,.
Lema 2.48. En las condiciones de la proposicion anterior,
n+1
P'=JU.
i=1
Demostracion. Sea X =[x : ... : x,41] € P" entonces x; # 0 para algtn i. Aplicando (2.6) con A = 1 /x;
tenemos que
1 Xk
X=[p1:...ipii:liprto.ip) €U U, pr= —
1
El otro contenido es inmediato. O

Definicion 2.49. Definimos el hiperplano del infinito como

Ho=P"\Upy ={[x1:...:%,: 0} =P,
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2.4.1. Polinomios homogéneos

El objetivo de esta parte es estudiar la relacién que existe entre los polinomios homogéneos y el
espacio proyectivo. Comencemos introduciendo algunos conceptos sobre polinomios homogéneos.

Definiciéon 2.50. Un polinomio f € K[xy,...,x,]| se dice homogéneo de grado d € N si
FAX], .o Ax,) = A0 (x1,. . x).

Lema 2.51. Sea f € Kxy,...,x,] un polinomio homogéneo de grado d tal que (ry,...,r,) es raiz de f
entonces

A(ri,...,ra) €Z(f) VA eK".
Demostracion. Notar que
f(riy..m) =0<= Af(r1,....,rn) =0 <= f(Ary,...,Ar,) = 0. O

Definiciéon 2.52. Dado f € K|[xj,...,x,] un polinomio de grado d > 0, podemos definir una operacién
denominada homogeneizacion de f, que consiste en definir un nuevo polinomio f € Klxy,...,x,,y] en
una nueva variable y, de manera que

Fxr, o0, 1) = flxr, ..o xn),
donde f es homogéneo de grado d.
El siguiente resultado nos asegura la existencia de homogeneizacion para todo polinomio no nulo.

Lema 2.53. En las condiciones de la definicion anterior,
- X1 X,
f(xla"'7xn7y) :yaf <7"'7n>
y y

es una homogeneizacion de f, 6 > d.

Demostracion. En primer lugar, veamos que f € K[xy,...,X,,].

v
Flxrse s Xa,) :y‘SZav <;> = Z‘a‘,x"yé*”vH € K[xi,...,xn,y],
v

\%4

ya que 8 — ||v|| > 0. Notar que f(xi,...,%,,1) = f(x1,...,X,). Por otro lado, obsérvese que f es homo-
géneo de grado 6 dado que

FAxi, ..., Axg, Ay) = A% f <xy";> = A0 F(x1,.. X, y). O

Como veremos a continuacién, vamos a relacionar los polinomios homogéneos con el espacio pro-
yectivo.
Sea f € K[xy,...,x,] un polinomio homogéneo de gradod y p = [p1 : ... : p,] € P"~'. En general, no est
bien definido f(p1,..., pa) si (p1,...,pn) & Z(f). En efecto, por hipétesis tenemos que f(Ap) = A9 f(p)
y por tanto, si f(p) #0y A% # 1 para algin A € K, se tiene que f(Ap) # f(p). Sin embargo, si f(p) =0
podemos reescribir el resultado anterior en términos del espacio proyectivo, es decir, tiene sentido decir
que el punto p es solucién de f dado que

f(Ap)=f(p)=0 VAeK"

Procedemos a poner un ejemplo de lo que acabamos de ver.
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Ejemplo 2.54. Sea f € R|x,y] tal que f(x,y) = x+y. Notar que f es homogéneo de grado 1 y

Z(f) ={(a,—a) [a € R}.

Consideremos el punto proyectivo [a : b] € P! tal que (a,b) ¢ Z(f). Ahora bien, por lo visto en (2.6),
tenemos que
[a:b]=[Aa:Ab] VA €R".

Sin embargo, notar que

fla,b)=a+b, f(ra,Ab)=A(a+Db).

Asi pues, f(a,b) no estd bien definido dado que, en general,
Ala+b)#a+b.
Por otro lado, si consideramos [a : —a] € P!, notar que (a, —a) € Z(f), entonces tenemos que
fla,—a) = f(Aa,—La) =0 VA,aeR".

Observar que no admitimos el caso a = 0 dado que [0 : 0] ¢ P!, tal y como hemos visto en Lema 2.43.

2.4.2. Parametrizaciones proyectivas

A continuacién, exprondremos brevemente el concepto de parametrizacién proyectiva que nos serd
de gran utilidad m4s adelante.
Sean n,s € Ng. Recordamos que una parametrizacion es simplemente una aplicacién

S: Kerl N KnJrl
f:(tla--~7ts+1) = (61(5)>-~-76n+1(f))

Podemos definir un concepto similar de parametrizacion entre espacios proyectivos. En general, las pa-
rametrizaciones de curvas en las que se hace uso del espacio proyectivo se conocen como parametriza-
ciones proyectivas.

Proposicion 2.55. En el contexto anterior, sean 8;(f) son n+ 1 polinomios homogéneos de grado d en
s+ 1 variables y sea U = N, Z(9;), entonces se tiene el siguiente morfismo

S5: P'\U — Img(5)CP"
f=[t:..:te01] — [61(F):...: 81 (7)]

Demostracion. Sea V = {f € K**! | §;(f) = 0} y P; la proyecci6n canénica. Basta ver que el siguiente
diagrama es conmutativo.

Ks+1 <V 45> KnJrl N {0}

Y

P\ U P

Por como hemos definido V, tenemos que & estd bien definida puesto que 6(7) # 0 y en consecuencia
tenemos que &’ = P, o § estd bien definido. Todavia mas, dado que J; son polinomios homogéneos del
mismo grado se tiene

S(AT) =298(F) VA eKTI\V.

En consecuencia, &' verifica
8'(Af)=2A48'(f) VA ek W O



Estudio geométrico de las hipocicloides - Alberto Cabrejas 17

2.4.3. Parametrizaciones racionales

A continuacién vamos a exponer un proceso que nos va a permitir relacionar las parametrizaciones
racionales con el espacio proyectivo.
Sean dos polinomios p;,q; € K[t] y sea x: I C K — K" una curva tal que

x(r) = (pl ...,p”> , 2.7)

q1 ’ qn
con p;/q; son fracciones irreducibles, es decir, p; y g; no tienen factores comunes. Notar que en esta
situacion se producen lugares de indefinicién en aquellos valores ¢ € [ tales que ¢;(¢) = 0. A priori,
esto es un gran problema, pero como veremos a continuacién, lo podemos solucionar usando el espacio
proyectivo. Sea g el minimo comiin mdltiplo de los g;, el cual existe dado que K[t] es un dominio
euclideo. Sea h; € K[r] tal que h;q; = g, entonces notar que

h nhin
X<t):<p117'-'7p )
q q

Para ver (2.7) como un elemento del espacio proyectivo, basta considerar la inclusién ¢, descrita en la
Proposicién 2.46 y entonces se tiene

plhl pnhn

(pn+1ox:(p,,+1< 7 ey 7 >:[p1h1:...:pnhn:q]€P".

Notar que la anterior expresion estd bien definida dado que no hay raices comunes de las n+ 1 com-
ponentes por hipdtesis. Todavia més, dado que las componentes de la parametrizacién proyectiva son
polinomios en una variable, podemos homogeneizar dicha parametrizacién de forma que todas las com-
ponentes sean polinomios homogéneos de grado 8, = max{gr(p;h;),gr(q)}. Para ello, basta aplicar Le-
ma 2.53 tomando 8, = .

A continuacién, vamos a exponer mediante un ejemplo esta construccién, pero antes vamos a introducir
un resultado.

Lema 2.56. Para todo x € (—7,T) se tiene

2t 1—1?
sen(x) = o2 cos(x) = 52 (2.8)
donde t =tg ()21) .
Demostracion. Notar que
sen(u) cos(u)
o) — el 2tg(w)
sen( l/l) T cos?(u)+sen?(u) 1_|_tg2(u)’
cos? (u)
cos? (u)—sen? (u) )
()= o _ 1t (u)
costan) = cos? (u)+sen?(u) 1+tg2(u)'
cos?(u)
El resultado es consecuencia de hacer el cambio de variable u = 3. ]

2

Ejemplo 2.57. Consideremos la circunferencia unidad centrada en el origen de coordenadas. Es bien
sabido, que podemos parametrizar dicha curva como

x(u) = (cos(u),sen(u)) € R* VueR.

Aplicando el lema anterior, obtenemos la siguiente parametrizacion racional

11— 2
0=\T72132)



18 Preambulo

Si permitimos que ¢ € C, nuestra parametrizacién no esta bien definida en # = =£i. Ahora bien, homoge-
neizando la parametrizacién racional y aplicando Proposicién 2.46 notar que

t 22
)z[s il 1 :[s2—t2:2ts:s2—i—t2].

v(t,s) = (@3 0x) (; mimi

Obsérvese que usando la identificacion C = {(z,1) | t € C} C P! (como visto en la seccién 2.4) y dado
que ¥ son polinomios homogéneos de grado 2 en dos variables, se tiene que ¥ : P! — P2 es la parame-
trizacién proyectiva de una curva compleja en P? (ver seccién 2.4.2) que extiende a x en el sentido de
que Img(y) NC? = Img(x), donde C? C P2.

2.4.4. Intersecciones de curvas

El objetivo de esta parte es probar un caso particular del teorema de Bézout, pero previamete es
necesario introducir algunos resultados.

Definicion 2.58. Sea f =Y, ayx” € K[xy,...,x,], se define el orden de f como
ord,(f) = mvl’n{gr(xv) | ay #0}.
Definicion 2.59. Sean f, g € K[x,y] tales que

£(0,0) =(0,0), £:(0,0) #0.

Por el Teorema de la Funcién Implicita podemos encontrar una funcién i de forma que f(z,h(¢)) = 0. Se
define la multiplicidad de interseccion de f'y g en el punto (0,0) como

m,0)(f>8) = ord: (g(z,h(t)))-

Nota 2.60. En particular, si f(0,0) = £,,(0,0) =0y existen dos funciones &y, tales que f(h(t),h(t)) =
0 entonces

mo,0)(f,8) = ord, (g(h1(t), ha(t))).

Obséservese que para estudiar la multiplicidad de interserccion en un punto P # (0,0) basta hacer un
cambio de coordenadas.

A continuacién expondremos algunos ejemplos sobre el concepto que acabamos de ver.
Ejemplo 2.61. Sean f,g € Rlx,y] tales que
flx,y) =y*—x, glx,y) =x"+2x+3y".
Notar que se cumplen las hipétesis de la definicidn anterior, puesto que
f(0,0) =5(0,0)=0, f(0,0)=1, £,(0,0)=0.
Por tanto, tomando /(¢) = > tenemos que
mo,0) (f,g) =ord,(g(h(t),t)) = ord,(t4 + 512) =2.
Ejemplo 2.62. Sean F € R|x,y,z],G € R[x,y] tales que
F(x,y,2) =x, Gx,y)=y—x".

Razonando de forma anéloga al ejemplo anterior se puede comprobar que

mM(0,0) (x,y _xz) =1
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Antes de probar ver el teorema de Bézout, necesitamos introducir un resultado.

Lema 2.63. Sea un polinomio homogéneo f € Clt,s| tal que gr(f) = d, entonces f tiene d raices (con-
tadas con multiplicidad).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f(¢,s) = "s" fi (¢, s) tal que

f1(0,s), f1(£,0) # 0.

Puesto que f es homogéneo, entonces f; es homogéneo de grado gr(f;) =d —m —n = §; y en conse-
cuencia tenemos que

filt,s) =Y, ai jt's’.

i+j:61

Por tanto, fi(z,1) € C[r] y gr(fi(z,1)) = 6. En efecto, suponer que gr(f(z,1)) < ) entonces gr(f(¢,1)) <
0| <= as, o = 0= f1(¢,0) = 0 que contradice la hipétesis sobre fi(¢,0). Aplicando el Teorema Fun-
damental del Algebra se tiene que

N 1) =ag o[ ]t — o)™

donde ¥ m; = 8;. De este modo, homogeneizando, se tiene que

f(t.5) = as, ot"s" [ J(r — ctis)™
donde m+n+Y m; =m+n+ 8 = d como queriamos demostrar. L]

Teorema 2.64. Sean F\,F, € K|x,y,z] homogéneos tales que no tienen factores en comiin y deg(F;) > 0
entonces

Y  mpy(RA,B)=g(R)u(F).
PEZ(F)NZ(F)

Demostracion. Vamos a probar el resultado en el caso que Fj(x,y,z) = ax+ by + cz ya que es lo que
vamos a necesitar con las hipocicloides, probarlo en general escapa de los objetivos de este trabajo.
Notar que siempre podemos encontrar una parametrizacion proyectiva homogénea de F;
p: P - P?
[t : S] = [(Pl(tvs) : (Pz(l‘,s) : (p3(tvs)]

con ¢; lineales de grado 1 tales que F; (¢, 2, ¢3) = 0. Entonces, notar que F>(@;, ¢2, ¢3) es un polinomio
homogéneo, en dos variables (s y ¢) tal que

gr(Fa(@1, @2, 93)) = gr(F2) gr(e) = gr(F2).

De hecho, F>(¢1, @2, ¢3) es no nulo por hipdtesis, por tanto aplicando el lema anterior tenemos que F,
tiene gr(F>) raices contadas con su multiplicidad. O

A continuacién pondremos un ejemplo de la aplicacién de este teorema.

Ejemplo 2.65. Sean F,G como en el Ejemplo 2.62. Entonces notar que para estar en las condiciones del
teorema de Bezout, basta homogeneizar G. Por tanto, consideramos

G(x,y,z) =yz—x

que es una homogeneizacién de G puesto que G es homogéneo de grado 2 tal que G(x,y,1) = G(x,y).
Por otro lado, notar que

(0,y,0), siz=0

Z(F)NZ(G) = (0,0,7), siz#0

={[0:1:0],[0:0:1]}U{(0,0,0)}.
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Ahora, deshomogeneizando G y razonando de forma similar a lo visto en Ejemplo 2.61, se puede com-
probar que
mo,0) (x,y *xz) = mM0,0) (x,2 *x2) =1L

Por tanto, se verfica el Teorema de Bézout en el sentido que

Y, mp(F.G)=1+1=g(F)x(G).
peZ(F)NZ(G)



Capitulo 3

Estructura geométrica de la hipocicloide

3.1. Motivacion

En objetivo de este capitulo es definir y estudiar algunas propiedades mds importantes de las hipoci-
cloides.

3.2. Construccion general

A continuacién, procedemos a construir una hipocicloide en el plano. Sean R, r € R tales que R > r.
Fijemos un punto en el plano (xq g, yo.r) y construimos la circunferencia

Cr:={(x,y) eR*| (x—x0r)*+ (y —yor)* = R*}.

Ahora, tomemos un punto (xg,yg) € Cg y sea S el segmento que se crea al unir los puntos (xo.z,Yor) y
(xr,Yr), entonces construimos el punto

(x0.5¥0,) = SN { (x—xp)* + (y—yr)* ="}
Por dltimo, construimos la circunferencia
Cri={(x,y) €R* | (x—x0,)* + (y = y0,)* = r*}.

Se llama hipocicloide al rastro que deja el punto (xg,yg) cuando hacemos rodar sin delizamiento C, sobre
Cg, en una direccidn fija. Vedmoslo graficamente.

Figura 3.1: Dibujo de una hipocicloide tomando r = 3, R = 8.

Nota 3.1. En adelante, suponemos que
(XO,RayO,R) = (070)7 (vayR) = (R,O)
Definicion 3.2. Los puntos de auto-interseccién de una hipocicloide se denominan nodos.

21
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3.3. Parametrizacion trigonométrica

Una vez definido el concepto de hipocicloide, veamos que relacién tiene con lo visto en la seccion 2.2.
Todo parece indicar que cualquier hipocicloide va a coincidir con la imagen de alguna curva plana, y eso
es justo lo que vamos a ver a continuacion.

Proposicion 3.3. Sea H una hipocicloide, entonces existe una curva plana xg , : R — R? tal que
Img(ER,r) =H.

Demostracion. Notar que al girar sin deslizamiento C, sobre Cg un dngulo 8 hasta llegar a la posicién x
obtenemos la siguiente situacion.

(R,0)

Figura 3.2: Parametrizacion de la hipocicloide.

Notar que al no tener deslizamiento los arcos de color rojo son iguales. Por tanto podemos descom-
poner el arco recorrido por C, de forma que

RO=r0+A <= A=(R—r)b.

. <R;r> 0.

En consecuencia, acabamos de encontrar Xg . : R — RR? tal que para todo 8 € R

Asi pues, se tiene que

Xg,(0) = (R—r)eie—i—reie[l*%} =H. 3.1)
O
Nota 3.4. En adelante, siempre que no haya confusion, llamaremos hipocicloide tanto a la curva xg ,
como a su imagen.
3.4. Propiedades afines

A continuacién, vamos a estudiar algunas propiedades de las hipocicloides.

Proposicion 3.5. Una hipocicloide Xg , es cerrada si y solo si § € Q0. Ademads su periodo es 2.
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Demostracion. Notar que

X, es cerrada = 30 € R>o 1.q. Xg ,(0) =Xz ,(0) =R & el = ¢0lI-71 = 1
2k k R
<:>2k17t:—2R, kl,kzeZ@—zzl——@feQm.
1-= ki r r
Por otro lado, se puede comprobar que Xz ,(0) = xg (6 +27). O

Nota 3.6. En adelante, suponemos que Xp , €s cerrada.
Por cuestiones que se tratardn mds adelante, véase Nota 3.17, es conveniente introducir una nueva

notacién para referirnos a las hipocicloides.

Notacion 3.7. Sean
r 14

=—=— =N-— 2
pi=r N&k N—/ (3.2)

4

tales que y es fraccion irreducible, es decir, N, £ son enteros positivos coprimos.

Nota 3.8. Obsévese que si x es el giro de dngulo 27 /N y (G, o) es el grupo de los giros de la hipocicloide
entonces se tiene, G = (x') puesto que N, ¢ son coprimos

Con esta notacion, que nos sera muy ttil mds adelante, podemos reparametrizar la hipocicloide como
vamos a ver en el préximo resultado.

Lema 3.9. Sea una hipocicloide xg , con 5 € Q entonces

Xp,(0) =x,,4(0) = % - (kcos(£0) + fcos(kB),ksen(¢0) — fsen(kB)) VO € R. (3.3)

De hecho, podemos pensar en % como el coeficiente de dilatacion.

Demostracion. El resultado es consecuencia de aplicar la notacién introducida en (3.2) en la parametri-
zacion vista en (3.1). En efecto, notar que

xp.,(6) = <(R— r)cos(8) + rcos (e [1 - RD ,(R—r)sen(6) +rsen <9 [1 - RD)

r r

= RN (kcos(0) 4 £cos (kO /¢) ,ksen(8) — Lcos (k6 /1))
El resultado se tiene haciendo el cambio de pardmetro 6 — £6. O

Nota 3.10. En adelante supondremos que k > ¢. En efecto, obsérvese que en (3.3) se verifica que

X 0(0) = x4, (—0),

y por tanto podemos suponer que k > £. Si k = ¢ como son coprimos entonces son igualesa 1 y N = 2.
En tal caso, sustituyendo nuevamente en (3.3) se tiene que x; ; es en realidad el segmento [—R,R] x {0}.
En consecuencia, podemos asumir que k > £.

Proposicion 3.11. Una hipocicloide cerrada X ; se mantiene invariante si aplicamos cualquiera de los
siguientes movimientos,

1) una simetria respecto al eje de abscisas.
2) una rotacion de dngulo %”

Demostracion.
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1) El resultado se deduce de la paremetrizacion vista en (3.3). En efecto, tomemos un punto (x,y)

Img(x, ¢), equivalentemente,

(x,y) = X ¢(0) para algtin 6 € R.

En consecuencia, se tiene
X 0(—0) = (x,—y) € Img(x ).

2) En primer lugar, probaremos que la curva es invariante por una rotacion de angulo =7 2T Como k =

N — /¢, se tiene que

2km 2k 20m 2w 21
cos <N+€6> = Cos <N+N—N+€9> = COoS (ﬁ [N—9}>.

Aplicando la anterior igualdad se puede comprobar que

R |cos(2km/N)  —sen(2kn/N) Xi,e(e)}_R {kCOS(ﬁ[ZIGr—G])MCOS(k[N—9]
al il

N Len(zkn/m cos(2kx/N) ] ‘ L«i;g(e)

=3

Veamos por udltimo que es invariante por un giro de dngulo 27/N. Dado que k y N son enteros
coprimos podemos aplicar la Identidad de Bézout, para encontrar u,v € Z tales que ku+ Nv = 1. El
angulo se obtiene aplicando u veces el giro de dngulo =7 21 Jado que

2k :
—ﬂ:u:—zjr (ku+NV)—27tv:2—7r—27r *27r. O
N N N N

3.5. Parametrizacion racional

A continuacién, daremos una parametrizacion racional de x; , usando los polinomios de Chebyshev.

Proposicion 3.12. Sea una hipocicloide cerrada x; y entonces

2
sl0) = o (K0 + ) 2 WO (=0 (1)) 7= 1

Demostracion. Elresultado es consecuencia de aplicar (2.1),(2.3),(2.8) en la parametrizacién vista en (3.3).
En efecto, notar que
X 0(0) = RN~ (kcos(£6) +Lcos(kB), ksen(£8) — £sen(k8))
= RN (kTy(cos(0)) + £Ti(cos(0)), ksen(8)Us_1 (cos(8)) — £sen(0)Ui_1(cos(8)))
= RN~ (KTy (7) +LTic (), 20 (1 +2%) " kU1 (1) — U1 (7)]) -
O

En adelante, para simplificar los calculos es conveniente considerar R = 1, en consecuencia trabaja-

remos con la siguiente parametrizacidn racional

WA~ Ua(0]) . 7=15 G

50 = (KB -+ 10 12
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3.6. Parametrizacion proyectiva

El objetivo de esta parte es dar una parametrizacion proyectiva de una hipocicloide cerrada. Notar
que si permitimos que ¢t € C en (3.4), obtenemos una curva cerrada compleja, que llamamos hipocicloide
compleja, que no estd bien definida en t = +i. Sin embargo, esto no es un problema, puesto que repitiendo
el argumento usando en Ejemplo 2.57, tenemos que X , se puede extender a una curva proyectiva

X0 C P2 cuya parametrizacién proyectiva viene dada por

Ry (t,8) = [nk (KTY(E) + LTR(E)) : 2650 (KU1 (€) — U1 () :Nnk}

donde £ = 571 1 = 52 +12.

s2412
+t
Nota 3.13. Obsérvese que los puntos que no estaban definidos en la parametrizacién racional si que estan
definidos en la parametrizacion proyectiva por tanto X, , estd bien definida. Notar que sus componentes
son polinomios homogéneos en dos variables de grado 2k y en consecuencia

gr(Xe ,(t,5)) = 2k.
Gracias a esta parametrizacion proyectiva tenemos el el siguiente resultado.

Lema 3.14. Sea X, , una hipocicloide cerrada compleja,
ij(l,:l:l-) = [1 . ZI:l . 0]

Demostracion. Notar que usando la notacién polinémica introducida en (2.2),(2.4) tenemos que

K o(t,s) = (s +1%)

kZahé +€Zakl§]
—kzag s2 12 i(s? +€Zak s2 )i (P =)
i=0 i=0

Razénese de forma similar para %7 ,. Por tanto, podemos reescribir la parametrizacién proyectiva de X
de forma que

Xk,( kZag, s2 1)k +€Zak, Hk=i(s? — 1),
i=0
-1
gi[(twy) — 2t kZ b€_17l_(s2+t2)k—(i+l)(s2 —l‘2>i _EZ bk_l7i(s2+t2)k—(i+l)(s2 _t2)i> ,
i=0 i=0
\ Xz,é(twg) = N(s* +1*)k.

El resultado se tiene sin més que evaluar el sistema anterior en el punto (1, =+i). En efecto, notar

Ko (1, %) = [(—2)0CD(Ty) : £i(—2)*¢CD(Uy_1) : 0] = [1 : i : 0]. O

3.7. Singularidades, nodos y cuspides

Por tltimo, vamos a usar todo lo visto hasta ahora para probar un resultado acerca de los nodos de
una hipocicloide cerrada. Pero antes eso necesitamos introducir un resultado

Lema 3.15. En las condiciones vistas en (3.2), tal que k > { y N es par se tiene que

U1+ Ui =2TcUs & Te= T+ x(Up-1 +Up1) = Ug +Upa.
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Demostracion. Probaremos que AT2,U? = (Ur—1 + Ug_l)z. Si esto es cierto para todo 8, entonces
72

para valores positivos 8 > 0 muy préximos a cero, ambos lados de la igualdad son positivos, y por tanto
se sigue el resultado.

2 7112 2 _ 1—cos((k—0)0) 1+cos((k—¢)0)
4T%U%_lsen (9)—4( 5 ) ( 5 )

(1+cos(kB)cos(£0) +sen(kB)sen(£0))(1 —cos(kB)cos(£O) + sen(kO)sen(£0))
(1 —sen(kB)sin(£6))? — cos?(kB) cos?(¢£0) = (sen(kB) +sin(£0))>.
En segundo lugar, notar que la segunda ecuacion estd bien definida salvo en el caso ¢ = 1 dado que

estamos considerando U_j, pero esto no supone un problema dado que U_; estd bien definido como
hemos visto en (2.3). Por tanto, la segunda igualdad est4 bien definida. En consecuencia,

T — Tr +x(Up—1 + U;—1) = cos(k6) — cos(£6) 4 cos(0) (sen(ke) sen(£9)>

sen(0)  sen(0)
_sen(B(1+k))  sen(6(—1+1))
~ sen(9) sen(0)

=Ur+Up».

A continuacion, el teorema fundamental de este trabajo.
Teorema 3.16. La hipocicloide cerrada compleja Xy, verifica las siguientes propiedades:
1) El grupo diédrico de orden 2N actiia por simetrias sobre la hipocicloide.
2) Tiene N ctspides distintas todas ellas reales sobre la circunferencia unidad.

3) Tiene N(k —2) nodos, de los cuales N({ — 1) son nodos reales y N(k —{ — 1) nodos complejos no
reales.

4) Su parametrizacion proyectiva es inyectiva fuera de los N(k —2) nodos.
Demostracion.
1) Se sigue de lo visto en Proposicién 3.11.

2) En primer lugar, vamos a estudiar los puntos singulares en la parte afin. Para ello, utilizamos la
siguiente parametrizacién que se obtiene inmediatamente a partir de la parametizacién proyectiva,
vista en la seccidn 3.6.

2ts 2 _ g2

)

N

(0.9 = (KDHE) + 72 -

[kUm&)—wkl(é)}), :

Aplicando tnicamente la regla de la cadena y la Proposicién 2.38 (apartados 3 y 5) se puede compro-
bar que

%!, 42

Shi = AT (U (8) Ui (8)),
%2, s

al;'[ = N(izljftz) [Te (§) = Ti (8)].-

En consecuencia, se tiene el siguiente sistema.

._ %207 ]\]ZjZSizal{Zé)Z[Uffl(g)—"_kal(é)}:O?
Sl"{ 0 ‘:’{ LT ()~ T (E)] = 0.
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Obsérvese que (0, 1) es claramente solucién de S; dado que
T,(1) = (1) = 1.

Por ende, (0,1) es un punto singular.

Ahora supongamos que ts # 0. Aplicando Lema 3.15 se tienen las siguientes propiedades

% o2
1. a/;.[ _ %Tk ‘ (é)UE,1 (é)

ox! §
(2 ) = ST (E)Uy 1 @),

R3]

La primera igualdad es inmediata. Para la segunda igualdad notar que

%2 X! 5
215G — (2 =) G = s (1E) = (8 + £l 1 () + Ui (B))
s2
~ s s (UHE)+ Ui ®)
S2
- MW—I &)Uy ()

En consecuencia podemos considerar el siguiente sistema

0%} _
fo | ST @V ©)
T ox 8 ,
2ts Xk (s —t ) ;l;[ :N%jzi(fZ)ka 1(§)U§—1(§)~

Puesto que ts # 0, entonces notar que
(t,5) es solucion de S| <= (t,s) es solucién de S, = 0.

Obsérvese que

(P T (E)Uy -, (€)=
= {s=0}U{t=0}U{Uy (&) =0}.

$ =0 { 15°Tis () Uy (§) =0,

La dltima equivalencia se obtiene dado que k%f y % — 1 son primos entre si (ver Nota 2.29). Puesto
que podemos calcular explicitamente las raices de U Ny aplicando Proposicion 2.39, se tiene que
(t,s) es solucién de S siy solo si

s2—12 2mmn N
(I,S)E{S—O}U{I—O}U{M—COS (N) GR, m—l,,z—l}

Con lo que tenemos un total de 2 ( % - 1) + 2 = N puntos singulares. A continuacién veamos que
dichas singularidades son efectivamente ctispides. Tomemos el punto singular (0, 1), entonces se
puede comprobar que

%00 =00, %,00=(T300). g0 (K ©-A),
Por tanto, de acuerdo con lo visto en Definicién 2.19 tenemos que (0, 1) es una cuspide. Puesto que
la hipocicloide se mantiente invariante al aplicar un giro de dngulo 27 /N, como hemos visto en Pro-
posicién 3.11, entonces aplicamos los N posibles giros al punto X, ,(0,1) = (1,0) y en consecuencia
se tiene el resultado. '

Para el caso impar, la principal hay que considerar (2k,2¢) en lugar de (k,/) y en ese caso todo aparece
por duplicado y hay que dividir por 2 ya que estamos recorriendo la curva dos veces.
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3) De momento hacemos el caso N par. En primer lugar, puesto que tenemos un nimero par de ctispides
notar que hay exactamente dos cuspides sobre la recta Ly = {y = 0}. En efecto, por el apartado
anterior sabemos que (0,1) es una cuspide y aplicando sobre ¥, ,(0,1) = (1,0) un giro de dngulo
N/2-2n/N = & tenemos que (—1,0) es otra cispide. En resumen, sobre Ly hay dos cispides y en
muchas ocasiones nodos, notar que si £ = 1,N = 8 no hay nodos sobre L.

En segundo lugar, en caso de que existan, veamos como pueden ser dichos nodos sobre L. Puesto
que existe una simetria respecto de la recta Ly tenemos los siguientes casos

Sin embargo, los casos con forma de pardbola no son posibles puesto que

a~1
(&,=0}n { ;’;’f — 0} —0.

En efecto, por 2) se tiene que

dg}

o (65) = 0= {s = 0}U{r = 0}U{Tiys(§) = O}U{Uy_,(§) = O}
No obstante, como estamos interesados exclusivamente en los nodos interiores debemos desechar
los casos t = s = 0 ya que son cuspides, como hemos visto anteriormente. Por tanto, aplicando las

proposiciones 2.28,2.39 respectivamente tenemos que

) {51=cos<%),m:0,...,’%£—l},
’k’()’(t,s) =0+ v

dt
{& =cos (2;7\]71)) Jm= 1,...,%— 1}.

Sin embargo, se puede comprobar que al sustituir &; en X,%/(t,s) no hay raices, salvo las descartadas
s=t=0.

En resumen, hemos visto que sobre L tenemos dos cispides ubicadas en (1,0),(—1,0) y, en el caso
que existan nodos, intersecan a Ly en forma de cuispide.

En tercer lugar, notar que sin pérdida de generalidad podemos suponer que las cispides son de la
forma (¢2,#%) y aplicando el teorema de Bézout tenemos que

Lo(%,(t,5) =2k & Lo(t*,')=3 & Ly(a)=2
donde « es un nodo. Por tanto, sobre Ly tenemos que

2k=3-2+2-#nodos < #nodos = k — 3.
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Pero notar que tenemos N /2 casos como el de Ly y por tanto tenemos que de momento hay %(k -3)
nodos. Sin embargo, notar que faltan por contar los nodos que se encuentran sobre la recta Lo, que
es la recta Ly tras aplicarle un giro de dngulo 7/N. Para poder contarlos, vamos realizar el giro
comentado anteriorme, para ello basta hacer el cambio 6/ — 6¢+ 7 en (3.3). En tal caso, se puede

comprobar que

Rlr.9) =007 = (0 -k )

2 (KU (E) + Ui (é))) |

Notar que ahora tenemos una situacion muy similar a la vista anteriormente con Lg, salvo por el hecho
que no hay cuspides sobre Lj y que

{i}i[ = 0} N { a?}j = 0} =2,

2k =2 -#nodos +2 < #nodos =k — 1.

Por tanto, sobre Ly hay

De nuevo, notar que tenemos N /2 casos y por tanto tenemos %(k — 1) nodos. Sumando los nodos
totales que tenfamos en los casos Lo y Lo concluimos que hay

N N

—(k—3)+ =(k—1) =N(k—2) nodos.
2 2
Para el caso impar, notar que al considerar la recta Ly tenemos que sobre €sta s6lo hay una tangente
vertical, una cuspide y al menos un nodo, en consecuencia se tiene

2k=3-1+1+2-#nodos < #nodos =k — 2.

Notar que hay N casos como éste, y por tanto hay N(k — 2) nodos y estos son todos dado que el caso
Ly coincide con el caso Ly.

Veamos cudntos nodos son reales, tanto en el caso par como el impar, vamos a numerar las N cispides
en sentido antihorario de forma que

Ci=&™IN =0, N—1.

Sea Lc,c,., €l segmento cuyos extremos son C; y C;y¢. En particular, si i = 0 notar que sobre el
arco de L¢,c, hay exactamente ¢ — 1 cuspides y las lineas que forman la cispide C;, 0 < j </
intesecan a L¢, c, en exactamente dos puntos distintos pues de no ser asi tendriamos un nodo con
multiplicidad 3, lo que contradice que los nodos estén en forma de cuspide. Por tanto, sobre Lc, c,
tenemos 2(¢ — 1) nodos reales. Puesto que tenemos N casos como que acabamos de ver, y en tal caso
estariamos contando cada nodo dos veces, entonces se tiene el resultado.

4) Es inmediato, puesto que todos los puntos singulares son cuspides. O

Nota 3.17. Obsérvese que la notacion introducida en (3.2) estd completamente justificada dado que
al considar una hipocicloide X, ;, sabemos inmediatamente el nimero de cuspides que tiene y como
dibujarla por lo visto en Nota 3.8 y Teorema 3.16.
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Capitulo 4

Conclusiones

En el transcurso de esta investigacién centrada en las hipocicloides cerradas, hemos explorado con
detenimiento las propiedades matemadticas de estas fascinantes curvas geométricas. A lo largo de este
estudio, se han revelado aspectos notables en el que destacamos:

1. Complejidad Matematica: Las hipocicloides cerradas han demostrado ser objeto de estudio pro-
fundo y desafiante desde el punto de vista geométrico.

4.1. Aplicaciones de las hipocicloides

Las hipocicloides cerradas tienen diversas aplicaciones en la vida real. Algunas de estas aplicaciones
incluyen:

1. Disefio de Engranajes y Transmisiones: Las hipocicloides cerradas son fundamentales en el disefio
de engranajes y sistemas de transmision mecdnica. Su capacidad para generar movimientos suaves
y eficientes es esencial en maquinaria industrial, automoviles y otros dispositivos mecédnicos.

2. Disefio de Mecanismos de Relojeria: En la relojeria, las hipocicloides cerradas son esenciales en
el disefio de mecanismos de relojes. Estas curvas contribuyen a la precisién en el movimiento de
las manecillas y a la durabilidad de los engranajes.

Figura 4.1: Engranaje planetario.

4.2. Futuras investigaciones

A continuacidén, dejamos unas lineas de posible investigacion en un futuro:

31
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Conclusiones

1. La extension de las férmulas que involucran a los polinomios Chebyshev a los niimeros enteros y
complejos.

2. El estudio de las hipocloides cuando § ¢ Q.
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