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Abstract

Let's imagine a complex dataset. We can describe it in terms of the relevant data that pro-
vides information about the set and the secondary data that introduces redundancies and noise.
This concept is particularly interesting in compression programs (such as zip, tar, ...), feature
selection, or analyzing the complexity of a dataset. We will use the concept of e�ective dimension
to quantify the relevant information.

Now, consider a �gure that is not exactly 2D or 3D but occupies an intermediate space. These
are fractals, objects that challenge intuition by having non-integer dimensions. For their study,
we will introduce the concept of fractal dimensions.

Throughout the document, we will encounter concepts such as Kolmogorov complexity, along
with di�erent theorems that will lead us to prove that algorithmic dimensions (such as e�ective
dimension) of points in a speci�c set can establish the fractal dimensions of that set.

The dataset we will work with is the set of probability measures. In other words, all the
concepts developed are oriented towards probability measures. Therefore, it is necessary to begin
the document with a chapter explaining the speci�c metric that will be used: the Prokhorov me-
tric. We will demonstrate that the set of probability measures, together with this metric, forms
a metric space, which also inherits some characteristics from the original set.

We will conclude by showing an example in which we compute the e�ective dimension of the
measures from a speci�c set. Applying the theorems studied, we establish the fractal dimensions
of that set. The purpose of this example is to provide an idea of the steps that need to be followed
to de�ne or bound fractal dimensions.
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Capítulo 1

Convergencia débil de medidas de
probabilidad y métrica de Prokhorov

La métrica de Prokhorov tiene especial relevancia en varios campos de las matemáticas como
la teoría de la probabilidad, la estadística o la teoría de la información. Proporciona una dis-
tancia entre dos distribuciones de probabilidad y nos permite cuanti�car el grado de similitud
entre ellas. A lo largo de este capítulo exploraremos sus propiedades y veremos que bajo ciertas
condiciones, la convergencia bajo esta métrica es equivalente a la convergencia débil, que es un
tipo de convergencia entre variables aleatorias muy utilizado.

Comenzamos viendo dos conceptos fundamentales que serán necesarios en los posteriores
apartados: el espacio métrico y las medidas de Borel �nitas. La idea de espacio métrico propor-
ciona una estructura matemática que nos permite medir distancias entre puntos de un conjunto.

De�nición 1. Sea X un conjunto. Una aplicación d : X×X → R es una métrica si ∀x, y, z ∈ X
cumple las siguientes condiciones:

(1) d(x, y) ≥ 0

(2) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

(3) d(x, y) = d(y, x)

(4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (desigualdad triangular)

Denominamos espacio métrico al par (X, d).

Las medidas de Borel de probabilidad asignan probabilidades a conjuntos borelianos, es decir,
a conjuntos que pertenecen a la σ-álgebra generada por los conjuntos abiertos de un espacio
métrico X. A dicha σ-álgebra la denotaremos B(X).

De�nición 2. Sea (X,B(X)) un espacio métrico. Una medida de Borel �nita es una aplicación
µ : B(X) → [0,∞) nula en ∅ y numerablemente aditiva, es decir, tal que:

1. µ(∅) = 0

2. Si A1, A2, ... ∈ B(X) son conjuntos medibles disjuntos entre sí, entonces

µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai)

Si además µ(X) = 1 llamaremos a µ medida de Borel de probabilidad.

1



2 Capítulo 1. Convergencia débil de medidas de probabilidad y métrica de Prokhorov

Nuestro interés será estudiar la distancia entre diferentes medidas de Borel de probabilidad. A
partir de aquí, siempre que se nombren medidas serán medidas de Borel. Es importante conocer la
siguiente propiedad de las medidas de probabilidad para alguno de los teoremas que mostraremos
en este capítulo.

De�nición 3. Sea (X,B(X)) un espacio métrico. Decimos que una medida de probabilidad µ
es ajustada si para todo ϵ > 0 existe un compacto K ⊂ X tal que µ(K) > 1− ϵ. Un conjunto de
medidas Π se dice que es ajustado si para todo ϵ > 0 y para toda µ ∈ Π existe un compacto K
tal que µ(K) > 1− ϵ.

1.1. Convergencia débil de medidas

La convergencia débil de medidas describe cómo una sucesión de medidas se comporta al
acercarse a una medida límite. La idea es que cuando la sucesión avanza, las medidas se vuelven
más parecidas a la medida límite en términos de sus propiedades estadísticas o características de
distribución.

Sea (X, d) un espacio métrico y denotemos

Cb(X) := {f : X → R | f es continua y acotada}

Notar que toda f ∈ Cb(X) es integrable respecto de cualquier medida de Borel �nita en X.

De�nición 4. Sean µ, µ1, µ2, ...medidas �nitas de�nidas sobreX. Decimos que (µn)n∈N converge

débilmente a µ, y lo denotamos como µn ⇒ µ, si∫
X
f · dµn −→

∫
X
f · dµ cuando n → ∞ ∀f ∈ Cb(X)

El siguiente resultado establece criterios útiles para veri�car la convergencia débil de sucesio-
nes de distribuciones de probabilidad. Por motivos de espacio lo enunciamos sin demostración,
pero se puede encontrar la demostración en [1].

Teorema 1.1 (Teorema de Portmanteau). Sean (X, d) un espacio métrico y µ, µ1, µ2, ...
medidas de probabilidad de�nidas sobre X. Son equivalentes:

i) µn ⇒ µ

ii)
∫
X f · dµn −→

∫
X f · dµ para toda función f acotada y uniformemente continua.

iii) ĺım supn→∞ µn(C) ≤ µ(C) para todo cerrado C ⊆ X.

iv) ĺım infn→∞ µn(U) ≥ µ(U) para todo abierto U ⊆ X.

v) µn(A) −→ µ(A) para todo boreliano A ⊆ X con µ(∂A) = 0, donde ∂A denota la frontera

de A.

Veamos un ejemplo para ilustrar el signi�cado de estas condiciones.

Ejemplo 1. Sea (X, ρ) un espacio métrico, y δx una medida de probabilidad sobre B = B(X)
de�nida como δx(A) = IA(x), donde IA(· ) denota la función indicadora. Si xn → x0 y f es
continua, tenemos que ∫

X
f · dδxn = f(xn) −→ f(x0) =

∫
X
f · dδx0 (1.1)

y por tanto δxn ⇒ δx0 . De hecho vamos a comprobar que esta convergencia débil es equivalente
a la convergencia puntual.
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Denotamos la distancia entre x y un conjunto F como ρ(x, F ) = ı́nf{ρ(x, a) : a ∈ F}. Toma-
mos ϵ > 0 y para C ∈ X cerrado de�nimos la función continua f(x) = máx {1− ρ(x,C)/ϵ, 0}.
Suponemos que los xn son todos diferentes de x0, por ejemplo, x0 = 0 y xn = 1/n. Entonces si
tomamos C = {x0} se cumple la desigualdad (iii) de forma estricta:

0 = ĺım sup
n→∞

δxn({x0}) < δx0({x0}) = 1

y si U = {x0}c se cumple la desigualdad (iv) de forma estricta:

1 = ĺım inf
n→∞

δxn({x0}c) > δx0({x0}c) = 0

Además notar que si tomamos A = {x0} no se cumple la convergencia δxn(A) → δx0(A), pero
el teorema no se contradice porque δx0(∂{x0}) = δx0({x0}) = 1 ̸= 0.

Por otro lado, si xn ↛ x0, ∃N > 0 tal que ρ(x0, xn) > ϵ ,∀n > N . Entonces si C = {x0} se
tiene que f(x0) = 1 y f(xn) = 0 , ∀n > N . Luego no se cumple (1.1) y δxn ⇏ δx0 .

En conclusión, δxn ⇒ δx0 ⇐⇒ xn → x0.

Es interesante ver la relación entre la convergencia débil y la convergencia en distribución
dado que en ocasiones son utilizadas indistintamente en el contexto de la teoría de la probabilidad
y la estadística.

Ejemplo 2 (Equivalencia entre convergencia en distribución y convergencia débil cuando S = R).
Hay que recordar que dado un espacio de probabilidad (Ω,A, P ) y un espacio medible (S,B(S)),
una variable aleatoria es una función Y : Ω → S tal que Y −1(B) ∈ A para todo B ∈ B(S). Si
S = R se llama función de distribución de la variable aleatoria a la función F : R → [0, 1] tal
que F (x) = P (ω ∈ Ω : Y (ω) ≤ x).

Sea (Yn)n∈N una sucesión de variables aleatorias tomando valores en S = R y (Fn)n∈N su
correspondiente sucesión de funciones de distribución. Diremos que Yn converge a en distribución

a una variable aleatoria Y con función de distribución F , y lo denotaremos como Yn
D−→ Y , si

para todo punto de continuidad de F se tiene

ĺım
n→∞

Fn(x) = F (x). (1.2)

En este caso µn representa la medida de probabilidad engendrada por Yn sobre los borelianos
de R, esto es µn(A) = P (ω ∈ Ω : Yn(ω) ∈ A), para todo A ∈ B(R). Por (1.1.v) es claro que la
convergencia débil implica la convergencia en distribución pues basta con tomar A = (−∞, x].
Además, si Yn converge en distribución a Y , entonces por el teorema de la convergencia dominada
[9] (página 335) se tiene que la sucesión veri�ca el teorema (1.1.ii) y por tanto, sus medidas de
probabilidad subyacentes convergen débilmente.

1.2. Métrica de Prokhorov

Vamos a ver cómo una métrica d sobre un espacio X genera una distancia entre medidas de
probabilidad de�nidas sobre X. Esta métrica se llama la métrica de Prokhorov. A continuación,
veamos cómo se de�ne.

De�nición 5. Sea (X, d) un espacio métrico. Denotamos

P = P(X) := medidas de Borel de probabilidad en X

Tomamos µ, ν ∈ P y de�nimos la métrica de Prokhorov sobre P (inducida por d) como la función

dP (µ, ν) := ı́nf {α > 0 : µ(A) ≤ ν(Aα) + α, ν(A) ≤ µ(Aα) + α ∀A ∈ B(X)}

donde
Aα := {x : d(x,A) < α} si A ̸= ∅ y ∅α = ∅ ∀α > 0
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Notar que cualquier α ≥ 1 pertenece al conjunto que de�ne dP , luego el ín�mo está bien
de�nido. Veamos que efectivamente es una métrica.

1. Es directo que dP (µ, ν) ≥ 0 y dP (µ, ν) = dP (ν, µ) ∀µ, ν ∈ P.

2. Por un lado, para todo A ∈ B(X) y α > 0, A ⊆ Aα, luego µ(A) ≤ µ(Aα) + α, por tanto
dP (µ, µ) ≤ α y se tiene que dP (µ, µ) = 0.

Por otro lado, si dP (µ, ν) = 0, entonces existe una sucesión αn ↘ 0 tal que µ(A) ≤
ν(Aαn) + αn y ν(A) ≤ µ(Aαn) + αn para todo n. Como A = ∩nAαn , donde A denota la
clausura de A, tenemos que µ(A) ≤ ν(A) y ν(A) ≤ µ(A). De ahí se sigue que µ(A) = ν(A)
para todo cerrado A. Es trivial que los borelianos A tales que µ(A) = ν(A) tienen estructura
de σ-álgebra. Como esta σ-álgebra contiene a los abiertos, incluye a la σ-álgebra de los
borelianos y tenemos que µ = ν.

3. Demostramos ahora la desigualdad triangular : sean µ, ν, η ∈ P. Tomamos α > 0 tal que

µ(A) ≤ η(Aα) + α, η(A) ≤ µ(Aα) + α ∀A ∈ B(X)

y β > 0 tal que

ν(A) ≤ η(Aβ) + β, η(A) ≤ ν(Aβ) + β ∀A ∈ B(X).

Luego para todo A ∈ B(X) tenemos que

µ(A) ≤ η(Aα) + α ≤ ν((Aα)β) + α+ β

ν(A) ≤ η(Aβ) + β ≤ µ((Aβ)α) + β + α

Notar que (Aα)β ⊆ Aα+β . Dado que si x ∈ (Aα)β ⇒ d(x,Aα) < β ⇒ ∃y ∈
Aα tal que d(x, y) < β y como y ∈ Aα ⇒ ∃a ∈ A tal que d(y, a) < α, luego d(x, a) ≤
d(x, y) + d(y, a) < α+ β, por tanto x ∈ Aα+β . De igual manera (Aβ)α ⊆ Aα+β .

Por tanto para todo A ∈ B tenemos que

µ(A) ≤ ν(Aα+β) + α+ β

ν(A) ≤ µ(Aα+β) + α+ β

y por la de�nición, dP (µ, ν) ≤ α+ β. Tomando ín�mos sobre α y β obtenemos

dP (µ, ν) ≤ dP (µ, η) + dP (η, ν).

Observar que P con esta métrica es acotado dado que la distancia entre dos medidas de
probabilidad es siempre menor o igual que 1.

Ejemplo 3. Sea (X, d) un espacio métrico:

1. Dados x0, x1 ∈ X, la distancia de Prokhorov entre sus medidas indicadoras es

dP (δx0 , δx1) = mı́n {d(x0, x1), 1}

Si d(x0, x1) ≥ 1, tomando un conjunto A ∈ B(X) tal que x0 ∈ A, x1 /∈ A y d(x1, A) ≥ 1,
es claro que sólo con α ≥ 1 se cumple la desigualdad δx0(A) ≤ δx1(Aα) + α.
Supongamos ahora que d(x0, x1) = r < 1. Si tomamos un conjunto A ∈ B(X) tal que
x0 ∈ A y x1 /∈ A, la desigualdad δx1(A) ≤ δx0(Aα) + α se cumple para todo α ≥ 0. Si
d(x1, A) = r (lo que se veri�ca en particular con A = {x0}), tomando α = r se cumple
la desigualdad δx0(A) ≤ δx1(Aα) + α, dado que x1 ∈ Aα, y no se veri�ca para α < r. En
cambio si d(x1, A) < r, basta tomar α = d(x1, A) para que se cumpla dicha desigualdad.
Análogo si tomamos un conjunto que contenga a x1 y no a x0. En el caso de tomar conjuntos
que contengan ambos puntos o ninguno, se cumple la de�nición de la métrica de Prokhorov
para cualquier α ≥ 0. Ello demuestra que el ín�mo de la de�nición es r, y por tanto, el
resultado.
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2. Sean µ y ν las siguientes medidas de distribución uniforme con diferente soporte:

µ : B(X) −→ [0, 1] dada por µ(A) =

∫
A∩[0,1]

dx

ν : B(X) −→ [0, 1] dada por ν(A) =

∫
A∩[1,2]

dx

Si tomamos el conjunto A = (0, 12), el mínimo α con el que se cumplen las desigualdades
que de�nen la distancia de Prokhorov es 1

2 :

µ(A) =
1

2
= 0 +

1

2
= ν(A 1

2
) +

1

2
ν(A) = 0 ≤ 1 +

1

2
= µ(A 1

2
) +

1

2

Veamos que estas desigualdades se cumplen para cualquier conjunto. Sea A ∈ B(X). Si
µ(A) = ν(A), se cumplen las desigualdades para todo α ≥ 0. Suponemos ahora que µ(A) >
ν(A). Si µ(A) − ν(A) ≤ 1

2 , es directo que las desigualdades se cumplen para α = 1
2 . Si

µ(A) − ν(A) > 1
2 , entonces necesariamente µ(A) = 1

2 + β para algún β > 0 y por tanto
ν(A 1

2
) ≥ β, ya que A debe concentrar al menos una probabilidad de β en el intervalo

[
1
2 , 1
]
.

Luego µ(A) ≤ ν(A 1
2
) + 1

2 , y la otra desigualdad es trivial. Análogo si µ(A) < ν(A).

Notar que si tomamos los soportes separados a distancia mayor o igual que 1, la distancia
entre las medidas sería 1.

A continuación veremos una interesante propiedad de esta métrica que nos facilitará los
cálculos a la hora de calcular la distancia de Prokhorov entre medidas y nos servirá posteriormente
para demostrar algunos teoremas.

Proposición 1. Sea (X, d) un espacio métrico y µ, ν ∈ P. Si para todo A ∈ B(X) se cumple

µ(A) ≤ ν(Aα)+α, entonces dP (µ, ν) ≤ α. Es decir, si para todo conjunto boreliano A se cumple

una de las desigualdades de la de�nición de la métrica de Prokhorov, entonces se cumple la otra

desigualdad también.

Demostración. Notar que los siguientes contenidos son equivalentes:

A ⊆ X \Bα y B ⊆ X \Aα (1.3)

porque ambos son equivalentes a

d(x, y) > α ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

Dado A, tomamos B = X \Aα que cumple la primera desigualdad de la de�nición de la métrica

µ(B) ≤ ν(Bα) + α

luego
µ(Aα) = 1− µ(B) ≥ 1− ν(Bα)− α = ν(X \Bα)− α ≥ ν(A)− α.

donde la última desigualdad se deduce de (1.3). □

Ejemplo 4. Sea µ una medida de distribución uniforme con soporte [0, 1] y, dado n ∈ N lo
su�cientemente grande, ν una medida de distribución uniforme con soporte [ 1n , 1]. Veamos que
la distancia entre ambas medidas cumple que dP (µ, ν) ≤ 1

n . Notar que fuera del intervalo [0, 1]
ambas medidas son nulas, luego podemos restringir el estudio a ese intervalo. Notar además que,
por la proposición 1, basta comprobar la primera igualdad únicamente.

Si A = [0, 1], entonces µ(A) = 1 y ν(A) = 1.
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Si A = [m, p] con 0 ≤ m < p ≤ 1
n , se cumple la primera desigualdad:

µ(A) = p−m ≤ ν(A 1
n
) +

1

n

Si A = [m, p] con 1
n ≤ m < p ≤ 1, tenemos que µ(A) = p−m y ν(A) = n

n−1(p−m). Aquí
n

n−1 > 1, ν(A) > µ(A), y la primera desigualdad se satisface para cualquier α.

Si A = [m, p] con 0 ≤ m < 1
n < p ≤ 1, la desigualdad que de�ne esta métrica se cumple

para α = 1
n tanto si p < 1− 1

n :

µ(A) = p−m ≤ n

n− 1
p+

1

n
= ν(A 1

n
) +

1

n
,

como si p ≥ 1− 1
n :

µ(A) = p−m ≤ p ≤ 1 +
1

n
= ν(A 1

n
) +

1

n
,

donde la segunda desigualdad se cumple para todo n > 0.

Si A es cualquier boreliano con µ(A) = p, tomamos B = [0, p], que satisface ν(A 1
n
) ≥

ν(B 1
n
), y por los casos anteriores tendríamos que p = µ(B) ≤ ν(B 1

n
) + 1

n . por lo que

ν(A 1
n
) + 1

n ≥ ν(B 1
n
) + 1

n ≥ µ(B) = µ(A).

Por tanto, se cumple que dP (µ, ν) ≤ 1
n , luego si n → ∞ se tiene que dP (µ, ν) → 0 y ν converge

en la métrica de Prokhorov a µ.

El siguiente lema sobre existencia de recubrimientos especiales nos ayudará a demostrar que
si el espacio métrico es separable, la convergencia en la métrica de Prokhorov es equivalente a
la convergencia débil. Esto concuerda con el último ejemplo que hemos visto dado que [0, 1] es
un conjunto separable y conocemos que µn ⇒ µ (ya que se da la convergencia en distribución).
Recordemos primero la de�nición de espacio métrico separable.

De�nición 6. Sea (X, d) un espacio métrico, diremos que es separable si posee un subconjunto
denso y contable.

A continuación, introducimos un lema técnico.

Lema 1. Sea (X, d) un espacio métrico separable y µ una medida de Borel �nita de�nida sobre

X. Para cada δ > 0 existen bolas abiertas (o cerradas) contables B1, B2, ... tales que⋃
i∈N

Bi = X,

el radio de Bi < δ para todo i ∈ N,

µ(∂Bi) = 0 para todo i ∈ N.

Demostración. Sea D un conjunto denso en X, x ∈ D y S(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) = r}.
Notar que la frontera de las bolas abiertas o cerradas con centro en x y radio r está contenida en
S(x, r). Dado δ > 0, tomamos S := {S(x, r) : δ/2 < r < δ}. La colección S es disjunta y como
mucho un número contable de sus elementos tiene medida no nula. Puesto que S es no contable
existe un r ∈ (δ/2, δ) tal que µ(S(x, r)) = 0. De este modo para cada x ∈ D podemos encontrar
una bola abierta (o cerrada) B(x, r) con radio r ∈ (δ/2, δ) tal que µ(∂B(x, r)) = 0. Ahora, como
D es denso, estas bolas cubren todo X, y como D es contable, tenemos un número contable de
bolas B1, B2, .... □
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Ahora ya estamos en condiciones de demostrar la equivalencia entre convergencia débil y
convergencia en la métrica de Prokhorov.

Teorema 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico separable y µ, µ1, µ2, ... ∈ P, entonces

µi ⇒ µ ⇐⇒ dP (µi, µ) → 0.

Demostración. ⇐) Si dP (µi, µ) → 0, existe una sucesión (αi)i∈N ↘ 0 cumpliendo

µi(A) ≤ µ(Aαi) + αi y µ(A) ≤ µi(Aαi) + αi ∀A ∈ B(X).

Se sigue que ∀A ∈ B(X)

ĺım sup
i→∞

µi(A) ≤ ĺım sup
i→∞

(µ(Aαi) + αi) = ĺım
i→∞

µ(Aαi) = µ(A),

donde la última desigualdad se deduce por el teorema de continuidad de las medidas de probabi-
lidad (el límite de la medida de sucesos contenidos en sentido decreciente es la medida de la inter-
sección de todos ellos). En particular, para cada conjunto cerrado C ⊆ X, ĺım sup

i→∞
µi(C) ≤ µ(C),

y por el Teorema de Portmanteau tenemos que µi ⇒ µ.

⇒) Suponemos ahora que µi ⇒ µ. Sea ϵ > 0 y queremos ver que ∃N > 0 tal que para todo
i ≥ N se tiene dP (µ, µi) ≤ ϵ, es decir, µi(B) ≤ µ(Bϵ) + ϵ y µ(B) ≤ µi(Bϵ) + ϵ ∀B ∈ B(X).
Tomamos δ > 0 con δ < ϵ/3. Gracias al lema anterior, podemos tomar un conjunto de bolas
abiertas disjuntas {Bi}i∈N con radio r < δ/2, tales que

⋃
j∈NBj = X y µ(∂Bj) = 0 para todo

j ∈ N. Elijo k de manera que se cumpla

µ(
k⋃

j=1

Bj) ≥ 1− δ.

De�nimos la colección �nita de conjuntos abiertos que se pueden formar combinando {Bi}i≤k

A :=

⋃
j∈J

Bj : J ⊂ {1, ..., k}


Utilizaremos esa colección para aproximar los conjuntos borelianos. Notar que para cada A ∈ A,

∂A ⊆ (∂B1 ∪ ... ∪ ∂Bk) ⇒ µ(∂A) ≤ µ(∂B1) + ...+ µ(∂Bk) = 0 ⇒ µ(∂A) = 0

Por el Teorema de Portmanteau (v), si µi ⇒ µ, entonces ∃ N > 0 tal que para todo i > N
µ(A) < µi(A) + δ para todo A ∈ A. Dado B ∈ B(X), sea A la unión de los conjuntos B1, ..., Bk

que intersecan con B, y tenemos que:

B = [B ∩
⋃
j≤k

Bj ] ∪ [B ∩
⋃
j>k

Bj ] ⊆ A ∪
⋃
j>k

Bj (1.4)

µ(
⋃
j>k

Bj) < δ (1.5)

µ(A) < µi(Aδ) + δ (1.6)

A ⊂ Bδ = {x : d(x,B) < δ} dado que el diámetro de cada Bj es menor que δ (1.7)

B2δ ⊆ Bϵ (1.8)

Por lo tanto

µ(B) ≤
(1.4)

µ(A) + µ(
⋃
j>k

Bj) ≤
(1.5)

µ(A) + δ ≤
(1.6)

µi(Aδ) + 2 δ ≤
(1.7)

µi(B2δ) + 2 δ ≤
(1.8)

µi(Bϵ) + ϵ

Dado que es cierto para todo B ∈ B(X), por la proposición anterior dP (µi, µ) ≤ ϵ ∀i ≥ N . □
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Veamos ahora que el espacio métrico de las medidas de probabilidad sobre el espacio original
junto con la métrica de Prokhorov hereda las buenas propiedades de separabilidad y completitud
del espacio métrico original.

Teorema 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico separable, entonces (P(X), dP ) es separable.

Demostración. Buscamos un conjunto en P(X) que sea contable y denso. Sea ϵ > 0 y δ > 0
con δ < ϵ/3, por el lema 1 tomamos un conjunto contable de bolas abiertas con centros disjuntos
{Bi}i∈N con radio r < δ/2, tales que

⋃
j∈NBj = X y µ(∂Bj) = 0 para todo j ∈ N. Para cada

Bi ̸= ∅ elegimos xi ∈ Bi disjuntos y de�nimos

M := { r1δx1 + ...+ rnδxn : r1, ..., rn ∈ Q ∩ [0, 1],

n∑
j=1

rj = 1, n = 1, 2, ... }

Es claro que M es contable por serlo el conjunto de bolas {Bi}i∈N. Dado µ ∈ P(X), elegimos
k de manera que µ(

⋃
i>k Bi) < δ. Ahora podemos coger

ν = r1δx1 + ...+ rkδxk
∈ M cumpliendo

∑
i≤k

| ri − µ(Bi) | < δ

Tomamos B ∈ B(X) y sea I el conjunto de índices i ≤ k tales que Bi ∩ B ̸= ∅. Denotamos
A =

⋃
i∈I Bi. Entonces

µ(B) ≤ µ(A) + δ =
∑
i∈I

µ(Bi) + δ ≤
∑
i∈I

ri + 2δ = ν(A) + 2δ ≤ ν(Bδ) + 2δ ≤ ν(Bϵ) + ϵ

Como es cierto para todo B ∈ B(X), por la proposición anterior dP (µ, ν) ≤ ϵ, ∀ ϵ > 0. Luego
M es denso en P(X) y (P(X), dP ) es separable. □

Antes del siguiente resultado sobre completitud del espacio de medidas de probabilidad,
conviene recordar algunas de�niciones así como enunciar un teorema del que haremos uso en la
demostración.

De�nición 7. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesión {xn} es d-fundamental o de Cauchy

si para todo ϵ > 0, existe N tal que d(xn, xm) < ϵ para cualesquiera n,m > N . Si toda sucesión
de Cauchy es convergente, diremos que el espacio métrico es completo.

Una familia V de subconjuntos de X se dice recubrimiento de A si A ⊆
⋃
V. Si V es recubri-

miento de A y existe W ⊆ V subfamilia de V que es también recubrimiento de A, diremos que V
posee un subrecubrimiento W de A.

De�nición 8. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que un subconjunto K ⊆ X es compacto
si todo recubrimiento abierto de K posee un subrecubrimiento �nito.

Recordar que los conjuntos compactos tienen la propiedad de que cualquier sucesión del con-
junto tiene una subsucesión convergente.

El siguiente teorema hace uso de la de�nición 3. La demostración se puede encontrar en [1].

Teorema 1.4 (Teorema de Prokhorov). Sea (X, d) un espacio métrico completo separable y

sea E ⊂ P. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(a) E es compacto en P.

(b) E es un conjunto ajustado de medidas de probabilidad.
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Ahora estamos ya en condiciones de enunciar nuestro resultado sobre separabilidad y com-
pletitud.

Teorema 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico separable y completo, entonces (P(X), dP ) es com-

pleto.

Demostración. Sea {µn} ⊂ P(X) una sucesión dP -fundamental. Es su�ciente ver que se trata
de una sucesión ajustada de medidas, dado que por el teorema 1.4, eso implica que la clausura
de dicha sucesión es compacta, y por tanto, contiene una subsucesión convergente con respecto
a la distancia dP . De lo que deducimos que µn es convergente, al ser dP -fundamental.

Veamos que ∀ ϵ > 0 y ∀ δ > 0 existe una colección �nita de δ-bolas Bi tales que

µn(B1 ∪ · · · ∪Bm) > 1− ϵ para todo n. (1.9)

La propiedad de ser una sucesión ajustada de medidas se conseguiría tomando la clausura de
(B1 ∪ · · · ∪ Bm). Elegimos η de manera que 0 < 2η < mı́n{ϵ, δ}. Por otro lado, tomamos n0 tal
que para todo n ≥ n0 tenemos dP (µn0 , µn) < η. Como X es separable contiene un subconjunto
denso D, luego podemos cubrir X con bolas cerradas Ai = B(xi, η) con xi ∈ D. Ahora elegimos
m cumpliendo que µn(A1 ∪ · · · ∪ Am) > 1 − η para cada n ≤ n0. Denotamos Bi = B(xi, 2η).
Entonces para n ≥ n0 se tiene

µn(B1 ∪ · · · ∪Bm) ≥ µn((A1 ∪ · · · ∪Am)η) ≥ µn0(A1 ∪ · · · ∪Am)− η ≥ 1− 2η ≥ 1− ϵ.

Y para n ≤ n0 se tiene

µn(B1 ∪ · · · ∪Bm) ≥ µn(A1 ∪ · · · ∪Am) ≥ 1− η ≥ 1− ϵ.

Por tanto, B1, . . . , Bm veri�can (1.9). Si llamamos K a la clausura de la unión del conjunto de
bolas Bi, tenemos que K es cerrado y totalmente acotado, luego es compacto y se cumple que

µn(K) ≥ 1− ϵ para todo n.

□

En resumen, tenemos que si (X, d) es un espacio métrico separable y completo, entonces el
espacio métrico (P(X), dP ) es separable, completo y la convergencia débil es equivalente a la
convergencia en la métrica de Prokhorov.





Capítulo 2

Las dimensiones fractales y la teoría de
la información

Las dimensiones fractales extienden la noción geométrica de dimensión entera de un objeto
a otros valores reales. Un fractal es un objeto geométrico de dimensión fractal no entera, por
ejemplo, los conjuntos autosimilares que exhiben autosimilitud a cualquier escala. Los fractales
se encuentran en áreas de estudio muy variadas como las matemáticas, la física, la biología, la
informática o el arte. En la naturaleza, muchos fenómenos y estructuras exhiben características
fractales. Las dimensiones fractales son una medida de la complejidad de un objeto fractal que
son utilizadas para describir cómo se distribuyen los detalles y la autosimilitud de estos objetos.

El objetivo de este capítulo es ver cómo se puede utilizar la dimensión algorítmica relativi-
zada de los puntos de un conjunto para establecer las dimensiones fractales de dicho conjunto,
aplicándolo al caso concreto del espacio de medidas de probabilidad. Las dimensiones fractales
se pueden de�nir en cualquier espacio métrico, y las principales son la dimensión de Hausdor� y
la dimensión de empaquetamiento. Tienen la ventaja de estar de�nidas para cualquier conjunto.
Veremos cómo se de�nen para el conjunto de las medidas de probabilidad.

2.1. Dimensión de Hausdor� y de empaquetamiento

Para explicar la dimensión de Hausdor� primero es necesario de�nir la medida de Hausdor�.
Esta medida generaliza las ideas clásicas de longitud, área y volumen. Se puede probar, que para
subconjuntos de Rn, la medida n-dimensional de Hausdor� es, salvo una constante multiplicati-
va, la medida n-dimensional de Lebesgue.

La dimensión de Hausdor� (y la de empaquetamiento) pueden ser de�nidas en cualquier es-
pacio métrico, siendo no triviales en espacios métricos separables. Vamos a restringirnos aquí al
espacio P de las medidas de probabilidad que es un espacio métrico separable y acotado. El ser
acotado simpli�ca ligeramente las de�niciones de dimensión.

Sea F ⊆ P un conjunto de medidas de probabilidad. El diámetro de F se de�ne como
|F | := sup {dP (µ, ν) : µ, ν ∈ F}, es decir, la mayor distancia de Prokhorov entre dos medidas
del conjunto. Si tomamos un conjunto contable de índices I, la colección {Ui}i∈I se denomina
δ-recubrimiento de F si es un recubrimiento de F y 0 < |Ui| ≤ δ para todo i ∈ I. Sea entonces
s un número no negativo. Para cualquier δ > 0 de�nimos

Hs
δ(F ) := ı́nf

{∑
i∈I

|Ui|s : {Ui}i∈I es un δ-recubrimiento de F

}
(2.1)

Notar que si δ decrece, el número de δ-recubrimientos de F se reduce, luego el ín�mo crece.

11
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De�nición 9. Llamaremos medida s-dimensional Hausdor� del conjunto F ⊆ P al límite cuan-
do δ → 0 en la ecuación (2.1), es decir,

Hs(F ) := ĺım
δ→0

Hs
δ(F ) (2.2)

Ese límite existe para cualquier conjunto F ⊆ P y puede tomar los valores 0 o ∞.

En la ecuación (2.1) podemos ver que dado un conjunto F y δ < 1, Hs
δ(F ) es decreciente en

s, luego por (2.2) se sigue que Hs(F ) es igualmente no creciente. De hecho, si tomamos {Ui}i∈I
un δ-recubrimiento de F y t > s tenemos que∑

i∈I
|Ui|t ≤ δt−s

∑
i∈I

|Ui|s.

Tomando ín�mos, Ht
δ(F ) ≤ δt−sHs

δ(F ), y haciendo tender δ → 0 obtenemos que si Hs(F ) < ∞
entonces Ht(F ) = 0 para toda t > s. Por tanto, si existe un N para el que HN (F ) < ∞, entonces
existe un s0 para el cual Hs(F ) = ∞ si s < s0 y Hs(F ) = 0 si s > s0.

De�nición 10. Sea F ⊆ P un conjunto, se de�ne su dimensión de Hausdor� como:

dimHF = ı́nf{s : Hs(F ) = 0} = sup{s : Hs(F ) = ∞}

Por la de�nición anterior se tiene que

Hs(F ) =


∞ si s < dimHF

0 si s > dimHF

Si s = dimHF , entonces Hs(F ) puede valer 0,∞ o cualquier valor intermedio. Notar también
que si F es un conjunto contable su dimensión Hausdor� es 0. Esto se debe a que si Fi es un
punto del espacio métrico, en nuestro caso una medida de probabilidad, se tiene que H0(Fi) = 1
y dimHFi = 0. Luego si F es unión contable de Fi, entonces

dimHF = dimH

∞⋃
i=1

Fi = sup
1≤i≤∞

{dimHFi} = 0.

La dimensión de empaquetamiento se de�ne en términos de cómo un conjunto se puede cubrir
con conjuntos más pequeños de manera óptima. Concretamente, se busca la tasa de crecimiento
exponencial del número de conjuntos necesarios para cubrir un conjunto dado, a medida que los
conjuntos que recubren decrecen.

Veamos cómo se de�ne para el espacio de las medidas de probabilidad. Sea F ⊆ P un conjunto
y s > 0. Tomamos un conjunto de bolas cerradas disjuntas dos a dos {Bi}i∈I tales que sus centros
son los elementos de F y |Bi| < δ.

De�nición 11. La pre-medida s-dimensional de empaquetamiento del conjunto F se de�ne como

P s
0 (F ) = ĺım

δ→0
sup

{∑
i∈I

|Bi|s : {Bi}i∈I disjuntas con centro en F y |Bi| < δ

}
. (2.3)

Observar que no es una medida por no ser contablemente subaditiva. Ahora podemos de�nir
una medida usando descomposiciones contables en función de esta pre-medida.

De�nición 12. La medida s-dimensional de empaquetamiento del conjunto F se de�ne como

P s(F ) = ı́nf

∑
j∈J

P s
0 (Fj) : F ⊆

⋃
j∈J

Fj , con J contable

 . (2.4)
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Al igual que en la dimensión de Hausdor� existe un valor s0 ∈ [0,∞], que llamaremos
dimensión de empaquetamiento, tal que, si s0 < ∞, para todo s > s0, P

s(F ) = ∞, y para todo
s < s0, P

s(F ) = 0.

De�nición 13. Sea F ∈ P un conjunto, se de�ne su dimensión de empaquetado como

dimP(F ) = ı́nf{s : P s(F ) = 0} = sup{s : P s(F ) = ∞}.

2.1.1. Dimensión con escala

Podemos de�nir dimensión de Hausdor� y de empaquetamiento para cualquier espacio métri-
co, pero en muchos casos interesantes el espacio completo tiene dimensión in�nita y la dimensión
de un conjunto no suele ser útil para discriminar el tamaño. Podemos entonces ajustar la escala
de la dimensión con el objetivo de que el espacio tenga dimensión �nita. Para eso sustituiremos
la función de escala habitual (φ(s, δ) = δs) por otra función que nos permita obtener un valor
�nito de la dimensión. De forma análoga si el espacio completo tiene dimensión 0 sustituiremos
la función de escala habitual por otra función que nos permita obtener un valor positivo de la
dimensión.

En nuestro caso de estudio, el espacio P tiene dimensión de Hausdor� y de empaquetamiento
in�nitas. Modi�cando la forma de cuanti�car el diámetro de un cubrimiento obtenemos medidas
y dimensión con escala que resultan más útiles para P. Utilizaremos la siguiente función de escala

φ(s, δ) = 2−(1/δ)s , (2.5)

en lugar de la habitual. Por lo tanto ahora rede�nimos la ecuación (2.1) como

Hs,φ
δ (F ) := ı́nf

{∑
i∈I

φ(s, |Ui|) : {Ui}i∈I es un δ-recubrimiento de F

}
. (2.6)

Del mismo modo rede�nimos la ecuación (2.3)

P s,φ
0 (F ) = ĺım

δ→0
sup

{∑
i∈I

φ(s, |Bi|) : {Bi}i∈I disjuntas con centro en F y |Bi| < δ

}
. (2.7)

Con estos cambios, denotaremos las medidas de Hausdor� y de empaquetamiento con escala
como Hs,φ y P s,φ. Además, los correspondientes conceptos dimφ

H y dimφ
P tienen un comporta-

miento análogo a los originales.

2.2. Complejidad de Kolmogorov

La complejidad de Kolmogorov de un objeto es la cantidad mínima de información necesaria
para describirlo completamente, es decir, la longitud del programa más corto que puede generar
ese objeto de manera exacta. Por tanto, en el contexto de medidas de probabilidad, la comple-
jidad de Kolmogorov se puede entender como la longitud mínima de un programa que genera
de forma computable la distribución de probabilidad en cuestión. Antes de pasar a formalizar
dichas ideas, necesitamos de�nir el siguiente concepto.

Una máquina de Turing es un modelo teórico de computadora capaz de ejecutar cualquier
algoritmo. Se trata de un sistema de entrada-salida determinado por una máquina �nita de esta-
dos. Dada una secuencia �nita p y un estado inicial, la máquina de Turing lee el primer símbolo
de p, y mediante una serie de reglas internas produce unos símbolos de salida, cambia de estado
y pasa a leer otro símbolo de p. Se repite este proceso hasta llegar a un estado de parada, y en
ese momento la máquina devuelve el conjunto de símbolos de salida producidos.
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De�nición 14. Una máquina de Turing se puede de�nir como una cuádrupla T = (Q,Σ, s, δ)
donde

1. Q es un conjunto �nito de estados q.

2. Σ es un conjunto �nito de símbolos. Σ<N representa secuencias de 0 o más símbolos de Σ.

3. s ∈ Q es el estado inicial.

4. {L,R} denotan las direcciones izquierda y derecha respectivamente.

5. δ es una función transición que determina el siguiente movimiento:

δ : (Q× Σ) →
(
Σ<N × {L,R} ×Q

)
La función de transición es una función entre estados de computación. Si δ(qi, Si) = (Sj , D, qj),

entonces cuando la máquina T está en el estado qi leyendo la secuencia de símbolos Si, reemplaza
Si por Sj , mueve en dirección D ∈ {L,R} y va al estado qj . Notar que se trata de una función
parcial dado que no siempre está de�nida. Denotaremos como T (p) a la salida producida por la
máquina de Turing T con entrada p.

El problema con la máquina de Turing es que necesitamos una diferente para cada problema
que tratemos de calcular. Por eso introducimos el siguiente concepto.

De�nición 15. Diremos que una máquina de Turing U es universal si para cada máquina T
existe una secuencia �nita x tal que para cada secuencia �nita y se tiene que U(x, y) = T (y).

Es decir, una máquina de Turing universal es aquella que puede simular cualquier otra má-
quina de Turing. Veamos ahora la de�nición de la complejidad de Kolmogorov para secuencias
�nitas de bits. Sea {0, 1}<N el conjunto de secuencias �nitas de {0, 1}. Para cada w ∈ {0, 1}<N,
la longitud de w, que denotaremos |w|, es el número de elementos de w. Sea U una máquina de
Turing universal.

De�nición 16. Dada w ∈ {0, 1}<N, la complejidad de Kolmogorov de w se de�ne como

KU (w) = mı́n
p∈{0,1}<N

{|p| : U(p) = w} (2.8)

Observación. Dadas dos máquinas de Turing universales U , V , existe c > 0 tal que para toda
secuencia w, KU (w) ≤ KV (w) + c.

Basándonos en esa observación, �jamos una máquina de Turing universal U y la omitimos
usando K(w) en lugar de KU (w).

Ejemplo 5. La especi�cación de n requiere coste logarítmico. Por lo tanto si tenemos la cade-
na x = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n veces

, su complejidad será de orden logarítmico, es decir, K(x) = O(log n). También

podemos encontrar cadenas con complejidad de menor orden. Por ejemplo si n = 2m para al-
gún m ∈ N, podemos describir n describiendo m y un programa que implemente la función
f(z) = 2z. La descripción de ese programa no depende de n, luego tiene complejidad constante
y la descripción de m tiene complejidad logarítmica. Luego para esos valores de n tenemos

K(x) = O(log(m)) = O(log(log(n)))

Otras cadenas de longitud n como las totalmente aleatorias tienen complejidad al menos n.

Puede también interesarnos considerar la complejidad de Kolmogorov de una secuencia con-
dicionada a otra, que corresponde a la cantidad de información requerida para transformar una
secuencia en otra.
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De�nición 17. Dadas w, y ∈ {0, 1}<N, la complejidad de Kolmogorov de w condicionada a y se
de�ne como

K(w|y) = mı́n
p∈{0,1}<N

{|p| : U(p, y) = w} (2.9)

Incluimos a continuación algunas propiedades básicas de la complejidad de Kolmogorov.
Podemos encontrar la demostración de estas propiedades en [8].

Teorema 2.1. 1. Existe una constante c tal que K(w) ≤ |w|+ c, para toda secuencia w.

2. Para toda máquina de Turing U existe una constante c tal que K(U(w)) ≤ K(w) + c, para
toda cadena w tal que U(w) esté de�nido.

3. Existe una constante c tal que K(wz) = K(z) + K(w|z) + O(log n) para cualquier par de

cadenas w, z con complejidad no mayor a n.

4. Dado un entero n, existe una secuencia x con |x| = n cumpliendo K(x) ≥ n.

5. La función K : {0, 1}<N → N no es calculable, es decir, no existe una máquina de Turing

T tal que K(w) = T (w) para toda w.

6. Si g : {0, 1}<N → N es una función calculable creciente, entonces existen in�nitos x para

los que se cumple K(x) < g(x).

Recientemente [7], la complejidad de Kolmogorov se ha de�nido en cualquier espacio mé-
trico separable. Para ello se utiliza una enumeración de un subconjunto contable denso para el
que se sigue la de�nición original de complejidad de Kolmogorov, y después se de�ne la comple-
jidad de Kolmogorov de un punto cualquiera aproximándolo con los elementos del denso contable.

Veamos aquí el caso del espacio de medidas de probabilidad. La complejidad de Kolmogorov
de una medida de probabilidad se re�ere a la cantidad de información necesaria para describir
completamente esa medida. Si identi�camos un programa con una secuencia �nita de bits, po-
demos tomar una función que dado un programa nos devuelva una medida de probabilidad. Es
decir, elegimos

f : {0, 1}<N −→ P(X)

tal que la imagen de f es densa en P(X). Ahora podemos de�nir la complejidad de las medidas
de probabilidad de la siguiente manera, de�niendo la complejidad de una medida µ a partir de
la complejidad de Kolmogorov de los elementos cercanos a µ en Im(f).

De�nición 18. Dada una medida de probabilidad µ ∈ P, la complejidad de Kolmogorov de µ a

precisión q es

Kq(µ) = mı́n
{
K(w) : dP(f(w), µ) < 2−q

}
(2.10)

Para el caso del espacio euclídeo Rn elegimos como conjunto denso los puntos de coordenadas
racionales no periódicos, y como función f la representación habitual que asigna a cada secuencia
w =< w1, ..., wn > el punto (q1, ..., qn) donde qi es el racional con representación wi en binario.

De�nición 19. Dado x ∈ Rn, la complejidad de Kolmogorov de x a precisión q es

Kq(x) = mı́n
{
K(w) : |f(w)− x| < 2−q

}
(2.11)
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2.3. Dimensión efectiva

La dimensión efectiva es un concepto utilizado para caracterizar la cantidad de información
relevante o signi�cativa contenida en un conjunto de datos. Es importante notar que dado un
conjunto de datos, su dimensión efectiva puede ser mayor que su dimensión de Hausdor�. La
dimensión efectiva se de�ne primero para un punto (en nuestro caso, una medida) y después para
conjuntos de puntos. Vamos a de�nir la dimensión efectiva dentro del espacio euclídeo Rn y en
P, en este segundo caso usando la escala φ(s, δ) = 2−(1/δ)s .

De�nición 20. Dado un punto x ∈ Rn, su dimensión efectiva es

dim(x) = ĺım inf
r→∞

Kr(x)

r
. (2.12)

A partir de esta de�nición, podemos de�nir la dimensión efectiva de un conjunto de Rn.

De�nición 21. Dado E ⊆ Rn, su dimensión efectiva es

dim(E) = sup
x∈E

dim(x). (2.13)

Este concepto se considera una efectivización de la dimensión de Hausdor� dado que la di-
mensión efectiva puede caracterizarse a partir de la versión efectiva de la medida de Hausdor�,
siendo la dimensión efectiva de un conjunto E el ín�mo de los s para los que la s-medida de E
es 0 [6]. Esta caracterización es análoga a la de�nición original de dimensión de Hausdor�.

La dimensión de empaquetado también tiene una efectivización similar que llamaremos di-
mensión efectiva fuerte. Se puede de�nir tanto para puntos como para conjuntos de Rn.

De�nición 22. Dado un punto x ∈ Rn, su dimensión efectiva fuerte es

Dim(x) = ĺım sup
r→∞

Kr(x)

r
. (2.14)

De�nición 23. Dado E ⊆ Rn, su dimensión efectiva fuerte es

Dim(E) = sup
x∈E

Dim(x). (2.15)

Observación. Del mismo modo, podemos de�nir la dimensión efectiva para medidas de proba-
bilidad y conjuntos de estas. Sean µ ∈ P, y E ⊆ P sus dimensiones efectivas con escala φ se
de�nen como

dimφ(µ) = ĺım inf
r→∞

log(Kr(µ))

r
dimφ(E) = sup

µ∈E
dimφ(µ)

Análogamente sus dimensiones efectivas fuertes son:

Dimφ(µ) = ĺım sup
r→∞

log(Kr(µ))

r
Dimφ(E) = sup

µ∈E
Dimφ(µ)

2.4. Oráculos y relativización

Una máquina de Turing con oráculo es una variante teórica de la máquina de Turing, capaz
de consultar un oráculo externo para resolver ciertos problemas sin coste alguno. Podemos vi-
sualizar el oráculo como un sistema de entrada-salida capaz de resolver un problema dado, que
puede ser de cualquier complejidad, incluso indecidible.
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En nuestro caso, un oráculo es un conjunto A ∈ {0, 1}<N. Denotaremos a las máquinas de
Turing U con oráculo como UA. La máquina con oráculo posee una cinta especial de consulta en
la que se puede escribir una secuencia q y al pasar al estado de pregunta la máquina UA cambia al
estado a�rmativo si q ∈ A o al estado negativo si q /∈ A. Por lo tanto, para cada oráculo A, la má-
quina de Turing U realiza un cálculo distinto. El caso de A = ∅ corresponde al cálculo sin oráculo.

Ahora, podemos de�nir la versión relativizada de la complejidad de Kolmogorov para cada
oráculo A ∈ {0, 1}<N, que se re�ere a la cantidad de información para describir una secuencia de
bits cuando se proporciona sin coste la solución de pertenencia al oráculo A.

De�nición 24. Dada w ∈ {0, 1}<N, la complejidad de Kolmogorov de w relativa a A es

KA(w) = mı́n
p∈{0,1}<N

{
|p| : UA(p) = w

}
. (2.16)

Análogamente de�nimos la versión relativizada para puntos en Rn y para medidas de proba-
bilidad.

De�nición 25. Dado un punto x ∈ Rn, la complejidad de Kolmogorov de x a precisión q relativa

a A es
KA

q (x) = mı́n
{
KA(w) : |f(w)− x| < 2−q

}
(2.17)

De�nición 26. Dada una medida de probabilidad µ ∈ P, la complejidad de Kolmogorov de µ a

precisión q relativa a A es

KA
q (µ) = mı́n

{
KA(w) : dP(f(w), µ) < 2−q

}
(2.18)

De la misma forma podemos de�nir las dimensiones efectivas relativizadas a un oráculo A.

De�nición 27. Dado un punto x ∈ Rn, su dimensión efectiva y su dimensión efectiva fuerte

relativas a A son respectivamente

dimA(x) = ĺım inf
r→∞

KA
r (x)

r
DimA(x) = ĺım sup

r→∞

KA
r (x)

r
. (2.19)

Igualmente, dado E ⊆ Rn, su dimensión efectiva y su dimensión efectiva fuerte relativas a A son
respectivamente

dimA(E) = sup
x∈E

dimA(x) DimA(E) = sup
x∈E

DimA(x). (2.20)

Observación. Para el caso de las medidas de probabilidad volvemos a utilizar la función de
escala en el calculo de las dimensiones efectivas.

dimφ,A(E) = sup
µ∈E

dimφ,A(µ) Dimφ,A(E) = sup
µ∈E

Dimφ,A(µ).

2.5. El principio punto a conjunto

En [1] Jack H. Lutz y Neil Lutz prueban que se puede utilizar la dimensión relativizada
de cada punto de un conjunto E en un espacio Euclídeo para establecer un límite inferior de
las dimensiones de Hausdor� y de empaquetamiento de E. Lo hacen a través del denominado
principio punto a conjunto, que especí�camente dice que para todo conjunto E de un espacio
Euclídeo Rn,

dimH(E) = mı́n
A⊆N

dimA(E) = mı́n
A⊆N

sup
x∈E

dimA(x)

dimP(E) = mı́n
A⊆N

DimA(E) = mı́n
A⊆N

sup
x∈E

DimA(x)



18 Capítulo 2. Las dimensiones fractales y la teoría de la información

Posteriormente, en [7, 10] se extiende el principio de punto a conjunto para espacios métri-
cos separables. En el anterior capítulo hemos visto que el espacio de medidas de probabilidad
sobre un conjunto métrico separable es igualmente un espacio métrico separable. Por lo tanto
podemos aplicar el principio de punto a conjunto para caracterizar la dimensión de Hausdor� y
de empaquetamiento de conjuntos de este espacio, en base a las dimensiones relativizadas de sus
medidas de probabilidad.

Teorema 2.2. Sea E ⊆ P(X). Entonces

dimφ
H(E) = mı́n

B⊆{0,1}<N
dimφ,B(E). (2.21)

dimφ
P(E) = mı́n

B⊆{0,1}<N
Dimφ,B(E). (2.22)

Notar que, tanto en (2.21) como en (2.22), el lado izquierdo de las ecuaciones son las clásicas
dimensiones de Hausdor� y de empaquetamiento, y el lado derecho de ambas ecuaciones es una
propiedad puntual del conjunto que hace uso de teoría de la información algorítmica relativi-
zada. Además, existe un oráculo para el cual dimφ,B y Dimφ,B son mínimos, no ín�mos. Para
dimensión sin escala se cumple un teorema análogo.

En resumen, el principio de punto a conjunto es una caracterización completa de las dimen-
siones de Hausdor� y de empaquetamiento en términos de relativización con oráculos de las
dimensiones individuales de los puntos.

Para acabar el capítulo, veamos una aplicación del principio de punto a conjunto en espacios
Euclídeos: el teorema de proyección de Marstrand. Este teorema analiza la dimensión de Haus-
dor� de las proyecciones ortogonales de un conjunto analítico. Fue demostrado en 1954 para R2

y extendido por Mattila a Rn en 1975. Para e ∈ Sn−1 la proyección de un conjunto E ⊂ Rn

sobre la línea Le que pasa por el origen y por e es

projeE = {e · x|x ∈ E}

Recordar que un subconjunto de un espacio polaco (espacio topológico separable completamente
metrizable) es analítico si es la imagen continua de otro espacio polaco.

Teorema 2.3. Sea E ⊆ Rn un conjunto analítico con dimH(E) = s. Entonces, para casi todo

e ∈ Sn−1,

dimH(projeE) = mı́n{s, 1}. (2.23)

En 2022 este teorema fue generalizado en [5] para el caso de conjuntos regulares, es decir,
conjuntos para los que coinciden la dimensión de Hausdor� y la de empaquetamiento. El prin-
cipal ingrediente de la demostración fue la dimensión efectiva de Lutz y su principio de punto
a conjunto, que permite cuanti�car las dimensiones fractales de un conjunto a partir de sus
dimensiones efectivas.



Capítulo 3

Ejemplos de cálculo de dimensión
efectiva de medidas de probabilidad

A lo largo de este capítulo, trataremos de obtener la dimensión efectiva de medidas de pro-
babilidad en X = R con diferentes distribuciones, así como sus dimensiones fractales. Para eso,
primero deduciremos la complejidad de Kolmogorov de las distintas medidas, y �nalmente apli-
caremos el principio de punto a conjunto (2.2) para detectar una serie de casos de dimensión 0.
Para el estudio de ejemplos de dimensión positiva es necesario utilizar herramientas de aleato-
riedad de Martin-Löf que no hemos abordado en este trabajo inicial.

Siguiendo lo explicado en el capítulo anterior, para el cálculo de la complejidad de Kolmo-
gorov necesitaremos un conjunto denso en P(X). Utilizaremos el conjunto M construido en la
demostración del teorema (1.3). Para ello, tomamos como conjunto denso en X los racionales, y
�jamos una función f : {0, 1}<N → P(X) cuya imagen es

Im(f) = M := {α1δx1+...+αnδxn : α1, ..., αn ∈ Q∩[0, 1], x1, . . . , xn ∈ Q,
n∑

j=1

αj = 1, n = 1, 2, ...}.

Recordad que si identi�camos un programa con una secuencia de bits, se trata de una función
que dado un programa nos devuelve una medida de probabilidad. También es necesario elegir una
codi�cación concreta de las medidas de dicho conjunto. Una codi�cación razonable es enumerar
los α1, ..., αn y los x1, ..., xn. Ahora, estamos en condiciones de calcular la dimensión efectiva de
una medida de probabilidad. Dado que P(X) tiene dimensión de Hausdor� y de empaquetado
in�nitas, utilizaremos la función de escala (2.5), luego cuando hablemos de estas dimensiones
fractales, será siempre con dicha escala φ.

Empezamos por uno de los casos más sencillos. Sea X = [0, 1], tomamos una medida de
probabilidad µ cuyo soporte es la sucesión de puntos xi = 2−i para todo i ∈ N>0, y donde
el valor de la medida en cada punto es el propio punto. Podemos aproximar esta medida con
otra del conjunto M con un número �nito de puntos, que dependerá de la precisión r requerida.
Fijamos r = 2k con k ∈ N. Por lo tanto, la medida ν ∈ M tendrá 2k puntos. De�nimos la medida
ν de la siguiente manera:

ν =

2k∑
i=1

αiδxi

con xi = 2−i ∀ i ∈ {1, . . . , 2k}, αi = xi ∀ i ∈ {1, . . . , 2k − 1} y α2k = 1−
∑2k−1

i=1 2−i. Solo hemos
necesitado el entero k para describir dicha medida, luego su complejidad de Kolmogorov es como
mucho log k. Para acotar la distancia entre µ y ν es importante notar que son coincidentes para
todo xi > 2−2k y que α2k = µ({2−2k}) +

∑∞
i=2k+1 µ({2−i}), donde

∑∞
i=2k+1 µ({2−i}) ≤ 2−r.

19
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Por tanto, se tiene que para cualquier boreliano A ∈ B(X), se tiene que |ν(A) − µ(A)| =

|ν(A ∩ [0, 2−2k ]) − µ(A ∩ [0, 2−2k ])| ≤ máx{ν(A ∩ [0, 2−2k ]), µ(A ∩ [0, 2−2k ])} ≤ 2−r, luego se
cumplen las ecuaciones de la métrica de Prokhorov y dP (µ, ν) ≤ 2−r. Entonces podemos acotar
la complejidad de Kolmogorov de µ:

Kr(µ) ≤ log k.

Con este resultado tenemos que

dimφ(µ) = ĺım inf
r→∞

log(Kr(µ))

r
≤ ĺım inf

k→∞

log(log k)

2k
= 0

es decir, la dimensión efectiva de esta medida es cero.

3.1. Distribución uniforme

En la distribución uniforme continua, la probabilidad se reparte por igual a lo largo de un
intervalo. Se utiliza para extender la regla de Laplace para calcular la probabilidad en un espacio
muestral con sucesos equiprobables, al caso en el que el espacio muestral sea un intervalo de R.
Como bien sabemos, una medida µ con distribución uniforme en un intervalo [a, b] es aquella que
veri�ca µ((a1, a2]) = (a2 − a1)/(b− a), si a ≤ a1 < a2 ≤ b.

Sea [a, b] = [0, 1]. Tomamos µ una medida de distribución uniforme con soporte X. Primero
calculamos su complejidad de Kolmogorov a cierta precisión r. Fijamos r = 2k con k ∈ N.
Buscamos la medida en M con menor complejidad y cuya distancia a µ sea menor que 2−r.
Parece lógico pensar que para aproximar una medida con distribución uniforme, los puntos xi
deben estar repartidos uniformemente en X, y el valor de los αi debe ser igual para toda i.
Elegimos

νk =

22
k∑

i=1

αiδxi , donde xi = i · 2−2k y αi = 2−2k ,

esto es, con todos los puntos separados a distancia 2−2k .Calculamos la complejidad de νk utili-
zando el siguiente programa:

�Dado un número k �jo, enumera todos los puntos de la forma

xi = i · 2−2k y αi = 2−2k , hasta xi = 1.�

Notar que solo hemos necesitado k para describir todos los puntos. Luego la complejidad de
esta medida es de orden logarítmico: Kr(νk) ≤ log k +O(1).

Probemos ahora que dP (µ, νk) ≤ 2−2k . Tomamos α = 2−2k y veamos que νk(A) ≤ µ(Aα)+α
para todo conjunto de Borel A, que sin pérdida de generalidad, puede considerarse incluido en
[0, 1]. Por la proposición (1), tendremos el resultado.

Dado un conjunto A ∈ B([0, 1]), denotamos por nA el número de puntos xi contenidos en
A. Por un lado se tiene que νk(A) = nA · α. Por otro lado, al ser µ una medida uniforme en el
intervalo [0, 1], nA ·α = µ(

⋃
k|xk∈A[xk, xk +α)). Además

⋃
k|xk∈A[xk, xk +α) ⊆ Aα. De lo que se

deduce inmediatamente la acotación, ya que

νk(A) = nA · α = µ(
⋃

k|xk∈A

[xk, xk + α)) ≤ µ(Aα) + α.
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Por lo tanto, dP (µ, νk) ≤ 2−2k , es decir, cuando n → ∞ se tiene que dP (µ, νk) → 0. Entonces
podemos a�rmar que Kr(µ) ≤ log k +O(1). Luego la dimensión efectiva de esta medida es

dimφ(µ) = ĺım inf
r→∞

log(Kr(µ))

r
≤ ĺım inf

k→∞

log(log k +O(1))

2k
= 0 (3.1)

Tratamos ahora de generalizar este ejemplo para cualquier medida con distribución uniforme
cuyo soporte sea un único intervalo. Sea ahora µa,b una medida de distribución uniforme con
soporte el intervalo [a, b] con a, b ∈ R y a < b. Veamos como construir una medida νa,b ∈ M
cumpliendo dP (µa,b, νa,b) ≤ 2−r.

Primero tomamos una partición diádica donde cada intervalo tiene una longitud de l = 2−k1

con k1 a elegir para conseguir la precisión deseada. Elegimos x1 y xn entre esos diádicos de
manera que x1 ≤ a < x1 + l y xn − l < b ≤ xn, y de esta manera, [a, b] ⊆ [x1, xn]. Notemos que
el número de intervalos contenidos en [x1, xn] será, como mucho, [b− a]/l+ 1 dependiendo de si
a y b coinciden con x1 y xn respectivamente, donde [x] es la parte entera de x.

Asignamos a cada intervalo diádico una probabilidad de l/(xn − x1) en su extremo inferior.
Es decir, de�nimos

νa,b =

n−1∑
i=1

αiδxi ,

con αi = l/(xn−x1) y xi = u1+mi ·2−k1 con u1 = [a] y mi ∈ Z de manera que xi está contenido
en [x1, xn] para todo i ∈ {1 . . . n−1}. Veamos ahora cómo elegir k1 de manera que mantengamos
la precisión en 2−r como en el ejemplo anterior.

Sea A ∈ B(X), denotamos como I al conjunto de subíndices i tales que xi ∈ A. Es decir,
|I| = nA representa el número de puntos xi contenidos en A.

Si 1, n /∈ I, tenemos que νa,b(A) = nA · l
xn−x1

. Por otro lado µa,b([xn, xn + l)) = l
b−a .

Además
⋃

i∈I1 [xi, xi + l) ⊆ Al. De lo que se deduce inmediatamente la acotación, ya que

νa,b(A) = nA · l

xn − x1
≤ nA · l

b− a
= µ(

⋃
i∈I

[xi, xi + l)) ≤ µ(Al) + l.

Si x1 o xn pertenecen al conjunto A, dado que la discrepancia entre ambas medidas en los
intervalos extremos ([x1, x2], [xn−1, xn]) se puede acotar por α = 2l

b−a , si denotamos como
I2 al conjunto de índices i tales que xi ∈ A ∩ [a, b] tenemos que

νa,b(A) = nA·
l

xn − x1
≤ µa,b(

⋃
i∈I2

[xi, xi+l))+
2l

b− a
≤ µa,b(

⋃
i∈I2

[xi, xi+β))+β ≤ µa,b(Aβ)+β,

donde β = máx{l, 2l
b−a}.

Por tanto, dP (µa,b, νa,b) ≤ β. Si queremos que la precisión sea 2−r, tenemos que elegir l de
manera que β ≤ 2−r. Sea s ∈ N el menor posible tal que 1/(b−a) ≤ 2−s. Tomamos k1 = r+1+s.
Notamos que s es una constante que no depende de r. Hay que recordar que l = 2−k1 , luego
llegados a este punto, para describir la medida νa,b necesitamos los puntos x1, xn y el entero k1.
Podemos de�nir x1 y xn como

x1 = u1 +m1 · 2−k1 con u1 = [a] y m1 ∈ Z tal que u1 +m1 · 2−k1 ≤ a y u1 + (m1 + 1) · 2−k1 > a

xn = un+mn · 2−k1 con un = [b] y mn ∈ Z tal que un+mn · 2−k1 ≥ b y un+(mn− 1) · 2−k1 < b
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Por lo tanto la complejidad de Kolmogorov de νa,b depende de la complejidad de m1, u1,mn, un
y k1. Como son números enteros, su complejidad no depende de r. En el peor de los casos, la
complejidad de x1 y xn es

K(x1) ≤ K(k1) +K(u1) +K(m1) +O(1) ≤ log k1 + log u1 + logm1 +O(1)

K(xn) ≤ K(k1) +K(un) +K(mn) +O(1) ≤ log k1 + log un + logmn +O(1)

Dado que dP (µa,b, νa,b) ≤ 2−r, la dimensión efectiva de µa,b con escala φ es cero:

dimφ(µa,b) = ĺım inf
r→∞

log(Kr(µa,b))

r
≤ ĺım inf

r→∞

log(K(k1) +K(x1) +K(xn))

r
= 0 (3.2)

Por tanto, podemos a�rmar que todas las medidas de probabilidad con distribución uniforme
cuyo soporte es un intervalo con extremos reales, tienen dimensión efectiva cero. Gracias al
principio punto a conjunto que hemos visto en el capítulo anterior, tenemos que la dimensión de
Hausdor� de dicho conjunto, que denotaremos como U , cumple

dimφ
H(U) = mı́n

A⊆N
dimφ,A(U) = mı́n

A⊆N
sup
µ∈U

dimφ,A(µ) = 0. (3.3)

Observar que la dimensión efectiva que hemos calculado no incluye oráculo, lo que se corres-
ponde con A = ∅ en (3.3).

3.1.1. Mixtura de uniformes

Supongamos ahora que tenemos una medida escalonada con n intervalos de igual longitud
donde el valor de la medida se distribuye uniformemente en cada intervalo. La medida total de
cada intervalo es diferente y proporcional a su posición en el conjunto de intervalos, es decir, la
medida del primer intervalo será la menor, y del último será la mayor. Formalizamos la de�nición.

Sea µi una medida con distribución uniforme en el intervalo (i− 1, i), y sea pi = i/(
∑n

j=1 j)
la medida total de cada intervalo para i ∈ {1, . . . , n}. Entonces nuestra medida se de�ne como

µn(A) =

n∑
i=1

pi · µi(A) (3.4)

Para buscar la medida en M con menor complejidad y que aproxime µ con precisión r ∈ N,
elegimos

νr =
n∑

i=1

αi ·
2r∑
j=1

δxi,j


con xi,j el punto número j del intervalo i y αi = pi/2

r para cada i ∈ {1, . . . , n}. Notar que cada
intervalo tiene 2r puntos, luego la medida cuenta con n ·2r puntos totales. Utilizamos el siguiente
programa para describir la medida:

�Dados r y n números �jos, enumera todos los puntos de la forma xi,j = j − 1 + i · 2−r

desde i = 1, j = 1 hasta i = 2r, j = n, y enumera todos los αi =
i∑n
j=1 j

· 2−r hasta i = n.�

Notar que solo hemos necesitado r y n, ambos números enteros, luego el orden de la complejidad
de νr es logarítmico y la complejidad de Kolmogorov de µn se puede acotar de la siguiente forma:

Kr(µn) ≤ log r + log n+O(1).
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Con este resultado, podemos a�rmar que la dimensión efectiva de esta medida también es nula:

dimφ(µn) = ĺım inf
r→∞

log(Kr(µn))

r
≤ ĺım inf

r→∞

log(log r + log n+O(1))

r
= 0.

Siguiendo un razonamiento similar al anterior, podríamos probar que el conjunto de medidas
con distribución uniforme en varios soportes tiene dimensión de Hausdor� nula si los extremos
de los intervalos son números racionales.

3.2. Distribución exponencial

La distribución exponencial sirve para modelar el tiempo de espera Y para la ocurrencia
de un evento aleatorio. Tiene un parámetro característico λ > 0 que indica el número de veces
que se espera que ocurra el evento estudiado durante un periodo de tiempo concreto. Se utiliza
habitualmente para el cálculo de la �abilidad de un producto. Su función de densidad está dada
por f(x;λ) = λe−λx si x ≥ 0. La probabilidad asociada a cualquier boreliano se calcula mediante
la integral de la función de densidad sobre ese conjunto. Además, su función de distribución
acumulada se de�ne como F (x;λ) = 1− e−λx si x ≥ 0.

Sea µ una medida de probabilidad que sigue una distribución exponencial de parámetro
λ = 1. Buscamos una medida ν ∈ M que se aproxime a µ a precisión r. Suponemos r ∈ N �jo.
La intuición nos dice que en este caso cada αi de ν tendrá un valor diferente. Además, a pesar
de que µ está de�nida para todo x ≥ 0, nuestra función tendrá un número �nito de puntos.

Tomamos una partición diádica di con i = 0, . . . , n de longitud l = 2−k1 con k1 a elegir para
conseguir la precisión deseada. Elegiremos también n en base a la precisión buscada, de modo
que dn cumpla P (Y > dn) = e−dn ≤ 2−r. La probabilidad acumulada en cada intervalo diádico
[di, di+1] es

pi = P (Y ≤ di+1)− P (Y ≤ di) = (e−l)i(1− e−l) para todo i ∈ {0, . . . , n− 1}.

Nuestra intención es asignar al extremo inferior de cada intervalo la probabilidad correspon-
diente al mismo y de�nir una medida ν como en el anterior ejemplo. Pero hay que recordar
que los αi de la medida que de�namos han de ser racionales. Por tanto necesitamos aproxi-
mar la probabilidad de cada intervalo a un número racional. Para ello, tomamos las siguientes
aproximaciones:

e−l ≈ 1− l y 1− e−l ≈ l.

En consecuencia, la probabilidad que asignamos a cada intervalo diádico es p∗i = l(1 − l)i

para todo i ∈ {0, . . . , n − 1}. Estamos aproximando las probabilidades de una exponencial por
las de una geométrica que modela el número de fracasos antes del primer éxito con probabilidad
de éxito l, luego se cumple

∑n−1
i=1 p∗i ≤ 1. Recordemos que la función de masa de probabilidad de

la distribución geométrica con probabilidad p es P (Z = i) = p(1− p)i, con i = 0, 1, . . .

Notar que si desarrollamos e−l en serie de Taylor en 0 con resto integral tenemos que

e−l = 1− l +
e−x

2
l2, con x punto intermedio entre 0 y l.

Por tanto |e−l − (1 − l)| ≤ l2/2 y 1 − l ≤ e−l. Además 1 − e−l ≤ l, luego no tenemos garantía
de que p∗i ≤ pi. Pasamos a de�nir la siguiente medida:

ν =
n∑

i=0

αiδxi ,
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con xi = di para todo i ∈ {0, . . . , n}, αi = p∗i para todo i ∈ {0, . . . , n− 1} y αn = 1−
∑n−1

i=0 p∗i .
Notar que αn acumula la medida de µ en el intervalo [xn,+∞) sumada a la discrepancia total
entre las probabilidades aproximadas de los anteriores intervalos [xi, xi+1], es decir, αn = e−dn +∑n−1

i=0 (pi−p∗i ). Buscamos una cota de la distancia de Prokhorov entre ambas medidas. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer A ⊆ [0,∞).

Sea A ∈ B([0,∞)) tal que dn /∈ A, y sea I1 = {i|xi ∈ A}. Dado que
⋃

i∈I1 [xi, xi + l) ⊆ Al,
se tiene que µ(

⋃
i∈I1 [xi, xi + l)) =

∑
i∈I1 pi ≤ µ(Al). Por lo tanto, ν(A) =

∑
i∈I1 p

∗
i ≤∑

i∈I1 pi +
∑

i∈I1 |pi − p∗i | ≤ µ(Al) +
∑

i∈I1 |pi − p∗i | ≤ µ(Al) +
∑n−1

i=0 |pi − p∗i |.

Sea ahora A ∈ B([0,∞)) tal que dn ∈ A. Si tomamos B = A\{dn}, entonces A = B∪{dn}.
Sea I2 = {i|xi ∈ B}, tenemos que

⋃
i∈I2 [xi, xi + l) ⊆ Al, y por tanto µ(

⋃
i∈I2 [xi, xi + l)) =∑

i∈I2 pi ≤ µ(Al). Como dn ∈ A, ν(A) =
∑

i∈I2 p
∗
i + αn ≤

∑
i∈I2 pi +

∑
i∈I2 |pi − p∗i |+ αn.

De lo que deducimos que ν(A) ≤ µ(Al)+
∑

i∈I2 |pi−p∗i |+αn ≤ µ(Al)+
∑n−1

i=0 |pi−p∗i |+αn.

Por lo tanto, ∀A ∈ B(X) se cumple ν(A) ≤ µ(Aβ)+β, con β = máx{l,
∑n−1

i=0 |pi− p∗i |+αn}.
Recordad que la precisión �jada era r, luego necesitamos que β ≤ 2−r. Es decir, se debe cumplir:
l ≤ 2−r y

∑n−1
i=0 |pi − p∗i |+ αn ≤ 2−r. Para ello podemos imponer que

∑n−1
i=0 |pi − p∗i | ≤ 2−(r+1)

y elegimos n de manera que αn ≤ 2−(r+1). Veamos cómo elegir l para cumplir todas las cotas.
Para todo i ∈ {0, . . . , n− 1} se tiene que

|pi − p∗i | = |e−li(1− e−l)− (1− l)il| ≤ l|e−li − (1− l)i|+ e−li|1− e−l − l|

Desarrollamos la función xi en serie de Taylor en torno a (1− l) y tenemos que

|e−li − (1− l)i| ≤ iξi−1|e−l − 1 + l| ≤ ie−l(i−1)|e−l − 1 + l|

con ξ un punto intermedio entre 1− l y e−l. En consecuencia,

|pi − p∗i | ≤ (e−l(i−1)li+ e−li)|1− e−l − l|

Acotando por las sumas in�nitas obtenemos lo siguiente:

n−1∑
i=0

|pi − p∗i | ≤

(
l
n−1∑
i=0

ie−l(i−1) +
n−1∑
i=0

e−li

)
|e−l − 1 + l| ≤

(
l

1

(1− e−l)2
+

el

el − 1

)
|e−l − 1 + l|

Por lo tanto, si escogemos l ≤ 2−r de manera que cumpla (3.5), tenemos que dP (µ, ν) ≤ 2−r.(
l

1

(1− e−l)2
+

el

el − 1

)
|e−l − 1 + l| ≤ 2−(r+1) (3.5)

Finalmente podemos describir la medida ν con el siguiente programa:

�Dado r número �jo, calcula el mayor l = 2−m con m ∈ N,m ≥ r y l cumpliendo (3.5).

Enumera todos los puntos de la forma xi = il, αi = l(1− l)i desde i = 0

hasta cumplir 1−
i∑

j=0

αj ≤ 2−(r+1). Añade xi+1 = (i+ 1)l y αi+1 = 1−
i∑

j=0

αj .�

Notar que solo hemos necesitado r, es decir, no es necesario conocer l o n. Sabemos que r
es un número natural, luego la complejidad de su descripción es de orden logarítmico, lo que
implica que Kr(µ) ≤ log r +O(1). Finalmente la dimensión efectiva de µ será cero dado que

dimφ(µ) = ĺım inf
r→∞

log(Kr(µ))

r
≤ ĺım inf

r→∞

log(log r +O(1))

r
= 0.
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