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Prologo

La metodologia espacial y espacio-temporal ha sido utilizada de forma creciente (especialmente du-
rante los dltimos 50 afios) para resolver problemas en muchos campos. Los origenes de la estadistica
espacial se remontan a principios del siglo XX. En esa época, los cientificos comenzaron a reconocer
que muchos fenémenos naturales y sociales exhibian patrones espaciales y que el andlisis tradicional
de datos estadisticos no era adecuado para abordar estos aspectos espaciales. En la década de 1920, el
estadistico britdnico Karl Pearson introdujo el concepto de ‘autocorrelaciéon’ para medir la dependencia
espacial entre las observaciones. Sin embargo, el desarrollo de la estadistica espacial como disciplina
independiente tuvo que esperar hasta la década de 1950 y 1960. En la década de 1970, los avances en
la computacién y la tecnologia permitieron el desarrollo de métodos mds sofisticados para el andlisis
espacial. Se introdujeron técnicas como el kriging, que es un método de interpolacién espacial utilizado
para estimar valores en lugares no muestreados, y los procesos puntuales, que se utilizan para modelar la
distribucion de eventos puntuales en el espacio.

En los tltimos afios, la estadistica espacial ha experimentado avances significativos. El aumento en
la disponibilidad de datos geoespaciales a gran escala (Big Geospatial Data) ha impulsado la necesidad
de desarrollar técnicas avanzadas para analizar volimenes masivos de informacién de ubicacién. Esto ha
llevado a un enfoque en el andlisis en tiempo real y al surgimiento de la inteligencia artificial geoespacial
(GeoAl), donde la inteligencia artificial se combina con andlisis espacial para detectar patrones y generar
modelos predictivos més precisos. Ademds, la existencia de bibliotecas de programacidén y sistemas de
informacién geografica (SIG) ha permitido a profesionales de diferentes campos llevar a cabo andlisis
espaciales mds avanzados sin requerir un profundo conocimiento técnico.

El principal objetivo del presente trabajo es desarrollar la teoria de la estadistica espacial en el &mbito
de los datos punto referenciados. En el Capitulo 1, se comienza introduciendo brevemente los procesos
espaciales y sus distintas aplicaciones. En el Capitulo 2, se presentaran los diferentes conceptos basicos
de los modelos para puntos referenciados, y, tras introducir la definicién del variograma, se exponen
distintas formas para llevar a cabo su estimacién. A continuacién, en el Capitulo 3, se desarrolla la teoria
y aplicacién préctica del kriging ordinario y universal, metodologias fundamentales en la estimacién de
valores en ubicaciones no muestreadas. Finalmente, en el Capitulo 4, se ilustrardn algunos de los proce-
dimientos vistos mediante dos conjuntos de datos de temperatura mensual.

Antes de dar paso al trabajo, agradecer a mis directores de TFG, Ana Carmen Cebridn y Jorge
Castillo-Mateo por su implicacién a lo largo del trabajo. También me gustaria nombrar en estas lineas a
mi familia y amigos que me han acompaiiado y ayudado a lo largo de estos afios y sin los que esta etapa
de mi vida no hubiera sido lo mismo.
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Summary

Spatial statistics focuses on the analysis of geographically located data, aiming to identify spatial
patterns and relationships. It helps to understand how data are distributed in space and is applied in fields
such as geography, ecology, and epidemiology. It employs statistical techniques to model and make de-
cisions based on spatial information.

Let us summarize the contents of this project. It begins with a brief introduction in Chapter 1 about
spatial statistics. Three different types of spatial processes are introduced: point-referenced data, areal
data, and models for point processes. These are distinguished from each other depending on the as-
sumptions made on their domain D, which represents the study region. Additionally, some of the many
applications of spatial statistics in current times are briefly discussed, including environmental sciences,
epidemiology, and public health.

The second chapter, based on the work made by Michael Sherman [5] and Cressie [4] in their res-
pective books, is dedicated to models for point-referenced data. The purpose of this section is to review
the main and most important concepts of this type of models. We begin by introducing the concept of
stationarity, which is essential to facilitate the interpretation and prediction of data at different spatial
locations. Next, we define the variogram and the covariance function, which are the functions commonly
used for modeling spatial dependence and are considered as tools of special interest in the process. In
practice, it is usually used the variogram, not only because it is more general, but also due to its advan-
tages in estimation. Furthermore, we will demonstrate some essential properties of the variogram and
explain a way to obtain the variogram from the covariance function. Later, we will focus on variograms
for isotropic processes and will describe the different types of models used in practice, such as the expo-
nential or the sperical models, and the most well-known, the Matern model. The different parameters of
the variogram will also be introduced.

In the second half of Chapter 2, the explanation of variogram estimation, which is crucial to un-
derstanding the spatial structure of the data, is carried out. Firstly, we will briefly discuss some of the
non-parametric estimators of the variogram, including the most common one, the method of moments
estimator. Next, we will introduce parametric estimation, which involves finding a valid parametric mo-
del that adequately describes the spatial dependence present in the data. Several methods of adjustment
are employed for this purpose. In our work, we will develop the least squares methods and maximum
likelihood estimation. Lastly, we will introduce the estimation with a non-constant mean function.

In Chapter 3, the concepts related to spatial prediction or kriging are developed, which involve the
process of estimating values of a spatial process at unsampled locations within a geographical area using
information from previously sampled locations. This chapter is again based on the book written by Mi-
chael Sherman [5].

In the first part, the model for optimal prediction and the objective of kriging, which is to obtain the
best prediction that minimizes the mean squared error, are explained in detail. Next, we will distinguis
three types of kriging, among the many that exist. Firstly, simple kriging assumes that the mean is known.
Then, ordinary kriging assumes that the mean is constant and unknown, and also that the variogram exists
and is known. Lastly, universal kriging assumes that the mean is unknown and not constant, but rather a
linear combination of (p + 1) explanatory variables. The kriging variance will also be computed.
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VI Summary

At the end of the chapter, cross-validation is explained, which is a technique commonly used in spa-
tial models to diagnose whether a model captures the spatial variability of the data in an adequate way.
This involves removing some data points and using the remaining data to predict the removed observa-
tion. Specifically, the simplest version of cross-validation, known as "leave-one-out¢ross-validation, will
be explained. As examples of methods to measure the accuracy of predictions, the root mean squared
error (RMSE), mean absolute error (MAE), and coefficient of determination (R?) will be briefly explai-
ned.

Finally, in chapter 4, we will apply some of the concepts developed throughout the study. For this pur-
pose, we will use two sets of average temperatures for the months of January and August obtained from
[11]. First, we will conduct a brief analysis of these two data sets, and will study the spatial correlation
present in both of them.

Next, a spatial model will be proposed in order to compare the temperatures of both months, and will
introduce the covariates of elevation, distance to the coast, and an interaction of elevation and distance
to the coast. With all of this, sample variograms will be computed, and subsequently, we will attempt to
find a parametric variogram model that fits the data better. To achieve this, we will use the OLS and WLS
fitting methods, and finally, we will perform cross-validation.

Finally, ordinary and universal kriging will be computed for each data set using the best models
obtained previously. We will also carry out several interpretationes of the obtained results throughout the
chapter.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estadisica espacial y procesos espaciales

De manera general, los datos espaciales son aquellos que tienen asociada una localizacién en el
espacio. Consecuentemente, y ampliando la idea anterior, un dato espacio-temporal es simplemente la
observaciéon de una variable en cierta localizaciéon espacial considerando al tiempo como coordenada
adicional. Las variables espacio-temporales de interés pueden ser continuas o discretas, y se presupone
que existe correlacion entre dos variables que tengan asociada distinta referencia geografica. La idea
fundamental con este tipo de datos es que las observaciones mds cercanas son mds parecidas entre si, y
conforme éstas se distancian, la correlacion entre las variables tiende a disminuir, anuldndose en algtin
momento.

La estadistica espacial es el conjunto de modelos y métodos que tienen por objetivo el andlisis de
datos espacialmente referenciados. De manera mds formal se puede decir que la estadistica espacial trata
con el andlisis de realizaciones de un proceso estocdstico {Z(s) : s € D}, en el que s € R? representa una
ubicacién en el espacio euclideo d-dimensional y varia sobre un conjunto D C RY. Ademds, Z(s) es una
variable aleatoria en la ubicacion s.

Los modelos para datos espaciales tienen una estructura simple pero lo suficientemente flexible para
manejar una clase extremadamente grande de problemas. Los datos pueden ser continuos o discretos,
pueden ser agregaciones espaciales u observaciones en puntos del espacio, sus ubicaciones espaciales
pueden ser regulares o irregulares, y esas ubicaciones pueden ser de un conjunto espacial continuo o
discreto.

1.2. Aplicaciones de los procesos espaciales

Uno de los objetivos principales de la estadistica espacial es la prediccion. Los modelos espaciales
se utilizan para realizar predicciones en ubicaciones no muestreadas. Estos modelos capturan la autoco-
rrelacion espacial y utilizan la informacién de las observaciones cercanas para estimar valores en lugares
no muestreados. Algunas de sus aplicaciones mas importantes son las siguientes.

= Ciencias medioambientales: Se emplean para evaluar el impacto de actividades humanas en el
medio ambiente. Permiten analizar la dispersién de contaminantes, la fragmentacién del habitat, el
cambio de uso del suelo y la evaluacién de la calidad ambiental. Esto ayuda en la toma de decisio-
nes para la conservacion de recursos naturales y la planificacién sostenible. También se usan en la
prediccion de variables ambientales, como la calidad del aire, la concentracién de contaminantes
o la distribucién de especies.

= Epidemiologia y salud piblica: Los modelos espaciales se utilizan en la epidemiologia para
analizar la propagacién de enfermedades, identificar dreas de alta incidencia de enfermedades,
estudiar factores de riesgo espaciales y evaluar la efectividad de intervenciones de salud publica.
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Figura 1.1: Mapa de sitios de muestreo de PM2.5 en tres estados del medio oeste de los Estados Unidos;
el caricter de trazado indica el rango del nivel promedio de PM2.5 monitoreado durante el afio 2001.
Fuente: [1, cap. 1].

También existen aplicaciones en el andlisis de mercado, donde estos modelos ayudan en la toma
de decisiones de marketing y estrategias comerciales. Se emplean también en la planificacién urbana
para la ubicacién 6ptima de infraestructuras, la evaluacién de accesibilidad y la distribucion de servicios
publicos. Estas son solo algunas de las aplicaciones de los modelos espaciales, y su utilidad se extiende
a muchos otros campos. Se pueden consultar mas detalladamente sus diversas aplicaciones en los libros

21y [3].

1.3. Tipos de procesos espaciales

En el campo de la estadistica espacial pueden aparecer tres tipos de datos, que requieren tipos de
analisis y herramientas diferentes. Las distintas clases de datos son descritas a continuacion.
Para el desarrollo de esta seccidn se ha seguido [1, cap. 1].

Datos punto-referenciados

En este tipo de datos, Z(s) es un vector aleatorio en una ubicacién s € R?, donde s varfa continuamen-
te sobre D, un subconjunto fijo de R que contiene un rectangulo d-dimensional de volumen positivo.
Este caso es generalmente conocido como datos geoestadisticos.

Podemos observar un ejemplo de este caso en la Figura 1.1, en la cual se muestran las ubicaciones
de 114 sitios de monitorizacién de la contaminacién del aire en tres estados del medio oeste de Estados
Unidos (Illinois, Indiana y Ohio). El caricter del trazado indica el nivel promedio anual de PM2.5 en
2001 (medido en ppb) en cada sitio. PM2.5 representa las particulas en suspensién de menos de 2.5
micrones de didmetro y es una medida de la densidad de particulas muy pequefias que pueden viajar a
través de la nariz y la trdquea hasta los pulmones, potencialmente dafiando la salud de una persona. Aqui
podriamos estar interesados en un modelo de distribucién geografica de estos niveles que tenga en cuenta
la correlacion espacial y posiblemente covariables subyacentes (industrializacién regional, densidad del
trafico, entre otros). El uso de colores facilita la lectura en cierta medida, ya que el color permite ordenar
las categorias de manera mds natural y ayuda a resaltar el contraste entre las dreas urbanas y rurales.

Datos de area

En este tipo de puntos, D es nuevamente un subconjunto fijo (de forma regular o irregular), pero aho-
ra particionado en un nimero finito de unidades de 4rea con limites bien definidos. Este caso a menudo
se denomina datos de rejilla (lattice), un término que encontramos engafioso ya que sugiere observacio-
nes correspondientes a «esquinas» de una cuadricula similar a un tablero de ajedrez. Por supuesto, hay
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Figura 1.2: Mapa que muestra el porcentaje de la poblacién encuestada con ingresos familiares por debajo
del 200 % del limite de pobreza federal, en unidades de encuesta regionales en el condado de Hennepin,
Minnesota. Fuente: [1, cap. 1].

conjuntos de datos de este tipo; por ejemplo, los que surgen de ensayos agricolas de campo (donde las
parcelas cultivadas forman una rejilla regular).

Sin embargo, en la practica, la mayoria de los datos de drea son resimenes sobre una rejilla irregular,
como una coleccién de limites de condados u otras regiones, como se muestra en la Figura 1.2. Dicho
ejemplo proporciona informacién sobre el porcentaje de una poblacién encuestada con ingresos familia-
res por debajo del 200 % del limite de pobreza federal para una coleccién de regiones que comprenden
el condado de Hennepin, MN. Es importante destacar que no tenemos informacién sobre ningin hogar
individual en el area de estudio, solo resimenes regionales para cada regién. La Figura 1.2 es un ejemplo
de un mapa coroplético, lo que significa que utiliza tonos de color (o escala de grises) para clasificar
los valores en unas pocas categorias amplias (seis en este caso), similar a un histograma para datos no

espaciales.

En este caso, las ubicaciones s € D son en realidad las regiones (o bloques) en si mismos, por lo tanto
no se designardn como s;, sino como B; con i = 1,...,n, para evitar confusiones entre los puntos s; y los
bloques B;.

Modelos para procesos puntuales

Ahora, el conjunto D en si mismo es aleatorio; su conjunto de indices proporciona las ubicaciones
de sucesos aleatorios que constituyen el patrén espacial de puntos. El proceso Z(s) en si mismo puede
ser simplemente igual a 1 para todos los s € D (indicando la ocurrencia del evento), o posiblemente pro-
porcionar informacién adicional de covariable (produciendo un proceso de patrén de puntos marcado).

Ejemplos de este caso pueden ser las residencias de personas que sufren de una enfermedad particu-
lar, o la ubicacion de una especie de arbol en un bosque. Aqui, la respuesta Z suele ser fija (ocurrencia del
evento), y solo las ubicaciones se consideran aleatorias. En algunos casos, esta informacién podria com-
plementarse con la edad u otra informacién de covariable, dando lugar a un patrén de puntos marcados.
Este tipo de datos suelen ser de interés en estudios de agrupacién de sucesos, donde el objetivo es deter-
minar si un patrén de puntos espaciales observado es un ejemplo de un proceso agrupado o simplemente
el resultado de un proceso de eventos aleatorios que operan de manera independiente y homogénea en el
espacio.

En este trabajo nos centraremos en el estudio de modelos espaciales para datos punto-referenciados.
Estos modelos son generalmente conocidos con el término geoestadistica. Los origenes de esta rama de
las matematicas aplicadas se remontan a principios de la década de 1950 con un intento por mejorar los
métodos para calcular las reservas en las minas de oro en Sudafrica y que posteriormente llamaron la
atencién de los ingenieros de minas franceses, en especial de Georges Matheron, quien formalizé los
conceptos.






Capitulo 2

Modelos para puntos georreferenciados

Los datos georreferenciados son una fuente valiosa de informacién en muchos campos, desde la

geologia hasta la epidemiologia. Estos datos representan la ubicacién espacial de puntos de interés y
pueden proporcionar informacién valiosa sobre la distribucién y variabilidad de fendmenos naturales o
sucesos sociales. Sin embargo, analizar y comprender la estructura espacial de estos datos puede resultar
desafiante debido a la naturaleza compleja de su distribucion. En este capitulo, nos centraremos en el
andlisis de puntos georreferenciados utilizando modelos espaciales. Estos modelos nos permiten estudiar
la dependencia espacial y la variabilidad de los datos en funcién de la distancia y la direccidn.
En primer lugar, se presentaran los conceptos bésicos de la geoestadistica, incluyendo la definicién de
variograma, la nocién de estacionariedad e isotropia, y la importancia de la correlacién espacial. A con-
tinuacién, nos centraremos en los variogramas para procesos isotrépicos. Se explicaran los fundamentos
tedricos del variograma y su interpretacion, asi como los diferentes tipos de modelos utilizados en la
practica. Estos modelos nos permiten caracterizar la estructura de dependencia espacial de los datos y
proporcionan una base sélida para la prediccién y la interpolacién espacial. Por dltimo, abordaremos la
estimacion del variograma, la cual se realiza a partir de los datos observados. Se presentaran diferentes
métodos de estimacion y se discutirdn las ventajas y desventajas de cada uno, asi como las consideracio-
nes préacticas para su aplicacion.

La bibliografia consultada para realizar este capitulo ha sido [, cap. 2], [4, cap.2]y [5, cap. 3].

2.1. Conceptos basicos

Asumimos que el proceso espacial Z(s) tiene una media asociada, p(s) = E(Z(s)) y que su varianza
existe para todo s € D.

Un proceso espacial Z(s) se dice estacionario si mantiene sus propiedades estadisticas constantes
en todas las ubicaciones dentro del 4rea de estudio. La estacionariedad es una hipétesis que suele ser
razonable y muy empleada en el caso de datos espaciales. A continuacién presentamos tres tipos.

Definiciéon 1. El proceso espacial Z(s) es estrictamente estacionario (estacionariedad fuerte) si, para ca-
dan > 1, cada conjunto de 7 puntos {si,...,s,} en Dy cada h € R?, la distribucién de (Z(s;),...,Z(s,))
es la misma que lade (Z(s; +h),...,Z(s, +h)).

Definicién 2. Un proceso espacial Z(s) se denomina débilmente estacionario (o estacionariedad de
segundo orden) si [(s) = u (es decir, tiene media constante) y Cov(Z(s),Z(s+h)) = C(h) para todo
he R

En otras palabras, la estacionariedad fuerte implica que la funcién de distribucién de probabilidad es
invariante a cualquier traslacion respecto a un vector h. Por otro lado, la estacionariedad débil implica
que la covarianza entre dos puntos distintos depende tinicamente del vector de desplazamiento h y no de
dichos puntos. Ademds, esta covarianza puede definirse mediante una funcién C : D — R denominada
funcion de covarianza que depende dnicamente de h. La existencia de la covarianza implica que la va-
rianza existe y es finita, es decir, Var(Z(s)) = C(0) = ¢>.
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6 Capitulo 2. Modelos para puntos georreferenciados

La estacionariedad fuerte implica que toda la distribucion es estacionaria, por lo tanto, en particular, los
momentos de primer y segundo orden, siempre que existan, también van a ser estacionarios, obteniendo
asi la estacionariedad débil. El reciproco no es cierto generalmente, pero si se cumple para procesos
gaussianos. Recordemos que un proceso Z(s) se dice que es gaussiano si, para cada n > 1 y para cada
conjunto de puntos {sy,...,s,}, Z = (Z(s1),...,Z(s,))" tiene una distribucién normal multivariante.

Existe un tercer tipo de estacionariedad llamada estacionariedad intrinseca, la cual impone condi-
ciones sobre la media y la varianza de los incrementos [Z(s+h) — Z(s)].

Definiciéon 3. El proceso espacial Z(s) se dice que es estacionariamente intrinseco si cample que:
E[Z(s+h)—Z(s)] =0, (2.1)
Var(Z(s+h) —Z(s)) =2y(h). (2.2)

La definicién de estacionariedad intrinseca impone que la esperanza de la diferencia sea 0 y, en con-
secuencia, esto implica que la esperanza de Z(s), si existe, es constante. Por otro lado, nétese que para
cualquier vector h, la varianza del incremento est4 definida y es una funcién que depende tinicamente de
la distancia y no de s. Ademds, por (2.1) tenemos que Var (Z(s+h) —Z(s)) = E [Z(s+h) — Z(s)]*.

La definicién de estacionariedad intrinseca lleva a introducir la definicién de y(h).

Definicién 4. Se denomina variograma a la funcién 2y(h) y semivariograma a la funcién y(h), definidas
en (2.2). Nétese que es una funcion y: D — R.

Tanto el variograma como la funcién de covarianza se emplean para la determinacién de la depen-
dencia espacial entre los datos observados. Veamos de forma intuitiva, cémo es el comportamiento del
variograma. Para valores de ||h|| pequefos (distancias pequeiias), se espera que Z(s+h) y Z(s) sean
muy similares, es decir, que sean més dependientes y por lo tanto, la diferencia (Z(s+h) — Z(s))? sea
pequeiia. Por otro lado, cuando |/h|| crece, se espera una menor similitud entre Z(s +h) y Z(s), y por lo
tanto (Z(s+h) — Z(s))? serd mas grande. Luego el valor de y(h) se espera que crezca con ||h||, propor-
cionando asf una idea sobre la dependencia espacial.

Estudiemos ahora algunas propiedades del variograma.

Teorema 2.1. Sea la funcién y:D — R, h € R? y {s1,...,s,} un conjunto de n puntos en D. Se verifican
las siguientes propiedades:

a) y(h) =7y(—h), y(h) >0y y(0) = 0.

b) Elvariograma tiene la propiedad de ser definido negativo, es decir, para cada conjunto de puntos

S1,..-,8, y cada conjunto de constantes ay,...,ay tales que ¥ ;a; = 0, si y(h) es vdlido, entonces:
Y. ) aiajy(si—s;) <0. (2.3)
ij
Demostracion. a) En primer lugar vamos a comprobar que y(h) = y(—h). Sabemos, por definicién,

que el variograma es 2y(h) = Var(Z(s+h) — Z(s)). Luego:

2y(h) =Var(Z(s+h) —Z(s)) = Var(Z(s+h)) +Var(Z(s)) —2Cov(Z(s+h),Z(s)).
Como la varianza es constante, Var(Z(s+h)) = Var(Z(s —h)), y dada la simetria de la covarianza
obtenemos:
2y(h) =Var(Z(s+h))+Var(Z(s)) —2C(h) = Var(Z(s —h)) + Var(Z(s)) — 2C(—h) = 2y(—h),
y esto ocurre si y solo si y(h) = y(—h).
Por otro lado, y(0) = 0, ya que 2¥(0) = Var(Z(s) — Z(s)) = Var(0), luego y(0) = 0.

0.

Finalmente, dado que el semivariograma es una varianza sabemos que y(h) >
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b) Sea un conjunto de puntos si,...,S, y un conjunto de constantes ai,...,a, tales que } ;a; =0, si
y(h) es vlido, entonces:

Y. ) aiajy(si—s;) = %EZZaiaj(Z(s,») ~Z(s))?

2
<0.

=—EY Y aia;Z(s)Z(s;) = —E | Y aiZ(s)

O]

Vamos a estudiar ahora la relacién entre el variograma y la funcién de covarianza. En primer lugar
veremos como se puede calcular 7y a partir de C.

Teorema 2.2. Sea Z(s) un proceso estacionario con funcion de covarianza C 'y h € RY, entonces se
cumple:
Y(h) = C(0) = C(h). (2.4)

Demostracion. Por la definicién del variograma obtenemos:
2y(h) =Var(Z(s+h) —Z(s)) = C(0) +C(0) —2C(h) = 2[C(0) — C(h)].
Luego y(h) = C(0) —C(h).
O

En general, la covarianza no siempre puede expresarse en funcién del variograma. Un caso particular
en el cual se verifica, es cuando asumimos que el proceso espacial es ergddico, es decir, C(h) — 0 cuando
|lh|| — oo, donde |/h|| denota la longitud del vector h. Esta condicién indica que la covarianza entre los
valores en dos puntos tiende a cero a medida que los puntos se separan mds en el espacio. Veamos
entonces como podemos expresar la covarianza en funcién del variograma. En primer lugar, tenemos
y(u) = C(0) — C(u) y tomamos el limite. Debido a que el proceso espacial es ergédico obtenemos:

lim y(u) =C(0)— lim C(u)=C(0). (2.5)

[lul| oo [Juel| oo

Por otro lado, C(h) = C(0) — y(h) y sustituyendo por la expresion anterior (2.5) obtenemos:

C(h) = Iim y(u)— y(h). (2.6)

[lul|—eo
Logramos asi una forma de determinar la funcién de covarianza C a partir del semivariograma 7.
Veamos por dltimo que la estacionariedad débil implica estacionariedad intrinseca. Para ello hay que
probar lo siguiente:
i) E(Z(s+h)—Z(s)) =0.

En efecto, si el proceso es débilmente estacionario, E(Z(s)) = u, y por lo tanto E(Z(s +h) —
Z(s)) =pu—p=0.

ii) Var(Z(s+h)—Z(s)) es una funcién que depende tinicamente de h, no del punto s.

Sabemos que,
Var(Z(s+h) —Z(s)) = Var(Z(s+h)) + Var(Z(s)) —2Cov(Z(s+h), Z(s)).

Si el proceso es débilmente estacionario Var(Z(s+h)) = Var(Z(s)) = 62, no depende de s, ni de
hy Cov(Z(s),Z(s+h)) = C(h) es una funcién que solo depende de h.

El reciproco, sin embargo, no es cierto.
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Procesos isotropicos

A continucacién vamos a introducir un concepto de gran importancia en los procesos espaciales que
es la isotropia. Dicha propiedad es valiosa debido a su capacidad para simplificar el anélisis y mejorar
las predicciones.

Definicion 5. Un proceso espacial Z(s) se dice isotrdpico si la correlacion entre los datos no depende
de la direccién en la que esta se calcule, sino tinicamente de la distancia. En caso contrario se hablara
de anisotropia o de proceso espacial anisotrdpico. En otras palabras, Z(s) es isotrépico si su funcién
semivariograma y(h), depende del vector sélo a través de su longitud |/h]|.

Denotaremos a partir de ahora ||h|| por /& para simplificar la notacion.

2.2. Tipos de variograma para procesos isotropicos

Mais adelante veremos cémo la formulacién de modelos paramétricos para el variograma resulta
una herramienta de gran utilidad durante el proceso de estimacién. En general dichos modelos pueden
dividirse en no acotados (lineal) y acotados (esférico, exponencial, gaussiano). Los del segundo grupo
garantizan que la covarianza de los incrementos es finita, por lo cual son ampliamente usados cuando
hay evidencia de que presentan buen ajuste. Todos estos modelos tienen tres pardmetros comunes que
son descritos a continuacién y su interpretacion grafica puede observarse en la Figura 2.1.

» Pepita (nugget)

Este pardmetro, denotado generalmente por 72, representa una discontinuidad puntual del semiva-
riograma en el origen, la cual puede ser causada por errores de medicién en la variable o debido a
que existe una variabilidad aleatoria en escalas muy pequeiias.

= Rango (range)

El rango representa la distancia a la cual el variograma alcanza su valor maximo. En términos prac-
ticos corresponde a la distancia a partir de la cual dos observaciones son independientes. Cuanto
mds pequefio sea el rango, mds cerca se estd del modelo de independencia espacial. Sin embargo,
el rango no siempre aparece de manera explicita en la férmula del semivariograma.

n Meseta (sill)

La meseta representa el valor maximo del variograma a medida que la distancia entre los puntos
aumenta y se aleja del punto de origen. Se calcula a partir de > + 62, donde 72 es la pepita y o
la meseta parcial. También puede definirse como el limite del semivariograma cuando la distancia
h tiende a infinito. Dicho limite puede ser o no finito.

A continuacién, consideramos algunos de los modelos de variogramas mas importantes.

= Lineal

2 +06%h, sih>0, 12>0, 6>>0
Y(h) = (2.7)
0, en otro caso.

Notar que y(h) — oo cuando & — oo, luego este variograma no se corresponde con un proceso
estacionario débil, pero si que es intrinsecamente estacionario. En este modelo la pepita es 72 pero
la meseta y el rango son infinitos.
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Meseta

Varianza

Efecto pepita

0 Rango

Figura 2.1: Pardmetros del semivariograma. Fuente [6].

» Esférico

7% 402, sih>1/¢,
v = 2o {3 - L(onP}, sio<n<1/g, 2.8)
0, en otro caso.

Este variograma ofrece una ilustracién muy clara de los pardmetros definidos anteriormente. Mien-
tras que 7(0) = 0 por definicién, y(0%) = lim,_,o+ Y(h) = 7> es la pepita. Por otro lado, limy,_,.. y(h) =
72+ 6 es la meseta. Finalmente, el valor 4 = 1/¢ en el cual y(h) alcanza por primera vez su valor
maximo es el rango, donde ¢ se denomina pardmetro de decaimiento.

= Exponencial

2.9)
0, en otro caso.

y(h) = {T2 +0%(1 —exp(—¢h)), sih>0,
El variograma exponencial tiene la ventaja sobre el esférico de que es mas simple en forma funcio-
nal sin dejar de ser un variograma vélido en todas las dimensiones. Sin embargo, notar que la me-
seta solo se alcanza asintéticamente; estrictamente hablando, el rango R = 1/¢ es infinito. En estos
casos se suele emplear la nocién de rango efectivo, definido como la distancia a partir de la cual
la correlacién puede considerarse despreciable. Generalmente se considera una correlacién menor
a 0.05, la cual para el caso exponencial se alcanza para una distancia 4 tal que exp(—¢@h) = 0,05,
dando un rango efectivo de 7 = —10g(0,05)/¢ ~ 3/¢.

= Gaussiano

(2.10)

2+ 02(1 —exp(—¢*h? sih>0
) = { (1 —exp(—9?h%))
0 en otro caso.

Al igual que en el modelo exponencial, la dependencia espacial se anula solo en una distancia que
tiende a infinito. El principal distintivo de este modelo es su forma parabdlica cerca del origen.
= Matérn

El modelo Matérn es conocido por su flexibilidad para describir diferentes patrones de variabilidad
espacial en datos georreferenciados. La forma general de la funcién de variograma se define como

2 2|1 @vvhe) :
{70 1 - SRS K 2VVhe)|  sih>0 o
0 sih=0

donde I'(+) es la funcién Gamma usual y Ky es la funcién Bessel modificada de orden v. Ademas,
este modelo incorpora un pardmetro adicional, v, que proporciona mayor flexibilidad. El valor de
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Figura 2.2: Comparacién de los modelos exponencial, esférico y gaussiano. La linea vertical representa
el rango en el caso del modelo esférico y el rango efectivo en el de los modelos exponencial y gaussiano.
Fuente: [1, cap. 2].

Modelo Covarianza, C(h) Variograma
2452 : 2 2
Lineal C(h) no existe y(h) = {T +oth, sth>0, >0, 6°>0
0, en otro caso.
0 sih>1/¢ ©?+0?, sih>1/9,
Esferico Chy={ 6 [1-39h+L(on)] sio<n<1/p y(h)= r2+02{¥—%(¢h)3}, Si0<h<1/9,
72+ 02 sih=0 0, en otro caso.
2 _ : 2 2 1— _ il
Exponencial | C(k) — 02 expg oh) si >0 Y = 24+ 06%(1 —exp(—9h)), sih>0,
°+0 sih=0 0, en otro caso.
2 _4212) o 24 52(1 — 6212 :
Gaussiano c(h) = 0'2 expg O*h*) sTh>0 y(h) = 2 +0°(1 —exp(—9*h*)) sih>0
T°+0o sih=0 0 en otro caso.
2 . 2 ho)Y .
Matern C(h) = ZV%F(V)((M)VKV((M) sith>0 y(h) = ol [1 - (2"\("/1"?‘3) KV(ZWM))] sth>0
7+ 02 sih=0 0 sih=0

Cuadro 2.1: Funciones de covarianzas asociadas a cada modelo de variograma.

v determina cdmo se comporta la funcién de variograma Matérn a medida que aumenta la distancia
espacial. Concretamente, si consideramos el caso particular v = 0,5 obtenemos

Kos(x) = \/ZGXP(—X),

y por tanto y(h) = 724 62(1 —exp(—¢h)), que es exactamente la funcién variograma del modelo
exponencial. Por otro lado, cuando v tiende a infinito, la funcién variograma se aproxima a un
modelo gaussiano.

resumen en la Tabla 2.1.

Las distintas formas de variogramas y las covarianzas a las que corresponden dichos modelos, se

2.3. Estimacion del variograma

Sea Z(s) un proceso espacial y sean Z(s; ), ..., Z(s,) sus n observaciones. Nuestro objetivo es estimar

la correlacién espacial entre las observaciones del proceso Z(s). Generalmente, en el caso de datos geo-
rreferenciados, dicha correlacion es modelada por la funcién semivariograma 27y(h) definida por (2.2).

El objetivo es estimar la funcién variograma a partir de la muestra observada. Ademds, en toda

la seccién se va asumir que el proceso espacial Z(s), del que proviene la muestra, es intrinsicamente
estacionario e isotrépico. De nuevo emplearemos la notacion /4 para referirnos a la longitud ||h|.
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2.3.1. Estimacion no paramétrica

Bajo las suposiciones anteriores y empleando el método de los momentos, se obtiene el denominado
estimador del método de momentos (o clasico) del semivariograma

?@)=2M;ﬁ“z:w@»—zwaf, 2.12)

N(h)|

donde N(h) = {(si,s;) : s; —s; = h} es el conjunto de todos los pares de localizaciones separadas por la
distancia h 'y |[N(h)| es el cardinal de dicho conjunto.

De forma andloga, en el caso de procesos con estacionariedad de segundo orden, se obtiene el esti-
mador cldsico para la funcién de covarianza

C(h) = v Y, Z(s0) = Z) [2(s)) — Za], (2.13)

siendo fl = Z, la media muestral. N6tese que, la necesidad de estimar la media u produce que el estima-
dor sea sesgado.

Estimador robusto

El estimador del método de momentos del semivariograma es un promedio de diferencias al cuadrado
y, por lo tanto, puede verse muy influenciado por un pequefio nimero de valores atipicos. Por esta razon,
para disminuir la importancia de cualquier diferencia grande al cuadrado, a veces es preferible considerar
un estimador robusto. Por ejemplo, Cressie y Hawkins (1980) propusieron el siguiente estimador robusto

] 1 T {[Z(si) —Z(Sj)]1/2}4
) = SN 0,457 10498/ N

(2.14)

donde se anade un factor de correccion de forma que el estimador sea insesgado cuando el proceso
espacial es normal.

La robustez en este contexto se refiere a la capacidad del estimador de resistir la influencia de valores
atipicos o datos erréneos, lo que puede distorsionar los resultados y afectar negativamente a la interpre-
tacion del andlisis. Esto se puede ver en el caso del estimador (2.14) con el uso de diferencias de raices
cuadradas, en lugar de diferencias cuadradas, como en el estimador (2.12).

Estimador Kernel

El objetivo principal del estimador kernel es obtener un estimador que permita estimar la funcién
variograma en cualquier valor 4 y de una forma suave. Dicho estimador emplea una funcién kernel
que suaviza los pares de diferencias para posteriormente, calcular el semivariograma a partir de esas
diferencias suavizadas.

En efecto, definimos una funcién de densidad bidimensional simétrica y no negativa, w(u), centrada
en 0, cuya integral sobre todo su dominio debe sumar uno, es decir, [ w(u)du = 1. Por tanto, la estimacion
kernel del semivariograma quedaria

A {12(s) = () pws (h — hiy)
f5(h) = (Z,) ¥ walh— i) : (2.15)

donde h;; = s; —s; es la distancia espacial observada entre i y j.
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Ademés, ws(u) = $w(%) donde § es el pardmetro denominado pardmetro de suavizado y determina
el peso que se asigna a cada observacion en la estimacién en cada 4. Un valor de 6 mds pequeiio re-
sultard en una estimacioén con mds variabilidad, mientras que un valor mds grande dard como resultado
una estimacién mds suave. En resumen, la eleccién del pardmetro es critica en la suavizacion de datos
utilizando funciones kernel. En la practica, encontrar el § 6ptimo a menudo implica experimentar con
diferentes valores y evaluar cémo afectan a la suavizacion y la interpretacién de los resultados.

2.3.2. Estimacion paramétrica

El estimador del método de momentos del semivariograma es intuitivo e imparcial. Audn asi, este
estimador presenta dos insuficiencias principales. La primera surge del hecho de que las varianzas son

positivas. Especificamente, esto requiere que para cualquier constante b;, i = 1,. .., k y cualquier conjunto
de ubicaciones espaciales, s;, i = 1,...,k, se cumple que
k kK k

Var | Y b:iZ(s))| =) ) bib;jCov|Z(s;),Z(s;)] > 0.
i=1 i=1j=1

De manera andloga, como hemos comentado la seccién 2.1, se requiere que Zf-;l ZI;-:1 aa;y(si—s;) <0,
para todo q; tal que Zle a; = 0. El estimador del método de los momentos dado en (2.12) no garantiza
dichas propiedades.

La segunda razén por la que el estimador (2.12) no es adecuado, es debido a que proporciona es-
timaciones de correlacién s6lo en las distancias espaciales & observadas. Sin embargo, por lo general,
en la préctica se requiere un estimador de la correlacion espacial en cualquier 4, incluidas las distancias
espaciales que pueden no haberse observado.

Una solucién comin a estas dos dificultades es ajustar modelos paramétricos vélidos, como los de-
sarrollados en la Seccién 2.2, para los cuales la funcion semivariograma es definida no positiva, lo que
luego permite el célculo del semivariograma con cualquier distancia espacial. A continuacién presenta-
mos un proceso general para la estimacion paramétrica del semivariograma.

Sea A = {hy,...,hy} un conjunto de distancias. Consideramos el vector 4 = {§(h1),...,¥(hn)} de
longitud m, que denota las estimaciones del semivariograma en las m distancias espaciales, calculadas
mediante cualquiera de los estimadores no paramétricos mencionados anteriormente. Por ejemplo, 4
puede ser el estimador clésico, el estimador robusto o el estimador kernel. Definimos §(/;) como la
i-ésima componente del vector, i =1,...,m.

Buscamos entonces una variograma paramétrico que sea el mds cercano en algin sentido a este es-
timador no paramétrico. Por lo general, esto significa minimizar una distancia cuadrada entre los dos.
Concretamente, supongamos que la verdadera funcién semivariograma se encuentra dentro de una fa-
milia paramétrica particular, denotada como [yz(-,8) : @ € ®]. Definimos entonces, para cada 6, vz(0)
como el vector de longitud m de los valores del semivariograma paramétrico en las distancias espaciales
A. Ademads, yz(h;, 0) denotard la i-ésima componente del vector con i = 1,...,m.

A continuacién se realiza la estimacion de los pardmetros, cuyo objetivo es encontrar los valores
de los pardmetros del modelo paramétrico que se ajusten lo mejor posible a las estimaciones 4 en las
distancias A. Para ello existen diversos criterios de ajuste. Entre ellos hay que destacar los basados en
minimos cuadrados y en médxima verosimilitud, descritos a continuacion.

Estimacion por minimos cuadrados

s Minimos cuadrados ordinarios (OLS)

En el método de minimos cuadrados ordinarios, se busca elegir 8 de tal manera que se minimice
la expresion

(hi) — Y2(h:,0))7, (2.16)

>
ga
2
I
™=
3
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donde R(8) es la funcién del error que queremos minimizar.

Aunque esta minimizacion parece natural y computacionalmente sencilla, no es el estimador mas
eficaz. Esto se debe a que el método de minimos cuadrados ordinarios no tiene en cuenta el nu-
mero de diferencias al cuadrado promediadas en cada distancia, N(#;), y asigna el mismo peso a
cada sumando. Por lo tanto, el método no considera la variabilidad asociada a cada diferencia al
cuadrado, ni la posible correlacién entre elementos de 4.

» Minimos cuadrados generalizados (GLS)

Este criterio tiene en cuenta los aspectos anteriores y no asume necesariamente que los errores
sean independientes entre si y tengan varianza constante. Si definimos la matriz m x m de varianza-
covarianza como V(0) := Var [y — y,(0)], entonces el GLM busca minimizar la funcién

R(6) = (% —72(0)) V()™ (¥ —2(0)). (2.17)

A pesar de ser un estimador mejor, existen algunas dificultades précticas. La primera es que la
matriz V(0) es dificil de calcular en la préactica. Se pueden encontrar algunas aproximaciones de
muestras grandes para procesos gaussianos, pero en general no es una tarea sencilla. En segundo
lugar, minimizar este criterio puede resultar complicado, ya que R(0) es una funcién no lineal.

» Minimos cuadrados ponderados (WLS):

Debido a las dificultades comentadas con el GLS, el método de minimos cuadrados ponderados
busca dar mayor importancia a las estimaciones mds fiables. Para ello, el WLS asigna pesos di-
ferentes a cada término, para asi tener en cuenta la variabilidad de los estimadores. Este criterio
busca encontrar el @ que minimice

R(O) = (57 —712(8)) W(B) (4 —2(6)) = Y w? [3(h) — (i, O)F . (2.18)

>

2

donde W(0) denota una matriz diagonal definida por los pesos wy.
Para los pesos, nétese que las observaciones gaussianas, Z(s + ) — Z(h) tienen una distribucién
N(0,2y(h)), por la definicién del variograma. Notar que [Z(s+h) — Z(h)] /+/27y(h) tiene una dis-
tribucién N (0, 1). Por lo tanto, [Z(s + k) — Z(h)]* /2 tiene una distribucién (k) x?, donde x? deno-
ta la distribucién chi-cuadrado con un grado de libertad. Recordemos que el estimador del método
de momentos tiene la expresion (2.12). Si, para cada i, asumimos que las |N (h;)| diferencias cua-
dradas son independientes, entonces Var [y (h;)] = 27? (h;) / |N (h;)|. Esto sugiere dar los valores
w? = |N (h;)| /27y* (h;). En otras palabras, buscamos minimizar la expresion

m 501 2
;N(hi) [?/Z}Eg:j)e)—l] : (2.19)

Se podria decir que el método WLS se encuentra entre el estimador OLS, que resultaba facil de
computar, y el estimador GLS, que aunque eficaz, era dificil de computar. En general, el método
de minimos cuadrados ponderados suele ser el criterio de ajuste por defecto.

Una vez que se han ajustado los pardmetros, la estimacién paramétrica del variograma puede utili-
zarse para predecir la dependencia espacial en ubicaciones no muestreadas y proporcionar informacién
sobre como las observaciones se correlacionan a diferentes distancias.

Estimador maximo verosimil

La estimacioén por méxima verosimilitud (maximum likelihood, ML) es un método muy conocido en
inferencia estadistica paramétrica, aunque su uso en estadistica espacial ha sido relativamente reciente.
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Si suponemos que la distribucién de los datos es normal, Z ~ N (X3,%(6)), donde 3 = 3(0) es la
matriz de covarianza de una distribucién normal multivariante. Se puede deducir fiacilmente la expresion
de la funcién de verosimilitud y obtener las estimaciones de los pardmetros buscando los valores que la
maximizan.

En este caso, la expresion del logaritmo negativo de la funcién de verosimilitud (negative log like-
lihood, NLL) es:

L(B.6) = (n/2)log(2) + (1/2)l0g |S(8) | + (1/2)(Z— XB)'£(8) " (Z—~XB) (2.20)

Los detalles sobre el cdlculo de 3 y 0 se pueden consultar en [7].

Una ventaja del método de maxima verosimilitud es que permite estimar de forma conjunta 3 y 6
directamente de los datos y no es necesario calcular estimaciones no paramétricas del variograma. Sin
embargo, uno de los principales problemas de la estimacién ML es que los estimadores pueden tener un
sesgo considerable, especialmente cuando la media no es constante. Este problema se puede resolver,
por lo menos en parte, utilizando una variante de este método.

El método de méaxima verosimilitud restringida (restricted maximum likelihood, REML) se basa en
la idea de filtrar los datos de forma que la distribucién conjunta no dependa de 3. En este caso, no vamos
a trabajar con la funcién de verosimilitud original de los datos, sino con la funcién de verosimilitud de las
diferencias de los datos, es decir, W = (Z(1) — Z(2),Z(2) = Z(3),...,Z(n—1) = Z(n)) ". Por lo tanto, se
busca minimizar:

Lw(B,6) = @ log(27) +(1/2) log ‘ATE(B)A’ +% (W —ATX,B) ! (ATz(e)A) (W —ATX5) :

2.21)
donde A = (g;;) es una (n— 1) X n matriz cuyos elementos son:

l,parai=j,j=1,....n—1,
ajj=4q —lparai=j+1,j=1,....n—1, (2.22)

0, en otro caso.

Asumiendo que el proceso Z(s) tiene media constante i, entonces A ' X3 =0yaque X3 = (1,..., 1)T u,
y entonces Ly no depende de 3. El objetivo es que, sacrificando una observacién (porque al trabajar con
las diferencias tendremos (n — 1) observaciones en lugar de n), podamos obtener un estimador de 6
basado en Ly que tenga mejores propiedades de insesgamiento.

En general, la estimacion REML mejora, a veces significativamente, los resultados obtenidos con la
estimacién ML.

2.3.3. Estimacion con funcion media no constante

La suposicién de media constante suele ser apropiada cuando la funcién media verdadera es cons-
tante o presenta muy poca variacién. Sin embargo, hay muchos casos en los que la funcién media no es
constante de una manera significativa y sistematica. En este tipo de situaciones resulta interesante consi-
derar la funcién media variable.

Supongamos entonces que la media del proceso espacial Z(s) depende de la ubicacién. Es decir, el
modelo que siguen las observaciones serd

Z(s)=u(s)+6(s), seD,

donde () es un proceso estocdstico estacionariamente intrinseco de media cero.
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Una forma habitual de modelizar medias espacialmente heterogéneas es 1 (s) = X3, donde X es un
vector de p covariables que dependen del espacio y 3 es el vector de coeficientes asociados a dichas
covariables,

Z(s) =XB+4(s), (2.23)

siendo Z(s) = (Z(s1),...,Z(s,)) .
Ademds, nétese que
E [2¥(h)] = E(Z(s +h) — Z(s))* = 2y(h) + ((s + h) — p(s))?,

En efecto, se ve que para funciones medias no constantes, la esperanza del estimador es el variograma
mads el cuadrado de la diferencia de la funcién de medias en los puntos s y s + 4. En otras palabras, es
sesgado. De conocerse la funcién media, podriamos estimar el variograma a partir de 6(s) := Z(s) —
1 (s). En la préctica, sin embargo, la funcién media generalmente se desconoce y debe estimarse. A
continuacion presentamos algunos procedimientos para este tipo de situaciones.

n Usar el modelo lineal

En el modelo lineal general, estimamos en primer lugar 3, usando el método de minimos cuadrados
ordinarios (OLS), obteniendo Bp.s. A continuacidn estiamos el variograma, 2y(h), a partir de los
residuos A R

0(s) =Z(s) —XBoLs. (2.24)

En caso de ser necesario, podemos volver a estimar 3, empleando el método de minimos cuadra-
dos generalizados (GLS), con la matriz de covarianza del variograma estimado. Las predicciones
finales son entonces

Z(s0) = x4 Bors + 8 (s0), (2.25)
donde x} = (Xo(so),- .-, X,(s0))" y 8 (so) es el predictor de & (so), basado en los residuos de (2.24).

» Ignorar la media no constante

Para funciones medias relativamente suaves tenemos que la diferencia p(s+h) — 1 (s) es pequeiia,
para h pequeiia. En esta situacion, puede ser apropiado ignorar la media no constante. Por lo tanto,
si dicha media pu(s) es constante en los subdominios del dominio de datos D, podemos estimar
el varigorama en cada subdominio, utilizando un estimador empirico y, posteriormente, combinar
dichas estimaciones.

» Datos gaussianos

Si los datos son conjuntamente gaussianos, a menudo es preferible encontrar los estimadores de
méxima verosimilitud, maximizando la verosimilitud de los datos en los pardmetros de media y
covarianza.






Capitulo 3

Prediccion espacial

3.1. Introduccion

La prediccion espacial o kriging es el proceso de estimar valores de un proceso espacial en ubica-
ciones no muestreadas dentro de un drea geografica, utilizando informacién de ubicaciones previamente
muestreadas. Se basa en la idea de que existen patrones espaciales y correlaciones entre las observacio-
nes, lo que permite hacer inferencia sobre valores en lugares no muestreados. La prediccién espacial se
aplica en diversas disciplinas, como la geologia, la epidemiologia y la planificacién urbana, para com-
prender fendmenos que varian en el espacio.

Su enfoque se fundamenta en el principio de que los valores en ubicaciones cercanas en el espacio
tienen una mayor similitud que aquellos ubicados lejos entre si. Esta propiedad de correlacién espacial
se utiliza para obtener predicciones mds precisas y fiables.

En este capitulo abordaremos dos de las variantes principales dentro del marco del kriging: el kriging
ordinario y el kriging universal. El kriging ordinario es la forma mds bdsica y se basa en la suposicién de
que la media del proceso es constante. Por otro lado, el kriging universal es una extensién del ordinario
que incorpora una mayor flexibilidad al permitir la inclusion de covariables o variables auxiliares en la
modelizacién de la media del proceso espacial.

Para el desarrollo de este capitulo la bibliografia utilizada ha sido [5, cap. 2]y [7, cap. 4].

3.2. Modelo para la prediccion 6ptima.

Sea Z(s) un proceso espacial, supongamos que se hacen mediciones en los puntos s;, i = 1,...,n,
de la regién de estudio D, es decir, se tienen realizaciones de las variables Z(s;),...,Z(s,) y se desea
predecir Z(sp), en un punto sy donde no hubo medicién. Comenzaremos con la estructura mas simple
para la funcién media, es decir, supondremos que es constante. Concretamente, el modelo inicial es

Z(s)=u+08(s) seD pek, 3.1

donde p es una constante desconocida y 0(s) es un proceso aleatorio estacionariamente intrinseco de
media nula. Consideramos entonces el punto sp no muestreado donde deseamos conocer el valor del
proceso Z(sg) no observado. El objetivo es obtener la ‘mejor’ prediccién de Z(sg) en base a las obser-
vaciones Z(sy),...,Z(s,). Para ello, buscamos la prediccién que minimiza el error cuadratico medio, es
decir, queremos encontrar el Z (So) que minimiza

E{ [Z(so) —Z(so)} 2} . 3.2)

Por el principio de minimos cuadrados sabemos que el valor que minimiza el error cuadratico medio
E(Y — g(X))? es la esperanza condicional g(X) = E(Y | X). Por lo tanto obtenemos que la expresién
(3.2) se minimiza cuando:

~

Z(so)=E[Z(s0o) | Z(s1),---,Z(sn)]. (3.3)

17
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El desarollo completo se puede ver en [5, pag. 24].
La varianza de prediccion se define como

E({Z(s0) ~E[Z(s0) | Z,]}*). (3.4)

donde Z, :=[Z(sy),...,Z(sy)] es el vector del valor del proceso espacial en los puntos observados
S1y...,8,.

La dificultad surge al intentar calcular el predictor Z (so) = E [Z (So) | Z). La esperanza condicional
depende de la distribucién conjunta de las observaciones Z (sg),Z(s;),...,Z(s,). Por lo tanto, el cdlculo
de esta media condicional requiere el conocimiento de la densidad conjunta (si la distribucién de Z(s) es
continua) y el célculo de una integral (n+ 1) dimensional. Dado que solo tenemos n datos no hay forma
de estimar esa distribucién conjunta.

Planteamos entonces un objetivo mds sencillo, buscar un predictor Z (sp) que sea la mejor funcion
lineal de los valores observados, es decir,

Z(so) = Y MZ(s;), (3.5)

i=1

con 4; € R, i =1,...,n constantes. Esto ha reducido el problema de estimar una distribucién (n+ 1)
dimensional a estimar n constantes. Antes de comenzar a buscar el mejor estimador lineal deberiamos
preguntarnos si existe alguna restriccién en los coeficientes A;. Puesto que hemos asumido anteriormente
que la media es constante, resulta 16gico exigir E[Z (s)] = u. Esta condicién implica que la esperanza
del predictor es igual a la esperanza de la variable observada, es decir, el predictor serd insesgado. Para
que dicha condicion se cumpla, es necesario que Y7 ; A; = 1. Por lo tanto, nuestro objetivo principal va

a ser minimizar
2

n
sujeto a Z)Li =1.

i=1

E [Z(so)—Z/I,Z Si
i=1

En algunas situaciones, pueden ser necesarias restricciones adicionales sobre los pesos. Por ejemplo,
en el caso que Z(s) sean variables positivas, podria pensarse en imponer A; > 0 con i = 1,...,n. No
obstante, si imponemos la condicién de que los pesos sean positivos, estamos eliminando la posibilidad
de que las predicciones sean mayores que los valores observados, es decir, cualquier prediccién del
proceso espacial estard acotada por el maximo de los valores observados ya que

M:

Z(s0) = Z mix 12(5)] = mtx [2(5)].

1<i<n

3.2.1. Calculo del predictor lineal 6ptimo

Una vez definido lo que entendemos por mejor predictor lineal, vamos a calcularlo. En primer lugar
desarrollamos el cuadrado:

[Z(so)—f(so)r—zz (s0) 22/12 50)Z +ZZMZ (s)).

i=1j=

A continuacién, completamos el cuadrado de los dos primeros términos de la ecuacién sumando Y} A Z2 (s)-
Restando esa misma cantidad en el tercer término y usando la condicién Y7 ; 4; = 1 tenemos que

{Z( 0) ~ ZSO} Zn‘,/ll s0>]2_ffailjw.

i=1 i=1j=1
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Tomando la esperanza en ambas partes de la ecuacién y usando la definicién de la funcién semivariogra-
ma, y(h) = LE[Z(s + h) — Z(s)]? para todo h, obtenemos:

n n
E|Z(s0)~Z(s } —2217 s)—- Y Y Ay, (3.6)
i=1j=1
Considerando el error cuadrdtico medio definido en la ecuacién (3.6) como una funcién de los pe-
sos F(Ay,...,A,), el célculo del predictor de tipo kriging se reduce a minimizar F(A;,...,4,) sujeto
aG(A,...,Ay) :=Y" A — 1 = 0. Para resolverlo se emplea el método de los multiplicadores de La-
grange. Se puede consultar el desarrollo completo en [5, pag. 26]. Tenemos (n+ 1) incdgnitas, los A;s y

el multiplicador de Lagrange, m. Se obtiene entonces una tnica solucién dada por:

Zlﬂ/ si—sj)+==Y(0—si)), i=1,...,n,
y
n
Y ai=1.
i=1
Esto es un sistema lineal y empleando la notacién %; = y(s; —s;) obtenemos:
[ M2 Yo V)T 4] [ w1 ]
Y1 Yo Yon 1 ) Y2
Va1 Y2 Yan 1 2‘n Yon
1 1 1 0| [ m/2] 1]

Denotaremos /A\k a la solucidn del sistema ' Ay = -y, donde I" es la matriz (n+ 1) x (n+1) y 7 el vector
de dimensi6n (n+ 1) definidos en la ecuacién anterior. Es decir, que si I' es invertible tenemos,

Xk = Fil’y.

Los primeros n elementos del vector /A\k nos dan los pesos para el mejor predictor lineal de Z(sy).
El predictor Z (so) = Y/, iklZ (s;) con estos pesos éptimos se denomina predictor kriging de Z(sp). El
caso en el que u se considera constante pero desconocida se conoce como kriging ordinario. Por otro
lado, el caso en el que se asume que U es conocida se denomina kriging simple. Nétese que, al usar la
funcién variograma, no es necesario conocer [ para obtener el predictor kriging. Este no es el caso si
usamos la funcién de covarianza, que requiere explicitamente U.

Nétese que la expresion (3.6) es la varianza de prediccidn para una predictor lineal usando cualquier
peso A;, i = 1,...,n. Luego la varianza asociada al predictor kriging viene dada por la varianza kriging:

Y(so —si) ? {Ak}T%

I n

I IBTEIED Wt

~ 2 s
02 = |Z(so) ~Zi(s0)| =2} A y(s0—s) -
i=1 i=1 j=1 i=1

donde Ia tercera igualdad se sigue del sistema lineal anterior.

El predictor kriging es un interpolador exacto ya que la expresion del predictor en los valores obser-
vados coincide exactamente con los valores observados, es decir, Z(s;) = Z(s;), para i = 1,...,n. Esto
se puede comprobar observando que el error cuadritico medio es idénticamente O cuando todo el peso se
pone en la ubicacién observada, es decir, A; = 1 con el resto de los pesos igual a 0. Nétese que este es el
menor error cuadratico medio ya que el valor es la esperanza de una variable positiva.

Existen otras formas de predecir el valor Z(sp). Sin embargo, el predictor kriging es ptimo entre
todos los predictores lineales. A pesar de ello, es necesaria una buena estimacion del variograma para
obtener predicciones de calidad.
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3.2.2. Intervalos de prediccion

Los intervalos de prediccion para Z(sg) pueden ser dificiles de encontrar en general. Sin embargo, si
las observaciones tienen una distribucién aproximadamente normal, entonces los intervalos de prediccién
son sencillos. Un resultado estandar del andlisis multivariante establece que si Z(sy),...,Z(s,) tienen una
distribucién normal multivariante conjunta, Z ~ N(u,X), entonces Y7 | L;,Z (s;) tiene una distribucion
normal para cualquier peso. Esto significa que, bajo normalidad multivariante,

[2 (s0) £ 1,96 o}o} 3.7)

es un intervalo de prediccion del 95% para Z(sg). Ademds, si las observaciones espaciales tienen una
distribucién normal multivariante, entonces el predictor que minimiza el error cuadratico medio es lineal.
En otras palabras, bajo la hipétesis de normalidad, el predictor kriging no solo es el mejor predictor lineal,
sino el mejor predictor que minimiza el error cuadratico medio (lineal o no lineal).

3.3. Kriging universal

Hasta ahora hemos supuesto que la funcién media es constante, es decir, que E [Z(s)] = 1. En muchos
casos, un modelo més apropiado es

Z(s) = u(s) + 8(s), (3.8)

donde estamos suponiendo que la media es heterogénea espacialmente, es decir, que depende de la loca-
lizacén s.

Como ya se coment6 en la Subseccién 2.3.3, dicho modelo se puede reescribir utilizando notacién
matricial como:

Z(s) =XB+4(s). (3.9)

donde B = (Bo,...,Bp)" es un vector desconocido, X es un vector de p covariables con X;; = X;_1(s;)
y (s) es un proceso espacial de media 0. Supondremos también que Xo = 1, de esta forma, el caso
particular p = 0 se correspondera con el modelo de kriging ordinario.

Podemos observar que el modelo que siguen las observaciones Z(s;), coni = 1,...,n, es equivalente
a un modelo de regresién. En los modelos de regresién siempre se supone que las observaciones son
independientes, y por tanto también los errores. Sin embargo, en el modelo en el cual se va a basar el
kriging universal, no vamos a imponer dicha hipétesis. En este caso, los errores d(s;) se asumen estacio-
nariamente intrinsecos.

La variable que buscamos predecir ahora es Z(so) = xg 3+ 8 (so) donde x{ denota las covariables p
en el punto donde se desea hacer la prediccién. Se asume también que el predictor lineal tiene la forma
Z(s0) =Y LiZ(s;). Ademads, que el predictor Z (sp) sea insesgado requiere en este caso que

n n
E [2(50)] =Y diu(s) =Y Aixi B=p(s0) =x08, (3.10)
i=1 i=1
para todo 3. En otras palabras, se requiere Y ; A;x} = Xg, lo cual es un sistema de p ecuaciones. No-
tar que en el caso de kriging ordinario (p = 1), x; = 1, para todo i, y por lo tanto esta restriccion se
reduce a )i ; A; = 1. Ahora, sin embargo, la suposicion de que Y}, JLI-X,-T = Xg induce p restricciones.
Sean my,...,m, los p multiplicadores de Lagrange necesarios para hacer cumplir estas p restricciones.
Procediendo de manera completamente andloga al caso de kriging ordinario, obtenemos que

Ae=T"lx, @3.11)

donde Ay = Moy Agymi, o omp)T vy =[y(so—s1),....7(So—sn), 1, Xi(s0),- -, Xp—1(s0)] y T es
una matriz de tamafio (n+ p) x (n+ p).
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Por lo tanto, el predictor Z (so) = Yo 71;{,.2 (si) con los pesos Optimos que acabamos de calcular se
denominard predictor kriging universal de Z(s).

3.4. Validacion cruzada

El método de validacién cruzada es la técnica normalmente utilizada en modelos espaciales para
diagnosticar si un modelo describe adecuadamente la variabilidad espacial de los datos. La idea bdsi-
ca es eliminar algunos de los datos y utilizar los restantes para predecir las observaciones eliminadas.
Entonces, el error de prediccion se puede calcular a partir de la diferencia entre los valores previstos
menos los reales. Si repetimos este proceso sobre muchos subconjuntos eliminados, podremos evaluar
la variabilidad del error de prediccion. Su versién més simple, la validacién cruzada dejando uno fuera
(Leave-one-out cross-validation, LOOCYV), consiste en obtener una prediccion para cada observacién de
la muestra empleando el resto de observaciones. En el caso de datos punto-referenciados no sélo intere-
sa analizar las predicciones, sino también las estimaciones del error cuadratico de prediccién (varianza
kriging).

Supongamos que Z_;(s;) es un predictor de Z(s;) obtenido utilizando alguno de los métodos de
prediccion espacial, a partir de {Z(s;) :i # j} y el variograma ajustado 27(-,8) (calculado utilizando
todos los datos). Su error de prediccion asociado serd G%ﬁj (s;), que depende, entre otras cosas, del modelo
de variograma ajustado.

Hay varias formas de medir la aproximacién de las predicciones a los verdaderos valores, por ejem-
plo:

i) Raiz del error cuadrético medio (Root-mean-square error, RMSE)

RMSE = \/ ! i(z(si) —Z_i(s))>. (3.12)
niz

11) Error absoluto medio (Mean absolute error, MAE)

1 =
MAE = 5,-:21 Z(si)) —Z_i(si)]. (3.13)

iii) Coeficiente de determinacién (R?)

i1(Z(s:) —2—1'(5:'))2.

2 _ 1
K=l 2s)-27

(3.14)

donde Z representa la media muestral de los valores observados.

Para valores pequeios del RMSE y MAE, mejor serd el modelo. En el caso del coeficiente de deter-
minacién, para datos dentro de la muestra, el valor de R? variaria entre 0 y 1. En el caso de validacién
cruzada, el R? también puede tomar valores negativos, que indican un peor ajuste que utilizar solo la
media, mientras que un valor cercano a 1 indica un mejor ajuste del modelo a los datos.

La validacién cruzada puede utilizarse para elegir el modelo con las mejores métricas, o para ex-
plorar si hay datos atipicos entre los errores de prediccion. Ademds, permite valorar si la capacidad de
prediccion del modelo satisface los requerimientos para una aplicacién en particular.






Capitulo 4

Analisis espacial de datos de temperatura

El objetivo del capitulo es ilustrar mediante dos conjuntos de datos de temperatura mensual, algunos
de los procedimientos vistos en las secciones anteriores. Para facilitar el andlisis se empleardn algunas
funciones de estas librerias con sus opciones por defecto, gstat [8], lattice [9] y sp [10]. Esto incluye es-
timar los coeficientes de regresion por medio de minimos cuadrados, o en la estimacion del variograma
considerar una distancia maxima en la inclusién de pares de puntos de un tercio de la distancia maxi-
ma entre observaciones y considerar 15 agrupaciones de pares de puntos. Utilizar minimos cuadrados
generalizados y valorar otras opciones para el variograma por medio visual o validacién cruzada podria
mejorar el ajuste del modelo, pero un andlisis mas exhaustivo se aleja de los objetivos ilustrativos de la
seccion.

4.1. Datos y analisis exploratorio

Datos

Los datos de los que se dispone son la media mensual de la temperatura maxima diaria, medida en
grados Celsius (°C), de los meses de enero y agosto del afio 2021, en varias localidades espafiolas. Estas
temperaturas estdn proporcionadas por la European Climate Assessment & Dataset (ECA&D) [11].

La region de estudio es la parte peninsular de Espafia, la cual estd conectada por los Pirineos y cuya
costa noroeste estd bordeada por el Océano Atlantico y la sudeste por el Mar Mediterrdneo. Es por ello
que su climatologia es bastante diversa. En gran parte del territorio, predomina el clima mediterraneo que
se caracteriza por tener veranos cédlidos frente a inviernos suaves. Por otro lado, las regiones del norte
de Espaiia, especialmente en la costa atlantica y en Galicia, tienden a tener un clima suave durante todo
el afio. En el interior del pafs, los inviernos suelen ser frios y los veranos muy calurosos. Por dltimo,
las zonas montafiosas, como los Pirineos o Sierra Nevada, presentan inviernos frios y nevados y veranos
frescos.

Debido a la gran variabilidad geografica del pafs, las localizaciones escogidas presentan una gran
diversidad de elevaciones, desde 3 metros en Gijon hasta 1894 metros de elevacion con respecto al nivel
del mar en Navacerrada. Ademas, 14 de las 40 observaciones se encuentran a menos de 20 km de la
costa, mientras que el resto son puntos de interior.

Un dato de interés sobre nuestro andlisis es que en agosto de ese afio hubo una gran ola de calor que
afectd a casi toda Espafia y que batié numerosos récords de temperatura. Ademads, en enero tuvo lugar el
temporal ‘Filomena’, que provoco frio intenso y nevadas significativas en varias regiones del pais. Para
conocer mds detalles sobre estos eventos se puede consultar el articulo [12].

En la Figura 4.1 podemos observar, dentro de la Espafa peninsular, a la izquierda los graficos de
temperaturas de enero y agosto, en el centro un mallado de elevaciones (en metros), y a la derecha un
mallado de la distancia a la costa (en km). Los mallados considerados tienen una resolucion de 10 km x
10 km. Podemos apreciar un posible efecto de la elevacién y la distancia, asi como una clara dependencia
espacial ya que los puntos contiguos tienen colores similares.

23
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Temperaturas enero Temperaturas agosto Elevacion Distancia

[21.23,24.41
24.41,27.59
;27 59,30.77,

(33.94,37.12]

Figura 4.1: Los graficos muestran de izquierda a derecha las temperaturas de enero y las de agosto en las
localizaciones observadas, y la elevacion y la distancia a la costa de un mallado de la Espaiia peninsular.
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Figura 4.2: Representacion grafica de las temperaturas de enero (parte superior) y de agosto (parte infe-
rior) frente a las covariables de elevacién (en metros) y distancia a la costa (en km).

Efecto de covariables

Las dos gréficas superiores de la Figura 4.2 muestran la relacion de la covariables elevacion y distan-
cia a la costa en las temperaturas de enero, mientras que las graficas inferiores representan dicha relacién
en las temperaturas de agosto. En el andlisis espacial también puede ser habitual utilizar la latitud y lon-
gitud. Sin embargo, en nuestro estudio, para ver el efecto de la dependencia espacial y para utilizar un
modelo més parsimonioso, no hemos utilizado dichas covariables.

En el caso de enero, se observa una gran correlacion entre las variables de temperatura y elevacion.
En efecto, esta tiene un valor de —0,902, que indica una correlacion negativa fuerte. En la grafica se
observa claramente que, a medida que la variable elevacion aumenta, la temperatura decrece considera-
blemente. Ademads, las temperaturas miximas se alcanzan en los puntos de elevacién proxima a 0. Sin
embargo, a pesar de que existe también una correlacién considerable, en el caso de la distancia esta es
ligeramente menor, con un valor de —0,716. En el grafico podemos observar que las temperaturas mas
altas se encuentran en las ubicaciones mas préoximas a la costa, pero una vez superados los 100 km, dicha
distancia afecta menos a la temperatura.

Por otro lado, en el caso de las temperaturas de agosto, la correlacién con la variable elevacién pre-
senta un valor muy cercano al 0, lo que sugiere una relacion practicamente nula o muy débil. Finalmente,
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Figura 4.3: Representacion del variograma no paramétrico de las temperaturas de enero (izquierda) y
agosto (derecha), y de los mejores modelos de variograma paramétricos seleccionados mediante valida-
cidén cruzada.

las variables temperatura y distancia tienen una correlacién positiva moderada de 0,436, que indica que
en general, cuando una variable aumenta, la otra tiende a aumentar también. Estos valores tan bajos de
correlacion en las temperaturas de agosto se deben en parte a la ola de calor que afectd a gran parte de la
peninsula ese mismo mes.

Notese que una interaccién de las covariables de elevacidn y distancia puede resultar interesante
puesto que no es lo mismo un punto con una elevacioén considerable en una zona préxima a la costa, que
otro con la misma elevacién, pero situado en el interior.

4.2. Modelo espacial

Con el fin de comparar ambos meses, se propone el mismo modelo espacial para ambos conjun-
tos. Definimos Z(s) como la temperatura media mensual con s € D, donde D es la Espafia peninsular.
Modelizamos entonces dichas temperaturas como

Z(s) = Bo+ Betev - €lev(s) + Buiss - dist (S) + Betev:aise - elev(s) x dist(s) + 8(s), 4.1

donde By es un intercepto, elev(s) es la elevacion en la localizacion s y dist(s) es la distancia a la costa
en s. Ademds, se ha incluido un efecto de interaccién entre ambas, denotado por elev(s) x dist(s). Por
tltimo, 6(s) es un proceso de media nula que captura la dependencia espacial. En este caso se dispone
de n = 40 observaciones y el objetivo es poder hacer predicciones para cualquier sg € D.

Variograma no paramétrico

Como hemos comentado a lo largo del trabajo, en los modelos de datos espaciales, el variograma
es utilizado para modelar la dependencia espacial de una variable en funcién de la distancia entre di-
ferentes puntos de observacion. En la Figura 4.3 aparecen aparecen representados mediante puntos los
variogramas muestrales de las temperaturas de enero y agosto respectivamente.

Sin embargo, debido a la baja densidad de muestreo, el variograma no paramétrico puede llevar a
estimaciones poco fiables y limitar la capacidad para capturar la estructura de la correlacién espacial.
Ademds, sabemos que los variogramas deben ser condicionalmente semidefinidos negativos, una pro-
piedad que estos estimadores no paramétricos pueden no verificar. Tradicionalmente esto se remedia
ajustando un modelo paramétrico vélido al estimador muestral.
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Covariables | Estimacion | Variograma | RMSE | MAE R?
elev*dist WLS Lineal 1,343 1,070 | 0,861
elev*dist OLS Lineal 1,372 1,098 | 0,854
elev*dist WLS Exponencial 1,158 0,920 | 0,896
elev*dist OLS Exponencial 1,190 | 0,954 | 0,890
elev*dist WLS Esférico 1,318 1,052 | 0,866
elev*dist OLS Esférico 1,338 1,067 | 0,862
elev*dist WLS Gaussiano 1,256 1,010 | 0,878
elev*dist OLS Gaussiano 1,290 1,031 0,871
elev*dist - - 1,525 1,262 | 0,820

1 WLS Gaussiano 1,911 1,447 | 0,718

Cuadro 4.1: Modelos de variogramas para las temperaturas medias de enero, estimados mediante OLS
y WLS vy validacién cruzada con las métricas RMSE, MAE y R?. Se pone en negrita el modelo con los
mejores valores. La pentltima fila representa un modelo sin introducir dependencia espacial, es decir, el
modelo de regresion lineal habitual, y la dltima el mejor modelo obtenido pero sin covariables.

Variograma paramétrico

Como se explica en la Seccién 2.3.2, el procedimiento habitual para el modelado de la dependencia
consiste en obtener una estimacion inicial del semivariograma utilizando algin tipo de estimador empiri-
co (en nuestro caso el variograma muestral, Figura 4.3) y posteriormente ajustar un modelo paramétrico
vélido de semivariograma a las estimaciones iniciales obtenidas en el primer paso. En la Seccién 2.2 se
presentan algunos de los modelos de variograma isotropicos tradicionalmente utilizados en modelos con
datos espaciales. En nuestro caso, emplearemos los modelos lineal, exponencial, esférico y gaussiano
y se comparardn después. Sin embargo, no usaremos el modelo Matérn debido a que presenta muchos
problemas de convergencia. Para ajustar dichos modelos paramétricos, se emplean diversos métodos de
bondad de ajuste, también mencionados en la Seccién 2.3.2. Ademads, vamos a emplear los métodos
de minimos cuadrados ordinarios (OLS) y minimos cuadrados ponderados (WLS). Por dltimo, una vez
ajustados dichos modelos se realiza la validacién cruzada (Seccién 3.4) que permite elegir el modelo
ajustado que proporciona las mejores estimaciones y que posteriormente emplearemos para el kriging.

Las Tablas 4.1 y 4.2 muestran la validacion cruzada realizada mediante las métricas RMSE, MAE y
R? a los distintos modelos de variogramas estimados mediante los métodos OLS y WLS, casi siempre
obteniendo mejores resultados el segundo como cabia esperar. Podemos observar (se indica en la tabla
en negrita) que el mejor modelo de variograma, tanto en las temperaturas de enero como de agosto, es el
exponencial. Este modelo es utilizado frecuentemente de manera estindar en la practica en modelos para
temperaturas [13], y es el que posteriormente emplearemos en el kriging universal. Estos variogramas se
pueden ver representados en la Figura 4.3.

Ademds, para ilustrar mds adelante con el kriging ordinario, se han repetido los mismos andlisis sin
considerar covariables. El mejor modelo obtenido para el mes de enero es el gaussiano con estimacién
WLS, mientras que para agosto es el exponencial, de nuevo con estimaciéon WLS.

Interpretacion del modelo

A continuacidn, en la Tabla 4.3, estdn representadas las estimaciones de los pardmetros del modelo.

» FEfecto de la elevacion en la temperatura

En el caso de las temperaturas medias mensuales del mes de enero, podemos observar a través de
las estimaciones de los pardmetros que, para ubicaciones muy préximas a la costa, si aumentamos
1km la elevacidn, la temperatura media disminuye en casi 10°C. Por otro lado, si dichos puntos se
encuentran en el interior, pongamos a 300km de la costa, al aumentar de nuevo 1km la elevacién,
la temperatura media disminuye solo en 5°C.

Si nos centramos en la temperaturas medias mensuales del mes de agosto, se observa que al au-
mentar 1km la elevacidn, en ubicaciones situadas en la costa, la temperatura disminuye en 3,5°C.
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Covariables | Estimacion | Variograma | RMSE | MAE R?
elev*dist WLS Lineal 1,630 1,211 | 0,844
elev*dist OLS Lineal 2,069 1,462 | 0,749
elev*dist WLS Exponencial 1,392 1,003 | 0,886
elev*dist OLS Exponencial 1,442 1,079 | 0,878
elev*dist WLS Esférico 1,407 1,058 | 0,884
elev*dist OLS Esférico 1,471 1,113 | 0,873
elev*dist WLS Gaussiano 2,074 1,430 | 0,748
elev*dist OLS Gaussiano 2,011 1,384 | 0,763
elev*dist - - 3,497 2,677 | 0,331

1 WLS Exponencial 2,469 1,886 | 0,643

Cuadro 4.2: Modelos de variogramas para las temperaturas medias de agosto, estimados mediante OLS
y WLS vy validacién cruzada con las métricas RMSE, MAE y R?. Se pone en negrita el modelo con los
mejores valores. La pentltima fila representa un modelo sin introducir dependencia espacial, es decir, el
modelo de regresion lineal habitual, y la dltima el mejor modelo obtenido pero sin covariables.

Temperatura BO(OC) ﬁelev(OC/km) Bdist (OC/IOO km) Belev:dist([OC/[km' IOOkm]) %2 62 1/45(1(111)
Enero 14,89 -9,84 -0,95 1.47 0,18 1.43 106,27
Agosto 29,01 -3,45 4,17 -1.98 0,03 | 12.40 356,22

Cuadro 4.3: Estimacioén de los pardmetros del modelo.

Sin embargo, si nos alejamos 300km de la costa, dicha temperatura media disminuye aproximada-
mente 9°C.

Los eventos extremos opuestos sufridos en ambos meses pueden explicar un efecto tan distinto de
la elevacién en ambos meses.

» Efecto de la distancia en la temperatura

En el caso de las temperaturas medias mensuales de enero, podemos observar a partir de las es-
timaciones de la Tabla 4.3 que cuando nos encontramos en puntos con elevacién 0, entonces la
temperatura disminuye 0,95°C de media cada 100 km que nos alejamos de la costa. Por otro lado,
si nos encontramos a 1 km de elevacion respecto al nivel del mar, entonces la temperatura aumenta
0,5°C de media por cada 100 km que nos alejamos de la costa.

Sin embargo, si nos centramos en las temperaturas medias mensuales del mes de agosto, cuando
nos ubicamos en puntos de elevacién 0, entonces la temperatura aumenta 4,17°C cada 100 km
que nos alejamos de la costa. Por ultimo, si de nuevo nos encontramos a 1 km de elevacidn, la
temperatura media aumenta 2,18°C cada 100 km que nos alejamos.

» Pardmetros del variograma

Nétese que en las temperaturas de enero, tenemos un valor de 72 pequeifio, es decir, existe poco
error puramente aleatorio y el 62 que mide la dependencia espacial, es unas ocho veces mayor.
En el caso de agosto, el valor de 7> es de nuevo muy pequefio, mientras que el valor de 62 es
inusualmente grande, lo que indica que existe una enorme dependencia espacial. El rango efectivo
en enero es de 318,81 km mientras que en agosto es de 1068, 66 km.

La interpretacion de dichos pardmetros se observa claramente en las Tablas 4.1 y 4.2, en la fila
donde unicamente se considera el efecto de las covariables de elevacién y distancia a la costa,
y no se tiene en cuenta la dependencia espacial. Para enero, se obtienen muy buenos resultados
de las métricas, lo que nos indica que, en general, las covariables explican muy bien la variable
respuesta, quedando tnicamente un 1,43 de variabilidad espacial. Sin embargo, si nos fijamos en
el mes de agosto, se obtienen peores valores. Esto nos indica que las covariables en este caso tienen
menos capacidad predictiva, pero existe una gran dependencia espacial, es decir, en localizaciones
cercanas, las temperaturas serdn similares, sin importar en gran medida la elevacién o la distancia.
Esta fuerte dependencia espacial puede explicarse por los factores que provocaron la ola de calor
que afecto a todo el territorio.
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Figura 4.4: Representacion del kriging ordinario (parte superior) y kriging universal (parte inferior) de
las temeperaturas mensuales de los meses de enero (izquierda) y agosto (derecha).

En la Tabla 4.3 podemos observar también el valor del intercepto By, que es el valor medio de la
variable respuesta si las covariables valen 0. En nuestro caso, si se considera elevacién y distancia a la
costa 0, la temperatura media en el mes de enero es de 14,89°C mientras que en agosto es de 29°C.

4.3. Kriging

Una vez han sido escogidos los modelos con las mejores métricas tras realizar la validacién cruzada,
procedemos a calcular las predicciones de temperatura utilizando el kriging.

En la Figura 4.4, en la parte superior aparecen representadas las predicciones de temperatura media
de los meses de enero (izquierda) y agosto (derecha), realizadas mediante el kriging ordinario. Para
ello se ha empleado el mejor modelo obtenido sin considerar covariables, que recordemos es el modelo
gaussiano con estimacion WLS para el mes de enero y el modelo exponencial con estimaciéon WLS para
el mes de agosto.

Por otro lado, en la Figura 4.4, en la parte inferior podemos observar las mismas predicciones de
temperatura media mensual, de los meses de enero (izquierda) y agostos (derecha), pero en este caso rea-
lizadas mediante kriging universal. Para ello, de nuevo se han empleado los mejores modelos, obtenidos
en este caso considerando el mallado de las covariables de elevacion y distancia a la costa. Recordar que
el mejor modelo obtenido en ambos meses ha sido el exponencial con estimaciéon WLS, cuyos graficos
se pueden consultar en la Figura 4.4.

Comparando ambos tipos de kriging, es facil reconocer la importancia de introducir covariables en
el modelo ya que, la dependencia espacial, salvo que se disponga de muchos datos, no captura la misma
informacién. Ejemplo de ello puede ser el mes de enero en el cual el kriging ordinario no detecta varias
zonas con temperaturas muy bajas como pueden ser los Pirineos, Sierra Nevada o la Meseta Central y
que, por el contrario, el kriging universal muestra claramente. En la Figura 4.4 se observa también el
efecto que tuvo la ola de calor durante el mes de agosto, afectando a toda la peninsula, salvo Galicia,
mostrando también la importancia de capturar la dependencia espacial mas alla de las covariables.
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Anexo A

Script utilizado en R

library(gstat)
library(lattice)
library(sp)
temp

temp.grid

#GRAFICOS INTRODUCCION

puntenero <- spplot(temp, "temp.enero", main = "Temperaturas enero")
puntagosto <- spplot(temp, "temp.agosto", main = "Temperaturas agosto")
elev <- spplot(temp.grid, "elev", main = "Elevacidn" )

dist <- spplot(temp.grid, "dist", main = "Distancia")
grid.arrange (puntos, elev, dist, ncol = 3)

#ANALISIS EXPLORATORIO

library(gridExtra)
plotl <- xyplot(temp.enero ~ elev,

data = as.data.frame(temp), main = "temp.enero ~ elev")
plot2 <- xyplot(temp.enero ~ dist,

data = as.data.frame(temp), main = "temp.enero ~ dist")
plot3 <- xyplot(temp.agosto ~ elev,

data = as.data.frame(temp), main = "temp.agosto ~ elev")
plot4 <- xyplot(temp.agosto ~ dist,

data = as.data.frame(temp), main = "temp.agosto ~ dist")

grid.arrange(plotl, plot2, plot3, plot4, ncol = 2)

#Estudio de la correlacion

corl <- cor(temp$temp.enero,temp$elev)
cor2 <- cor(temp$temp.enero,temp$dist)
cor3 <- cor(temp$temp.agosto,temp$elev)
cord <- cor(temp$temp.agosto,temp$dist)
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#VARIOGRAMA NO PARAMETRICO

vl =

variogram(temp.enero ~
plotll <- plot(vl, plot.numbers = T, main="temp.enero ~

v2 = variogram(temp.enero ~
plot22 <- plot(v2, plot.numbers = T, main="temp.enero

v3 = variogram(temp.agosto ~

1, temp)

1, temp)

elevxdist, temp)

Capitulo A. Script utilizado en R

1")

plot33 <- plot(v3, plot.numbers = T, main="temp.agosto ~ 1")

v4 = variogram(temp.agosto ~

elevkdist , temp)
plot44 <- plot(v4, plot.numbers = T, main="temp.agosto

~ elevxdist")

~ elevxdist")

grid.arrange(plotll, plot22, plot33, plot44, ncol = 2)

#VARIOGRAMA PARAMETRICO

#FEnero con covariables

v.fitll <- fit.variogram(v2, vgm(model = "Lin", nugget = NA),fit.method = 2)
v.fit12 <-fit.variogram(v2, vgm(model = "Lin", nugget = NA),fit.method = 6)
v.fit13 <- fit.variogram(v2, vgm(model = "Exp", nugget = NA),fit.method = 2)
v.fit14 <- fit.variogram(v2, vgm(model = "Exp", nugget = NA),fit.method = 6)
v.fitl5 <- fit.variogram(v2, vgm(model = "Sph", nugget = NA),fit.method = 2)
v.fitl6 <- fit.variogram(v2, vgm(model = "Sph", nugget = NA),fit.method = 6)
v.fitl17 <- fit.variogram(v2, vgm(model = "Gau", nugget = NA),fit.method = 2)
v.fit18 <- fit.variogram(v2, vgm(model = "Gau", nugget = NA),fit.method = 6)
#El mejor ajuste de modelo
enero <- plot(v.fit13, plot.numbers = T, cutoff=360000,

main="Modelo Exponencial")
#Emero sin covariables
v.fit31 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Lin", nugget = NA),fit.method = 2)
v.fit32 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Lin", nugget = NA),fit.method = 6)
v.fit33 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Exp", nugget = NA),fit.method = 2)
v.fit34 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Exp", nugget = NA),fit.method = 6)
v.fit35 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Sph", nugget = NA),fit.method = 2)
v.fit36 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Sph", nugget = NA),fit.method = 6)
v.£it37 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Gau", nugget = NA),fit.method = 2)
v.fit38 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Gau", nugget = NA),fit.method = 6)
#El mejor ajuste de modelo
v.fit37 <- fit.variogram(vl, vgm(model = "Gau", nugget = NA),fit.method = 2)
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#4gosto
fit21
.fit22
.fit23
.fit24
.fit25
.fit26
Lfit27
.fit28

4 < 9 9 € € € <

con covariables

<

fit.

fit

variogram(vé4,

.variogram(v4,
fit.
fit.
fit.
fit.
fit.
fit.

variogram(vé4,
variogram(vé4,
variogram(v4,
variogram(vé4,
variogram(v4,
variogram(vé4,

#El mejor ajuste de modelo
agosto <- plot(v.fit23, plot.numbers =

#4gosto
.fitdl
.fit42
.£it43
.fit44
.£it4b5
.fit46
.fit47
.£it48

< €& € 9 9 € € <

sin covarzables

<_

fit.

fit

variogram(v3,

.variogram(v3,
fit.
fit.
fit.
fit.
fit.
fit.

variogram(v3,
variogram(v3,
variogram(v3,
variogram(v3,
variogram(v3,
variogram(v3,

#El mejor ajuste de modelo
v.fit43 <- fit.variogram(v3,

vgm(model
vgm(model
vgm(model
vgm(model
vgm(model
vgm (model
vgm(model
vgm(model

main="Modelo Exponencial

vgm(model
vgm(model
vgm(model
vgm(model
vgm(model
vgm(model
vgm(model
vgm(model

vgm(model

plotenero <- plot(variogram(temp.enero
variogram(temp.enero ~

= "Lin", nugget
= "Lin", nugget
= "Exp", nugget
= "Exp", nugget
= "Sph", nugget
= "Sph", nugget
= "Gau", nugget
= "Gau", nugget

I

I

T, cutoff=1500000
")

= "Lin", nugget
= "Lin", nugget
= "Exp", nugget
= "Exp", nugget
= "Sph", nugget
= "Sph", nugget
= "Gau", nugget
= "Gau", nugget
= "Exp", nugget

NA) ,fit.
NA),fit.
NA),fit.
NA),fit.
NA),fit.
NA) ,fit.
NA),fit.
NA) ,fit.

NA) ,fit.
NA),fit.
NA) ,fit.
NA) ,fit.
NA) ,fit.
NA) ,fit.
NA) ,fit.
NA) ,fit.

NA) ,fit.

~ elev * dist, temp)$dist,

elev * dist, temp)$gamma,
xlim = c(0, 400000), ylim =

c(0, 2.1), main = "Enero",

xaxt='n', xlab = "Distance (km)", ylab = "Semivariance")

axis(side =

1, at = 0:4 *x 100000, labels =

lines(variogramLine (fit.variogram

plotagosto <- plot(variogram(temp.agosto
variogram(temp.agosto ~
xlim = c(0, 400000), ylim =

(variogram(temp.enero ~

0:4 x 100)

elev * dist,

method
method
method
method
method
method
method
method

method
method
method
method
method
method
method
method

method

temp), vgm(model = "Exp", nugget = NA), fit.method = 2),

maxdist =

400000))

elev * dist, temp)$gamma,

c(0, 10), main = "Agosto",

xaxt='n', xlab = "Distance (km)", ylab = "Semivariance")

axis(side =

1, at = 0:4 *x 100000, labels =

lines(variogramlLine (fit.variogram

(variogram(temp.agosto

0:4 x 100)

elev * dist, temp),

~ elev * dist, temp)$dist,

vgm(model = "Exp", nugget = NA), fit.method = 2),

maxdist =

400000))

2)
6)
2)
6)
2)
6)
2)
6)

2)
6)
2)
6)
2)
6)
2)
6)

2)
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Capitulo A. Script utilizado en R

#VALIDACION CRUZADA

cv <- krige.cv(formula=temp.enero ~ elev*dist, locations = temp,
model = v.fitll)
summary_cv <- function(cv.data,
tol = sqrt(.Machine$double.eps)) {

err <- cv.data$residual

obs <- cv.data$observed

return(c(rmse=sqrt (mean(err-2)) ,mae=mean(abs(err)),

r.squared=1-sum(err~2)/sum((obs-mean(obs))~2)))}

summary_cv (cv)

#Enero

v.fit13 <- fit.variogram(v2, vgm(model = "Exp", nugget = NA),fit.method = 2)

plot(v2, pl = T, v.fit13)

#(sin dependencia de pardmetros)

train(temp.enero ~ elev * dist, method = "lm", data = data.frame(temp),
trControl = trainControl (method = "LOOCV"))

#4gosto

v.fit23 <- fit.variogram(v4, vgm(model = "Exp", nugget = NA),fit.method = 2)

v.£it23

plot(v4, pl = T, v.fit23)

#(sin dependencia de paramteros)

train(temp.agosto ~ elev * dist, method = "lm", data = data.frame(temp),
trControl = trainControl (method = "LOOCV"))

#RECUPERAR PARAMETROS

#Enero

lm(temp.enero ~ elev*dist, temp)

summary (lm(temp.enero~elev*dist, temp))
#Agosto

Im(temp.agosto ~ elev*dist, temp)
summary (1lm(temp.agosto~elev*dist, temp))

#Enero

nugget <- v.fit13$psill[1]

sill  <- nugget + v.fit13$psill[2]
range <- v.fitl3$range[2]

#4gosto

nugget <- v.fit23$psill[1]

sill  <- nugget + v.fit23$psill[2]
range <- v.fit23%rangel[2]
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#KRIGING ORDINARIO

#Enero

OKenero = krige(temp.enero™1, temp, temp.grid, v.fit37)

names (OKenero)

a <- plot(OKenero, zlim=c(-4.4,17.6), main = "Enero k.ordinario")
a

#4gosto

OKagosto = krige(temp.agosto™1, temp, temp.grid, v.fit43)

names (OKagosto)

b <- plot(OKagosto, zlim=c(21.2,38.5), main = "Agosto k.ordinario")
b
#KRIGING UNIVERSAL

#Enero

UKenero = krige(temp.enero~elev*dist, temp, temp.grid, v.fit13)
names (UKenero)

¢ <- plot(UKenero, zlim=c(-4.4,17.6), main= "Enero k.universal")
c

#Agosto
UKagosto = krige(temp.agosto~elev*dist, temp, temp.grid, v.fit23)
names (UKagosto)

d <- plot(UKagosto, zlim=c(21.2,38.5), main = "Agosto k.universal")
d

grid.arrange(a, b, c, d, ncol = 2)
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