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Resumen 

Las aplicaciones industriales que incorporan el uso de robots requieren cada vez mejores 

prestaciones que dependen de dos importantes características inherentes a todo robot, su 

repetibilidad y precisión. El proceso para determinar las diferencias entre las trayectorias 

programadas y las óptimas para conseguir la identificación de los parámetros cinemáticos del robot 

recibe el nombre de calibración cinemática, influyendo en la precisión del robot el proceso de 

calibración realizado. 

La precisión de posición de un manipulador puede verse afectada por errores geométricos y 

no geométricos. Los errores geométricos pueden ser debidos a desplazamientos en las 

articulaciones y errores en los parámetros cinemáticos nominales. Por otra parte, los errores no 

geométricos incluyen fricción, inercia, carga aplicada, flexión, y temperatura que induce 

deformaciones dimensionales. Los resultados experimentales muestran que más de un 95% de las 

inexactitudes de un robot manipulador son debidas a errores geométricos.  

Los métodos de calibración estática, como el que se presenta en este trabajo, se basan en 

métodos de identificación, optimización de parámetros geométricos y sistemas de corrección para 

robots que influyen en su precisión. Los métodos de calibración dinámica parten de los resultados 

de la calibración estática y persiguen la obtención de modelos para describir el comportamiento 

dinámico de un robot, con influencias como fuerzas, gravedad, inercias, momentos y efectos no 

geométricos debidos a fricción o transmisión de movimiento entre los engranajes de las 

articulaciones. 

Las aproximaciones típicas a la calibración de robots industriales se basan generalmente en 

métodos de lazo abierto y lazo cerrado, mientras que los métodos de medición screw-axis (eje-

tornillo), en los cuales se focaliza este trabajo, han tenido tradicionalmente mucha menos atención. 

Aunque los procesos de identificación no garantizan el enlace entre la parte matemática y la física 
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de los parámetros del robot en los dos primeros grupos de técnicas, estas técnicas son 

generalmente más efectivas en reducir el error de posicionamiento global del robot. En el tercer 

grupo de técnicas, los errores cinemáticos se calibran mediante la determinación de la relación de 

transformación real entre articulaciones consecutivas, siendo capaces de obtener parámetros 

basados en la realidad física del robot, manteniendo de forma efectiva este enlace. 

En este trabajo se pretende usar la calibración cinemática para mejorar la precisión de la 

posición y orientación del robot mediante el cálculo de los parámetros del modelo cinemático que, 

o bien minimizan el error causado por el manipulador, o bien consiguen encajar mejor en la 

cinemática existente en el robot. Se persigue por lo tanto desarrollar un nuevo método de 

calibración cinemática y de parametrización de los errores en la geometría cinemática en los robots 

manipuladores con articulaciones de giro en serie, basado en métodos de calibración de eje-tornillo 

y más concretamente en la técnica del Circle Point Analysis (CPA).  

La técnica de Circle Point Analysis (CPA) se basa el movimiento individual de cada una de las 

articulaciones del robot en un círculo mientras se mide la trayectoria de la articulación descrita por 

un punto alrededor de cada articulación. Se toman medidas para cada una de las seis articulaciones 

y se calcula el círculo que mejor se ajusta a los puntos capturados para cada eje. Por lo tanto, es 

posible considerar la posición del eje como un vector que pasa por el centro del círculo con una 

dirección normal al plano que contiene dicho círculo. Este método tiene dos ventajas significativas: 

los parámetros cinemáticos se determinan analíticamente a partir de las relaciones de distancias y 

ángulos entre los vectores calculados, y se simplifica el método y se elimina la demanda de tiempo 

de cálculo que requiere el proceso de optimización no lineal convencional. 

En el desarrollo del nuevo método de calibración cinemática de esta tesis se siguen los 

siguientes pasos que se detallan a continuación: En primer lugar, se determina el modelo 

cinemático del robot usando el modelo de Denavit-Hartenberg. Se procede a continuación al 

proceso de adquisición de datos mediante un láser tracker con un “active target”, que maximiza el 

ángulo cubierto para cada articulación y simplifica enormemente el proceso de medida de cada eje. 

Como tercer paso se realiza el proceso de optimización o identificación de parámetros geométricos 

mediante procedimientos de aproximación basados en distintos tipos de ajuste por mínimos 

cuadrados a los datos medidos. Por último se finaliza con la identificación de las posibles causas y 

fuentes de error, juego y excentricidad de las articulaciones del robot analizado, y la 

implementación de modelos de corrección en el robot. 

Una vez realizada la calibración cinemática de un robot real mediante la técnica del Circle 

Point Analysis (CPA), se expone el modelo matemático para el cálculo de la incertidumbre de la 

calibración del robot, que permite conocer la incertidumbre de posicionamiento del robot en 

función de su ubicación, para cualquier posición y orientación. Para ello se utilizó la técnica de 

simulación de Monte Carlo aplicada al análisis de la propagación de la incertidumbre de las variables 

de entrada, dando como resultado la incertidumbre de calibración de los parámetros cinemáticos 

identificados previamente. 
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Abstract 

Industrial applications that include the use of robots require increasingly better 

performance, which depends on two important characteristics inherent to all robots: repeatability 

and accuracy. The process of determining the differences between the programmed and optimal 

trajectories to achieve the identification of the robot's kinematic parameters is known as kinematic 

calibration, and the calibration process carried out impacts the robot's precision. 

The positional accuracy of a manipulator can be affected by geometric and non-geometric 

errors. Geometric errors can be caused due to displacements in the joints and errors in the nominal 

kinematic parameters. On the other hand, non-geometric errors include friction, inertia, applied 

load, bending, and temperature inducing dimensional deformations. Experimental results show 

that more than 95% of the inaccuracies of a manipulator robot are due to geometric errors.  

Static calibration methods, such as the one presented in this paper, are based on methods 

of identification, optimisation of geometric parameters and correction systems for robots, which 

have an impact on their accuracy. Dynamic calibration methods start from the results of static 

calibration and aim to obtain models to describe the dynamic behaviour of a robot, with influences 

such as forces, gravity, inertias, moments and non-geometric effects due to friction or transmission 

of motion between joint gears. 

Typical approaches to industrial robot calibration are generally based on open-loop and 

closed-loop methods, while screw-axis measurement methods, which are the focus of this work, 

have traditionally received much less attention. Although the identification processes do not 

guarantee the link between the mathematical and physical parts of the robot parameters in the 

first two groups of techniques, these techniques are generally more effective in reducing the overall 

positioning error of the robot. In the third group of techniques, kinematic errors are calibrated by 

determining the actual transformation ratio between consecutive joints, being able to obtain 

parameters based on the physical reality of the robot, effectively maintaining this link. 
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This work intends to use kinematic calibration to improve the accuracy of robot position 

and orientation by calculating the parameters of the kinematic model that either minimise the error 

caused by the manipulator or better fit the existing kinematics of the robot. The goal is therefore 

to develop a new method of kinematic calibration and the definition of the errors parameters in 

the kinematic geometry in manipulator robots with serial rotating joints, based on axis-screw 

calibration methods and more specifically on the Circle Point Analysis (CPA) technique. 

The Circle Point Analysis (CPA) technique is based on the individual motion of each of the 

robot's joints in a circle while measuring the joint trajectory described by a point around each joint. 

Measurements are taken for each of the six joints and the circle that best fits the captured points 

for each axis is calculated. It is therefore possible to consider the position of the axis as a vector 

passing through the centre of the circle with a direction normal to the plane containing that circle. 

This method has two significant advantages: the kinematic parameters are determined analytically 

from the distance and angle relationships between the calculated vectors, and the method is 

simplified and the computational time demand required by the conventional non-linear 

optimisation process is eliminated. 

In the development of the new kinematic calibration method of this thesis, he necessary 

steps are detailed as follows: First, the kinematic model of the robot is determined using the 

Denavit-Hartenberg model. Next, the data acquisition process is carried out using a laser tracker 

with an ‘active target’, which maximises the angle covered for each joint and greatly simplifies the 

measuring process for each axis. The third step is the optimisation process or identification of 

geometric parameters by means of approximation procedures based on different types of least 

squares adjustment to the measured data. Finally, we end with the identification of the possible 

causes and sources of error, play and eccentricity of the joints of the analysed robot, and the 

implementation of correction models in the robot. 

Once the kinematic calibration of a real robot has been carried out using the Circle Point 

Analysis (CPA) technique, the mathematical model for calculating the uncertainty of the robot's 

calibration is presented, which allows the uncertainty of the robot's positioning to be known 

depending on its location, for any position and orientation. For this purpose, the Monte Carlo 

simulation technique applied to the analysis of the uncertainty propagation of the input variables 

was used, resulting in the calibration uncertainty of the kinematic parameters previously identified. 
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1 Introducción 

 

1.1 Contexto de la tesis 

 

Los tipos de robots manipuladores que se usan generalmente en la industria son los 

manipuladores serie o paralelo. Para cada tipo de manipulador, cada articulación conecta dos ejes 

que pueden tener grados de libertad (Degrees of Freedom, DOF) giratorios (uniones de revolución, 

o R-pares) o bien lineales (uniones prismáticas o P-pares). La calibración cinemática que se va a 

realizar en este trabajo se aplica exclusivamente a manipuladores serie con grados de libertad 

giratorios. 

Por otra parte es importante destacar que las aplicaciones robotizadas industriales 

demandan mayores prestaciones que dependen de dos importantes características inherentes a 

todo robot, su repetibilidad y precisión. La repetibilidad evalúa la habilidad que tiene el robot de 

volver a la misma posición y orientación a lo largo del tiempo. La precisión se define como la 

capacidad que tiene el robot de moverse de forma exacta a un punto definido en el espacio 3D. La 

norma ISO 9283:1998 [1] es la norma internacional que especifica cómo estas características y otros 

criterios de eficiencia del robot se deben evaluar. Cuando los robots están siendo previamente 

programados off-line, la repetibilidad es un parámetro crítico. La posición exacta del robot es menos 

importante para el caso de programación off-line, pero debería ser capaz de volver a la misma 

posición con el menor error posible. Para conseguir este tipo de programación, todos los elementos 

que van a realizar alguna función han de estar en su sitio correcto, con lo que los robots no podrían 

programarse por anticipado, lo que daría a retrasos inaceptables. Para evitar este problema, los 

robots se pueden programar off-line con los movimientos y acciones necesarias usando programas 

CAD y programas de simulación. La precisión es por consiguiente un factor importante. Aunque la 

mayoría de los robots industriales tienen una adecuada repetibilidad, la precisión de 

posicionamiento no es siempre la que sería deseable para trabajar con entornos virtuales, y por 

tanto la diferencia entre el trazado programado y el deseado en la simulación puede llegar a ser 

muy significativa. Más aún, la importancia de la precisión se convierte en un factor más vital cuando 

se llevan a cabo técnicas de Simulación Avanzada de programación y Virtual Commissioning, que 

necesitan disponer de un interface mucho más preciso, en términos de correspondencia 



Capítulo 1. Introducción 

22 

matemática, entre la simulación y programación en el entorno virtual y la realidad que se traslada 

a las líneas de montaje o la aplicación industrial correspondiente. 

El proceso para determinar las diferencias entre las trayectorias programadas y las óptimas 

para conseguir la identificación de los parámetros cinemáticos del robot recibe el nombre de 

calibración cinemática. Los diferentes métodos de calibración de robots se han mostrado de forma 

extensa en muchos trabajos. La precisión requerida depende de cómo se realiza el proceso de 

calibración en cada caso. Aquí se pretende usar la calibración cinemática para mejorar la precisión 

de la posición y orientación del robot mediante el cálculo de los parámetros del modelo cinemático 

que o bien minimizan el error causado por el manipulador o bien consiguen encajar mejor en la 

cinemática existente en el robot. Estas técnicas asumen que el error principal en la posición del 

brazo es debido a diferencias entre los parámetros cinemáticos nominales del robot y los 

parámetros reales. Las fuentes de estos errores pueden ser geométricas y no geométricas; por 

tanto, los datos tomados durante el proceso de identificación estarán afectados por estos errores. 

Los procesos de calibración cinemática siguen la secuencia siguiente: primero, definición 

del modelo cinemático del robot, del cual el más ampliamente usado es el modelo de Denavit y 

Hartenberg [2]; segundo, la adquisición de datos, mediante el uso de dispositivos de medida de 

obviamente mayor precisión que la requerida en la calibración del robot; tercero, la identificación 

de los parámetros cinemáticos, basada en los datos obtenidos, que son analizados y combinados 

en la matriz de transformación, para definir los parámetros que mejor encajan con las mediciones 

hechas; y cuarto, la corrección del error, que son los parámetros que se van a introducir en el cálculo 

para para ajustar los parámetros a la realidad del robot analizado. 

Asimismo, en lo que se refiere a los métodos de calibración cinemática según los sistemas 

de medición usados, Hollerbach y Wampler [3] consideran tres familias de métodos: los métodos 

de lazo abierto (open-loop methods), en los que el robot se mueve a posiciones predeterminadas 

moviendo todas las articulaciones y en esos puntos se determinan los parámetros cinemáticos; 

métodos de lazo cerrado (closed-loop methods), en los que el robot se transforma en una cadena 

cinemática cerrada mediante el uso de un sensor que lo une al suelo; y los métodos screw-axis, en 

los que se determina individualmente las posiciones de rotación de cada eje del robot, y a partir de 

estos datos mediante relaciones algebraicas se pueden determinar los parámetros cinemáticos. 

El método de Cicle Point Analysis (CPA), o Análisis de Círculo de puntos en español, es un 

método que destaca dentro de los métodos de calibración cinemática screw-axis. Este método 

calcula las ecuaciones de la línea de cada eje del robot, para una configuración arbitraria, mediante 

la estimación de un círculo dibujado por el movimiento de la articulación. Al usar la técnica de 

mínimos cuadrados, se necesitan al menos tres puntos para definir el círculo. Además se requiere 

mover una articulación cada vez. Los parámetros reales del modelo cinemático se pueden así 

conseguir con este método, a partir de las ecuaciones lineales que definen los ejes. En este método 

se han desarrollado dos estrategias: la primera Stone [4] consiste en derivar una fórmula analítica 

para los parámetros cinemáticos en términos de las matrices de transformación homogéneas de 

las articulaciones a partir del Modelo-S; la segunda según  Sklar [5] consiste en calcular longitudes 

perpendiculares, distancias offset, y giros de ángulo directamente de las ecuaciones lineales 

identificadas usando relaciones estándar de álgebra de vectores y las relaciones geométricas. 

Aunque inicialmente el CPA presenta algunas desventajas, como que el método requiere que se 
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mueva sólo una articulación cada vez, y que se registre cada una de las medidas para poder disponer 

de una suficiente cantidad de datos, la propuesta del trabajo mostrará la rapidez  y efectividad en 

su aplicación. 

En este trabajo se va abordar la calibración mediante un método de medida por eje, el antes 

denominado Circle Point Analysis (CPA). Este método se basa en mover cada una de las 

articulaciones una cada vez, a lo largo de un círculo, realizando la medición punto por punto 

alrededor de cada articulación. Por tanto, se considera de esta forma la posición del eje como un 

vector que pasa por el centro del círculo calculado, con una dirección perpendicular a la del plano 

que contiene el círculo. Este método se puede usar para la programación off-line de robots 

manipuladores. 

Este método tiene dos claras ventajas: la primera, los parámetros cinemáticos se 

determinan analíticamente a partir de las relaciones de distancias y ángulos entre los vectores así 

calculados, lo que simplifica el método y evita la necesidad de complicado cálculo computacional; 

y la segunda, este método da una idea de los errores de fabricación y ensamblaje cometidos 

durante el proceso de manufactura del robot. Incluso cuando existen correlaciones obvias entre los 

resultados de calibración obtenidos y la realidad física del robot, los resultados de este método dan 

menos mejoras en precisión en comparación con los resultados obtenidos por métodos de lazo 

abierto o cerrado. Por tanto, se requiere encontrar una formulación matemática que mantenga el 

enlace físico de forma congruente y nos de unos resultados de calibración óptimos. 

Por otra parte, el método Circle Point Analysis (CPA) no es apropiado cuando se usan 

reflectores convencionales para realizar la medición de cada articulación, tal y como se ha definido 

anteriormente. Es claro que los datos obtenidos durante el proceso de captura no se pueden tomar 

todos al mismo tiempo ya que el sistema de medida (normalmente Laser Tracker) no es capaz de 

seguir el movimiento del reflector. Sólo se puede llegar a realizar mediciones de un ángulo limitado, 

con los reflectores convencionales, normalmente uno 30⁰. Eso quiere decir que el reflector debería 

reposicionarse durante la captura de datos, lo que incrementaría enormemente la incertidumbre 

de la medición.  

En este trabajo se va a usar un Láser Tracker como método de medición auxiliar en el 

proceso de captura de datos en combinación con el uso de un Active Target de API, que va a permitir 

resolver el problema de la medición de cada eje del robot, para realizar el proceso del CPA. El uso 

de un Active Target permite que el reflector se monte sobre un sistema giratorio con dos grados de 

libertad, que sigue la señal del Laser Tracker y supone una importante mejora en el conjunto del 

uso del método CPA. Mediante el uso de este dispositivo directamente sobre el punto de aplicación 

del robot, es posible realizar el proceso de medición completo para todos los ejes del robot, sin 

parar para cambiar la posición del reflector. Esto mejora el proceso de dos formas fundamentales: 

la primera, el proceso de medición en continuo reduce el tiempo necesario para la captura de datos; 

segunda, la precisión de la medición y por tanto de la calibración se mejora sensiblemente, con lo 

que se reduce la incertidumbre del posicionamiento del reflector. 

Con el método Circle Point Analysis y los modelos matemáticos que se definan durante el 

proceso de investigación se puede llegar a definir el conjunto de parámetros que caracterizan el 

robot. Sin embargo, el trabajo que se pretende desarrollar no sólo pretende quedarse en ese punto, 
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sino que trata de determinar los errores de cada uno de los ejes y articulaciones del robot, tanto en 

lo que se refiere a la excentricidad como al juego de cada articulación, de tal forma que se obtenga 

un conjunto de parámetros que no solo caractericen al robot, sino a los errores que le son 

inherentes, de forma que el conjunto final de parámetros nos permita alcanzar una menor 

incertidumbre.  

La Guide to the Expression of Uncertainty of Measurement (GUM) es un documento de 

referencia en los laboratorios metrológicos, que fue originariamente desarrollado para proveer un 

criterio uniforme para tanto la expresión como los cálculos de la incertidumbre en los procesos de 

medición o de calibración. El primer suplemento del GUM evita muchas de las limitaciones del 

método que está basado en la ley de propagación de incertidumbres. Este suplemento presenta un 

método de estimación de incertidumbres que se basa en simulaciones de ordenador mediante 

Monte Carlo. En lugar de propagar incertidumbres, este método propaga las distribuciones de 

probabilidad de las variables de entrada de la función, el cual da una distribución de probabilidad 

de la variable de salida desde la cual es posible obtener tanto el valor medio como su incertidumbre. 

Este nuevo método basado en la propagación de la distribución encaja muy bien en modelos 

complejos o en modelos con muchas variables de influencia, e igualmente perfectamente aplicable 

en el caso de la calibración cinemática de robots. Las simulaciones de Monte Carlo se usan para 

evaluar el efecto de la variabilidad de los errores y de los sistemas de captura de datos en la 

precisión de posicionamiento del robot. Adicionalmente, las simulaciones Monte Carlo se realizan 

para analizar el efecto de cada componente separadamente en los resultados de la calibración final. 

Así, usando esta aproximación, es posible saber cómo una variable de salida (la posición y 

orientación resultante) se ve influida por las posibles distribuciones de los valores de entrada. Por 

tanto, es posible obtener la incertidumbre de calibración como un valor característico y las 

incertidumbres de posicionamiento y orientación para una configuración definida. El valor de error 

se puede generalizar y predecir sobre el total del espacio de trabajo de acuerdo a la incertidumbre 

de calibración obtenida a partir de una posición específica del robot, el cual va a ser asimismo uno 

de los objetivos a alcanzar y determinar en este trabajo. 
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1.2  Objetivos de la tesis 

 

Este trabajo de tesis tiene como objetivo principal desarrollar un nuevo método de 

calibración cinemática y de parametrización de los errores en la geometría cinemática en los robots 

manipuladores con articulaciones de giro en serie, basado en métodos de calibración de screw-axis 

y más concretamente en la técnica del Circle Point Analysis (CPA).  

Igualmente persigue desarrollar un método de estimación de la incertidumbre de calibración 

del robot mediante simulación de Monte Carlo que permita calcular la incertidumbre de posición y 

orientación para cada uno de los parámetros cinemáticos identificados previamente mediante la 

técnica CPA. Conocer la incertidumbre en la determinación de los parámetros permite propagar las 

distribuciones de los errores de posición y orientación del robot calibrado para una pose 

determinada, pudiéndose aplicarse estos errores a la evaluación de todo el espacio de trabajo del 

robot. 

Con el propósito de alcanzar este objetivo general, es necesario definir una serie de tareas 

de más bajo nivel cuya realización permita la consecución del objetivo principal definido y son las 

siguientes: 

- Determinar y construir un modelo cinemático adecuado para la configuración del robot, 

indicando las transformaciones geométricas necesarias, la posición de los sistemas de 

referencia y el conjunto inicial de parámetros geométricos nominales.  

- Realizar un procedimiento experimental de captura de los datos de la posición de todos los 

elementos del robot mediante un instrumento de medida Láser Tracker y el Active target 

anteriormente citado. 

- Realizar un procedimiento de identificación de parámetros geométricos del robot mediante 

la técnica de Circle Point Analysis (CPA), optimizando los parámetros cinemáticos obtenidos 

con aproximación por mínimos cuadrados mediante el método de Levenberg-Marquardt. 

- Determinar los errores en ejes y articulaciones del robot, analizando el juego y 

excentricidad por articulación. 

- Generar datos de medida para la calibración mediante programación de un generador de 

datos sintéticos.  

- Desarrollar un método de estimación de la incertidumbre de calibración del robot mediante 

simulación de Monte Carlo. La base del método de estimación de la incertidumbre de 

calibración es la simulación del procedimiento de captura de datos, el posterior cálculo de 

los parámetros cinemáticos mediante el método CPA y la utilización de una simulación 

estadística según el método Monte Carlo. La salida del procedimiento de calibración es la 

incertidumbre de calibración para cada parámetro identificado que depende de la 

configuración de la captura de datos y del dispositivo de medición externo utilizado. Este 

método de evaluación permite obtener una incertidumbre de calibración en función de la 

configuración, el equipo y el procedimiento de medición utilizados. Además, permite 

calcular y optimizar una captura de datos antes de la ejecución de la prueba para validar 

los resultados numéricos.  
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El trabajo persigue desarrollar un método que permita realizar el cálculo de la incertidumbre 

en el proceso de identificación de parámetros cinemáticos o calibración cinemática para robots 

manipuladores. El método se va a basar en el identificación de los parámetros cinemáticos 

mediante el método Circle Point Analysis modificado y optimizado, uso de un Láser Tracker 

conjuntamente con un Active Tracker para la toma de valores reales de los ejes de robot, para 

conseguir una baja incertidumbre de medición y un sistema de toma de datos optimizado y 

mejorado en relación con anteriores trabajos basados en CPA, obteniendo un modelo cinemático 

que asimismo incluya la compensación de los errores por excentricidad. Se pretende desarrollar, 

dentro del método, un sistema que permita el cálculo de la incertidumbre de calibración como un 

valor característico y las incertidumbres de posicionamiento y orientación para una configuración 

definida; a partir de ese punto, el valor de error se pretende generalizar y predecir sobre el total 

del espacio de trabajo de acuerdo a la incertidumbre de calibración obtenida a partir de una 

posición específica del robot. 

 

1.3  Estructura de la tesis 

 

Este trabajo de tesis se estructura en cinco capítulos principales cuyos contenidos se 

describen a continuación. 

El presente capítulo 1 realiza una introducción al trabajo de tesis que comprende el 

documento. 

En el capítulo 2 se realiza una revisión de la descripción y estado actual de la clasificación de 

los robots, tomados estos en general, es decir, considerando tanto los industriales como los que 

tienen otras aplicaciones no industriales. Igualmente se realiza una revisión del estado del arte de 

las técnicas de evaluación de precisión y repetibilidad de los robots, revisando la normativa 

existente, y centrándose primeramente en estándar ISO 9283:1998, que es el que se refiere a los 

robots industriales manipuladores, y posteriormente revisando otros métodos de evaluación y test 

para otros tipos de robots y sistemas robóticos. Por último se hace una revisión de los sistemas de 

medición y verificación que se utilizan en procesos de calibración cinemática. 

Como primer paso a realizar en los procesos de calibración cinemática, el capítulo 3 trata 

sobre la realización del modelo cinemático que se va a utilizar en este trabajo. Para ello, se realiza 

una revisión de las diferentes formas que existen de realizar la representación de la posición y 

orientación de los robots manipuladores industriales, considerando al final las matrices de 

transformación homogéneas como forma de representar dicha posición y orientación. Asimismo se 

realiza una revisión del estado del arte con respecto a los métodos de modelado cinemático que 

existen aplicables a robots manipuladores industriales, como punto de partida para los 

procedimientos de calibración que se verán en siguiente capítulo. Se selecciona el modelo de 

Denavit-Hartenbert, modificado por la revisión de Hayati y Mirmirani para robots con articulaciones 

consecutivas con ejes casi paralelos. Una vez definido el modelo, se aplica al robot KUKA que es el 
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que se utiliza en esta tesis, y definiendo los sistemas de coordenadas a utilizar, con lo que se 

obtendrán los valores iniciales de los parámetros cinemáticos necesarios. 

 Una vez definido el modelo cinemático del robot, en el capítulo 4 se va a abordar el 

desarrollo del método de calibración cinemática del robot, comenzando por una revisión de las 

diferentes fuentes de error que pueden afectar a dicha calibración, así como el estado del arte de 

los distintos métodos de calibración cinemática de los robots manipuladores industriales. Una vez 

realizada esta revisión, se va a centrar el estudio en la calibración cinemática de los robots 

industriales basada en la técnica del Circle Point Analysis, realizando una descripción y explicación 

de dicha técnica, tanto en lo que respecta al proceso de calibración , como su modelado 

matemático . Durante el análisis de esta técnica se revisarán y analizarán las diferentes situaciones 

y condiciones físicas y matemáticas que se pueden dar al aplicar esta técnica. 

Se presenta a continuación el procedimiento experimental de captura de datos del proceso 

de calibración cinemática del robot en base al robot seleccionado, realizando diferentes ensayos, 

analizando resultado de los mismos y obteniendo los parámetros cinemáticos del robot, con lo que 

también se tendrán unos errores del resultado obtenido. Por último se podrán calcular los errores 

de juego y excentricidad de las articulaciones del robot analizado, a partir de los datos tomados en 

el propio proceso del Circle Point Analysis. 

 Una vez realizada la calibración cinemática del robot, se pasará a desarrollar el modelo para 

la estimación de la incertidumbre de la calibración cinemática del robot, el cual se aborda en el 

capítulo 5. En este capítulo se va a abordar la determinación de la incertidumbre de la calibración 

cinemática, mediante la aplicación del método de propagación de distribuciones de probabilidad 

de acuerdo al esquema de evaluación que figura en el anexo I de la GUM [6] y se realiza  una 

simulación mediante el método Monte Carlo. Para ello se desarrolla un simulador de generación 

de un conjunto de puntos sintéticos que permita posteriormente aplicar el método de calibración 

y el método de propagación de distribuciones de probabilidad para obtener los resultados de 

incertidumbre de calibración que se buscan. Asimismo se ampliará el algoritmo desarrollado para 

poder integrar en el mismo los cálculos de los errores geométricos de excentricidad de las 

articulaciones, basados en la toma de datos del método CPA. 

Finalmente en el capítulo 6 se muestran las principales conclusiones de este trabajo de tesis 

realizado, así como las líneas futuras de trabajo identificadas. 
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2 Robots y técnicas de evaluación 

2.1 Introducción 

 

La robótica como ciencia que define, estudia y desarrolla la aplicación de los robots, se ha 

hecho cada década más extensa en su aplicación, tanto en diferentes sectores industriales, 

militares, sanitarios como en tareas diarias [7]. En aplicaciones y procesos industriales y de 

automatización, los robots manipuladores muestran un rol de lo más significativo. En el período 

reciente, casi desde 30 años a la actualidad, los robots se han empleado en los sectores industriales 

masivamente, y esta tendencia sigue creciendo día a día. La mayor parte de estos robots se usan 

para manipular piezas, soldar, aplicar pastas o sellantes, remachar, atornillar, acumular piezas u 

otras operaciones, la mayoría de ellas características de la industria automotriz, la cual ha sido la 

que históricamente ha empleado mayoritariamente los robots industriales [8] [9]. Sin embargo, con 

el paso del tiempo otras aplicaciones y sectores han sido objetivo de utilización de robots [10], que 

han permitido introducir la robótica en otros nichos de mercado, como por ejemplo, la aplicación 

de robots manipuladores donde las capacidades y habilidades similares a humanas se necesitan 

para llevar a cabo numerosas tareas [11] [12]. 

 

2.2 Descripción y clasificación de robots 

 

La organización internacional de estandarización o Internacional Organization for 

Standarization (ISO) [13] define el término robot según el estándar ISO 8373:2021 [14] en su 

apartado 2.6, como “un mecanismo accionado programable en dos o más ejes, con un grado de 

autonomía, que se mueve dentro de su entorno, para realizar las tareas asignadas. El robot incluye 

el sistema de control y su interface”. A partir de esta definición, la norma ISO 8373:2021 también 

clasifica los robots básicamente en dos tipos: robots industriales y robots de servicio. Este trabajo 

se focaliza en robots industriales para los cuales la norma ISO 8373:2021 en su apartado 2.9 da la 

siguiente definición de robot industrial (ver Figura 2.1), “un manipulador programable 

multipropósito, reprogramable, controlado automáticamente, de tres o más ejes, el cual puede 

estar bien fijo en un lugar o móvil, para su uso en aplicaciones de automatización industrial”. Añade 
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que “el robot industrial incluye al manipulador con sus actuadores, y al controlador con su teach 

pendant y cualquier interfaz de comunicación, tanto software como hardware”. También cabe citar 

que el término manipulador también viene definido en el apartado 2.1 de la citada norma como 

“máquina en la que el mecanismo consiste en una serie de segmentos, articulados o deslizantes 

unos a otros, para el propósito de agarrar o mover objetos normalmente con varios grados de 

libertad”. 

 

 

Figura 2.1. Robots en fábrica de automoción ©ABB. Fuente. www.ifr.org 

 

 Por otra parte, la International Federation of Robotics (IFR) [15], es decir, la Federación 

Internacional de Robótica, toma como definición de robot industrial la establecida por la ISO 

8373:2021. Basándose en esta definición, explicita del siguiente modo los términos usados en esa 

definición: 

- Reprogramable: diseñado para que los movimientos programados o las funciones auxiliares 

se puedan cambiar sin causar una alteración física; 

- Multipropósito: que es capaz de adaptarse a diferentes aplicaciones con modificaciones 

físicas; 

- Alteración física: alteración del sistema mecánico (el sistema mecánico no incluye los 

archivos de datos, ROMs, etc.); 

- Ejes: direcciones usadas para especificar el movimiento del robot de un modo lineal o 

rotacional. 

 

Existen diferentes estudios [16] que han tratado la clasificación de los robots, así como 

diferentes organizaciones, como la IFR, que también han aportado su experiencia para ofrecer 

clasificaciones de los robots, en función de diferentes consideraciones. Tanto Singh G. et al [16] 
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como la IFR dan una clasificación de los Robots Industriales, de acuerdo a su estructura mecánica 

que se muestra en la Figura 2.2: 

- Robot Cartesiano: robot cuyos brazos tienen 3 articulaciones prismáticas y cuyos ejes se 

corresponden a los ejes de un sistema de coordenadas cartesiano. 

- Robot SCARA: robot que tiene dos articulaciones giratorias paralelas para dar servicio a un 

plano dado. Es decir, poseen dos articulaciones giratorias con los respectivos ejes de 

rotación paralelos, y una articulación prismática con la dirección de traslación en el mismo 

eje que los ejes de rotación anteriores. Los robots SCARA se conocen por sus rápidos ciclos 

de trabajo, excelente repetibilidad, gran capacidad de carga y su amplio campo de 

aplicación. Realizan principalmente aplicaciones de coger y dejar piezas de un punto A a un 

punto B, lo que en inglés se denomina como “Pick and Place”. 

- Robot Articulado: un robot cuyos brazos tienen al menos tres articulaciones rotativas. Es el 

robot más extendido, y más usado, principalmente en la industria de la automoción. 

- Robot Paralelo / Delta: un robot cuyos brazos tienes articulaciones giratorias o prismáticas 

concurrentes. 

- Robot Cilíndrico: un robot cuyos ejes forman un sistema de coordenadas cilíndrico. 

 

Figura 2.2. Clasificación de los robots industriales según su estructura mecánica 

 

Adicionalmente a esta clasificación, Dobra A. [17] considera clasificar los robots en función 

de si son fijos o móviles, lo que daría lugar a una clasificación de los robots de la siguiente forma: 
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- Robots industriales fijos: Robots cuya base o eje 0 está fijo a un punto. Estos son la gran 

mayoría de los robots que se han considerado en la clasificación anterior. Aquí se podría 

distinguir entre: 

o Robots No colaborativos o industriales estándar: robots que se deben de enjaular en 

un recinto con sistemas de seguridad, para salvaguardar la seguridad de los operarios 

y personal que haya a su alrededor. 

o Robots Colaborativos: robots que están diseñados para realizar tareas en colaboración 

con los trabajadores en sectores industriales. Incluso aquí, la IFR distingue entre robots 

que cumplen la norma ISO 10218-1 [18], que especifica requisitos de seguridad para 

robots industriales, y los que no (ver Figura 2.3). 

 

Figura 2.3. Área verde: espacio trabajo del robot. Área amarillo: espacio de trabajo del operario. Fuente. 
www.ifr.org 

- Robots Móviles: aquí se considerarían los robots autónomos que permiten transportar 

material de un punto a otro, mediante sistemas filoguiados, mediante visión, 

reconocimiento, aprendizaje del entorno, GPS, etc. Aquí se incluirían los autonomous 

guided vehicles (AGVs), AGTs, autonomous mobile robots (AMRs) y otros similares (ver 

ejemplos en Figura 2.4). 

 

Figura 2.4. Robots móviles: AMR y AGV Kivnon™. Fuente: www.kivnon.com 

 

http://www.ifr.org/
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Asimismo, tanto la asociación francesa de robótica industrial, la AFRI, como Dobra A. [17] 

clasifican también los robots en función de su cronología o generación, teniendo los siguientes 

tipos: 

- Robots de primera generación o robots manipuladores: La primera generación engloba los 

robots manipuladores, que son aquellos que repiten una o varias tareas de manera 

programada bajo un software, en secuencia. Estos no toman en consideración las 

alteraciones que se presenten en su entorno, además son utilizados a nivel industrial. Sus 

sistemas mecánicos están hechos bajo estructuras muy sencillas, aplicadas en oficios 

secuenciales que solo necesiten el movimiento continuo de unas pocas piezas. 

Generalmente son dirigidas a la distancia por un operador humano y reemplazan muchas 

manos humanas. 

- Robots de segunda generación o robots en aprendizaje: Dentro de la clasificación de los 

robots de segunda generación, se encuentran los que realizan tareas después de aprender 

los movimientos que ejecutan los operadores humanos. A pesar de utilizar una tecnología 

más avanzada, los movimientos de este tipo de robots también se realizan en consecuencia. 

Disponen de sensores especializados y sistemas de retroalimentación. A través de estos 

logra captar qué tareas debe hacer, cuáles son los movimientos necesarios para ello y 

comprobar del resultado de su práctica. Este tipo de robots pueden utilizarse para procesos 

industriales como  tareas de soldadura, corte, inyección de plásticos, fabricación, entre 

otros. 

- Robots de tercera generación - robots con sensores: En la clasificación de los robots, la 

tercera generación es reprogramable a través de ordenadores. Estos también cuentan con 

sensores artificiales y otras piezas que permiten la visión y el tacto empleando lenguajes de 

programación. También se les conoce como robots con control sensorizado y suelen ser 

utilizados en áreas en las que se realiza múltiples tareas, ya que al ser programables los 

humanos pueden controlar su sistema mecánico a medida que necesiten ejecutar cada una. 

- Cuarta generación, robots móviles: En la cuarta generación se encuentran los robots 

móviles, los cuales son capaces de participar en diversos procesos gracias a la inteligencia 

artificial. Estos también poseen sensores, a los que los ordenadores envían la información 

necesaria durante la realización de actividades. Pero a diferencia de la generación anterior, 

están programados para que puedan tomar decisiones y realizar más movimientos. Estos 

se utilizan en tareas que requieren la realización de varias actividades y la toma de 

decisiones en tiempo real, tal como lo harían los humanos. 

- Quinta generación, robots inteligentes: En esta se encuentran las máquinas dotadas de 

inteligencia artificial y  sistemas mecánicos de autónomo alcance a la hora de realizar 

tareas. En la quinta generación se desarrollan máquinas con elementos que permiten que 

se desplacen, ya sean ruedas o piernas artificiales, y resultan útiles en tareas de 

construcción, manufactura, diseño, entre otras parecidas.  

 

Finalmente indicar una clasificación alternativa  de los robots teniendo en cuenta la función 

o aplicación que se va a dar al robot: 
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- Militares: Según su funcionalidad específica, tienen la posibilidad de demostrar una 

morfología u otra. Son utilizados como auxiliares en las operaciones militares llevadas a 

cabo por ejércitos. Puede tratarse de robots que transporten material o robots controlados 

por control remoto, rastreadores, artificieros [19]. 

- Industriales: Esta clase de robots fueron creados para usar puestos de trabajo en las etapas 

de producción industrial. Principalmente hacen manipulaciones automáticas y específicas 

en procesos complicados y periódicos, con automatismos multifuncionales y 

reprogramables. Su localización frecuenta ser accesible y enormemente controlable [9]. 

- Servicios: Dichos automatismos acostumbran ser dispositivos móviles autónomos 

controlables por medio de PCs. Sus primordiales funcionalidades son la ayuda a personas 

en trabajos bastante repetitivos, así como los peligrosos o más sucios. Asimismo, también 

se puedan dar robots en aplicaciones del sector servicios, en hostelería, como puntos de 

información móvil, o incluso dando apoyo a la distribución de platos en restauración, como 

robots móviles [20]. 

- Investigación: Son usados para examinar y explorar en diferentes espacios. La 

categorización de los robots de esta clase está compuesta por automatismos oruga o con 

cadenas, robots submarinos y aéreos entre otros [21]. 

- Domésticos: Son los artefactos que facilitan o hacen las labores de aseo y mantenimiento 

del hogar. Sus funcionalidades son rutinarias. Esta subcategoría además comprende los 

robots con otras funcionalidades. Ejemplificando, se encontrarían en esta parte los robots 

de vigilancia o estabilidad. Uno de los robots domésticos más conocidos son los robots 

móviles con función de aspiradora. 

- Educativos: Su primordial funcionalidad es la ayuda en labores educativas por medio del 

entretenimiento. Son utilizados principalmente en centros educativos y aulas de clases. 

Además hay robots educativos que ayudan a reforzar habilidades cognitivas como la 

escritura, las matemáticas, los lenguajes o la lectura [22]. 

- Médicos: La categorización de los robots en la zona de la medicina es bastante vasta. 

Ejemplo, hay robots diseñados en especial para asistir a personas con variedad servible e 

inclusive hay prótesis de última generación [23]. En esta categoría se podrían integrar los 

nanorobots, un tipo de dispositivo compuesto a nanoescala (de entre 0,1 y 10 

micrómetros). Esta clase de robots son introducidos en los cuerpos humanos por vía 

intravenosa para apoyar en el enfrentamiento a una patología. 

 

Los robots industriales que se usan hoy en día para trabajar en entornos cerrados tienen 

definidas unas tareas relativamente simples, y la frecuencia con que estas tareas se cambian es 

muy baja. Este punto de partida hace que los usuarios de estos robots los programen de una forma 

manual, dado el hecho de que los robots van a trabajar con el mismo programa durante un largo 

tiempo. Tal programación puede llegar a ser poco eficiente en el caso de que se den cambios en las 

tareas a realizar o en el entorno, como por ejemplo, en el caso de que un robot tenga que trabajar 

en un entorno en el que hay seres humanos o un objeto se comparte con un ser humano, o la tarea 

es muy complicada para que se pueda programar de forma intuitiva, o en el caso de que haya 

muchos factores indefinidos o que cambien frecuentemente. En las industrias manufactureras de 

hoy en día la presencia de robots industriales ha crecido y está creciendo fuertemente. Sin 

embargo, las capacidades de los robots se han de mejorar para pasar de un entorno tradicional de 
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líneas de producción en masa a líneas dedicadas en pequeñas y medianas industrias [24]. La 

siguiente generación de sistemas de fabricación como la fabricación en la nube, fabricación 

distribuida, fabricación reconfigurable, y fabricación sostenible se enfoca en los sistemas flexibles 

y en su adaptación a cambios y sistemas no completamente definidos de antemano [25]–[27]. Los 

robots industriales, como uno de los mayores activos en la automatización de la fabricación, se 

espera que consigan una mayor autonomía en tanto el hardware como en el software, además de 

que cada vez están siendo complementados con diversos dispositivos que mejoras sus capacidades, 

como sistemas de visión, garras sofisticadas, para una amplia variedad de tareas. Esto hace que los 

requerimientos y las necesidades de la industria y del usuario final del robot cada vez sean más 

exigentes, haciendo necesario garantizar por parte de la industria en general estos requerimientos, 

así como  la capacidad y robustez de los sistemas del robot. Para ello, es esencial cuantificar y 

evaluar el rendimiento de los robots de una forma científica, a través de unas métricas, medidas y 

metodologías de evaluación definidas [28]. En base a una caracterización y medición de las 

características del robot, diferentes robots se pueden comparar [24]. La situación de los estándares 

para los robots industriales actualmente, en cuanto a técnicas de evaluación se refiere, se va tratar 

en el siguiente apartado. 

 

2.3 Técnicas de evaluación de la precisión y repetibilidad en robots 

 

Las técnicas de evaluación de la precisión y repetibilidad en los robots son definidas en 

diferentes normativas de aplicación industrial. Hoy en día, el estándar activo para la evaluación de 

las características de los robots industriales es el estándar ISO 9283:1998 [1] que describe los 

métodos para especificar y ensayar las siguientes características de funcionamiento de los robots 

manipuladores industriales relacionadas con el posicionamiento y trayectoria que lleva a cabo el 

robot : 

− precisión de posición y repetibilidad de posición; 

− variación de la precisión de posición multidireccional; 

− precisión de distancia y repetibilidad de distancia; 

− tiempo de estabilización de posición; 

− rebose de posición; 

− deriva de las características de posición; 

− intercambiabilidad; 

− precisión y repetibilidad en la trayectoria; 

− precisión en la reorientación durante la trayectoria; 

− desviación en esquina; 

− características de velocidad en la trayectoria; 

− tiempo mínimo de posicionamiento; 

− comportamiento estático; 

− desviación de ondulación. 
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Esta norma tiene como objetivo verificar las especificaciones de los robots individuales pero 

no sugiere qué características se han de comprobar para un robot en particular. Para comparar las 

características de funcionamiento entre diferentes robots la norma indica  los siguientes 

parámetros que tienen que ser iguales: tamaño de los cubos de ensayo, cargas de ensayo, 

velocidades del ensayo, trayectorias de ensayo, círculos de ensayo, condiciones ambientales.  

Existe en la bibliografía analizada una gran cantidad de trabajos que se han centrado en 

procedimientos de  evaluación y medición de sistemas robóticos, si bien sólo se han identificado un 

número reducido de trabajos que versan sobre métodos de ensayo y evaluación de los robots 

industriales referidos al estándar ISO 9283:1998, tal cual se muestra en la Tabla 2.1. Baker et al [29] 

aplican los métodos de ensayo basados en la norma ISO 9283:1998 para la evaluación de la 

repetibilidad de posición para robots colaborativos. Se utilizó el robot UR10 de Universal Robots™ 

como plataforma de pruebas, y su objetivo era verificar las características de los robots declaradas 

por fabricantes de robots. En un sentido similar, M.Hu et al. [30] también utiliza un robot 

colaborativo para, de acuerdo con la norma ISO 9283:1998, introducir un método de síntesis óptima 

de la repetibilidad de la pose para los robots colaborativos, proponiendo tres funciones objetivo de 

optimización. Maddahi et al. [31] presentaron sus evaluaciones experimentales de dos tipos de 

robots basadas en la norma técnica ISO 9283:1998, evaluando los índices de rendimiento de los 

experimentos frente a los valores nominales, y valorando las prestaciones de los mismos como 

precisión, repetibilidad y seguimiento de trayectorias sin carga.  

 

Fuente Medición Descripción 
M.Hu et al. [30] Repetibilidad de posición De acuerdo con la norma ISO 9283:1998, se introduce un 

método de síntesis óptima de la repetibilidad de la pose para 
robots colaborativos, y se proponen tres funciones objetivo 
de optimización 

Baker et al. [29] Repetibilidad de posición Un robot UR10 se utilizó como plataforma de pruebas, y el 
objetivo era desarrollar las capacidades de verificar las 
características de los robots declaradas por sus fabricantes 

Maddahi et al. [31] Precisión, repetibilidad y 
trayectoria 

Los experimentos de prueba se realizaron en dos tipos de 
robots para evaluar los índices de rendimiento basados en 
normas técnicas. 

Park et al. [32] Precisión de la posición y 
trayectoria 

Se aplicó la norma ISO-9283 para medir las posiciones y 
trayectorias de robots de doble brazo. 

Falco et al. [33] Destreza, espacio de 
trabajo 

La evaluación del rendimiento debe ser más específica cuando 
se consideran los tipos de operación. La destreza y el espacio 
de trabajo de un robot se midieron en un agarre cooperativo 
multibrazo para un conjunto de posturas en el espacio de 
trabajo 

Falco et al. [34] Importancia de las 
normas de ensayo 

Se constató que las pruebas de rendimiento deben estar 
estandarizadas para proporcionar una evaluación imparcial de 
lo bien que un sistema realiza determinadas tareas, en lo 
relativo a la capacidad de una garra o mano robótica 

Gadringer S. et al. [12] Evaluación de calidad 
para robots con control 

de fuerza 

Se propone un test para evaluar la calidad del control de 
fuerza en robots, dado que la norma ISO 9283:1998 no define 
ningún test al respecto. 

Mosqueira et al. [10] Alineación de un fuselaje 
con otro en la industria 

aeronáutica 

Implementación y evaluación de un método de lazo cerrado 
de alineación del fuselaje en la industria aeronáutica, 
mediante el uso de indoor GPS, Laser Radar, y la evaluación 
de la precisión en la posición del robot mediante la norma ISO 
9283:1998 (sección 3.2) 
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McGarry et al [35] Identificación del marco 
de referencia de la base 

del robot 

Desarrolla y demuestra un método para determinar el marco 
de referencia de la base del robot que integra hardware de 
metrología, así como una aproximación mediante Diseño de 
Experimentos (DOE) para elegir la rutina de medición más 
apropiada, dado que la ISO 9283:1998 no define un método 
para definir el sistema de referencia de la base del robot. 

Ferrarini S. et al. [36] Precisión de la posición y 
trayectoria 

Método general para la evaluación de la precisión de la 
posición y trayectoria de un robot, enfocándose 
principalmente en la instrumentación y los procedimientos de 
prueba. 

Rui Li et al. [37] Compensación del error 
de trayectoria en tiempo 

real 

Método de cálculo y compensación del error de la posición en 
la trayectoria en tiempo real mediante deformación temporal 
dinámica continua (CDTW) 

Tabla 2.1. Trabajos en pruebas de estandarización de robots industriales relativo a la norma ISO 9283:1998. 
Fuente: [38] y propio. 

 

Como se ha comentado anteriormente, la norma ISO 9283:1998 define los criterios de 

rendimiento y los métodos de prueba para robots industriales en general. Sin embargo, se observa 

tras el análisis de la bibliografía relacionada, algunos aspectos ausentes en el texto que los 

investigadores identifican.  

Falco et al. [34] sostienen que, para los usuarios de robots es fundamental probar robots con 

un entorno de pruebas en el que los sistemas a usar y métricas de referencia a considerar para 

evaluar las características del robot a analizar estén claramente definidas por el estándar. Sin 

embargo, los métodos no incluyen información sobre la fiabilidad de las pruebas. Él sugirió 

desarrollar un entorno de pruebas para robots industriales, que proporcione a los usuarios 

información sobre la confianza de las características de rendimiento de las pruebas, en especial 

para robots multibrazo. La norma ISO 9283:1998 se focaliza principalmente en robots de un solo 

brazo, sin embargo, los métodos de ensayo especificados se pueden extender otros tipos de robots, 

como los robots de doble brazo. Park et al. [32] utilizan como referencia la norma ISO 9283:1998 

para evaluar las características de pose y trayectoria de robots de doble brazo, como son la carga 

útil, repetibilidad, velocidad máxima y precisión de posición.  

La evaluación del rendimiento de los robots en ocasiones debe ser más específica cuando se 

tienen en cuenta los tipos de operación. Por ejemplo, los fabricantes prevén que el ensamblaje 

podría ser la aplicación dominante para los robots industriales [39],[40]. Sin embargo, utilizar un 

brazo robótico convencional con 6 grados de libertad (DOF) y una garra con clampas, mordazas o 

un dispositivo de succión en operaciones de montaje ha mostrado limitaciones en el alcance, la 

capacidad de elevación, la capacidad de detección y la destreza de los robots. Varios nuevos robots 

redundantes con 7 o más DOF se han desarrollado, integrándose en ocasiones con sensores 

avanzados como sensores de fuerza y visores para ampliar las capacidades de los sistemas robóticos 

[41]. En relación con aplicaciones de ensamblaje, Falco et al. [33] analizaron la destreza de los 

brazos robóticos en el agarre en movimiento y en el agarre cooperativo de un multibrazo desde la 

perspectiva del espacio de trabajo para un conjunto de posturas que un brazo robot puede alcanzar, 

el espacio opcional para un subespacio de trabajo en el que un brazo robótico puede realizar la 

tarea requerida, y el espacio de trabajo confinado donde un robot puede operar sin colisionar con 

otros objetos. 
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Por otra parte, la norma ISO 9283:1998 define los criterios de ensayos para evaluar las 

características de los robots industriales, pero no contempla sistemas robóticos que integren 

sensores adicionales. Gadringer S. et al. [12] presentan un test para evaluar la calidad del control 

de fuerza en robots, dado que la norma ISO 9283:1998 no define ningún test al respecto. Asimismo, 

aunque los robots industriales se usan en gran medida en la industria automotriz, también hay cada 

vez más aplicaciones en otros sectores. En la industria aeronáutica cada vez requiere de un mayor 

grado de automatización de sus procesos. Sin embargo, esta industria tiene unos requerimientos 

de precisión de montaje muy severos. En concreto, para el alineamiento de los fuselajes en el sector 

aeronáutico durante el proceso de montaje de los mismos se usan métodos que son o bien 

manuales, o bien muy complejos, lo que hace que este proceso sea muy costoso. En este sentido, 

Mosqueira et al. [10] proponen un trabajo que supone la implementación y evaluación de un 

método de lazo cerrado de alineación del fuselaje en la industria aeronáutica, mediante el uso de 

indoor GPS, Laser Radar, y la evaluación de la precisión en la posición del robot mediante la norma 

ISO 9283:1998 (sección 3.2). Esto les permitió conseguir precisiones de 0,38mm y 0,01°, en 

comparación con la precisión media que alcanzaba el robot de 4,53mm y 0,21°, cuando éste 

operaba en una configuración de lazo abierto. También en el ámbito de la industria aeroespacial, 

McGarry et al. [35] proponen un método para determinar la referencia del sistema de coordenadas 

de la base del robot, basado en la integración de hardware de metrología, así como una 

aproximación mediante Diseño de Experimentos (DOE) para elegir la rutina de medición más 

apropiada. Esto se propone dado que tanto la ISO 9283:1998 como la ISO/TR 13309:1995 [42], que 

definen los requerimientos para calcular las características de precisión y repetibilidad de los robots 

industriales, requieren el establecimiento de dicho marco de referencia de la base del robot, pero 

sin embargo no definen un método de cómo establecer este marco con una metodología definida.  

A pesar de su importancia, la estandarización de los ensayos de los robots industriales no ha 

captado a atención significativa debido a una serie de razones [7]: a) la mayoría de las aplicaciones 

convencionales, como la carga y descarga y la pintura, no exigen una gran precisión y repetibilidad; 

b) los robots se programan en su mayoría manualmente, lo que permite compensar los errores de 

los modelos cinemáticos o dinámicos; c) el número de fabricantes de robots es relativamente 

pequeño y el número total de robots industriales en todo el mundo es también pequeño en 

contraste con otras máquinas herramienta. Sin embargo, la situación está cambiando ya que a) 

cada vez más aplicaciones requieren una reprogramación frecuente debido a cambios e 

incertidumbres que existen para conseguir beneficios económicos de los robots; b) cada vez más  

hay aplicaciones, como la soldadura por arco y el montaje de dispositivos optoelectrónicos, que 

tienen un alto requisito de precisión y repetibilidad incluso con numerosas incertidumbres en las 

operaciones; c) las unidades robóticas integrales ya no se tratan como unidades operativas 

independientes. Los robots tienen que integrarse con muchos otros componentes heterogéneos 

cuyos sensores puedan medir variables del área donde opera el robot, o sistemas de visión que 

reconozcan el entorno, y poder cumplir misiones complejas en entornos dinámicos. Por lo tanto se 

prevé que cada vez más empresas tendrán necesidad de referencias normativas en evaluación de 

robots y sistemas integrados, de modo que puedan utilizarlas para obtener resultados específicos 

de las pruebas de rendimiento y diseñar sistemas personalizados para satisfacer sus necesidades 

de aplicación. 
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 La norma ISO 9283:1998, tras más de veinte años de desarrollo de nuevas tecnologías 

robóticas, en algunos casos en los que estas nuevas tecnologías amplían sus horizontes más allá de 

lo que inicialmente esta norma consideraba, no es capaz de satisfacer las necesidades de la 

evaluación del rendimiento y las pruebas de los sistemas robóticos más modernos. Bosignorio y 

Messina [12], y Messina et al. [43], resumieron también las limitaciones de las normas 

desarrolladas. En primer lugar, no existe una norma aceptada para medir el rendimiento de los 

sistemas robóticos con respecto a los parámetros definidos por el usuario. En segundo lugar, no 

hay consenso sobre qué objetivo y qué procedimientos se utilizan para evaluar el rendimiento. En 

tercer lugar, hay una falta de métodos de ensayo reproducibles y repetibles, lo que supone un 

obstáculo para que los investigadores trabajen para alcanzar los objetivos comunes de intercambiar 

y comunicar resultados, comparar robots y aprovechar los trabajos existentes con trabajos 

repetidos minimizados para agilizar las transferencias de tecnología. En cuarto lugar, en un ámbito 

más amplio, las normas no deberían limitarse únicamente a los aspectos de hardware, sino que 

también deberían incluir el software y la interfaz. Por lo tanto, las cuestiones anteriores plantean 

una serie de retos a la estandarización de la tecnología [20], debido a la evolución de la tecnología 

actual, y además por la limitación de la normativa. Esto ha motivado que entidades, como el NIST 

en Estados Unidos, promuevan el desarrollo de nuevos estándares para cubrir las necesidades que 

estas nuevas tecnologías están generando en el conjunto de estándares existentes. Estos nuevos 

estándares desarrollados tanto en el NIST como en el Engineering Laboratory se pueden resumir en 

las siguientes áreas: 

1. Estructuras y desarrollo de software: se refiere al desarrollo de programas robóticos para 

diferentes sistemas, como los trabajos de Balakisky et al. [44] para desarrollar un lenguaje 

canónico (CRCL) para representar acciones robóticas; como el desarrollo de ontología para 

aplicaciones robóticas, o el desarrollo de ontologías aplicables en el sistema operativo 

robótico (RoS), o interfaces entre el RoS y el sistema de simulación USARSim [45]. 

2. Manipulación y agarre: la comunidad robótica ha demostrado la importancia de las pruebas 

de rendimiento estandarizadas; las pruebas estandarizadas proporcionan métodos 

imparciales para evaluar el rendimiento del sistema para determinadas tareas [34]. La 

manipulación con destreza refiere a operaciones robóticas con múltiples brazos robóticos, 

o dedos robóticos, y para ello y debido a limitaciones adicionales del sistema integrado, 

Falco et al. [33] sugirieron métodos de evaluación teniendo en cuenta estas limitaciones. 

3. Visión y medición: Evans et al. [46] analizaron las normas relativas a la metrología 

dimensional para identificar las limitaciones de las normas existentes, hicieron las 

recomendaciones para el desarrollo de normas identificando veintidós interfaces de 

programación de aplicaciones (API) y formatos de datos en metrología dimensional. El NIST 

colaboró en la evaluación de nuevas tecnologías relacionadas con aplicaciones militares, 

una de las cuales fue el marco de evaluación de sistemas, componentes y evaluación 

operativa (SCORE) para evaluar sensores y tecnologías de la información, y la otra era la 

tecnología de comunicación para uso táctico. 

4. Robots Móviles: independientemente de los estándares aplicables según las normas ISO a 

los robots móviles, como la norma ISO 3691-4:2023 para sistemas de guiado y robots 

móviles autónomos [47], complementada por la norma EN 1175:2020 [48], el NIST 

desarrolló sistemas para evaluar los componentes de un sistema y apoyar las actividades 

de alcanzar una decisión en un sistema integrado, como los trabajos de Balakirsky y 
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Messina [49] que desarrollaron un entorno híbrido virtual-real para facilitar el diseño de 

sistemas y su integración; Huang et al. [50] ampliaron las evaluaciones más allá del nivel de 

autonomía en los marcos de medidas de rendimiento para sistemas no tripulados 

(PERMFUS). Las métricas de rendimiento ampliadas se basaban en las mediciones de 

movilidad/navegación, detección/percepción, energía/potencia, comunicación potencia, 

comunicación, interacción persona-sistema, efectores finales, colaboración/coordinación y 

cargas útiles. colaboración/coordinación y carga útil. Las métricas eran el cumplimiento de 

la misión precisión, tiempo de respuesta, nivel de autonomía, fiabilidad, otros factores 

como la seguridad, la integridad y la protección. 

5. Interacciones Hombre-Robot: Uno de los ámbitos emergentes de las aplicaciones robóticas 

es el de las interacciones humano-robot (HRI). Diversos estudios se han realizado en este 

ámbito, pero no son estudios que se refieran a los métodos de ensayo de las características 

de robots, sino más bien a los interfaces y a la interfaz humano-robot (HRI) [51]. 

6. Integración de sistemas: en este apartado se consideran los trabajos llevados a cabo para 

el análisis de los sistemas integrados, y de los métodos y ensayos que se han desarrollado 

para su análisis y posterior comparación. Diferentes estudios se han realizado al respecto 

sobre la integración de sistemas robóticos. Messina et al [52] expuso algunos puntos de 

vista generales sobre este tema y resumió las experiencias que el NIST ha acumulado con 

competiciones de robótica como catalizadores de la tecnología de integración de sistemas. 

Si bien todos estos estudios y análisis expanden el área de aplicación de los métodos de ensayo 

y test de las características de robots manipuladores industriales a sistemas que incluirían sistemas 

robóticos, sistemas integrados, estructuras de desarrollo de software, interacciones hombre-

máquina y hombre-robot, sistemas avanzados de manipulación y agarre, sistemas avanzados de 

visión y medición sin contacto, robots móviles, y otros; en el ámbito del trabajo que se aborda en 

esta tesis, se va trabajar con un robot manipulador industrial de 6 ejes, con lo cual se puede 

considerar válido el marco de referencia para evaluación y ensayo definido en la norma ISO 

9283:1998. Por tanto, esta norma será el estándar que sirva de base en el desarrollo del método de 

calibración mediante el método Circle Point Analysis. A partir de este punto, en el apartado 

siguiente se revisan los diferentes sistemas de medición y verificación que existen, para poder 

determinar cuál es el óptimo a utilizar en el trabajo. 

 

2.4 Sistemas de medición y verificación 

 

El sistema de medición permitirá, durante el proceso de calibración cinemática, la captura de 

puntos que hará posible la identificación de los parámetros cinemáticos del robot. Por lo tanto, es 

necesario realizar una revisión de los distintos sistemas de medición y verificación existentes para 

determinar el óptimo a utilizar. 

En términos generales, el proceso de captura de puntos consiste en obtener pares de datos 

consistentes en la posición y orientación del robot, junto con los valores de entrada al modelo 

matemático correspondientes a la posición medida, habitualmente los valores de las variables de 

las articulaciones en esa posición. Posteriormente, el error cometido por el robot será evaluado 

comparando la posición real obtenida por el robot con la posición destino programada. Para ello, 
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es necesaria la introducción de un sistema de medida externo al robot que permita obtener las 

coordenadas reales del punto alcanzado, en un caso, o del medido en el otro. De este modo, la 

información geométrica proporcionada por el sistema de medida externo constituirá el conjunto 

de coordenadas nominales reales para el procedimiento de calibración. Sin embargo, dicho equipo 

de medida siempre va a tener un error de medición evaluado en la calibración del equipo y  

normalmente proporcionado por el fabricante, que se propagará, a los resultados en la 

identificación de parámetros. Por tanto, y dado que no existen instrumentos de medida libres de 

errores, es necesario que el instrumento de medición a utilizar en el proceso de captura de datos 

tenga una precisión superior al robot cuyos parámetros se pretendan identificar. En el caso de los 

robots esta premisa resulta sencilla de cumplir, ya que, normalmente, la precisión de los robots 

manipuladores es mucho más baja que la de los instrumentos de medida usados en esta fase. 

   

Figura 2.5. Medición de brazos robóticos en diferentes experimentos. Fuente: [35] [53] 

 

Hay una gran cantidad de procedimientos de medida con contacto y sin contacto externos 

empleados en procedimientos de calibración y verificación de robots que se identifican en la 

bibliografía (ver ejemplos en la Figura 2.5 y Figura 2.6), siendo algunos de los más habituales los 

que se listan a continuación: 

- Láser Trackers: un Láser tracker Leica AT960 MR se ha usado en el trabajo de McGarry et al 

[35] junto con un reflector de anillo,  o en Yuan et al. [53] donde usaron un Láser Tracker 

Leica AT901 junto con un SMR (reflector montado esféricamente) para la calibración de un 

robot KUKA taladrador usado en la industria aeronáutica; 

- Teodolitos [54]; 

- Máquinas de medición por coordenadas [55]; 

- Interferómetros láser: por ejemplo usado conjuntamente con un sensor PSD en [56] 

aplicado a un robot tipo Scara; 
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- Barras de bolas telescópicas [57] o barra de bolas doble [58], que combina la barra de bolas 

doble junto con una medición en dirección del eje Y con un interferómetro láser; 

- Brazos articulados de medición por coordenadas [59]; 

- Sistemas de ultrasonidos [60], en este caso usados conjuntamente con acelerómetros y 

giróscopos, para poder definir con ellos la orientación, mientras que los sensores de 

ultrasonidos dan soporte para poder realizar la triangulación del TCP; 

- Cámaras CCD, una o varias, que captan coordenadas absolutas de un patrón de puntos 

conocidos [61], [62].  

- GPS Indoor: Mosqueira et al. [10] propusieron un trabajo que supone la implementación y 

evaluación de un método de lazo cerrado de alineación del fuselaje en la industria 

aeronáutica, mediante el uso de indoor GPS, Laser Radar, y la evaluación de la precisión en 

la posición del robot mediante la norma ISO 9283:1998, 

- Patrones físicos, con esferas y sensor de contacto de precisión: aunque está más extendido 

el uso de patrones físicos en brazos articulados de medición por coordenadas, también en 

el caso de robots se utilizan estos patrones para extraer una geometría nominal conocida 

y compararla con la obtenida mediante movimientos del brazo. Por ejemplo, en el trabajo 

de Joubair A. y Bonev I. [63], se dotó a un brazo robot de un sensor o palpador automático 

de contacto, y muestra un procedimiento de identificación de parámetros usando este 

sensor de contacto y unas esferas calibradas y medidas,  de las que se conoce su posición 

con precisión. 

 

 

Figura 2.6. Medición de brazos robóticos en diferentes experimentos. Fuente: [61] [63] 

 

 La selección del sistema de medición va a depender, por un lado, del elemento que se desea 

medir, y por otro, del método de medición que se va a utilizar.  En este trabajo, como se verá 

posteriormente en el capítulo 4, el método que se va a utilizar para la calibración cinemática del 

robot industrial va a estar basado en el método de Circle Point Analysis (CPA), que implica una 

captura de una serie de puntos alrededor de cada uno de las articulaciones, moviendo únicamente 

cada articulación una a una. Esto va a hacer que se necesite un sistema de medición con la precisión 

que requiere la calibración de un robot industrial y la versatilidad para medir tantos puntos como 

sea necesario sin cambiar la ubicación del sistema de medición, ya que la toma de muestras de 

puntos en el espacio para cada articulación se ha de hacer de una sola vez.  
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En el caso de este trabajo, se selecciona un Láser Tracker API modelo 3. Este un equipo de 

medición de alto rango, con un alcance de 15 m y una precisión de ±15 μm (ADM) o 1,5 ppm. Los 

Laser Tracker se encuentran entre los sistemas de medición de posición de sensores móviles 

alrededor de los ejes de robots más precisos y rápidos en alto rango. Sin embargo, surgen 

limitaciones cuando se utilizan para cubrir intervalos angulares elevados. En estos sistemas, se 

posiciona un retrorreflector o surface mounted reflector (SMR) en el mismo eje o después del eje 

que se está midiendo para medir la rotación de la articulación. El LT captura las posiciones del 

reflector en su movimiento rotativo alrededor del eje mientras registra datos de posición a 

intervalos regulares. Los espejos tienen un rango angular limitado de operación; por lo tanto, el 

reflector puede perder la línea visual con el haz del LT durante el proceso de rotación del eje. En 

estos casos, es necesario cambiar la posición del reflector durante el proceso de medición y 

capturar los puntos de cada eje en un intervalo. Esta reorientación manual introduce una 

importante fuente de incertidumbre en la repetibilidad de la posición del reflector, ya que los 

reflectores deben ser liberados de sus soportes y reposicionados para cada intervalo angular a 

medida que aumenta el ángulo de cobertura. 

Para evitar este aspecto, en el método de calibración de Circle Point Analysis desarrollado en 

este trabajo se va a utilizar el Láser tracker mencionado conjuntamente con un reflector de 

seguimiento activo llamado Active Target. Este reflector, disponible en Automated Precision Inc. 

(API) [64], cuenta con tecnología de motorización incorporada que posiciona automáticamente el 

reflector para que siempre esté frente al laser tracker independientemente del movimiento. La 

precisión de este dispositivo es de ±12,5 μm en el centro óptico. El uso del Active Target supone 

una importante mejora en el conjunto del uso del método CPA. Mediante el uso de este dispositivo 

directamente sobre el efector final del robot, es posible realizar el proceso de medición completo 

para todos los ejes del robot, sin parar para cambiar la posición del reflector. Esto mejora el proceso 

de dos formas fundamentales: la primera, el proceso de medición en continuo reduce el tiempo 

necesario para la captura de datos; segunda, la precisión de la medición y por tanto de la calibración 

se mejora sensiblemente, con lo que se reduce la incertidumbre del posicionamiento del reflector. 

 

2.5 Conclusiones 

 

En este capítulo se ha realizado una revisión de los diferentes tipos de robots y su clasificación 

según el estado actual de la técnica, incluyendo no sólo robots industriales manipuladores, sino 

extendiéndola a robots en general. Asimismo, se han analizado la situación actual y estado del arte 

de las técnicas de evaluación de la precisión y repetibilidad de los robots. Tras la revisión 

bibliográfica realizada, se constata que la investigación actual en el campo de técnicas de evaluación 

y calibración de robots sigue utilizando la norma ISO 9283:1998 como el estándar de referencia 

para la evaluación de las características de los robots manipuladores industriales, y en concreto, 

para la evaluación de la precisión y repetibilidad de éstos. También se ha constatado que esta 

norma lleva en vigencia más de 20 años, y que, dado el avance de la técnica, han surgido más tipos 

de robots y aplicaciones, para los cuales la evaluación según norma ISO 9283:1998 es insuficiente. 

Este hecho ha generado la proliferación de numerosos estudios y trabajos que han tratado de dar 
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respuesta a estas necesidades en estos nuevos ámbitos de la técnica. Sin embargo, y dado que el 

trabajo que se presenta en esta tesis doctoral queda circunscrito a los robots manipuladores 

industriales, la citada norma ISO 9283:1998 da la suficiente cobertura a las necesidades de este 

trabajo de tesis. Por último, se ha revisado el estado del arte de los sistemas de evaluación y 

medición existentes en el campo de la calibración de robots industriales, refiriendo a los diferentes 

trabajos y aplicaciones, en función de la precisión y funcionalidad requerida. Esta revisión ha 

permitido analizar las diferentes características y prestaciones de los mismos, hecho que ha servido 

de base para la selección del sistema de medición a utilizar en el proceso de calibración cinemática 

mediante Circle Point Analysis y específicamente en el procedimiento de captura de puntos que 

hará posible la identificación de los parámetros cinemáticos del robot. Finalmente, se decide el uso 

de un sistema de medición de alto rango, un Láser Tracker API modelo 3 con un alcance de 15m y 

una precisión de ±15μm (ADM) o 1,5ppm conjuntamente con reflector de seguimiento activo 

llamado Active Target, con precisión de ±12,5 μm en el centro óptico, que permite en el desarrollo 

del método Circle Point Analysis que se muestra en los siguientes capítulos, tomar datos de cada 

de una de las articulaciones, maximizando el número de puntos tomados y evitando tener que 

reubicar y recalibrar el sistema de medición y su marco de referencia con la consiguiente pérdida 

de repetibilidad asociada. Esto mejora el proceso de dos formas fundamentales: la primera, el 

proceso de medición en continuo reduce el tiempo necesario para la captura de datos; segunda, la 

precisión de la medición y por tanto de la calibración se mejora sensiblemente, con lo que se reduce 

la incertidumbre del posicionamiento del reflector. 

De esta forma se han sentado las bases necesarias para pasar al siguiente capítulo, en el que 

desarrollará el modelo cinemático del robot de utilización en este trabajo. 

 



 

  45 

 

 

 

 

 

3 Modelado cinemático de Robots 

3.1 Introducción 

 

 El modelo cinemático se puede definir, en el área de los brazos robots o robots 

manipuladores, como una relación matemática entre todas y cada una de las articulaciones que 

forman su estructura, y la posición y orientación del “Tool Centre Point” (TCP) o Punto central de la 

herramienta. El TCP se define según ISO 9787:2013 [65], como el punto definido para una aplicación 

dada en referencia al sistema de coordenadas del interface mecánico. Este sistema de referencia 

se denomina “Tool Coordinate System” (TCS), definido en el mismo estándar ISO, y es el sistema de 

coordenadas referido a la herramienta o útil que se encuentra solidario a la interface mecánica del 

robot. Como se explicará en detalle a lo largo de este capítulo, la definición de un modelo que 

describa la cinemática de un robot manipulador para cualquier posición de éste, se basa en situar 

sistemas de referencia en distintos lugares del brazo siguiendo una serie de reglas predefinidas que 

permitan obtener, mediante la combinación de parámetros geométricos, la relación entre dos 

sistemas de referencia sucesivos, de forma y manera que mediante la composición de estas 

relaciones se pueda obtener la posición y orientación del TCP en el extremo del robot, para 

cualquier posición de sus articulaciones, siempre con respecto al sistema de referencia global del 

equipo. Para conseguir este objetivo se necesitan que las relaciones entre dos sistemas de 

referencia sucesivos se definan mediante matrices de giro y traslación, y una tras otra estas 

relaciones se concatenen, de tal forma que al final se obtenga una matriz general que permita 

obtener cualquier punto del TCP en el sistema de referencia global. Es decir, que se tendrá la 

relación geométrica de la posición del TCP en función de variables que permitan describir cualquier 

cambio en la posición y orientación del mismo, con lo cual, las entradas del modelo matemático 

son, por una lado, las variables que describen la geometría del brazo robot, y por otro, los ángulos 

girados para cada articulación en cada momento, de tal modo que para cada valor de estas variables 

se puede determinar la relación entre la posición y orientación del TCP y el sistema de referencia 

original del brazo. 
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 Un ejemplo de modelo cinemático de los brazos robots basado en la representación 

Denavit-Hartenberg se puede ver en la Figura 3.1. Asimismo se puede ver un ejemplo de la 

representación de Denavit-Hartenbert, aplicado a un robot manipulador o robot industrial real, en 

la Figura 3.2.  

 

Figura 3.2. Representación parámetros D-H en un robot manipulador de 6 ejes. Fuente: Manipuladores robóticos, 
Miguel Torres T., 2005. 

Es muy extensa la bibliografía existente en este campo debido a que numerosos 

investigadores han centrado sus estudios en el modelado cinemático y dinámico de posicionadores 

automáticos [66]–[68], bien sea robots de cualquiera de los tipos vistos en el anterior capítulo, bien 

sea de otros tipos de actuadores, buscando, determinando y mejorando los modelos matemáticos 

en cada caso, en función de las tareas y de la aplicación determinada. El modelado matemático va 

acompañado siempre, en todos estos estudios, de métodos de identificación de parámetros 

geométricos óptimos que minimicen el error de posicionamiento de la última articulación del robot 

manipulador, que es la que normalmente lleva el útil o herramienta que realiza la tarea para la cual 

el robot ha sido diseñado. El estudio de la precisión de posicionamiento de los brazos robot, el 

modelado matemático de su comportamiento y el estudio y corrección de sus fuentes de error para 

incrementar su precisión ha estado, desde principios de los años 60, en continua evolución, 

Figura 3.1. Representación Denavit-Hartenberg para el modelo cinemático de robots. Fuente: 
Vinogradov, O. (2000) Fundamentals of Kinematics and Dynamics of Machines and Mechanics. 
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aportando nuevas soluciones matemáticas dirigidas a conseguir métodos de identificación y 

corrección cada vez más exactos. 

 Los robots manipuladores, también denominados brazos robots, o como se ha visto en el 

apartado anterior, específicamente los denominados robots industriales, tienen como 

característica necesaria principal el alcanzar una elevada repetibilidad, pero en la gran mayoría de 

los casos no se necesita que alcancen un alto grado de precisión de posicionamiento, dado que son 

sistemas que realizan tareas repetitivas que habitualmente se programan por aprendizaje. Esto es 

lo que se hace en general, en la mayoría de la industria del automóvil, auxiliar del automóvil, tanto 

en las naves de montaje en bruto / carrocerías, como en las áreas de pintura o montaje final, por 

poner algunos ejemplos. Es por esto que estos sistemas tienen que ser capaces de repetir las 

posiciones programadas, sin que se necesite que estas posiciones sean precisas en un determinado 

sistema de coordenadas dentro de su espacio de trabajo. Por otra parte, existen aplicaciones de 

robots industriales en los también se pueden necesitar una gran precisión en el posicionamiento 

del robot manipulador: en estas aplicaciones se necesitarán, sin duda alguna, métodos de 

modelado matemático, estimación de parámetros y correcciones de errores [10], [41]. Para los 

brazos robots o robots industriales convencionales se pueden esperar errores de posicionamiento 

en el rango de los milímetros, a diferencia, por ejemplo, de los sistemas de medición por 

coordenadas, o brazos de medición, que suelen tener errores de posicionamiento en el rango de 

decenas de micrómetros. Los robots industriales que se estudian en este trabajo, del tipo robot 

articulado, contienen más elementos mecánicos de transmisión en su cadena cinemática, lo cual 

hace que tengan más fuentes de error que al final influyen en su posicionamiento final. 

 

 

3.2 Representación de la posición y orientación 

 

El término pose (“pose” en Inglés) se utiliza en mecánica para representar tanto la posición 

como la orientación de un cuerpo. Es bien conocido que el número de grados de libertad que se 

necesitan para definir la pose de un objeto en un espacio tridimensional son seis: tres para la 

posición y tres para la orientación. 

 Para la definición de una u otra representación de la posición y orientación de un robot 

manipulador, se parte de la base del Teorema de Chasles [69], el cual define que cada movimiento, 

dentro de un espacio Euclidiano tridimensional ℝ3, viene dado por un así llamado giro o 

movimiento de tornillo; esto es, por una rotación alrededor de una línea, llamada eje de giro, 

seguida por una traslación paralela a la misma línea. Como tal rotación y traslación se pueden 

conmutar, también se considera la traslación y rotación de un giro como si ocurriera en el orden 

contrario. En otras palabras, la posición y la orientación de las piezas se pueden tratar 

independientemente. La posición viene definida por un vector 𝑝 ∈  ℝ3 que viene normalmente 

dado en coordenadas cartesianas. En el caso de la orientación, sin embargo, no hay un método 
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generalizado para describirla, y esto es debido principalmente al hecho de que el conjunto de 

orientaciones no es un espacio vectorial, sino un grupo de Lie. 

 La representación mínima de la orientación se define con tres parámetros, por ejemplo, 

que pueden ser los ángulos de Euler. Pero a pesar de su popularidad, los ángulos de Euler sufren 

del inconveniente de singularidades y ambigüedades [70], las cuales suceden cuando la primera y 

la última rotación son relativas al mismo eje. Hay otras parametrizaciones de orientación no 

mínimas las cuales usan un conjunto de 3 + k parámetros, relacionado por un número k de 

restricciones holonómicas, para mantener los necesarios tres grados de libertad. Ejemplos comunes 

de estos son las matrices de rotación, las parejas de ejes-ángulo, y los parámetros Euler. 

 El problema del control de la pose consiste en hacer que la postura actual del robot (o 

cuerpo en general) alcance la postura deseada, a lo largo del tiempo. Este problema se muestra 

más relevante en los últimos años debido, por una parte, al uso de nuevos dispositivos electrónicos 

para obtener las señales de orientación o los sensores de posición, y por otra parte a la aplicación 

de herramientas matemáticas, como los cuaterniones unitarios [71] y screws (tornillos), los cuales 

facilitan el análisis del espacio de configuración de la pose. 

 Entre los diferentes sistemas que existen para representar la orientación de un objeto, los 

más relevantes pueden ser (según [72][73]): 

1) Matriz de rotación, 

2) Ángulos de Euler, incluyendo aquí los ángulos de Tait-Bryan (o ángulos de navegación), 

3) Pareja eje-ángulo de rotación, 

4) Parámetros de Euler, también llamados cuaterniones unitarios, 

5) Cuaterniones duales, 

6) Otros sistemas de representación, como pueden ser la representación Cayley-Klein[74], 

que representa las operaciones como operaciones sobre números complejos. 

Se comienza en este trabajo abordando el tema de la representación de la posición, que es 

a priori la más sencilla, para pasar a ver los diferentes sistemas de representación de la orientación 

de un objeto. 

 

3.2.1 Representación de la posición 

 

 Para localizar un cuerpo rígido en el espacio se necesitan herramientas que permitan 

conocer la ubicación espacial de sus puntos. En el plano la localización se describe por dos 

componentes independientes, mientras que en el espacio tridimensional se tiene un vector de tres 

componentes que definen la ubicación de un punto en el espacio ℝ3. Existen diferentes formas de 

representar la posición en el espacio, aunque la más común es por medio de coordenadas 

cartesianas; pero existen además de éste otros métodos como las coordenadas cilíndricas o 

esféricas para el espacio ℝ3. 
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 En coordenadas cartesianas en el espacio, sea P un punto en el espacio del sistema de 

coordenadas definido por OXYZ. Este punto se definirá por un vector de posición, de componentes 

(x,y,z), de tal forma que su representación matemática será la siguiente [75], siendo px, py y pz las 

coordenadas o componentes en cada eje del sistema de coordenadas, tal y como se ve en la Figura 

3.3 y en la ecuación (3—1): 

 
𝑃 = [

𝑝𝑥

𝑝𝑦

𝑝𝑧

] (3—1) 

 

 

La posición de un punto en el espacio también se puede representar mediante coordenadas 

cilíndricas, tal y como se muestra en la Figura 3.4 [76]. En este caso las coordenadas o componentes 

son la distancia r, el ángulo θ y la distancia z entre el punto y su proyección sobre el plano Xa – Ya. 

Las dos primeras componentes, en realidad, tiene el mismo significado que unas coordenadas 

polares en el espacio bidimensional. 

  

Figura 3.4. Representación de la posición empleando coordenadas cilíndricas. Fuente: [76] 

Figura 3.3. Punto p(x,y,z) en el espacio. Fuente: [76] 
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Por último, en la Figura 3.5 se puede ver una representación de las coordenadas esféricas, 

que permite representar la posición de un punto en el espacio mediante la distancia r, y los dos 

ángulos φ y θ. 

 

 En este trabajo, dado que se va a trabajar con robots manipuladores o robots industriales 

y estos son robots articulados, como se vio en el capítulo anterior, se tomará la representación por 

coordenadas cartesianas, que es la que mejor se adapta a las necesidades de desarrollo del trabajo 

a realizar. 

 

 

3.2.2 Ángulos de Euler 

 

Los ángulos de Euler constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares que sirven 

para especificar la orientación de un sistema de referencia de ejes ortogonales, que puede ser 

habitualmente móvil, respecto a otro sistema de referencia de ejes ortogonales normalmente fijos. 

Estos fueron introducidos Leonhard Euler en la mecánica del sólido rígido en su “Theoria motus 

corporum solidorum” [77], para describir la orientación de un sistema de referencia solidario con 

un sólido rígido en movimiento. 

Dados dos sistemas de coordenadas xyz y XYZ con origen común, es posible especificar la 

posición de un sistema en términos del otro usando tres ángulos φ, θ y ψ. La definición matemática 

es estática y se basa en escoger dos planos, uno en el sistema de referencia y otro en el triedro 

rotado. En la Figura 3.6 serían los planos xy y x*y*. Escogiendo otros planos se obtendrían distintas 

convenciones alternativas, como por ejemplo la convención de Tait-Bryan [78] cuando los planos 

de referencia son no-homogéneos, convención que se usa mayormente en el área de la 

aeronáutica.  

Figura 3.5. Representación de la posición empleando coordenadas esféricas. Fuente: [76] 
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La intersección de los planos coordenados xy y x*y* escogidos se llama línea de nodos, y se 

usa para definir los tres ángulos: 

 φ es el ángulo entre el eje x y la línea de nodos. 

 θ es el ángulo entre el eje z y el eje z*. 

 ψ es el ángulo entre la línea de nodos y el eje x’. 

 

Más adelante se establecerá que los tres ángulos de Euler descritos son los valores de las tres 

rotaciones intrínsecas que describen el sistema.  

La transformación de coordenadas asociada con el cambio de orientación viene dada por una 

matriz de rotación 3 x 3, R. Considerando que p es un vector cuyas coordenadas están expresadas 

en el sistema de referencia fijo, Oxyz (el sistema de referencia base), y p’ es el mismo vector 

expresado en el sistema de coordenadas rotado, que será O’x’y’z’, resulta la siguiente expresión en 

la ecuación siguiente: 

 𝑝 = 𝑅 𝑝′ (3—2) 
 

Cuando R representa la rotación de un ángulo α alrededor de un eje de coordenadas x esto 

tiene una forma ampliamente conocida, que se denota por 𝑅𝑥,𝛼. Lo mismo se puede aplicar en caso 

de que las rotaciones sean alrededor de los otros dos ejes y o z, considerando ángulos diferentes. 

Además, para describir completamente la orientación mediante los ángulos de Euler se tiene que 

realizar una única rotación arbitraria, que ha de ser una secuencia preseleccionada de rotaciones 

alrededor de los ejes de coordenadas, para al final, poder expresar cualquier matriz de rotación R 

como un producto ordenado de tres matrices. Dado el hecho de que la multiplicación de matrices 

no es una operación conmutativa, el orden a elegir es importante. De hecho, dependiendo del 

orden elegido, se tiene al final doce secuencias diferentes de multiplicación de matrices para estas 

tres rotaciones, y de facto, hay doce convenciones de ángulos de Euler: XYZ, XZY, YXZ, YZX, ZXY, ZYX, 

XYX, XZX, YXY, YZY, ZXZ y ZYZ. 

Figura 3.6. Representación ángulos Euler: sucesivas rotaciones, a) precesión, nutación, b) 
rotación intrínseca (spin) 
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Las numerosas posibles convenciones y sus múltiples interpretaciones físicas han llevado a 

cierta confusión en el uso del término “ángulos de Euler”. Diferentes textos usan diferentes 

convenciones, y algunas veces otros nombres propios han sido usados para describir alguna de 

estas convenciones, como por ejemplo los ángulos Fick (ZYX) o los ángulos Helmholtz (YZX). 

Afortunadamente, se han establecido algunas prácticas de estandarización en el marco del uso de 

ángulos Euler, en los diferentes campos. Por ejemplo, muchos libros de texto de física usan la 

convención ZXZ y refieren a los correspondientes ángulos de Euler denominándolos precesión, 

nutación y rotación intrínseca (o spin). Los ingenieros aeronáuticos generalmente usan la 

convención XYZ y se refieren a los tres ángulos como “roll, pitch, yaw". La misma convención se usa 

asimismo en la industria del automóvil y en la industria de la máquina herramienta. 

Entonces, tomando la convención ZXZ, y a partir de la relación entre los ángulos de Euler y el 

movimiento de los soportes de Cardano, se puede probar que todo sistema de coordenadas puede 

ser descrito con los tres ángulos de Euler. Si se llama [R] a la matriz de rotación tridimensional que 

representa la transformación de coordenadas desde el sistema fijo, que se podría asimilar al 

sistema de coordenadas original de la base del robot o al sistema de referencia inicial de una 

articulación, al sistema móvil, que podría ser la ubicación final de la articulación o del TCP del robot, 

el teorema de Euler sobre rotaciones tridimensionales afirma que existe una descomposición única 

en función de los términos de los tres ángulos de Euler según la ecuación (3—3): 

 [𝑅] = 𝑅𝜙,𝜃,𝜓 = 𝑅𝑧,𝜙𝑅𝑥,𝜃𝑅𝑧,𝜓

= [
cos𝜙 −sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0

0 0 1
] [

1 0 0
0 cos 𝜃 − sin𝜃
0 sin 𝜃 cos𝜃

] [
cos𝜓 − sin𝜓 0
sin𝜓 cos𝜓 0

0 0 1
]

= [

cos𝜙 cos𝜓 − sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜓 −cos𝜙 sin𝜓 − sin𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 sin𝜙 sin𝜃
sin𝜙 cos𝜓 + cos𝜙 cos 𝜃 sin𝜓 − sin𝜙 sin𝜓 + cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 −cos𝜙 sin𝜃

sin 𝜃 sin𝜓 sin𝜃 cos𝜓 cos 𝜃
] 

(3—3) 

 

 Hay que hacer destacar que tras cada uno de los giros el sistema de referencia queda girado, 

esto es, el primer giro de ángulo ψ es alrededor del eje Z1, el segundo giro de ángulo θ es alrededor 

del eje X2, y el tercer giro de ángulo θ es alrededor del eje Z3. 

 La ventaja fundamental de la representación mediante ángulos de Euler estriba en describir 

la posición y orientación de un objeto mediante un vector de seis elementos XYZφθψ, lo que supone 

un ahorro de memoria con respecto a almacenar nueve componentes de la matriz de rotación 

completa con respecto a otras representaciones. Debido a este hecho, y a la generalización de 

soluciones para el problema cinemático inverso, la práctica totalidad de los modelos matemáticos 

en los robots industriales comerciales se basan en este tipo de representación para almacenar y 

controlar la postura (posición y orientación) del TCP del robot.  

 

3.2.3 Eje y ángulo de rotación 

Otro método para la determinación de la rotación es el método de eje y ángulo de rotación. 

Este método se basa en una única rotación del sistema u objeto entorno a un eje de rotación, el 

cual no coincide o no tiene por qué coincidir con los ejes coordenados, y de un ángulo con el giro 
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realizado alrededor de ese eje. La matriz de rotación R [79] se puede representar por medio de esa 

única rotación alrededor del eje adecuado, que viene representado por el vector unitario 𝑎⃗, y del 

ángulo de rotación adecuado, representado por ϕ. Entonces esta matriz de rotación vendrá 

definida de la siguiente forma, según la ecuación (3—4): 

 

𝑅 = [

𝑎𝑥
2 + (𝑎𝑦

2 + 𝑎𝑧
2)𝑐𝜑 (1 − 𝑐𝜑)𝑎𝑥𝑎𝑦 − 𝑎𝑧𝑠𝜑 (1 − 𝑐𝜑)𝑎𝑧𝑎𝑥 − 𝑎𝑦𝑠𝜑

(1 − 𝑐𝜑)𝑎𝑥𝑎𝑦 − 𝑎𝑧𝑠𝜑 𝑎𝑦
2 + (𝑎𝑧

2 + 𝑎𝑥
2)𝑐𝜑 (1 − 𝑐𝜑)𝑎𝑦𝑎𝑧 − 𝑎𝑥𝑠𝜑

(1 − 𝑐𝜑)𝑎𝑧𝑎𝑥 − 𝑎𝑦𝑠𝜑 (1 − 𝑐𝜑)𝑎𝑦𝑎𝑧 − 𝑎𝑥𝑠𝜑 𝑎𝑧
2 + (𝑎𝑥

2 + 𝑎𝑦
2)𝑐𝜑

] (3—4) 

 

donde 𝑐𝜑 𝑦 𝑠𝜑 son la forma abreviada para representar cos(𝜑) y sin(𝜑), respectivamente. 

De esta forma, se puede obtener también las ecuaciones (3—5) y (3—6) para determinar el 

eje y ángulo de rotación introducidos en el matriz de rotación, de forma y manera que se tendrá: 

 
𝜑 = cos−1 (

𝑅11 + 𝑅22 + 𝑅33 − 1

2
) (3—5) 

 

 
𝑎⃗ = [

𝑎𝑥

𝑎𝑦

𝑎𝑧

] =
1

2 sin𝜑
[

𝑅23 − 𝑅32

𝑅31 − 𝑅13

𝑅12 − 𝑅21

] (3—6) 

 

Donde Rij es el elemento de la matriz R en la fila i-ésima y la columna j-ésima. 

 

3.2.4 Parámetros de Euler, Cuaterniones 

 

Otra representación habitual de la rotación es la representación mediante los parámetros de 

Euler. Ésta parte de la fórmula de Euler-Rodrigues [80][81] que describe la rotación de un vector en 

tres dimensiones. Se basa en la fórmula de rotación de Rodrigues, pero utiliza una parametrización 

diferente. La rotación se describe mediante cuatro parámetros de Euler, ideados igualmente por 

Leonhard Euler. La fórmula de Rodrigues es un método para calcular la posición de un punto girado, 

que se usa en algunas aplicaciones de software, como simuladores de vuelo y juegos de ordenador. 

La rotación sobre el origen se representa por cuatro números reales, (a,b,c,d), de modo que se 

tendrá la ecuación (3—7): 

 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 1 (3—7) 
 

Cuando se aplica una rotación, un punto en la posición 𝑥⃗ gira a su nueva posición en 𝑥′⃗⃗⃗ ⃗, 

teniéndose que el nuevo punto vendrá definido por la ecuación (3—8): 

 

𝑥′⃗⃗⃗ ⃗ = [

𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 − 𝑑2 2(𝑏𝑐 − 𝑎𝑑) 2(𝑏𝑑 + 𝑎𝑐)

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑) 𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑑2 2(𝑐𝑑 − 𝑎𝑏)

2(𝑏𝑑 − 𝑎𝑐) 2(𝑐𝑑 + 𝑎𝑏) 𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2 + 𝑑2

] 𝑥⃗ (3—8) 
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Donde la matriz de transformación de rotación es la matriz R que sería la siguiente, según la 

ecuación (3—9): 

 

𝑅 = [

𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 − 𝑑2 2(𝑏𝑐 − 𝑎𝑑) 2(𝑏𝑑 + 𝑎𝑐)

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑) 𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑑2 2(𝑐𝑑 − 𝑎𝑏)

2(𝑏𝑑 − 𝑎𝑐) 2(𝑐𝑑 + 𝑎𝑏) 𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2 + 𝑑2

] (3—9) 

 

El parámetro a puede llamarse el parámetro escalar, mientras que la terna 𝜔⃗⃗⃗ = (𝑏, 𝑐, 𝑑) es 

el parámetro vectorial. En notación vectorial estándar, la fórmula de rotación de Rodrigues toma la 

siguiente forma compacta como se ve en la ecuación (3—10): 

 𝑥′⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑥⃗ + 2𝑎(𝑤⃗⃗⃗ × 𝑥⃗) + 2(𝑤⃗⃗⃗ × (𝑤⃗⃗⃗ × 𝑥⃗)) (3—10) 

 

 Por otro lado, cuando se tienen los parámetros en la forma (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑), el conjunto de 

parámetros (−𝑎,−𝑏,−𝑐,−𝑑) describen la misma rotación. Además de esta simetría, cada conjunto 

de parámetros describe una rotación única en el espacio tridimensional. 

En cuanto a la composición de rotaciones, se tiene que la composición es en sí misma una 

rotación. Sean (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1) y (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2) los parámetros de Euler de dos rotaciones. Los 

parámetros de la rotación compuesta (rotación 2 después de la rotación 1) vendrán dados por las 

siguientes ecuaciones (3—11),(3—12),(3—13) y (3—14): 

 𝑎 = 𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2 − 𝑐1𝑐2 − 𝑑1𝑑2 (3—11) 
 𝑏 = 𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 − 𝑐1𝑑2 + 𝑑1𝑐2 (3—12) 
 𝑐 = 𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑎2 − 𝑑1𝑏2 + 𝑏1𝑑2 (3—13) 
 𝑑 = 𝑎1𝑑2 + 𝑑1𝑎2 − 𝑏1𝑐2 + 𝑐1𝑏2 (3—14) 
 

Es sencillo, aunque muy largo y tedioso, verificar que también aquí se cumple que 𝑎2 + 𝑏2 +

𝑐2 + 𝑑2 = 1, lo cual es simplemente la identidad de los cuatro cuadrados de Euler. 

Asimismo, cualquier rotación central en tres dimensiones está determinada únicamente por 

su eje de rotación y por el ángulo de rotación. Teniendo en cuenta que se puede representar el eje 

de rotación como el vector unitario 𝑘⃗⃗ = (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑘𝑧), y el ángulo de rotación por ϕ, los parámetros 

de Euler para esta rotación se calculan de la siguiente manera según las ecuaciones (3—15), (3—

16),(3—17) y (3—18): 

 𝑎 = cos (
𝜑

2
) (3—15) 

 𝑏 = 𝑘𝑥 sin (
𝜑

2
) (3—16) 

 𝑐 = 𝑘𝑦 sin (
𝜑

2
) (3—17) 

 𝑑 = 𝑘𝑧 sin (
𝜑

2
) (3—18) 
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Por el contrario, conocida la matriz de rotación R según la ecuación (3—9), y buscando 

obtener los parámetros de Euler a partir de esta matriz de rotación conocida, entonces se pueden 

determinar estos parámetros a través de la siguiente formulación, según se muestra en las 

ecuaciones (3—19),(3—20),(3—21) y (3—22): 

 

𝑎 = √
𝑡𝑟(𝑅) + 1

4
 (3—19) 

 
𝑏 =

𝑅23 − 𝑅32

4𝑎
 (3—20) 

 
𝑐 =

𝑅31 − 𝑅13

4𝑎
 (3—21) 

 
𝑑 =

𝑅12 − 𝑅21

4𝑎
 (3—22) 

 

Hay que volver a recordar aquí que la suma de los cuadrados de los parámetros de Euler es 

igual a 1, por lo que sólo tres de ellos son independientes. Además, si ϕ aumenta una rotación 

completa, de 360 grados, los argumentos seno y coseno sólo aumentan 180 grados. Además, las 

rotaciones de 180 grados sobre cualquier eje dan como resultado que a=0. En particular, la 

transformación de identidad (rotación nula, ϕ=0) corresponde a unos valores de los parámetros 

tales que se tendrá la ecuación (3—23): 

 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (±1,0,0,0) (3—23) 
 

 Además de esto, los parámetros de Euler pueden verse como los coeficientes de un 

cuaternión. Los cuaterniones fueron descubiertos en 1843 por el matemático irlandés Sir William 

Rowan Hamilton (1805-1865). Estos se pueden usar para conseguir una mejor interpolación de la 

orientación, ya que no sufren de las singularidades como en los ángulos de Euler. En el caso de los 

cuaterniones, los coeficientes se pueden asimilar por un lado, a que el parámetro escalar a es la 

parte real, y los parámetros vectoriales b,c,d son las partes imaginarias. Así se tiene el cuaternión, 

según se muestra en la ecuación (3—24): 

 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 (3—24) 
 

que es uno de las dos formulaciones [73] que puede tener un cuaternión, el cual sin embargo 

también se puede mostrar también, según otros textos, con la siguiente nomenclatura, tal y como 

se en la ecuación (3—25): 

 𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 (3—25) 
 

Donde 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝔑 y las tres componentes imaginarias 𝑖, 𝑗, 𝑘 se definen en la ecuación (3—

26): 

 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 1 (3—26) 
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Y tienen las siguientes propiedades que se ven en la ecuación (3—27): 

 𝑖𝑗 = 𝑘, 𝑗𝑘 = 𝑖, 𝑘𝑖 = 𝑗, 𝑗𝑖 = −𝑘, 𝑘𝑗 = −𝑖, 𝑖𝑘 = −𝑗 (3—27) 
 

La otra definición de cuaternión es como un par (𝑠, 𝑣⃗), donde 𝑠 ∈ ℜ es un escalar, y 𝑣⃗ ∈

ℜ3. Por definición, si tenemos que λ es un escalar, un cuaternión satisface la siguiente propiedad 

que se muestra en la ecuación (3—28): 

 𝜆(𝑠, 𝑣⃗) = (𝜆𝑠, 𝜆𝑣⃗) (3—28) 
 

La adición y multiplicación entre dos cuaterniones q1 y q2 se define respectivamente por 

las ecuaciones (3—29) y (3—30): 

 𝑞1 + 𝑞2 = (𝑠1 + 𝑠2, 𝑣⃗1 + 𝑣⃗2) (3—29) 
 𝑞1𝑞2 = (𝑠1𝑠2 − 𝑣⃗1𝑣⃗2, 𝑠1𝑣⃗2 + 𝑠2𝑣⃗1 + 𝑣⃗1 × 𝑣⃗2) (3—30) 
 

La conjugación y norma de un cuaternión vienen dados por las ecuaciones (3—31) y (3—

32): 

 𝑞∗ = (𝑠,−𝑣⃗) (3—31) 
 ‖𝑞‖ = 𝑞𝑞∗ (3—32) 
 

Si ‖𝑞‖ = 1, entonces q es un cuaternión unitario. El cuaternión unitario se puede usar para 

representar una rotación de un ángulo θ alrededor de un vector unitario 𝑛⃗⃗ en el espacio 

tridimensional Euclidiano, como se muestra en la ecuación (3—33): 

 
𝑞 = (cos

𝜃

2
, 𝑛⃗⃗  sin

𝜃

2
) (3—33) 

 

3.2.5 Cuaterniones duales 

 

Otra representación de la rotación que aparece en la bibliografía existente es la 

representación de la rotación mediante cuaterniones duales. Para ello hay que introducir 

primeramente el concepto de número dual. 

 Los números duales fueron introducidos por Clifford [82] y se definen según la ecuación 

(3—34): 

 𝑧̂ = 𝑎 + 𝜀𝑎′ , 𝑐𝑜𝑛 𝜀2 = 0 𝑝𝑒𝑟𝑜 𝜀 ≠ 0 (3—34) 
 

Donde a es la parte real y a’ es la parte dual. 
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El operador ε se puede usar para representar cualquier cantidad dual como vector dual, 

cuaternión dual, etc. Un concepto útil se refiere a los vectores duales con partes dual y real 

ortogonal. Tales particulares vectores duales representan líneas en ℜ3 conocidas como 

coordenadas Plücker (o líneas de Plücker). La parte real 𝑙 es la dirección de la línea y la parte dual 

𝑚⃗⃗⃗ = 𝑝 × 𝑙 es su momento, como se ve en la Figura 3.7. 

  El producto interior entre estos dos vectores es igual al coseno del ángulo dual 𝜃 = 𝜃 + 𝜀𝑑, 

el cual tiene la siguiente interesante interpretación geométrica: θ es el ángulo entre las dos líneas 

en el espacio, y d su distancia mínima perpendicular a ambas líneas.  

En cuanto al cuaternión dual, éste se define como un número dual donde q y q’ son 

cuaterniones, según la ecuación (3—35): 

 𝑞 = 𝑞 + 𝜀𝑞′ (3—35) 

 

Alternativamente, los cuaterniones duales se pueden mapear como un vector espacial del 

tipo que se ve en la ecuación (3—36): 

 𝑞⃗ = [𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑞5, 𝑞6, 𝑞7, 𝑞8]
𝑇 (3—36) 

 

Las operaciones algebraicas normales con cuaterniones, con el añadido del operador ε, se 

pueden aplicar igualmente a los cuaterniones duales, como por ejemplo en las ecuaciones (3—

37)(3—38)(3—39): 

 𝜆𝑞 = 𝜆𝑞 + 𝜀𝜆𝑞′ (3—37) 

 𝑞1 + 𝑞2 = 𝑞1 + 𝑞2 + 𝜀(𝑞′1 + 𝑞′2) (3—38) 

 𝑞1𝑞2 = 𝑞1𝑞2 + 𝜀(𝑞1𝑞′2 + 𝑞′1𝑞2) (3—39) 

 

 La norma de un cuaternión dual viene dada por ‖𝑞‖
2

= 𝑞 𝑞∗, siendo 𝑞∗ = 𝑞∗ + 𝜀𝑞′∗, y la 

condición para cuaternión dual unitario entonces se tendrá como muestra la ecuación (3—40): 

Figura 3.7. Representación geométrica de una línea 
Plücker. Fuente: [73] 
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 𝑞𝑞∗ = 1, 𝑦 𝑎𝑑𝑒𝑚á𝑠 𝑞∗𝑞′ + 𝑞′∗𝑞 = 0 (3—40) 
 

 Los cuaterniones duales unitarios se pueden usar para representar cualquier 

transformación rígida incluyendo traslación y rotación, de forma similar al modo en que los 

cuaterniones se pueden usar para representar rotaciones. La transformación rígida de una línea a 

través de un punto 𝑝, representada por su dirección 𝑙 y por su momento 𝑚⃗⃗⃗ = 𝑝 × 𝑙, viene dado por 

la ecuación (3—41): 

 𝑞(𝑙 + 𝜀𝑚)𝑞∗ (3—41) 

 

Donde el cuaternión dual 𝑞 = 𝑞 + 𝜀𝑞′, con 𝑞′ =
1

2
𝑡𝑞 , con q siendo el cuaternión unitario que 

describe la rotación, y 𝑡 = (0, 𝑡) es el cuaternión que describe la traslación representada por el 

vector 𝑡, y l y m son los cuaterniones definidos como 𝑙 = (0, 𝑙) y 𝑚 = (0, 𝑚⃗⃗⃗) , respectivamente. 

 Por tanto, el cuaternión dual unitario es una herramienta útil para representar la 

transformación entre dos sistemas de coordenadas F1 y F2, resultante o bien de una rotación q 

sucedida por una traslación t2 con respecto a F2, de lo que se tendrá la ecuación (3—42), 

 
𝑞 = 𝑞 + 𝜀

1

2
𝑞𝑡2 (3—42) 

 

o bien una traslación t1 con respecto a F1 sucedida por una rotación q, que vendrá definida, en este 

caso, por la ecuación (3—43): 

 
𝑞 = 𝑞 + 𝜀

1

2
𝑡1𝑞 (3—43) 

 

 

3.2.6 Matrices de rotación 

 

Las matrices de rotación son probablemente el método más extendido para describir la 

orientación, principalmente debido a la sencillez de uso de las operaciones de álgebra de matrices. 

Consideremos por ejemplo un sistema de referencia S0 y otro en movimiento Sb. En lo que a la 

orientación se refiere, asumamos que los orígenes de ambos sistemas de referencia coinciden en 

el mismo punto. La matriz de rotación de Sb con respecto a S0 la podemos denominar 𝑅 ∈ 𝑆0(3), 

teniendo en cuenta que SO(3) es el grupo de todos los movimientos de rotación sobre el origen de 

coordenadas en el espacio Euclídeo tridimensional R3. 

Entonces podemos designar un punto, según el sistema referencia S0, y el mismo punto 

según el sistema de referencia Sb, de acuerdo a las ecuaciones (3—44) y (3—45): 

 𝑃⃗⃗𝑥𝑦𝑧{𝑆0} = [𝑝𝑥 , 𝑝𝑦, 𝑝𝑧]
𝑇

= 𝑝𝑥𝑖𝑥⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑝𝑦𝑗𝑦⃗⃗⃗⃗ + 𝑝𝑧𝑘𝑧
⃗⃗⃗⃗⃗ (3—44) 
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 𝑃⃗⃗𝑢𝑣𝑤{𝑆𝑏} = [𝑝𝑢, 𝑝𝑣 , 𝑝𝑤]𝑇 = 𝑝𝑢𝑖𝑢⃗⃗⃗⃗ + 𝑝𝑣𝑗𝑣⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑝𝑤𝑘𝑤
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (3—45) 

 

 Las coordenadas del punto P con respecto al sistema fijo se pueden determinar utilizando 

el producto punto entre el vector 𝑃⃗⃗𝑢,𝑣,𝑤 y el unitario correspondiente a la coordenada que se desea 

encontrar. Por tanto, se tendrán las ecuaciones (3—46),(3—47) y (3—48):  

 𝑝𝑥 = 𝑃⃗⃗𝑢,𝑣,𝑤 · 𝑖𝑥 = (𝑝𝑢𝑖𝑢⃗⃗⃗⃗ + 𝑝𝑣𝑗𝑣⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑝𝑤𝑘𝑤
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) · 𝑖𝑥 (3—46) 

 𝑝𝑦 = 𝑃⃗⃗𝑢,𝑣,𝑤 · 𝑗𝑦 = (𝑝𝑢𝑖𝑢⃗⃗⃗⃗ + 𝑝𝑣𝑗𝑣⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑝𝑤𝑘𝑤
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) · 𝑗𝑦 (3—47) 

 𝑝𝑧 = 𝑃⃗⃗𝑢,𝑣,𝑤 · 𝑘⃗⃗𝑧 = (𝑝𝑢𝑖𝑢⃗⃗⃗⃗ + 𝑝𝑣𝑗𝑣⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑝𝑤𝑘𝑤
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) · 𝑘⃗⃗𝑧 (3—48) 

 

 Estas tres ecuaciones se pueden presentar en notación matricial de la siguiente forma, 

según la ecuación (3—49): 

 

[

𝑝𝑥

𝑝𝑦

𝑝𝑧

] = [

𝑖𝑥𝑖𝑢 𝑖𝑥𝑗𝑣 𝑖𝑥 𝑘⃗⃗𝑤

𝑗𝑦𝑖𝑢 𝑗𝑦𝑗𝑣 𝑗𝑦 𝑘⃗⃗𝑤

𝑘⃗⃗𝑧𝑖𝑢 𝑘⃗⃗𝑧𝑗𝑣 𝑘⃗⃗𝑧𝑘⃗⃗𝑤

] [

𝑝𝑢

𝑝𝑣

𝑝𝑤

] (3—49) 

 

A partir de estas ecuaciones podemos obtener la equivalencia que se ve en la ecuación (3—

50): 

 
[

𝑝𝑥

𝑝𝑦

𝑝𝑧

] = 𝑅 [

𝑝𝑢

𝑝𝑣

𝑝𝑤

] (3—50) 

 

De donde se tiene que la matriz de rotación R es la que muestra la ecuación (3—51): 

 

𝑅 = [

𝑖𝑥𝑖𝑢 𝑖𝑥𝑗𝑣 𝑖𝑥 𝑘⃗⃗𝑤

𝑗𝑦𝑖𝑢 𝑗𝑦𝑗𝑣 𝑗𝑦 𝑘⃗⃗𝑤

𝑘⃗⃗𝑧𝑖𝑢 𝑘⃗⃗𝑧𝑗𝑣 𝑘⃗⃗𝑧𝑘⃗⃗𝑤

] (3—51) 

 

 Donde R es la matriz de rotación que define la rotación del sistema de referencia Sb con 

respecto al sistema S0, y que contiene los vectores unitarios del sistema de coordenadas móvil con 

respecto al sistema de coordinadas fijo, y que es una matriz ortonormal. 

 Asimismo, esta matriz también se puede representar en función de sus cosenos directores. 

A continuación se muestran las matrices de rotación en función de sus cosenos directores para los 

giros respecto a los tres ejes. Una rotación del sistema móvil 𝑆𝑏 de un ángulo α con respecto al eje 

OX se representaría según muestra la ecuación (3—52): 

 
𝑅(𝑥, 𝛼) = [

1 0 0
0 cos𝛼 − sin𝛼
0 sin𝛼 cos𝛼

] (3—52) 
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 De la misma, podemos representar la rotación del sistema de referencia móvil 𝑆𝑏 con 

respecto al S0, cuando se gira un ángulo φ con respecto al eje OY, según muestra la ecuación (3—

53): 

 
𝑅(𝑦, 𝜙) = [

cos𝜙 0 sin𝜙
0 1 0

−sin𝜙 0 cos𝜙
] (3—53) 

 

 E igualmente se puede representar la rotación del sistema 𝑆𝑏 con respecto al S0, cuando se 

gira un ángulo θ con respecto al eje OZ, según se ve en la ecuación (3—54): 

 
𝑅(𝑧, 𝜃) = [

cos 𝜃 − sin𝜃 0
sin 𝜃 cos𝜃 0

0 0 1
] (3—54) 

 

Las anteriores tres matrices se denominan matrices básicas de transformación para un 

sistema de tres dimensiones. Las rotaciones que vienen definidas por cada una de estas tres 

ecuaciones se pueden ver representadas gráficamente en la Figura 3.8 [83]. 

A partir de estas matrices, se puede obtener la matriz de transformación compuesta para 

representar la aplicación continua de varias rotaciones. Es importante recordar y resaltar que el 

producto de matrices no es conmutativo, por lo que el orden en el que se realizan las operaciones 

debe tomarse en cuenta. Por tanto, si tenemos, por ejemplo, que se aplica una rotación del sistema 

de referencia S0 al sistema de referencia Sb, y que primero se aplica una rotación de un ángulo α 

sobre OX, a continuación una rotación de un ángulo φ sobre OY, y seguidamente una rotación de 

un ángulo θ sobre OZ, la rotación total se podrá expresar como se muestra en la ecuación (3—55): 

 𝑅(𝑧, 𝜃)(𝑦, 𝜙)(𝑥, 𝛼) =

= (
cos 𝜃 − sin 𝜃 0
sin𝜃 cos 𝜃 0

0 0 1
)(

cos𝜙 0 sin𝜙
0 1 0

− sin𝜙 0 cos𝜙
)(

1 0 0
0 cos𝛼 − sin𝛼
0 sin𝛼 cos𝛼

) 
(3—55) 

 

 Es decir, si al sistema de coordenadas móvil se le realizan varios movimientos de rotación 

referidos al último sistema de coordenadas, en este caso se puede multiplicar las matrices de 

rotación en la misma secuencia de los movimientos, lo cual se conoce como postmultiplicación 

matricial. En caso de que los movimientos sean realizados con referencia a un sistema de 

Figura 3.8. Rotación del Sistema OUVW alrededor de x, un ángulo α , de y, un ángulo φ,  y  de 
z, un ángulo θ. Fuente: M.V. Granja Oramas, Modelación y Análisis de la cinemática directa e 

Inversa del Manipulador Stanford de seis grados de libertad [83] 
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coordenadas fijo, se tienen que multiplicar las matrices en secuencia inversa a la de los 

movimientos de rotación, de tal forma que a este proceso se le llama premultiplicación matricial. 

 

3.2.7 Matrices de Transformación homogénea MTH 

 

En los apartados anteriores se ha visto la forma de realizar la representación algebraica de la 

traslación de un punto o sistema de coordenadas, así como los distintos tipos de formas que se 

tienen para conseguir la representación de la rotación de un objeto, desde los ángulos de Euler, los 

pares eje-ángulo de rotación, los parámetros de Euler, que se pueden asimilar en su forma de 

cuaterniones, y los cuaterniones duales, en el que se ha tenido que introducir el concepto de 

número dual, el cual se puede aplicar tanto a los cuaterniones, como a vectores, y otros. Por último 

se ha presentado la matriz de rotaciones, en la cual se ha mostrado con distintas aproximaciones, 

en función de si la rotación a considerar es en torno al eje de coordenadas X, Y o Z. En el presente 

trabajo se va a tomar el cálculo matemático de las rotaciones mediante las matrices de rotación, ya 

que es un método que permite realizar una clara correlación entre la aproximación física, que es lo 

que posteriormente se verá con el método de generación de puntos sintética a través del Análisis 

del Círculo de Puntos (Circle Point Analysis, CPA), y la aproximación matemática que se va utilizar 

para realizar el cálculo. 

Hay que recordar como se muestra al principio de este capítulo que el objetivo de todos estos 

métodos es, no sólo definir y representar la posición de un punto u objeto, su traslación o su 

rotación, o la traslación y rotación de un sistema de coordenadas a otro, para transformar la 

definición del punto o sistema de coordenadas de un sistema a otro, sino llegar a definir 

completamente lo que se ha denominado como pose, esto es, la traslación y la orientación 

conjuntamente. Para llegar a definir completamente esta pose se necesita conjugar ambas 

descripciones en una sola definición matemática, lo cual se consigue mediante la Matriz de 

Transformación Homogénea (MTH).  

 La matriz de transformación homogénea (MTH) se define como una matriz de dimensión 

4x4, que representa la transformación de un vector de coordenadas homogéneas de un sistema de 

coordenadas a otro. Su representación matemática se puede ver en la ecuación (3—56): 

 
𝑀𝑇𝐻 = [

𝑅3𝑥3 𝑇3𝑥1

𝑓1𝑥3 𝑤1𝑥1
] = [

𝑅𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑇𝑟𝑎𝑠𝑙𝑎𝑐𝑖ó𝑛
𝑃𝑒𝑟𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑎 𝐸𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑑𝑜

] (3—56) 

 

donde, como se puede ver en la propia ecuación, 𝑅3𝑥3 representa la matriz de rotación 3x3, 𝑇3𝑥3 

representa el vector que define la traslación de dimensión 3x1, 𝑓1𝑥3 es el vector que aporta la 

perspectiva, y 𝑤1𝑥1 es una submatriz 1x1 que es la que define el factor de escalado. En las 

aplicaciones de representación de la pose y en los cálculos que se realizan para el modelo 

cinemático y la posterior calibración cinemática de los robots industriales y brazos robots, tanto el 

parámetro de perspectiva como el escalado no se usan, por lo que se toma que las componentes 

de f son nulas, y la componente de w como escala se define en la unidad, ya que esta escala no se 



Capítulo 3. Modelado cinemático de Robots 

 

62 

aplica. Por tanto, la matriz de transformación homogénea, que se puede llamar A, vendrá dada por 

la siguiente ecuación (3—57): 

 𝐴 = [
𝑅3𝑥3 𝑇3𝑥1

0 1
] = [

𝑅𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑇𝑟𝑎𝑠𝑙𝑎𝑐𝑖ó𝑛
0 1

] (3—57) 

 

Esta matriz representa la orientación y posición de un sistema de coordenadas Oxyz rotado 

y trasladado a un sistema de referencia O’xyz. Esta matriz entonces puede servir para conocer las 

coordenadas (𝑟𝑥, 𝑟𝑦, 𝑟𝑧) del vector r en el sistema O’xyz a partir de sus coordenadas (𝑟𝑢, 𝑟𝑣 , 𝑟𝑤) en 

el sistema Oxyz, según muestra la ecuación (3—58): 

 

[

𝑟𝑥
𝑟𝑦
𝑟𝑧
1

] = 𝐴 [

𝑟𝑢
𝑟𝑣
𝑟𝑤
1

] (3—58) 

 

3.3 Modelado cinemático de robots manipuladores 

 

En el estudio de los robots manipuladores, la descripción cinemática de los mismos es una 

pieza fundamental para poder determinar la relación entre las articulaciones del robot y la posición 

del efector final o TCP. En concreto, la cinemática de un robot es el área que estudia los 

movimientos de un robot, de tal forma que el análisis cinemático de éste engloba no solamente la 

posición, sino también la velocidad y aceleración de cada una de las articulaciones y elementos del 

robot, eso sí, sin considerar las fuerzas que causan el movimiento. Esa relación, la que existe entre 

el movimiento y fuerzas asociadas, se encuadran en la dinámica de robots. 

El estudio cinemático de los robots se puede considerar desde dos perspectivas diferentes: 

la cinemática directa y la cinemática inversa. En la cinemática directa, el problema consiste en 

determinar cuál es la posición y orientación del extremo final del robot, con respecto al sistema de 

coordenadas que se toma como referencia, partiendo de que se conocen los valores de las 

articulaciones y parámetros geométricos de los elementos del robot. Es decir, se tiene que tener 

un modelo paramétrico de este comportamiento cinemático que permita determinar la relación 

existente entre las variables de cada articulación y la posición de la herramienta o TCP del robot, 

para cualquier posición del brazo robot. De forma generalizada un modelo cinemático directo 

puede formularse según la siguiente ecuación (3—59): 

 𝑦 = 𝑓(𝜃𝑖, 𝑝) (3—59) 
 

siendo i un valor desde 1 hasta n, para un brazo robot con n articulaciones. Este modelo por tanto 

permite calcular la posición y orientación del efector final y en función del valor de las variables de 

las articulaciones 𝜃𝑖, y de las ecuaciones definidas en f, que dependerán del vector de parámetros 

p. Como se ha visto en el apartado anterior, en función del modelo geométrico elegido la forma de 

obtener las ecuaciones en f variará, así como el número de parámetros a tener en cuenta en p. 
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 Por otro lado, la cinemática inversa trata de resolver el problema inverso, esto es, la 

obtención de los parámetros numéricos de cada una de las articulaciones, a partir de la posición y 

orientación del efector final o TCP del robot en su extremo. Es decir, se trata de establecer un 

modelo matemático, que permita una posterior identificación de los parámetros geométricos 

óptimos. Considerando y la posición y orientación del efector final del robot, y p el vector de los 

parámetros de las articulaciones, la expresión que para obtener el valor de las variables de las 

articulaciones vendrá dada por la siguiente ecuación (3—60): 

 𝜃𝑖 = 𝑓−1(𝑦, 𝑝) (3—60) 
 

Sin embargo, el cálculo de la cinemática inversa es un problema complejo que consiste en 

la resolución de una serie de ecuaciones, cuya solución generalmente no es única. Esto provoca 

problemas de identificación de las posibles soluciones de combinaciones físicamente posibles del 

robot, para las cuales se tiene la posición dada del efector final.  

 La selección de un modelo cinemático u otro se tiene que hacer en base a consideraciones 

no sólo acerca de su funcionamiento, sino también como acerca de su idoneidad para poder llevar 

a cabo un proceso de calibración con éxito. Everett et al. [84] y D.Chao-Chia [85] hacen una 

propuesta de cuáles son las características que debe tener un buen modelo cinemático de un 

manipulador serie para llevar a cabo una posterior calibración, mostrando las siguientes tres 

propiedades: 

- Debe ser Completo: debe contener el mínimo número de parámetros requeridos para 

describir todas las variables del manipulador, y viene dado por la ecuación: 𝐶 = 4𝑅 + 2𝑃 +

6, donde C es el número total de parámetros independientes R es el número de 

articulaciones de revolución, y P es el número de articulaciones prismáticas, y el número 6 

es el número de parámetros que se necesitan para describir completamente la pose del 

sistema de coordenadas del efector final relativa al sistema de coordenadas origen. 

- Proporcionalidad: esta propiedad se refiere al hecho de que un buen modelo cinemático 

debe reflejar pequeñas variaciones en los parámetros cinemáticos, ante pequeñas 

variaciones o desviaciones en la estructura del robot. Dado el hecho de que la mayoría de 

los procedimientos de calibración se basan en algoritmos numéricos, un modelo cinemático 

debe tener esta proporcionalidad, para asegurar la estabilidad numérica. 

- Equivalencia: se refiere a la habilidad y capacidad de transformar los parámetros 

cinemáticos de un modelo a otro modelo. Esta propiedad evita que un modelo pueda 

producir mejores resultados que otros. 

 

Uno de los métodos más extendidos para desarrollar modelos cinemáticos es el propuesto 

por Denavit y Hartenberg (D-H) [2], en 1955. Inicialmente propuesto para modelar el movimiento 

de un mecanismo de cadena cerrada, es decir, todas sus barras conectadas entre sí en un lazo 

cerrado, posteriormente se aplicó del mismo modo a mecanismos de cadena abierta, ya que éste 

es un caso particular del anterior. El método de D-H consiste en asignar un sistema de coordenadas 

a cada articulación en su eje de rotación, en el caso de articulaciones rotativas, y expresar la relación 

entre los sistemas de referencia consecutivos mediante matrices de transformación homogéneas. 
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Todas las transformaciones individuales entre los sistemas de referencia consecutivos pueden ser 

multiplicadas para obtener como resultado una única matriz de transformación homogénea, que 

relaciona el sistema de referencia de la última articulación del robot, donde se encuentra la 

herramienta o TCP, y el sistema de coordenadas global del robot, que se encuentra en la base del 

robot. De esta forma la matriz de transformación obtenida será una función de los parámetros 

geométricos definidos en el modelo, así como de las variables de cada articulación, diferentes en 

cada posición del brazo. 

 A partir del trabajo de Denavit y Hartenberg, Pieper [86] aplicó esta representación 

matricial de las relaciones entre dos barras conectadas por una articulación, para sistematizar la 

obtención del modelo cinemático directo de robots. Posteriormente Paul y Shimano [87] y otros 

investigadores divulgaron y popularizaron el método de Denavit-Hartenberg (D-H). 

 Sin embargo, el modelo de D-H presenta una indeterminación en el caso de la existencia de 

articulaciones sucesivas que tengan ejes paralelos, ya que en este caso no existiría una única recta 

normal a ambos ejes, lo cual generaría una indeterminación. Incluso cuando se consideran sistemas 

reales, en el cual dos ejes teóricamente paralelos en la realidad no lo son, y se puede decir que son 

casi-paralelos, los parámetros resultantes no son continuos, y pequeñas variaciones en las 

alineaciones de estos ejes repercutirá en el resultado, en los parámetros obtenidos, provocando 

grandes variaciones en el resultado, lo cual hace que el modelo no pueda ser aplicado. Debido a 

este problema, numerosos métodos se han desarrollado para lograr solucionar esta 

indeterminación en el modelo de D-H, formulando modificaciones que incluyen tanto cuatro, cinco 

o más parámetros. Hayati y Mirmirani [88] en 1985 proponían un nuevo método de calibración 

aplicado a robots que permite cualquier combinación de articulaciones prismáticas o rotativas con 

ejes paralelos, haciendo que el parámetro 𝑑𝑖  fuera cero, e incluyendo un nuevo parámetro de 

rotación 𝛽𝑖 que relaciona ambos sistemas de referencia consecutivos con ejes paralelos o casi-

paralelos. Asimismo también Hayati [89] propuso modelos de cinco parámetros para articulaciones 

prismáticas. Hsu and Everett [90], y también Veitschegger y Wu [91], [92] y [93] presentan modelos 

con cinco parámetros aplicables a cualquier tipo de articulación, y que se pueden usar igualmente 

con ejes de articulaciones nominalmente perpendiculares. Estas aproximaciones se usan 

comúnmente como modelos cinemáticos para realizar la calibración, ya que permiten mantener la 

simplicidad de la convención del modelo de D-H. 

Por otra parte, existen otros modelos alternativos desarrollados para la calibración 

cinemática. Por un lado, Stone, Sanderson y Neuman [94] proponen un modelo conocido como S-

Model, que añade dos nuevos parámetros 𝛾𝑖, 𝑏𝑖 al modelo D-H como desplazamientos (offsets) de 

traslación y rotación de los ejes que modelizan la posición variable de los sistemas de referencia de 

las articulaciones. Esto significa que este modelo permite que cada sistema de coordenadas para 

cada articulación se vea desplazado una distancia y ángulo arbitrario de la ubicación definida 

teóricamente por el modelo D-H. Este modelo permite obtener una solución a la indeterminación 

del modelo de D-H, pero teniéndose un modelo en el que los parámetros identificados no se pueden 

determinar exactamente debido a la redundancia paramétrica. También se aportaron 

modificaciones al modelo de D-H con el trabajo de Morris y Driels [95]. Hollerbach y Wampler [96] 

propusieron una modelización basada en una mezcla de parámetros de D-H y la notación propuesta 

por Hayati, de tal forma que se utilizan para el modelado geométrico unos parámetros u otros 
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según sea el tipo de articulación, para consecuentemente evitar indeterminaciones, como en el 

modelo D-H original. 

Por otro lado, Zhuang y otros [97],[98] propusieron el modelo CPC, Complete and 

Parametrically Continuous, el cual puede representar eslabones consecutivos de una manera 

continua usando seis parámetros, tres de los cuales son usados para representar la orientación, y 

los otros tres para la posición. Sin embargo, este modelo tiene el mismo problema de redundancia 

de parámetros que el S-Model. 

Otra alternativa a los modelos cinemáticos descritos anteriormente, son los métodos de 

identificación de parámetros indirecto empleando los modelos de referencia-cero (zero-reference 

models) [67],[99], los cuales buscan los parámetros esenciales, tales como el tornillo cinemático, 

que genera una configuración relativa a la denominada “configuración de referencia cero”. Los 

modelos de referencia cero simplifican el proceso de modelado, y no restringen como se definen 

los sistemas de coordenadas de las articulaciones. Además, tal y como se definía anteriormente en 

las características de un modelo cinemático, este modelo es completo, garantiza la continuidad de 

los parámetros [100],[101] y la proporcionalidad del modelo, aunque se tiene que seguir tratando 

la redundancia de los parámetros [102]. Entre los modelos de referencia cero existentes, el modelo 

cinemático POE (Product of Exponentials) es particularmente interesante [103],[101]. Los 

parámetros cinemáticos relativos al movimiento de tornillo, basados en el modelo POE, varían 

ligeramente  con cambios en los ejes de las articulaciones, lo que garantiza la bondad del modelo. 

Park y Okamura [101] propusieron la formulación del error basado en el estándar POE para la 

calibración. Chen y Yang [104] establecieron un modelo POE local que permite la representación de 

las coordenadas de giro con respecto a un sistema de referencia asignado arbitrariamente para 

mejorar el modelado cinemático. He et al. [105] desarrolló  un método analítico que efectivamente 

elimina los posibles errores asociados con la redundancia de los parámetros cinemáticos del 

modelo POE. Más recientemente, Yang et al. [106] propusieron un modelo cinemático mínimo 

usando la fórmula POE que era libre de parámetros cinemáticos dependientes mediante la 

definición de relaciones cinemáticas invariantes existentes en las articulaciones físicas. 

Sin embargo, y al contrario de los métodos de calibración que tratan con parámetros 

geométricos, sólo se pueden encontrar un puñado de estudios que consideren los parámetros no 

geométricos, como son la elasticidad de la articulación, el desgaste de los engranajes, y los efectos 

térmicos, en la calibración, y la mayoría se enfocan en la no rigidez de las articulaciones, esto es, en 

su efecto elástico [107]–[109]. Las articulaciones de los robots en muchos robots manipuladores 

industriales generan impulsos armónicos debido a la alta reducción de sus engranajes dentro de un 

pequeño volumen y falta de reacción, pero su inconveniente principal es su relativamente baja 

rigidez estructural causada por el uso de trayectorias coaxiales de tipo spline1 [110]. Así, la precisión 

cinemática está afectada por la indeterminación de la deformación elástica en los impulsos 

armónicos, cuando la carga se incrementa. Además, algunos recientes tipos de robots 

                                                           
1 Función Spline es la función continua usada por el controlador del robot para aproximar un conjunto de 
funciones que son unívocamente definidas a partir de un conjunto de subintervalos. La función de 
aproximación y el conjunto de funciones que son aproximadas intersectan en un número suficiente de puntos 
la curva spline resultante, para asegurar un alto grado de precisión en la aproximación. El propósito de la 
función es permitir que el robot realice la tarea sin que se produzca un movimiento a golpes, sino continuado. 
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manipuladores, por ejemplo, los brazos robots ligeros centrados en personas [111], o los robots 

colaborativos [112],[113], simplemente por mencionar algunos, han sido intencionadamente 

construidos con menor rigidez o fabricados con elementos elásticos, los así llamados articulaciones 

y actuadores elásticos en serie, para proteger a los seres humanos durante las tareas realizadas de 

forma cooperativa. Los mecanismos de las articulaciones, que pueden alterar la rigidez de las 

articulaciones dependiendo de la cantidad de carga externa, han sido asimismo desarrollados para 

ese fin [114]. Es evidente, sin embargo, que el paradigma del diseño del robot recientemente ha 

cambiado y llevará a reducir la precisión cinemática, aunque ayude por otra parte a incrementar el 

nivel de seguridad en entornos colaborativos en los que el robot y ser humano trabajan 

conjuntamente. 

 

3.4 Representación según modelo de Denavit-Hartenberg 

 

El modelo propuesto por Denavit y Hartenberg (D-H) [2] establece el modo en que deben 

seleccionarse los sistemas de coordenadas asociados a los eslabones o barras de la cadena 

cinemática del robot, para sistematizar la obtención de las matrices de cambio de coordenadas 

entre el sistema de referencia a la barra i-1 y la barra i. La multiplicación de estas matrices permite 

obtener la matriz de cambio de coordenadas entre los sistemas asociados a la base y al extremo del 

robot o TCP del robot, es decir, conocer la expresión que define la pose del TCP (posición y 

orientación) en función de las coordenadas de cada articulación. Estas relaciones, definidas en este 

sentido (cálculo de la matriz de cambio de sistemas de referencia de la base del robot al TCP) 

constituye el denominado Modelo Cinemático Directo. 

 El método de Denavit-Hartenberg, como se puede ver representado en la Figura 3.9, 

permite establecer la relación entre dos barras rígidas consecutivas unidas por una articulación de 

un grado de libertad, mediante una matriz 𝐴 
𝑖−1

𝑖 , función de cuatro parámetros (θ,d,a,α) asociados 

Figura 3.9. Modelo Denavit-Hartenberg: asignación de ejes y parámetros. 
Fuente: Denavit-Hartenbert, 1955 [2]. 
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a cuatro movimientos consecutivos (rotación y traslación en 𝑧 , seguidos de traslación y rotación 

en 𝑥⃗). Para llegar a esta situación, se necesita que se asocie a cada barra un sistema de coordenadas 

proporcionado de acuerdo a unas determinadas reglas. Para ello se identifica la matriz de D-H 

( 𝐴 
𝑖−1

𝑖) con la matriz que define el cambio de base entre los sistemas asociados de las barras i-1 e 

i, siendo ésta la función del grado de libertad de la articulación (qi). Obtenidas las matrices 𝐴 
𝑖−1

𝑖 

para i desde 1 a n (número de grados de libertad del robot), su producto da lugar a la matriz de 

cambio de coordenadas Tn, entre el sistema base y el TCP del robot, que expresa la localización de 

su extremo en función de las articulaciones qi. 

 Para poder poner las bases para todo el desarrollo posterior, primero se va a describir el 

modelo de D-H, cuáles son los principios y los fundamentos del mismo, los parámetros geométricos 

que lo define y la forma de establecer los sistemas de referencia en un brazo robot o robot 

manipulador, para posteriormente poder desarrollar y explicar sus debilidades frente a otros 

modelos, y apuntar su idoneidad en el presente trabajo. 

 

3.4.1 Cadenas cinemáticas y convenciones 

 

 Un robot manipulador se puede describir esquemáticamente en un conjunto de eslabones 

conectados mediante articulaciones. Estas articulaciones pueden bien ser muy simples, como una 

articulación rotativa o prismática, o bien pueden ser más complejas, como una esfera o una 

articulación de bola. Considérese que una articulación rotativa es como una bisagra y sólo permite 

el giro sobre un eje único, una articulación prismática permite un movimiento longitudinal a lo largo 

de un solo eje, llamándose a este movimiento extensión o retracción. La diferencia entre ambas 

situaciones es que, en el primer caso la articulación tiene sólo un grado de libertad (DOF, Degree of 

freedom): el ángulo de rotación para el caso de la articulación de revolución, y la cantidad de 

desplazamiento lineal para el caso de la articulación prismática. En el caso de los robots 

manipuladores, y en el presente trabajo de tesis, se va a considerar que las articulaciones tienen un 

grado de libertad. Nótese que esta asunción no implica una pérdida de generalidad, ya que en 

realidad articulaciones tales como las articulaciones de bola o encaje (con dos grados de libertad) 

o las articulaciones esféricas (de tres grados de libertad) se pueden igualmente considerar como 

una sucesión de articulaciones de un solo grado de libertad con eslabones de longitud cero entre 

ellas. 

 Con la presunción que cada articulación tiene un grado de libertad, la acción de cada una 

se puede describir con un único número real: el ángulo de rotación para las articulaciones rotativas 

o el desplazamiento para las articulaciones prismáticas. El objetivo de la cinemática directa, como 

se ha descrito en el capítulo 3.3, es determinar el efecto acumulativo del conjunto entero de las 

variables de las articulaciones. Aquí se van a introducir ciertas convenciones que darán un 

procedimiento sistemático para realizar el análisis que se va a llevar a cabo. Esto va a ser útil, ya 

que el análisis cinemático de un robot manipulador de n-articulaciones puede ser extremadamente 

complejo, y las convenciones introducidas a continuación ayudarán a simplificar el análisis. Además, 
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éstas permiten tener un lenguaje universal con el cual los ingenieros de robótica pueden 

comunicarse. 

 Un robot manipulador con n articulaciones tendrá n+1 eslabones, ya que cada articulación 

conecta dos eslabones. El número de articulaciones será de 1 a n, y el número de eslabones será de 

0 a n, comenzando por la base. Con esta convención, la articulación i conecta el eslabón i-1 al 

eslabón i. Se considera la ubicación de la articulación i que será fija con respecto a la articulación i-

1. Cuando la articulación i es activada, el eslabón i es el que se mueve. De esta forma, el eslabón 0 

(el primer eslabón) es fijo, y no se mueve cuando la articulación se ve activada. Por supuesto que 

el robot manipulador, el mismo, podría ser un robot móvil (por ejemplo, montado sobre una 

plataforma móvil o un vehículo autónomo), pero no se considerará este caso, ya que se puede 

manejar sencillamente mediante una ligera ampliación de las técnicas presentadas. 

 Con la articulación i-ésima, se asocia una variable de articulación, denotada por 𝑞𝑖. En el 

caso de una articulación rotativa, 𝑞𝑖 es el ángulo de rotación, y en el caso de una articulación 

prismática, es el desplazamiento de la articulación, es decir, que se tiene la siguiente ecuación (3—

61): 

 
𝑞𝑖 = {

𝜃𝑖 ∶ 𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑖 𝑟𝑒𝑣𝑜𝑙𝑢𝑡𝑒   
𝑑𝑖 ∶ 𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑖 𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐

} (3—61) 

 

 Para conseguir el análisis cinemático, se va a anexar un sistema de coordenadas a cada 

articulación. En particular, se añadirá el sistema de coordenadas 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖 a la articulación i. Esto 

significa que, para cualquier movimiento que el robot ejecute, las coordenadas de cada punto de la 

articulación i son constantes cuando se expresan en el sistema de coordenadas i-ésimo. Más aún, 

cuando la articulación i se ve activada, el eslabón i y su sistema de coordenadas asociado 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖  

experimentan el movimiento resultante. El sistema de coordenadas 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0, el cual está asociado 

a la base del robot, se considera el sistema base del robot. 

 Ahora supóngase que 𝐴𝑖  es la matriz de transformación homogénea que expresa la pose 

(posición y orientación) del sistema 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖 con respecto a 𝑜𝑖−1𝑥𝑖−1𝑦𝑖−1𝑧𝑖−1. La matriz 𝐴𝑖  no es 

constante, ya que varía según varía la configuración del robot. Sin embargo, la presunción de que 

todas las articulaciones son bien de revolución o prismáticas implica que la matriz 𝐴𝑖  es una función 

de una única variable de articulación, como se ha llamado anteriormente 𝑞𝑖. En otras palabras se 

tiene la ecuación (3—62): 

 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖(𝑞𝑖) (3—62) 
 

 La matriz de transformación homogénea que expresa la posición y orientación de 𝑜𝑗𝑥𝑗𝑦𝑗𝑧𝑗 

con respecto a 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖 se llama, por convención, la matriz de transformación, y se denota por 𝑇𝑗
𝑖. 

Se tienen las siguientes ecuaciones (3—63),(3—64) y (3—65): 

 𝑇𝑗
𝑖 = 𝐴𝑖+1𝐴𝑖+2 …𝐴𝑗−1𝐴𝑗, 𝑠𝑖𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑖 < 𝑗 (3—63) 

 𝑇𝑗
𝑖 = 𝐼, 𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗 (3—64) 

 𝑇𝑗
𝑖 = (𝑇𝑖

𝑗
)−1, 𝑠𝑖 𝑗 > 𝑖 (3—65) 
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 Por el modo en el que se han asociado rígidamente los diversos sistemas de referencia a las 

articulaciones correspondientes, se tiene que la posición de cualquier punto del efector final, si se 

quiere expresar en coordenadas del sistema de referencia n, es una constante independiente de la 

configuración del robot. Si se denomina la posición y la orientación del TCP del robot con respecto 

al sistema de coordenadas base mediante un vector de tres coordenadas llamado 𝑂𝑛
0 (que da las 

coordenadas del origen del TCP con respecto al sistema de coordenadas base), y la matriz de 

rotación 3 x 3 que se denota como 𝑅𝑛
0, la matriz de transformación homogénea se define con la 

siguiente ecuación (3—66): 

 𝐻 = [𝑅𝑛
0 𝑂𝑛

0

0 1
] (3—66) 

 

 Entonces la posición y orientación del efector final o TCP en el sistema de coordenadas base 

viene dado por la ecuación (3—67): 

 𝐻 = 𝑇𝑛
0 = 𝐴1(𝑞1)…𝐴𝑛(𝑞𝑛) (3—67) 

 

Cada transformación homogénea 𝐴𝑖  es de la forma dada por la ecuación (3—68): 

 
𝐴𝑖 = [𝑅𝑖

𝑖−1 𝑂𝑖
𝑖−1

0 1
] (3—68) 

 

De ahí que se tenga la siguiente ecuación (3—69): 

 
𝑇𝑗

𝑖 = 𝐴𝑖+1 …𝐴𝑗 = [
𝑅𝑗

𝑖 𝑂𝑗
𝑖

0 1
] (3—69) 

 

 La matriz 𝑅𝑗
𝑖 expresa la orientación de 𝑜𝑗𝑥𝑗𝑦𝑗𝑧𝑗 relativa a 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖 y viene dada por las partes 

rotacionales de las matrices A, lo que es, en términos de ecuación (3—70): 

 𝑅𝑗
𝑖 = 𝑅𝑖+1

𝑖 ⋯𝑅𝑗
𝑗−1

 (3—70) 

 

Los vectores de las coordenadas vienen dados por la ecuación recursiva siguiente (3—71): 

 𝑂𝑗
𝑖 = 𝑂𝑗−1

𝑖 + 𝑅𝑗−1
𝑖 𝑂𝑗

𝑗−1
 (3—71) 

 

 Esto es precisamente lo que busca la cinemática directa: determinar la posición del efector 

final, del TCP, en el sistema de coordenadas base del robot. Y esto se consigue mediante la 

determinación de las funciones 𝐴𝑖(𝑞𝑖) y multiplicarlas todas como se requiere. Sin embargo, se 

puede conseguir una considerable simplificación mediante la introducción de convenciones 

adicionales, como la representación de Denavit-Hartenbert de una articulación, que se muestra a 

continuación. 
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3.4.2 La representación de Denavit-Hartenberg 

 

La convención que se va a usar en este trabajo, es la convención de Denavit-Hartenberg (D-

H). En esta convención, cada transformación homogénea Ai se representa como el producto de 

cuatro transformaciones básicas, como se muestra en la ecuación (3—72): 

 𝐴𝑖 = 𝑅𝑧,𝜃𝑖
𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑧,𝑑𝑖

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑥,𝑎𝑖
𝑅𝑥,𝛼𝑖

= [

𝑐𝜃𝑖 −𝑠𝜃𝑖 0 0
𝑠𝜃𝑖 𝑐𝜃𝑖 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝑑𝑖

0 0 0 1

] [

1 0 0 𝑎𝑖

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 0
0 𝑐𝛼𝑖 −𝑠𝛼𝑖 0
0 𝑠𝛼𝑖 𝑐𝛼𝑖 0
0 0 0 1

]

= [

𝑐𝜃𝑖 −𝑠𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖 𝑠𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝜃𝑖

𝑠𝜃𝑖 𝑐𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖 −𝑐𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝜃𝑖

0 𝑠𝛼𝑖 𝑐𝛼𝑖 𝑑𝑖

0 0 0 1

] 

(3—72) 

 

 

donde 𝑐𝜃𝑖 denota la forma abreviada de cos 𝜃𝑖 , y 𝑠𝜃𝑖 denota la forma abreviada para sin𝜃𝑖 , y 

donde las cuatro cantidades 𝜃𝑖, 𝑎𝑖 , 𝑑𝑖, 𝛼𝑖  son los parámetros asociados con el eslabón i y la 

articulación i. Estos cuatro parámetros 𝒂𝒊, 𝜶𝒊, 𝒅𝒊, 𝜽𝒊 en la ecuación anterior generalmente se 

denominan longitud del eslabón, giro del eslabón, desplazamiento del eslabón y ángulo de la 

articulación2. Estos nombres derivan de los aspectos específicos de las relaciones geométricas entre 

los dos sistemas de coordenadas, como se verá más adelante. Dado que la matriz 𝐴𝑖  es una función 

de una única variable, esto implica que tres de las cantidades arriba mencionadas son constantes 

para un eslabón dado, mientras el cuarto parámetro, 𝜃𝑖 para una articulación de revolución y 𝑑𝑖  

para una articulación prismática, es la variable de la articulación. 

En el capítulo 3.2.7 se ha visto que una matriz de transformación homogénea arbitraria se 

puede caracterizar mediante seis números, como por ejemplo, tres números para especificar la 

cuarta columna de la matriz (traslación) y tres ángulos de Euler para especificar la matriz de rotación 

de 3x3. En la representación D-H, sin embargo, solo se tienen cuatro parámetros. Esto es posible ya 

que mientras que el sistema de referencia i se tiene que tener rígidamente asociado al eslabón i, se 

tiene una considerable libertad para elegir el origen y los ejes de coordenadas de dicho sistema. 

Por ejemplo, no es necesario que el origen Oi del sistema de referencia i se coloque en el final físico 

del eslabón i. De hecho, no es siquiera necesario que el sistema de referencia i se coloque dentro 

del eslabón físico; el sistema de referencia i puede ser asignado a un espacio libre, en tanto en 

cuanto el sistema de referencia i se encuentre rígidamente unido al eslabón i. Haciendo una 

elección inteligente del origen y de los ejes de coordenadas, es posible reducir el número de 

parámetros que se necesitan de seis a cuatro (o incluso menor en algunos casos). A continuación 

se verá porqué y bajo qué condiciones esto se puede hacer, y posteriormente se mostrará cómo 

realizar exactamente la asignación de sistemas de coordenadas. 

                                                           
2 En inglés: link length, link twist, link offset, joint angle 
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 Claramente no es posible representar una transformación homogénea arbitraria usando 

sólo cuatro parámetros. Por tanto, lo primero es determinar qué transformaciones homogéneas se 

pueden expresar según la forma expresada en la forma vista en la ecuación (3—72). Supóngase que 

se tienen dos sistemas de referencia, definidos como sistemas 0 y 1, respectivamente. Entonces 

existe una única matriz de transformación homogénea A que toma las coordenadas del sistema de 

referencia 1 en el sistema 0. Ahora supóngase que los dos sistemas de referencia tienen dos 

características adicionales, que son: 

(DH1) El eje x1 es perpendicular al eje z0. 

(DH2) El eje x1 intersecta al eje z0. 

 Esto se puede ver en la Figura 3.10. Bajo estas circunstancias, se define que existen unos 

números únicos, tales que se tiene la ecuación (3—73): 

 𝐴 = 𝑅𝑧,𝜃𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑧,𝑑𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑥,𝑎𝑅𝑥,𝛼 (3—73) 

 

 Por supuesto, dado que θ y α son ángulos, lo que realmente la ecuación anterior quiere 

decir es que estos parámetros son únicos dentro de un múltiplo de 2π. Por tanto, la matriz A se 

puede expresar según la ecuación (3—74), definiendo 𝑟𝑖 como el vector que corresponde a la 

columna i-ésima de la matriz de rotación 𝑅1
0: 

 
𝐴 = [𝑅1

0 𝑂1
0

0 1
] (3—74) 

 

 A continuación se examinarán las implicaciones de las dos restricciones DH definidas 

anteriormente. 

 Si DH1 se cumple, entonces x1 es perpendicular a zo, y se tiene entonces que 𝑥1 · 𝑧0 = 0. 

Expresando esta restricción con respecto al sistema de referencia O0x0y0z0, y usando el hecho de 

que r1 es la representación del vector unitario x1 con respecto al sistema de referencia 0, se tiene 

la ecuación (3—75): 

Figura 3.10. Sistema de coordenadas D-H que satisface las 
suposiciones DH1 y DH2. Fuente: propia. 
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 0 = 𝑥1
0 · 𝑧1

0 = [𝑟11, 𝑟12, 𝑟13]
𝑇 · [0,0,1]𝑇 = 𝑟31 (3—75) 

 

 Por lo que se tiene que 𝑟31 = 0, entonces solo se necesita mostrar que existen ángulos 

únicos θ y α, de tal forma que se tiene la ecuación (3—76): 

 
𝑅1

0 = 𝑅𝑥,𝜃𝑅𝑥,𝛼 = [
𝑐𝜃 −𝑠𝜃𝑐𝛼 𝑠𝜃𝑠𝛼
𝑠𝜃 𝑐𝜃𝑐𝛼 −𝑐𝜃𝑠𝛼
0 𝑠𝛼 𝑐𝛼

] (3—76) 

 

La única información que se tiene es que 𝑟31 = 0, pero es suficiente. Primero, dado que 

cada columna de 𝑅1
0 tiene que tener la longitud unitaria, 𝑟31 = 0 implica que se tienen las 

ecuaciones (3—77) y (3—78): 

 𝑟11
2 + 𝑟21

2 = 1, (3—77) 
 𝑟32

2 + 𝑟33
2 = 1 (3—78) 

 

De ahí que existen unos únicos valores θ y α, tales que se tiene la ecuación (3—79): 

 (𝑟11, 𝑟21) = (𝑐𝜃, 𝑠𝜃),        (𝑟33, 𝑟32) = (𝑐𝛼 , 𝑠𝛼) (3—79) 
 

Una vez ambos ángulos θ y α se han encontrado, queda como un trabajo rutinario 

determinar el resto de los elementos restantes de la matriz 𝑅1
0, con la forma vista en la ecuación 

(3—76), teniendo en cuenta el hecho de que la matriz 𝑅1
0 es una matriz de rotación. 

 A continuación, la restricción DH2 implica que el desplazamiento entre O0 y O1 se puede 

expresar como una combinación lineal de los vectores zo y x1. Esto se puede escribir de la forma 

que se ve en la ecuación 𝑂1 = 𝑂0 + 𝑑𝑧0 + 𝑎𝑥1. De nuevo, se puede expresar esta relación en el 

sistema de coordenadas O0x0y0z0, obteniéndose la ecuación (3—80): 

 
 𝑂1

0 = 𝑂0
0 + 𝑑𝑧0

0 + 𝑎𝑥1
0 = [

0
0
0
] + 𝑑 [

0
0
1
] + 𝑎 [

𝑐𝜃

𝑠𝜃

0
] = [

𝑎𝑐𝜃

𝑎𝑠𝜃

𝑑
] (3—80) 

 

 Combinando los resultados obtenidos arriba, se obtiene la ecuación (3—72), como se 

necesitaba. Así, se puede ver que cuatro parámetros son suficientes para especificar cualquier 

transformación homogénea, que satisfaga las restricciones DH1 y DH2. 

 Ahora que se ha establecido que cada matriz de transformación homogénea que satisfaga 

las condiciones DH1 y DH2, se puede representar como se muestra en la ecuación (3—72), se puede 

efectivamente dar una interpretación física a cada una de las cuatro cantidades representadas en 

dicha ecuación. El parámetro a es la distancia entre el eje zo y el eje z1, medido a lo largo del eje x1. 

El ángulo α es el ángulo entre los ejes z0 y z1, medido en el plano normal a x1. El sentido positivo de 

α se determina por la dirección desde z0 a z1, por la regla de la mano derecha. El parámetro d es la 

distancia entre el origen O0 y la intersección del eje x1 con el eje z0, medido a lo largo del eje z0. 

Finalmente, θ es el ángulo entre los ejes x0 y x1, medido en el plano normal a z0. Estas 
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interpretaciones físicas probarán su utilidad en el desarrollo del procedimiento para asignar los 

sistemas de coordenadas que satisfagan las restricciones DH1 y DH2, y ahora se va a pasar a ver ese 

procedimiento. 

 

3.4.3 Asignación de los sistemas de coordenadas 

 

 Para un robot manipulador dado, es posible elegir diferentes sistemas de coordenadas de 

tal modo que satisfagan las dos condiciones antes mencionadas. En algunas circunstancias esto 

requerirá colocar el origen Oi del sistema de coordenadas i-ésimo en una ubicación tal, que puede 

que no sea intuitivamente satisfactoria, pero normalmente éste no va a ser el caso. Es importante 

tener en cuenta que las elecciones de los sistemas de coordenadas no son únicas, incluso 

considerando las restricciones definidas anteriormente. Así, es posible que diferentes ingenieros 

consideren y tomen diferentes sistemas de referencia, que sean igualmente correctos, para los 

eslabones del robot. Es muy importante hacer notar, sin embargo, que la resultante final, la matriz 

de transformación homogénea final, que relaciona el sistema de coordenadas de la base con el del 

efector final o TCP (por ejemplo, la matriz 𝑇𝑛
0), deberá ser igual, independientemente de la 

asignación de los sistemas de coordenadas de los eslabones intermedios (asumiendo que el sistema 

de coordenadas para el eslabón n coincide). Se comenzará desarrollando el procedimiento general. 

 Para empezar, nótese que la elección del eje zi es arbitraria. En concreto, desde la ecuación 

(3—76), se puede ver que si se elige αi y θi de forma adecuada, se puede obtener cualquier dirección 

arbitraria de zi. Así, en un primer paso, se asignan los ejes zo, …, zn-1 de una forma intuitiva. 

Concretamente, se asigna zi al eje del movimiento para la articulación i+1. De esta forma, zo es el 

eje de actuación para la articulación 1, z1 es el eje de movimiento para la articulación 2, y así 

sucesivamente. Hay dos casos a considerar: (i) si la articulación i+1 es una articulación de 

revolución, zi es el sobre el que gira la articulación i+1; (ii) si la articulación i+1 es prismática, 

entonces zi corresponde al eje de traslación de la articulación i+1. En un primer momento podría 

resultar confuso asociar el eje zi con la articulación i+1, pero hay que recordar que esto satisface la 

convención que se ha establecido anteriormente, relativa a que la articulación i está fija con 

respecto al sistema de coordenadas i, y que cuando la articulación experimenta un movimiento, es 

el eslabón i y su sistema de coordenadas adjunto 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖, los que experimentan el movimiento 

resultante. 

 Una vez se han establecido los ejes z para las articulaciones, se pasa a establecer el sistema 

de coordenadas base. La elección del sistema de coordenadas de la base es prácticamente 

arbitraria. Se debe elegir el origen O0 del sistema de coordenadas base en algún punto del eje z0. Se 

pasa a elegir entonces los ejes x0, y0 en cualquier ubicación que sea conveniente, siempre teniendo 

en cuenta que el sistema de coordenadas resultante ha de cumplir la regla de la mano derecha, es 

decir, debe ser un sistema de coordenadas dextrógiro. Esto define el sistema de coordenadas 0. 

 Una vez este sistema de coordenadas 0 ha sido definido, se comienza a realizar un proceso 

iterativo, consistente en definir el sistema de referencia i, partiendo del sistema de coordenadas i-

1, y comenzando por el sistema de coordenadas 1, ya que el 0 ya está determinado. 
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 Para poder determinar los sistemas de coordenadas correctamente hay que tener en 

cuenta tres casos diferentes: (i) los ejes zi-1, zi no son coplanares, (ii) los ejes zi-1, zi intersectan, se 

cruzan entre sí, (iii) los ejes zi-1, zi son paralelos. Nótese que en ambos casos (ii) y (iii) los ejes zi-1 y zi 

son coplanares. Esta situación, de hecho, es bastante común, como se puede ver en la topología de 

diferentes robots en diferentes fabricantes actuales de robots industriales, por ejemplo, entre los 

ejes 2 y 3 en muchos robots manipuladores industriales de hoy en día. A continuación se ve en 

detalle estos tres casos: 

i. zi-1 y zi no son coplanares: si zi-1 y zi no son coplanares, entonces existe una única línea que 

es perpendicular a ambos zi-1 y zi, tal que conecta ambos ejes y tiene la mínima longitud. La 

línea que contiene esta normal común a zi-1 y zi, define xi, y el punto donde esta línea cruza 

zi es el origen Oi. Por construcción, ambas condiciones DH1 y DH2 se satisfacen y el vector 

de Oi-1 a Oi es una combinación lineal de zi-1 y xi. La especificación del sistema de 

coordenadas i se completa eligiendo un eje yi de forma que se cumpla la regla de la mano 

derecha, para tener un sistema de coordenadas dextrógiro. Dado que las restricciones DH1 

y DH2 se ven satisfechas, la matriz homogénea Ai será de la forma que muestra la ecuación 

(3—72). 

ii. zi-1 es paralelo a zi: si los ejes zi-1 y zi son paralelos, entonces hay infinitas líneas 

perpendiculares entre ellas, y la condición DH1 no puede especificar xi completamente. En 

este caso, de acuerdo al método y convención de D-H, se puede elegir un origen Oi en 

cualquier punto a lo largo del eje zi. El eje xi se elige entonces bien sea directamente de Oi 

hacia zi-1, a lo largo de la normal común, o bien opuesto a este vector. Un método común 

para elegir Oi es elegir la normal que cruza a través de Oi-1 como el eje xi; Oi es entonces el 

punto en el cual esta normal intersecta zi. En este caso, di sería igual a cero. Una vez se fija 

xi, entonces yi se determina igualmente por la regla de la mano derecha. Dado que los ejes 

zi-1 y zi son paralelos, αi será cero en este caso. En el caso que ocupa este trabajo, se va a 

optar por usar la definición del modelo propuesto por Hayati- Mirmirani, para el caso de 

ejes paralelos, que se verá más adelante. 

iii. zi-1 intersecta a zi: En este caso se elige xi como la dirección normal al plano formado por zi 

y zi-1. La dirección positiva de xi es elegida arbitrariamente. En general, la elección más 

natural del origen Oi es, en este caso, el punto de intersección de zi y zi-1. Sin embargo, 

cualquier punto elegido convenientemente a lo largo del eje zi sería suficiente. Nótese que 

en este caso el parámetro ai es igual a cero. 

 

 Este procedimiento funciona para sistemas de coordenadas 0,…,n-1 in un robot de n-

eslabones. Para completar la construcción de todos los parámetros necesarios para producir la 

matriz de transformación homogénea Ai, se necesita especificar el sistema de coordenadas n. El 

sistema de coordenadas final 𝑜𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧𝑛 se denomina, como hemos visto también anteriormente, 

efector-final, tool-frame o TCP. El origen On es a menudo colocado simétricamente entre los dedos 

de la garra del robot, en la punta de la pistola de aplicación de pasta o pintura, en la punta de los 

electrodos de la pinza de soldadura que porta el robot, o donde se considere según sea la aplicación 

o herramienta que tenga el robot asignada. 
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 En los robots industriales modernos el movimiento de la última articulación es una rotación 

del efector final con un ángulo θn, y los últimos dos ejes de las articulaciones, zn-1 y zn, coinciden. En 

este caso, la transformación entre los dos últimos sistemas de coordenadas es una traslación a lo 

largo del eje zn-1 con una distancia dn, seguido (o precedido) de una rotación de θn radianes sobre 

zn-1. 

 Finalmente, nótese el siguiente hecho importante: en todos los casos, si la articulación en 

cuestión es de revolución o prismática, las cantidades ai y αi son siempre constantes para todos los 

i y son características del robot manipulador. Si la articulación i es prismática, entonces θi es 

también una constante, mientras que di es la variable de la articulación i-ésima. Igualmente, si la 

articulación i es de revolución, entonces di es constante y θi es la variable de la articulación i-ésima.

  

 

3.4.4 Resumen del procedimiento 

 

 En general, un robot de n grados de libertad está formado por n+1 eslabones unidos por n 

articulaciones, teniendo que a cada eslabón se le puede asociar un sistema de referencia solidario 

al mismo, y utilizando las matrices de transformaciones homogéneas representar las rotaciones y 

traslaciones relativas entre un eslabón i-1 y un eslabón i, formando una a una las distintas MTH que 

componen el robot manipulador. Para ello, mediante el algoritmo de D-H obtendremos una MTH 

para cada grado de libertad, para cada articulación. Cada matriz de transformación homogénea 

tendrá la información de la posición y orientación de su sistema de referencia, relativo al sistema 

de referencia anterior. De esta forma se podrá obtener todas las ecuaciones cinemáticas de la 

cadena de eslabones completa. 

 Entonces se podrá pasar de uno a otro eslabón, según esta representación, escogiendo 

adecuadamente los sistemas de referencia asociados a cada articulación, y mediante la realización 

de cuatro transformaciones básicas cuyos parámetros dependerán únicamente de las 

características geométricas de cada articulación. Estas cuatro transformaciones básicas son: 

1. Rotación alrededor del eje 𝑧𝑖−1 un ángulo 𝜃𝑖. 

2. Traslación a lo largo del eje 𝑧𝑖−1 una distancia 𝑑𝑖  , siendo éste el vector 𝑑𝑖  (0,0,di). 

3. Traslación a lo largo del eje 𝑥𝑖 una distancia 𝑎𝑖  , siendo éste el vector 𝑎𝑖  (ai,0,0). 

4. Rotación alrededor del eje 𝑥𝑖 un ángulo 𝛼𝑖. 

Es decir, ya que un robot se puede considerar como una cadena cinemática formada por 

objetos rígidos o eslabones unidos entre sí mediante articulaciones, se puede establecer un sistema 

de referencia fijo situado en la base del robot y describir la localización de cada uno de los eslabones 

con respecto a este sistema de referencia. Así, el problema cinemático directo se reduce a 

encontrar una matriz de transformación homogénea H que sea capaz de relacionar la pose del 

extremo o TCP del robot (posición y orientación) con respecto a un sistema de referencia fijo 

situado en la base del mismo, o con respecto al sistema mundial de coordenadas, sea el que se 

tome como referencia base. Esta matriz H será una función de las coordenadas de las articulaciones. 
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 Para aplicar el modelo de D-H  se tienen que seguir las siguientes reglas, para la definición 

de los sistemas de coordenadas en base a los que se definirán las matrices de transformación 

homogéneas que hemos visto anteriormente: 

- La numeración de las articulaciones es tal que cuando se actúa la articulación i (con 

i=1,2….n), se mueve el eslabón i. 

- El sistema de coordenadas {𝑆𝑖}, siendo las articulación i con i=1,2…n, es solidario con el 

eslabón i. El sistema de coordenadas {𝑆0} está fijo. 

- El eje 𝑧𝑖−1 se encuentra a lo largo de la articulación i. 

- El eje 𝑥𝑖 es normal al eje 𝑧𝑖−1, intersecta a 𝑧𝑖−1, y apunta hacia afuera de 𝑧𝑖−1. 

- El eje 𝑦𝑖  se tiene que definir de tal forma que el sistema de coordenadas asociado {𝑆𝑖} es 

un sistema dextrógiro, de tal forma que se cumple que se cumple la ecuación (3—81): 

 
𝑦𝑖 =

𝑧𝑖 × 𝑥𝑖

‖𝑧𝑖 × 𝑥𝑖‖
 (3—81) 

 

 Asimismo, la representación de D-H emplea cuatro parámetros que describen 

completamente la geometría de cada eslabón. Estos cuatro parámetros son los que van a ayudarnos 

a generar y definir las matrices de transformación homogénea que nos van a dar la relación entre 

cada una de las articulaciones i y su precedente i-1. Estos parámetros son: 

- 𝜽𝒊 : es el ángulo existente cuando se gira desde 𝑥𝑖−1 hasta 𝑥𝑖, girando en torno al eje 𝑧𝑖−1, 

usando la regla de la mano derecha (ángulo de rotación). 

- 𝒅𝒊 : es la distancia que existe, a lo largo del eje 𝑧𝑖−1, desde el origen del sistema de 

coordenadas {𝑆𝑖−1}hasta la intersección de 𝑧𝑖−1 con 𝑥𝑖 (offset del eslabón). 

- 𝒂𝒊 : es la distancia que hay, a lo largo del eje 𝑥𝑖, desde la intersección de 𝑧𝑖−1 con 𝑥𝑖, hasta 

el origen del sistema {𝑆𝑖}; o lo que es lo mismo, la distancia más corta entre 𝑧𝑖−1 y 𝑧𝑖  (largo 

del eslabón). 

- 𝜶𝒊: es el ángulo existente cuando se gira desde 𝑧𝑖−1 hasta 𝑧𝑖, girando en torno al eje 𝑥𝑖, 

usando la regla de la mano derecha (ángulo de torsión del eslabón). 

 

De esta forma, tanto ai como αi definen los parámetros del eslabón, mientras que θi y di 

definen los parámetros de la articulación, siendo θi el parámetro que será una variable para las 

distintas poses del robot en una articulación de revolución, mientras que di será el parámetro 

variable en una articulación prismática. 

A partir de estas consideraciones iniciales, el procedimiento a seguir para la localización de 

los sistemas de coordenadas y el cálculo de los parámetros, según el método de D-H, para el caso 

general de un brazo robot con n grados de libertad, es el siguiente: 

1. Localizar y numerar los eslabones i=0..n 

2. Establecer el sistema de coordenadas de las base: establecer un sistema de coordenadas 

ortonormal dextrógiro (xo, yo, zo) en la base soporte con el eje z0, estando a la largo del eje 

de movimiento de la articulación 1. Los ejes xo e yo se pueden establecer convenientemente 

y son normales al eje zo. 

3. Inicializar y repetir: para cada i, tal que i=1…..n-1, realizar los pasos 4 a 7. 
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4. Establecer el origen del sistema de coordenadas i-ésimo, denominado Oi. Localizar el origen 

del sistema de coordenadas i-ésimo en la intersección de los ejes zi y zi-1, o en la intersección 

de las normales comunes entre los ejes zi y zi-1 y el eje zi. 

5. Establecer el eje xi. Establecer xi normal al eje zi-1 o a lo largo de la normal común entre los 

ejes zi y zi-1, cuando son paralelos. 

6. Establecer el eje yi. Asignar yi para completar el sistema de coordenadas dextrógiro. 

7. Encontrar los parámetros de la articulación y del elemento. Para i, tal que i=1,…..n, realizar 

los pasos 8 a 11. 

8. Encontrar di: di es la distancia del origen del sistema de coordenadas (i-1)-ésimo hasta la 

intersección del eje zi-1 con el eje xi, a lo largo del eje zi-1. 

9. Encontrar ai: ai es la distancia desde la intersección del eje zi-1 con el eje xi hasta el origen 

del sistema de coordenadas i-ésimo, a lo largo del eje xi. 

10. Encontrar θi: θi es el ángulo de rotación desde el eje xi-1 hasta el eje xi, respecto del eje zi-1. 

11. Encontrar αi: αi es el ángulo de rotación desde el eje zi-1 hasta el eje zi, respecto del eje xi. 

12. En caso de que para el eje en consideración se aplique la modificación dada por Hayati, 

para ejes paralelos a casi paralelos, como se ha visto anteriormente, habrá que encontrar 

el parámetro βi. 

Una vez se ha definido el sistema de coordenadas para cada elemento, y los parámetros de 

cada una de las articulaciones, se puede tener una matriz de transformación homogénea que 

relacione el sistema de coordenadas i-ésimo con el sistema de coordenadas anterior, esto es, el (i-

1)-ésimo. Así, un punto que se defina como Pi, expresado en el sistema de coordenadas i-ésimo, se 

podrá expresar en el sistema de coordenadas (i-1)-ésimo, como Pi-1, realizando las siguientes 

transformaciones sucesivas: 

- Girar respecto del eje zi-1 un ángulo θi, para alinear el eje xi-1 con el eje xi (el eje xi-1 es paralelo 

a xi, y apunta en la misma dirección). 

- Trasladar a lo largo del eje xi-1 una distancia di, para para hacer coincidir los ejes xi-1 y xi. 

- Trasladar a lo largo del eje xi una distancia de ai, para hacer coincidir los dos orígenes de los 

ejes x. 

- Girar respecto del eje xi un ángulo αi, para hacer coincidir los sistemas de coordenadas. 

 

Cada una de estas cuatro transformaciones sucesivas se puede expresar mediante una 

matriz homogénea básica, ya que estamos hablando de giros y traslaciones. Por tanto, el producto 

de estas cuatro matrices de transformación homogéneas básicas dará lugar a una matriz de 

transformación homogénea compuesta, que se denominará i-1Ai, conocida como la matriz de 

transformación Denavit-Hartenberg para sistemas de coordenadas adyacentes i e i-1, que es la 

ecuación que se ha mostrado en (3—72). 

 Aún con todo, este modelo presenta singularidades, cuando se tiene el caso en el que dos 

articulaciones consecutivas presentan sus ejes z como dos líneas en el espacio paralelas. Esto 

implica que existe un infinito número de normales comunes a estos ejes, de igual longitud. Sin 

embargo, y dado que es imposible en la práctica fabricar un eslabón con dos ejes perfectamente 

paralelos, lo que se tendrá en la práctica es un eslabón con 2 ejes que son prácticamente paralelos. 

Esto provoca que, a muy ligeras variaciones en los valores de los ejes o de los ángulos que hay entre 
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ellos, implica unos cambios muy elevados en la normal común generada, lo que por consiguiente 

genera una inestabilidad numérica en el modelo y en el proceso de calibración cinemática. 

 Para evitar esta inestabilidad numérica en el modelo, para el caso de ejes casi paralelos, se 

aplica la convención de Hayati-Mirmirani mencionada en la introducción en el apartado 3.3, que 

supone una modificación del modelo D-H visto anteriormente. 

 

3.4.5 Convención de Hayati-Mirmirani: el modelo D-H modificado 

 

Hayati y Mirmirani [88] propusieron un modelo de cuatro parámetros para solucionar el 

problema causado por los ejes de articulaciones casi paralelas. El modelo define un plano 

perpendicular al eje zi en el cual  di = 0, como se ve en la Figura 3.11. En lugar de considerar la 

normal entre 𝑧𝑖−1 y 𝑧𝑖  (que tendría infinitas soluciones), se considera que el eje xi  se define como 

la recta que directamente conecta el eje 𝑧𝑖−1 y 𝑧𝑖, en el plano definido anteriormente. 

 

 Las siguientes son las transformaciones consecutivas de los ejes de coordenadas que se 

aplican a la transformación del sistema de coordenadas {𝑆𝑖−1} a {𝑆𝑖} : 

- Rotación del sistema de coordenadas {𝑆𝑖−1} sobre el eje 𝑧𝑖−1 un ángulo θi. 

- Traslación del sistema de coordenadas {𝑆𝑖−1} a lo largo del eje 𝑥𝑖 una longitud ai. 

- Rotación del sistema de coordenadas {𝑆𝑖−1} sobre el eje 𝑥𝑖 un ángulo αi. 

- Rotación del sistema de coordenadas {𝑆𝑖−1} sobre el eje 𝑦𝑖  un ángulo, que se denomina 

como  βi, para convertirse en el sistema de coordenadas final {𝑆𝑖}. 

 

Las transformaciones consecutivas que se han indicado anteriormente se pueden mostrar 

igualmente en términos de matrices de transformación homogéneas, y se tendrá la siguiente matriz 

que muestra la ecuación (3—82): 

Figura 3.11. Sistemas de coordenadas para ejes casi paralelos, según la 
convención de Hayati-Mirmirani. Fuente: [85]. 
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 𝐴𝑖 = 𝑅𝑧,𝜃𝑖
𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑥,𝑎𝑖

𝑅𝑥,𝛼𝑖
𝑅𝑦,𝛽𝑖

= [

𝑐𝜃𝑖 −𝑠𝜃𝑖 0 0
𝑠𝜃𝑖 𝑐𝜃𝑖 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 𝑎𝑖

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 0
0 𝑐𝛼𝑖 −𝑠𝛼𝑖 0
0 𝑠𝛼𝑖 𝑐𝛼𝑖 0
0 0 0 1

] [

𝑐𝛽𝑖 0 𝑠𝛽𝑖 0
0 1 0 0

−𝑠𝛽𝑖 0 𝑐𝛽𝑖 0
0 0 0 1

] 

 

= [

−𝑠𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖𝑠𝛽𝑖 + 𝑐𝜃𝑖𝑐𝛽𝑖 −𝑠𝜃𝑖𝑐𝛽𝑖 𝑠𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖𝑐𝛽𝑖 + 𝑐𝜃𝑖𝑠𝛽𝑖 𝑎𝑖𝑐𝜃𝑖

𝑐𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖𝑠𝛽𝑖 + 𝑠𝜃𝑖𝑐𝛽𝑖 𝑐𝜃𝑖𝑐𝛽𝑖 −𝑐𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖𝑐𝛽𝑖 + 𝑠𝜃𝑖𝑠𝛽𝑖 𝑎𝑖𝑠𝜃𝑖

−𝑐𝛼𝑖𝑠𝛽𝑖 𝑠𝛼𝑖 𝑐𝛼𝑖𝑐𝛽𝑖 0
0 0 0 1

] 

(3—82) 

 

 

3.5 Aplicación del modelo cinemático según modelo de Denavit-

Hartenberg – Hayati-Mirmirani y determinación de los 

parámetros nominales 

 

En este trabajo se ha realizado el modelado cinemático de un robot KUKA KR 5 sixx R650 

según el método de Denavit-Hartenberg con la modificación del modelo propuesta por Hayati-

Mirmirani para articulaciones consecutivas con ejes casi paralelos. El modelo realmente 

implementado es un modelo hibrido, que usa el modelo Denavit-Hartenberg para articulaciones en 

general, y el modelo de representación Hayati-Mirmirani para articulaciones paralelas, el cual 

añadirá para el caso aquí expuesto el parámetro angular β2 en la articulación paralela o casi paralela 

correspondiente a los ejes z2 y z3. El robot es un robot de seis ejes con un alcance de 650 mm, 

capacidad de carga de 5 kg y repetibilidad nominal de ± 0.02 mm. En la Figura 3.12 se pueden ver 

las dimensiones de este robot, y en la Figura 3.13 se puede ver el robot utilizado en esta tesis. 

 

Figura 3.12. KUKA KR 5 sixx R650 - Dimensiones. Fuente: www.kuka-
robotics.com 
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Aplicando el modelo Denavit-Hartenberg, modificado por Hayati-Mirmirani, visto en el 

capítulo anterior, se definen los sistemas de coordenadas, empezando por la base y pasando por 

las seis articulaciones, así como que se definen las direcciones de los ejes zi y de los ejes xi. Para 

cada una de las articulaciones se obtienen los cuatro parámetros cinemáticos característicos del 

modelo Denavit-Hartenberg, que serán ai, αi, θi y di, y el parámetro 𝜷𝒊 del modelo Hayati-Mirmirani. 

Se muestra en la imagen de la Figura 3.14 una vista del robot que constituye la posición inicial 

del modelo en la cual todas las articulaciones están en la posición de 0°y se representan los seis 

sistemas de coordenadas localizados en las articulaciones del robot partiendo del sistema de 

referencia global SR0 (x0,y0,z0) y finalizando con el sexto sistema de referencia SR6 (x6,y6,z6) ligado al 

TCP del robot.  

 

Figura 3.13. Detalle del robot KUKA KR 5. Fuente: Propia. 
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Figura 3.14. Robot KUKA KR 5 sixx y definición de Sistemas de Coordenadas y parámetros modelo D-H. Fuente: 
propia. 

 

Una vez definidos los sistemas de coordenadas del modelo, el siguiente paso es la 

determinación de los parámetros geométricos ai, αi, θi, di y 𝛽𝑖  que relacionan las distintas 

articulaciones del modelo de D-H modificado con el modelo de Hayati-Mirmirani.  Los valores 

finales de estos parámetros, ver Tabla 3.1, minimizarán el error de posicionamiento del robot y son 

los siguientes para cada una de las articulaciones del robot. 

 

Articulación di (mm) Θi (°) ai (mm) αi (°) βi (°) 

1 335 0 75 90  

2 0 0 270 0 0 

3 0 90 90 90  

4 295 0 0 90  

5 0 180 0 90  

6 80 0 0 0  
 

Tabla 3.1. Parámetros cinemáticos teóricos del robot KUKA KR 5 sixx R650 
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 El sistema de ecuaciones que se tiene para expresar un punto definido en el efector final, 

esto es, en el SR6 (definido por x6, y6, z6), en el sistema de referencia base o global SR0 (x0, y0, z0), 

expresado en los términos de los parámetros cinemáticos definidos por el modelo de D-H, viene 

dado por la siguiente ecuación (3—83): 

 

[

𝑋
𝑌
𝑍
1

]

𝑆𝑅0

= 𝑇6 
0 [

𝑋
𝑌
𝑍
1

]

𝑆𝑅6

 (3—83) 

 

Que como se ha visto en la ecuación (3—69), la matriz de transformación homogénea 𝑇6
0  es el 

producto en cadena de matrices de transformación de coordenadas sucesivas 𝐴𝑖
𝑖−1 , que también 

se puede presentar, de forma extendida, como se ve en (3—84): 

 𝑇6 
0 = 𝐴1 

0 𝐴2 
1 𝐴3 

2 𝐴4 
3 𝐴5 

4 𝐴6 
5  (3—84) 

 

De esta forma, se ha de calcular cada una de estas matrices de transformación del SRi-1 a 

SRi para al final poder obtener la matriz de transformación homogénea T que permita conocer las 

coordenadas de un punto, expresado inicialmente como un punto referido al TCP, para expresarlo 

finalmente en referencia al sistema de coordenadas base o global. Por tanto, se tendrá que aplicar 

la ecuación obtenida en (3—72), según el modelo de D-H, salvo en el caso de la matriz 𝐴2
1 , que al 

tener los ejes de las articulaciones casi paralelos, se aplicará la modificación de Hayati-Mirmirani, 

la cual ha dado lugar a la ecuación (3—82). Por tanto, las matrices 𝐴𝑖
𝑖−1  para cada una de las i 

articulaciones del robot serán las que se muestran en las siguientes ecuaciones (3—85),(3—86),(3—

87),(3—88),(3—89) y (3—90): 

 

𝐴 
0

1 == [

𝑐𝜃1 0 𝑠𝜃1 75 · 𝑐𝜃1

𝑠𝜃1 0 −𝑐𝜃𝑖 75 · 𝑠𝜃1

0 1 0 335
0 0 0 1

] (3—85) 

 

 

𝐴 
1

2 = [

𝑐𝜃2 −𝑠𝜃2 0 270 · 𝑐𝜃2

𝑠𝜃2 𝑐𝜃2 0 270 · 𝑠𝜃2

0 0 1 0
0 0 0 1

] (3—86) 

 

 

𝐴 
2

3 = [

𝑐(𝜃3 + 90) 0 𝑠(𝜃3 + 90) 90 · 𝑐(𝜃3 + 90)
𝑠(𝜃3 + 90) 0 −𝑐(𝜃3 + 90) 90 · 𝑠(𝜃3 + 90)

0 1 0 0
0 0 0 1

] (3—87) 

 

 

𝐴 
3

4 = [

𝑐(𝜃4) 0 𝑠(𝜃4) 0
𝑠(𝜃4) 0 −𝑐(𝜃4) 0

0 1 0 295
0 0 0 1

] (3—88) 
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𝐴 
4

5 = [

𝑐(𝜃5 + 180) 0 𝑠(𝜃5 + 180) 0
𝑠(𝜃5 + 180) 0 −𝑐(𝜃5 + 180) 0

0 1 0 0
0 0 0 1

] (3—89) 

 

 

𝐴 
5

6 = [

𝑐𝜃6 −𝑠𝜃6 0 0
𝑠𝜃6 𝑐𝜃6 0 0
0 0 1 80
0 0 0 1

] (3—90) 

 

 

Donde θi el parámetro que es una variable para las distintas poses del robot en una 

articulación de revolución, que es el parámetro que se va a hacer variar para el objeto de esta tesis, 

durante el proceso de toma de puntos con el método de Circle Point, como se verá en el siguiente 

capítulo. 

 

3.6 Conclusiones 

 

En este capítulo se ha introducido el concepto de modelo cinemático, se han analizado 

diferentes modelos matemáticos para realizar la representación de la orientación y de la posición, 

determinando al final el uso en esta tesis de la Matriz de Transformación Homogénea, para su 

aplicación posterior a la calibración cinemática que se desarrollará en el siguiente capítulo. 

Asimismo, se ha llevado a cabo una revisión bibliográfica del estado del arte con respecto a los 

métodos de modelado cinemático aplicables a robots manipuladores, como punto de partida para 

los procedimientos de calibración de éstos. Una vez realizada esta revisión y análisis del estado de 

arte, se ha seleccionado el modelo de Denavit-Hartenberg, modificado por la revisión de Hayati y 

Mirmirani, como el más apropiado para este trabajo, debido a que los robots manipuladores 

cuentan con articulaciones consecutivas con ejes casi paralelos, lo que supone una inestabilidad en 

el cálculo numérico para el modelo D-H original. 

 Una vez seleccionado y justificado el modelo cinemático a utilizar, se ha aplicado al robot 

KUKA KR 5 sixx R650, que es el que se va utilizar para el desarrollo de esta tesis. Para ello, y según 

indica el procedimiento del modelo de D-H, se han definido los sistemas de coordenadas asociados 

a las articulaciones del robot, y se han identificado los valores iniciales de los parámetros 

cinemáticos del modelo, paso previo a la calibración cinemática del robot, que se desarrolla en el 

capítulo siguiente. 
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4 Calibración cinemática de robots 

4.1 Introducción 

 

 Las aplicaciones que incorporan el uso de robots requieren mejores sistemas y prestaciones 

día a día. Su mejora depende de dos importantes características inherentes a todo robot, su 

repetibilidad y precisión. La repetibilidad mide la habilidad que tiene el robot de volver a la misma 

posición y orientación a lo largo del tiempo. La precisión se define como la capacidad que tiene el 

robot de moverse de forma exacta a un punto definido en el espacio 3D. Cuando los robots están 

siendo previamente programados off-line, la repetibilidad es un parámetro crítico. La posición 

exacta del robot es menos importante para el caso de programación off-line, pero debería ser capaz 

de volver a la misma posición con el menor error posible. El proceso para determinar las diferencias 

entre las trayectorias programadas y las óptimas para conseguir la identificación de los parámetros 

cinemáticos del robot recibe el nombre de calibración cinemática. Los diferentes métodos de 

calibración de robots se han mostrado de forma extensa en muchos trabajos. La precisión obtenida 

depende de cómo se realiza el proceso de calibración en cada caso. 

 En este trabajo se pretende usar la calibración cinemática para mejorar la precisión de la 

posición y orientación del robot mediante el cálculo de los parámetros del modelo cinemático que, 

o bien minimizan el error causado por el manipulador, o bien consiguen encajar mejor en la 

cinemática existente en el robot. Estas técnicas asumen que el error principal en la posición del 

brazo es debido a diferencias entre los parámetros cinemáticos nominales del robot y los 

parámetros reales. Las fuentes de estos errores pueden ser geométricas y no geométricas [3], [115], 

[116]; por tanto, los datos tomados durante el proceso de identificación estarán afectados por estos 

errores. Sin embargo, sólo los parámetros geométricos se pueden variar para minimizar el error 

final del brazo robot. 

Existe una distinción en la bibliografía [3] en lo que se refiere a calibración estática, 

entendida como la identificación de modelos y parámetros adecuados que influyen sobre la 

precisión del robot, y los métodos de calibración dinámica que, partiendo de los resultados de la 

calibración estática persiguen la obtención de modelos para describir el comportamiento dinámico 

de un robot, con influencias como fuerzas, gravedad, inercias, momentos y efectos no geométricos 

debidos a fricción o transmisión de movimiento entre los engranajes de las articulaciones de un 

robot [117]–[119]. Las técnicas de modelado y calibración dinámica exigen medidas del movimiento 
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del robot y de las fuerzas que actúan sobre él, hecho que genera un proceso de identificación de 

estos parámetros difícil y costoso que hace que los métodos y algoritmos de corrección dinámica 

estén mucho menos extendidos que los referidos a calibración estática.  

El trabajo presentado en esta tesis doctoral se centra en el primer grupo de métodos de 

calibración estática, es decir, en métodos de identificación, optimización de parámetros 

geométricos y sistemas de corrección para robots que habitualmente siguen los siguientes pasos:  

1. Determinación y construcción del modelo cinemático adecuado para la configuración del 

robot, indicando las transformaciones geométricas necesarias, la posición de los sistemas 

de referencia y el conjunto inicial de parámetros geométricos nominales. El modelo más 

usualmente utilizado es el modelo de Denavit-Hartenberg [2] .  

2. Captura de datos mediante el uso de un dispositivo de medición con mayor precisión que 

la precisión de calibración requerida para el robot. Las coordenadas se miden en posiciones 

conocidas en el espacio de trabajo del robot.  

3. Optimización, también conocida como identificación de parámetros geométricos 

normalmente realizada mediante procedimientos de aproximación basados en distintos 

tipos de ajuste por mínimos cuadrados a los datos medidos.  

4. Identificación de las posibles causas y fuentes de error y modelado e implementación de 

modelos de corrección. Una vez calculados los parámetros cinemáticos, es necesario 

introducir estos parámetros en el rendimiento del robot. Esto se realiza mediante 

correcciones en el software del robot o mediante circuitos externos que compensan las 

señales de los actuadores en función de los parámetros calculados. 

 El trabajo desarrollado en este capítulo presenta las distintas fuentes de error en 

calibración de robots y los métodos existentes, para finalmente desarrollar una metodología de 

calibración cinemática. Esta calibración cinemática se va a realizar de acuerdo al grupo de métodos 

de calibración de eje-tornillo, llamados en inglés screw-axis calibration method.  

 El capítulo se organiza de forma siguiente: primero se presenta una visión de las fuentes de 

error que pueden aparecer en procesos de calibración de robots y los diferentes métodos de 

calibración identificados en la literatura específica; a continuación se pasa a describir la calibración 

mediante la técnica de Circle Point, y su interpretación tanto matemática como geométrica; 

posteriormente se presenta la descripción y explicación de la captura de datos, así como de la 

identificación de parámetros cinemáticos del robot realizada mediante la citada técnica de Circle 

Point; y finalmente se determinan los errores en los ejes y articulaciones del robot que se han 

obtenido con los datos recopilados.  La última sección de este capítulo se dedica a realizar un 

resumen del capítulo y establecer las conclusiones que se han obtenido de los datos y cálculos 

realizados. 
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4.2 Fuentes de error en la calibración de robots 

Como se ha visto en el capítulo 3.2, el término pose (“pose” en Inglés) se utiliza en mecánica 

para representar tanto la posición como la orientación de un cuerpo. Es bien conocido que el 

número de grados de libertad que se necesitan para definir la pose de un objeto en un espacio 

tridimensional son seis: tres para la posición y tres para la orientación. 

De acuerdo al estándar UNE-ISO 9283:1998 [1] hay dos valores importantes que describen la 

eficiencia en la exactitud de un manipulador dado, los cuales establecen el criterio de rendimiento 

de los manipuladores industriales, y son la precisión y la repetibilidad de posición (pose 

repeatability y pose accuracy, en sus términos en inglés). La precisión de posición expresa la 

desviación entre las posiciones programadas y la media de las posiciones alcanzadas cuando el 

robot se aproxima, siempre en la misma dirección, al punto programado. Con lo cual, es una medida 

de la capacidad del robot para moverse de forma precisa a una posición definida en el espacio 3D. 

La precisión de posición se divide en los siguientes conceptos: 

a) precisión de posicionamiento: la diferencia entre la posición de un punto programado y el 

baricentro de las posiciones alcanzadas. Esto se puede ver en la Figura 4.1. 

b) precisión de orientación: la diferencia entre la orientación de un punto programado y el 

promedio de las orientaciones alcanzadas. Esto se puede ver en la Figura 4.2. 

La precisión de posicionamiento en el punto P, denominado en la ecuación inferior (4—1) como 

APp, se calcula como sigue: 

 𝐴𝑃𝑃 = √(𝑥̅ − 𝑥𝑐)
2 + (𝑦̅ − 𝑦𝑐)

2 + (𝑧̅ − 𝑧𝑐)
2 (4—1) 

 

siendo 𝑥̅, 𝑦̅, 𝑧̅ las coordenadas del baricentro de la nube de puntos obtenidos tras repetir la misma 

posición n veces. 

 

Figura 4.1. Precisión de posicionamiento y repetibilidad. Fuente: [1] 
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Figura 4.2. Precisión de orientación y repetibilidad. Fuente: [1] 

La repetibilidad de posición expresa la dispersión de las posiciones alcanzadas tras n visitas 

repetidas en la misma dirección a una posición programada. Es decir, evalúa la capacidad del robot 

de volver siempre a una misma posición y orientación dada. Para una posición dada, la repetibilidad 

se expresa mediante: 

a) el valor de RPl que es el radio de la esfera cuyo centro es el baricentro (véase la Figura 4.1). 

b) la dispersión de ángulos ± 3Sa, ± 3Sb, ± 3Sc respecto a la media de valores, a, b y c donde Sa, Sb, y 

Sc son las desviaciones estándar (véase laFigura 4.2). 

donde la repetibilidad de posicionamiento (RPl) se puede calcular de la forma que muestra la 

ecuación (4—2): 

 𝑅𝑃𝑙 = l̅ + 3S𝑙 (4—2) 

 

Considerando las ecuaciones (4—3) y (4—4): 

 

l =
𝑙

𝑛
∑𝑙𝑗

𝑛

𝑗=1

 (4—3) 

 

 
𝑙𝑗 = √(𝑥𝑗 − 𝑥̅)

2
+ (𝑦𝑗 − 𝑦̅)

2
+ (𝑧𝑗 − 𝑧̅)

2
 

(4—4) 

 

En parte de aplicaciones industriales de hoy en día la programación de los robots 

manipuladores se sigue haciendo on-line, donde los puntos de ubicación del robot y sus 

instrucciones se adquieren en modo Teach, esto es, llevando el robot manualmente a las posiciones 

que se necesitan. En estos casos la especificación más relevante del robot es la repetibilidad.  

 La repetibilidad que llega a conseguir un robot industrial manipulador es muy elevada, y 

llega a conseguir valores por debajo de 0,1mm en muchos robots. Como ejemplos de estos valores 

podemos ver en la Figura 4.3 y Figura 4.4 las hojas de características técnicas de  robots industriales 

actuales de las marcas Fanuc© y Kuka©, donde pueden observarse valores de repetibilidad de 

±0,05 mm.  Sin embargo, la precisión de posición que suelen dar los robots industriales puede variar 

en un rango entre 1 mm y varios milímetros, y puede ser incluso mayor, dependiendo de la marca 

y del modelo que se tome [120] [117].  
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Figura 4.3. Hoja características técnicas Robot Fanuc R-2000iC/210F. Valor de repetibilidad. Fuente: 
www.fanuc.eu 
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Los errores de repetibilidad están primordialmente causados por la incapacidad del 

controlador de conseguir exactamente los mismos valores de las articulaciones en diferentes 

ejecuciones, y la posible presencia de holguras en los engranajes reductores del robot manipulador 

(backlash). Sin embargo, este último efecto es menos posible hoy en día debido a los desarrollos 

de engranajes de cero-holguras (zero-backlash).  

Figura 4.4. Hoja características técnicas Robot KUKA KR 120 R2700-2. Valor de repetibilidad. Fuente: 
www.kuka-robotics.com 
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Los errores de precisión pueden ser debidos tanto por parámetros geométricos como a 

parámetros no geométricos. La precisión de posicionamiento implica usar un modelo de cinemática 

inversa para el cálculo de los valores de las articulaciones que correspondan a la pose 3D requerida 

y por tanto los errores serán causados por defectos en este modelo. Los principales parámetros 

geométricos que afectarán a este modelo son la dimensión de los eslabones del robot manipulador 

y la orientación de las articulaciones. Durante el proceso de fabricación, la variación de las 

dimensiones de las piezas es inevitable de un robot a otro, debido a las tolerancias de las mismas y 

de los procesos de fabricación. En los robots manipuladores de 6 grados de libertad la longitud de 

las tres primeras articulaciones contribuye principalmente a la posición, mientras que las 

articulaciones 4, 5 y 6 (muñeca) contribuyen principalmente a la orientación de la herramienta o 

TCP. Otros parámetros que corresponden a errores no geométricos, y afectan a la precisión de la 

pose son: la elasticidad de las articulaciones y eslabones, la carga aplicada y la flexión o pandeo de 

los eslabones, la estabilidad de los sensores o codificadores de la posición de los engranajes y su 

posible deriva, la flexibilidad (o no completa rigidez) y excentricidad de los engranajes y la influencia 

de la temperatura, por ejemplo debida a calentamiento de los motores o la  temperatura de trabajo 

del ambiente [121]. Además, la posición fija del efector final y la determinación del sistema de 

coordenadas pueden también afectar la precisión del entorno de trabajo, y por ende, la del 

resultado de la calibración. 

 Este trabajo se va a centrar en los errores geométricos y en el desarrollo de un método de 

calibración que permita minimizarlos, mejorando la técnica existente, como se verá en los 

siguientes apartados. 

 

4.3 Métodos de calibración cinemática de robots 

 

El uso de los robots industriales se ha incrementado en los últimos años debido a su 

flexibilidad y la elevada productividad que brindan en aplicaciones tales como soldadura, pintura, 

ensamblado, empacado o atornillado, entre otras [122]. Igualmente, la investigación relativa a la 

calibración de robots ha sido ampliamente desarrollada durante las tres pasadas décadas. Para 

controlar la correcta la posición y orientación del efector final del robot en aplicaciones industriales, 

es necesario definir un modelo matemático válido de la estructura cinemática existente. El modelo 

matemático se obtiene así de ecuaciones asociadas a la cinemática directa e inversa del robot 

[123]–[125]. Este modelo matemático relaciona las posiciones de las articulaciones del robot y la 

pose del efector final en relación a un sistema de coordenadas fijo. Mientras que la mayoría de los 

trabajos se enfocan en la calibración cinemática basada en el modelo, errores no geométricos como 

por ejemplo las deformaciones elásticas también juegan un rol importante afectando a la precisión 

del robot [126].  

El objetivo fundamental de cualquier método de calibración en robots es evitar errores de 

posicionamiento del extremo del robot que actúa como herramienta para realizar cualquier tarea. 

En el caso de los robots en el entorno industrial se da más importancia a la repetibilidad, es decir, 

a la capacidad del robot para volver a un punto del espacio, que a la precisión, ya que habitualmente 

se emplean en tareas repetitivas que exigen ir a las mismas posiciones de trabajo. 
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La calibración de los robots normalmente incluye las siguientes fases: 

1. Determinación y construcción del modelo cinemático adecuado para la configuración del 

robot, indicando las transformaciones geométricas necesarias, la posición de los sistemas 

de referencia y el conjunto inicial de parámetros geométricos nominales.  

2. Captura de datos de la posición de todos los elementos del robot mediante un instrumento 

de medida como un interferómetro láser o un Láser Tracker.  

3. Optimización, también conocida como identificación de parámetros geométricos 

normalmente realizada mediante procedimientos de aproximación basados en distintos 

tipos de ajuste por mínimos cuadrados a los datos medidos.  

4. Implementación y evaluación del modelo óptimo en posiciones distintas a las de 

identificación.  

5. Identificación de las posibles causas y fuentes de error y modelado e implementación de 

modelos de corrección.  

Las técnicas de calibración de robots documentadas [3] (cuando se considera en términos 

de sistemas de medición usados en captura de datos, restricciones, o muestreo de datos 

secuenciados y tratamiento posterior) pueden clasificarse en tres grupos: a) métodos de lazo 

abierto (open loop methods), b) métodos de lazo cerrado (closed-loop methods) y c) métodos de 

medida de eje-tornillo (screw measurement methods). En el primer grupo de técnicas de lazo 

abierto [127], las poses del robot real son capturadas usando un sistema de medición externo. El 

segundo grupo de técnicas se basa en la pose diferencial [128], donde la información del error se 

toma de la creación de cadenas cinemáticas cerradas que fijan una o más de las restricciones de 

orientación y posición del efector final. Esto permite establecer un sistema de ecuaciones que 

determine un conjunto de parámetros, los cuales se conocen como técnica de auto-calibración. En 

términos de la solución matemática del procedimiento, los primeros dos grupos usan unas técnicas 

de optimización iterativa no lineal para ajustar el conjunto de parámetros identificados de los datos 

que se toman de los diferentes posiciones y orientaciones del mecanismo, ayudando a minimizar 

el error. Para calcular el error obtenido en las posiciones muestreadas y eventualmente evaluar la 

generalización del error, los datos se obtienen después de la calibración en diferentes posiciones 

de las posiciones usadas en el procedimiento de optimización. El tercer grupo de técnicas [4] se 

basa en las mediciones de movimientos independientes para cada una de las articulaciones del 

robot. En este caso, y para el procesado de los datos tomados, es posible extraer los parámetros 

del modelo cinemático y analizar el valor medio de los ejes de las articulaciones así obtenidos.  

Tanto en la literatura como en la práctica, los primeros dos grupos de técnicas, debido al 

método de identificación, no mantienen un enlace ni físico ni matemático entre los parámetros 

cinemáticos identificados y los parámetros cinemáticos reales del robot. Por el contrario, en 

términos de la precisión de la posición conseguida, estos son perfectamente capaces de conseguir 

su objetivo, el cual es obtener un resultado final preciso. Para aplicaciones con muy pocas 

ubicaciones, este tipo de técnica puede conseguir una precisión muy alta. Para estas técnicas, es 

extremadamente importante elegir correctamente las posiciones y evaluar la solución generalizada 

sobre el total del espacio de trabajo, en aplicaciones donde la precisión de la posición en el volumen 

total es importante. El tercer grupo de técnicas es el que mejor mantiene el enlace tanto físico como 

matemático entre los parámetros identificados y los parámetros reales del robot, ya que los 

parámetros se basan en un cálculo independiente para eje de la articulación.  
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 En los métodos de calibración de lazo abierto, se usan sistemas de metrología externos para 

tomar las medidas. Dos ejemplos de métodos de calibración de lazo abierto se tienen en [122] y 

[129], en los cuales un láser tracker y una única barra de bolas telescópica, respectivamente, se 

usan para la toma de datos. En los métodos de lazo cerrado, no se necesitan dispositivos de 

medición externa. Al efector final o TCP del robot se le acopla un elemento que lo une al suelo, de 

tal forma que se forma una cadena cinemática de lazo cerrado móvil, si el robot es redundante a 

las restricciones del efector final. Entonces los parámetros cinemáticos se identifican usando las 

lecturas de los ángulos de las articulaciones. La metodología y aplicaciones de esta metodología se 

pueden ver en [128]. Por último, en los métodos de medida screw-axis, los errores cinemáticos se 

calibran mediante la determinación de la relación de transformación real entre articulaciones 

consecutivas. Un método de medida screw-axis típico es el Circle Point Analysis (CPA) desarrollado 

en [5], del cual se muestran varios ejemplos de aplicación en [130]–[132]. 

Por otra parte, la tecnología de calibración de robots se clasifica generalmente entre 

calibraciones basadas en modelos y calibraciones no basadas en modelo [133]. La calibración 

paramétrica basada en un modelo es el método que se emplea más ampliamente, debido a las 

ventajas en poderse definir mediante unas pocas mediciones y un algoritmo simple [134]. En años 

recientes la precisión de las calibraciones basadas en un modelo se ha mejorado mediante el uso 

de equipos de medida modernos, diferentes métodos de notación y métodos computacionales 

modificados [135]–[137]. Sin embargo, las desviaciones relativas a diferentes configuraciones de 

robots no se consideran en el modelo cinemático de calibración, para el cual se hace difícil 

compensar los errores de posicionamiento no lineales existentes en trayectorias muy grandes 

[138]. Entonces, los parámetros cinemáticos estructurales, representados normalmente con la 

notación D-H, pueden conducir a que el robot vaya a configuraciones con diferente rigidez 

estructural, la cual se tiene en cuenta en el modelo[139],[140], sino también modelos que 

consideran otros impactos, como el juego de los engranajes, decodificadores de posición del motor 

no uniformes, etc., los cuales introducen errores no lineales al modelo de calibración final 

[141],[142]. 

Para conseguir incluir los errores no lineales y mejorar la precisión de posicionamiento del 

robot, algunos investigadores han intentado incluir en el modelo los errores no lineales, tales como 

la rigidez de las articulaciones [143], [144]. Pashkevich et al. tienen en cuenta la influencia de las 

cargas en diferentes configuraciones de robot e introducen el modelo de rigidez no lineal [145]. Los 

efectos de la carga en el efector final o TCP en el robot se pueden asimismo compensar usando la 

regresión del proceso Gausiano (GP) con una elevada precisión, como indica Wei et al.[146]. Sin 

embargo, otros impactos mencionados anteriormente no son modelados, ya que se acoplan unos 

a otros y son difíciles de cuantificar independientemente. Así, algunos investigadores intentar 

derivar estas no linealidades usando métodos de identificación de caja negra, los cuales confían en 

métodos no analíticos[147][148]. Jang et al. usa la red de función básica radial para estimar los 

errores no paramétricos de acuerdo a condiciones de contorno en diferentes regiones locales [149]. 

De forma similar, en la investigación de Aoyagi, los errores residuales se reducen usando una red 

neuronal mientras que los datos de entrenamiento se obtienen por la cinemática inversa nominal 

del robot. Estos métodos, sin embargo, simplemente niegan el modelo analítico, de ahí que 

incrementan enormemente el esfuerzo computacional, empleando mucho tiempo y perdiendo en 

precisión. 
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En la investigación que se desarrolla en este trabajo, se ha optado por un modelo cinemático 

basado en el modelo de D-H modificado por Hayati-Mirmirani para el caso de articulaciones cuasi-

paralelas, empleando un método de calibración screw-axis descrito anteriormente. Uno de los 

ejemplos más representativos de los métodos de calibración eje-tornillo es el método de Análisis 

por círculo de puntos, o Circle Point Analysis, que permite tener una correlación entre la 

matemática del modelo que se necesita y las magnitudes y mediciones físicas que se realizan en el 

robot a realizar la calibración cinemática. En los siguientes apartados de este capítulo se va a 

presentar y desarrollar el método de calibración de CPA. 

 

4.4 Calibración mediante la técnica de Circle Point Analysis (CPA) 

 

La precisión de un brazo robot industrial típico puede ser mejorada mediante la calibración 

precisa o determinando los parámetros geométricos del sistema. La técnica de Circle Point Analysis 

(CPA) se basa el movimiento individual de cada una de las articulaciones del robot en un círculo 

mientras se mide la trayectoria de la articulación descrita por un punto alrededor de cada 

articulación. Se toman medidas para cada una de las seis articulaciones y se calcula el círculo que 

mejor se ajusta a los puntos capturados para cada eje. Por lo tanto, es posible considerar la posición 

del eje como un vector que pasa por el centro del círculo con una dirección normal al plano que 

contiene dicho círculo. Este método puede utilizarse para la programación offline de robots 

manipuladores [150] y tiene dos ventajas significativas. En primer lugar, los parámetros cinemáticos 

se determinan analíticamente a partir de las relaciones de distancias y ángulos entre los vectores 

calculados. Este proceso simplifica enormemente el método y elimina la demanda de tiempo de 

cálculo que requiere el proceso de optimización no lineal convencional. Además de la información 

sobre la posición de los ejes, este método da una idea de los errores de fabricación y montaje 

cometidos durante el proceso de fabricación del robot. 

Aunque existen correlaciones evidentes entre los resultados de calibración obtenidos a partir 

del método CPA y la realidad física del robot, los resultados del método CPA proporcionan menos 

mejoras de precisión en comparación con los resultados recogidos mediante los métodos de 

calibración en bucle abierto y cerrado. Por lo tanto, es necesario encontrar una formulación 

matemática que mantenga la interpretación física del CPA y proporcione unos resultados de 

calibración óptimos. 

Básicamente, cada uno de las articulaciones de los ejes del sistema se localiza en el espacio 

para una única configuración. Cada par de líneas adyacentes en el espacio formado por los ejes es 

entonces analizado para determinar completamente los parámetros para ese enlace. Las primeras 

ventajas de esta técnica son que se da un indicio geométrico real de cada enlace y que la medición 

3D de un punto objetivo único se puede hacer en un sistema de coordenadas arbitrario. Los 

parámetros fijados relativos a dos líneas en el espacio son independientes del sistema de 

coordenadas usado para definir las líneas. 

El conjunto completo de parámetros geométricos y notación cinemática requerido para 

calcular de forma precisa la ubicación de un elemento final en un sistema de referencia de 

coordenadas bien definido, dados los desplazamientos de las articulaciones variables, es bien 
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conocido. Los parámetros cinemáticos que pueden ser determinados por el análisis del CPA 

incluyen los siguientes: 

 Ángulos de giro:   α12 … αN-1,N 

 Longitudes de los enlaces: a12 … aN-1,N 

 Desplazamientos:  d1 … dN-1 

 Ángulos de articulaciones: θ1 … θN-1 

 A notar que los parámetros relativos al sistema de coordenadas de referencia a la primera 

articulación, a01 y α01, y aquellos relativos a la localización de una herramienta (tool frame) en la 

última articulación, dN, aN,N+1, y αN,N+1, no pueden ser fácilmente determinados mediante esta 

técnica. Esto es debido al hecho de que sólo los ejes de los sistemas en los que el movimiento ocurre 

pueden ser ubicados en el espacio. Así, sólo aquellos parámetros entre la primera y última 

articulación del eje pueden ser determinados. Aunque no se hace aquí, esta técnica puede ser 

mejorada de forma inteligente suministrando medios de localizar en el espacio la referencia del eje-

Z y del eje-Z de la herramienta local, 𝑆𝑁+1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . Una sugerencia para localizar el eje-Z de la herramienta 

es montar un objetivo en una fijación unida al conjunto del eje, el cual esté obligado a deslizarse a 

lo largo o rotar alrededor del eje-Z. 

 Los parámetros arriba representan los términos cinemáticos puros. Para todos los ejes, 

dependiendo del tipo de articulación, bien el ángulo θi o el valor de desplazamiento di, es un 

parámetro fijo, y los otros representan las variables en movimiento. La técnica del CPA 

normalmente determina los parámetros geométricos fijos. Sin embargo, es posible determinar 

también las variables de la articulación para una configuración final o para una serie de 

movimientos de articulaciones. Esto se explica más adelante en la siguiente sección. Para el caso 

de una articulación de revolución, la dimensión de desplazamiento dj es el parámetro fijo y el ángulo 

cinemático θj representa la variable, movimiento de revolución. Lo opuesto es cierto para uniones 

prismáticas (desplazadores). En este capítulo, las figuras representan todos los sistemas en 

revolución y el análisis se apoya primeramente en este hecho. Sin embargo, la técnica se modifica 

fácilmente para manejar sistemas los cuales contienen ejes prismáticos.  

 Las técnicas de ejes independientes, basadas en la geometría, no son tan comunes entre 

los investigadores. Sin embargo, unos pocos investigadores han desarrollado técnicas similares a 

las del Círculo de Puntos, aquí presentada. El trabajo de R. P. Judd y A. B. Knaisnski [151] en 

particular es casi una técnica idéntica. 

 

4.4.1 Descripción de la Técnica del Circle Point 

 

 El primer objetivo del método de calibración mediante Circle Point Analysis, CPA, es ubicar 

cada uno de los ejes de articulación en el espacio. Hay que notar que la localización de una línea en 

el espacio requiere tanto la dirección de la línea como las coordenadas de un punto arbitrario en la 

línea. Un único punto objetivo capaz de ser colocado en cualquier lugar de un brazo y un sistema 

de medición 3D se necesitan para este experimento. Una vez cada línea es localizada en el espacio 

para la configuración final del robot, el análisis geométrico de las coordenadas de la línea da los 
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parámetros calibrados geométricos requeridos. Las técnicas analíticas se muestran en las siguientes 

secciones. El procedimiento experimental básico consiste en los siguientes pasos: 

1. El robot se coloca en la configuración inicial, que se graba como un conjunto de ángulos de 

las articulaciones. Un único punto objetivo P se adhiere al brazo, después del primer eje 

(no en la base), a una distancia perpendicular del eje igual a un radio de valor definido R1. 

2. El robot entonces se comanda para moverse alrededor de la primera articulación 

únicamente, parándose en un número de localizaciones discretas. La localización del 

objetivo, el cual traza un camino aproximadamente circular, se mide en cada posición en 

cualquier sistema de coordenadas elegido convenientemente. Esto crea un círculo de 

puntos de datos, lo que le da el nombre a esta técnica de Círculo de Puntos. Los valores de 

desplazamiento de la articulación para el primer eje se graban para cada posición. La  Figura 

4.5 ilustra los puntos en el círculo de la articulación 1, para todo un sistema en completa 

revolución. Nótese que todas las articulaciones excepto la primera permanecen fijas. 

Obviamente, cualquier robot calibrado mediante esta técnica deben ser capaces de un 

control de movimiento por articulación individual. 

3. Los datos de puntos del círculo son entonces analizados para definir la ubicación del eje. 

Primero, los puntos del círculo se encajan en un plano que es el que mejor se aproxima, 

mediante una aproximación por mínimos cuadrados, que consigue definir la ecuación del 

plano. La normal del plano resultante define la dirección del eje de la articulación, definida 

como 𝑆1
⃗⃗ ⃗⃗ . Los puntos entonces se proyectan sobre el plano, en dirección perpendicular al 

mismo. Los puntos proyectados se encajan, otra vez usando la solución de mínimos 

cuadrados, en la ecuación de un círculo en el plano. El centro de este círculo, que se denota 

como 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗, representa un punto en el eje o línea definido por el eje de la articulación. 

4. El punto objetivo P se adhiere entonces al brazo en una posición después del segundo eje 

(es decir, en un punto afectado por el movimiento del eje 2), a una distancia perpendicular 

al eje aproximadamente igual al radio de valor R2. 

5. El robot se controla entonces para moverse alrededor del eje 2 solamente. Otra vez, el 

punto P traza un camino aproximadamente circular y se miden y graban los valores 

individuales de desplazamiento de las articulaciones. Nótese que la articulación 1 no se 

debe mover, ya que esto causaría el movimiento del eje 2. El objeto de este paso es localizar 

el eje 2 el cual por consiguiente permanece fijo. Los puntos del círculo son entonces 

analizados usando la misma técnica analítica que en el paso 3, que permite obtener la 

dirección 𝑆2
⃗⃗ ⃗⃗  del eje y un punto 𝑟2⃗⃗⃗⃗  en el eje o línea. Los puntos del círculo para el eje 2 se 

muestran también en la figura. 

6. Un proceso idéntico se debe repetir para cada eje en el sistema. Hay que prestar un cuidado 

extremo en evitar mover cualquier eje que esté ubicado en la cadena de enlaces cinemática 

antes del eje que se está moviendo en cada momento. 
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Figura 4.5. Movimiento del Círculo de Puntos para ejes individuales. Fuente: [19] 

El procedimiento antes mostrado no da un indicio de la configuración inicial o final que se 

debe usar. El rango de movimiento y valores iniciales de cada desplazamiento de la articulación 

tampoco está definido, siendo las directrices generales las siguientes: 

1. Cada unión debería moverse a través de un rango tan grande como sea posible para 

generar su círculo de puntos. 

2. La configuración inicial debería resultar en pares de torsión tan bajos como sea posible 

debido a la gravedad sobre los primeros ejes. 

3. La configuración final debería estar cerca de la región que se pretenda que sea para la 

mayoría de aplicaciones. 

Obviamente, para aplicaciones en general, la última directriz no es posible. No está claro 

actualmente si varias configuraciones causan una diferencia en los parámetros calibrados o no. Se 

requieren futuras investigaciones para mejorar las configuraciones seleccionadas y los rangos de 

movimiento para este procedimiento. La razón fundamental por la que el experimento debe ser 

dependiente de la configuración es que las deformaciones del sistema son causadas por cargas de 

la gravedad. Un interesante resultado de la técnica del Círculo de Puntos es que las deformaciones 

debido a la gravedad en realidad deben ser tenidas en cuenta y compensadas usando los 

parámetros calibrados así determinados. Los parámetros calibrados determinados representan en 

realidad el sistema en un estado deformado “medio”, debido a la carga de la gravedad.  

El método de Círculo de Puntos es la técnica más útil para los fabricantes porque provee 

una indicación directa de los errores de fabricación y ensamblado en la geometría del sistema y un 

indicio de la integridad mecánica global de cada articulación. Cuando se encaja el Círculo de Puntos 

en un plano, el valor medio de los errores residuales o distancias de cada punto al plano que “mejor 

encaja” da un indicio de la dirección del movimiento del eje de la articulación o “cabeceo” 
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(“wobble”). Cuando se encaja los puntos proyectados en el plano en un círculo, el valor medio de 

los errores residuales o distancia radial entre cada punto y el círculo da una indicación de las 

traslaciones del eje de la articulación o espacio entre rodamientos, comúnmente llamada como 

“juego” (“slop”). 

Los datos resultantes del procedimiento experimental (𝑆1
⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗, 𝑆2

⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑟2⃗⃗⃗⃗ , … , 𝑆𝑛
⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑟𝑛⃗⃗⃗⃗ ) pueden ser 

usadas para especificar completamente cada eje como una línea en el espacio para la configuración 

final alcanzada. Cada par de líneas adyacentes es entonces analizado para determinar los valores 

de α, a, d y θ para cada enlace en el sistema. Nótese, que para cada configuración final alcanzada, 

tanto los parámetros d (desplazamientos del enlace) y θ (ángulo cinemático) se pueden determinar 

para cada articulación, sin importar qué valor se fije. Así, para un eje en revolución, el parámetro 

variable θ se puede comparar al valor del ángulo del encoder del sistema grabado para el último 

punto del círculo. Este par de datos únicos de ángulos reales versus ángulo del sensor se pueden 

usar como un parámetro de corrección para los sensores de las articulaciones. Judd and Knasinski 

incluso dan una mejora que va más allá en su técnica [151]. Para cada eje, la cantidad de 

movimiento angular desplazado entre cada par de puntos discretos en el círculo se puede calcular. 

Entonces estos valores se pueden comparar a las diferencias en los valores de los ángulos de 

sensores grabados, los cuales dan un número de datos par para calcular los parámetros de 

corrección. Los ejes prismáticos no dan dificultades inherentes en este análisis. Todas las técnicas 

y datos mencionados anteriormente se pueden determinar para ejes prismáticos, ya que el análisis 

está basado únicamente en la localización de líneas o ejes en el espacio. La ubicación de un eje 

prismático se determina por un punto objetivo, el cual describe una trayectoria aproximadamente 

a lo largo de una línea recta. Los puntos medidos se pueden encajar de forma simple, a través del 

método de mínimos cuadrados, en la ecuación de una línea un único paso analítico. Nótese que el 

método explícito para encajar puntos en la línea o círculo no se describe en este documento. La 

mayoría de los sistemas de medición 3D basados en ordenador suministran esta capacidad 

automáticamente. Los únicos datos presentados al análisis metrológico por ordenador han sido las 

direcciones de los ejes de las articulaciones (𝑆) y los puntos en los ejes (𝑟). Cada par de líneas o ejes 

1-2, 2-3, …, (N-1)-N se debe analizar individualmente para dar los parámetros requeridos de la unión 

o articulación. Los análisis de dos líneas arbitrarias en el espacio se presentan en las siguientes 

secciones. 

 

4.4.2 Revisión de la definición de líneas y planos en el espacio 

 

Una definición clara, sea tanto matemática como geométrica, de tanto líneas como de 

planos en un espacio tridimensional es lo que se necesita para analizar completamente las líneas 

adyacentes formadas por los ejes de un manipulador. Estas definiciones se revisan aquí 

brevemente. Una línea general en el espacio es la que se muestra en la Figura 4.6. Los únicos 

parámetros requeridos para especificar completamente una línea que tiene una dirección y 

ubicación fijas son: 

𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ (L, M, N)  Dirección del vector correspondiente a la línea. 

𝑟𝑖⃗⃗⃗  (xi, yi, zi)  Un punto cualquiera dado en la línea. 
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Figura 4.6. Definición de una Línea en el espacio. Fuente: [5]  

 

Nótese que el vector dirección puede ser considerado como un vector libre que se puede 

colocar en cualquier lugar a lo largo de la línea. Considerando un punto general en la línea, sea 

𝑟(x,y,z), la siguiente ecuación (4—5) de producto cruzado es obviamente válida: 

 (𝑟 − 𝑟𝑖⃗⃗⃗ ) ×  𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ = 0 (4—5) 

 

 Reescribiendo esta ecuación se obtiene la ecuación de una línea (4—6): 

 𝑟  × 𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑟𝑖⃗⃗⃗ × 𝑆𝑖

⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑆0𝑖
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (4—6) 

 

donde 𝑆0𝑖
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  representa los momentos de cada componente del vector dirección sobre los ejes. El 

vector momento 𝑆0𝑖
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (P,Q,R) está definido directamente de los datos dados anteriormente, como 

sigue en la ecuación (4—7): 

 
{

𝑃 = 𝑦𝑖 ∙ 𝑁 − 𝑧𝑖 · 𝑀
𝑄 = 𝑧𝑖 ∙ 𝐿 − 𝑥𝑖 · 𝑁
𝑅 = 𝑥𝑖 ∙ 𝑀 − 𝑦𝑖 · 𝐿

} (4—7) 

 

 Así, una línea está completamente especificada por las coordenadas dadas en (4—8): 

 (𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ ; 𝑆0𝑖

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐿,𝑀,𝑁 ; 𝑃, 𝑄, 𝑅) (4—8) 

 

las cuales se refieren a las coordenadas Plücker. Nótese que el vector 𝑆 siempre debe ser 

especificado como un vector unidad. 

 Un plano general en el espacio se ilustra en la Figura 4.7. Los parámetros requeridos para 

especificar completamente un plano ubicado en una ubicación y orientación fijas en el espacio son 

los siguientes: 

𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ (L, M, N)  Dirección del vector normal al plano. 
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𝑟𝑖⃗⃗⃗  (xi, yi, zi)  Un punto cualquiera dado sobre el plano. 

 

 

Figura 4.7. Definición de un Plano en el espacio. Fuente: [5] 

 

 Considerando un punto cualquiera sobre el plano, 𝑟(x,y,z), la siguiente ecuación (4—9) de 

producto escalar es obviamente válida: 

 (𝑟 − 𝑟𝑖⃗⃗⃗ ) ·  𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ = 0 (4—9) 

 

 Reescribiendo esta ecuación se obtiene la ecuación de un plano (4—10): 

 𝑟 · 𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑟𝑖⃗⃗⃗ · 𝑆𝑖

⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑆0𝑖 (4—10) 

 

donde 𝑆0𝑖 es una cantidad escalar definida por los datos dados. Ésta es una ecuación escalar que 

se puede reescribir en una forma algebraica más familiar, que es la siguiente (4—11): 

 𝐿 · 𝑥 + 𝑀 · 𝑦 + 𝑁 · 𝑧 = 𝑆0𝑖 (4—11) 

 

 Los cuatro parámetros que especifican un plano en el espacio son (𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ ; 𝑆0𝑖), donde 𝑆𝑖

⃗⃗⃗ ⃗ está 

siempre escrito como un vector unidad. 

 

4.4.3 Análisis de Línea adyacente 

 Las coordenadas Plücker de una línea (𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗ ; 𝑆0𝑖

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) para cada eje se calculan fácilmente de los 

datos de las líneas (𝑟𝑖⃗⃗⃗  ; 𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗) obtenidos mediante la técnica experimental del Círculo de Puntos. Cada 

par de líneas adyacentes j y k (por ejemplo, los ejes 1-2, 2-3,…, (n-1)-n) se deben analizar para dar 

los parámetros geométricos requeridos (αjk, ajk, dj, dk, θj, θk), para cada articulación. Esta sección 

presenta una solución analítica completa para el problema de líneas adyacentes para todos los 
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casos posibles. Como repaso, la definición matemática precisa del ángulo de giro α, requerido para 

este análisis, se repite debajo en las ecuaciones (4—12) y (4—13): 

 cos𝛼𝑗𝑘 = 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ (4—12) 

 sen𝛼𝑗𝑘 = 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ (4—13) 

 

La Figura 4.8 muestra el caso general de dos líneas o ejes adyacentes en el espacio. Todos 

los datos requeridos se pueden determinar a partir de las coordenadas de las líneas 𝐿𝑗(𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ ; 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) y 

𝐿𝑘(𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) y los puntos de intersección 𝑃𝑗⃗⃗⃗ y 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ de la línea que es mutuamente perpendicular. 

Nótese que un par de líneas no paralelas sólo tienen una única línea que las intercepta y es 

perpendicular a ambas. Recapitulando, las ecuaciones de cada línea son (4—14) y (4—15): 

 𝑟𝑗⃗⃗⃗  × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (4—14) 

 𝑟𝑘⃗⃗⃗⃗  × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ (4—15) 

 

 

 

Los puntos de intersección obviamente dan de inmediato la longitud de la articulación 𝑎𝑗𝑘 

y el vector dirección de la articulación 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . Los valores de desplazamiento se proveen también. Por 

ejemplo, en el eje j, el valor de desplazamiento dj es la distancia entre el punto de intersección 

𝑃𝑗
𝑝𝑟𝑒𝑣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

, el cual se determina analizando la articulación ij, y 𝑃𝑗
𝑠𝑖𝑔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, determinado analizando la 

articulación j-k. Así el punto principal de este análisis es el cálculo de los puntos de intersección 

dado que estos proveen casi todos los parámetros requeridos. 

Antes de continuar, los siguientes dos vectores identidad (usados extensamente en este 

análisis) se definen con el propósito de su revisión. Considerando tres vectores generales 𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐, el 

triple producto escalar se muestra en la ecuación (4—16): 

 𝑎⃗ · (𝑏⃗⃗ × 𝑐) = (𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗) · 𝑐 = (𝑐 × 𝑎⃗) · 𝑏⃗⃗ (4—16) 

 

Y el triple producto vector identidad es el que aparece en la ecuación (4—17): 

 𝑎⃗ × (𝑏⃗⃗ × 𝑐) = (𝑎⃗ · 𝑐)𝑏⃗⃗ − (𝑎⃗ · 𝑏⃗⃗)𝑐 (4—17) 

Figura 4.8. Casos generales de Líneas Adyacentes, para α<180, y para α>180. Fuente: [18] 
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 La ecuación principal usada para determinar las condiciones iniciales de las dos líneas 

(paralelas, con intersección, u oblicuas) es llamada como la ecuación del Momento Mutuo (MM). 

Esta se deriva de expandir las expresiones del momento mutuo de cada línea sobre la otra, las 

cuales vienen dadas por (4—18) y (4—19): 

 ((𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗) × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗) · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗       (𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗) 

 

(4—18) 

 

 ((𝑃𝑗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗) × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗) · 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗       (𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗) (4—19) 

 

Expandiendo sólo la primera expresión y substituyendo la ecuación de la línea j se tiene (4—20): 

 ((𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗) × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗) · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑃𝑗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ (4—20) 

 

Substituyendo el triple producto escalar identidad en el segundo término del lado derecho, 

la ecuación de la línea k queda según (4—21) y (4—22): 

 ((𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗) × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗) · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑃𝑗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ 

 

(4—21) 

 

 𝑀𝑀 = 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (4—22) 

 

Esta ecuación final (4—22) da el momento mutuo en términos de las coordenadas de la 

línea únicamente. Expandiendo la expresión del segundo momento mutuo arriba quedaría el 

mismo resultado. Por tanto, el momento de cada línea sobre la otra es idéntico, como el término 

momento mutuo. El vector formado por los puntos de intersección es en realidad el vector 

dirección de la articulación, que se calcula como (4—23): 

 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗ = 𝑎𝑗𝑘 · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (4—23) 

 

Substituyendo esta expresión en la expresión del primer momento mutuo se tiene la 

siguiente ecuación (4—24): 

 𝑎𝑗𝑘 · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = −𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ (4—24) 

 

La cual es también equivalente al momento mutuo. Substituyendo la definición del ángulo 

de giro, ver ecuación (4—13), e igualando con la expresión del momento mutuo queda la ecuación 

(4—25) esperada del momento mutuo: 

 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑎𝑗𝑘 · 𝑠𝑒𝑛(𝛼𝑗𝑘) (4—25) 
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Nótese que el momento mutuo indica si el ángulo de giro es menor o mayor que 180°. Dado 

que ajk es una longitud real que es positiva siempre, la anterior ecuación (4—25) nos da las 

siguientes indicaciones: 

𝛼𝑗𝑘 > 180° 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑀𝑀 > 0 

𝛼𝑗𝑘 < 180° 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑀𝑀 < 0 

La ecuación del momento mutuo (4—25) indica la condición de las dos líneas. Cuando 

MM≠0, entonces se tiene que ajk≠0 y αjk≠0, y hay una distancia finita y un ángulo entre las líneas y 

ejes. Por tanto, las líneas deben ser oblicuas entre sí. Cuando MM=0, las líneas se cruzan una con 

otra si ajk=0, o bien son paralelas si αjk=0. Los puntos de intersección 𝑃𝑗⃗⃗⃗ y 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ se determinan usando 

una única derivación para cada condición.  

Los puntos de intersección para ciertas condiciones se deben escribir en términos del vector 

unidad 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . Por tanto, una expresión para este vector únicamente en términos de las coordenadas 

de la línea se debe derivar primero. Como se ve en la Figura 4.8, los puntos 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  están en la misma 

dirección que 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗, si αjk<180°, y en la dirección opuesta cuando αjk>180°. Por consiguiente, el 

vector 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  se puede escribir como se ve en la ecuación (4—26): 

 
𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = ±

𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗

|𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗|

 (4—26) 

 

De la ecuación del Momento Mutuo, se puede ver que si αjk<180°, entonces MM<0, y 

viceversa. Por tanto, el signo en la anterior ecuación es simplemente el opuesto del signo algebraico 

de MM. Así, el vector 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  en la ecuación anterior se puede reescribir según (4—27): 

 
𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆0𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ·
𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗

|𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗|

 

 

(4—27) 

 

Donde la función sgn representa el signo algebraico. Nótese que a lo largo de este capítulo 

la siguiente notación que se sigue: 

|𝑎⃗|  → 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 

|𝑎|  → 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 

La derivación de los puntos de intersección para cada una de los pares de condiciones se da 

a continuación. 

 

4.4.3.1 Condición 1: Líneas oblicuas (MM≠0) 

 Los puntos de intersección 𝑃𝑗⃗⃗⃗ y 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ para las líneas oblicuas se derivan a través de una técnica 

directa, por considerar las observaciones geométricas que se ven a continuación. El vector 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  y su 

línea perpendicular mutuamente asociada están en el plano conteniendo 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  y 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗. La línea formada 
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por el eje j se cruza con la línea perpendicular mutua y así como al plano en el punto de intersección 

𝑃𝑗⃗⃗⃗. Asimismo el punto de intersección 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ es la intersección de la línea k y el plano formado por 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ y 

por 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . El plano formado por 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  y 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ se usa para determinar 𝑃𝑗⃗⃗⃗. La normal a este plano viene dada 

por la ecuación (4—28): 

 𝑛𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ (4—28) 

 

 La ecuación del plano (4—29) es la siguiente: 

 𝑟𝑘⃗⃗⃗⃗ · 𝑛𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑛𝑘 (4—29) 

 

donde 𝑟𝑘⃗⃗⃗⃗  es un punto arbitrario en la línea k y obviamente está sobre el plano. Substituyendo en la 

ecuación (4—28) y calculando se obtienen las ecuaciones (4—30) y (4—31): 

 𝑟𝑘⃗⃗⃗⃗ · (𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝑛𝑘 

 

(4—30) 

 

 −𝑟𝑘⃗⃗⃗⃗ · (𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝑛𝑘 (4—31) 

 

Substituyendo el producto escalar identidad y la ecuación de la línea k quedan las 

ecuaciones (4—32) y (4—33): 

 (−𝑟𝑘⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗) · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑛𝑘 (4—32) 

   

 −𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑛𝑘 (4—33) 

 

En general, el punto de intersección 𝑃𝑗⃗⃗⃗ del plano (𝑛𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑛𝑘) y la línea (𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗; 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) vienen dados 

como (4—34): 

 
𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ =

𝑛𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗ × 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑛𝑘𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗

𝑛𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗
 (4—34) 

 

Este resultado general se obtiene mediante la manipulación de la ecuación de la línea y 

substituyendo la ecuación del plano. Este análisis no se mostrará aquí. Substituyendo la expresión 

para 𝑛𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗ y 𝑛𝑘 dada anteriormente en la ecuación (4—25) y en la ecuación (4—33), dentro de la 

ecuación (4—34), se tiene la ecuación (4—35): 

 
𝑃𝑗⃗⃗⃗ =

(𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗) × 𝑆0𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − (𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗

(𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗) · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗

 (4—35) 
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Ésta es la expresión final para el punto de intersección. El punto de intersección 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗  se deriva 

de manera análoga, calculando la intersección del plano formado por 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  y 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ y la línea k. La 

expresión resultante es (4—36): 

 
𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ =

(𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗) × 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − (𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗

(𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗) · 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗

 (4—36) 

 

4.4.3.2 Condición 2: Líneas que se cruzan (MM=0, ajk=0) 

 Las ecuaciones para la derivada de los puntos de la intersección para la condición arriba 

indicada, que son las ecuaciones (4—35) y (4—36), no están en una forma simplificada ni 

conveniente para esta condición. Se necesita una ecuación alternativa, la cual conduzca a una 

expresión altamente simplificada. La única ecuación de vector disponible es (4—37): 

 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗ (4—37) 

 

La cual se puede reescribir como (4—38): 

 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑃𝑗⃗⃗⃗ (4—38) 

 

Esta ecuación se manipula tomando el producto cruzado de cada lado con el vector 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗, el 

cual nos da la siguiente ecuación (4—39): 

 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ (4—39) 

 

Y substituyendo de la ecuación de la línea k nos da la ecuación (4—40): 

 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ (4—40) 

 

Tomando el producto cruzado de cada lado de la ecuación con un vector el cual es 

perpendicular a 𝑃𝑗⃗⃗⃗, que lo es a 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , nos conduce a una solución 𝑃𝑗⃗⃗⃗ que es como muestra (4—41): 

 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × (𝑎′

𝑗𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × (𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗) (4—41) 

 

Substituyendo el triple producto identidad nos da la siguiente expresión (4—42) para el 

lado derecho de la ecuación: 

 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × (𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗) = (𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗)𝑃𝑗⃗⃗⃗ − (𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑃𝑗⃗⃗⃗)𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗)𝑃𝑗⃗⃗⃗ (4—42) 

 

Dado que 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑃𝑗⃗⃗⃗ = 0, substituyendo esta expresión en la ecuación (4—41), y resolviendo 

para 𝑃𝑗⃗⃗⃗ , nos da la expresión final (4—43): 
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𝑃𝑗⃗⃗⃗ =

𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × (𝑎′

𝑗𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗)

(𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗)
 (4—43) 

 

Para esta condición las líneas se cruzan y 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0, obteniéndose una expresión simplificada 

para el punto de cruce. El proceso completo se puede repetir tomando el producto cruzado de la 

ecuación original (véase la ecuación (4—38)), con 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ y después con 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, el cual conducirá a una 

expresión idéntica para 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗, que es lo que se esperaba. El punto de intersección común viene dado 

por la ecuación (4—44): 

 
𝑃⃗⃗ = 𝑃𝑗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗

𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗
=

𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ × 𝑆0𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗

 (4—44) 

 

Los denominadores en la ecuación antes mostrada son iguales y opuestos, dado que MM=0, 

y por tanto las expresiones son equivalentes. 

 Hay un problema con la definición del vector dirección 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  de la articulación, para esta 

condición. La definición expone los puntos 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  en la dirección del eje j al eje k, cuyo enrevesamiento 

no tiene sentido en el caso de líneas cruzadas. Por tanto la convención estándar que se seguirá para 

esta condición será que 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  está en la dirección de 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗, y así α < 180°, siempre. 

 Se podría cuestionar por qué esta derivación no se usó para la condición de líneas oblicuas. 

La razón es que la presenta una indeterminación, o tiende a infinito cuando 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ = 0. La 

ecuación para 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ que tenga la misma forma, presenta problemas idénticos cuando 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0. 

Ninguno de estos casos representa una condición especial o particular. Estos suceden para muchas 

combinaciones de líneas estándar oblicuas, y así las ecuaciones no se pueden usar para el caso de 

líneas oblicuas. 

 

4.4.3.3 Condición 3: Líneas paralelas (MM=0, sin αjk=0) 

 Para el caso de líneas paralelas únicas, los puntos de cruce mutuamente perpendiculares 

no existen. Hay un número infinito de líneas perpendiculares mutuas conectando dos líneas 

paralelas. Sin embargo, el vector 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  se debe determinar para calcular la longitud de la articulación 

𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . En esta condición, cos 𝛼𝑗𝑘 = ±1, y los vectores dirección son paralelos pero deben estar en 

direcciones opuestas. Por tanto se tiene la ecuación (4—45): 

 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = cos𝛼𝑗𝑘 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ (4—45) 

 

O bien la ecuación (4—46): 

 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ = cos𝛼𝑗𝑘 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ (4—46) 
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La ecuación que relaciona cualquier par de puntos que se cruzan se escribe como en la 

condición anteriormente vista, que sería la  ecuación (4—38) (𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑃𝑗⃗⃗⃗). 

Tomando el producto cruzado con el vector 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ queda (4—47): 

 𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ (4—47) 

 

Substituyendo las ecuaciones de las líneas y en la ecuación (4—45) queda la siguiente 

ecuación (4—48): 

 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = cos𝛼𝑗𝑘 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ (4—48) 

 

donde los puntos de intersección no-únicos han quedado eliminados. La solución para 𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  se 

consigue tomando el producto cruzado de la ecuación con un vector perpendicular a 𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , el cual 

𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗, quedando como sigue (4—49): 

 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × (𝑎′

𝑗𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗) = 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × cos𝛼𝑗𝑘 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ (4—49) 

 

El término del triple producto escalar se expande como sigue en la ecuación (4—50): 

 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × (𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗) = (𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗)𝑎
′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − (𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (4—50) 

 

Dado que 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ es un vector unidad perpendicular a 𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , substituyendo dentro de la ecuación 

(4—49) queda el resultado explícito para 𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , que se muestra en las ecuaciones (4—51) y (4—52): 

 𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = cos 𝛼𝑗𝑘 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆0𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 
(4—51) 

 𝑎′
𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × (cos 𝛼𝑗𝑘 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑆0𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) (4—52) 

 

La magnitud de este vector nos da la longitud de la articulación jjk. 

 Calcular los desplazamientos en este caso presenta un problema. Dado que no hay unos 

puntos de intersección únicos que conecten las líneas j y k, los desplazamientos dj y dk no se pueden 

calcular. Sin embargo, en el eje j, realmente existe un punto de intersección de la línea 

perpendicular común al eje previo i, que será 𝑃𝑗
𝑝𝑟𝑒𝑣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . En el eje k, existe un punto de intersección de 

la línea perpendicular común al siguiente eje l, 𝑃𝑘
𝑝𝑟𝑜𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (los puntos 𝑃𝑗

𝑝𝑟𝑜𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  y 𝑃𝑗
𝑝𝑟𝑒𝑣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  son los puntos que 

no existen). La distancia entre estos puntos medida a lo largo de la dirección común 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ o 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ 

representa la suma de los desplazamientos individuales dj+dk. Así, para el caso de líneas paralelas, 

esta suma se calcula en lugar de los desplazamientos individuales. La posición de la articulación 

final está completamente determinada usando la suma de los desplazamientos. 
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 Las tres soluciones anteriores representan una base teórica completa para analizar líneas 

adyacentes en el espacio, para cualquier condición posible. Desafortunadamente, esta es una 

aproximación puramente teórica, la cual muestra fuertes limitaciones in la práctica real para el caso 

de líneas oblicuas que son casi paralelas. Este es exactamente el caso los brazos robot que tienen 

ejes adyacentes nominalmente paralelos, lo que sucede en la gran mayoría de los sistemas 

disponibles actualmente. La próxima sección muestra tres aproximaciones diferentes para manejar 

este problema. 

 

4.4.4 Análisis de ejes nominalmente paralelos 

 Los ejes adyacentes nominalmente paralelos, situación que ocurre en muchos robots, no 

serán exactamente paralelos debido a errores de producción y ensamblado. Como se mencionó 

anteriormente, esto causa problemas numéricos difíciles en ciertos casos, que algunos 

investigadores han solucionado añadiendo un parámetro cinemático extra. La técnica CPA, a través 

del uso del análisis de geometría de líneas, se ha extendido para manejar esta dificultad. Se han 

desarrollado tres métodos alternativos. La desventaja de añadir un parámetro cinemático extra al 

modelo de geometría del robot es que requiere grandes modificaciones al programa controlador, 

haciéndolo difícil de implementar en sistemas actuales. Dos de los métodos presentados aquí evitan 

esta dificultad, y no requieren un parámetro extra en el modelo. 

 El problema numérico con ejes casi paralelos se muestra en las figuras siguientes. El vector 

𝑆𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ representa exactamente la condición nominal o paralela, y 𝑆𝑘

𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ es la orientación actual de 

la línea k. Todo el error es modelado como una traslación y orientación de la línea k con respecto a 

la línea j, y por tanto j sólo tiene una posición nominal y exacta. En la Figura 4.9 el error, dα, 

representa un giro solamente sobre la línea nominal perpendicular. Esto no provoca ninguna 

dificultad. Tanto el 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  como los puntos de intersección (𝑃𝑗⃗⃗⃗ y 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ no mostrados) permanecen sin 

cambios del caso nominal. El único error en los parámetros de la articulación sucede en el ángulo 

de giro α. Esto se identifica fácilmente en casi todas las técnicas. Desafortunadamente, no hay 

garantías de que los ejes estarán descolocados en esta forma ideal. 

 

Figura 4.9. Ejes adyacentes paralelos - Caso Ideal. Fuente: [5] 
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 En lugar del error, dα, puede ser debido a un giro del eje k alrededor de la dirección normal 

al plano original que contiene los ejes nominalmente paralelos. Esto se muestra en la Figura 4.10. 

El desplazamiento del eje k sucede en el plano original. Esto es que los 3 vectores 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗, 𝑆𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ y 𝑆𝑘

𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

están sobre el plano. El efecto de esto es que las líneas reales se cruzan y 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ va desde una longitud 

finita hasta 0. El vector dirección de la articulación real, 𝑎𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ (perpendicular a los vectores 𝑆) se 

convierte en perpendicular a la dirección nominal original 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. Un problema añadido es que el 

error dα es normalmente pequeño (menor que unos pocos grados) y así las líneas se cruzan casi en 

el infinito, provocando que los valores de desplazamiento dj y dk vayan desde un valor finito hasta 

el infinito. Así todos los parámetros de las articulaciones cambian drásticamente debido a unos 

errores muy pequeños en el radio de giro. La extrema sensibilidad numérica hace difícil determinar 

de forma preciso los parámetros. En la práctica, normalmente se da una combinación del caso ideal 

y del peor caso. Esto es, que el error es debido a tanto un giro alrededor de 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ como a otro giro 

alrededor de la dirección normal al plano original. Los métodos para manejar esta dificultad se 

presentan a continuación.  

 

Figura 4.10. Ejes adyacentes paralelos - Peor Caso. Fuente: [5] 

 

4.4.4.1 Solución 1: Análisis exacto 

 El método más directo es tener confianza en la medición y en la precisión del cálculo 

numérico, y asumir que los parámetros exactos para las líneas adyacentes, sin importar los 

problemas de sensibilidad numérica, se pueden calcular. Esto significa simplemente tratar las líneas 

como líneas oblicuas o que se cruzan en caso extremo. Los métodos desarrollados en la sección 

previa se usan para este análisis. Si esto se puede conseguir de forma precisa, todavía queda el 

problema con la determinación de los ángulos de la articulación medidos por el transductor. El 

transductor mide los ángulos de la articulación (ángulos entre los vectores de la articulación 𝑎⃗) con 

respecto al vector nominal 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. Sin embargo, los parámetros de la articulación calibrada 

determinados representan un modelo en el cual la dirección de la articulación real 𝑎𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ está 

desplazada de 𝑎𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ por una cantidad significativa. Por tanto, los valores del transductor medidos 

se deben corregir. 



Capítulo 4. Calibración cinemática de robots  

 

110 

 Los ángulos de corrección que se deben añadir a los valores del transductor, cuando se usa 

el modelo exacto, se determinan fácilmente. Nótese, que dado que 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   se usa para calcular tanto 

𝜃𝑗 como 𝜃𝑘, ambos ángulos se deben corregir. El ángulo final para el eje j requerido para calcular la 

posición del robot es el ángulo cinemático real 𝜃𝑗
𝑟𝑒𝑎𝑙, que es el ángulo entre 𝑎𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   y 𝑎𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. Dado que 

el ángulo nominal 𝜃𝑗
𝑛𝑜𝑚, que es el ángulo entre 𝑎𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  y 𝑎𝑗𝑘

𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, se conoce, la corrección es el ángulo 

entre 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ y 𝑎𝑗𝑘

𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. Estos ángulos se ilustran en la Figura 4.11. La definición matemática del ángulo 

de corrección es la siguiente: 

 sin𝜙𝑗
𝐶 = 𝑎𝑗𝑘

𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ × 𝑎𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ (4—53) 

 

El problema aquí es que sólo 𝑎𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ se determina de la localización real de los ejes y vectores 

𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ y 𝑆𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. La dirección nominal 𝑎𝑗𝑘

𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗,  que no tiene existencia física debe ser aproximada. Las 

soluciones 2 y 3 también hacen uso del vector 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. Una vez los ángulos de corrección están 

calculados, el ángulo cinemático real viene dado por la siguiente fórmula (4—54): 

 𝜃𝑗
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝜃𝑗

𝑛𝑜𝑚 + 𝜙𝑗
𝐶  (4—54) 

 

 

Figura 4.11. Modelo exacto de corrección del ángulo del transductor para eje j. Fuente: [5] 

 

El ángulo nominal sin calibrar 𝜃𝑗
𝑛𝑜𝑚 depende del ángulo del transductor medido 𝜙𝑗, y un 

ángulo dado de desplazamiento de la referencia fija 𝜙𝑗
𝐹, el cual se calcula como muestra (4—55): 

 𝜃𝑗
𝑛𝑜𝑚 = 𝜙𝑗 + 𝜙𝑗

𝐹 (4—55) 
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El concepto de valores de desplazamiento del transductor, introducido por primera vez 

aquí, debería ser bien entendido. Los errores en la medida del transductor se pueden modelar como 

variaciones o correcciones de estos valores. El ángulo cinemático real final es simplemente el 

siguiente según la ecuación (4—56): 

 𝜃𝑗
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝜙𝑗 + 𝜙𝑗

𝐹 + 𝜙𝑗
𝐶  (4—56) 

 

En la práctica, dado que ambos son en esencia constantes de calibración, 𝜙𝑗
𝐹 y 𝜙𝑗

𝐶  

simplemente se combinan en un desplazamiento general para el modelo exacto. 

 El ángulo para el eje k se corrige de una forma similar usando la misma constante de 

corrección. Esta corrección se ilustra en la Figura 4.12. El ángulo cinemático real viene dado por la 

fórmula (4—57): 

 𝜃𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝜃𝑘

𝑛𝑜𝑚 − 𝜙𝑗
𝐶  (4—57) 

 

 

Figura 4.12. Modelo exacto para corrección del ángulo del transductor para eje k. Fuente: [5] 

 

Otra vez, el ángulo nominal sin calibrar 𝜃𝑘
𝑛𝑜𝑚 depende del ángulo del transductor y un 

desplazamiento de la referencia fijo, y viene dado por la fórmula (4—58): 

 𝜃𝑘
𝑛𝑜𝑚 = 𝜙𝑘 + 𝜙𝑘

𝐹 (4—58) 

 

Y así el ángulo cinemático real final viene dado por (4—59): 

 𝜃𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝜙𝑘 + 𝜙𝑘

𝐹 − 𝜙𝑗
𝐶 (4—59) 

 

 Así, un modelo exacto se debe usar mientras los ángulos del transductor son correctos. 

Obviamente, para el caso ideal de errores en el ángulo de giro sólo, 𝑎𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, y así el ángulo 

de corrección es 0. 
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4.4.4.2 Solución 2: Análisis aproximado 

 El segundo método de manejar ejes nominalmente paralelos evita el problema de la 

sensibilidad numérica, mediante la aproximación del ángulo de giro a cero, y calcular un error o 

valor calibrado sólo para la longitud de la articulación 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . Esto es que 𝛼𝑗𝑘 se modela o fuerza a ser 

0 o π, y que se calcula la longitud real de la articulación 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   para este modelo. Dado que se asume 

que las líneas son paralelas, los desplazamientos dj y dk no se pueden calcular mediante esta 

técnica. La longitud de la articulación 𝑎𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , que es el único parámetro calculado, se determina 

mediante el siguiente análisis. El único vector dirección usado para representar tanto a 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ como a 

𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ se calcula como una dirección media de los valores exactos de las direcciones de los ejes 

determinados en el método del CPA. Ambas líneas se modelan como apuntando en la dirección 

media, pero giradas sobre los puntos de intersección originales para el caso nominal, 𝑃𝑗⃗⃗⃗ y 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗. El 

punto 𝑃𝑗⃗⃗⃗ se calcula del desplazamiento nominal (ya conocido) para los ejes j, dj, y por tanto viene 

dado por la ecuación (4—60): 

 𝑃𝑗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑗
𝑝𝑟𝑒𝑣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑑𝑗𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ (4—60) 

 

donde 𝑃𝑗
𝑝𝑟𝑒𝑣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  es el punto de intersección de la línea perpendicular común entre los ejes i y j. El punto 

𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗, el cual representa el punto de intersección cuando j y k son exactamente paralelos, se calcula 

como la intersección de la línea real (𝑟𝑘⃗⃗⃗⃗   , 𝑆𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗.) para el eje k, y un plano que es perpendicular a la 

línea real (𝑃𝑗⃗⃗⃗, 𝑆𝑗
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗.) para el eje j. Los ejes aproximados o modelados se denotan por los vectores 

𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, que se muestran en la Figura 4.13 (3).  

                                                           
3 En la figura se denota como 𝑆𝑎𝑣𝑒⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, del inglés average (promedio). 
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Figura 4.13. Aproximación de ejes adyacentes mediante vector promedio. Fuente: [5] 

 

Nótese que 𝑆𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  es paralelo a 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗  como se ve en la Figura 4.13. Esto es debido al hecho de 

que todos los errores están en la ubicación del eje k con respecto a j, como se explica en la solución 

1. La dirección media de los dos vectores 𝑆𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ y 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗  (o 𝑆𝑘

𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗), es simplemente la bisectriz de los 

vectores en el plano que forman, como viene dado por la ecuación (4—61): 

 
𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =

(𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗)

|𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗|

 (4—61) 

 

Este vector hace bisectriz ya que las magnitudes de los vectores unidad, 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗  y 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗, son 

equivalentes. Nótese que esta operación de promediar no tiene sentido si el ángulo de giro nominal 

es 180° y los vectores están en direcciones casi opuestas. En este caso, uno de los vectores debe 

apuntar en la dirección opuesta antes de promediar. Por convenio, el eje k se cambiará si es 

necesario para este análisis. Por tanto, la expresión correcta para el vector promedio es la que se 

muestra en (4—62): 

 
𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =

𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ + (cos 𝛼𝑗𝑘)𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗

|𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ + (cos 𝛼𝑗𝑘)𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗|

 (4—62) 
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donde 𝛼𝑗𝑘 es el valor nominal de 0° o de 180°. Nótese, a través de esta solución, todos los ajustes 

hechos a los ejes actuales son temporales y se hacen únicamente con el propósito de calcular la 

longitud de la articulación calibrada 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 

 El punto de intersección nominal se determina desde el plano perpendicular a 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗, el cual 

pasa a través del punto 𝑃𝑗⃗⃗⃗. El plano viene dado por la fórmula (4—63): 

 𝑟 · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑃𝑗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ (4—63) 

 

El punto de intersección es la intersección de este plano y el real (medido) eje k (𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗). 

El resultado se determina mediante la intersección general de una línea y un plano dados en la 

ecuación (4—34), teniéndose la ecuación (4—64): 

 
𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ =

𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + (𝑃𝑗⃗⃗⃗ · 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗)𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗

𝑆𝑗 ·⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗

 (4—64) 

 

Este es el punto de intersección nominal, que representaría la intersección perpendicular 

común si ambos ejes j y k fueran exactamente paralelos sin ningún error. Las dos líneas modificadas 

para los ejes j y k respectivamente usadas para esta solución vienen dadas por las ecuaciones (4—

65) y (4—66): 

 (𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝑆′
𝑗

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑆′
0𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

 
(4—65) 

 (𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝑆′

𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝑆′

0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) 

 

(4—66) 

El vector perpendicular común entre estas líneas paralelas modificadas, 𝑎𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, se puede 

determinar de la solución de la condición de líneas paralelas (dadas en la sección 4.4.3.3 Condición 

3: Líneas paralelas (MM=0, sin αjk=0) ). El resultado después de sustituir las coordenadas de la línea 

modificada, dadas en ecuación (4—64) y (4—65), en la ecuación (4—51), es la siguiente ecuación 

(4—67): 

 𝑎′𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑗𝑘

𝑟𝑒𝑎𝑙 · 𝑎𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ × (𝑆′

0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑆′

0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) (4—67) 

 

donde precisamente la convención establecida cos 𝛼𝑗𝑘 = ±1 se ha sustituido aquí. Sustituyendo 

los momentos para las líneas modificadas como se ve en la ecuación (4—64) y (4—65), conduce a 

la siguiente ecuación (4—68): 

 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ × ((𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) − (𝑃𝑗⃗⃗⃗ × 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗))

= 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ × ((𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗) × 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) 

(4—68) 
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Sustituyendo el triple producto escalar identidad, y con el hecho de que 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ es un vector 

unidad, queda el siguiente resultado final (4—69): 

 𝑎′𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑃𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗) − (𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ · (𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗)) 𝑆𝑚𝑒𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ (4—69) 

 

La única constante deseada para esta técnica es la longitud de la articulación, la cual es 

simplemente la magnitud siguiente mostrada en (4—70): 

 𝑎𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙 = |𝑎′𝑗𝑘

𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | (4—70) 

 

 Nótese que el ángulo ϒ en la Figura 4.13, que representa el ángulo entre los planos de 

rotación o error de desplazamiento entre los casos de errores ideal y real, en el ángulo girado. Como 

se ve en la vista de planta del dibujo, el error en la longitud 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  para esta técnica de modelado es 

una función directa de este ángulo. Esta función se puede determinar a partir de la figura, y viene 

dada por la ecuación siguiente (4—71): 

 𝑎𝑗𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝑎𝑗𝑘

𝑛𝑜𝑚 · cos γ 

 
(4—71) 

 Esta técnica de aproximación no está limitada  por problemas de sensibilidad extrema. La 

precisión será razonablemente buena en casos en los que el error del ángulo de giro sea leve y la 

longitud de la articulación sea grande. Esta será una solución especialmente precisa para errores 

de ángulo de giro muy pequeños, lo cual sucede en el caso del peor escenario donde los ejes j y k 

se acercan a una condición en la que se cruzan. 

 

4.4.4.3 Solución 3: Modelo cinemático de parámetro adicional 

 Un cierto número de investigadores han considerado usar un modelo cinemático con un 

quinto parámetro, para cada articulación, con la técnica de calibración de datos de la posición del 

robot. La técnica del CPA es también capaz de calibrar un sistema usando el modelo modificado. El 

parámetro adicional representa una rotación adicional entre los sistemas de coordenadas de las 

articulaciones adyacentes. Esto alivia el problema de la sensibilidad numérica  para ejes adyacentes. 

El parámetro extra dado como ángulo β, representa una rotación de un sistema de coordenadas de 

la articulación adyacente sobre un eje y local. Así, la transformación total entre los sistemas de 

coordenadas o ejes adyacentes contiene dos traslaciones (ajk, dj) y tres rotaciones (θ, β, α). Para el 

caso de ejes j y k casi paralelos, la rotación del eje y llamada βjk tiene el efecto de colocar los ejes 

en planos paralelos. Así, el término αjk representa el caso ideal de ejes nominalmente paralelos, 

descrito al principio de esta sección y que se ve en la Figura 4.9. Ejes adyacentes paralelos - Caso 

Ideal. Fuente: [5]. 

 Usando un modelo de 5 parámetros, la transformación total desde el sistema de 

coordenadas en la articulación k, 𝑏𝑘[𝑎𝑘ℓ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗  𝑏𝑘ℓ
⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗], hasta el sistema en la articulación j, 

𝑏𝑗[𝑎𝑗ℓ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   𝑏𝑗ℓ
⃗⃗⃗⃗⃗⃗   𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗], vendrá dada por (4—72): 
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 [𝑇𝑗
𝑘] = 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠(𝑎⃗, 𝑎) 𝑟𝑜𝑡(𝑎⃗, 𝛼′) 𝑟𝑜𝑡(𝑏⃗⃗, 𝛽) 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠(𝑆, 𝑑) 𝑟𝑜𝑡(𝑆, 𝜃𝑘) 

 
(4—72) 

 

donde las traslaciones y rotaciones genéricas son transformaciones homogéneas. Para mayor 

claridad, los subíndices jk o k se han dejado sin poner. El ángulo de giro α’jk representa el ángulo 

modificado para este modelo y no es el ángulo total entre las direcciones 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ y 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗, como en el modelo 

normal de 4 parámetros. Expandiendo esta transformación queda la única transformación 

completa para [𝑇𝑗
𝑘] usando el modelo modificado se tiene la ecuación (4—73): 

 

[
 
 
 

cos𝛽𝑗𝑘 · cos𝜃𝑘 −cos𝛽𝑗𝑘 sin𝜃𝑘 sin 𝛽𝑗𝑘 sin𝛽𝑗𝑘 𝑑𝑘 + 𝑎𝑗𝑘

cos𝛼𝑗𝑘 sin 𝜃𝑘 + sin𝛼𝑗𝑘 sin𝛽𝑗𝑘 cos 𝜃𝑘 cos𝛼𝑗𝑘 cos𝜃𝑘 − sin𝛼𝑗𝑘 sin 𝛽𝑗𝑘 sin 𝜃𝑘 −sin𝛼𝑗𝑘 cos𝛽𝑗𝑘 −sin𝛼𝑗𝑘 cos𝛽𝑗𝑘 𝑑𝑘

sin𝛼𝑗𝑘 sin 𝜃𝑘 − cos𝛼𝑗𝑘 sin𝛽𝑗𝑘 cos 𝜃𝑘 sin𝛼𝑗𝑘 cos𝜃𝑘 + cos𝛼𝑗𝑘 sin 𝛽𝑗𝑘 sin 𝜃𝑘 cos𝛼𝑗𝑘 cos𝛽𝑗𝑘 cos𝛼𝑗𝑘 cos𝛽𝑗𝑘 𝑑𝑘

0 0 0 1 ]
 
 
 
 (4—73) 

 

Donde se puede usar también la siguiente notación abreviada que se muestra en (4—74), 

para reducir la longitud de la matriz: 

 cos 𝛽𝑗𝑘 = 𝑐𝑏𝑗𝑘 cos 𝛼𝑗𝑘 = 𝑐𝑗𝑘 cos 𝜃𝑘 = 𝑐𝑘

sin 𝛽𝑗𝑘 = 𝑠𝑏𝑗𝑘 sin𝛼𝑗𝑘 = 𝑠𝑗𝑘 sin 𝜃𝑘 = 𝑠𝑘
 (4—74) 

 

Nótese que el parámetro extra sólo se calcula y usa para ejes nominalmente paralelos. Para 

articulaciones estándar, el parámetro β es igual a cero. 

 El análisis para esta solución es similar a la técnica aproximada enseñada en la Solución 2. 

Los parámetros cinemáticos y la localización de los ejes nominales y reales se ilustra en la Figura 

4.14. Los parámetros ajk, α’jk, βjk y los puntos de intersección 𝑃𝑗⃗⃗⃗ y 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ deben ser determinados. De 

nuevo, los errores en el eje k se modelan asumiendo que los ejes giran alrededor del punto de 

intersección nominal original 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗. Esto es idéntico a la asunción hecha en la Solución 2 y así el punto 

de intersección 𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ previamente derivado en la ecuación (4—63) es válido. Nótese que para este 

caso 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  tiene una dirección equivalente para tanto el caso nominal como para el caso real. Por 

tanto la longitud de la articulación es simplemente la siguiente en la ecuación (4—75): 

 𝑎𝑗𝑘 = |𝑃𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑃𝑗⃗⃗⃗| (4—75) 
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Figura 4.14. Descripción del modelo cinemático de 5 parámetros. Fuente: [5] 

 

El punto 𝑃𝑗⃗⃗⃗ es el punto de intersección nominal el cual también se dio en la Solución 2. El 

ángulo βjk es el ángulo entre el eje real 𝑆𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ y el plano que es perpendicular a 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . Este ángulo se 

determina por proyección. La proyección de 𝑆𝑘
𝑟𝑒𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ en el plano, 𝑆𝑘

𝑝𝑟𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, viene dada por (4—76): 

 

 𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑆𝑘

𝑝𝑟𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ − (𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)𝑎𝑗𝑘

𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ (4—76) 

 

donde la notación abreviada 𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ha sido introducida. El ángulo βjk representa un giro dextrógiro 

alrededor del vector bjk y, por tanto, la definición matemática queda según las ecuaciones (4—77) 

y (4—78): 

 
cos𝛽𝑗𝑘 =

𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

|𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗|

· 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

(4—77) 

 

 
sin𝛽𝑗𝑘 =

𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

|𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗|

× 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑏𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
(4—78) 

 

Substituyendo la ecuación (4—75) en la ecuación (4—76) queda el siguiente resultado más 

simplificado, según (4—79): 

 
cos𝛽𝑗𝑘 = √[1 − (𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)2] (4—79) 

 

La expresión para sin(β) no se puede simplificar. El nuevo ángulo de giro α’jk es el ángulo 

entre 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ y 𝑆𝑘
𝑝𝑟𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ alrededor del eje 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  y viene dado por las siguientes definiciones (4—80) y (4—81): 
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cos 𝛼′𝑗𝑘 =

𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

|𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗|

· 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ 

 

(4—80) 

 

 
sin 𝛼′𝑗𝑘 = 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ ×

𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

|𝑆𝑘
𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗|

· 𝑎𝑗𝑘
𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

(4—81) 

 

Todos los parámetros requeridos por este modelo se pueden calcular mediante las 

ecuaciones anteriores. El análisis del Círculo de Puntos, como se ha visto en las anteriores tres 

soluciones especiales para ejes nominalmente paralelos, es capaz de entregar los mismos 

parámetros dados por las técnicas de los Datos de Postura (Pose Data techniques). 

 

4.4.5 Resumen de la técnica analítica del Círculo de Puntos (Circle point 

analysis, CPA) 

 La técnica analítica y experimental del CPA  aquí descrita suministra en un sentido absoluto 

todos los parámetros geométricos fijos requeridos para calcular la posición y orientación de la 

articulación final con un grado mayor de precisión que el que fuera posible con los parámetros 

nominales. Los únicos datos no suministrados por esta técnica son las constantes de errores del 

transductor de las uniones. Sin embargo, se han sugerido mejoras para incluir las constantes de 

error, basadas en pares de datos de errores múltiples o únicos. Un resumen completo del 

procedimiento se da a continuación. 

 El experimento entrega datos de puntos en un círculo que representan los movimientos 

individuales de cada eje. Para cada eje, los puntos primeramente se encajan en un plano. La 

dirección normal al plano es el vector dirección al plano. Es necesario asegurar que los puntos 

vectores en la dirección asumida por el modelo cinemático nominal, están en contraposición a la 

dirección opuesta. Dentro del plano obtenido, los puntos son entonces encajados en un círculo 

cuyo centro representa un punto arbitrario en el eje, el cual está representado por una línea en el 

espacio. Así, el experimento da las líneas de dirección y puntos arbitrarios (𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗, 𝑟𝑖⃗⃗⃗ ) para cada i = 1 

hasta N. Las coordenadas de líneas Plücker para cada línea (𝑆𝑖
⃗⃗⃗ ⃗;  𝑟𝑖⃗⃗⃗ × 𝑆𝑖

⃗⃗⃗ ⃗) se calculan entonces. Cada 

par de ejes adyacentes j-k, para j = 1 hasta N-1, se analiza entonces para determinar los parámetros 

cinemáticos para cada articulación. El análisis se basa en las derivadas mostradas en las secciones 

anteriores, dependiendo de si las líneas son paralelas, casi paralelas, se cruzan o son oblicuas. El 

análisis para un par dado de ejes o líneas adyacentes en el espacio se revisa a continuación. 

 Las coordenadas de las líneas son (𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗;  𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) y (𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗;  𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) : 

1. Se calcula cos𝛼𝑗𝑘, y si es igual a ±1, dentro de una tolerancia especificada las líneas son 

exactamente paralelas y la longitud de la articulación 𝑎𝑗𝑘, que como se ha visto 

anteriormente es la distancia perpendicular entre los ejes adyacentes j y k, se determina 

por la ecuación (4—82): 
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 𝑎′𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑗𝑘 · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × (cos𝛼𝑗𝑘 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑆0𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

 
(4—82) 

 Esta es la magnitud de vector mutuamente perpendicular a los ejes de ambas 

articulaciones. El ángulo de giro se calcula simplemente mediante (4—83): 

 𝛼𝑗𝑘 = cos−1(𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗) 

 
(4—83) 

Los puntos de intersección únicos no existen y dj, dk no se pueden calcular explícitamente. 

2. Si cos 𝛼𝑗𝑘 es aproximadamente ±1 dentro de una tolerancia dada, las líneas se tratan como 

casi paralelas y una de las 3 soluciones especiales (solución exacta con correcciones de 

ángulo, técnica de media aproximada, o modelo de parámetro adicional) se usa para 

analizar las líneas (ver apartado 4.4.4 Análisis de ejes nominalmente paralelos). 

3. Se calcula el Momento Mutuo (MM), el cual viene dado por la fórmula (4—84): 

 𝑀𝑀 = 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 
(4—84) 

Si MM=0, entonces las líneas se cruzan y 𝑎𝑗𝑘 = 0. El punto de intersección común vendrá 

dado por la ecuación (4—44), que es la que muestra la ecuación (4—85): 

 
𝑃𝑗

𝑝𝑟𝑜𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑃𝑘
𝑝𝑟𝑒𝑣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑆0𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗

𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ · 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗
 

 

(4—85) 

 Por convención, 𝛼𝑗𝑘 < 180°, y por tanto se tienen las ecuaciones (4—86) y (4—87): 

 sin𝛼𝑗𝑘 = |𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗| 

 

(4—86) 

 

 
𝛼𝑗𝑘 = tan−1 (

sin𝛼𝑗𝑘

cos 𝛼𝑗𝑘
) 

 

(4—87) 

 

4. Si MM≠0, y cos𝛼𝑗𝑘 ≠ ±1, lo cual sucede en la mayoría de los casos, las líneas son oblicuas. 

El vector dirección de la articulación viene dado por la ecuación (4—28), que es la fórmula 

(4—88): 

 
𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑠𝑔𝑛(𝑀𝑀) ·

𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗

|𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ × 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗|

 

 

(4—88) 
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Los puntos de intersección se calculan a partir de las ecuaciones. La longitud 𝑎𝑗𝑘 es la 

distancia entre estos puntos. El ángulo girado se calcula en base a la ecuación (4—25), que 

vienen dado por la siguiente ecuación (4—89): 

 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ · 𝑆0𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑆𝑘

⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑎𝑗𝑘 · 𝑠𝑒𝑛(𝛼𝑗𝑘) (4—89) 

 

 Y despejando el ángulo se tiene la siguiente ecuación (4—90): 

 
𝛼𝑗𝑘 = tan−1 (

sin𝛼𝑗𝑘

cos 𝛼𝑗𝑘
) 

 

(4—90) 

5. Para todos los casos, el valor de desplazamiento dj, si está disponible, se calcula a partir de 

los puntos de intersección comunes a lo largo del eje j (definido por el vector 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗) 

determinados mediante el análisis de los pares de líneas i-j y j-k en la ecuación (4—91): 

 𝑑𝑗 = |𝑃𝑗
𝑝𝑟𝑜𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑃𝑗

𝑝𝑟𝑒𝑣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | 

 
(4—91) 

   

6. Por último, el ángulo de la articulación  𝜃𝑗 define la relación entre dos articulaciones 

adyacentes. Es el ángulo entre dos articulaciones adyacentes i-j y j-k, y se mide como una 

rotación en el sentido de las agujas del reloj desde el vector  𝑎𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  al vector  𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , alrededor 

del vector 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗. Las siguientes fórmulas (4—92),(4—93) y (4—94) aseguran las restricciones 

direccionales dadas: 

 cos𝜃𝑗𝑘 = 𝑐𝑗 = 𝑎𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 

(4—92) 

 

 sin𝜃𝑗𝑘 = 𝑠𝑗 = (𝑎𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) × 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ ⟹ 

 

(4—93) 

 
sin𝜃𝑗𝑘 = 𝑠𝑗 = tan−1 (

sin𝛼𝑗𝑘

cos𝛼𝑗𝑘
) 

 

(4—94) 

 

 El procedimiento arriba expuesto permite obtener los parámetros disponibles para todas 

las condiciones físicas posibles. Sin embargo, las ecuaciones presentadas antes se obtuvieron para 

suministrar una comprensión clara del análisis, y no deben ser el conjunto más eficiente. Se deben 

buscar mejoras en la eficiencia, aunque el problema de la calibración no es normalmente un 

procedimiento sensible al tiempo. Esta técnica provee unos parámetros geométricos reales, y es el 

único que da un indicio exacto de la naturaleza y fuente de los errores en un manipulador 

manufacturado. Por consiguiente, será el método más útil para calibraciones del fabricante dentro 

de sus instalaciones. 
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4.5 Captura de datos e identificación de parámetros cinemáticos del 

robot mediante la técnica de Circle Point 

 

Como se ha indicado en el apartado 4.3 Métodos de calibración cinemática de robots, la 

calibración de los robots normalmente incluye las siguientes fases: (i) Determinación y construcción 

del modelo cinemático adecuado para la configuración del robot; (ii) Captura de datos de la posición 

de todos los elementos del robot mediante un instrumento de medida; (iii) Optimización o 

identificación de parámetros geométricos, (iv)  Implementación y evaluación del modelo óptimo en 

posiciones distintas a las de identificación, (v) Identificación de las posibles causas y fuentes de 

error y modelado e implementación de modelos de corrección. La primera fase de modelado 

cinemático del robot indicando las transformaciones geométricas necesarias, la posición de los 

sistemas de referencia y el conjunto inicial de parámetros geométricos nominales se aborda en la 

sección 3.5 de la tesis, presentándose a continuación el desarrollo de las fases de captura de datos, 

identificación de parámetros, evaluación de los parámetros identificados en el volumen de trabajo 

del robot y la aplicación de modelos de corrección. 

El análisis CPA determina los parámetros cinemáticos de un robot a partir de las relaciones 

geométricas entre los ejes de dos articulaciones consecutivas del robot. Los ejes de las 

articulaciones se obtienen a partir de un sensor que se mueve alrededor de cada uno de los ejes 

del robot de forma independiente. Para ello es necesario utilizar un sistema de medición que 

registre las posiciones tridimensionales de una sonda fijada al robot. Durante su desplazamiento 

alrededor de cada eje, el sensor describe trayectorias casi circulares. Estas trayectorias se 

aproximan matemáticamente a la circunferencia que mejor se ajuste a los puntos registrados; de 

este modo, el centro de esa circunferencia será un punto perteneciente a un eje articular, y su 

dirección será la normal al plano que mejor se ajuste a los puntos capturados. Este procedimiento 

se repite para cada articulación del robot comenzando por la que se encuentra inmediatamente 

por encima del suelo y terminando por la correspondiente al efector final del robot. Cada 

articulación debe quedar inmóvil después de su medición, utilizando frenos mecánicos cuando sea 

posible. Esto es esencial para que este para que este método funcione correctamente, ya que con 

el anterior para determinar los parámetros cinemáticos; desplazamientos de las articulaciones 

medidas pueden dar lugar a parámetros incorrectos. 

Se pueden utilizar varios modelos matemáticos para analizar la relación entre dos ejes 

consecutivos y para calcular los parámetros cinemáticos. El método original desarrollado por Stone 

[4] y modificado por Sklar [5] y Mooring [127] se basa en el álgebra de líneas. En este trabajo, 

utilizaremos la notación y la metodología propuestas por Sklar. Se proponen varios cambios para 

mejorar el método y obtener parámetros que no se mencionan en el método original. También se 

introducen cambios en el tratamiento matemático de los datos para eliminar las incertidumbres en 

casos particulares. 

Cálculo de los parámetros de la primera articulación  d1 : La ubicación del sistema de 

referencia de la base del robot es arbitraria. Por lo tanto, el parámetro d1 o θ1 puede determinarse 

en función del sistema donde se encuentra. El método CPA, por definición, no puede determinar 

estos parámetros, lo que no es un problema en casos en los que la definición el sistema se realizó 

durante una calibración. Sin embargo, para obtener un conjunto de parámetros que se ajusten a 
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los parámetros reales del robot con un modelo previamente definido, que es la situación más 

común en la práctica, el método CPA original ha sido mejorado con algunas adiciones que permiten 

calcular estos datos sin requerir matrices de conexión entre un sistema de referencia arbitrario y el 

sistema de referencia base del robot. 

En primer lugar, se obtiene la matriz de transformación del sistema base del robot al equipo 

de medición. Esta matriz se consigue moviendo el robot a n puntos en diferentes áreas del espacio 

de trabajo del robot y determinando tanto las coordenadas del robot y las coordenadas del equipo 

de medición de estos puntos. Con estos puntos, se obtiene una matriz de transformación mediante 

un método de ajuste que asegura la ortonormalidad de la matriz de transformación mediante el 

uso de un ajuste directo del método de mínimos cuadrados seguido de la descomposición polar o 

métodos directos que se han realizado previamente. Por consiguiente, el sistema de referencia de 

la base del robot se obtiene en el sistema de referencia del marco del equipo de medición. Tomando 

este valor y comparándolo con el valor (0, 0, 0) en el sistema de coordenadas del robot, se calcula 

el parámetro d1, independientemente de la posición en la que se encuentre el reflector del sistema 

de medición. 

Cálculo de los parámetros de la primera articulación  θ1 : Como en el caso anterior, el 

método CPA no define un sistema de referencia a partir del cual se establecen los cálculos, es decir, 

la forma de calcular el parámetro θ1 no se especifica. El parámetro θj se calcula mediante las 

ecuaciones (4—95) y (4—96), vistas en el capítulo anterior, que se reproducen aquí para mayor 

claridad: 

 𝐴𝑖 = 𝑅𝑧,𝜃𝑖
𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑧,𝑑𝑖

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑥,𝑎𝑖
𝑅𝑥,𝛼𝑖

= [

𝑐𝜃𝑖 −𝑠𝜃𝑖 0 0
𝑠𝜃𝑖 𝑐𝜃𝑖 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝑑𝑖

0 0 0 1

] [

1 0 0 𝑎𝑖

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 0
0 𝑐𝛼𝑖 −𝑠𝛼𝑖 0
0 𝑠𝛼𝑖 𝑐𝛼𝑖 0
0 0 0 1

]

= [

𝑐𝜃𝑖 −𝑠𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖 𝑠𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝜃𝑖

𝑠𝜃𝑖 𝑐𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖 −𝑐𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝜃𝑖

0 𝑠𝛼𝑖 𝑐𝛼𝑖 𝑑𝑖

0 0 0 1

] 

(4—95) 

 

 𝑇6
0 = 𝐴1

0 𝐴2
1 𝐴3

2 𝐴4
3 𝐴5

4 𝐴6
5  (4—96) 

 

donde se tiene que  𝑎𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   es el vector normal entre los ejes i y j, y 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ representa la dirección de la 

articulación. Sin embargo, no se puede calcular directamente θ1 dado que el vector 𝑎01⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ no se 

conoce (ver las ecuaciones (4—92)(4—93)(4—94)). Sin embargo, con el método CPA y los datos que 

se van a tomar y medir de las articulaciones, este vector se puede calcular ya que se toma de la 

componente del eje X del sistema de referencia de la base del robot dado en coordenadas del 

sistema de medición. Una vez este vector 𝑎01⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ se ha calculado, entonces es posible calcular el valor 

de θ1. 

Cálculo del parámetro del modelo Hayati-Mirmirani  𝛽2 : Este parámetro se utiliza, como 

se ha visto en el capítulo anterior, para modificar el modelo D-H añadiendo este parámetro 

adicional, el cual se añade en el caso de tener ejes paralelos. El cálculo de este parámetro se basa 
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en el coseno de 𝛽𝑗𝑘 , el cual devuelve ángulos en el rango 0° - 180°. Para ello se aplican las siguientes 

ecuaciones (4—97) y (4—98): 

 

cos𝛽𝑗𝑘 = √[1 − (𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘

𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)
2
] 

 

(4—97) 

   

 
sin𝛽𝑗𝑘 =

𝑆𝑘
𝑝⃗⃗ ⃗⃗⃗

|𝑆𝑘
𝑝⃗⃗ ⃗⃗⃗|

× 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑏𝑗𝑘

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 

(4—98) 

 En el cálculo del seno de 𝛽𝑗𝑘 en la ecuación que se muestra aquí (ver ecuación(4—73)) el 

vector 𝑏𝑗𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  no se conoce. El nuevo parámetro define una rotación alrededor de este vector 𝑆𝑘

𝑝⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

(ecuación (4—98)) representa la proyección del eje de la articulación actual en el plano que es 

perpendicular al vector, el cual contiene el eje de la articulación. De este modo el  sin𝛽𝑗𝑘  se calcula 

sin conocer previamente el vector 𝑏𝑗𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , y de esta forma se tiene que el seno de 𝛽𝑗𝑘 se calcula sólo 

con la información conocida de los datos medidos en el proceso de toma de datos de cada 

articulación, según se ha visto anteriormente en el modelo CPA. Por tanto se tiene la ecuación (4—

99): 

 𝛽𝑗𝑘 = cos(𝑆𝑘 ⟼ 𝑎𝑗𝑘) = 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 
(4—99) 

donde (𝑆𝑘 ⟼ 𝑎𝑗𝑘) es la proyección de 𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ en 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . A partir de esta ecuación, 𝛽𝑗𝑘 se calcula usando 

la ecuación siguiente (4—100): 

 𝛽𝑗𝑘 = atan2 (cos 𝑆𝑘 ⟼ 𝑎𝑗𝑘 , cos 𝛽𝑗𝑘)  

 
(4—100) 

con la que se tienen unos ángulos en el rango [-180°, +180°]. 

 

Cálculo de los ángulos α, β, θ   Estos ángulos se calculan usando la función arc tan, la cual da unos 

valores de ángulos en el rango [-180, +180]. Sin embargo, se tiene que para ángulos que estén muy 

cerca del entorno ±180°, esta técnica obtiene una gran variabilidad debido al hecho de que para la 

misma configuración de los ejes del robot, da valores del orden entre +180,001° o -180,001°, y 

teniendo en cuenta que hay muy poco error debido al sistema de medida. Por este motivo, y para 

evitar esta oscilación de valores en el entorno de ±180°, para ángulos muy cercanos a este valor, el 

rango obtenido para la función atan se convertirá al rango [0°, +360°] para mejorar la efectividad 

del método. 

Verificación de la dirección del vector 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗   En las funciones que se han implementado la dirección 

de los vectores Sj es la misma que las direcciones nominales definidas por el modelo DH-Hayati, 

implementado en el robot. El resultado del método CPA siempre es válido desde el punto de vista 

del modelado, pero el resultado no tiene por qué coincidir con el modelo real que se tiene para el 
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robot o el modelo implementado para su control. Por lo tanto, se necesita garantizar que este 

vector se ajusta correctamente a la realidad de la medición y del modelo del robot, de manera que 

la solución dada en la calibración a partir de los datos medidos coincida con el modelo cinemático 

que se pretende calibrar. En el caso de que el resultado del método muestre la dirección opuesta 

para el vector del eje de la articulación con respecto al eje Z nominal de la articulación, las funciones 

desarrolladas para desarrollar este método invierten la dirección del vector, antes de calcular el 

resto de parámetros. 

 

4.5.1 Equipos utilizados y sistemas de medición 

Para el desarrollo de este trabajo se han empleado los siguientes equipos y sistemas de 

medición: 

- Robot KUKA KR5 sixx: este es el robot manipulador que va a ser objeto de la calibración. Es un 

robot industrial Kuka pequeño, de seis ejes, con un rango de 650mm y una capacidad de carga 

(payload) de 5 Kg. La repetibilidad nominal es de ±0,02mm [152] . 

- Laser Tracker API modelo 3: Este un equipo de medición de largo alcance, con un alcance de 

15m y una precisión de ±15μm (ADM) o 1,5ppm. Este equipo de medición se conecta a un 

programa para realizar el proceso de captura de datos. 

- Active Target API: Este dispositivo tiene un reflector esférico o Spherical Mounted 

Retroreflector (SMR) que dispone de un mecanismo con dos grados de libertad [153]. El 

reflector del active target trabaja de forma similar a cualquier retro reflector esférico. La 

principal diferencia con otros dispositivos similares es que éste incorpora una motorización 

integrada en el mismo, que permite al SMR de forma automática posicionar el reflector para 

que encare el Láser Tracker, sin necesidad de mover éste último. Esto permitirá realizar el 

proceso de toma de datos de los puntos del círculo de puntos, para el Circle Point Analysis, 

como se comenta, en un solo paso y sin necesidad de mover el Láser Tracker (ver Figura 4.15). 

La precisión de este dispositivo es de ±12,5 μm en el centro óptico. Una parte de sus 

características técnicas se pueden ver en la Figura 4.15.  

 

Figura 4.15.  API Active Target: Características técnicas. Fuente: [153] 
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Se ha desarrollado un programa de software específico para capturar los datos del robot. A 

través de una interface entre el robot y un ordenador externo a éste, los ángulos del robot en cada 

posición predefinida se pueden capturar. Estos datos, tomados por el Láser Tracker a partir de las 

posiciones dadas por el Active Target de API, se analizan para darnos la información que se necesita 

para realizar el proceso de calibrado cinemático del robot. 

 

4.5.2 Definición y programación de trayectorias de robot 

Una calibración precisa del brazo robótico Kuka KR5 sixx requiere una planificación 

cuidadosa de las trayectorias más convenientes y rangos angulares para cubrir el máximo espacio 

de trabajo posible. Para ello, se ha modelado el robot con los instrumentos de medición (Laser 

tracker y Active target) utilizando un programa de diseño paramétrico que permite simular el 

movimiento del robot y determinar los mayores rangos angulares para cada eje. Se han fijado 

retroreflectores al robot en varios puntos de cada eje para los que es necesario calcular la rotación. 

Dado que el reflector es una esfera colocada en un soporte esférico fijado al robot, el ángulo de 

visión del reflector no es suficiente para todo el ángulo de rotación a lo largo la trayectoria de 

rotación de la articulación [14]. Por lo tanto, es necesario retirar el reflector y colocarlo en otra 

posición para ajustar el ángulo de visión y seguir capturando puntos. Estas continuas 

manipulaciones del reflector pueden afectar los resultados y reducen la repetibilidad de la posición 

del reflector. 

En las pruebas, se ha utilizado un reflector con seguimiento activo (Active Target) que 

permite al reflector girar sobre sus ejes de elevación y azimut. El active target incorpora una 

tecnología de motorización que hace que automáticamente el reflector siempre esté orientado 

hacia el Láser Tracker independientemente del movimiento. A continuación, es posible acoplar el 

reflector en el efector final del robot y realizar la prueba completa sin necesidad de mover el 

reflector. Esto es fundamental para lograr una alta precisión en la calibración del robot porque la 

incertidumbre del posicionamiento del reflector es de ±12,5 μm según las especificaciones del 

equipo. El tiempo necesario para cada prueba también se reduce significativamente. Para realizar 

un análisis preliminar de las trayectorias disponibles el robot se ha modelado (Figura 4.16) de tal 

manera que se puede establecer un algoritmo iterativo para maximizar los ángulos girados y 

mantener la línea visual entre la LT y el reflector. De este modo se pueden obtener las posiciones 

óptimas de la LT, el reflector, y las trayectorias máximas admisibles para cada una de las 

articulaciones del robot. A partir de este modelo, se han realizado varias simulaciones con distintas 

posiciones de partida para cada eje a fin de encontrar el rango angular máximo disponible para 

cada eje. El robot se programa dentro de los límites de rotación de su software. El sentido de 

rotación de cada eje y sus límites angulares también se han determinado en función de la 

configuración del robot (Figura 4.17). Por lo tanto, la simulación se realiza dentro las limitaciones 

físicas del robot. 
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Figura 4.16 - Modelo de Robot KUKA con Láser Tracker y active target. Fuente: propia 

 

 

Figura 4.17.  Direcciones del movimiento y límites software para los ejes. Fuente: www.kuka.com 

 

Aquí el robot se programa de tal forma que ejecuta los movimientos necesarios para 

alcanzar las posiciones de captura previamente definidas. Un programa generador (o simulador) 

automático se ha utilizado para esta tarea. El programa genera los códigos en el lenguaje del robot 

a partir de los datos definidos como ángulos iniciales y finales para cada articulación, las posiciones 

iniciales de cada eje, el número de puntos a capturar por eje en cada giro y el tiempo de espera en 

cada posición, necesario para la lectura de la posición y la adquisición de los datos a través de la 

información que se obtenga del binomio Láser Tracker con Active Target. Esta programación off-

line reduce el tiempo que se necesita para programar el robot enormemente y permite 

rápidamente crear diferentes programas que se puedan adaptar o que se necesiten, en función de 

las condiciones y de los requerimientos de diferentes ensayos. 
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4.5.3 Ensayos experimentales de captura de datos y procedimiento de 

identificación de parámetros 

 

Una vez generado el código del robot, éste se transfiere a la unidad de control del robot. 

Como medida de seguridad contra posibles colisiones entre el reflector y el robot, las trayectorias 

máximas disponibles se han reducido. Los rangos angulares finales se muestran en la Tabla 4.1. Se 

han programado seis ensayos diferentes para comprobar la precisión del método en diferentes 

condiciones, como el número de puntos capturados, el alcance angular y la velocidad del robot, 

puntos capturados, el rango angular y la velocidad del robot. 

 

 

Tabla 4.1. Rangos angulares para cada articulación 

 

El Láser Tracker utiliza su propio software para capturar puntos, lo que permite controlar 

el dispositivo de medición y capturar las coordenadas X, Y y Z de cada punto. El programa de control 

del Láser Tracker incluye variables temporales que definen el tiempo mínimo de estabilización de 

la señal y el número de puntos a capturar. La Figura 4.18 muestra una imagen de las pruebas y la 

Figura 4.19 muestra el montaje del reflector en el robot.  

 

 

Figura 4.18. Vista general de los ensayos. Origen: propio. 

 

 

Figura 4.19. Montaje del reflector. Origen: propio. 
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Las posiciones iniciales de cada articulación para cada rotación se muestran en la Tabla 4.2. 

 

 

Tabla 4.2. Posiciones iniciales de cada articulación 

 

 

4.5.4 Implementación del Método  

 

Para la realización y proceso de cálculo del método se han desarrollado unos algoritmos 

matemáticos, como se puede ver en la Figura 4.20. Estos algoritmos calculan los vectores 𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ y 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

de cada articulación y los parámetros cinemáticos del robot. En primer lugar, se calculan las 

coordenadas teóricas de cada una de las posiciones capturadas en el origen del sistema de 

referencia del robot a partir de los datos registrados del ángulo del robot y de sus parámetros 

cinemáticos nominales. A continuación, la matriz que referencia las coordenadas en el marco del 

LT (Láser Tracker) y la del robot puede calcularse a partir de las coordenadas de los puntos 

capturados en el marco del LT, y sus coordenadas equivalentes se pueden calcular a partir de los 

ángulos de las articulaciones del robot correspondientes a los puntos capturados y los parámetros 
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cinemáticos nominales. Este proceso sigue la metodología de orientaciones absolutas para calcular 

la matriz de conversión con el uso de cuaterniones [25]. 

La metodología de cuaterniones requiere un mínimo de cuatro puntos para calcular la matriz. 

Si se utiliza un mayor número de puntos dará como resultado una matriz más precisa; por lo tanto, 

se han utilizado todos los puntos capturados para para calcular la matriz de conversión. El método 

también calcula el valor del error residual del cálculo de la matriz de conversión. A continuación, se 

calculan las coordenadas de Plücker a partir de las coordenadas registradas de los puntos 

capturados en el sistema de referencia del Láser Tracker [26]. Es decir, que se calculan los conjuntos 

Parámetros 

Nominales 

Ángulos 

capturados 

 

Laser Tracker – 

coordenadas capturadas 

 

(d, θ, a, α)k Robot 

(θ1, …, θ6)i Robot 
(X, Y, Z)i Robot 

(X,Y,Z)i LT 

(X,Y,Z)i Robot 
Matriz cambio 

coordenadas 

(d, θ, a, α)k Robot 

(X,Y,Z)i LT 

Matriz de cambio de coordenadas 

 Coordenadas Plücker 

Sj, S0j 

Parámetros Cinemáticos 

Figura 4.20. Diagrama de flujo del proceso de cálculo de los parámetros cinemáticos. Fuente: propia 
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de vectores (𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗, 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) de cada articulación, que son los vectores que identifican la línea que define 

la articulación y un punto inicial arbitrario. Los cálculos geométricos se realizan para poder ajustar 

los puntos capturados a la CPA. Una vez obtenidas las coordenadas de Plücker, los parámetros 

cinemáticos del robot se pueden calcular según los procedimientos algebraicos mostrados en el 

CPA [12, 27]. 

 

4.5.5 Ensayos realizados 

4.5.5.1 Ensayo 1 

El primer ensayo se puede considerar como una verificación inicial del rendimiento de cada 

parte del proyecto. Se ha realizado una prueba de diez puntos por articulación y la prueba de 

adquisición de trayectoria, lo que da un total de 120 puntos. Esto da como resultado una prueba 

rápida que nos muestra las correcciones necesarias para conseguir pruebas satisfactorias. Este 

primer ensayo se ha ejecutado para cubrir la máxima rotación posible para cada articulación al 3 % 

de la velocidad máxima del robot. Los parámetros de la primera prueba se pueden observar en la 

Tabla 4.3. 

 

 

Tabla 4.3. Parámetros del ensayo 1 

4.5.5.2 Ensayo 2 

En la segunda prueba, se ha buscado la máxima precisión posible cubriendo el mayor rango 

angular recorrido en incrementos angulares de aproximadamente 5° o 6° por articulación. La 

velocidad del robot se ha reducido al 1 % de su velocidad máxima. En la Tabla 4.4 se pueden ver los 

parámetros del segundo ensayo.  

 
Tabla 4.4. Parámetros del ensayo 2 
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4.5.5.3 Ensayo 3 

La prueba 3 se realiza para determinar la influencia del tamaño de la muestra en la precisión 

de los resultados. Se han utilizado los parámetros angulares utilizados en la prueba 1, pero con la 

mitad del tamaño de la muestra. La velocidad se ha mantenido al 1 % de su velocidad máxima. En 

la Tabla 4.5 se pueden ver los parámetros de la tercera prueba. 

 

 

 

4.5.5.4 Ensayo 4 

La prueba 4 tiene por objeto determinar la influencia del rango angular cubierto 

considerando un espacio de trabajo reducido con pequeños incrementos angulares a una velocidad 

del robot del 1 %. En la Tabla 4.6 se pueden ver los parámetros de esta prueba y de las pruebas 

siguientes. 

 

 

4.5.5.5 Ensayo 5 

Aquí se aumenta la velocidad del robot para determinar la influencia de la velocidad en los 

resultados y encontrar el límite de velocidad a la que el Láser Tracker y el reflector no son capaces 

de seguirse mutuamente. En esta prueba se utilizan los mismos parámetros que en la prueba 4, 

pero la velocidad del robot se aumenta hasta el 3% de la velocidad máxima. En la Tabla 4.6 se 

pueden ver los parámetros de esta prueba. 

 

4.5.5.6 Ensayo 6 

Este ensayo se ha realizado utilizando los mismos parámetros que los de la cuarta y quinta 

prueba, pero con la velocidad aumentada hasta el 10 % de la velocidad máxima del robot. Durante 

Tabla 4.5. Parámetros del ensayo 3 

Tabla 4.6. Parámetros de los ensayos 4, 5 y 6 
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la rotación del sexto eje, el active target casi pierde la referencia del Láser Tracker debido a la 

aceleración del robot; por lo tanto, éste parece ser el límite de velocidad del dispositivo. En la Tabla 

4.6 se pueden ver los parámetros de esta prueba. 

  

4.5.6 Análisis de los datos 

El primer objetivo de este trabajo es obtener los parámetros cinemáticos del robot KUKA 

KR5 sixx. Los parámetros calculados a partir de los datos de la primera prueba difieren en gran 

medida de los de las demás pruebas. Dado que la precisión de las pruebas depende del número de 

puntos capturados, debemos considerar que el número de puntos capturados para la prueba 1 está 

por debajo del umbral en el que los resultados pueden considerarse fiables. La prueba verifica que 

el proceso necesita capturar más de diez puntos por eje para que los resultados se consideren 

válidos. La Figura 4.21 muestra los puntos capturados junto con los círculos y ejes calculados a partir 

de estos puntos. 

 

Figura 4.21. Puntos, círculos y ejes calculados. Fuente: propia. 

 

La Tabla 4.7 muestra los valores de los parámetros cinemáticos obtenidos, sus valores 

medios y las desviaciones típicas. La media y la desviación típica de las seis pruebas y las de las 

pruebas 2 a 6 se muestran por separado para demostrar la necesidad de un tamaño de muestra 

conveniente para validar la prueba. Los valores de 𝑑2, 𝛽1 y 𝛽3−6 no se muestran porque todos son 

cero y no son calculados por el método. Tampoco se muestran los valores correspondientes a la 
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articulación 6 porque no es posible estimarlos por el método CPA, por lo que deben considerarse 

valores nominales. 

 

 

 

Las diferencias máximas con respecto a los nominales corresponden a los parámetros 𝑑3 

(345,7 μm) y 𝜃4 (0,2123°) y las diferencias mínimas corresponden a los parámetros 𝑎5 (0,3 μm) y 

𝛼2 (0,0077°). La Figura 4.22 muestra la diferencia entre las desviaciones de los resultados obtenidos 

con y sin considerar los parámetros de la primera prueba. La calidad de los resultados mejora 

cuando se elimina la dispersión producida en el primer ensayo tal cual se muestra en la figura en la 

línea naranja. 

 

 

Figura 4.22. Comparación de la desviación estándar (medidas en mm). Fuente: propia. 

 

Tabla 4.7. Parámetros cinemáticos calculados por el CPA. 
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4.5.7 Optimización y evaluación de los parámetros del modelo cinemático 

Los métodos tradicionales de optimización se basan en procedimientos no lineales con un 

criterio para determinar si las sucesivas soluciones iterativas del proceso de optimización son 

mejores o peores que las anteriores. En los procedimientos de optimización generados en este 

trabajo se ha utilizado una aproximación por mínimos cuadrados mediante el método de 

Levenberg-Marquardt como algoritmo de optimización [152].  

El criterio o función objetivo más común a optimizar se basa en el total de distancias 

euclidianas totales entre las posiciones reales de cada punto medido y las posiciones 

correspondientes calculadas con los parámetros cinemáticos según la siguiente formulación (4—

101): 

 
Φ = ∑√(𝑥𝐿𝑇 − 𝑥𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚)

2
+ (𝑦𝐿𝑇 − 𝑦𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚)

2
+ (𝑧𝐿𝑇 − 𝑧𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚)

2

𝑛

 

 

(4—101) 

donde n es el número de puntos medidos, el sufijo LT indica las coordenadas medidas por el Láser 

Tracker y el sufijo optim indica coordenadas calculadas según parámetros optimizados. En este 

trabajo se propone un nuevo criterio de optimización utilizando las distancias euclidianas entre 

todos los puntos capturados mediante la comparación de las distancias reales optimizadas, 

considerando 𝐷𝑖𝑗_𝐿𝑇 como la distancia euclídea real entre los puntos i y j según las mediciones del 

Láser Tracker, y siendo 𝐷𝑖𝑗_𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚 la distancia euclídea entre los puntos i y j según los parámetros 

optimizados, y n como el número de puntos medidos, se tiene la ecuación (4—102): 

 
Φ = ∑ ∑ √(𝐷𝑖𝑗_𝐿𝑇 − 𝐷𝑖𝑗_𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚)

2
𝑛

𝑗=𝑖+1

𝑛

𝑖=1

 

 

(4—102) 

 El uso del criterio tradicional requiere la relación entre los puntos capturados en el sistema 

de referencia del Láser Tracker y sus puntos correspondientes en el sistema de referencia del robot. 

Para ello es necesario calcular la matriz de conversión entre ambos sistemas de coordenadas. El 

cálculo de esta matriz se realiza por ajuste de mínimos cuadrados, lo que implica que la precisión 

en el cálculo de dicha matriz es función del número de puntos capturados y de la amplitud del 

espacio de trabajo cubierto. La Figura 4.23 muestra los errores residuales relativos al cálculo de las 

matrices de transformación en cada uno de los ensayos realizados. 
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Figura 4.23. Errores residuales (en mm) resultantes de los cálculos de las matrices de conversión. Fuente: propia 

 

El error máximo (269 μm) se observa en la prueba con el tamaño de muestra más pequeño, 

mientras que el error mínimo (9 μm) se encuentra en las pruebas 4, 5 y 6 con un espacio de trabajo 

más restringido. Para todo el rango de funcionamiento del robot, el error se sitúa entre 16 y 19 μm 

en las pruebas 2 a 6 en función del número de puntos capturados. Estos errores introducen otro 

factor de incertidumbre en el proceso de optimización de los parámetros cinemáticos parámetros 

cinemáticos, además de su propia incertidumbre. 

El método de las distancias entre todos los puntos no se ve afectado por la relación entre 

los sistemas de referencia del robot y del Láser Tracker. Por lo tanto, la precisión del método no 

depende de la incertidumbre del cálculo de la matriz de transformación; en cambio, sólo depende 

de la incertidumbre de los instrumentos de medición utilizados. 

Los parámetros cinemáticos de las seis pruebas se han optimizado utilizando dos criterios 

de optimización: el criterio tradicional y las distancias entre todos los puntos. La Tabla 4.8 muestra 

los parámetros cinemáticos obtenidos por optimización según el criterio tradicional. Las diferencias 

máximas con respecto a los parámetros nominales se presentan en los parámetros 𝑎3 (466,8 μm) 

y 𝜃6 (0,3382°) y las diferencias mínimas corresponden a los parámetros 𝑑6 (31 μm) y 𝛼6 (0,0016°). 
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Tabla 4.8. Parámetros cinemáticos optimizados de acuerdo al criterio tradicional 

 

En la Tabla 4.9 se muestran los parámetros cinemáticos obtenidos en las optimizaciones 

según el nuevo criterio de distancias totales. Las diferencias máximas respecto a los parámetros 

nominales se presentan en los parámetros 𝑑3 (452,2 μm) y 𝜃6 (0,3400°) y las diferencias mínimas 

corresponden a los parámetros 𝑑5 (14,8 μm) y 𝛼6 (0,0025°). 

 

Tabla 4.9. Parámetros cinemáticos optimizados según el criterio de distancias totales. 
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En ambos casos, se observa la importancia del tamaño de la muestra en la calidad de la 

calibración obtenida. Los resultados obtenidos en la primera prueba con un tamaño de muestra 

inferior difieren de los resultados obtenidos en las pruebas restantes con una mayor cantidad de 

datos iniciales. 

La Tabla 4.10 muestra los valores de los errores medios y máximos de los seis ensayos 

basados en los parámetros nominales y comparándolos con las mejoras obtenidas aplicando los 

parámetros obtenidos por el CPA, una optimización de los parámetros con el enfoque tradicional y 

los calculados por otro criterio de optimización de las distancias entre todos los puntos. La 

evaluación se realizó desde el punto de vista tradicional. 

 

Tabla 4.10. Parámetros de calidad según el criterio de optimización tradicional. 

La Tabla 4.11 muestra los mismos resultados citados anteriormente pero con evaluación de 

la mejora alcanzada obtenida por los tres métodos con el criterio de distancias entre todos los 

puntos. 

 

Tabla 4.11. Parámetros de calidad según el criterio de las distancias 

 Los resultados obtenidos mediante optimizaciones matemáticas son siempre mejores que 

los obtenidos por el Circle Point Analysis (CPA). Esto se debe a que el Circle Point Analysis sólo 

calcula las posiciones de los ejes de las articulaciones. Aunque este método proporciona 

información muy valiosa sobre la geometría del brazo del robot y la precisión en la fabricación y 

montaje, no proporciona información sobre otros errores geométricos o no geométricos en la 

rotación del robot. Los valores de los parámetros geométricos obtenidos por el Circle Point Analysis 

son los más precisos, en tanto en cuanto son los que representan mejor la realidad física del robot. 

Los parámetros optimizados matemáticamente son más precisos porque incluyen la influencia de 

cualquier otra fuente de incertidumbre.  

Los mejores resultados son los obtenidos mediante la optimización tradicional, que 

conducen a una mejora de la precisión del robot de hasta al 85,43 % en el espacio de trabajo 

completo y al 90,02 % en el reducido. Sin embargo, este proceso de cálculo requiere unos recursos 

informáticos realmente significativos para obtener resultados óptimos. Se necesitan 380.000 
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iteraciones del proceso de optimización para alcanzar una solución estable. Aunque los resultados 

obtenidos con la nueva metodología propuesta son ligeramente más imprecisos (una mejora de 

hasta el hasta el 79,91 % en el espacio de trabajo completo y el 87,15 % para el espacio de trabajo 

reducido), el número de iteraciones necesarias para lograr un resultado estable se reduce a 240. 

Por tanto, la nueva metodología requiere una menor capacidad de cálculo y menos tiempo de 

proceso. Además, la fiabilidad de la mejora obtenida por el procedimiento tradicional está 

condicionada por los errores residuales resultantes del cálculo de la matriz de conversión, que varía 

entre 16 y 19 μm y se ve incrementado por la incertidumbre del Láser Tracker ADM (± 15 μm) y la 

del Active Target correspondiente (±12,5 μm) que se ha usado. En cambio, los resultados del análisis 

por el método que utiliza distancias presentan una incertidumbre menor porque depende 

únicamente de las incertidumbres del Láser Tracker y del Active Target. 

La Figura 4.24 y Figura 4.25 muestran la evolución de los parámetros de calidad con la 

optimización tradicional y con el método de distancias para el ensayo 2, mostrando claramente la 

convergencia más rápida con el criterio de distancias. 

 

 

Figura 4.24. Convergencia de parámetros de calidad con criterio de optimización tradicional. Fuente: propia 

 

 

Figura 4.25. Convergencia de parámetros de calidad con criterio de optimización mediante distancias. Fuente: 
propia. 
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4.6 Determinación de errores en ejes y articulaciones del robot 

El Circle Point Analysis (CPA) sólo proporciona información sobre la geometría real del robot, 

sin analizar los errores geométricos que puedan producirse en la rotación del robot. Los puntos 

capturados se han registrado girando el robot tanto en sentido positivo como negativo, alcanzando 

posiciones teóricamente idénticas en cada dirección. Las diferencias entre las posiciones de 

desplazamientos positivos y negativos muestran el juego correspondiente a cada articulación del 

robot. Las desviaciones que se puedan producir de cada punto medido al círculo teórico o best-fit 

circle (círculo que mejor encaje en el conjunto de puntos tomados), tanto por desviaciones en la 

dirección del eje de la articulación como en el plano perpendicular a dicho eje, serán las que darán 

lugar a la excentricidad, tanto axial como radial, respectivamente. Estos errores son los que se van 

a analizar en el siguiente apartado. 

 

4.6.1 Análisis de juego y excentricidad por articulación 

En las figuras siguientes se pueden ver los valores de juego y excentricidad para cada uno 

de los ejes tomando como ejemplo los resultados obtenidos en el ensayo 2. La Figura 4.26 muestra 

los valores del juego como un vector espacial que comienza en el punto capturado en el sentido 

positivo rotación de la articulación y terminando en su correspondiente punto en negativo rotación. 

Este valor está escalado por un factor de 500 para una mejor visualización. 

 

Figura 4.26. Juego por cada eje - Ensayo 2. Fuente: propia. 

 

Se aprecia una importante diferencia en el juego calculado entre los diferentes ejes, siendo 

este juego el mayor en la tercera articulación y casi nula en la primera. La forma de cada uno de 

ellos también se puede ver en la figura. En la Figura 4.27, podemos ver las tres componentes (X, Y, 

Z) de este juego, para cada articulación. 
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Figura 4.27. Juego para cada coordenada por eje - Ensayo 2. Fuente: propia. 

 

Es claramente notable que la periodicidad y la forma sinusoidal del juego en esas 

articulaciones presentan valores más elevados. De hecho, el mayor juego es el que se ajusta a la 

forma sinusoidal. La articulación 4 es la que presenta un mayor juego y muestra más claramente el 

dibujo de la curva. En aquellos ejes con holguras pequeñas (1, 5 y 6), no se aprecia esta tendencia 

ya que las diferencias entre coordenadas capturadas son menores o muy cercanas a la repetibilidad 

del robot (±20 μm), por lo que se deben a la incertidumbre de posición del robot. 

Los valores absolutos del juego por eje se muestran en la Figura 4.28.  

 

Figura 4.28. Distancias euclídeas del juego por articulación, en el ensayo 2. Fuente: propia. 
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Por otra parte, la excentricidad también se ha dividido en su componente esférico radial y 

axial. Se puede apreciar que la componente radial (10-30 μm) es siempre mayor que la componente 

axial (2,5-10 μm), lo que significa que los errores geométricos son debidos más a errores de 

excentricidad en la rotación de la articulación que a desplazamientos fuera del plano de rotación. 

En la Figura 4.29 y Figura 4.30 se muestran estas excentricidades. 

 

Figura 4.29. Excentricidad axial por articulación, ensayo 2. Fuente: propia 

 

Figura 4.30. Excentricidad radial por articulación, ensayo 2. Fuente: propia. 
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Todos los valores de juego representados corresponden al ensayo 2; en el resto de los 

ensayos se han alcanzado resultados similares. Las tablas que se muestran a continuación (Tabla 

4.12, Tabla 4.13., Tabla 4.14, Tabla 4.15, Tabla 4.16 y Tabla 4.17) muestran los valores absolutos de 

juego absolutos encontrados por articulación en cada ensayo. Estos valores corresponden a la 

Figura 4.28 para el ensayo 2. 

 

 

Tabla 4.12. Ensayo 2 Articulación 1 - Juego (mm) 

 

 

 

Tabla 4.13. Ensayo 2 Articulación 2 – Juego (mm) 

 

Tabla 4.14. Ensayo 2 Articulación 3 – Juego (mm) 

 

 

 

Tabla 4.15. Ensayo 2 Articulación 4 – Juego (mm) 

 

Tabla 4.16. Ensayo 2 Articulación 5 – Juego (mm) 

 

 

 

Tabla 4.17. Ensayo 2 Articulación 6 – Juego (mm) 
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4.7 Conclusiones 

 

En este capítulo se ha introducido la calibración cinemática de los robots, se han analizado y 

se han revisado diferentes fuentes de error que pueden afectar a esta calibración, así como que se 

han revisado diferentes métodos de calibración cinemática de robots. De acuerdo a la bibliografía 

existente, las técnicas de calibración de robots documentadas pueden clasificarse en tres grupos: 

a) métodos de lazo abierto (open loop methods), b) métodos de lazo cerrado (closed-loop methods) 

y c) métodos de medida de eje-tornillo (screw-axis measurement methods). En el primer grupo de 

técnicas de lazo abierto, las poses del robot real son capturadas usando un sistema de medición 

externo. El segundo grupo de técnicas se basa en la pose diferencial, donde la información del error 

se toma de la creación de cadenas cinemáticas cerradas que fijan una o más de las restricciones de 

orientación y posición del efector final. El tercer grupo de técnicas se basa en las mediciones de 

movimientos independientes para cada una de las articulaciones del robot. En este caso, y para el 

procesado de los datos tomados, es posible extraer los parámetros del modelo cinemático y 

analizar el valor medio de los ejes de las articulaciones así obtenidos. Este método mantiene un 

mejor enlace tanto físico como matemático entre los parámetros identificados y los parámetros 

reales del robot, ya que los parámetros se basan en un cálculo independiente para eje de la 

articulación. Un método de medida de eje-tornillo típico es el Circle Point Analysis (CPA), que es el 

que se selecciona para su aplicación modificada en este trabajo de tesis. Se describe en este capítulo 

tanto la base matemática del mismo como el proceso a realizar. La técnica del CPA se basa el 

movimiento individual de cada una de las articulaciones del robot en un círculo mientras se mide la 

trayectoria de la articulación descrita por un punto alrededor de cada articulación. Se toman 

medidas para cada una de las seis articulaciones y se calcula el círculo que mejor se ajusta a los 

puntos capturados para cada eje. Por lo tanto, es posible considerar la posición del eje como un 

vector que pasa por el centro del círculo con una dirección normal al plano que contiene dicho 

círculo. Este método puede utilizarse para la programación offline de robots manipuladores 

presentando ventajas significativas, ya que los parámetros cinemáticos se determinan 

analíticamente a partir de las relaciones de distancias y ángulos entre los vectores calculados, se 

simplifica el método y se reduce el tiempo que requiere el proceso de optimización no lineal 

convencional. Además de la información sobre la posición de los ejes, este método da una idea de 

los errores de fabricación y montaje cometidos durante el proceso de fabricación del robot. 

Por otra parte, y una vez presentadas las bases de la técnica del Circle Point Analysis, se ha 

procedido a su aplicación, realizando en primer lugar el proceso de  captura de datos para el robot 

Kuka® KR 5 sixx. La calibración del robot requirió de una planificación cuidadosa de las trayectorias 

más convenientes y rangos angulares para cubrir el máximo espacio de trabajo posible. Para ello, 

se ha modelado el robot con los instrumentos de medición (Láser Tracker y Active target) utilizando 

un programa de diseño paramétrico que permite simular el movimiento del robot y determinar los 

mayores rangos angulares para cada eje. Para realizar un análisis preliminar de las trayectorias 

disponibles el robot se ha modelado de tal manera que se puede establecer un algoritmo iterativo 

para maximizar los ángulos girados y mantener la línea visual entre el LT y el reflector, pudiéndose 

obtener las trayectorias máximas admisibles para cada una de las articulaciones del robot.  
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A partir de este modelo, se han realizado varias simulaciones con distintas posiciones de 

partida para cada eje a fin de encontrar el rango angular máximo disponible para cada eje. A 

continuación, se realizan los ensayos experimentales programándose seis ensayos diferentes para 

comprobar la precisión del método en diferentes condiciones, tales como el número de puntos 

capturados, el alcance angular, la velocidad del robot, puntos capturados, el rango angular y la 

velocidad del robot.  

Tras ello, se desarrollan los algoritmos que calculan los conjuntos de vectores (𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗, 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) de 

cada articulación, que son las coordenadas Plücker. Esto mejora el proceso de dos formas 

fundamentales: la primera, el proceso de medición en continuo reduce el tiempo necesario para la 

captura de datos; segunda, la precisión de la medición y por tanto de la calibración se mejora 

sensiblemente, con lo que se reduce la incertidumbre del posicionamiento del reflector en cada 

articulación y los parámetros cinemáticos del robot mediante la aplicación del CPA. Estos 

parámetros cinemáticos identificados son optimizados en el trabajo mediante una aproximación 

por mínimos cuadrados mediante el método de Levenberg-Marquardt como algoritmo de 

optimización usando diferentes funciones objetivo.  

Finalmente se determinan los errores en ejes y articulaciones del robot. El CPA sólo 

proporciona información sobre la geometría real del robot, sin analizar los errores geométricos que 

puedan producirse en la rotación del robot. Los puntos capturados se han registrado girando el 

robot tanto en sentido positivo como negativo, alcanzando teóricamente posiciones teóricamente 

idénticas en cada dirección. Las diferencias entre las posiciones de desplazamientos positivos y 

negativos muestran el juego correspondiente a cada articulación del robot, mientras que la 

excentricidad esférica axial y radial vendrá dada por las desviaciones en la dirección del eje de la 

articulación como en el plano perpendicular a dicho eje, respectivamente. 

Una vez realizada la calibración cinemática de un robot real, ahora se pasará a exponer el 

modelo matemático para el cálculo de la incertidumbre de la calibración del robot, que nos 

permitirá calcular cuál es la incertidumbre que se tiene en este proceso de calibración, que es lo 

que se va a analizar y exponer en el siguiente capítulo. 
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5 Modelo de cálculo de incertidumbre 

de calibración de robot 

5.1 Introducción 

En este capítulo se realiza una estimación de la incertidumbre de la calibración cinemática 

de un robot industrial utilizando el método de Monte Carlo. Según se indica en el suplemento de la 

GUM [6], la estimación de incertidumbres mediante propagación de distribuciones utilizando como 

herramienta el método de Monte Carlo, permite resolver este problema con modelos donde la 

magnitud de salida se describe mediante una variable real que se estima mediante una función 

modelo que depende de n magnitudes de entrada, pudiendo ser esta función modelo no lineal, no 

derivable o la magnitud de salida claramente asimétrica, según se puede ver en su representación 

en la Figura 5.1. Definiendo un número determinado de iteraciones, este procedimiento genera el 

valor más probable de la magnitud de salida con un intervalo de cobertura asociado que permite la 

definición de la incertidumbre del modelo.  
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Figura 5.1. Propagación de las distribuciones de variables de entrada para obtener la variable de salida. Fuente: 

[6]. 

Utilizando este enfoque, es posible saber cómo una variable de salida (la posición y 

orientación del robot) se ve influida por las posibles distribuciones de los valores de entrada. Por lo 

tanto, es posible obtener la incertidumbre de calibración como un valor característico y las 

incertidumbres de posición y orientación del robot para una configuración definida. El valor del 

error puede generalizarse y predecirse en todo el espacio de trabajo en función de la incertidumbre 

de calibración obtenida a partir de una pose específica del robot. El procedimiento de simulación 

establece las distribuciones de probabilidad de las variables de influencia y obtiene los posibles 

valores de magnitud de salida para los distintos valores de las variables de entrada. Este 

procedimiento se plantea como un procedimiento matemático iterativo con un número de 

iteraciones elevado. Debido al elevado número de iteraciones, es adecuado para procedimientos 

de calibración basados en el cálculo matemático individual del eje de articulación, de modo que no 

es necesario establecer un procedimiento de optimización para cada iteración. Por tanto, se evita 

un coste computacional extremadamente elevado, y es posible generar herramientas de 

estimación de incertidumbre útiles y válidas para procedimientos de calibración industrial, no 

excesivamente largos para alcanzar resultados de incertidumbre acordes con la configuración de la 

variable de entrada. También es posible establecer una retroalimentación en el procedimiento para 

conseguir la menor incertidumbre posible en los resultados de la calibración.  

 En este capítulo se presenta el desarrollo de un método de estimación de la incertidumbre 

de calibración del robot mediante simulación de Monte Carlo organizándose el capítulo  de forma 

siguiente. Primero se presenta una introducción a la estimación de la incertidumbre de calibración 

del robot mediante simulación de Monte Carlo; a continuación, se pasa a describir la definición 

tanto de las variables de entrada como de las variables de salida del modelo; posteriormente se 

pasa a explicar los resultados de la estimación de la incertidumbre de calibración del robots y 

finalmente se muestra el generador del simulador de calibración cinemática mediante Circle Point.  
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La última sección de este capítulo se dedica a realizar un resumen del capítulo y establecer las 

conclusiones que se han obtenido de los datos y cálculos realizados. 

 

5.2 Estimación de la incertidumbre de calibración del robot 

mediante simulación de Monte Carlo 

La base del método de estimación de la incertidumbre de calibración es la simulación del 

procedimiento de captura de datos, el posterior cálculo de los parámetros cinemáticos mediante el 

método CPA y la utilización de una simulación estadística según el método Monte Carlo. La salida 

del procedimiento de calibración es la incertidumbre de calibración para cada parámetro 

identificado. La incertidumbre obtenida para cada parámetro depende de la configuración de la 

captura de datos y del dispositivo de medición externo utilizado. Este método de evaluación 

permite obtener una incertidumbre de calibración en función de la configuración, el equipo y el 

procedimiento de medición utilizados. Además, permite calcular y optimizar una captura de datos 

antes de la ejecución de la prueba para validar los resultados numéricos. Conocer la incertidumbre 

en la determinación de los parámetros permite propagar las distribuciones de los errores de 

posición y orientación del robot calibrado para una pose determinada, pudiéndose aplicarse estos 

errores a la evaluación de todo el espacio de trabajo del robot. 

Para ello, se establecen las siguientes fases en la aplicación del método: 

 Definición de las variables de entrada, así como sus correspondientes distribuciones de 

probabilidad. 

 Definición de la variable de salida. 

 Desarrollo del modelo matemático que vincule la salida y las entradas. 

 Propagación de las distribuciones de las magnitudes de entrada a través del modelo 

planteado para obtener la distribución de salida. 

 Estimación de la magnitud de salida, su incertidumbre y los intervalos de confianza. 

El diagrama de flujo del algoritmo que se ha desarrollado para la estimación de la 

incertidumbre de la calibración cinemática según Monte Carlo es el que se ve en la Figura 5.2. En 

los siguientes apartados, se va a ver en detalle cada uno de los pasos que integra este algoritmo, 

explicando asimismo cada uno de ellos, junto con sus algoritmos matemáticos. 
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(X,Y,Z)i LT             

(θ1, …, θ6)i Robot 

Generación de 

puntos sintéticos 

Modelo de Robot y 

Condiciones de captura 

Monte Carlo    

K=1,……,n 

Fin 

Calibración del Robot 

Datos reales 

Cálculo de las 

Coordenadas Plücker 

Sj, S0j 

Cálculo de los 

parámetros cinemáticos 

{Pj}K Parámetros 

identificados 

Incertidumbre e intervalos de 

confianza para cada parámetro 

CIRCLE POINT 

Figura 5.2. Generación de datos de medida para la calibración: generación de datos sintéticos. Fuente: propia. 
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5.2.1 Generación de datos de medida para la calibración: generación de datos 

sintéticos 

En el método CPA, es posible obtener la información geométrica sobre la rotación de cada 

articulación mediante varios métodos de captura métodos de captura basados generalmente en 

sistemas de medición de coordenadas a gran escala sistemas de medición de coordenadas a gran 

escala, como Láser Trackers, Total Station o GPS interior (Figura 5.3) En el caso de este trabajo se  

utiliza un reflector colocado en un punto delantero en la estructura del robot relativo a la 

articulación giratoria actual, que tiene capacidad de seguimiento del Laser Tracker. 

 

Figura 5.3. Captura de datos para la identificación de parámetros según el método CPA. Cálculo del eje de la 

articulación. Fuente: elaboración propia 

El método propuesto genera puntos de medición sintéticos a partir de la definición de 

variables de entrada que influyen en el resultado. Las variables procedentes de la incertidumbre de 

medida del sistema de medición utilizado y de los parámetros de definición del proceso de 

muestreo influyen, de forma indirecta, en la incertidumbre final de calibración, ya que provocan un 

cambio en los resultados óptimos que se obtienen con el método CPA. Por lo tanto, mediante el 

simulador se van a generar, de una forma paramétrica, un conjunto de datos a partir de los cuales 

se obtendrán el conjunto de parámetros cinemáticos del modelo del robot. Estos datos se verán 

afectados por el error del sistema de medición y las condiciones de captura de los datos en la 

calibración.  En este caso, y suponiendo que la calibración del robot se efectúe en un entorno con 

condiciones atmosféricas controladas, las variables de entrada consideradas e introducidas en el 

modelo que  tienen contribuciones relevantes en la precisión de los parámetros cinemáticos 

calculados son las siguientes: 
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a) Instrumento de medición: 

1. Posición del reflector en cada articulación del robot. 

2. Posición y orientación del instrumento de medición en sistema de referencia robot. 

3. Incertidumbre de medición del instrumento de medición, ya que se consideran 

diferentes dispositivos de medición: dos Láser Tracker, dos estaciones totales, un 

GPS interior y un Láser Tracker con accesorio de pruebas, que afectarán de forma 

diferente a la incertidumbre de medición final. 

b) Condiciones de captura de los datos para la calibración: 

1. Posición inicial de cada articulación (ángulo inicial de cada articulación). 

2. Ángulos de rotación cubiertos en cada articulación. 

3. Número de puntos capturados en cada articulación. 

c) Condiciones computacionales: 

1. Número de iteraciones realizadas en las simulaciones. 

El enfoque general del método sólo tiene en cuenta las variables que influyen en el propio 

proceso de calibración. En caso de aplicarse particularmente a un robot concreto, es posible valorar 

la incorporación como fuente de error de la incertidumbre del propio mecanismo o de la 

incertidumbre de su fabricación y montaje, además de los factores ambientales. 

 La posición y la orientación del sistema de medición (Láser Tracker) se consideran 

parámetros de entrada del algoritmo y se expresan en el sistema de referencia del robot (SRrobot). 

Estos se introducen en el modelo mediante la matriz de transformación homogénea que relaciona 

ambos sistemas, SRrobot y SRLT. Debido a que la incertidumbre de medida del Láser Tracker se expresa 

como un término constante más un término lineal dependiente de la distancia de medición (A+BL 

en μm, con L en mm), la incertidumbre se considera como un parámetro de entrada y estará influida 

por el reflector que se coloca en el robot. La posición del reflector en el robot determinará la 

distancia de medición y afectará directamente a su incertidumbre y a las coordenadas de los puntos 

medidos en cada articulación. Pueden existir limitaciones experimentales en la definición tanto las 

posiciones del reflector en cada articulación, como de los ángulos de cada articulación capturados, 

debido a que el robot puede ser físicamente incapaz de alcanzar cada posición, o bien que el 

reflector quede oculto durante la rotación de la articulación. Por lo tanto, es posible considerar 

estas limitaciones prácticas en el proceso de simulación, basándose en las condiciones particulares 

de la prueba de captura de datos. 

Por otra parte, los parámetros de entrada relacionados con el ángulo de rotación, número 

de puntos capturados en cada articulación y la posición del robot definirán el número de puntos y 

sectores circulares capturados. El hecho de que el método CPA utilice un ajuste basado en los 

mínimos cuadrados de los puntos en un plano y la proyección de estos puntos sobre un círculo, 

hace que el sector circular a considerar y la incertidumbre del sistema de medición afecten 

directamente en la precisión de cálculo de ambas primitivas geométricas [154]. Por lo tanto, estos 

tres parámetros se consideran una fuente directa de incertidumbre causada por un parámetro de 
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entrada constante relacionado con la configuración de la prueba de captura. En la Figura 5.4 y 

Figura 5.5 se muestran dos conjuntos de datos generados: los valores iniciales de los parámetros 

de entrada para la generación se muestran en la Tabla 5.1, mientras que el parámetro modificado 

para cada generación de muestra se puede ver en las mismas figuras, siendo el ángulo cubierto θi 

considerado como 15° para el primer caso de la Figura 5.4, y 180° para el segundo caso, y siendo el 

número de puntos considerado 100 puntos por articulación, para el primer caso de la Figura 5.5, o 

bien 15 puntos para el segundo caso. 

 

 

Figura 5.5. Conjunto de puntos generados por articulación, en función del número de puntos definido 
por articulación. Fuente: elaboración propia 

Figura 5.4. Conjunto de puntos generados por articulación, en función del ángulo cubierto por 
articulación. Fuente: elaboración propia 
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 Los valores iniciales que fueron los parámetros de entrada para la generación se muestran 

en la Tabla 5.1.  

 La ecuación (5—1) muestra un ejemplo del modelo generado a partir de las coordenadas 

medidas nominalmente para un punto en la segunda articulación. Esta ecuación determina las 

coordenadas del reflector en la posición actual expresadas en el sistema de referencia de la 

articulación 2 (SR2), y estos puntos se definen como parámetros de entrada. GZi representa una 

matriz de rotación homogénea de θ grados alrededor del eje Zi, de acuerdo con la posición inicial 

del robot, el ángulo de rotación y el número puntos definidos. 𝑀1 
0  representa la matriz de 

transformación homogénea entre las articulaciones 2 y 1, cuando la rotación en torno a la 

articulación 1 es de cero grados, y 𝑀0 
𝐿𝑇  es la matriz de transformación del sistema de referencia 

de la base del robot respecto al sistema de referencia del sistema de medición, que en este caso es 

un Láser Tracker. El subíndice F del ángulo de rotación θ hace referencia al punto final generado en 

la articulación anterior, y el subíndice i hace referencia al punto actual en la articulación 2. Este 

esquema de generación se generaliza para todas las articulaciones.  

 

 

[

𝑋
𝑌
𝑍
1

]

𝑅𝑒𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟_𝑆𝑅_𝐿𝑇

= 𝑀0 
𝐿𝑇 × 𝐺𝑍1(𝜃𝐹) × 𝑀1 

0 × 𝐺𝑍2(𝜃𝑖) × [

𝑋
𝑌
𝑍
1

]

𝑅𝑒𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟_𝑆𝑅2_𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡_𝑖

 (5—1) 

 

 

La Figura 5.6 muestra gráficamente el proceso de obtención de puntos medidos expresados 

en el sistema de referencia de la articulación 2 (SR2). Los parámetros nominales del modelo del 

Tabla 5.1. Valores iniciales base considerados como parámetros de entrada. 
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robot se tienen en cuenta durante la generación de puntos sintéticos, lo que permite evaluar no 

sólo la incertidumbre sino también del error creado al determinar cada parámetro, lo que está en 

consonancia con la incertidumbre asignada finalmente a cada parámetro. 

 

Figura 5.6. Modelo de generación de puntos para coordenadas del reflector en la articulación 2. Fuente: 
elaboración propia. 

 

 

5.2.1.1 Algoritmo matemático para el Generador de puntos sintéticos 

El primer algoritmo que se va a ver es el que corresponde al generador de puntos sintéticos. 

Una vez se han considerado las condiciones de partida y se han definido las variables de entrada, 

se procede a generar los puntos sintéticos, como se mostraba en la Figura 5.2. Más concretamente, 

el paso al que se refiere es el que viene resaltado en la Figura 5.7. Tanto este algoritmo, como todos 

los que se mencionan en los siguientes apartados se han realizado en MatLab©. 
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Figura 5.7. Diagrama de flujo del algoritmo - Generación de datos sintéticos. Fuente: propia 

 

Este algoritmo tiene como variables de entrada (en el programa en MatLab©) las siguientes:  

1. Initpos: Posición inicial del robot a partir de la cual se generarán los círculos. Vector 1x6, con 

los ángulos de las articulaciones. 

2. SRLT: Matriz de transformación ( 𝑀0
𝐿𝑇  en la Figura 5.6) que pasa puntos del Sistema de 

Referencia global del robot (SRROBOT) al Sistema de referencia del sistema de medición (SRLT), 

que en el caso real es un Láser Tracker. Los puntos generados estarán expresados en el 

sistema de referencia del sistema de medición. 
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3. Preflector: Matriz 6x3 con las coordenadas X Y Z de la posición del reflector del Láser Tracker 

(en posición  inicial) expresadas en el sistema de referencia de la articulación que gira (fijo) 

para todas las articulaciones:[X1 Y1 Z1; X2 Y2 Z2;...;X6 Y6 Z6]  

4. Angcir: Vector 1x6 con el ángulo de giro que cubrirá cada articulación en el ensayo. Un 

ejemplo de los diferentes puntos generados al modificar este parámetro se puede ver en la 

Figura 5.4. 

5. Nptos: Vector 1x6 con el número de puntos que se generarán en cada círculo. Un ejemplo de 

los diferentes puntos generados al modificar este parámetro se puede ver en la Figura 5.5. 

6. Ruidomed: Desviación estándar de la distribución normal con la que se generará 

aleatoriamente ruido normal debido al instrumento de medida, centrado en el valor nominal 

en cada coordenada. Se considera con carácter general un valor de desviación tal que 2σ sea 

aproximadamente el 95% del error máximo del instrumento de medida (Láser Tracker, 

Estación total, Indoor GPS, etc.). Este parámetro viene expresado en milímetros. Vector 1x2, 

que significa: Ruido = A + B*L. 

7. Err: Matriz 6x20 con los errores de giro a inducir en cada una de las articulaciones. Cada fila 

tiene estas componentes: [dx dy dz Ex Ey T1 T2 T3 T4 T5 fi1 fi2 fi3 fi4 fi5 R1 R2 R3 R4 R5]. Son 

los términos correspondientes al modelado de errores en ejes giratorios. En ellos, dx, dy, dz 

(𝛿𝑥 , 𝛿𝑦, 𝛿𝑧) son los deltas en cada uno de los ejes para la traslación respecto al sistema de 

referencia fijo y Ex, Ey  (𝜀𝑥 , 𝜀𝑦) son giros entorno a X e Y del sistema fijo. Ez no se considera 

porque la rotación que se va a realizar en cada articulación es en torno a Z, que será el ángulo 

𝜃𝑧. Todos los errores se van a generar dependientes del valor del ángulo de giro de la 

articulación en cada momento, por lo que lo que se introducirá en esta matriz serán las 

amplitudes máximas de estos errores. Su valor final se modelará como se indica en la 

ecuación (5—2) y es dependiente del valor de giro en cada momento, siendo: 

 

 
𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝐴 · sin ((2𝜋

𝑇𝑖
⁄ ) · 𝜃𝑖 + 𝜑𝑖) (5—2) 

 A: el valor introducido en los términos de error (amplitud). En la matriz milímetros para 

desplazamientos y grados para giros.  

 T: Periodo de la oscilación, en radianes (normalmente consideraremos 2π). En la matriz 

se especifica uno para cada error. 

 θ (thita): Será el valor de giro de la articulación en cada momento, durante la aplicación 

sintética del método CPA en cada articulación. 

 ϕ (fi): desviación de fase (en radianes), una para cada articulación. 

 

Los parámetros R1 a R5 son desviaciones estándar de la distribución normal con la que se 

generará aleatoriamente ruido normal al valor de cada error. Se pondrá 0 si no se desea 

generar ruido en la distribución normal. 

Modelando este error en función de 𝜃𝑧, en cada posición de giro de una articulación, su SR 

estará en una posición distinta para cada 𝜃𝑧. La matriz de transformación homogénea  que 
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permite obtener la matriz resultante de los errores tendrá la siguiente forma según la 

ecuación (5—3): 

 𝑅𝑇𝑒𝑟𝑟 = 𝑀𝑇𝑥 · 𝑀𝑇𝑦 · 𝑀𝑇𝑧 · 𝑀𝐺𝜀𝑥
· 𝑀𝐺𝜀𝑦

· 𝑀𝐺𝜃𝑧
 (5—3) 

Teniendo en cuenta la siguiente convención en cuanto a la notación: 

- MTk es la matriz de traslación, en una cantidad 𝛿𝑥 , 𝛿𝑦 , 𝛿𝑧, a lo largo de los ejes k, para k=x, y o 

z. 

- MGθk es la matriz de giro, en unos ángulos 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦, para los errores en los giros alrededor de los 

ejes k, para k=x o y, respectivamente, o el ángulo 𝜃𝑧, para el valor del ángulo cuando la 

articulación está rotando alrededor del eje z. 

 

El resultado de desarrollar la matriz de la ecuación anterior se puede ver en la siguiente 

ecuación (5—4): 

 
𝑅𝑇𝑒𝑟𝑟 = [

cos𝜀𝑌 cos𝜃𝑍 −cos 𝜀𝑌 sen𝜃𝑍 sen 𝜀𝑌 𝛿𝑋

sen 𝜀𝑋 sen 𝜀𝑌 cos𝜃𝑍 + cos 𝜀𝑋 sen𝜃𝑍 cos 𝜀𝑋 cos𝜃𝑍 − sen 𝜀𝑋 sen 𝜀𝑌 sen𝜃𝑍 −sen𝜀𝑋 cos 𝜀𝑌 𝛿𝑌

−cos 𝜀𝑋 sen 𝜀𝑌 cos 𝜃𝑍 + sen𝜀𝑋 sen𝜃𝑍 sen 𝜀𝑋 cos𝜃𝑍 + cos 𝜀𝑋 sen 𝜀𝑌 sen𝜃𝑍 cos 𝜀𝑋 cos 𝜀𝑌 𝛿𝑍

0 0 0 1

] (5—4) 

El valor θz será el valor del ángulo de giro de la articulación que se está girando en el proceso 

del CPA en este generador, en cada momento, alrededor del eje z. Por tanto, se obtendrá la 

matriz de este sistema al SR nominal de la articulación para cada ángulo. Ésta es la matriz 

𝐺𝑍𝑖(𝜃𝑍𝑖) que se ha referido anteriormente en la ecuación (5—1). 

8. Param5: Vector con los parámetros cinemáticos teóricos del robot, según el modelo Denavit-

Hartenberg. Para el robot que se usa en este trabajo, estos parámetros se pueden ver en 

laTabla 4.7, en la columna de parámetros nominales. 

9.  ShowFigure: Variable lógica, que indica si se deben mostrar los gráficos o no, donde se 

muestran los puntos generados. 

Estas variables de entrada, en el caso de la prueba que se verá según la Tabla 5.4. Condiciones 

de partida para la calibración usando un Láser Tracker, tienen los siguientes valores de entrada, 

según se muestran en la Tabla 5.2. 
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Tabla 5.2. Parámetros de entrada para generar los puntos sintéticos, según la prueba de la Tabla 5.4. 

Para definir y tratar de explicar el funcionamiento de cada uno de los algoritmos que se van 

a presentar, tanto en este apartado como en los subsiguientes, se ha optado por presentar la 

función en su formato de pseudocódigo. El pseudocódigo es un lenguaje de descripción de 

algoritmos, que está pensado para la lectura humana de forma sencilla. Aunque no existe una 

sintaxis estándar para el pseudocódigo, existen diversos trabajos que han tratado de estandarizar 

este lenguaje [155][156]. Aquí se usa un pseudocódigo no estándar, que únicamente pretende 

facilitar la comprensión del algoritmo presentado en cada sección. De esta forma, el pseudocódigo 

de esta función es el siguiente: 

 

Inicializa variables 

Para cada articulación i desde 1 a 6 

 Toma el valor inicial del ángulo (Initposi) 

Calcula incremento del ángulo para generar el círculo en articulación i 

 

 Para cada punto j espaciado un ángulo Incremento_Ánguloi 

  Calcula los errores, según la matriz de errores Err (parámetro entrada) 

  Calcula la matriz de giro GZi para ese punto considerando los errores  // Ver 

apartado 5.2.1, Figura 5.6, y ver ecuación (5—4) 

  Calcula el punto del círculo con errores 

  Calcula la matriz de cambio M desde el origen del robot a la articulación actual 

  Cambia el punto según matriz de cambio M y según matriz de cambio SRLT 
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  Añade ruido aleatorio debido al instrumento de medida 

  Guarda ruido en Randomnoise 

  Guarda el punto con y sin ruido debido al instrumento de medida 

 Fin Para 

 

 Guarda puntos del círculo de la articulación actual 

 Guarda la matriz de error GZi de la articulación actual i, según última/actual posición 

Fin Para 

Si ShowFigure  

entonces  muestra la figura con los puntos – círculos 

Fin Si 

Salida  Puntos generados sintéticamente 

 

 

5.2.2 Coordenadas Plücker y cálculo de los parámetros cinemáticos 

Una vez generados los puntos (como muestra la Figura 5.8) en función de los parámetros 

de entrada especificados y, en este caso, en los parámetros nominales del modelo de robot es 

posible completar los cálculos del método CPA. A partir de los puntos medidos, el método CPA 

determina la dirección del eje de cada articulación como dirección normal del plano que se ajusta 

de mejor forma, y el método CPA define este eje calculando un punto que pertenece al eje de la 

articulación. Este punto se define como el centro de la circunferencia que mejor se ajusta a los 

puntos proyectados en el plano calculado. 

Esta es la información básica que utiliza el método para analizar un par de ejes adyacentes 

en la posición final del robot y obtener los parámetros que describen la transformación geométrica 

entre ellos. Este método tiene la característica de poder clasificar esta información geométrica y 

expresar cada eje de la articulación en términos de coordenadas de Plücker, lo que simplifica la 

evaluación algebraica de la posición relativa del eje adyacente y permite un método sencillo para 

seleccionar los parámetros relativos a dicha posición. En esta fase del procedimiento de evaluación, 

tanto el plano como los círculos que corresponden a cada articulación se consiguen determinar, lo 

que permite definir las coordenadas de Plücker de cada eje de articulación. Hay que tener en cuenta 

que la esa dirección del eje debe coincidir con la dirección del eje Z del modelo nominal. Por lo 

tanto, esta coincidencia se tiene que verificar y el cálculo se debe adaptar al modelo definido. La 

Figura 5.8 muestra los ejes determinados para los datos sintéticos generados anteriormente para 

para los parámetros iniciales considerados en la Tabla 5.1, donde los puntos medidos y las 

circunferencias de los ejes se han trazado a partir de la proyección de los puntos en sus respectivos 

planos de mejor ajuste. 
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Una vez calculadas las coordenadas de Plücker, los parámetros cinemáticos del modelo del 

robot se obtienen mediante el método CPA. En la Tabla 5.3 se muestran los resultados obtenidos 

para los dos casos de generación mostrados en la Figura 5.8, así como una comparación con los 

parámetros nominales del modelo del robot utilizados para generar los puntos sintéticos, lo que 

constituye una validación del algoritmo. 

 

Tabla 5.3. Parámetros cinemáticos obtenidos usando el método Circle Point Analysis (CPA) con los datos muestra 

de la Figura 5.8 generado con parámetros nominales.  

 

Figura 5.8. Cálculos de los ejes de las articulaciones usando el método CPA según los datos de entrada de la Tabla 
5.1. Fuente: elaboración propia 
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5.2.2.1 Algoritmo matemático para el cálculo de coordenadas Plücker 

Este algoritmo es el que corresponde a la función que calcula las coordenadas Plücker 

correspondientes a los seis ejes del robot, bien sea con los datos de entrada obtenidos de una 

Generación de Puntos completa del robot según el método del CPA, o bien sea con los datos de las 

lecturas tomadas con un instrumento de medición (por ejemplo, un Láser Tracker) de los puntos de 

cada articulación del robot. Esta función permite asimismo detectar automáticamente si las 

normales obtenidas están o no en la misma dirección que los ejes Z del robot. Este algoritmo es que 

viene resaltado en la Figura 5.9, dentro del proceso del diagrama de flujo del método de cálculo de 

la incertidumbre de la calibración cinemática. 

 

Figura 5.9. Diagrama de flujo del algoritmo - Cálculo de las Coordenadas Plücker. 
Fuente: propia 
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En esta función los parámetros de entrada son principalmente los puntos tomados según 

el método CPA, bien sean con datos sintéticos o con datos reales, así como otros parámetros de 

entrada, como los números de puntos en cada círculo por articulación (Nptos), los parámetros 

nominales del Robot según el modelo Denavit-Hartenberg, y la matriz de transformación 

homogénea que pasa del sistema de referencia global del robot al sistema de referencia del sistema 

de medición empleado. Como parámetros de salida principal se tendrán los pares de vectores 

(𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ , 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ), que son los vectores de las coordenadas Plücker de cada uno de los ejes del robot. 

 

El pseudocódigo de este algoritmo se muestra a continuación: 

 

Inicializa variables 

Para cada articulación i desde 1 a 6 

 Obtiene el plano y círculo que mejor se ajusta a los puntos 

 Guarda los valores obtenidos (Si, ri, rni, P_Circulos, distancias, sigmas) 

Fin para 

Comprueba si normal eje Z calculado (Si) coincide con normal SRLT 

Si normal es diferente  entonces  

cambia sentido a Si 

Fin si 

Guarda coordenadas Plücker y S0i 

 

Si tiene que mostrar alguna gráfica 

Para cada articulación i desde 1 a 6 

 Si ShPoints  muestra los puntos del círculo y el número de articulación 

 Proyecta el punto 1 del círculo en el plano XY de la articulación 

 Para cada punto m desde 1 hasta Nptos(i) 

  Obtiene PProy = proyección del punto sobre el plano normal a Si 

  Calcula distancia axial (excentricidad) del punto al plano – punto proyectado 

Calcula distancia radial (excentricidad) del punto proyectado a la circunferencia 

 Fin Para 

 Si ShEx  Muestra gráfico excentricidad, y las excentricidades radial y axial 

 Si (ShBestfitCircles OR ShrefS)  entonces 

  Calcula los puntos del círculo ajustado XYZ con el radio obtenido 

  Calcula la matriz de giro MG del SR_articulación al SRLT 

  Gira los puntos XYZ que forman el círculo con esta matriz MG 

 Si ShBestfitCircles  representa el círculo 

 Si ShNormals  Representa las normales con dirección 

 Si (ShrefS y es articulación 1)  Pinta los sistemas de referencia, guarda SR0 

Fin para 

Y si no tiene que mostrar ninguna gráfica 
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 Calcula SR0 

Fin Si 

Si ShrefS  Muestra la imagen de los ejes del robot 

Salida  Coordenadas Plücker (Sj, Soj) 

 

 

5.2.2.2 Algoritmo matemático para el cálculo de los parámetros cinemáticos 

 

Este algoritmo se corresponde a la función que realiza el cálculo de los parámetros reales 

del modelo del robot, a partir principalmente de la información entregada con las coordenadas 

Plücker para cada articulación, que definen los ejes de cada una de ellas. Esta función, aplicando la 

metodología definida según el método del Circle Point, identifica los parámetros del modelo, y 

devuelve estos parámetros en una variable de salida del algoritmo (Pj). Este algoritmo es que viene 

resaltado en la Figura 5.10, dentro del proceso del diagrama de flujo del método de cálculo de la 

incertidumbre de la calibración cinemática. 
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En esta función los parámetros de entrada principales son los puntos tomados por el 

algoritmo anterior visto en el apartado 5.2.2.1, esto es, los pares de vectores (𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗ , 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ), que son los 

vectores de las coordenadas Plücker de cada uno de los ejes del robot que según el método Circle 

Point. Como parámetro de salida principal se tendrán los parámetros calculados de calibración 

cinemática del robot según el modelo D-H. 

El pseudocódigo de este algoritmo se muestra a continuación: 

 

Figura 5.10. Diagrama de flujo del algoritmo - Cálculo de parámetros cinemáticos. 
Fuente: propia 
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Inicializa variables 

Para cada articulación j desde 1 a 5 

Toma Sj, S0j, Sk, S0k de las coordenadas Plücker, cos(αjk), calcula matriz M, Mant 

 cos(αjk)=Sj·Sk 

 

 Si cos(αjk)=+1 ó -1 

  //EJES PARALELOS 

  ajk=Sj·(cos(αjk)*S0k – S0j)    // Ver ecuación (4—82) 

  αjk =arc cos(Sj·Sk)    // Ver ecuación (4—83) 

 Fin si 

 Si cos(αjk)≈-1 ó +1 

  //EJES CASI PARALELOS: Se soluciona según Solución 3 del método Circle Point. 

  Obtener puntos de intersección Pn y Pp 

  Pn = Pp_prev + dj*Sj    // Ver ecuación (4—60) 

  Pp = (Sj x S0k + (Pn · Sj)*Sk) / (Sj · Sk)  //  Ver ecuación (4—64) 

  Skp=Sk – (Sk·ajk)*ajk    // Ver ecuación (4—76) 

  cos𝛽𝑗𝑘 = √[1 − (𝑆𝑘
⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝑎𝑗𝑘

𝑛𝑜𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)2]   // Ver ecuación (4—79) 

  Cos(α’jk)=(Skp / |Skp|) · Sj    // Ver ecuación (4—80) 

  Sen(α’jk)=((Sj x Skp)/ |Skp| )· ajk   // Ver ecuación (4—81) 
  αjk = arc tan(sen(αjk)/cos(αjk))   // Ver ecuación (4—87) 

 y si no 

  //EJES NO PARALELOS – Hay que calcular el momento mutuo 

  MM=Sj · S0k + Sk · S0j    // Ver ecuación (4—22) 

  Si MM=0 

   // MM=0  Las líneas se cortan => Pn=Pp 

   ajk =0 

   𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =(Sj x Sk)/ |Sj x Sk|   // Ver ecuación (4—26) 

   Pn=Pp=(S0j x S0k) / (Sk · S0j)  // Ver ecuación (4—44) 

   Sen(αjk)=| Sj x Sk |   // Ver ecuación (4—13) 

   αjk = arc tan(sen(α’jk)/cos(α’jk))  // Ver ecuación (4—87) 

  y si no 

   // MM<>0  Las líneas son oblicuas 

   𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =-signo(MM) * ((Sj x Sk)/ |Sj x Sk|) // Ver ecuación (4—27) 

   //Comprueba que la dirección de 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  coincide con la dirección del 

// eje X nominal del modelo. Se calcula ese ángulo phi 

   Cos(phi)=Mx · 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

Si (cos(phi)<0)  entonces 

    Cambia sentido 𝑎𝑗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , cambia sentido MM, cambia signo ajk 

   Fin si 

   Pn= (((ajk x Sk) x S0j) – (S0k · ajk)* Sj) / ((ajk x Sk) · Sj)    // Ver ecuación (4—35) 
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   Pp= (((ajk x Sj) x S0k) – (S0j · ajk)* Sk) / ((ajk x Sj) · Sk)   // Ver ecuación (4—36) 

   ajk =|Pp – Pn|* ajk_signo       // Ver ecuación (4—23) 

   Sen(αjk)= ajk · (Sj x Sk)        // Ver ecuación (4—13) 

   αjk = arc tan(sen(α’jk)/cos(α’jk))       // Ver ecuación (4—87) 

  Fin si 

 Fin si 

 

 Si j=1 

  // Para la primera articulación el cálculo es algo distinto 

  dj(1)=Distancia euclídea desde Pn(1) hasta Origen_robot 

  Si ShowFigure  muestra los vectores ajkprev, ajkactual, Sj, (ajkprev x ajkact) 

  Calcula θ1 con respecto al eje X (1 0 0) del SR0 

 Y si no 

  // Para el resto de articulaciones 

  dj(j)=Distancia euclídea desde Pn(j) hasta Pp(j-1) //  Ver ecuación (4—91) 

  Si ShowFigure  muestra los vectores ajkprev, ajkactual, Sj, (ajkprev x ajkact) 

  Calcula θj   //  Ver ecuaciones (4—92),(4—93) y (4—94) 

 Fin si 

 Ajusta el ángulo ajk, para que coincida con el ángulo del eje Xi (matriz M) 

Fin para (cada articulación j desde 1 a 5) 

 

Ajusta ángulo θ según los ángulos finales Angfin que se tienen 

Asigna parámetros al último sistema de referencia (j=6) 

Salida  Parámetros cinemáticos en variable P 

 

 

5.2.3 Evaluación de la incertidumbre e intervalos de confianza de los parámetros 

Para evaluar la incertidumbre de calibración de las variables de entrada consideradas, 

deben definirse para cada situación las variables relacionadas con la configuración del test de 

captura de datos. Algunas de estas variables no influirán en la determinación de los valores de salida 

de los parámetros, pero afectarán a la incertidumbre final porque afectan a la precisión durante las 

distintas etapas de los cálculos de los parámetros calibrados, en función de la forma en que se 

realice la prueba de captura. El diagrama de flujo de la evaluación de la incertidumbre para el 

método Monte Carlo se muestra en la Figura 5.2. Al definir un número de iteraciones con este 

método, se determinan los posibles valores de las variables de salida. En el caso de los parámetros 

del modelo cinemático del robot, las variables de entrada sufrieron variaciones en función de sus 

distribuciones de probabilidad. A partir de la distribución obtenida para cada parámetro, es posible 
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obtener una estimación del valor medio de la distribución X, y su incertidumbre típica, lo cual se 

describe como la desviación típica de la distribución. Además, se obtiene un intervalo de confianza 

del 95% para cada parámetro de la distribución resultante. 

Una vez definidas las condiciones de prueba, las coordenadas del punto medido cambian 

en función de la incertidumbre del dispositivo de medición que se considere. Esta incertidumbre se 

aplica a cada una de las coordenadas X, Y, Z de cada punto de forma independiente y depende del 

valor de las coordenadas. Las coordenadas tienen un valor aleatorio en el intervalo ±(A+BL), 

definido por la incertidumbre del sistema de medición, donde A está en μm, B está en μm/m y L 

está en m. Por lo tanto, la incertidumbre del sistema de medición se refleja directamente en las 

coordenadas medidas por el equipo. 

Este método de evaluación de la incertidumbre de calibración da un resultado para una 

medición específica bajo unas condiciones específicas y, por lo tanto, para datos de prueba 

específicos capturados para la calibración mediante CPA. En la Figura 5.11 y Figura 5.12 se muestran 

dos casos de identificación de las incertidumbres de los parámetros del modelo cinemático 

utilizando dos sistemas de medición diferentes, que son en este caso un Láser Tracker (FARO Láser 

Tracker ION®™)[157], cuyos datos de entrada para la simulación se pueden ver en la Tabla 5.4, y un 

Indoor GPS (iGPS, [158]), cuyos datos de partida se muestran en la Tabla 5.5. Estas figuras muestran 

la distribución de cada parámetro obtenida de acuerdo a las distintas posibilidades de los 

parámetros cinemáticos por articulación, definidas por los intervalos de variación de las variables 

de entrada. 

 

Tabla 5.4. Condiciones de partida para la calibración usando un Láser Tracker 

 

Tabla 5.5. Condiciones de partida para la calibración usando un iGPS 
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Figura 5.11. Distribución de los parámetros cinemáticos e intervalos de confianza, usando el método CPA, para el 
caso de un Láser Tracker Faro ION®™. Fuente: elaboración propia 

 

Figura 5.12. Distribución de los parámetros cinemáticos e intervalos de confianza, usando el método CPA, para el 
caso de un iGPS. Fuente: elaboración propia. 
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 Cabe señalar que el método CPA original no determina los parámetros cinemáticos del 

marco de referencia base, ni de los sistemas de referencia, ya que sólo pueden localizarse en el 

espacio los ejes de las articulaciones en las que se produce el movimiento. La posición del sistema 

de referencia global en este caso se determina por mínimos cuadrados según el método explicado 

en el apartado 4.4. El último sistema de referencia de la cadena cinemática coincide con el sistema 

de referencia anterior en la posición inicial del modelo. Por tanto, los parámetros de la articulación 

6 no cambian durante la simulación. Por otra parte, el parámetro d2 es cero en cualquier caso, ya 

que esta articulación se utiliza el modelo Hayati-Mirmirani. Por tanto, el valor de d2  se fuerza a cero 

y la transformación de la traslación en esta articulación se realiza mediante el parámetro a2. Ambos 

parámetros de entrada modificados relacionados con los valores iniciales se muestran en la Tabla 

5.1. Los resultados numéricos relativos a la incertidumbre, las desviaciones estándar individuales y 

los parámetros de desviación (offset) obtenidos con los parámetros nominales de generación se 

muestran en la Tabla 5.6 y Tabla 5.7.  

 

Tabla 5.6. Incertidumbre de calibración e intervalo de confianza (Figura 5.) para las condiciones de calibración 

usando un Láser Tracker.  

 

Tabla 5.7. Incertidumbre de calibración e intervalo de confianza (Figura 5.12) para las condiciones de calibración 

usando un iGPS.  
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Por tanto, una vez definidas las condiciones particulares del test, es posible saber, por 

medio de esta herramienta de estimación de la incertidumbre, cuáles serán las mejores condiciones 

de prueba para la captura de datos que darán como resultado una incertidumbre de calibración lo 

más baja posible en la identificación de parámetros del modelo cinemático, para un robot en 

particular. 

5.2.3.1 Algoritmo matemático para el cálculo de la función iterativa del cálculo de 

incertidumbre de la calibración cinemática según el método Monte Carlo 

En la Figura 5.13 se puede ver el diagrama de flujo del método de cálculo para la estimación 

de la incertidumbre de la calibración cinemática según el método Monte Carlo, y resaltado el bloque 

del flujograma en concreto que se describe en este apartado. 

 

Figura 5.13. Diagrama de flujo del algoritmo - Cálculo de la incertidumbre según el 
método Monte Carlo. Fuente: propia 
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 Este algoritmo es el que, con la definición de ciertos parámetros de entrada, como cantidad 

n de iteraciones y la incertidumbre del equipo de medida, va a realizar el proceso recursivo para el 

cálculo de los parámetros de calibración cinemática mediante Circle Point en cada iteración, 

permitiendo al final de este proceso recursivo el cálculo de la incertidumbre de la calibración 

cinemática, en base al  total de n conjuntos de parámetros obtenidos. 

El pseudocódigo de este algoritmo, donde se aplica el método Monte Carlo, es el siguiente: 

Inicializa variables 

Para cada iteración n 

Genera puntos Circle-Point     // Según apartado 5.2.1.1 

 Calcula Coordenadas_Plucker_Ejes_SIM  // Según apartado 5.2.2.1 

 Calcula_Parámetros_KM    // Según apartado 5.2.2.2 

 Guarda datos de parámetros 

Fin Para 

Obtiene datos de valor medio, incertidumbre, límite inferior y superior, valor máximo y mínimo 

Guarda datos de salida 

Muestra en pantalla datos de histograma de los parámetros D-H  d, θ, a, α, β 

Muestra tabla de datos resumen 

Muestra el tiempo empleado 

 

 

5.2.4 Evaluación de la influencia de los parámetros de entrada 

Una vez se realicen la simulación de la calibración cinemática mediante el método Monte 

Carlo, realizando n-simulaciones, se obtendrán los parámetros cinemáticos n-ésimos que 

corresponden a cada una de dichas simulaciones. En el fondo, lo que se pretende es obtener un 

conjunto de parámetros cinemáticos n-ésimos para la simulación n-ésima, y una vez se hayan ejecutado 

las n-simulaciones, se obtendrán un conjunto de n parámetros cinemáticos, y será a partir de ese 

conjunto a partir del cual se podrá calcular la incertidumbre de la calibración cinemática. Estos 

parámetros cinemáticos, como se ha visto en el apartado 3.4.4, son ai, αi, θi y di, de forma y manera 

que tanto ai como αi definen los parámetros del eslabón, mientras que θi y di definen los parámetros 

de la articulación. 

A partir de las pruebas realizadas, se muestran varios ejemplos de la influencia de los 

parámetros de entrada que son los siguientes: influencia de la variación del número de iteraciones, 

influencia del número de puntos capturados e influencia del ángulo cubierto de la articulación.  
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Para conseguir que las simulaciones sean comparables, la precisión de los datos obtenidos 

se calcula mediante el parámetro CpK (ver la ecuación (5—5)), la cual da lugar a una combinación 

única de la media y la incertidumbre. 

 
𝐶𝑝𝐾 =

min
 

(𝐿𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝 − 𝑥̅, 𝑥̅ − 𝐿𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓)

3𝜎
 (5—5) 

Los parámetros nominales del modelo se han utilizado como parámetros medios en esta 

evaluación, y un valor de 0,1 mm se ha definido como límite superior e inferior. Aunque este 

parámetro se utiliza normalmente para comprobar la estabilidad de los procesos de fabricación, en 

este caso es adecuado porque combina, en un solo parámetro, la media y la incertidumbre. Por lo 

tanto, se obtiene un valor comparable para los distintos parámetros y simulaciones considerados. 

a) Aunque esta es una herramienta offline, el número de iteraciones para obtener valores exactos 

de los parámetros de la simulación se ha de ajustar. Se ha comprobado experimentalmente en 

este caso que, al aumentar el número de iteraciones se consigue que la media de la distribución 

del valor del parámetro identificado se aproxima cada vez más al valor de generación utilizado, 

pero aumenta el tiempo computacional necesario (Figura 5.14). El número de iteraciones en las 

simulaciones se ha fijado en 100.000 porque las desviaciones en todos los casos son inferiores 

a 1 μm para todos los parámetros. 

 

Figura 5.14. Influencia del número de iteraciones Monte Carlo en el valor medio de la distribución, para el 

parámetro d4. Fuente: elaboración propia. 

 

b) En segundo lugar, la Figura 5.15 muestra los resultados de la evaluación del ángulo de rotación 

obtenidos mediante la captura de datos de la articulación 4. A partir de los valores de partida 

de la Tabla 5.1, suponiendo que se utiliza un Láser Tracker como dispositivo de medición, y 

utilizando los datos de posición y de incertidumbre de medición y de la Tabla 5.4, se ha 

calculado un conjunto de parámetros y valores de incertidumbre para unos ángulos de rotación 

de 15°, 40°, 90° y 180°, cubiertos por las articulaciones durante la prueba de captura de datos. 
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Figura 5.15. Evaluación de la identificación de parámetros e incertidumbre de calibración. Efecto del ángulo 

cubierto en la articulación 4 durante la captura de datos para la calibración con Láser Tracker. Fuente: elaboración 

propia. 

La Figura 5.15 muestra el efecto de la variación del ángulo trazado por el reflector en la 

articulación 4 en los parámetros de la articulación, y la relación entre la articulación previa y la 

siguiente. Para los parámetros d4, d5, y3, y5, a3, a4, a3, a4, y en menor grado, 𝜃4, se puede 

comprobar que un mayor ángulo del reflector da lugar a mayores valores de CpK. Esto era de 

esperar principalmente porque mayores ángulos del reflector darán como resultado una mayor 

precisión en el cálculo del eje de la articulación del mejor cálculo del plano, lo que reduce la 

incertidumbre de estos parámetros. 

c) En tercer lugar, la Figura 5.16 muestra los resultados de la evaluación de un número de puntos 

capturados en todas las articulaciones. En este caso, la incertidumbre de calibración de los 

parámetros del modelo cinemático se obtiene utilizando el mismo equipo de medición que se 

utilizó en el caso anterior y tomando 10, 40 y 100 puntos en cada articulación. Un mayor 

número de puntos capturados permite reducir los efectos de la incertidumbre del sistema de 

medición en el ajuste final de la circunferencia, lo que se traduce en una menor incertidumbre 

de calibración de todos los parámetros. 
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Figura 5.16. Evaluación de la identificación de parámetros e incertidumbre de calibración. Efecto del número de 

puntos capturados en todas las articulaciones durante la captura de datos para la calibración con Láser Tracker. 

Fuente: elaboración propia. 

 

 

5.3 Incertidumbre de posición y orientación a partir de la 

incertidumbre de calibración 

Normalmente, una vez que se han identificado los parámetros y se ha realizado la 

calibración del robot, se comprueba la precisión de la posición del robot en las ubicaciones 

utilizadas tanto para la calibración como para la evaluación, lo que permite verificar los resultados 

y la capacidad de mantener la repetibilidad y la precisión obtenidos en la calibración en todo el 

espacio de trabajo del robot. Una vez calibrado, los errores medio o máximo de los parámetros para 

la posición y la orientación proporcionan una estimación aproximada del comportamiento global 

del robot. Opcionalmente, existen procedimientos estándar que introducen pruebas para 

comprobar el comportamiento del robot desde un punto de vista geométrico [1]. Sin embargo, 

estos test no evalúan la calibración, sino sólo el comportamiento del robot sin necesidad de conocer 

su modelo cinemático. 
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Figura 5.17. Incertidumbre de posición y orientación del Robot TCP (efector final) debido a la incertidumbre de 

calibración (posición del robot según Tabla 5.8). Fuente: elaboración propia. 

La Figura 5.17 muestra los efectos de la incertidumbre de posicionamiento debida a la 

incertidumbre de calibración obtenida para la ubicación del robot que se muestra en la Figura 5.. 

Esta incertidumbre de posición y orientación se ha calculado para una posición ejemplo, teniendo 

los ángulos de las articulaciones definidos por los valores θ1=60°, θ2=68°, θ3=-45°, θ4=200°, θ5=125°, 

θ6=280°. La incertidumbre de posición y orientación aparece en la figura para la posición final del 

robot o TCP del robot, en las posiciones consideradas por los ángulos de las articulaciones. Esta 

incertidumbre, tal y como se ha comentado anteriormente, dependerá de la posición del robot. Los 

datos numéricos de incertidumbre y los valores característicos de esta posición del robot son los 

que se muestran en la Tabla 5.8. 

 

Tabla 5.8. Incertidumbre de la posición del TCP Robot (efector final del robot) y de la orientación debido a la 

incertidumbre de calibración, para un posición definida. 
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Para una posición del robot en particular, es posible analizar el efecto de la incertidumbre 

de la calibración en la posición espacial del efector final o TCP. Para realizar este análisis, la Figura 

5.18 y Figura 5.19 muestran todos los posibles valores obtenidos de orientación y posición, basados 

en el rango de posibles combinaciones de parámetros, y con la incertidumbre de calibración para 

el caso visto en la Tabla 5.4. En la Figura 5.18 se pueden ver los valores calculados para los 

parámetros de orientación y posición del efector final, para la posición ejemplo considerada dados 

por los ángulos de rotación de las articulaciones. La Figura 5.19 muestra todas las posibles 

posiciones del efector final basadas en la combinación de parámetros considerados en el caso de 

la calibración visto en la Tabla 5.4, y la posición ejemplo analizada. En estas figuras se puede ver 

cómo la incertidumbre de la calibración cinemática del robot se propaga a los posibles errores de 

posición debido a dicha incertidumbre.  

 

Figura 5.18. Incertidumbre de la posición y orientación del TCP del Robot debido a la incertidumbre de 

calibración. Posición tomada como ejemplo según Tabla 5.7. Fuente: elaboración propia. 

Figura 5.19. Distribución espacial de las posiciones del TCP del robot debido a la incertidumbre de calibración. 

Posición tomada como ejemplo según Tabla 5.7. Fuente: elaboración propia. 
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Asimismo, tal y como se puede observar en la Figura 5.19, la incertidumbre de la calibración 

genera una distribución de las posibles ubicaciones del efector final con diagramas en forma de 

elipsoide, observándose este comportamiento  en todas las posiciones analizadas. Un análisis más 

profundo del modelo cinemático inverso del robot permite determinar las posibles configuraciones 

de las articulaciones que producen la misma posición del efector final. Para cada configuración 

posible, se produce una elipse similar debido a la incertidumbre de calibración. Dado que todas las 

configuraciones obtenidas con la cinemática inversa se relacionan con el mismo punto nominal en 

el espacio de trabajo del robot, es posible definir la región de incertidumbre mínima como la 

intersección de los elipsoides dados. De esta forma, es posible disponer de una herramienta que 

seleccione posibles combinaciones de parámetros que, dentro de la incertidumbre de calibración, 

produzcan una menor incertidumbre de posicionamiento en el espacio de trabajo global del robot. 

La influencia en la precisión del robot que sigue una trayectoria puede comprobarse 

mediante la técnica de análisis de errores de posicionamiento. Teniendo en cuenta el caso analizado 

en la Tabla 5.4, la Figura 5.20 muestra una trayectoria de ejemplo realizada por el robot. Esta 

trayectoria se define utilizando 75 puntos. El análisis de la incertidumbre de la posición del efector 

final se ha realizado individualmente para cada punto, como en el caso anterior, para el punto de 

ejemplo. Para cada punto nominal definido por las posiciones de la articulación durante la 

trayectoria, se han verificado todas las combinaciones de parámetros cinemáticos obtenidas 

mediante la calibración cinemática. Esta figura muestra cada punto de la trayectoria nominal con 

un color que representa el máximo rango de distancias posibles en la posición del efector final 

debido a la incertidumbre de calibración, en cada una de las tres coordenadas X, Y, Z. Es posible por 

tanto realizar una comprobación visual de la incertidumbre del robot para una trayectoria de 

trabajo en particular y verificar si el posible error en un área específica de la trayectoria está dentro 

o fuera de la precisión de la trayectoria que se necesita para una tarea en particular. Por 

consiguiente, mediante este análisis, es posible cuantificar la precisión real del robot siguiendo una 

trayectoria basada en la incertidumbre de calibración. 

 

Figura 5.20. Incertidumbre de la posición y orientación del TCP del robot siguiendo una trayectoria. El rango de 

valores máximos por coordenada según la incertidumbre de calibración se muestra en la Tabla 5.4. Fuente: propia. 
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5.4 Conclusiones 

En este capítulo se ha introducido la técnica de evaluación de la incertidumbre de 

calibración cinemática para robots industriales. Las técnicas de calibración de robots confirman el 

comportamiento del robot tras un procedimiento de calibración mediante la definición del error 

máximo o medio de la posición y de la orientación sobre un conjunto de puntos del espacio de 

trabajo del robot. Mediante la determinación de la incertidumbre de calibración, es posible conocer 

la incertidumbre de posicionamiento del robot, en función de su ubicación, para cualquier posición 

y orientación. 

Mediante la aplicación de esta técnica, es posible definir las condiciones de prueba de 

captura de datos para la calibración que minimicen la incertidumbre de calibración, y de esta forma, 

minimicen (antes de realizar la prueba de captura) la incertidumbre de posicionamiento obtenida 

el robot. Asimismo, este método permite definir las condiciones de partida que permitan maximizar 

la precisión de posicionamiento obtenida tras la calibración. Se han recogido varios ejemplos de 

variables de entrada y se ha demostrado su influencia en la incertidumbre de calibración. 

La técnica desarrollada en este capítulo utiliza el esquema de evaluación que figura en el 

anexo I del GUM, el cual se realizó usando una técnica de simulación Monte Carlo aplicada al análisis 

de la propagación de la incertidumbre de las variables de entrada. Esta simulación da como 

resultado la incertidumbre de calibración de los parámetros cinemáticos identificados. Desde un 

punto de vista práctico, se han introducido algunos cambios con respecto al método CPA original 

para que el modelo cinemático nominal del robot se pueda comparar con el modelo identificado. 

Cuando se utiliza el método CPA, no es necesario conocer de antemano el modelo cinemático 

nominal porque lo que se obtiene es una solución numérica válida. Sin embargo, en el modelo 

implementado las direcciones del eje del robot no tienen por qué coincidir con las del modelo 

cinemático nominal, y por tanto, el modelo puede dar valores de parámetros numéricos que sean 

muy diferentes de los que se consideran normales para el robot analizado en concreto. También 

hay que considerar que desde un punto de visto práctico esta técnica de calibración debería 

aplicarse a robots con un modelo previamente establecido. Sin embargo, por razones prácticas, el 

posicionamiento del sistema de referencia global de un robot se determina por mediciones y 

ajustes previos, ya que el método CPA no define la posición de este sistema de referencia. 

La determinación de la incertidumbre de calibración para cada parámetro identificado 

permite la propagación de las fuentes de error debido al proceso de captura de datos. Por tanto, el 

cálculo de los parámetros se basa no sólo en el cálculo de los parámetros del modelo sino también 

en el error del robot. Debido a que el modelo cinemático del robot no es lineal, el error final que se 

tiene en función de la posición y la postura debido a la influencia de sus parámetros cinemáticos 

depende de la posición y orientación  en cada caso. La técnica de evaluación de la incertidumbre 

de la calibración desarrollada aquí definirá la incertidumbre de posicionamiento para cualquier 
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posición definida en el robot, de forma y manera que sea posible elegir, para una tarea de precisión 

dada, las mejores ubicaciones del robot. Esto significa que el robot tendrá una menor incertidumbre 

de posicionamiento, lo que garantizará una mayor precisión en función de la incertidumbre de 

calibración del robot. Por lo tanto, la captura de datos de calibración y el procedimiento de cálculo 

están directamente relacionados con la incertidumbre de posicionamiento final del robot, la cual 

depende de su ubicación. Entonces, es posible conocer y mejorar la incertidumbre de 

posicionamiento del robot utilizando una adecuada definición del procedimiento y del test de 

captura de datos para la calibración. 

Una vez obtenida la incertidumbre de calibración de cada parámetro cinemático, es posible 

evaluar el error de posicionamiento del robot a partir de su incertidumbre para determinados 

valores de los ángulos de rotación de las articulaciones. Así, las condiciones del procedimiento de 

captura de datos para la calibración del robot y las influencias consideradas están vinculadas a la 

incertidumbre de posicionamiento del robot y, por tanto, con el posible error máximo que se tiene 

en una posición en particular, provocado por esta calibración. De este modo, es posible evaluar, a 

priori, las condiciones de prueba de captura de datos necesarias para la identificación de los 

parámetros, no sólo desde el punto de vista de la incertidumbre de los parámetros, sino también 

desde un punto de vista que explique el efecto que dicha incertidumbre puede tener sobre el error 

de posicionamiento del robot para un conjunto de localizaciones planificadas. 

Esta técnica puede utilizarse con cualquier modelo de robot y para cualquier cálculo directo 

de parámetros cinemáticos, aunque es más bien aplicable en los casos en que los parámetros se 

determinan mediante un procedimiento de ajuste por el método de los mínimos cuadrados de un 

conjunto de datos capturados o mediante la imposición de restricciones geométricas. En esta 

última situación, la solución no es analítica y depende significativamente de la solución inicial 

utilizada para resolver el método iterativo. Así, en este caso, un esquema de evaluación de la 

incertidumbre como el que se muestra aquí tiene un alto coste computacional, debido al hecho de 

que la solución inicial es un parámetro de entrada, ya que hay que tener en cuenta el efecto de las 

diferentes soluciones iniciales para los parámetros en la incertidumbre de calibración final. 
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6 Conclusiones 
  

6.1 Conclusiones 
 

En la actualidad, los resultados del procedimiento de calibración de un robot se expresan 

generalmente en términos del error de posición y orientación para un conjunto de ubicaciones y 

orientaciones, que se han obtenido a partir de los parámetros cinemáticos previamente 

identificados. En este trabajo de tesis se ha desarrollado un método de calibración cinemática de 

robots conjuntamente con una aproximación para evaluar la incertidumbre de calibración de un 

robot calibrado mediante el método de Circle Point Analysis (CPA). El método desarrollado se basa 

en el cálculo de propagación de distribuciones de probabilidad recomendado por la Guía para la 

Expresión de la Incertidumbre de Medida y en el método Monte Carlo. Este método permite 

calcular la incertidumbre en la identificación de cada parámetro individual del robot y, por tanto, 

estimar la incertidumbre de posicionamiento del robot debida a la incertidumbre de calibración, en 

lugar de basarse en un único conjunto de ubicaciones y orientaciones previamente definidas para 

un único conjunto de parámetros identificados. Además, esta técnica permite establecer las 

mejores condiciones posibles para la prueba de captura de datos, que identifica los parámetros y 

determina cuáles de ellos tienen la menor incertidumbre de calibración posible. Esta determinación 

se basa en las variables que intervienen en el proceso de captura de datos mediante la propagación 

de su influencia hasta la precisión final del robot. Esto va a permitir que, dada una configuración de 

un robot industrial, y calculando la incertidumbre del procedimiento de calibración, se puedan 

optimizar los parámetros usados en la calibración para mejorar y reducir la incertidumbre de la 

misma, mejorando de esta forma el mismo proceso de calibración cinemática, siendo ésta una de 

las principales aportaciones del presente trabajo de tesis. 

Como primera fase de este trabajo de tesis, se llevó a cabo una revisión del estado del arte 

de los robots, con respecto a sus características y su clasificación, refiriéndose no sólo a los robots 

industriales manipuladores, sino a los robots en general. Asimismo, se ha llevado a cabo una amplia 

revisión del  estado del arte de las diferentes técnicas existentes y utilizadas para la evaluación de 

la precisión y repetibilidad de los robots. Tal y como se identifica en la revisión bibliográfica 

realizada, se considera la norma ISO 9283:1995 como el estándar activo y norma de referencia para 

la evaluación de las características de los robots manipuladores industriales, y en concreto, para la 

evaluación de la precisión y repetibilidad de éstos. Esta norma lleva en vigencia más de 20 años, y 
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dado el avance de la técnica, han surgido más tipos de robots, con diferentes prestaciones y 

tecnología asociada, para las cuales la evaluación de sus características no queda cubierta por dicha 

norma ISO 9283:1995. Esto ha generado numerosos estudios y trabajos que han tratado de dar 

respuesta a estas necesidades en estos nuevos ámbitos de la técnica. Sin embargo, y dado que el 

trabajo presentado en esta tesis queda circunscrito a los robots manipuladores industriales, la 

citada norma ISO 9283:1995 da la suficiente cobertura a las necesidades de este trabajo, 

tomándose como referencia. Por último, se ha revisado el estado del arte de los sistemas de 

evaluación y medición existentes en el campo de la calibración de robots industriales, 

identificándose los diferentes trabajos y usos que se han dado con los mismos. Esta revisión ha 

permitido analizar las diferentes características y prestaciones de los mismos, hecho que ha servido 

de base para la selección del sistema de medición a utilizar en el proceso de calibración cinemática 

mediante Circle Point Analysis y específicamente en el procedimiento de captura de puntos que 

hará posible la identificación de los parámetros cinemáticos del robot. El sistema seleccionado es 

un Láser Tracker API modelo 3 con un alcance de 15m y una precisión de ±15μm (ADM) o 1,5ppm 

conjuntamente con reflector de seguimiento activo llamado Active Target, con precisión de ±12,5 

μm en el centro óptico. Ambos suponen un par óptimo de dispositivos para el desarrollo de este 

trabajo, al aplicarse el método Circle Point Analysis, permitiendo tomar datos de cada de una de las 

articulaciones, maximizando el número de puntos tomados y evitando tener que reubicar y 

recalibrar el sistema de medición y su marco de referencia. Esto mejora el proceso de dos formas 

fundamentales: la primera, el proceso de medición en continuo reduce el tiempo necesario para la 

captura de datos; segunda, la precisión de la medición y por tanto de la calibración se mejora 

sensiblemente, con lo que se reduce la incertidumbre del posicionamiento del reflector. 

De manera genérica la calibración de los robots normalmente incluye las siguientes fases: 

(i) Determinación y construcción del modelo cinemático adecuado para la configuración del robot; 

(ii) Captura de datos de la posición de todos los elementos del robot mediante un instrumento de 

medida; (iii) Optimización o identificación de parámetros geométricos, (iv)  Implementación y 

evaluación del modelo óptimo en posiciones distintas a las de identificación, (v) Identificación de 

las posibles causas y fuentes de error y modelado e implementación de modelos de corrección 

De este modo y siguiendo la secuencia anteriormente definida en un proceso de calibración 

de robots, como siguiente paso, en el capítulo 3, se ha introducido el concepto de modelo 

cinemático, se han analizado diferentes modelos matemáticos para realizar la representación de la 

orientación y de la posición, determinando al final el uso en esta tesis de la Matriz de 

Transformación Homogénea, para su aplicación posterior a la calibración cinemática que se 

desarrollará en el siguiente capítulo. Asimismo se ha llevado a cabo una revisión bibliográfica del 

estado del arte con respecto a los métodos de modelo cinemático aplicables a robots 

manipuladores, como punto de partida para los procedimientos de calibración de éstos. Una vez 

realizada esta revisión y análisis del estado de arte, se ha hecho referencia y mostrado el modelo 

de Denavit-Hartenberg (D-H), modificado por la revisión de Hayati y Mirmirani, que es el que se ha 

justificado para su aplicación aquí, al contar los robots manipuladores que tienen articulaciones 

consecutivas con ejes casi paralelos, lo que supone una inestabilidad en el cálculo numérico para el 

modelo D-H original, la cual se soluciona con esta modificación del modelo. Una vez se ha definido 

el modelo cinemático a utilizar, se ha aplicado al caso que nos ocupa, que es un robot KUKA que es 

el que se ha utilizado para el desarrollo de esta tesis, y definiendo según indica al procedimiento de 
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D-H los sistemas de coordenadas a utilizar, obtenemos los valores iniciales de los parámetros 

cinemáticos necesarios y sentamos las bases para pasar al siguiente paso, en el que se tratará la 

calibración cinemática del robot. 

 

En el siguiente paso, en el capítulo 4, se ha introducido el concepto de  calibración 

cinemática de robots, se han analizado y revisado diferentes fuentes de error que pueden afectar 

a esta calibración y se han revisado los diferentes métodos de calibración cinemática de robots 

existentes. De acuerdo a la bibliografía existente, las técnicas de calibración de robots 

documentadas pueden clasificarse en tres grupos: a) métodos de lazo abierto (open loop methods), 

b) métodos de lazo cerrado (closed-loop methods) y c) métodos de medida de eje-tornillo (screw-

axis measurement methods). En el primer grupo de técnicas de lazo abierto, las poses del robot real 

son capturadas usando un sistema de medición externo. El segundo grupo de técnicas se basa en 

la pose diferencial, donde la información del error se toma de la creación de cadenas cinemáticas 

cerradas que fijan una o más de las restricciones de orientación y posición del efector final. El tercer 

grupo de técnicas se basa en las mediciones de movimientos independientes para cada una de las 

articulaciones del robot. En este caso, y para el procesado de los datos tomados, es posible extraer 

los parámetros del modelo cinemático y analizar el valor medio de los ejes de las articulaciones así 

obtenidos. Este método mantiene un mejor enlace tanto físico como matemático entre los 

parámetros identificados y los parámetros reales del robot, ya que los parámetros se basan en un 

cálculo independiente para eje de la articulación. Un método de medida de eje-tornillo típico es el 

Circle Point Analysis (CPA), que es el que se selecciona para su aplicación modificada en este trabajo 

de tesis. Se describe en este capítulo tanto la base matemática del mismo como el proceso a 

realizar. La técnica de Circle Point Analysis (CPA) se basa el movimiento individual de cada una de 

las articulaciones del robot en un círculo mientras se mide la trayectoria de la articulación descrita 

por un punto alrededor de cada articulación. Se toman medidas para cada una de las seis 

articulaciones y se calcula el círculo que mejor se ajusta a los puntos capturados para cada eje. Por 

lo tanto, es posible considerar la posición del eje como un vector que pasa por el centro del círculo 

con una dirección normal al plano que contiene dicho círculo. Este método puede utilizarse para la 

programación offline de robots manipuladores presentando ventajas significativas, ya que los 

parámetros cinemáticos se determinan analíticamente a partir de las relaciones de distancias y 

ángulos entre los vectores calculados, se simplifica el método y se reduce el tiempo que requiere 

el proceso de optimización no lineal convencional. Además de la información sobre la posición de 

los ejes, este método da una idea de los errores de fabricación y montaje cometidos durante el 

proceso de fabricación del robot. 

 Por otra parte, y una vez presentadas las bases de la técnica del Circle Point Analysis, se ha 

procedido a su aplicación, realizando en primer lugar el proceso de  captura de datos para el robot 

Kuka® KR 5 sixx. La calibración del robot requirió de una planificación cuidadosa de las trayectorias 

más convenientes y rangos angulares para cubrir el máximo espacio de trabajo posible. Para ello, 

se ha modelado el robot con los instrumentos de medición (Láser Tracker y Active target) utilizando 

un programa de diseño paramétrico que permite simular el movimiento del robot y determinar los 

mayores rangos angulares para cada eje. Para realizar un análisis preliminar de las trayectorias 

disponibles el robot se ha modelado de tal manera que se puede establecer un algoritmo iterativo 
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para maximizar los ángulos girados y mantener la línea visual entre el LT y el reflector, pudiéndose 

obtener las trayectorias máximas admisibles para cada una de las articulaciones del robot.  

A partir de este modelo, se han realizado varias simulaciones con distintas posiciones de 

partida para cada eje a fin de encontrar el rango angular máximo disponible para cada eje. A 

continuación, se realizan los ensayos experimentales programándose seis ensayos diferentes para 

comprobar la precisión del método en diferentes condiciones, tales como el número de puntos 

capturados, el alcance angular, la velocidad del robot, puntos capturados, el rango angular y la 

velocidad del robot.  

Tras ello, se desarrollan los algoritmos que calculan los conjuntos de vectores (𝑆𝑗⃗⃗⃗ ⃗, 𝑆0𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) de 

cada articulación, que son las coordenadas Plücker. Esto mejora el proceso de dos formas 

fundamentales: la primera, el proceso de medición en continuo reduce el tiempo necesario para la 

captura de datos; segunda, la precisión de la medición y por tanto de la calibración se mejora 

sensiblemente, con lo que se reduce la incertidumbre del posicionamiento del reflector en cada 

articulación y los parámetros cinemáticos del robot mediante la aplicación del CPA. Estos 

parámetros cinemáticos identificados son optimizados en el trabajo mediante una aproximación 

por mínimos cuadrados mediante el método de Levenberg-Marquardt como algoritmo de 

optimización usando diferentes funciones objetivo.  

A continuación, se determinan los errores en ejes y articulaciones del robot. El CPA sólo 

proporciona información sobre la geometría real del robot, sin analizar los errores geométricos que 

puedan producirse en la rotación del robot. Los puntos capturados se han registrado girando el 

robot tanto en sentido positivo como negativo, alcanzando teóricamente posiciones teóricamente 

idénticas en cada dirección. Las diferencias entre las posiciones de desplazamientos positivos y 

negativos muestran el juego correspondiente a cada articulación del robot, mientras que la 

excentricidad esférica axial y radial vendrá dada por las desviaciones en la dirección del eje de la 

articulación como en el plano perpendicular a dicho eje, respectivamente. 

 

 Finalmente, en el capítulo 5 se ha introducido la técnica de evaluación de la incertidumbre 

de calibración cinemática para robots industriales.  Como se ha comentado anteriormente, las 

técnicas de calibración de robots usualmente utilizadas confirman el comportamiento del robot 

tras un procedimiento de calibración mediante la definición del error máximo o medio de la 

posición y de la orientación sobre un conjunto de puntos del espacio de trabajo del robot. Mediante 

la determinación de la incertidumbre de calibración, es posible conocer la incertidumbre de 

posicionamiento del robot, en función de su ubicación, para cualquier posición y orientación. 

Mediante la aplicación de esta técnica, y ésta es una de las principales aportaciones de este 

trabajo de tesis, es posible definir las condiciones de prueba de captura de datos para la calibración 

que minimicen la incertidumbre de calibración, y de esta forma, minimicen previamente a la  

captura de datos, la incertidumbre de posicionamiento obtenida el robot. Asimismo, este método 

permite definir las condiciones de partida que permitan maximizar la precisión de posicionamiento 

obtenida tras la calibración. Se han recogido varios ejemplos de variables de entrada y se ha 

demostrado su influencia en la incertidumbre de calibración. 
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Una vez identificadas las fuentes de error y seleccionadas aquellas abordables en la 

estimación de la incertidumbre realizada en este trabajo, se decidió aplicar el método de Monte 

Carlo para la estimación de incertidumbres mediante propagación de distribuciones de 

probabilidad.  

Utilizando este enfoque, es posible saber cómo una variable de salida (la posición y 

orientación del robot) se ve influida por las posibles distribuciones de los valores de entrada. Por lo 

tanto, es posible obtener la incertidumbre de calibración como un valor característico y las 

incertidumbres de posición y orientación del robot para una configuración definida. El valor del 

error puede generalizarse y predecirse en todo el espacio de trabajo en función de la incertidumbre 

de calibración obtenida a partir de una pose específica del robot. El procedimiento de simulación 

establece las distribuciones de probabilidad de las variables de influencia, tales como el 

instrumento de medición utilizado y las condiciones de captura (número de puntos, posición inicial 

de la articulación, ángulos cubiertos por la articulación) en el proceso de captura de datos, y obtiene 

los posibles valores de magnitud de salida para los distintos valores de las variables de entrada. Este 

procedimiento se plantea como un procedimiento matemático iterativo con un número de 

iteraciones elevado. Debido al elevado número de iteraciones, es adecuado para procedimientos 

de calibración basados en el cálculo matemático individual del eje de articulación, de modo que no 

es necesario establecer un procedimiento de optimización para cada iteración. Por tanto, se evita 

un coste computacional extremadamente elevado, y es posible generar herramientas de 

estimación de incertidumbre útiles y válidas para procedimientos de calibración industrial, no 

excesivamente largos para alcanzar resultados de incertidumbre acordes con la configuración de la 

variable de entrada. También es posible establecer una retroalimentación en el procedimiento para 

conseguir la menor incertidumbre posible en los resultados de la calibración.  

Esta simulación ha dado como resultado la incertidumbre de calibración de los parámetros 

cinemáticos identificados. Desde un punto de vista práctico, se han introducido algunos cambios 

con respecto al método Circle Point Analysis original para que el modelo cinemático nominal del 

robot se pueda comparar con el modelo identificado. Cuando se utiliza el método Circle Point 

Analysis, no es necesario conocer de antemano el modelo cinemático nominal porque lo que se 

obtiene es una solución numérica válida. Sin embargo, en el modelo implementado las direcciones 

del eje del robot no tienen por qué coincidir con las del modelo cinemático nominal, y por tanto, el 

modelo puede dar valores de parámetros numéricos que sean muy diferentes de los que se 

consideran normales para el robot analizado en concreto. También hay que considerar que desde 

un punto de visto práctico esta técnica de calibración debería aplicarse a robots con un modelo 

previamente establecido. Sin embargo, por razones prácticas, el posicionamiento del sistema de 

referencia global de un robot se determina por mediciones y ajustes previos, ya que el método 

Circle Point Analysis no define la posición de este sistema de referencia. 

 
La determinación de la incertidumbre de calibración para cada parámetro identificado 

permite la propagación de las fuentes de error debido al proceso de captura de datos. Por tanto, el 

cálculo de los parámetros se basa no sólo en el cálculo de los parámetros del modelo sino también 

en el error del robot. Debido a que el modelo cinemático del robot no es lineal, el error final que se 

tiene en función de la posición y la postura debido a la influencia de sus parámetros cinemáticos 

depende de la posición y orientación que se da en cada caso. La técnica de evaluación de la 
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incertidumbre de la calibración desarrollada aquí ha definido la incertidumbre de posicionamiento 

para cualquier posición definida en el robot, de forma y manera que sea posible elegir, para una 

tarea de precisión dada, las mejores ubicaciones del robot. Esto significa que los robots tengan una 

menor incertidumbre de posicionamiento, lo que garantizará una mayor precisión en función de la 

incertidumbre de calibración del robot. Por lo tanto, la captura de datos de calibración y el 

procedimiento de cálculo están directamente relacionados con la incertidumbre de 

posicionamiento final del robot, la cual depende de su ubicación. Entonces, es posible conocer y 

mejorar la incertidumbre de posicionamiento del robot utilizando una adecuada definición del 

procedimiento y del test de captura de datos para la calibración. 

Una vez obtenida la incertidumbre de calibración de cada parámetro cinemático, es posible 

evaluar el error de posicionamiento del robot a partir de su incertidumbre para determinados 

valores de los ángulos de rotación de las articulaciones. Así, las condiciones del procedimiento de 

captura de datos para la calibración del robot y las influencias consideradas están vinculadas a la 

incertidumbre de posicionamiento del robot y, por tanto, con el posible error máximo que se tiene 

en una posición en particular, provocado por esta calibración. De este modo, es posible evaluar, a 

priori, las condiciones de prueba de captura de datos necesarias para la identificación de los 

parámetros, no sólo desde el punto de vista de la incertidumbre de los parámetros, sino también 

desde un punto de vista que explique el efecto que dicha incertidumbre puede tener sobre el error 

de posicionamiento del robot para un conjunto de localizaciones planificadas. 

Esta técnica puede utilizarse con cualquier modelo de robot y para cualquier cálculo directo 

de parámetros cinemáticos, incluso aunque es más bien aplicable en los casos en que los 

parámetros se determinan mediante un procedimiento de ajuste por el método de los mínimos 

cuadrados de un conjunto de datos capturados o mediante la imposición de restricciones 

geométricas. En esta última situación, la solución no es analítica y depende significativamente de 

la solución inicial utilizada para resolver el método iterativo. Así, en este caso, un esquema de 

evaluación de la incertidumbre como el que se muestra aquí tiene un alto coste computacional, 

debido al hecho de que la solución inicial es un parámetro de entrada, ya que hay que tener en 

cuenta el efecto de las diferentes soluciones iniciales para los parámetros en la incertidumbre de 

calibración final. 
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6.2 Líneas de trabajo futuro 
 

A continuación se presentan futuras líneas de trabajo como pasos posteriores del trabajo 

realizado a lo largo de esta tesis doctoral, que dará continuidad al trabajo llevado a cabo: 

 Realizar un proceso de optimización de la calibración cinemática, reduciendo la 

incertidumbre de este proceso, esto es: realizar el proceso de calibración cinemática de 

un robot dado, primeramente realizando el proceso de calibración habitual, y 

posteriormente realizar el cálculo de incertidumbre de calibración, tal y como se ha 

mostrado en este trabajo; a partir de aquí, optimizar los parámetros de calibración 

cinemática a usar, en función de su influencia en la incertidumbre obtenida, y con estos, 

realizar la calibración nuevamente, contrastando los parámetros de calibración cinemática 

obtenidos de esta forma con el proceso inicial, y volviendo a realizar el cálculo de la 

incertidumbre de calibración cinemática obtenida con este nuevo conjunto de 

parámetros, para confirmar que se ha conseguido la optimización del proceso. 

 Modelar las variaciones de los parámetros con la temperatura, sobre todo en parámetros 

de distancia, para ver la influencia de éste. Debido a la dificultad que este modelado 

encierra, y a la gran cantidad de variables que se deberían tener en cuenta, este modelado 

se realiza empíricamente habitualmente. 

 Identificación del mejor conjunto de parámetros que identifican de forma óptima al robot: 

Para realizar esta identificación, se debería hacer un análisis del error de posicionamiento 

del brazo robot, en su posición de la herramienta en la articulación final, en diferentes 

posiciones y diferentes puntos en el volumen del robot. Para cada posición se tendría una 

distribución normal de posicionamiento, en función de los parámetros del modelo dados, 

y entonces habría un conjunto de parámetros de permitiría minimizar al máximo el error 

del modelo. Con un análisis ulterior se podrían combinar estos conjuntos de parámetros 

de mínimo error, para obtener el mejor conjunto de parámetros general. 

 Adicionalmente, y a partir de los datos de juego y excentricidad axial y radial obtenidos 

mediante el método CPA, se plantea el desarrollo de un método que, dentro la 

optimización y evaluación de la incertidumbre que se ha desarrollado en este trabajo de 

tesis, permita compensar estos errores, para aplicar esta compensación en los parámetros 

obtenidos en la calibración cinemática del robot. 
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