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A. DEFINICION DEL OBJETO A ENSENAR

La siguiente propuesta didactica tratara el objeto matematico de la Probabilidad en
la asignatura de Mateméticas de 4° de Educacion Secundaria Obligatoria, en la
modalidad de opcion A. Los objetivos serdn los que marca la Orden del 9 de mayo de
2007, del Departamento de Educacion, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el
curriculo de la Educacion secundaria obligatoria y se autoriza su aplicacion en los
centros docentes de la Comunidad autonoma de Aragon, dentro del Bloque 6 Estadistica
y Probabilidad:

<< Experimentos aleatorios y sucesos. Experiencias aleatorias simples vy
compuestas. Asignacion de probabilidades en experiencias simples mediante recuento: ley
de Laplace. Utilizacion de tablas de contingencia y diagramas de arbol para el recuento de
casos Y la asignacion de probabilidades. Probabilidad del suceso contrario. Probabilidad

condicionada. Probabilidad total. Probabilidad estadistica. Simulacion.

Utilizacion del vocabulario adecuado para describir y cuantificar situaciones

relacionadas con estudios estadisticos de poblaciones y con el azar. >>

En la tabla que se muestra a continuacion aparecen los cinco Campos de

Problemas que se van a ensefiar con sus técnicas y tecnologias asociadas.

Campo de Problemas Técnicas Tecnologias
1. Exploracion del Visualizacion de los distintos Definicion del espacio
g . muestral y los sucesos y
espacio muestral resultados posibles .
sus operaciones
Propiedades de la
2. Probabilidad de Mediante recuento y probabilidad y Regla de
sucesos simples comprension Laplace. Ley de los

Grandes NUmeros

Uniodn e interseccion,
compatibilidad/incompatibilidad
y dependencia/independencia

3. Probabilidad de
sucesos compuestos

Probabilidad de la unién
y la interseccion

4. Probabilidad Recuento, Regla de Laplace y Probabilidad
condicionada tablas de contingencia condicionada

Diagrama de arbol y
5. Probabilidad Total visualizacion de las opciones
posibles.

Teorema de la
Probabilidad Total
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B. ESTADO DE LA ENSENANZA-APRENDIZAJE
DE LA PROBABILIDAD

En los libros de texto se encuentran distintos modos de introduccién del calculo

de probabilidades. Los dos modos mas comunes son:
a) Mediante un problema de azar con juegos de cartas, monedas, dados, etc.

b) Mediante un acercamiento histérico haciendo referencia a alguno de los
precursores del campo del calculo de probabilidad como Bernoulli, Galileo o
Pascal. Este acercamiento suele también conllevar el estudio de alguno de sus

problemas, que vienen a ser en juegos de azar.

Unicamente uno de los libros de texto estudiados realiza una introduccion al
espacio muestral y experimento aleatorio mediante la blsqueda de las distintas
combinaciones que podemos encontrar al seleccionar dos corbatas y tres camisas. ([1]

Bibliografia).

La introduccion del célculo de probabilidades deberia ampliarse a dia de hoy con
la gran cantidad de focos de informacion que se pueden conseguir. Un modo actual de
introducir la probabilidad podria ser desde los datos deportivos, como por ejemplo la
probabilidad de meter un triple en un partido de baloncesto, la probabilidad de marcar
un penalti, etc.; desde datos econémicos, por ejemplo, con la informacién de los robos
cometidos en la zona en la que vivimos, comprobar si seria rentable contratar un seguro,
etc. En estos casos se trabajaria con la probabilidad empirica, de modo que se enfocaria
la probabilidad desde una vision distinta que la que se puede encontrar en los libros de
texto, tradicionalmente trabajan con el concepto de probabilidad tedrica. Paginas como
la del Instituto Nacional de Estadistica (www.ine.es) o el Instituto Aragonés de
Estadistica (www.aragdn.es/iaest), permiten disponer de una gran cantidad de datos
actuales con los que se podrian trabajar problemas y situaciones relacionadas con el

concepto de probabilidad empirica.

Este enfoque podria resultar mas motivador y beneficioso para los alumnos, ya

gue se encontrarian con situaciones que le pueden suceder en su dia a dia.
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Los Campos de Problemas del calculo de probabilidades usados en la mayor parte

de los libros de texto se suelen agrupar en tres grandes categorias:
1) Los experimentos aleatorios y sucesos
2) La probabilidad de un suceso
3) Los experimentos compuestos y sus probabilidades.

En el Campo de Problemas 1 aparecen las técnicas de construccion del espacio
muestral, la definicion de sucesos y las operaciones que se pueden realizar con ello,

union, interseccion, etc.

En el Campo de Problemas 2 aparecen técnicas de recuento de casos posibles y
favorables y mediante las tablas de frecuencias. A ello van asociada la tecnologia de la
Regla de Laplace y las propiedades de la probabilidad, entre otras.

En el Campo de Problemas 3 se comienza a hablar de probabilidades
condicionadas y dependencia e independencia de sucesos. Para ello se introducen las
técnicas de conteo con la creacion de tablas de frecuencias y diagramas de arbol para
luego pasar a la regla del producto, Teorema de la Probabilidad Total y probabilidad

condicionada, las cuales se denominan como tecnologias.

No suelen verse demostraciones sobre los métodos utilizados, serd en cursos

superiores donde se ahonde en ellas.

El efecto que se busca en la ensefianza de la probabilidad vienen muy bien
definido de la mano de Santald (1977): “No se trata de conocer a fondo las teorias
respectivas, cosa reservada a especialistas, sino de educar la intuicion para que no
parezcan cosas caprichosas ni milagrosas” ([2] Bibliografia). Se busca que sean capaces

de distinguir entre los sucesos aleatorios y los sucesos deterministas como velocidad

(v= etf::l;ls) y que sean capaces de estudiar el comportamiento de los fendmenos
aleatorios y tener informacion que permita tomar una decision mas razonable sobre
estos sucesos. También es necesario que sepan distinguir entre la probabilidad tedrica y
la probabilidad empirica creada a través de la realizacién de multiples repeticiones del

experimento.

Nombrando a Pablo Sanchez Castillo y la importancia de la comprension de la

probabilidad, se dice que es una herramienta fundamental en el desarrollo de un
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individuo que va mas alla de realizar experimentos aleatorios y juegos de azar, es una
forma de entender el mundo, ampliar nuestra forma de pensar y acercarnos al resultado
de un presunto evento para afrontarlo de tal manera que sea productivo para nosotros.
Maéas que saber que la probabilidad de que salga cara al lanzar una moneda, es
comprender e interpretar el significado de la cifra, qué se puede hacer con ese

conocimiento o cémo se puede adaptar en la vida cotidiana ([3] Bibliografia).

A la hora de la verdad, en el propio aula, el efecto que suele producir es de apatia
o0 incluso rechazo, debido generalmente a que el objeto aparece en los temas Gltimos de
los libros de texto, por lo que se acaba impartiendo con prisa y desgana. Si no se le
ofrece el necesario tiempo al alumno para comprender y asentar bien las bases de la
probabilidad, éste acaba perdido y desorientado y no es capaz de interpretar la
importancia de los contenidos adquiridos, ni ver toda la aplicacion que tiene dicho

objeto matematico en la vida cotidiana.

En general, los docentes tienen escaso manejo de los contenidos, basandose en los
textos escolares a la hora de impartir la clase, los cuales no abarcan las realidades que
viven los alumnos dia a dia, limitdndose a abordar los contenidos desde una Unica

perspectiva, .

Cuando a un alumno se le pregunta por el término probabilidad, no tiene una
visién clara de su definicion, lo asocia a los juegos de azar, lanzamiento de dados y
monedas, etc., todo lo cual es algo altamente relacionado con la probabilidad., pero
cuando se le pregunta la importancia de la probabilidad no logra establecer una

respuesta concreta.
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C. CONOCIMIENTOS PREVIOS

En la Orden del 9 de mayo de 2007, por la que se aprueba el curriculo de la

Educacion Primaria, se puede ver que a estos niveles se han iniciado en los primeros

conceptos de azar y probabilidad. En el Bloque 4, denominado tratamiento de la

informacidn, azar y probabilidad, se encuentran los siguientes contenidos:

2° Ciclo

3* Ciclo

- Valoracién de los resultados de experiencias en las que interviene el
azar, para apreciar que hay sucesos mas 0 menos probables y para

observar la imposibilidad de predecir un resultado correcto.
- Introduccion al lenguaje del azar.

- Valoracion de los resultados de experiencias en las que interviene el
azar, para apreciar que hay sucesos mas 0 menos probables y para
observar la imposibilidad de predecir un resultado correcto.

- Presencia del azar en la vida cotidiana. Experimentos aleatorios y
deterministas. Posibles resultados de un experimento aleatorio. Sucesos.

Suceso imposible y seguro.

- Discusion de creencias e interpretaciones erréneas del azar: la
suerte, el azar no tienen memoria, resultados equiprobables concebidos

como imposibles, etc.

- Probabilidad: aproximacion intuitiva. Grado de probabilidad de

realizacion de un suceso.

- Aproximacion a la ley de los grandes numeros: conjeturar
probabilidades mediante tablas de resultados de experimentos

aleatorios.

Por otra parte, en la Orden del 9 de mayo de 2007 por la que se aprueba el

curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria se puede ver qué ensefianzas de

probabilidad han tenido los alumnos en los anteriores cursos de la E.S.O. y que

aparecen reflejadas en el Bloque 6, Estadistica y Probabilidad, de los distintos cursos:

1°E.S.O.

La Unica anotacion que se tiene de probabilidad viene con la siguiente
frase: [...] Formulacion de conjeturas sobre el comportamiento de
fendmenos aleatorios sencillos y disefio de experiencias para su

comprobacion [...].
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2°E.S.O.  No se hace especificacion alguna del concepto de probabilidad, todo

lo que aparece en el Bloque 6 es referido a Estadistica.

3°E.S.O.  En este curso si que aparece una introduccion completa en el campo

de la probabilidad:

- Experiencias aleatorias. Sucesos y espacio muestral. Imprevisibilidad y
regularidad. Frecuencia relativa y probabilidad de un suceso:
estabilidad de las frecuencias. Utilizacion del vocabulario adecuado

para describir y cuantificar situaciones relacionadas con el azar.

- Calculo de probabilidades mediante la ley de Laplace. Utilizacion de
distintas técnicas de recuento: tablas, diagramas de arbol, etc.
Probabilidad de sucesos compatibles, incompatibles y contrarios.
Formulacion y comprobacién de conjeturas sobre el comportamiento de

fendmenos aleatorios sencillos.
- Célculo de la probabilidad mediante la simulacion o experimentacion.

- Utilizacién de la probabilidad para tomar decisiones fundamentadas en
diferentes contextos. Reconocimiento y valoracion de las matematicas

para interpretar, describir y predecir situaciones inciertas.

Como se puede apreciar, en 3° E.S.O. aparece la mayor parte del temario de 4° a
falta de las experiencias compuestas y las probabilidades condicionadas; pero esto no se
puede dar por sabido ya que la mayor parte de los alumnos lo habran olvidado o ni tan
siquiera lo habran podido llegar a dar, ya que, en los libros de texto, el bloque de
Estadistica y Probabilidad siempre se encuentra al final, por lo que, como ya se ha
especificado en el apartado A, multiples veces no llega a impartirse o se imparte con

prisas y de manera poco eficaz.

Se utilizaran los problemas de razon de ser del célculo de probabilidades
(apartado siguiente, D) para que los alumnos sean capaces de rememorar parte de los

conocimientos anteriores.
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D. RAZONES DE SER DEL OBJETO
MATEMATICO

La intuicion juega un papel fundamental, y sus funciones principales son ayudar
al nifio a entender su propio entorno por sus propios medios mucho antes de que sea
capaz de comprender la complejidad del modelo matemaético y preparar el conocimiento
analitico posterior ([4] Bibliografia).

La principal razén de ser se basa en la aparicion de la probabilidad en la vida
cotidiana, ya que la mayor parte de los sucesos del dia a dia son aleatorios, comenzando
con el calculo de probabilidades en los juegos de azar (cartas, loteria...) [también
podemos introducirlo con el juego de Batalla naval que los alumnos seguramente
conozcan] y avanzando en su estudio hasta el calculo de probabilidades en su dia a dia,
como seria el ejemplo de calcular la probabilidad de coger a la hora prevista el autobus
(probabilidad simple), probabilidad de llegar tarde a clase habiendo cogido bien el
autobus (probabilidad condicionada),etc.

A dia de hoy, con toda la informacion que se tiene a disposicion en Internet y
otras fuentes, es posible la realizacion de muy distintas razones de ser de la
probabilidad, la probabilidad de contratar un seguro de coche y que nos salga rentable,
la probabilidad de padecer cierta enfermedad, y muchos otros casos.

El francés Didier Dacunha-Castelle ([5] Bibliografia), en su libro Chemins de
L Aleatorie” sefiala que el azar ha sido un recurso utilizado en algunas sociedades para
resolver diversas situaciones y que en nuestra época hasta se ha intentado utilizar en la
asignacion de empleos. También agrega el aprendizaje de la duda, aprender a reconocer
la incertidumbre, a saber que ella es parte del ejercicio de la ciudadania.

“La probabilidad tiene la enorme cualidad de representar adecuadamente la
realidad de muchos procesos sociales y naturales, y, por lo tanto, su conocimiento permite

comprender y predecir mucho mejor el mundo en que vivimos” ([6] Bibliografia).

En términos del azar coincide las razones de ser historicas con las que se
presentan en esta propuesta, pero no con el resto de razones de ser que se pueden

introducir a dia de hoy.
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El primer juego de azar de la historia que se conoce pertenece a la antigua
Mesopotamia, Sumerios y Asirios tallaban un hueso para que pudiera caer en cuatro
posiciones distintas al que denominaban astragalo o talus (se le considera el precursor
del dado).

Se pueden encontrar algunos problemas de probabilidad en el siglo XIII de la
mano de Richard de Fournival (1200-1250) en su poema De Vetula y de la mano de
Luca Pacioli (1445-1517) con los repartos de apuestas.

Aunque los juegos de azar se han dado durante toda la historia, no fue hasta 1563
cuando se tuvo la primera constancia escrita sobre ello en el libro “Liber de ludo alae”
(Libro sobre el juego de los dados) del italiano Girolamo Cardano (1501-1576). Se trata
de un manual del jugador en el que Cardano habla, entre otros temas, de la

equiprobabilidad, de la esperanza matematica y de la tabla de frecuencias.

Los matematicos franceses Blaise Pascal (1623-1662) y Fermat (1601-1665)
fueron, segun los historiadores, los iniciadores de la probabilidad. Poseen obras tan
interesantes como Varia opera mathematica de Fermat y La Apuesta de Pascal, en la

gue se presenta una discusion sobre la creencia en Dios basada en probabilidades:

- Puedes creer en Dios; si existe, entonces iras al cielo, y si no existe no ganaras

nada.

- Puedes no creer en Dios; si no existe, entonces tampoco ganaras nada, y si existe

entonces no irds al cielo.

El primer libro que recoge todos los problemas que se conocian hasta entonces
con los resultados fue escrito por Jacques Bernoulli (1654-1705), “Ars Conjectandi”
(El arte de la conjetura) (1713), donde también enuncia la Ley de los Grandes
Numeros. Su obra consta de cuatro partes: la primera contiene estudios de Huygens; la
segunda variaciones, permutaciones y combinaciones; la tercera la aplicacion de los
teoremas de la teoria de permutaciones al céalculo de probabilidades; y la cuarta a la

aplicacion en la vida politica y social.

Pierre-Simone Laplace (1749-1827) publico en 1812 Théorie Analytique des
Probabilites. En él realiza el primer intento por definir con rigor la nocion de
probabilidad, la que actualmente se conoce como definicion clasica. También realizd
una demostracién formal del método de minimos cuadrados para la combinacién de

observaciones numerosas.
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PRIMER PROBLEMA DE CONSTRUCCION DE LA RAZON DE
SER: INTRODUCCION DE PROBABILIDAD

En un campamento de natacién participan los siguientes concursantes: Eduardo,
Rocio, Fernando, Blanca, Carlos, Nuria, Silvia y Borja. Si se supone que cada uno de
ellos tiene igual nivel, ;te parece muy probable que Eduardo consiga la medalla de

oro, Nuria la de plata y Fernando la de bronce?

El profesor planteara el problema en clase y primero los alumnos reflexionaran
sobre €l de modo individual. Tras el periodo de reflexion se pondra en préactica el
problema con material manipulativo en grupos de cuatro realizando aprendizaje
colaborativo. En este caso seré tan sencillo como escribir en pequefios trozos de papel el
nombre de los concursantes y los alumnos realizaran extracciones apuntando en una
hoja los nombres de los que consigan el primero, segundo Yy tercer puesto. Después de
hacer unas 20 extracciones en grupo habra otro periodo de reflexion dentro de aquél
para responder a la pregunta del enunciado. Para finalizar, se pondran en comun todas
las extracciones y los alumnos darén su resultado final. EI profesor participara en el
momento final para decir el resultado, que es aproximadamente un 0’003, es decir, las

posiciones quedarian de este modo 3 veces de cada 1000 competiciones.

SEGUNDO PROBLEMA DE CONSTRUCCION DE LA RAZON DE
SER: ¢(BUENAS VACACIONES?

Jorge se va con su familia de vacaciones a la playa este puente. EI meteordlogo
ha dicho que la probabilidad de que llueva el viernes es del 40%, el sdbado del 30%, el
domingo del 60% y el lunes del 50%. ¢Cual es la probabilidad de que tengan unas

vacaciones perfectas sin lluvia los cuatro dias?

Este problema servirad para la razdn de ser de encontrar las probabilidades en el
dia a dia, en cualquier situacion. Sera necesario que los alumnos hayan recordado

conceptos de probabilidad simple.

El profesor dividira la clase en parejas para trabajar el ejercicio y el unico material
necesario sera papel y boligrafo. Los alumnos iran trabajando solos y el profesor ira
dando algunas indicaciones si fuera necesario. No se dardn méas de 15 minutos para

resolverlo, pasado este tiempo el profesor lo ird resolviéndo en la pizarra con las
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respuestas de los alumnos, dandoles libertad en el modo de resolucion pero marcandoles

un poco el camino si fuera el caso de que se desviasen.

Solucién: P(llueva

C.
viernes

lluevar,pes) = 0,6 - 0,7 -0,4 - 0,5 = 0,084

Lluvia

Viernes Si
P=0,4

Viernes No
P=0,6

<

Séabado Si

P=0,3

Séabado No
P=0,7

Domingo
Si P=0,6

Domingo
No P=0,4

Lunes Si
P=0,5

N lluevaS;paqo N lluevagomingo N

Lunes No

P=0,5

Estaes la
rama final
que
queremos
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E. CAMPO DE PROBLEMAS

PROBLEMA 1: {CUANTAS OPCIONES!

Para la definicion del espacio muestral

¢ Cudles serian los posibles resultados de fin de partida del problema del
Caballero de Meré? [Véase en el Anexo I]

Solucion: Véase en el Anexo I.

Este problema se utilizara para iniciar el tema de probabilidad, el profesor no dara
ninguna indicacion de como realizarlo. Los alumnos se posicionaran en grupos de

cuatro para buscar las soluciones posibles.

Tras diez minutos de reflexion se pondran en comun los resultados y el profesor

explicara el espacio muestral, los sucesos y las operaciones entre sucesos.

PROBLEMA 2: LA CAJA CORRECTA

Descubrimiento de la Regla de Laplace y comparacion de

probabilidades

En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B se

han metido 2 fichas negras y 1 ficha blanca.

A B
e O
oo ||l0O

Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, ¢cual de las dos

cajas elegirias para hacer la extraccion? ¢Por qué?

Solucién: Los alumnos han de llegar a la conclusiéon de que si eligen la

bolsa A tienen méas opciones de sacar ficha negra, lo que se ve traducido en

3 1
que la probabilidad de sacar ficha negra es mayor en la bolsa A, 2 contra >

Se planteara al comienzo del apartado de asignacion de probabilidades de sucesos
simples, de modo introductorio. Posiblemente los alumnos recordaran informacion de
cursos anteriores, por lo que este problema se realizara de modo individual y luego una

puesta en comun con reflexién sobre lo realizado.
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Tras la reflexion el profesor explicara el Campo de Problemas 2: Probabilidad de

sucesos simples.

Con este problema se pretende modificar el pensamiento del alumno de elegir una

opcidn sin mas y, se le inculcara a la reflexion.

PROBLEMA 3: LOS SEMAFOROS

Trabajo con union e interseccion de sucesos simples

Carlos pasa dos semaforos para ir al colegio cada mafiana. EI primero esta
verde 30 de cada 50 segundos y el segundo 30 de cada 90. ¢Qué
probabilidad hay de que se pare en los dos semaforos? ¢Y de que se pare al

menos en uno? ¢Y de que coja los dos en verde?

Solucién:  Vi~Primer seméaforo en verde - P(V;) = 3/5

V,~Segundo semaforo en verde - P(V,) = 1/3

- Probabilidad de que se pare en los dos semaforos, es decir de que los dos

semaforos estén en rojo (verde contrario):
P(V; N V) =P(W) - P(Vp) = 2/ - %/3 = /1
- Probabilidad de que se pare en al menos uno:
P(V; UT,) = P(W) + P(V;) —P(V; NVy) = 2/c + 2[5 —4/1c = 12/,

otro modo es que vean y creen las tres opciones posibles: primero en rojo
segundo en verde, primero en verde segundo en rojo y ambos en rojo.

- La probabilidad de que coja los dos en verde puede ser de dos modos:

P(Vy NV5) = P(Vy) - P(V,) = 3/c - 1/5 =3/
0 dandose cuenta de que es el suceso contrario de la pregunta anterior.

Las operaciones con sucesos han sido explicadas ya en el Campo de Problemas 1.
La clase se organizard en grupos de tres y el profesor intervendra para ir dando
informacidn sobre la probabilidad de sucesos compuestos. Al llevar mayor complejidad
este Campo, los alumnos necesitaran ese apoyo del profesor. Es importante que no

todos los alumnos lleguen al resultado por el mismo camino, de modo que cuando todos
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hayan terminado se pueda realizar una discusion de los distintos métodos utilizados, si

son correctos o no, etc.

El profesor explicara de modo claro el Campo de Problemas 3: Probabilidad de

Sucesos compuestos.

Con este problema se ampliara la técnica estudiada de la probabilidad simple al

afiadir la relacion de dos sucesos y su probabilidad asociada.

PROBLEMA 4: FUMADORES Y CANCER

Manejo y comprension de las tablas de contingencia. Descubrimiento de
la probabilidad condicionada mediante aplicacion de la Regla de

Laplace en las tablas de contingencia

Se ha realizado un estudio sobre las enfermedades de pulmdn. Los datos se

recogen en la siguiente tabla:

No fumador
Fumador (F) Total
(NF)
Padecer cancer de
) 20 25 45
pulmon (C)

No padecer cancer

135 320 455
de pulmén (NC)

Total 155 345 500

¢ Qué informaciones nos da la tabla?

a) ¢Cual es la probabilidad de ser fumador? ¢Y de tener cancer? ¢Puedes

explicar su significado?

b) ¢Cual es la probabilidad de, entre los fumadores, seleccionar a una

persona con cancer? ¢Y entre los no fumadores?

c) ¢Cual es la probabilidad de seleccionar a una persona fumadora sin

cancer de pulmén?
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d) Intenta crear una formula para el apartado b) con lo que conoces hasta

ahora.

Solucion: un primer paso es la comprension de los datos que aparecen en la
tabla, es necesario que lleguen a entender que los datos del centro son las
intersecciones de dos sucesos (que ya han visto en el Campo de Problemas
anterior) y que en la ultima fila y en la ultima columna aparecen

probabilidades simples.

a) P(F) = % = % = 0,31 es la probabilidad de seleccionar a un

fumador de entre las 500 personas.

P(C) =25 -2 = 0,09 es la probabilidad de seleccionar a una
500 100

persona gque padezca cancer de pulmon entre las 500 personas.

b) P(tener cancer entre los fumadores) = % = % = 0,129 es

la probabilidad de seleccionar una persona con cancer entre los
fumadores.
25 5
P(tener cancer entre los no fumadores) = it 0,072
es la probabilidad de seleccionar una persona con cancer entre los no

fumadores.

¢) P(FNNC) = % = % = 0,27 es la probabilidad de seleccionar a

una persona sin cancer que sea fumadora entre las 500 personas.

d) Se trata de que lleguen a sacar la formula por ellos mismos

P(CNF) _interseccion
P(F) ~  condicién

P(C|F) =

Antes de dar la formula de la probabilidad condicionada se les planteara este
problema para que piensen por si mismo el sentido de una condicion. La clase se
organizaré en parejas y, principalmente, el profesor no intervendra en nada, salvo que
sea necesario. En el Campo de Problemas 2 han sido explicadas las probabilidades
desde frecuencias, por lo que no deberian tener complicaciones a la hora de realizar el

problema.
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Al acabar el este problema ya estara realizada la mayor parte del Campo de
Problemas 4. Si alguno de los grupos no hubiese llegado a las conclusiones esperadas
seran otros de los grupos quienes saldran a la pizarra a explicar el resultado. Para
finalizar, el profesor implementara en la clase otro modo de célculo de la interseccién
de sucesos desde la formula de la probabilidad condicionada. Es importante que los
alumnos asuman que hay més de un método para conseguir buenos resultados, y que

depende de los datos del problema la seleccion de un método u otro.

Este problema supondrad la generalizacion de la Regla de Laplace al caso de

probabilidades condicionadas a través de una tabla de contingencia.

PROBLEMA 5: TODOS A BAILAR

Uso del diagrama de arbol y descubrimiento del Teorema de la
Probabilidad Total

En mi clase hay el mismo ndmero de chicas que de chicos. A las dos
terceras partes de las chicas les gusta bailar y a una cuarta parte de los
chicos también. ¢Sabrias poner las probabilidades correspondientes en el
las ramas del siguiente diagrama (se llama diagrama de arbol)?

— Les gusta bailar
chicas

L No les gusta bailar

—» Les gusta bailar
chicos

— No les gusta bailar

Las probabilidades que tenemos, ¢,qué representan?

Si cogemos a un compafiero al azar, ¢cudl seria la probabilidad de que le

gustase bailar?

¢Eres capaz de ver la relacion de este diagrama con las tablas de

contingencia?
Solucién:  P(chica) = 1/, P(chico) = 1/,

P(Bailar|chica) = 2/3 P(NoBailar|chica) = 1/3



TRABAJO FIN DE MASTER Probabilidad 4° E.S.O. Opcion A

P(Bailar|chico) = 1/4 P(NoBailar|chico) = 3/4
P(Bailar) = P(Bailar|chica) - P(chica) + P(Bailar|chico) - P(chico) =

— 2/3 . 1/2 + 1/4.1/2 — 11/24

La idea es que creen la probabilidad de bailar desde el diagrama viendo las
dos opciones que aparecen. Tras ello buscaran la férmula con las

expresiones conocidas.

Chicas Chicos Total

Les gusta bailar | 1/,-2/3=1/3 |1/, 1/, =1/ 41/ 4 1/ =11/

No les gusta
- Yo Y3 =e | Yo 3/a =318 6+ /s ="/ a
bailar
Total 1/, 1/, 1

De este modo veran que las tablas de contingencia también pueden crearse

con las probabilidades.

La clase se dividira en parejas, el profesor propondré el problema a la clase y los
alumnos iniciaran la investigacion de la solucion. Posiblemente, lo que més dificultades
les cree a los alumnos sea la colocacion de las probabilidades en las ramas del arbol ya
que serd la primera vez que trabajan con él, por lo que el profesor debera intervenir en
algunos grupos con dificultades para darles pautas de actuacion. Para realizar el calculo
de la probabilidad de bailar sera necesario que recuerden el primer problema para ver

las dos opciones posibles y ser capaces de descubrir su creacion.

En este problema seran los alumnos los que intervengan al finalizar para poner en
comun el resultado y la férmula, aunque sera el profesor el que le ponga nombre,

Teorema de la Probabilidad Total.

El cambio de técnica que se creara en este problema sera la nueva visualizacion de
la probabilidad condicionada con el diagrama de arbol, ademas de ver las tablas de

contingencia con probabilidades y no con frecuencias.
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F. TECNICAS

EJERCICIOS ASOCIADOS AL CAMPO DE PROBLEMAS 1:
EXPLORACION DEL ESPACIO MUESTRAL

Ejercicio 1.1: Espacio muestral

Este ejercicio abarca la definicion del espacio muestral de un experimento
aleatorio y sirve para el entendimiento de los sucesos y la visualizacion de las distintas

opciones posibles.

Isabel tiene una mufieca que tiene dos faldas, una roja y otra azul, y tres
camisetas, una verde, una lila y una roja. ¢De cuantos modos puede vestir

Isabel a su mufieca? ¢ En cuantos sucesos lleva la camiseta lila?
Solucién: Fr — falda roja Fa — falda azul

C, — camiseta verde CL — camiseta lila

Cr — camiseta roja
Espacio muestral: (Fg, Cv); (Fr, CL); (Fr, CRr); (Fa, Cv); (Fa, CL); (Fr, Cr)
La camiseta lila aparece en dos sucesos.

Este ejercicio se presentard tras la explicacion por parte del profesor del espacio
muestral y los sucesos elementales y compuestos. Los alumnos lo resolveran de modo

individual y la correccion del ejercicio la realizara un alumno en la pizarra.
Ejercicio 1.2: Operaciones con sucesos

Este ejercicio sirve para ejercitar la comprension de los sucesos compatibles e

incompatibles y las operaciones con sucesos, union, interseccion y contrario.

Del experimento sacar una carta de una baraja de 40 cartas definimos los

siguientes sucesos:

A="Sacar una carta que sea oro”’
B="Sacar una carta que sea figura”
C="Sacar una carta que sea as”

¢ Son compatibles o incompatibles?
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Define las siguientes operaciones con ellos y di cuantas cartas lo cumplen:
A®, AUB, BUC, ANB, ANC, (BUC)®y (ANC)".

Solucién:
A'y B son compatibles, A y C son compatibles y B y C son incompatibles.

C _
A~ = ”No sacar una carta que sea oro”="Sacar una carta que sea copas,

bastos o espadas”. Hay 30 cartas que cumplen el suceso.

AUB = “Sacar una carta que sea oro o figura”. Hay 10 oros y 12 figuras,

pero 3 figuras son otro, por lo que 19 cartas cumplen el suceso.

B C = "Sacar una carta que sea figura o as”. Hay 12 figuras y 4 ases, por lo

que 16 cartas cumplen el suceso.
ANB = "Sacar una carta que sea oro y figura”. Hay 3 figuras de oros.
ANC = Sacar una carta que sea oro y as”. So6lo hay 1, el as de oros.

(BUC)® = ”No sacar una carta que sea figura ni as”="Sacar una carta

comprendida entre el 2 y el 7”. Hay 24 cartas que cumplen el suceso.

(ANC)® = "No sacar una carta que sea oro ni as”="Sacar cualquier carta

siempre que no sea el as de oros”. Hay 39 cartas que cumplen.

Este ejercicio se expondra al finalizar la explicacion del Campo de Problemas 1.

Como los alumnos ya poseerdn los conocimientos necesarios, resolveran el ejercicio de

modo individual y la correccién del ejercicio la realizard un alumno en la pizarra.

EJERCICIOS ASOCIADOS AL CAMPO DE PROBLEMAS 2:
PROBABILIDAD DE SUCESOS SIMPLES

Ejercicio 2.1: Regla de Laplace

Este ejercicio sirve para practicar la Regla de Laplace mediante el recuento y la

comprension del ejercicio.

Si lanzamos dos dados y nos fijamos en la suma de sus cifras calcula la
probabilidad de:

a) Que el resultado sea 1;

b) Que el resultado sea 7;
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¢) Que el resultado sea un nimero menor de 6;
d) Que el resultado sea menor de 3 o mayor de 10.

Solucidn: Para facilitarnos el conteo realizamos una tabla con la suma de los

dados.

Soluciones 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5) 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

P(Suma=1) =0/, =0
P(Suma = 7) = 6/36 -4
P(Suma < 6) = 10/36 — 5/18
P(Suma < 36 > 10) = 4/5. =1/,
El ejercicio se realizara tras la explicacion de las probabilidades de los sucesos
simples y la Regla de Laplace. Los alumnos se organizaran en parejas, sobre todo por la

dificultad del planteamiento de la tabla de suma, y el profesor intervendra si surge

alguna dificultad. La correccion del ejercicio la realizara un alumno en la pizarra.
Ejercicio 2.2: Ley de los Grandes NUmeros

En este ejercicio aparece la Ley de los Grandes NUmeros y se da uso al programa
GeoGebra. Con él se ejercita la comprension de las probabilidades cuando el

experimento se repite un gran numero de veces.

En una bolsa hay cinco bolas numeradas del 1 al 5. Realizando
extracciones con GeoGebra, hasta N=5000, ¢cuales son las frecuencias

obtenidas? ¢Y la probabilidad de obtener un multiplo de dos?
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1000+

8001

N = 5000

bolas = {1,2,3,4,5}

FrecuenciaBolal = 0.19

6004 Bolas; = 957

Bolas, — 1010 FrecuenciaBola2 = 0.2
40071 Bolas; — 1000 FrecuenciaBola3 = 0.2

Bolas; = 1045 FrecuenciaBolad = 0.21
200

Bolass = 988 FrecuenciaBola2 = 0.2

http://www.geogebratube.org/student/m120268

Solucién: las probabilidades dependeran de la muestra de cada uno, las

probabilidades las tenemos en la imagen superior.

P(multiplo de 2) = {0 7 1045)/5000 =0,411

Este ejercicio se presentard tras la explicacion de la Ley de los Grandes Numeros,
al finalizar el Campo de Problemas 2. Para este problema los alumnos se colocaran por
parejas con una tablet con el programa GeoGebra. Al ser la primera vez que usen
GeoGebra en Probabilidad de 4° de la E.S.O. el profesor iniciara explicando los
comandos necesarios para la realizacién del ejercicio con ejemplos sencillos. Los
alumnos realizaran trabajo autbnomo pudiendo preguntar al profesor en caso de duda
con la utilizacion del programa. La correccion del ejercicio la realizara el profesor desde

el ordenador.

EJERCICIOS ASOCIADOS AL CAMPO DE PROBLEMAS 3:
PROBABILIDAD DE SUCESOS COMPUESTOS

Ejercicio 3.1: Uniones

Con este ejercicio se trabajan las probabilidades de las operaciones con sucesos,
mas concretamente la de la union. También sirve para practicar la buena lectura, la
correcta comprension de los enunciados y la capacidad para extraer toda la informacion

que aparece en ellos.
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En una clase de 4° de la E.S.O. con 30 alumnos, hay 13 que tienen Religién
y el resto no; 5 que tienen Francés y el resto Inglés; y 10 que tienen Taller
de Matematicas y el resto otra optativa. Si elegimos un alumno al azar:

a) Calcula la probabilidad de que no tenga Religion;
b) Calcula la probabilidad de que tenga Taller de Matematicas;

c) Si sabemos que 11 alumnos tienen Inglés y Religion, ¢cuél es la
probabilidad de que un alumno tenga Inglés o Religion?
Solucién: El primer paso que hay que dar es extraer la informacion del

enunciado

N=30 P(Religion) = 13/, P(Francés) = °/30 = 1/
P(Inglés) = 25/30 = 5/6 P(Taller) = 10/30 = 1/3
a) P(Religion®) = 1 — P(Religién) = 17/30
b) P(Taller de Matematicas) = 1/ 3

c) Inglés Religion

e

Inglés y Religion

P(Inglés N Religién) = 11/30
P(Inglés U Religion) = P(Inglés) + P(Religion) — P(Inglés N Religion)
=°/6+13/30=1Y/30 =27/30 = ¥/10
Se trata de sucesos dependientes.

Este ejercicio se resolvera tras la explicacion de la probabilidad de la unién de
sucesos. Se realizara de modo individual y la correccion del ejercicio la realizara un

alumno en la pizarra.
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Ejercicio 3.2: Intersecciones

Con este ejercicio se trabajan las probabilidades de las operaciones con sucesos,
mas concretamente la de la interseccion. También sirve para practicar y distinguir los

conceptos de dependencia e independencia.

La probabilidad de que un hombre padezca cierta enfermedad es 1/4 y la

de que la mujer lo padezca 1/3. ¢Los sucesos son dependientes o

independientes?

a) Calcula la probabilidad de que ambos padezcan dicha enfermedad;
b) Calcula la probabilidad de que el hombre la padezca y la mujer no;
c) Calcula la probabilidad de que no la padezca ninguno.

Solucién: Como se trata de sucesos independientes haremos uso de la regla

del producto.
H - el hombre padece la enfermedad

M = la mujer padece la enfermedad
b) PHAMO) =1/, -1 -1/3)=1/,-2/3=1

o) PHEAMY) = -1/ =1 =3,-2/3=1/,

Este ejercicio se resolvera tras la explicacion de la probabilidad de la interseccion
de sucesos, al terminar el Campo de Problemas 3. Se realizara de modo individual y la

correccion del ejercicio la realizara un alumno en la pizarra.

EJERCICIOS ASOCIADOS AL CAMPO DE PROBLEMAS 4:
PROBABILIDAD CONDICIONADA

Ejercicio 4.1: Creando tablas de contingencia

Este ejercicio engloba la comprension de las probabilidades de operaciones con
sucesos y la comprension de las tablas de contingencia. También ejercitar la buena
lectura y comprension de los enunciados y la capacidad para extraer toda la informacién

que aparece en ellos.
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A

una comida asisten 28 hombres y 32 mujeres. Han elegido carne 16

hombres y 20 mujeres, tomando pescado el resto. Con estos datos crea la

tabla de contingencia, complétala y escribe los sucesos que representa cada

dato. Si elegimos a una persona al azar, calcula la probabilidad de los

siguientes sucesos:

a)
b)
c)

d)

Probabilidad de que haya tomado pescado;
Probabilidad de que sea mujer y haya tomado pescado;

Si esa persona ha tomado carne, ¢cuél es la probabilidad de que sea

hombre?

Y si selecciono a un hombre, ¢cual es la probabilidad de que haya
tomado pescado?

Solucién: Es importante que creen bien la tabla de contingencia, esto

indicara que entienden la informacién dada.

Hombres Mujeres Total
Tomaron carne 16 20 36
Tomaron pescado 12 12 24
Total 28 32 60

Personas en la comida = 60

Hombre = 28 personas

Tomaron carne = 36 personas

Hombre N Toma carne = 16 p.

Mujer N Toma carne = 20 p.

a) P(Pescado) = 24/60 = 2/5

Mujer = 32 personas

Tomaron pescado = 24 personas

Hombre N Toma pescado = 12 p.

Mujer N Toma pescado = 12 p.

b) P(Hombre|Carne) = 16/36 = 4/9

¢) P(Mujer n Pescado) = 12/60 = 1/5
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d) P(Pescado|Hombre) = 12/28 = 3/7

Este ejercicio se expondrd tras la institucionalizacion de la formula de la
probabilidad condicionada. Este trabajo se har4 de modo individual y la correccion del

ejercicio la realizara un alumno en la pizarra.

Ejercicio 4.2: Probabilidades con sucesos compatibles/incompatibles —

dependientes/independientes

Con este ejercicio se trabaja la comprension de las relaciones entre sucesos y en lo
que ello afecta a las probabilidades. En él se ve la necesidad de conocer las férmulas y
pensar el modo en que se pueden resolver incognitas, llegando incluso a aplicar

resolucion de sistemas de ecuaciones.

Sean Ay B dos sucesos de un espacio de probabilidad tal que P(AuB)=0,7
y P(A)=0,3. Calcula la probabilidad de B dados los siguientes casos:

a) Lossucesos Ay B son incompatibles;

b) Los sucesos Ay B son independientes;
c) P(A|B)=0,35.

Solucién: Hay més de un método posible.

a) Si los sucesos A y B son incompatibles quieres decir que P(ANB)=0,

con lo que calculamos
P(AUB) = P(A) + P(B) - 0,7 = 0,3 + P(B) = P(B) = 0,4

b) Si los sucesos A y B son independientes quiere decir que
P(ANB)=P(A)-P(B) y que P(BNA)=P(B)-P(A), por lo que

Ecuacién 1: P(AN B) = P(A) - P(B) = P(ANB) = 0,3 - P(B)

Ecuacién 2: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB) = P(AN B)
= 0,3+ P(B)— 0,7 = P(ANB) = P(B) — 0,4

Mediante igualacion:

0,3-P(B) =P(B) — 0,4 = —0,7 - P(B) = —0,4 = P(B) = 0'4/0 ,=4,

c) Siendo P(A|B)=0,35 los sucesos son dependientes, entonces
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Ecuacién 1: P(A|B) = &N B)/P(B) = P(A N B) = P(A|B) * P(B)

= P(ANB) = 0,35 * P(B)
Ecuacién 2: P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANnB) = P(ANB)
=03+P(B)—-07=>P(AnB)=P(B)—-0,4
Mediante igualacion:
0,35 - P(B) = P(B) — 0,4 = —0,65 - P(B) = —0,4 = P(B) =

04, _
/0,65~ 65 = 813

El ejercicio se implementara al finalizar la explicacion del Campo de Problemas 4.
La clase estard organizada en parejas para la resolucion del ejercicio y el profesor no
intervendrd, si alguna de las parejas presenta dificultades tendra que preguntar a otra
pareja vecina. La correccion del ejercicio la realizara un alumno en la pizarra y si alguna
pareja hubiese llegado a la respuesta correcta por otro camino también lo pondran en la

pizarra para que los alumnos vean las distintas opciones.

EJERCICIOS ASOCIADOS AL CAMPO DE PROBLEMAS 5:
PROBABILIDA TOTAL

Ejercicio 5.1: Creacidn y estudio del diagrama de arbol

Con este ejercicio se entrena la comprension de los textos y la extraccion de la
informacion para ordenarla de modo sencillo y comprensible, mediante el diagrama de

arbol. También se entrena la visualizacion de opciones.

Una empresa de construccion de cohetes propulsores de astronautas desea
que las condiciones de seguridad en los lanzamientos sean muy altas,
debido al elevado coste de los proyectos y al tiempo que se tarda en poner
todo a punto de nuevo. En uno de esos cohetes hay instalados tres
dispositivos de seguridad, Alfa, Beta y Gamma, para evitar un fallo en el
encendido, y Beta se pone automaticamente en funcionamiento si falla Alfa,
y lo mismo ocurre con Gamma si falla Beta. La probabilidad de que
funcione Alfa es 0,9, la de que funcione Beta es 0,95 y la de que funcione

Gamma es 0,98.
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Dibuja un diagrama de arbol que lo represente y responde a las siguientes

preguntas:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que fallen los tres dispositivos en el mismo

lanzamiento?

b) ¢Cual es la probabilidad de que tenga que encender con el dispositivo

Gamma?

c) ¢Cuél es la probabilidad de que encienda con cualquiera de los

dispositivos?

Solucion:

Dispositivo Alfa
P(funciona)=0,9

Dispositivo Beta

DiSpoSItivo P(funciona)=0,95 ([ Dispositivo ]
Alfa Gamma
P(falla)=0.1 Dispositivo Beta (P(funciona)=0,98
P(falla)=0,05 ([ Dispositivo

Gamma
P(falla)=0,02

a) P(Alfafana n Betafana N Gammafana) = 0,1 . 0,05 . 0,02 = 0,0001

b) P(enciende con Gamma) =

P(Alfafalla n Betafana N Gammaenciende) = 0,1 . 0,05 . 0,98 = 0,0049
c) Se presentan tres opciones y dos modos posibles de realizar el calculo

P[(Alfaenciende) U (Alfafalla n Betaenciende) U (Alfafalla N Betafalla
N Gammaepciende)] = 0,9 + 0,1 - 0,95 + 0,1 - 0,05 - 0,98
= (0,9999

P(encienda) = 1 — P(Alfagy;, N Betag,, N Gammag,,) = 1 — 0,0001
= 0,9999

Este ejercicio se resolvera tras la explicacion de la creacion y estudio de los
diagramas de arbol. Al ser un ejercicio un poco diferente, los alumnos se
pondran en grupos de tres para su resolucién. La correccién del ejercicio la

realizard un alumno en la pizarra y si alguno de los grupos lo hubiese
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realizado de modo diferente lo pondra en comun con el resto de la clase y se
hardn unos minutos de discusion sobre cuél es el mejor método, pudiendo
llegar a la conclusion unanime de que los métodos son igual de correctos o

no.
Ejercicio 5.2: Teorema de la Probabilidad Total y relaciones

Con este ejercicio se trabaja el pensamiento intuitivo, reforzando el método de
construccion de los diagramas de arbol y la comprension de la necesidad de uso de
todos los conocimientos adquiridos hasta el momento. También se trabaja la relacion
entre las tablas de contingencia y el diagrama de arbol, es decir, los valores y sus

frecuencias asociadas.

En una fabrica de enlatados se producen 5000 envases diarios con tres
maquinas distintas. La maquina A produce 1000 envases, la maquina B
2500 y la maquina C 1500, pero estas maquinas tienen unas probabilidades
de producir envases defectuosos del 2, 3 y 1% respectivamente. Crea el

diagrama de arbol correspondiente y calcula:
a) La probabilidad de que, elegido un envase al azar, sea defectuoso;

b) Si el envase seleccionado es defectuoso, ¢qué probabilidad hay de que

venga de la maquina A?

c) Con esos 5000 envases y las probabilidades conocidas crea la tabla de

contingencia asociada.
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Solucion:

Defectuoso
P(Def|A)=0,02

Maquina A
P(A)=0,2

No defectuoso
P(NoDef|A)=0,98

Defectuoso
P(Def|B)=0,03

Maquina B
P(B)=0,5

Maquina

No defectuoso
P(NoDef|B)=0,97

Defectuoso

Méaquina C P(Def|C)=0,01

P(C)=0,3

No defectuoso
P(NoDef|C)=0,99

a) P(Defectuoso) = P(Def|A) - P(A) + P(Def|B) - P(B) + P(Def|C) -
P(C) =0,02-0,2+0,03-0,5+0,01-0,3=0,022

b) P(A|Def) = P(A N Def) /P(DBD:[P(A) - P(Def|A)] /P(Def) _

0,2 . 0,02/0’022 = 0, Ig

Maquina A | MaquinaB | Maquina C Total

Defectuoso 20 75 15 110
No defectuoso 980 2425 1485 4890
Total 1000 2500 1500 5000

El ejercicio se realizara al finalizar la explicacion del ultimo Campo de
Problemas, el 5. La realizacidn del ejercicio sera en parejas, se pondra de manifiesto a la
finalizacion los resultados obtenidos. Tras ello el profesor llevara a cabo una discusién
con los alumnos sobre la relacion existente entre las tablas de contingencia y los

diagramas de arbol.
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G. TECNOLOGIAS

En la tabla creada en el apartado A, que también se muestra a continuacion,

aparecen las tecnologias que servirdn para razonar las técnicas usadas en los distintos

Campos de Problemas.

Campo de Problemas

Técnicas

Tecnologias

1. Exploracion del

espacio muestral

Visualizacioén de los distintos

resultados posibles

Definicion del espacio
muestral y los sucesos y

Sus operaciones

2. Probabilidad de

sucesos simples

Mediante recuento y

comprension

Propiedades de la
probabilidad y Regla de
Laplace. Ley de los

Grandes NUmeros

3. Probabilidad de

sucesos compuestos

Unidn e interseccion,
compatibilidad/incompatibilidad

y dependencia/independencia

Probabilidad de la unién

y la interseccién

4. Probabilidad
condicionada

Recuento, Regla de Laplace y
tablas de contingencia

Probabilidad
condicionada

5. Probabilidad Total

Diagrama de arbol y
visualizacion de las opciones

posibles.

Teorema de la
Probabilidad Total

Generalmente, el profesor es la persona sobre la que recae la responsabilidad de

justificar las técnicas utilizadas, aunque esta propuesta didactica promueve el

descubrimiento de los razonamientos que van a justificar las técnicas por parte de los

alumnos en determinadas ocasiones.
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A continuacién se exponen las tecnologias que justifican las técnicas para cada
Campo de Problemas, asi como la metodologia a seguir en su implementacion en el

aula.

TECNOLOGIAS QUE JUSTIFICAN EL CAMPO DE
PROBLEMAS 1: EXPLORACION DEL ESPACIO MUESTRAL

La visualizacion de los distintos resultados posibles se justificard de manera
intuitiva aunque sera el profesor el que institucionalizard la definicion del espacio
muestral, los distintos tipos de sucesos y sus operaciones mediante explicacion directa

durante la clase, tras la resolucion del Problema 1 “jCuantas opciones!”

TECNOLOGIAS QUE JUSTIFICAN EL CAMPO DE
PROBLEMAS 2: PROBABILIDAD DE SUCESOS SIMPLES

La probabilidad de los sucesos simples se justificard mediante la Regla de Laplace
y sus propiedades, que serdn explicadas por el profesor antes de la realizacion del
Ejercicio 2.1., tras la comprension del significado de probabilidad por parte de los
alumnos con el Problema 2 “La caja correcta”. La justificacion mediante la Ley de los
Grandes Numeros también vendra de mano del profesor antes de la realizacion del

Ejercicio 2.2.

TECNOLOGIAS QUE JUSTIFICAN EL CAMPO DE
PROBLEMAS 3: PROBABILIDAD DE SUCESOS COMPUESTOS

Tras la realizacion del Problema 3 “Los semaforos” los alumnos seran quienes,
con las probabilidades de la unién y la interseccion, justificaran las probabilidades de
sucesos compuestos con sus conocimientos anteriores. Tras ellos, el profesor explicara
lo necesario si hubiesen quedado dudas y justificara las diferencias existentes segun los

tipos de sucesos, compatibles/incompatibles, dependientes/independientes, etc.
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TECNOLOGIAS QUE JUSTIFICAN EL CAMPO DE
PROBLEMAS 4: PROBABILIDAD CONDICIONADA

Serén los propios alumnos quienes justificaran la probabilidad condicionada con
su formula asociada desde la realizacion del Problema 4 “Fumadores y cancer” con
razonamientos y uso de la légica. Quedara de mano del profesor la explicacion concreta
de la creacion y manejo de las tablas de contingencia y los diferentes usos que se le
puede dar a la formula de la probabilidad condicionada segun las especificaciones que
se hagan en los ejercicios. Con el Ejercicio 4.2. los alumnos justificardn por si mismos

la diferenciacion de la probabilidad condicionada con distintos tipos de sucesos.

TECNOLOGIAS QUE JUSTIFICAN EL CAMPO DE
PROBLEMAS 5: PROBABILIDAD TOTAL

Seran los alumnos quienes institucionalizaran la probabilidad total y el diagrama
de arbol con el Problema 5 “Todos a bailar” mediante el Teorema de la Probabilidad
Total. El Unico trabajo del profesor sera ponerle nombre y explicar todo lo relacionado
con los diagramas de arbol y sus posibles conexiones con las tablas de contingencia.
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H. SECUENCIA DIDACTICA Y SU CRONOGRAMA

La unidad didactica de la Probabilidad se tratara en 10 sesiones, basadas en clases
de 55 minutos.

SESION 1

Resolucion de los dos problemas de construccion de la razén de ser del calculo de
probabilidades, especificados en el apartado D. (55 minutos)

SESION 2

CAMPO DE PROBLEMAS 1: Exploracion del espacio muestral.

Fase 1: Comienzo con el Problema 1: jCuantas opciones! (15 minutos)

Fase 2: Explicacion por parte del profesor de las diferencias entre suceso aleatorio y

determinista, definicion del espacio muestral y sucesos. Realizacién del
ejercicio 1.1. “Espacio muestral”. (15 minutos)

Fase 3: Explicacion por parte del profesor de los tipos de sucesos y operaciones.

Realizacion del ejercicio 1.2. “Operaciones con sucesos”. (15 minutos)

Fase 4: Realizacion de maés ejercicios del Campo de Problemas y ejercicios de

ampliacion para la atencion a la diversidad. (10 minutos)

SESION 3

CAMPO DE PROBLEMAS 2: Probabilidad de sucesos simples.

Fase 1: Comienzo con el Problema 2: La caja correcta. (10 minutos)

Fase 2: Explicacion por parte del profesor de las propiedades de las probabilidades y de

la Regla de Laplace. Realizacion del ejercicio 2.1. “Regla de Laplace”. (20
minutos)

Fase 3: Explicacion por parte del profesor de la Ley de los Grandes Numeros.
Realizacion del ejercicio 2.2. “Ley de los Grandes NUmeros”. (15 minutos)

Fase 4: Realizacion de mas ejercicios del Campo de Problemas y ejercicios de

ampliacioén para la atencion a la diversidad. (10 minutos)
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SESION 4

CAMPO DE PROBLEMAS 3: Probabilidad de sucesos compuestos.
Fase 1: Comienzo con el Problema 3: Los semaforos. (20 minutos)

Fase 2: Exposicion de las justificaciones extraidas por los alumnos con el Problema 3 y
explicacion por parte del profesor de la probabilidad de la union de sucesos,
con la ayuda de las circunferencias de sucesos Yy realizacion del Ejercicio 3.1.

“Uniones”. (15 minutos)

Fase 3: Exposicion de las justificaciones extraidas por los alumnos con el Problema 3 y
explicacion por parte del profesor de la probabilidad de la interseccion de
sucesos con la ayuda de las circunferencias de sucesos y realizacion del

Ejercicio 3.2.” Intersecciones”. (15 minutos)

Fase 4: Realizacion de maés ejercicios del Campo de Problemas y ejercicios de
ampliacion para la atencion a la diversidad. (5 minutos)

SESION 5

CAMPO DE PROBLEMAS 4: Probabilidad condicionada (parte 1 de 2).
Fase 1: Comienzo con el Problema 4: Fumadores y cancer. (20 minutos)

Fase 2: Justificacion por parte de los alumnos de la férmula de la probabilidad
condicionada y explicacion por parte del profesor de la creacion y estudio de

las tablas de contingencia. (20 minutos)

Fase 3: Realizacion de mas ejercicios creacion de tablas de contingencia y ejercicios de

ampliacion para la atencion a la diversidad. (15 minutos)

SESION 6

CAMPO DE PROBLEMAS 4: Probabilidad condicionada (parte 2 de 2).

Fase 1: Rememoracion por parte del profesor de la probabilidad condicionada y
opciones de trabajo con la formula y resolucion del Ejercicio 4.1. “Creando

tablas de contingencia”. (20 minutos)

Fase 2: Realizacion del Ejercicio 4.2. “Probabilidades con sucesos compatibles/

incompatibles — dependientes/independientes” y explicacion por parte de los
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alumnos de la distincion de la probabilidad condicionada con sucesos

independientes (25 minutos)

Fase 3: Realizacion de maés ejercicios del Campo de Problemas y ejercicios de

ampliacion para atencion a la diversidad. (10 minutos)

SESION 7

CAMPO DE PROBLEMAS 5: Probabilidad Total (parte 1 de 2).
Fase 1: Comienzo con el Problema 5: Todos a bailar. (15 minutos)

Fase 2: Explicacion por parte del profesor de la creacion y trabajo con el diagrama de
arbol y resolucion el Ejercicio 5.1. “Creacion y estudio del diagrama de arbol”.
(30 minutos)

Fase 3: Realizacion de maés ejercicios del Campo de Problemas y ejercicios de
ampliacion para atencion a la diversidad. (10 minutos)

SESION 8

CAMPO DE PROBLEMAS 5: Probabilidad Total (parte 2 de 2).

Fase 1: Explicacion por parte del profesor del Teorema de la Probabilidad Total y de su
relaciéon con la tabla de contingencia. Realizacidn del Ejercicio 5.2. “Teorema

de la probabilidad y relaciones”. (35 minutos)

Fase 2: Realizacion de maés ejercicios del Campo de Problemas y ejercicios de

ampliacion para atencion a la diversidad. (20 minutos)

SESION 9

Sesion dedicada al repaso de lo aprendido y correccion de ejercicios en los que los

alumnos hayan encontrado dificultades. (55 minutos)

SESION 10

Sesion dedicada a la realizacion del examen. (55 minutos)
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EVALUACION

ASPECTOS A EVALUAR

El examen abarcara todos los conceptos ensefiados sobre la probabilidad en los

distintos Campos de Problemas.

v

Con la primera pregunta se evaluaran los conocimientos principalmente tedricos,
la definicidn del espacio muestral, los diferentes tipos de sucesos, la comprension

de la probabilidad y sus propiedades;

Con la segunda se evaluara la capacidad de extrapolar conocimientos ya

adquiridos y la capacidad de vision gréfica;

Con la tercera se evaluara el correcto uso de la Regla de Laplace, la probabilidad

de sucesos compuestos y probabilidad condicionada;

Con la cuarta pregunta se evaluara el manejo de las tablas de contingencia y la
probabilidad condicionada, ademaés de las probabilidades de sucesos compuestos;

Con la quinta y altima pregunta se evaluara el uso del diagrama de arbol y el

Teorema de la Probabilidad Total.

EXAMEN

12 PREGUNTA: (2 puntos) Responde a las siguientes cuestiones:
a) ¢Cual es el espacio muestral del lanzamiento de tres monedas?
b) ¢Qué quiere decir que dos sucesos sean incompatibles? Pon dos ejemplos;

c) ¢Para qué tipos de sucesos podemos aplicar la formula P(AN B) = P(A) -

P(B)?

d) (Es cierta la afirmacion “La probabilidad de que llueva el sdbado es del 70% y

la probabilidad de que llueva el domingo del 60, entonces la probabilidad de que llueva

el fin de semana es del 130%”? Razona tu respuesta.

22 PREGUNTA: (1 punto) Sabiendo que la formula de la probabilidad de la

union de dos sucesos compatibles es P(AUB) = P(A) + P(B) — P(An B), ¢Cual

seria la formula si afladiésemos un suceso compatible mas?
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32 PREGUNTA: (2 puntos) De 120 personas que fueron consultadas sobre sus
preferencias a la hora de realizar un deporte, 50 practicaban futbol, 40 practicaban
baloncesto y 30 practicaban ciclismo. Ademas, 25 personas practicaban futbol y
baloncesto, 15 practicaban futbol y ciclismo, y 12 practicaban baloncesto y ciclismo.
Por ultimo, tan s6lo 5 personas practicaban los tres deportes. El resto no sabe o no

contesta.
Calcula:
a) Probabilidad de practicar futbol,
b) Probabilidad de practicar futbol y baloncesto;
c) Probabilidad de practicar los tres deportes;
d) Probabilidad de practicar sélo ciclismo.

42 PREGUNTA: (2’5 puntos) El instituto va a hacer una excursién a un museo y
junto con los alumnos tienen que ir algunos padres y profesores. Con los 30 alumnos de
4° A van dos profesores y tres padres, con los 29 alumnos de 4° B van tres profesores y
un padre y con los 25 alumnos de 4° C van dos profesores y dos padres.

Crea la tabla de contingencia y calcula:
a) Eligiendo una persona al azar, probabilidad de que sea padre de 4° A;
b) Eligiendo al azar, probabilidad de que sea de 4° A o de 4° C;

c) El primero que entra al museo es un profesor, ¢cudl es la probabilidad de que

sea de 4° B?

d) Probabilidad de ser alumnos entre las personas de 4° C;
e) Probabilidad de ser padre de 4° A o profesor de 4° C.

52 PREGUNTA: (2’5 puntos) Una empresa cuenta con tres empleados, Antonio,
Barbara y Carmen. Por las horas que trabaja cada uno Antonio atiende al 50% de los
clientes, Barbara al 35% y Carmen al resto. Cuando hablamos de ventas, Barbara es la
mejor vendedora, el 85% de sus clientes acaban comprando; de los clientes de Antonio
finalizan compra el 70% y de los clientes de Carmen 8 de cada 12. (trabaja con cuatro

decimales)

a) ¢Cual es la probabilidad de que me atienda Antonio y no compre?
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b) ¢Cual es la probabilidad de no vender?
c) ¢Cuél es la probabilidad de vender si me atiende Carmen?
d) ¢Cual es la probabilidad de venta?

e) Si soy un cliente que no ha comprado, ¢cudl es la probabilidad de que me

haya atendido Barbara?

RESPUESTA ESPERADA

12 PREGUNTA:

a) C — cara; X — cruz. Espacio muestral: (C,C,C), (C,C,X), (C,X,C), (C,X,X),
(X,C,0), (X,C,X), (X,X,C) y (X,X,X)

b) Que dos sucesos sean incompatibles quiere decir que no pueden ocurrir a la
vez, su interseccion es el @. Ejemplos: lanzar una moneda y que sea cara y

cruz y del nacimiento de un nifio que sea chico y chica.
c) Para sucesos independientes.
d) No, la probabilidad no puede ser mayor que 1.
22 PREGUNTA:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)
“P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

32 PREGUNTA: N
N=120
F=50 B=40 C=30
FNB=25 FNC=15 BNC=12 ANBNC=5

a) P(F) =°0/150="/1,
b) P(FNB) =2/150 = /24

) PFNBNC) =5/150
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d) P(FCNBNC)=P(C)—P(FNC)—PBNC)+PENBNC) =30/ .-

1 _ _
>/120 = Y/120 + °/120 = 120 = ?/30

42 PREGUNTA:
Alumnos Padres Profesores Total
4° A 30 3 2 35
4°B 29 1 3 33
4°C 25 2 2 29
Total 84 6 7 97

a) P(Padren 4°A) = 3/y-

b) P(acAu4ec) = B>+ 29/ _ 64

c) P(4°B | Profesor) = 3/7
d) P(Alumno | 4°C) = 25/29
e) P[(Padre n 42A) U (Profesor N 42C)] = 3/97 + 2/97 = 5/97

52 PREGUNTA:

Compra
70%

Antonio
50%

No compra
30%

Compra
85%

Barbara
35%

Empleados

No compra
15%

Compra
8/12=2/3

No compra
1/3
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a) P(Antonio N No comprar) = P(Antonio) - P(No comprar | Antonio) =
0,5-0,3=0,15

b) P(No comprar) =
P(No comprar | Antontio) - P(Antonio) + P(No comprar | Barbara) -
P(Barbara) + P(No comprar | Carmen) - P(Carmen) = 0,3 - 0,5 + 0,15 -
0,35+ /30,15 = 0,15 + 0,0525 + 0,05 = 0,2525

¢) P(Comprar | Carmen) = 2/3

d) P(Comprar) =
P(Comprar | Antontio) - P(Antonio) + P(Comprar | Barbara) -
P(Barbara) + P(Comprar | Carmen) - P(Carmen) = 0,7 - 0,5+ 0,85 -
0,35+ 2/3- 0,15 = 0,35 + 0,2975 + 0,10 = 0,7475

P(Comprar) = 1 — P(No comprar) = 1 — 0,2525 = 0,7475

e) P(Barbara N No comprar) = P(Barbara) - P(No comprar | Barbara) =
0,35-0,15 = 0,0525

P(Barbara | No comprar) = P(Barbara n No comprar)/P(No comprar)

0,0525 _
= /0,2525 = 0,2079

CRITERIOS DE CALIFICACION

A la hora de la correccion del examen sera necesaria una plantilla de correccion,
preparada por el profesor, en la que apoyarse, y en la que se especificara los criterios y
los posibles descuentos de puntos segun los tipos de errores esperados que se realicen

en los examenes, de modo que se usen los mismos criterios para todos los alumnos.

Se valoraran las capacidades aprendidas durante el proceso, el buen uso de las
técnicas y, sobre todo, la capacidad de comprension de los contenidos y métodos: se
buscard que no se trate de un proceso mecanico, sino de un proceso de fases de

comprension de las técnicas y su aplicacion.
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ANEXO |

GALILEO. CONSIDERAZIONE SOPRA IL GIOCO DEI DADI.

Un jugador italiano expreso a Galileo su sorpresa, por observar que al jugar con
tres dados la suma 10 aparece con mas frecuencia que la 9. Segun el jugador los casos

favorables serian:
Para 9: {126, 135, 144, 225, 234, 333}
Para 10: {136, 145, 226, 235, 244, 334}

Pero Galileo vio que estas combinaciones no se pueden considerar igualmente

probables. Explica por qué y calcula las correspondientes probabilidades.

Solucion: 10 Puntos | 8 Puntos
5-3-1 6| 6-2-1 6

6-2-2 3531 &

5-4-1 6 [5-2-2 3

5-3-2 6| 4-4-1 3

4423|432 6

4313|333 1

2 25

PASCAL. PROBLEMA DE LAS PARTIDAS PROPUESTO POR
EL CABALLERO DE MERE.

Dos jugadores A y B, apuestan uno contra otro la misma cantidad de dinero en un
juego en el que el vencedor serd aquel que primero gane tres partidas. Cuando el
jugador A gana la primera partida, el juego se suspende por causas ajenas a los
jugadores, y ante la imposibilidad de continuar se da por terminado. ¢ Como se repartira

el total del dinero entre los dos jugadores?
Solucion de Pascal:

Soluciones de las siguientes cuatro partidas donde el juego quedara tendra

vencedor (cuatro partidas como maximo)
| AAAA|| AAAB| AABB || ABBB || BBBB |
Aparecen 16 partidas posibles de las AABA | ABAR
cuales en 11 saldria vencedor A y en 5 ABAA| ABBA BBAB|
BABA
BBAA
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, . - .11 5
saldria vencedor B. Por lo que el dinero se repartiria — Para Ay —para B.

Solucion actual:

No contamos con las partidas en las que
ya hay vencedor, por lo que el campo de

soluciones seria:

Aparecen 10 soluciones posibles, pero

no son equiprobables.
1
P(AA) = "

P(ABA) = P(BAA) = P(BBB) = %

P(ABBA) = P(BABA) = P(BBAA) = P(ABBB) = P(BABB) = P(BBAB) =

Con lo que:
P(gane A)= -+ 44— 4—4—=
4 8 8 16 16 16

P(ganeB):1+i+i+i:i
8 16 16 16 16

AAd

ABBE

ABA

BAEB

ABBA

BBAB

BAA

BBB

BABA

BEAA

_ 11
16

1
16
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ANEXO 11

NOTAS DE INTERES

El gran nimero de paradojas estocasticas puede confundir incluso a los expertos.
Por ello, es mas importante construir intuiciones correctas en el campo de la
probabilidad que en ningdn otro. Como sefia Feller, la intuicion estadistica puede
ser entrenada incluso en los adultos, aunque si un nifilo adquiere “intuiciones
erroneas” cuando es muy pequefio, esto le puede impedir més tarde la adquisicion
de un conocimiento adecuado. Por ello parece necesario ofrecer a los nifios

actividades estocasticas, en forma de juego y experimentos en edad temprana. [4]

El primer paso para comenzar a ensefiar probabilidad es asegurarnos que los nifios
son capaces de diferenciar las situaciones aleatorias y deterministas, es decir de
apreciar algunas caracteristicas basicas de la aleatoriedad.

Piaget e Inhelder (1951) defienden que la comprension del azar por parte del nifio
es complementaria a la de la relacion causa-efecto. Los nifios concebirian el azar
como resultado de la interferencia y combinacion de una serie de causas, que
actuando independientemente producirian un resultado inesperado. En
consecuencia, hasta que el nifio no comprende la idea de causa, no tiene un marco

de referencia para identificar los fenémenos aleatorios. [4]

La investigacién de Konold (1991) sugiere que con frecuencia tenemos dificultad
de interpretar un experimento como parte de una serie de experimentos repetidos.
Nos resulta dificil considerar un accidente que nos ocurre a nosotros como parte de

la proporcion normal de accidentes en esas circunstancias.

La interpretacion frecuencial de la probabilidad o "probabilidad empirica” se
restringe a fendmenos en los que es posible repetir indefinidamente ensayos
"idénticos". En estos casos, la probabilidad se estima a partir de la frecuencia
relativa del suceso en una serie larga de experimentos. No podemos aplicar esta
perspectiva a un experimento del que solo hay un ensayo aislado y Gnico, a menos

que imaginariamente pueda repetirse el experimento. [4]
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