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Abstract

This paper focuses on an in-depth study of Watson’s lemma and its application in developing asym-
ptotic approximations for complex integrals, specifically addressing the incomplete Gamma function
and other related functions in applied mathematics. The study is grounded in the theoretical founda-
tions of asymptotic analysis, examining essential methods to approximate and solve integrals that would
otherwise be intractable using conventional techniques. Key methods discussed include Watson’s lem-
ma, Laplace’s method, and the steepest descent method, all of which provide advanced tools to simplify
complex calculations and enable the analysis of important functions across multiple scientific fields.

The work is structured into three main sections, each dedicated to the theoretical and practical de-
velopment of a particular function. The first chapter delves into the principles of asymptotic theory,
establishing the foundational concepts necessary to understand the role of approximations in handling
complex integrals and functions. This chapter introduces the core elements of asymptotic analysis, which
allow us to describe the behavior of a function as its argument approaches a specific limit. It further pre-
sents general techniques in asymptotic analysis and outlines the most relevant methods for this study,
explaining the basics of Watson’s lemma and Laplace’s method and how they can be applied to simplify
and solve integrals. A section is also dedicated to presenting the steepest descent method, an essential
technique for understanding the behavior of integrals in complex domains.

The second chapter provides a deeper exploration of Watson’s lemma and the exponential integral
function, analyzing their theoretical structure and applications within the framework of asymptotic analy-
sis. Watson’s lemma is introduced as a fundamental approach to approximating complex integrals, detai-
ling its properties and the conditions under which it works. Additionally, the exponential integral function
is examined as a practical example to illustrate Watson’s lemma’s effectiveness in evaluating complex in-
tegrals. This chapter explains the approximate calculations for this function, including specific methods
that simplify its evaluation when the variable takes on large values. Furthermore, graphs and tables are
presented to illustrate the accuracy and efficiency of this technique.

The third chapter is dedicated to the study of the incomplete Gamma function and the confluent
hypergeometric function, two of the most prominent special functions in applied mathematics. The in-
complete Gamma function is frequently encountered in probability, statistics, and queuing theory, while
the confluent hypergeometric function commonly appears in hypergeometric differential equations. Th-
rough a series of practical examples, this chapter examines the behavior of these functions and presents
an asymptotic development based on Watson’s lemma, facilitating their calculation over extensive inter-
vals. The chapter also discusses applications of these functions in physics and engineering, where they
model phenomena reliant on solutions to complex differential equations. It concludes with a comparative
analysis between the asymptotic developments and exact results, demonstrating the achieved accuracy
and the advantages of using Watson’s lemma to optimize the computation of special functions in applied
contexts.

In addition to the theoretical and practical development of the analyzed functions, this study in-
corporates a range of computational tools that simplify the implementation of approximation methods
within a numerical environment. Throughout the research, Mathematica software is used extensively,
allowing high-precision calculations and validation of the theoretical results obtained through asympto-
tic developments. Mathematica provides a flexible and efficient environment for symbolic and numerical
computation, which is essential for confirming the accuracy of the methods and optimizing the cal-
culation processes. The codes implemented in Mathematica, included in the appendices, illustrate the
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v Abstract

methodology used to compute approximations and the error for each development.

As for the results, this study presents a series of graphs and tables illustrating the behavior of each
function over different intervals of its variable. These visual representations clearly depict the asympto-
tic approximations and allow for a comparison of the precision of the developments obtained against the
exact values of the functions. In particular, the graphs show how the approximations achieved through
Watson’s lemma closely align with the exact values over broad intervals of the variable, validating the
effectiveness of these developments in practical applications. Additionally, error tables quantify the dif-
ferences between the asymptotic results and exact values, allowing for an evaluation of each method’s
accuracy and helping to select the most suitable approximation based on context and calculation needs.

The appendix includes a series of detailed codes implemented in Mathematica that complement and
extend the analysis presented in the main chapters. These codes include the implementation of the ap-
proximation models, the assessment of accuracy over different intervals, and the validation of numerical
results through comparative tests.

In conclusion, this work demonstrates the efficacy and relevance of Watson’s lemma in approxi-
mating complex integrals, showing how these asymptotic development methods can consistently yield
positive results in practical applications. The research suggests that the use of asymptotic expansions
and their implementation in specialized software can open new avenues for study in numerical analysis
and facilitate the extension of these methods to other problems in applied mathematics. By providing
a solid theoretical and practical foundation, this study contributes to the advancement of sophisticated
techniques for solving problems in fields where precision and efficiency are essential, underscoring the
importance of asymptotic analysis in optimizing calculations within scientific and engineering domains.



Indice general

Abstract

1.

Introduccion

1.1. Introduccién ala teoria asintética . . . . . . . . . . . . . .. ...

1.2. MEtodos asintOtiCos . . . . . . . . v v i i e e e e e e e e e e
1.2.1. Métodos asintdticos paraintegrales . . . . . . ... ... .. ... ... ....

1.3, Objetivos . . . . o o e

El lema de Watson
2.1, Lemade Watson . . . . . . . . . . . 0 0 i e e
2.2. Integralexponencial . . . . . . . . . . ... e e

Funcién gamma incompleta y funciones relacionadas
3.1. Funcién gammaincompleta . . . . . . . . . ... oL
3.2. Funcién hipergeométricaconfluente . . . . . . . ... ... ... ... ... ......

Conclusion

Bibliografia

L.

Codigo de Mathematica

I.1. Funciénintegral exponencial . . . . . . . . . . ... . ... ...
L1.1. Gréaficas . . . . . . . . . e
L1.2. Tablas . . . . . . . e

12. Funcién gamma incompleta SUperior . . . . . . . . . ... .o
L2.1. Gréaficas . . . . . . . . L
122, Tablas . . . . . . . . e

1.3. Funcién hipergeométrica confluente . . . . . . . ... ... ... ... ... ......
L3.1. Gréficas . . . . . . . . .
32, Tablas . . . . . . . e

111

15
15
19

25

27






Capitulo 1

Introduccion

En muchas areas de las matematicas, fisica e ingenieria, y otras ramas de las ciencias, aparecen con
frecuencia problemas que dependen de uno o varios pardmetros. En numerosas ocasiones, alguno de
estos pardmetros toman valores numéricamente muy alejados del resto. Por ejemplo, en un problema
cinemdtico, la velocidad de la luz es muy superior al resto de velocidades; en ciertos problemas de
potenciales centrales, la masa o carga central toma valores muy grandes con respecto al resto de masas
o cargas; en un fluido poco viscoso, el coeficiente de viscosidad es muy pequefio en comparacién con
el resto de constantes de la dindmica de fluidos. Por ello, resulta interesante disponer de soluciones
aproximadas a dichos problemas que reflejen bien el comportamiento de la solucién en ciertos limites de
los pardmetros. La rama de las matematicas que se dedica a la investigacion de este tipo de problemas se
conoce como asintotica [7].

1.1. Introduccion a la teoria asintotica

En esta seccién introducimos el objetivo de la teoria asintdtica, cuyo fin principal es proporcionar
una aproximacién de una funcién cuya expresion analitica es complicada (por ejemplo, cuando viene
dada en términos de una integral) o incluso cuando se da de forma implicita (como en una solucién de un
problema de valor inicial o de contorno) en términos de funciones sencillas, vdlidas en un cierto limite de
las variables o de los pardmetros. Este tipo de aproximaciones facilita el trabajo posterior con la funcién,
tanto desde el punto de vista analitico como numérico. Tipicamente, los métodos numéricos estandar
no prestan, en principio, especial atencion a estos requisitos, por lo que se hace necesario disponer de
métodos asintdticos que aproximen el comportamiento de la funcién en ciertos limites de las variables o
de los pardmetros.

De manera rigurosa, podemos establecer la definicion formal de desarrollo asintético de una funcién.
Este concepto fue introducido por primera vez en 1886 por Henri Poincaré.

Definicién. Sea F(z) una funcién de variable real o compleja z en un dominio Q no acotado. Una serie
de potencias ) ,_janz " se dice que es un desarrollo asintético de Poincaré de F(z) y escribiremos

F(z)~ ) anz ™", (1.1)
n=0

si para cada N > 0 fijo, se tiene

N—1

F(Z) = Z anzin—i_RN(Z)ﬂ %o,

n=0

con
Ru(z2) =0("), z— o,

Donde & representa la O-grande de la notacién de Landau.



2 Capitulo 1. Introduccién

Una propiedad importante del desarrollo asintético de Poincaré es que el desarrollo, si existe, es
unico.

Cabe destacar la siguiente observacion sobre la definicién anterior: No se exige que la serie asintd-
tica sea convergente. Este aspecto no es relevante en asintdtica. De hecho, en la mayoria de ejemplos
pricticos interesantes, la serie es divergente. Un patrén comiin en asintética es que, inicialmente, los
valores absolutos de los primeros términos decrecen conforme n crece, hasta alcanzar un valor ptimo
de n; a partir de ese valor, los términos comienzan a crecer sin cota, lo que finalmente contribuye a la
divergencia. Desde un punto de vista numérico, la idea radica en trabajar con una truncacién adecuada de
la serie para aprovechar sus primeros términos, que generalmente proporcionan una buena aproximacién
de la funcién, tratando de determinar cudntos términos debemos emplear para obtener la mejor precisién
posible antes de que la serie empiece a diverger. En la practica, un desarrollo asintético puede ser mucho
mds 1til que una serie convergente de convergencia lenta.

Los desarrollos asintdticos son extremadamente utiles en disciplinas como la fisica, la ingenieria
o la estadistica, donde es comin el uso de funciones especiales. No existe una definicién rigurosa de
funcién especial, pero suelen tener en comun que son funciones matematicas no elementales, soluciones
de una amplia variedad de problemas, generalmente formulados a través de ecuaciones funcionales,
de gran importancia y significado en matematicas y en fisica, con nombres y notaciones ampliamente
reconocidos. Son empleadas en aplicaciones cientificas y técnicas, y para ellas se conocen una gran
cantidad de propiedades ttiles: derivadas, integrales, representaciones integrales, desarrollos en serie de
potencias, desarrollos asintéticos, ceros, etc. Algunas funciones especiales son, las funciones de Bessel,
la funcién hipergeométrica de Gauss y las funciones elipticas de Jacobi o Weierstrass, entre otras.

NIST Digital Library of Mathematical Functions

Figura 1.1: Bibliografia y librerias cldsicas y modernas de funciones especiales: a la izquierda, el Hand-
book of Mathematical Functions de Abramowitz y Stegun; a la derecha, el NIST Digital Library of
Mathematical Functions, una plataforma digital que proporciona gréficos, informacién detallada y pro-
piedades de las funciones especiales.

La teoria de la aproximacidn asintética de integrales permite obtener informacion analitica y numéri-
ca sobre la solucién de problemas especialmente complicados en disciplinas que precisan de un modelo
matemadtico para describir el problema cientifico.

Algunos ejemplos conocidos de desarrollos asintéticos son, por ejemplo, la férmula de Stirling para
el factorial de un ndmero
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1 1
n! ~2rnn"e™" <1++288n2—|— --), n— oo,

o la aproximacion de la funcién de Bessel para valores grandes del argumento, mediante funciones
trigonométricas

Otro caso interesante es el de los niimeros arménicos, que aparecen de forma natural en el andlisis
de algoritmos y en el estudio de sumas de series. Los nimeros arménicos, denotados como H,,, estan
definidos como

H—1+1+1+ +1
" 2 3 n’

y su desarrollo asintético para n — oo es

1
Hy oo In(n) 47+ 5= — o

120"
donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni.

1.2. Métodos asintoticos

La mayoria de los problemas en fisica e ingenieria en los que aparecen pardmetros asint6ticos estan
formulados mediante ecuaciones diferenciales y, en menor medida, ecuaciones integrales. Por ello, la
teoria de aproximacion asintética se divide basicamente en dos campos de trabajo: la aproximacién
asintética de soluciones de ecuaciones diferenciales [10, 16], y la aproximacion asintética de integrales
[3, 14, 18]. El primero, aunque tiene la ventaja sobre el segundo de poder aplicarse directamente a un
gran nimero de problemas pricticos (al no necesitar de ninguna representacién integral previa), tiene el
inconveniente de que, al no disponer de una representacion explicita para la solucion, su implementacién
es técnicamente mds complicada.

Por otro lado, son numerosos los tipos de problemas en los que se dispone de una representacién
integral obtenida a través de la funcién de Green o via transformada de Laplace, Fourier, Henkel, Gauss-
Weierstrass, etc., o en los que aparecen integrales como elemento esencial de su formulacion: integrales
de tipo eliptico en mecdnica espacial o en la teorfa cudntica de campos, o representaciones integrales de
funciones especiales (en particular, de distribuciones estadisticas o polinomios ortogonales).

En este trabajo nos centraremos en el segundo de los campos citados.

1.2.1. Meétodos asintéticos para integrales

En general, el problema que plantea la teoria asintética de integrales es encontrar una aproximacion
del tipo (1.1) de una funcién compleja F(z) definida mediante una integral

F) = [ g0l ).

donde € es un camino complejo y el producto g(w)h(w,z) es integrable a lo largo del mismo para z
suficientemente grande, digamos |z| > zo > 0 [18, Cap. 1]. No existe, sin embargo, un método general
para obtener un desarrollo asintético que se aplique a cualquier integral dada. Por el contrario, existen
muchas técnicas asint6ticas diferentes disefiadas para la aproximacién de distintas familias de integrales.
Las mas conocidas son los métodos clasicos [18, Caps. 1y 2], [14, Caps. 2-4] disefiados para obtener
aproximaciones de las funciones de la fisica matematica. Tras estos aparecieron los métodos uniformes,
que tratan problemas en los que la existencia de un pardmetro invalida los desarrollos asintéticos cldsicos
[18, Cap. 7]. Posteriormente, surgieron otros métodos para aproximar ciertas familias de transformadas
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integrales de convergencia lenta para las que los métodos cldsicos no proporcionaban una respuesta
satisfactoria [ 18, Caps. 3-6] (métodos distribucionales, técnica de la transformada de Mellin, métodos de
sumabilidad, etc.).

Dentro de los métodos cldsicos existe una gran cantidad de técnicas para la obtencién de desarrollos
asintéticos de integrales, cada una con integrandos y condiciones especificas. A continuacién, describi-
mos de manera general algunos de los métodos cldsicos mds conocidos.

Lema de Watson (Watson, 1918)

El lema de Watson se emplea para obtener desarrollos asintéticos de funciones que se pueden expre-
sar como la transformada de Laplace de una funcién g(¢). Su expresién mds simple es

F(z) = /Oooe_z’g(t)dt, Re(z) >0, (1.2)

donde la funcién g(r) es analitica en el origen. Podemos observar que conforme Re(z) crece, el valor
maximo del integrando se produce en ¢ = 0 sugiriendo que la mayor contribucién a la integral se produce
en su entorno. Sustituyendo entonces la funcion g(¢) por su desarrollo en serie de potencias y teniendo
en cuenta el pardmetro real positivo A que define su comportamiento en el origen y controla el orden de
crecimiento de la integral obtenemos el desarrollo asintético de nuestra funcién

I'(n+A)
Z% s e R A

1 1
—T—6< o donde z"** toma su valor principal.

en el sector |arg(z)| < 5

Método de Laplace (Laplace, 1918)

El método de Laplace es una técnica asintdtica utilizada para aproximar integrales que contienen
un término exponencial decreciente. Este método, al igual que el lema de Watson, busca identificar la
regién donde se concentra la mayor contribucién a la integral, lo que permite obtener una aproximacion
eficiente en el limite cuando el pardmetro de la integral tiende a infinito.

Este método se aplica a integrales de la forma

b
F(z) :/a e g (r)dr, Re(z) > 0. (1.3)

La idea subyacente en este método es similar a la del lema de Watson, donde buscamos la mayor
contribucién del integrando. Sin embargo, mientras que en el lema de Watson esa contribucién se en-
cuentra en torno a t = 0, en el método de Laplace la mayor contribucién proviene del entorno donde la
funcién A(t) alcanza un minimo [14, Cap. 3].

En este contexto, las funciones h(¢) y g(¢) se consideran reales y holomorfas dentro de un dominio
D; por lo tanto, son funciones analiticas en dicho dominio. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir
que la funcién A(t) presenta un cero simple en un punto #y, contenido en la trayectoria de integracion.
En este punto, el integrando alcanza su minimo, lo que implica que la mayor contribucién a la integral
proviene de este entorno.

Adicionalmente, el pardmetro z varia a lo largo de un rayo o dentro de un sector anular en el plano
complejo, definido por 6; < 0 < 0,y |z| > Z. Aqui, 0 se establece como arg(z), cumpliéndose la relacion
0, — 6, < mwy Z > 0. Por ultimo, F(z) converge absolutamente y uniformemente con respecto a z en los
limites de integracidén a y b.

Con las suposiciones anteriores llegamos al siguiente resultado.

e )
F(z) ~ e 0 Y ay,

Zh//(to) = 7t
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en el sector 0; < arg(z) < 6.

Método de steepest descent (Debye, 1909)

El método de steepest descent, tambien conocido como el método saddle-point, es aplicable a inte-
grales definidas a lo largo de un camino complejo

F@) = f gne™adw, 2o
I

La esencia de este método es la deformacién del contorno de integracion I' en el dominio de analiticidad
de las funciones g(w) y h(w) sin cambiar sus extremos, si no es cerrado, de tal modo que el contorno
de integracion I pase a través de un punto zg tal que 4'(z9) = 0 que recibe el nombre de punto de silla
[11, Pdg. 361-375]. Ademds, se debe cumplir que Im h(z) = Im h(zp) en un entorno de z contenido en el
contorno I', y que Re h(z) < Re h(zo) para todo punto z en dicho entorno. Para facilitar la comprensién,
anadimos las siguientes condiciones sobre el punto de silla; g(zo) # 0, h(zo) # 0 y zo no es un extremo
del contorno I'.

Im(w)

Re(w)

Figura 1.2: Camino de descenso rapido de la parte real de 2(w) en el punto de silla wy.

1.3. Objetivos

En dltima instancia, la aplicacién de los métodos cldsicos de andlisis asintético tiene como objetivo
reescribir integrales complejas de manera que permitan la utilizacién del lema de Watson, una herra-
mienta clave dentro de la teoria asintética de integrales. Este enfoque no solo es una de las técnicas mas
potentes, sino también de las més versétiles, ya que facilita la obtencién de aproximaciones asintdticas
precisas en numerosos contextos matematicos y fisicos.

Asi, el propdsito principal de este trabajo es realizar un estudio detallado y riguroso sobre su fun-
damentacion y aplicaciones practicas. A lo largo del estudio, se demuestra cémo este método puede
aplicarse tanto a la funcién Gamma incompleta, fundamental en teoria de la probabilidad y estadistica,
como a otras funciones especiales de importancia recurrente en las ciencias aplicadas. En particular, la
funcién Gamma incompleta juega un papel central en este trabajo debido a su relevancia en una amplia
variedad de contextos matematicos y fisicos. El anélisis de su comportamiento asintético, junto con el
de otras funciones especiales a través de estas herramientas, permite no solo mejorar la comprensién
tedrica, sino también la capacidad de aproximar y resolver problemas concretos en diversas disciplinas.

Ademas, para el desarrollo de este trabajo he hecho uso del software Wolfram Mathematica 14 [17],
lo que ha permitido no solo la verificacién simbdlica de muchos de los resultados obtenidos, sino también
el desarrollo de una habilidad fundamental en el manejo de herramientas computacionales avanzadas para
el andlisis de funciones especiales y su comportamiento asintético.






Capitulo 2

El lema de Watson

En este capitulo se presenta y desarrolla el Lema de Watson (1918), un resultado fundamental en
el campo del desarrollo asintético. Este lema es de especial interés debido a su utilidad en el andlisis
de transformadas de Laplace, siendo aplicable a estas bajo ciertas condiciones. La idea clave del método
radica en su capacidad para aproximar el comportamiento asintético de cierto tipo de integrales, lo que lo
convierte en una herramienta esencial dentro del andlisis. Ademads, este lema es la base de otros métodos
clésicos citados con anterioridad, como son el método de Laplace o el método de steepest descent. Tras
introducir el lema de Watson, ilustraremos su aplicacién con la funcién integral exponencial.

2.1. Lema de Watson

El lema de Watson permite obtener desarrollos asint6ticos de funciones expresadas como transfor-
madas de Laplace de funciones analiticas en el origen. La idea clave de este lema es que, cuando el
pardmetro asintético tiende a infinito, la contribucién principal de la integral proviene de la cercania al
origen, donde el integrando alcanza su valor maximo. Esto sugiere que la funcién en el integrando pue-
de reemplazarse por su desarrollo en serie de potencias en un entorno del origen, permitiendo asi una
aproximacion asintética de la integral original.

El siguiente teorema recoge, de manera rigurosa, el lema de Watson.

Teorema 2.1 (Lema de Watson). Consideramos la funcion

F(z) = /ODo e “g(t)dt, Re(z) >0,

y supongamos las siguientes hipotesis:
a) La funcién g : R™ — C tiene un niimero finito de discontinuidades.
b) La funcion g(t) tiene un desarrollo asintdtico ent = 0 de la forma
= nid n
gy~ Y gt v, t— 0%,
n=0
donde A es un niimero real o complejo con parte real positiva, Re(1) > 0, y u > 0 es un niimero

real positivo.

¢) La integral es convergente para valores suficientemente grandes de Re(z), digamos Re(z) > xo > 0
con Xy fijo.

Entonces, la funcion F(z) admite el siguiente desarrollo asintdtico para |z| grande
A
- ")
F(z)~ ) gn——5— z— oo, @2.1)
n=0 H

7
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en el sector |argz| < 5 -8 < %.
Demostracion. Para la demostracién ver [10, p.113]. O]

El lema de Watson no proporciona una cota del error, solo nos da la informacién del orden del error
de aproximacién al considerar los N primeros términos de la serie en (2.1). Por ello resulta interesante
obtener, en la medida de lo posible, cotas para el error de aproximacién, ya que nos permite evaluar la
precision de la aproximacion. Cuando aplicamos el lema de Watson a funciones especiales, la condicién
a) normalmente se satisface puesto que la funcién g(¢) suele ser analitica en un dominio que contiene el
intervalo [0, ).

2.2. Integral exponencial

Para ilustrar la aplicacion del lema de Watson consideramos la funcién integral exponencial E; (z) [9,
ec. 6.2.1] definida como

o0 _t
Ei(s) = / .
Jz

La funcién integral exponencial tiene aplicaciones importantes tanto en matematicas como en fisica. En
matemadticas, se utiliza en fenémenos como el efecto Gibbs [2]. En fisica, la funcidn integral exponencial
aparece en diversos contextos: en la teorfa de la difusion, problemas de transporte, el equilibrio radiactivo
en atmosferas estelares, y en la evaluacion de integrales de intercambio en mecdnica cudntica [4]. Tam-
bién tiene aplicaciones en astrofisica [6] y en teoria electromagnética, como la radiacién de un oscilador
de media onda, donde se utilizan las integrales seno y coseno [8].

Proposicion 2.2.1. El desarrollo asintético de la funcion integral exponencial E|(z) cuando la variable
z tiende a infinito es

/3 /4
en el sector |argz| < § -6 < J.

Demostracion. Consideremos la siguiente representacion de la funcién integral exponencial E| (z),

0 eZ—t

F(z) =z&°E1(z) = Z/

Z

dt,

donde z es real y positivo. Para obtener el desarrollo asintético de la integral exponencial aplicaremos
el Lema de Watson. Para ello, reescribimos la integral en la forma de una integral de tipo Laplace (1.3),
realizando el cambio de variable t = z(1 +u)

= e d = ! 2.2
F(z)= = . .
(2) Z/O 1+u u, g(u) 1+u (2.2)

Podemos corroborar facilmente que nuestra funcion F(z) satisface las condiciones necesarias para
aplicar el Lema de Watson:

a) La funcién g(u) no presenta ninguna discontinuidad en el intervalo de integracién [0, o) de nuestra
funcién integral F(z).

1
b) Utilizando el desarrollo en serie de la funcion I

(serie geométrica), la funcion g(u) admite un
—u

desarrollo en serie de la forma
1 (oo}
g(u) = T—(—u) Y (—u) =Y (-1, Vu tal que |u| <1,
n=0

que es convergente en el disco centrado en el 0 y radio r < 1.
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c¢) Para valores suficientemente grandes de Re(z), se satisfacen para todos los valores de u sobre los
que estamos integrando las desigualdades

e_ZM

14+u

< ’eiZ”| < e Re(@u ¢ L'(0,00),

demostrando que F(z) es convergente.

Por lo tanto, aplicando el lema de Watson con los pardmetros A = 1 y u = 0, obtenemos el siguiente
desarrollo asintético para F(z),

I'(n+1)
NZZ n+l ’ T .

Como I'(n+ 1) = n!, obtenemos la representacion

~zZ "Zn+1, z— oo, (2.3)

Finalmente, despejando E(z) de la ecuacién (2.2), obtenemos su desarrollo asintético,
i et & n!
E@=[ San Yt o
z 1 2 p=0 z

O

Extendemos los primeros términos de la serie para enfatizar que, en una aproximacion asintética, los
primeros términos son los que capturan bien el comportamiento de nuestra funcién

—Z 1 2 3
El(z)~e<1—+—+~->, oo

Con el objetivo de estudiar posibles cotas del error entre las sumas parciales del desarrollo asintético
y la funcién integral exponencial nos vamos a quedar tnicamente con la parte correspondiente a la serie,
es decir, F(z) puesto que es la que nos va a reflejar la sensibilidad a la variacién en funcién del parametro
n.

Proposicion 2.2.2. Una cota del error para la suma parcial de los N primeros términos del desarrollo
asintdtico de la funcion F (z) (2.3) viene dada por la expresion

N!
IRy (z)| < [Fk

Demostracion. De (2.3) obtenemos que la funcion F'(z) admite la siguiente representacion,
N—-1 n!
F(z)= Y (=1)"Z +Rn(2), 2= oo,
n=0

siendo Ry(z) la diferencia entre la funcién F(z) y la suma de los N primeros términos del desarrollo
asintético y una cantidad del mismo orden que el primer término despreciado

RN(Z):F(Z)—J\Ii"l(—l)"n—i:ﬁ(z#v), 7 — oo,

Vamos a comprobar que Ry(z) = 0(z7V):

1 (e}
g(u) = T5n = Z(—l)"u” = Z (=D)"u" + fy(u), Vutal que |u| <1,
n=0
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donde N
fu(u) =Y (=1)"" = (—u)N Y (—) = (=) , Vu tal que |u] < 1.
n=N n=0 I4u

Con esto obtenemos una nueva forma de expresar Ry(z), a la que aplicamos el cambio de variable zu =1,

= (—u)Ve N (TN -N N!
Rz:/idugz /te dt =1z "T(N+1) = —,
oGl =| [ ] <o | T ) =
por lo tanto
!
Rv(2)] < 1
La constante M que satisface |[Ry(z)| < M|z V| es M = N O

Para ilustrar la precisién proporcionada por el desarrollo asintético, hemos representado la funcién
E(z) y las sumas parciales (Sy(z) = 5{";01 arz~*) de los primeros términos del desarrollo asintético para
diferentes intervalos de z contenidos en el eje real.

Valor

Valor
015 o002s, ¢+ i
2 So(2)
0.0020 Si(2)
0.10
0.0015 S2(2)
— 0.0010
0.0005
‘ : z z
2 3 4 5 4 6 8 10 12 14

Figura 2.1: Sumas parciales para N =0, N =1 y N = 2 del desarrollo asintético frente a la funcién
integral exponencial Ej(z) en los intervalos z € [1,5] y z € [3,15].

A fin de obtener una comprensién mds precisa de la exactitud del desarrollo asintético, representa-
remos tanto el error relativo como el error relativo logaritmico. Este dltimo resulta particularmente util,
ya que la escala logaritmica permite apreciar con mayor claridad las diferencias en situaciones donde los
valores son extremadamente pequefios.

Valor
----- So(2) Valor
[ — Si(2) O e
0.08 i, S2(2) 0050} T TTSTesserscaac....
TEm S3(2)
0.06 e 0.010 \
----- 0.005
0.04
0.001
0.02 5x 104
\
. z — L
12 14 16 18 20 12 14 16 18 20

Figura 2.2: Error relativo y error relativo logaritmico del desarrollo asintético para las cuatro primeras
sumas parciales en el intervalo z € [10,20].

Con el propdsito de evaluar este comportamiento y comprobar la exactitud del desarrollo asintético
en estos casos, hemos calculado los errores relativos para valores de z mucho mayores que los repre-
sentados en las graficas anteriores. Estos cdlculos numéricos permiten observar como la diferencia entre
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la funcién exacta y las sumas parciales se reduce drasticamente a medida que z aumenta, siguiendo la

tendencia prevista por el teorema.

zZIN 1 2 3 4
10 1.70e-2 | 4.37e-3 | 1.78e-3 | 8.37e-4
100 1.96e-4 | 5.83e-6 | 2.31e-7 | 1.14e-8
1.000 | 2.00e-6 | 5.98e-9 | 2.39e-11 | 1.19e-13
10.000 | 2.00e-8 | 6.00e-12 | 2.84e-15 | 4.37e-16

Cuadro 2.1: Tabla con los errores relativos del desarrollo asintdtico de la funcién F(z) para diferentes
valoresde N y z.

La cota calculada nos permite evaluar el error asociado al desarrollo asintético una vez fijado el valor
de z. En particular, representa cémo el error varia en funcién del ndmero de términos considerados en la
suma parcial Sy(z) de nuestra serie asintética, pudiendo identificar el valor en el que agregar mds térmi-
nos deja de aportar mejoras significativas a la precision, o incluso cuando el error empieza a estabilizarse
0 a aumentar ligeramente debido al crecimiento en nuestro caso de N!.

Logaritmo de la cota

20 40 60 80 100

—10] .

.........................

|

Figura 2.3: Comportamiento de la funcién In ||N> el logaritmo de la cota del error de las sumas
z

parciales Sy(z) paraz =50y N € [0,100], donde el valor minimo ocurre para N ~ z.

En el caso de la figura 2.3 podemos observar que el valor 6ptimo de truncamiento es N = 47. A
partir de este valor, el error ya no disminuye y comienza a aumentar, indicando que sumar mas términos
empeora la aproximacion.

— Re(F(2) Re(So(2))

Re(S1(z)) — Re(S2(2))

Izl

12/ ~0.10

-0.05

— Im(F(z)) IM(So(2))

-0.10 — Im(S4(z)) — Im(S2(z))

Figura 2.4: Parte real y parte imaginaria de la funcién £ (z) y sus sumas parciales del desarrollo asintético
Sn(z) paraN =0, N = 1 y N = 2 en el rayo complejo z = |z|e®, con valores de |z| € [1,5] y 8 = /4.

Este andlisis se ha centrado en valores de z contenidos en la recta real. Ahora, veamos la precision y
eficiencia dentro del plano complejo. Para ello, analizaremos valores de z contenidos en el mismo rayo,
es decir, z = |z|e®, donde 6 el angulo fijo del rayo. En este caso, el rayo tiene como argumento 8 = 77 /4.



12 Capitulo 2. El lema de Watson

Para ello, representamos graficamente la parte real y la parte imaginaria de la funcién F(z) y de
las sumas parciales del desarrollo asintético Sy(z) para diferentes valores de N por separado. Estas re-
presentaciones nos permitirdn observar cémo se comportan las aproximaciones asintéticas en el rayo
complejo.

Ademds, en los gréficos correspondientes al error relativo, representaremos el modulo del error re-
lativo entre F(z) y cada una de sus aproximaciones Sy(z). Esto proporcionard una medida clara de la
precision de cada suma parcial Sy(z) respecto a la funcién original F(z) en el plano complejo.

Error Error logaritmico

10} — So(2) Si(z) — S2(2)

0.8 1k

N omiE

04}
0.10;

0.2
0.05

—— - 1zl I s L . . . . Iz/
2 3 4 5 1 2 3 4 5

Figura 2.5: Error relativo y error relativo logaritmico del desarrollo asintético de la funcién Ej(z) para

las tres primeras sumas parciales Sy(z) en el rayo complejo z = |z|e®, con valores de |z| € [1,5] y 6 = 7

La siguiente tabla representa los errores relativos para valores de z contenidos en el mismo rayo
complejo con argumento 6 = 7/4, pero con médulos cada vez mayores. Estos datos permiten observar
como varifa la precision del desarrollo asintético de la funcion F(z) al incrementar el médulo de z y el
nimero de términos N en las sumas parciales Sy(z).

H/INT 1 2 3 4
10 | 1.64e2 | 4.6le-3 | 1.74e-3 | 8.19¢4
100 | 1.96e-4 | 5.83e-6 | 2.32¢-7 | 1.15¢-8
1000 | 2.00e-6 | 5.98¢-9 | 2.39¢-11 | 1.19e-13
10000 | 2.00e-8 | 6.00e-12 | 2.40e-15 | 1.12¢-18

Cuadro 2.2: Tabla con los errores relativos del desarrollo asintético de la funcién F(z) para diferentes

T
valores de N y z en el rayo complejo con argumento 6 = R

Corolario 2.2.1. El desarrollo asintdtico de la funcion integral exponencial nos permite obtener los
desarrollos asintéticos de las integrales seno y coseno definidas de la siguiente manera:

, < sint = (—1)"*1(2n)!
SI(Z):—/ le:ZT 7 —r oo,
z n=0
= cost = (—1)"t1(2n)!
Ci(z) = _/ —dt = Z % 7 —> oo, 2.4)
z n=0 z

satisfaciendo las relaciones

siendo vdlidas en el sector |argz| <

Ci(z)

si(z) = %i(El(iz) —Ei(—iz)),

L
ST

—3 (Bilie) + Ex(~i2),
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Con estos ejemplos podemos observar que el desarrollo asintético de ciertas funciones especiales
pueden obtenerse a partir del desarrollo asintético de la funcién integral exponencial. Para funciones
oscilatorias en la recta real como las funciones integral seno e integral coseno (2.4) se necesitan repre-
sentaciones asintdticas compuestas. Esto quiere decir que el comportamiento de estas funciones es mas
complicado en la recta real y no puede describirse con un desarrollo asintético simple. En lugar de ello, se
necesita combinar multiples términos o aproximaciones para describir correctamente el comportamiento
de las funciones cuando z es grande. Sin embargo, fuera de la recta real, en el plano complejo, se pueden
obtener aproximaciones mds simples.






Capitulo 3

Funcion gamma incompleta y funciones
relacionadas

La funcién gamma incompeta y sus funciones relacionadas juegan un papel crucial en las mate-
maticas avanzadas y en diversas aplicaciones cientificas. La funcién gamma incompleta, I'(a,z) [9, ec.
8.2.2], es crucial en la conexion con otras funciones especiales, como la funcion zeta de Riemann ((s)
[9, ec. 25.5.1], a través de su representacion integral. Estas conexiones permiten abordar problemas
fundamentales, como la distribucién de los ndimeros primos y la hipétesis de Riemann, asi como los
comportamientos asintéticos en matematicas aplicadas.

En fisica y quimica, las funciones gamma y sus variantes son esenciales para la descripcion de fe-
némenos complejos, desde los tiempos de relajacion en sistemas no lineales hasta los célculos en qui-
mica cudntica. Asimismo, en biologia y estadistica, estas funciones permiten modelar comportamientos
poblacionales y evaluar distribuciones de probabilidad en hipétesis estadisticas. Entre las funciones es-
trechamente relacionadas se encuentra la funcién hipergeométrica confluente, o funcién de Kummer,
cuyos coeficientes pueden expresarse mediante la funcién gamma, ampliando el marco de aplicaciones
en andlisis matemdtico y ecuaciones diferenciales complejas. En este capitulo, obtendremos el desarrollo
asintético de la gamma incompleta y la funcién hipergeométrica confluente.

3.1. Funcion gamma incompleta

La funcién gamma incompleta I'(a, z) [9, ec. 8.2.2], definida como

F(a,z):/ 1““ledr,
Zz

tiene un papel destacado en matematicas avanzadas, conectada directamente con funciones especiales im-
portantes como la funcion zeta de Riemann [9, ec. 25.5.1] y la funcién terminante F), (z) [9, ec. 8.22.1].
En el campo de la estadistica, la funcién gamma es esencial para evaluar funciones de distribucién acu-
mulativas, como las distribuciones gamma y chi-cuadrado, y permite obtener probabilidades acumuladas,
realizar andlisis de hipétesis y calcular intervalos de confianza.

En fisica, describe fendmenos de relajacion en sistemas complejos, como materiales con compor-
tamiento no lineal donde la respuesta disminuye lentamente en el tiempo [13]. También se emplea en
quimica cudntica para calcular integrales con orbitales gaussianos y de Slater, fundamentales para de-
terminar probabilidades electronicas en regiones especificas del espacio [12]. En biologia poblacional,
ayuda a modelar el crecimiento y decaimiento en sistemas ecoldgicos, siendo util en la comprensién de
dindmicas en especies que habitan entornos cambiantes [1].

A continuacién, obtenemos el desarrollo asintético de la funcién gamma incompleta superior cuando
z tiende a infinito.

15
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Proposicion 3.1.1. El desarrollo asintdtico de la funcion gamma incompeta I'(a,z) cuando 7 tiende a
infinito es

= = (a—1\n!
I'(a,z) :/ t”fle*‘dthafle*zz (“ )” 7 — oo, 3.1
Z

n’
n=0 n z

)

en el sector |arg(z)| <

Demostracion. Para obtener el desarrollo asintético de la funciéon gamma incompleta superior aplicamos
el lema de Watson. Para ello, efectuamos en primer lugar el cambio de variable t = z(1 4 u«) en la funcién
gamma incompleta

I'(a,z) :/ 1l dr :z”efz/o (14u)* e *du, (3.2)
4

obteniendo la funcién en la forma de una integral de Laplace (1.3) donde la funcién g(a,u) = (1 +u)"!.
Comprobamos que se satisfacen las condiciones necesarias para aplicar el lema de Watson:

a) La funcion g(a,u) presenta ninguna discontinuidad en el intervalo de integracion de nuestra fun-
cién integral I'(a, z), cuyos limites inferior y superior una vez realizado el cambio de variable son
0 y oo respectivamente.

b) Utilizando el desarrollo en serie de la funcion (1 + u)* (serie binomial), la funcién g(a,u) admite
un desarrollo en serie de la forma

> -1
gla,u) = Z <an >u”, Vutal que |u| < 1,
n=0

que es convergente en cualquier disco con centro en u = 0 y radio r < 1.

¢) Analizamos la convergencia de la integral en el infinito, para x suficientemente grande tenemos:

oo L 1) 1+u)d+1 1 1) 1
1 “IZMJ:/( d</————d.
/x [(1+u)* e ™| du | E e u< ARTEE u

Esta integral es convergente en el infinito y por lo tanto nuestra funcién gamma incompleta también
lo es.

Podemos aplicar entonces el lema de Watson obteniendo el desarrollo asintético de la funcién gamma
incompleta

= (a—1\n!
raa~=e L ()5 aom 33

n
n=0 n <
siendo vdlido en el sector |argz| < 7 O

Concluimos el desarrollo extendiendo los primeros términos de la serie para obtener una representa-
cion mds visual

FMJ%Vf1eZ<L%W—1X+W—ﬁﬂa—2k+w—iﬂa—2ﬂa—$4“”)7

7 —> 0.
z Z2 23

Como ya hicimos en el estudio de la funcién integral exponencial E (z), para analizar el error relativo
y estudiar posibles cotas del error entre las sumas parciales del desarrollo asintético y la funcién gamma
incompleta I'(a,z) nos vamos a quedar tinicamente con la parte correspondiente a la serie, definida a
partir de la representacion (3.2) como

F(a,z) =z “¢T(a,z) =z / (1+u)* e du, (3.4
Jo

puesto que es la que nos va a reflejar la variacion en funcién del pardmetro N.
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Proposicion 3.1.2. Una cota del error para la suma parcial de los N primeros términos del desarrollo
asintdtico de la funcion F (a,z) (3.4) cuando a < N + 1 viene dada por la expresion
a—1|---la—N|

|z[V

Demostracion. Definimos la diferencia entre la funcién F(a,z) y la suma de los N primeros términos del
desarrollo como Ry(a,z), siendo una cantidad del mismo orden que el primer término despreciado

Ry(a,z) =F(a,z) —z Z (a_ 1> - o), z— oo,

n
n=0 z

IRy (a,z)| < | (3.5)

A partir de la expresion (3.2) de la funcién gamma incompleta calculamos el desarrollo de Taylor de la
funcién g(a,u) centradaenu =0y aplicamos el resto de Lagrange

-l N=l o (q,0
gla,u) = (1+u)* g u" r;)’ic!l)u"—i-rN(a,u),
g™(a,c) . .
donde ry(a,u) = TMN para algin ¢ € (0,u). Las derivadas de nuestra funcion g(a,u) son

gla,u) = (1+u)*",
g'(a,u) = (a—1)(1+u)"2,
g"(a,u) = (a—1)(a—2)(1+u)*>,

g"(a,u) = (a—1)(a—2)(a—3)(1+u)*,

g(n)(a,u) =(a—1)(a—2)---(a—n)(1 _’_u)afn—l.

Sustituimos entonces en la expresién (3.2) dicho desarrollo de Taylor de la funcion g(a,u) obteniendo
una nueva expresion del término Ry(a,z),

o N=1  (n)
F(a,z) = Z/o (), Mu" +ry(a,u))e *du,

|
n=0 n:

Ry(a,z) = z/ ry(a,u)e *du.
0

Tomamos valor absoluto y aplicamos el cambio de variable zu = t a la nueva expresion de Ry(a, z),

* t * t
IRy (a,z)| = ’/0 N <a,z> e 'dt §/0 N (a,z) le™"|dt. (3.6)
Vamos a hallar una cota para ry(a,u):
™) ac On<1ai(‘g ac)‘ a—1l|la=2|---la—N
rv(a,u)| = |8 ]é! ) < == i N il N!| | |uN, a<N+1. (3.7)

Utilizamos la cota en la desigualdad (3.6) demostrando la proposicion,

O

R (a,2)| < [z| ™
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Para examinar la precision del desarrollo asintético, se han representado graficamente tanto la funcién
gamma incompleta I'(a,z) con el pardmetro a = 2.5, como las aproximaciones parciales obtenidas en
diferentes rangos de z.

Valor

020} Sol2)
S1(2)
015} S2(2)
----- r2s, z)
010}
0.05|
Z ‘ s ‘ ‘ : =
4 6 8 10 12 14

Figura 3.1: Sumas parciales para N =0, N =1 y N = 2 del desarrollo asintético fijando a = 2.5 frente a
la funcién gamma incompleta I'(2.5,z) en los intervalos z € [1,5] y z € [3, 15].

Representamos también el error relativo y logaritmico para visualizar con mayor precision la exacti-
tud en diferentes valores de z determinando una vez mads la eficacia de nuestra aproximacion.

Valor Valor

0.14
S
o@ 0.100 T
0.12 S1(2)
0.10 Sa(2)
0.010 |

0.08

0.06
0.001 +

0.04

0.02

z
12 14 16 18 20 12 14 16 18 20

z

Figura 3.2: Error relativo y error relativo logaritmico del desarrollo asint6tico para las tres primeras
sumas parciales en el intervalo z € [10,20] y a = 2.5.

En la siguiente tabla se presentan los errores relativos calculados para valores de z mayores, mos-
trando como la diferencia entre la funcién F(a,z) y las sumas parciales disminuye considerablemente
conforme 7z crece, en linea con la tendencia tedrica.

zIN 1 2 3 4 5
10 6.20e-3 | 2.85e-4 | 3.94e-5 | 9.16e-6 | 2.99¢-6
100 | 7.35e-5 | 3.64e-7 | 5.41e-9 | 1.34e-10 | 4.64e-12
1.000 | 7.49e-7 | 3.74e-10 | 5.60e-13 | 1.48e-15 | 1.82e-16
10.000 | 7.50e-9 | 3.75e-13 | 2.11e-17 | 2.11e-17 | 2.11e-17

Cuadro 3.1: Tabla con los errores relativos del desarrollo asintético de la funcién F (2.5, z) para diferentes
valoresde Ny z.

La cota nos permite, una vez mads, la posibilidad de elegir el valor 6ptimo de truncamiento N que
minimiza el error, permitiendo ajustar la serie de manera precisa y eficiente. En la siguiente gréfica,
representada para z = 50 podemos observar que la cota del error alcanza un minimo en la suma parcial
Sso(a, z), a partir de la cual si continuamos afladiendo términos este aumenta significativamente.
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Logaritmo de la cota

s 20 40 60 80 100

-10[

la—1]---|a—N|

Figura 3.3: Comportamiento de la funcién /n P
b4

>, el logaritmo de la cota del error de

las series parciales Sy (a,z) para z =50, N € [0,100] y a = 2.5 donde el valor minimo ocurre para n ~ z.

Ademds, vamos a representar graficamente el desarrollo asintético para diferentes valores de z con-
tenidos en el rayo z = |z|e’®, con argumento 8 = 7/5 y diferentes médulos |z|, afiadiendo la diferencia
de que nuestro pardmetro a va a estar contenido tambien en el plano complejo. Para ello, separamos la
parte real e imaginaria.

12/

-0.002 |
[ -0.001 |

-0.004 |

-0.002

-0.006 |

-0.003

— Re(F(2))

-0.008 Re(So(2))

Re(S1(z)) — Re(S2(2))

— Im(F(z))

Im(So(z))
= Im(S1(2)) — Im(S2(z))

-0.004
-0.010

-0.005 |

Figura 3.4: Parte real y parte imaginaria de la funcién I'(a,z) y las sumas parciales del desarrollo asin-
tético Sy(a,z) paraN =0, N =1y N = 2 en el rayo complejo z = |z|e?®, con valores de |z| € [10,20],
0=n/5ya=>5e""

La siguiente tabla muestra los errores relativos para valores de z contenidos en el mismo rayo com-
plejo, con argumento 6 = %, tomando cada vez médulos més grandes. Estos resultados permiten analizar
c6mo se comporta la precisién del desarrollo asintético de la funcién F(a,z), donde a = 5¢/™/4
mentar el médulo de z y el nimero de términos N en las sumas parciales Sy (a,z).

, al au-

[ /N 1 2 3 g
10 | 5.94e-2 | 2.06-¢2 | 6.66-e3 | 2.17¢-3
100 | 4.50e-4 | 1.72e-5 | 6.10e-7 | 2.16e-8
1.000 | 437e-6 | 1.68¢-8 | 6.01e-11 | 2.14e-13
10.000 | 4.35¢-8 | 1.68e-11 | 6.00e-15 | 2.14¢-18

Cuadro 3.2: Tabla con los errores relativos del desarrollo asintético de F(a,z) para diferentes valores de

N,zya=>5em*

. Y/
en el rayo complejo con argumento 6 = —

5

3.2. Funcion hipergeométrica confluente

Una funcioén relacionada con la funcién gamma incompleta es la funcién hipergeométrica confluente,
también conocida como funcién de Kummer. Es una de las dos soluciones de la ecuacién diferencial de
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segundo orden denominada como ecuacién de Kummer [9, ec. 13.2.1]:

d*w dw
Zdizz-i—(b—z)dfz—aW—O. (38)

La funcién hipergeométrica confluente admite la siguiente representacion integral [9, ec. 13.4.4],

Ul(a,b,z) = L/ e (1 40P Ly, Re(a) > 0, largz| < 171:, (3.9
F(a) 0 2

en la que los coeficientes de su serie se expresan como cocientes de funciones gamma. Esta relacién

facilita la simplificacién de expresiones y la resolucién de ecuaciones diferenciales complejas, ya que

ambas funciones comparten propiedades ttiles en el andlisis y la fisica matemética. La relacién viene

establecida por [9, ec. 8.5.3] del siguiente modo

[(a,z) =e *U(l —a,1 —a,z) =z7%"U(l,1+a,z).

Dentro del campo de la fisica, una aplicacién importante se encuentra en la resolucién de la ecuacion
de ondas en coordenadas paraboloidales, donde se pueden obtener soluciones exactas mediante separa-
cién de variables. A partir de ciertas sustituciones en la ecuacién de Kummer (3.8), se obtiene la ecuacién
de Whittaker [9, ec. 13.14.1]. Las soluciones de la ecuacién de Whittaker permiten abordar la ecuacién
de ondas de manera precisa [5, Capitulo 7]. Adem4s, la funcién hipergeométrica confluente tiene una
conexién con las representaciones del grupo de matrices triangulares de tercer orden [9, ec. 13.27.1]. En
este dmbito, las matrices diagonales actian como operadores de multiplicacién exponencial, y otras ma-
trices del grupo se representan mediante operadores integrales, cuyas soluciones se expresan en términos
de funciones de Whittaker, derivando asi propiedades clave como relaciones de recurrencia y derivadas
[15, cap. 8].

A continuacién obtenemos el desarrollo asintético de la funcidn hipergeométrica confluente.

Proposicion 3.2.1. El desarrollo asintdtico de la funcion hipergeométrica confluente U (a,b,z) cuando
Z tiende a infinito es

Ula,b,z) ~77¢ i (—1)"(a)n’§!1 +a—b)n27n

n=0

) Z%OO,

T
en el sector |arg(z)| < > donde (a), es el simbolo de Pochhammer [9, ec. 5.2], definido para un niimero

complejo a 'y un entero n como el siguiente producto:
(a)p=ala+1)(a+2)---(a+n—1). (3.10)

Demostracion. Para obtener el desarrollo asintético de la funcién hipergeométrica confluente aplicamos
el lema de Watson. Para ello, partiendo de la funcién hipergeométrica confluente en su representacion
integral (3.9) vemos que es de la forma de una integral de Laplace (1.3), donde

gla,b,t) =t (1 )b 1 (3.11)
Comprobamos que podemos aplicar el lema de Watson a nuestra funcién U (a, b, z):

a) La funcién g(a,b,t) presenta una tnica discontinuidad en u = 0 cuando a — 1 < 0 en el intervalo
de integracion [0, ) de la funcién hipergeométrica confluente.

b) Utilizando de nuevo la serie binomial, la funcién g(a,b,t) admite un desarrollo en serie de la
forma,

= (b—a—1 — (b—a—1
gla,b,t) =11 ) ( a ) =Y ( “ )t"+“1, Vu tal que |u| <1,
n=0 h

n=0 n

que es convergente en el disco centrado en el 0 y radio r < 1.
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¢) Analizamos la convergencia de la representacion integral de U(a,b,z) en el infinto, para x sufi-
cientemente grande tenemos:

ta—l 1 th_a_l —Zl‘dt:/ </ -
/x (1+1) ¢ x e? 214102 = Jx (1+1)?

Esta integral es convergente en el infinito y por lo tanto nuestra funcién gamma incompleta tambien
lo es. En el punto de integracién # = 0 no tenemos problemas debido a la condicién Re(a) > 0, por
lo que nuestra funcién es convergente.

Procedemos aplicando el lema de Watson a la funcién hipergeométrica confluente, obteniendo su
respectivo desarrollo asintético en potencias inversas de z,

U(a,b,z)wli(b_a_l>m+“), 7 oo.

I'(a) o n Zhta
. . . . ['(z+n)
Aplicando la siguiente propiedad de los simbolos de Pochhammer, (z), = e y desarrollando el
<
nimero combinatorio obtenemos el desarrollo final,
= (=) 1 —-b
U(Cl,b,Z) ~ 7l Z ( ) (a)n( +a )nz—n’ 7— oo,

|
=0 n:

siendo vilido el sector |arg(z)| < —. O

SR

La extension de los primeros términos del desarrollo es la siguiente

Z—> oo,

Ulab.g) 2= (1_ a(1+Za—b) +a(a+l)(l+c;Z—2b)(2+a—b) _)

Para estudiar posibles cotas del error entre las sumas parciales del desarrollo asintdtico y la funcién
hipergeométrica confluente nos vamos a quedar tinicamente con la parte correspondiente a la serie,

F(avb7z) - ZaU(a7b>Z)7
puesto que es la que nos va a reflejar la sensibilidad a la variacién en funcién del pardmetro n.

Proposicion 3.2.2. Una cota del error para la suma parcial de los N primeros términos del desarrollo
asintdtico de la funcion F (a,b,z) cuando a < N + 1 viene dada por la expresion

(@nlb—a—1[lb—a—2|---[b—a—N| 1

Ry(a,b,z)| < .
Ru(ab,2)| < - B

Demostracion. Partiendo de la representacion integral de la funcién hipergeométrica confluente (3.9),
utilizamos la representacion en serie de (1+¢)”~"! dada por

o o N—1 o
(141)b7a71 = Z(—l)”(b “ 1>t": Z(—l)” (b “ 1>t”+rN(a,b,t), Vu tal que |u| < 1.
n

n=0 n n=0

Sustituimos ahora en la propia funcién F(a,b,z),

0 e ~1 —a—
F(a,b,z) = Fz(a)/o e ! (NZ(—I)" (b ) 1>t"—|—rN(a,b,t)> dt

n=0

N—-1
= _ln zta+n1d / 2t.a—1 b1\t
F(a),;)(( ) < n )/0 ¢ t t>+l—‘(a) 0 e t rN(a) 7t) t
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Definimos Ry (a,b,z) como

a

Ry(a,b,z) = / e 41 Vry(a,b,t)dt, (3.12)

['(a) Jo

obteniendo la siguiente representacién de la funcién F(a,b,z),

Flabz) = — Nf ((—1)"<b_“_1> /()weZ’t“"ldz) +Ry(a,b,?)

F(a) = n
N-1 —a—

=Z(—1)”(a)n<b . 1>Z”+RN(a,b,z). (3.13)
n=0

En la demostracion de la cota del error para la funcién gamma incompleta superior I'(a,z), hemos
probado aplicando el resto de Lagrange que una cota del error ry(a,t) de la funcién g(a,t) = (1+1)%"!
viene dada por la expresién (3.7) cuando a < N + 1. Aplicando esto a nuestra funcién (1 4 ¢)°=4~!
llegamos a la siguiente cota,

\b—a—1Hb—a—2|~-]b—a—N][N

Invlasb)| < -

b—a<N+1.

N <a7bau>
Z

Tomamos mddulos y aplicamos el cambio de variable zt = u en la expresién (3.12),
U a—1

eS) a—1 a—1 oo
_{u u |z| / _
u _ ,b,* d é u
/o ¢ <z> v (a z> ! I'(a) Jo el F4

utilizamos la cota de ry(a,b,t) y la propiedad de los simbolos de Pochhammer:

_ ‘Z’afl

|RN(a?b7Z)| - F(CZ)

du,

Np—_—a—1|---lb—a— o0
e ] oo e g,
0

R b <
‘ N(aa ’Z)|— N‘F(d)

_ \z|_N(a)n|b—a—1|"‘|b—a_N| _ (a)n|b—a—1|~~-|b—a—N|L7 h—a<N+1.
N! N! |z[V

O]

Examinamos la precision del desarrollo asintético, representando graficamente tanto la funcién hi-
pergeométrica confluente U (a,b,z), como las sumas parciales del desarrollo asintético para diferentes
valores de N, tomando los pardmetros a =2.5y b = 1.8.

Valor
Valor

So(2)
S1(z)
S2(2)
..... U(2.5, 1.8, 2)

0.4}
[ 0.0030

b 0.0025 |
0.2}
b

. .
0.0020 |7+

z 0.0015 -

0.0010 -

z

12 14 16 18 20

Figura 3.5: Sumas parciales para N =0, N =1 y N = 2 del desarrollo asintético fijandoa =25y b=1.8
frente a la funcion hipergeométrica confluente U(2.5,1.8,z) en los intervalos z € [1,5] y z € [10,20].

En el andlisis del error en los desarrollos asintdticos anteriores, hemos observado que, para los prime-
ros valores positivos de z en la recta real, el error disminuye a medida que se afiaden términos a la serie.
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Este error sigue disminuyendo hasta alcanzar un minimo en la suma parcial Sy(a,b,z), cuando N = z.
Sin embargo, en este caso, vemos que Sy proporciona la mejor aproximacion para todo el rango z € [1,4],
donde el error es considerable. A partir de estos valores, la aproximacién se vuelve mucho més precisa
como podemos observar en las siguientes graficas sobre el error relativo y el error relativo logaritmico
producido por la aproximacion.

Valor

Valor

100 |

50+

Figura 3.6: Error logaritmico del desarrollo asintético para las tres primeras sumas parciales en los inter-
valos z € [1,5] y z € [10,20] y los valoresa =2.5y b =1.8.

Realizamos tambien el estudio numérico en el que se presentan los errores relativos calculados para
valores crecientes de z en la parte correspondiente a la serie, F(a,b,z) = z*U(a,b,z), demostrando que
el error se reduce considerablemente a medida que z aumenta.

ZIN 1 2 3 4
10 1.86e-1 | 9.79-e2 | 5.99e-2 | 4.21e-2
100 1.98e-3 | 1.09e-4 | 6.99e-6 | 5.14e-7
1.000 | 2.0le-5 | 1.11e-7 | 7.18e-10 | 5.32e-12
10.000 | 2.01e-7 | 1.11e-10 | 3.09e-13 | 2.36e-13

Cuadro 3.3: Tabla con los errores relativos del desarrollo asintdtico de la funcién F(2.5,1.8,z) para
diferentes valores de N y z.

De nuevo, observamos como la cota nos permite obtener el valor 6ptimo de N para el truncamiento
del desarrollo asintético una vez fijado el valor de z.

Logaritmo de la cota
. . . P " L PR T— o

20 40 60 80 100
—10+

20|

Figura 3.7: Comportamiento del logaritmo de la cota del error de las series parciales Sy(a,b,z) para
z=50,N€[0,100],a=25yb=1.8.

Ahora vamos a ilustrar diferentes sumas parciales del desarrollo asintético para valores de z ubicados

en el rayo z = |z|e', con el dngulo 6 = 3V distintos médulos |z|. Ademads, incluiremos los pardmetro a
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y b en el plano complejo.

. — Re(F@) — Re(So(2)

Re(S1(z)) — Re(S2(z))

140!

Capitulo 3.
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.2.5....3.0....3.5....4.0

— Im(F(z)) Im(So(2))

— Im(S1(2)) — Im(S2(2))

Figura 3.8: Parte real y parte imaginaria de la funcién F(a,b,z) y sus aproximaciones asintéticas
Sy(a,b,z) para las tres primeras sumas parciales en el rayo complejo z = |z|e’®, con valores de |z| €

[20740]5 9 == 7[/3, a = Selﬂ?/3 y b — 4el.ﬂ,'/6'

La siguiente gréfica ilustra el error relativo y el error relativo logaritmico producido por las primeras
sumas parciales del desarrollo asintético de la figura 3.8.

Error

— So(2)

S1(2) — S2(2)

0.4

0.3

0.2

01!
\
{ - —— 1zl
25 30 35 40

Error logaritmico

0.50

\

0.10

Figura 3.9: Error relativo y error relativo logaritmico de la funcién F(a,b,z) y sus aproximaciones asin-
téticas Sy(a,b,z) para las tres primeras sumas parciales en el rayo complejo z = |z|e?®, con valores de

’Z’ € [20740], 0= 717/3, a = 5¢i7/3 yb= 4617/6

Concluimos con la tabla donde se presentan los errores relativos calculados para valores de z con un
mdédulo mayor, mostrando como la diferencia entre la funcién F(a, b, z) y las sumas parciales disminuye
considerablemente conforme el mddulo de z se incrementa.

[ /N 1 2 3 4
10 | 924e-1 | 6.72¢l | 491-el | 3.85¢-1
100 | 9.36e-2 | 6.91e-3 | 5.18¢-4 | 4.17¢-5
1.000 | 9.36e-3 | 6.94e-5 | 5.21e-7 | 4.21e-9
10.000 | 9.36e-4 | 6.94¢-9 | 5.22¢-10 | 4.24e-13

Cuadro 3.4: Tabla con los errores relativos del desarrollo asintético para diferentes valores de N, z,

parametro a = 5¢/™/* y pardmetro b = 4¢%/°

. T
en el rayo complejo con argumento 8 = 3



Conclusion

A lo largo de este trabajo, el andlisis de diferentes desarrollos asintéticos y, en particular, del lema de
Watson, ha permitido una comprensién mds profunda de esta herramienta matemdtica que nos permite
aproximar funciones complejas. La motivacion inicial se basaba en encontrar métodos que nos propor-
cionaran aproximaciones precisas en situaciones donde las soluciones exactas de este tipo de funciones
son inalcanzables o dificiles de obtener. Este enfoque, aplicado a diferentes funciones especiales, me ha
permitido observar cémo los desarrollos asintéticos pueden simplificar problemas en diferentes campos
sin perder apenas precision en los resultados. A través de la implementacion practica, he aprendido a
manejar y ajustar los términos de las series para optimizar la precisién, reconociendo la importancia de
elegir adecuadamente los términos de truncamiento. Los resultados numéricos obtenidos respaldan la
teoria, haciendo de la asint6tica una herramienta muy poderosa.

A través de la implementacion de los métodos en el software Wolfram Mathematica 14, he compren-
dido de manera préctica el comportamiento de los desarrollos asintéticos y sus aplicaciones en proble-
mas complejos. La posibilidad de comprobar visualmente los resultados tedricos y analizar los errores
de aproximacién me ha permitido no solo validar la teoria, sino también ver cémo varia la precision
de las aproximaciones en diferentes intervalos, tanto para valores reales de z como para valores en el
plano complejo. El enfoque numérico, acompafiado de las representaciones graficas, me ha permitido
observar cémo la precisién de los desarrollos asint6ticos mejora al tomar términos adicionales de las
series y, ademds, para identificar puntos de truncamiento para mejorar la precisiéon y ahorrar esfuerzo
computacional.
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Apéndice I

Codigo de Mathematica

En este apéndice se presenta el c6digo de Mathematica utilizado para llevar a cabo los cdlculos y ana-
lisis numéricos detallados en este trabajo. Se incluyen funciones especificas desarrolladas para modelar
la funcién integral exponencial, la funcién gamma incompleta superior y la funcién hipergeométrica
confluente. Ademds, se representan diferentes intervalos para observar como varia el comportamiento de
estas funciones, asi como las tablas de errores relativos y absolutos que permiten evaluar la precisién de
los desarrollos asintéticos realizados.

I.1. Funcién integral exponencial

Esta seccién contiene el cédigo correspondiente a la funcién integral exponencial, que se define y
analiza a través de sus propiedades y desarrollos asintéticos, incluyendo tanto el cédigo de las graficas
donde se representan los distintos desarrollos asintéticos comparados con la funcién original, como el
de las tablas que cuantifican el error absoluto y relativo, permitiendo un andlisis més detallado de la
precision de las aproximaciones obtenidas.

I.1.1. Graficas

En esta subseccion se representan el codigo de las gréficas tanto de la funcién integral exponencial
como sus desarrollos asintéticos para diferentes valores de N. Las graficas permiten observar como los
desarrollos asintéticos se aproximan a la funcién en intervalos especificos de z, lo cual facilita el andlisis
visual de la precision obtenida en cada caso. Ademads, se incluyen los cddigos de las representaciones del
error en diferentes intervalos y su variacion con el desarrollo asintético de la funcion.

(* Definimos la funcion integral exponencial *)
f[z_] := Integrate[Exp[-t]l/t, {t, z, Infinity}]

(* Definimos su desarrollo asintotico *)
Flz_, n_] := Expl[-z]/z * Sum[(-1)"k * Factoriallk] / z-k, {k, 0, nl}]

(* Representamos diferentes series parciales del desarrollo frente a la funcion
original )
Desarrollolb = Plot[
{f[z], Flz, 0], Flz, 1], Flz, 21},

{z, 1, 5},
PlotStyle -> {Dashed, Blue, Green, Red},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

Desarrollo315 = Plot[
{f[(z]l, Flz, 0], Flz, 11, Flz, 21},
{z, 3, 15},
PlotStyle -> {Dashed, Blue, Green, Red},
PlotLegends -> {"Funcion integral exponencial',

29
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"Desarrollo asintotico hasta N=0",
"Desarrollo asintotico hasta N=1",
"Desarrollo asintotico hasta N=2"},

AxesLabel -> {"z", "Valor"}

Desarrollol1020 =
{£f[z], Flz, 0],
{z, 10, 20},
PlotStyle -> {Dashed,
PlotLegends

Plot [

Flz, 1], Flz, 21},

Blue, Green, Red},

-> {"Funcion integral exponencial",
"Desarrollo asintotico hasta N=0",
"Desarrollo asintotico hasta N=1",
"Desarrollo asintotico hasta N=2"},

AxesLabel -> {"z", "Valor"}

(* Definimos la funcion del error *)
Error[z_,n_] := Abs[f[z] - Flz,nl]l/Abs[f[z]]

(* Representamos el error cometido en diferentes intervalos de z x)

Errorl5 = Plotl[
{Error [z, O]
{z, 1, 5},
PlotStyle ->
PlotLegends

AxesLabel ->

Error315 = Plot[
{Error [z, O]
{z, 3, 15},
PlotStyle ->
PlotLegends

AxesLabel ->

Error1020 = Plot
{Error [z, O]
{z, 10, 20},
PlotStyle ->
PlotLegends

AxesLabel ->

(* Hacemos lo mismo para el error logaritmico,
el impacto *)
logPlot [

ErrorLoglb =
{Error[z,
{z, 1, 5},
PlotStyle ->
PlotLegends

0]

, Errorl[z, 1],
{Dashed ,Blue,
-> {"Error del

"Error del
del
del

"Error
"Error
{uzn’

, Errorl[z, 1],
{Dashed ,Blue,
-> {"Error del
"Error del
"Error del
"Error del
{"z", "Valor"}

[

, Errorl[z, 1],

{Dashed ,Blue,

-> {"Error del
"Error del
"Error del
"Error del

{"z", "Valor"}

, Errorl[z, 1],
{Dashed ,Blue,
-> {"Error del
"Error del
"Error del

"Valor"}

Error [z,

Green,
desarrollo
desarrollo
desarrollo
desarrollo

Error [z,

Green,
desarrollo
desarrollo
desarrollo
desarrollo

Error [z,

Green,
desarrollo
desarrollo
desarrollo
desarrollo

Error [z,

Green,

2]!

2]’

2]’

2]’

Error [z,

Red},

asintotico
asintotico
asintotico
asintotico

Error [z,

Red},

asintotico
asintotico
asintotico
asintotico

Error [z,

Red},

asintotico
asintotico
asintotico
asintotico

Error([z,

Red},

311,

hasta
hasta
hasta
hasta

31},

hasta
hasta
hasta
hasta

31},

hasta
hasta
hasta
hasta

que nos permite

31},

N=0",
N=1",
N=2",
N:3”} })

N=0",
N=1",
N=2",
N=3"},

N=0",
N=1",
N=2",
N=3"

visualizar

desarrollo asintotico hasta N=0",
desarrollo asintotico hasta N=1",
desarrollo asintotico hasta N=2",

Apéndice I. Cédigo de Mathematica

mejor
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"Error del desarrollo asintotico hasta N=3"},

AxesLabel -> {"z", "Valor"
]
ErrorLog315 = logPlot[
{Error[z, 0], Errorl[z, 1],
{z, 3, 15},
PlotStyle -> {Dashed,Blue,
PlotLegends -> {"Error del
"Error del
"Error del
"Error del
AxesLabel -> {"z", "Valor"
]
ErrorLogl1020 = logPlot[
{Error[z, 0], Errorl[z, 1],
{z, 10, 20},
PlotStyle -> {Dashed,Blue,
PlotLegends -> {"Error del
"Error del
"Error del
"Error del
AxesLabel -> {"z", "Valor"
1

}

Error [z, 2]
Green,
desarrollo
desarrollo
desarrollo
desarrollo

}

Error [z, 2]
Green,
desarrollo
desarrollo
desarrollo
desarrollo

}

, Errorl(z,

Red},

asintotico
asintotico
asintotico
asintotico

, Errorl(z,

Red},

asintotico
asintotico
asintotico
asintotico

31},

hasta
hasta
hasta
hasta

311,

hasta
hasta
hasta
hasta

(* Definimos la cota del error en terminos del parametro n

Cotalz_, n_] := Logln! / z~n]

(* Representamos el valor de la cota fijando z=50 %)

TestDatal = Table[{n, Cotal50,
Cotab0 = ListPlot[
{TestDatal},

AxesLabel -> {"n",

nl},{n, O,

100}];

"Logaritmo de la cota"}

(* Definimos z en base a su modulo y su argumento *)

z[r_, theta_] := r x Exp[I * t

theta = Pi/4;
(* Parte real:
graficoReal = Plot[

{Re[f[r * Exp[I * thetalll,

hetal]

Re[F[r * Exp[I * theta], 0]],

N=O0",
N=1",
N=2",
N=3"},

N=0",
N=1",
N=2",
NZS”}:

Grafica de la parte real de f(z) y su desarrollo *)

Re[F[r * Exp[I =*

thetal, 111, Re[F[r * Exp[I * thetal, 211},
{r, 1, 5},
PlotStyle -> {
Black,
Directive [RGBColor[1, 0.6, 0.6], Opacity[0.7]], (* rojo mas tenue x)
Directive [RGBColor[1, 0.3, 0.3], Opacity[0.8]], (* rojo intermedio *)
Directive [Red, Opacity[1]] (¥ rojo intenso *)
},
AxesLabel -> {"/z/", "x"},
PlotLegends -> Placedl[
{
"Re(F(z))",
Row [{Subscript ["Re(S", "0"1, "(z))"}],
Row [{Subscript ["Re(S", "1"1, "(z))"}],
Row [{Subscript ["Re(S", "2"]1, "(z))"}]
¥o
Above
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(¥ Lo mismo para la parte imaginaria *)
graficoImaginario = Plot[
{Im[f[r * Exp[I * thetalll, Im[F[r * Exp[I * theta], 0]], Im[F[r * Exp[I =
thetal, 1]], Im[F[r * Exp[I * thetal, 211},
{r, 1, 5},
PlotStyle -> {
Black,
Directive [RGBColor [0.6, 0.6, 1], Opacity[0.7]], (* azul mas tenue *)
Directive [RGBColor [0.3, 0.3, 1], Opacity[0.8]], (* azul intermedio *)

Directive [Blue, Opacity[1]] (* azul intenso *)
Fo
AxesLabel -> {"/z/", "iy"},
PlotLegends -> Placedl[
{
"Im(F(z))",
Row [{Subscript ["Im(S", "0"]1, "(z))"}]1,
Row [{Subscript ["Im(S", "1"], "(z))"}],
Row [{Subscript ["Im(S", "2"], "(z))"}]
Fo
Above
]
]

(* Definimos la funcion del error *)
error[z_, n_] := Module[{fValue, approxValue}l,
fValue = Abs[f[z]];
approxValue = Abs[f[z] - Fl[z, nll;
If [fValue != 0, approxValue / fValue, Indeterminate]

graficoError = Plot[
{error[r * Exp[I * thetal, 0], error[r * Exp[I * theta], 1], error[r * Exp[I *
thetal, 21},
{r, 1, 5},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
AxesLabel -> {"/z/", "Error"},
PlotLegends -> Placedl[
{
Row [{Subscript["s", "0"], "(z)"}],
Row [{Subscript ["S", "1"], "(z)"}],
Row [{Subscript["s", "2"], "(z)"}],
Yo
Above

graficoError = LogPlot[
{error[r * Exp[I * thetal, 0], error[r * Exp[I * thetal, 1], error[r * Exp[I x*
thetal, 21},
{r, 1, 5},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
AxesLabel -> {"/z/", "Error logaritmico"},
PlotLegends -> Placed[
{
Row [{Subscript ["S", "0"1, "(z)"}],
Row [{Subscript["S", "1"1, "(z)"}1,
Row [{Subscript["S", "2"]1, "(z)"}]1,
1,

Above
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1.1.2. Tablas

Aqui se muestran las tablas generadas para cuantificar el error absoluto y el error relativo en funcién
de diferentes valores de z y N. Estas tablas ofrecen una perspectiva cuantitativa sobre la precision de los
desarrollos asintéticos al aproximarse a la funcién integral exponencial, lo cual complementa el andlisis
gréfico.

(* Definimos el desarrollo asintotico de la funcion con precision aumentada en
cada termino *)
Flz_, n_] := Sum[N[(-1)"k * k! / z~k, 30], {k, O, n}]

(* Definimos la propia funcion con alta precision y ajustes en el metodo de
integracion *)
f[z_?NumericQ] := N[zxNIntegrate[Exp[-z*t]/(1 + t), {t, 0, Infinity},
Method -> "LevinRule", WorkingPrecision -> 30, AccuracyGoal -> 15,
PrecisionGoal -> 15], 20]

(* Valores de z y encabezados x*)

zValues = {10, 100, 1000, 10000, 100000};
zValuesEnunciado = {"z/n", 1, 2, 3, 4};
nValues = {1, 2, 3, 4};

(¥ Calcula la tabla de errores absolutos y redondea los resultados x*)
errorTable = Tablel
N[Abs[f[z] - F[z, nl], 10], (* Redondeo a 10 digitos significativos x*)
{z, zValues}, {n, nValues}

B[

(* Organiza la tabla de errores con los encabezados *)
finalTable = Prepend[Tablel[

Prepend[errorTable [[i]], zValues[[i]]],

{i, Length[zValues]-1}
], zValuesEnunciadol];

(* Crea la cuadricula con encabezado y bordes *)
errorAbsoluto = Grid[finalTable, Frame -> All]

(¥ Valores de z y encabezados *)

zValues = {10, 100, 1000, 10000, 100000};
zValuesEnunciado = {"z/n", 1, 2, 3, 4};
nValues = {1, 2, 3, 4};

(* Calcula la tabla de errores absolutos y redondea los resultados *)
errorTable = Tablel
N[Abs[f[z] - F[z, nll/f[z], 10], (* Redondeo a 10 digitos significativos x*)
{z, zValues}, {n, nValues}

i

(* Organiza la tabla de errores con los encabezados *)
finalTable = Prepend[Tablel

Prepend[errorTable[[i]], zValues[[i]]],

{i, Length[zValues]-1}
], zValuesEnunciadol];

(* Crea la cuadricula con encabezado y bordes *)
errorAbsoluto = Grid[finalTable, Frame -> All]

(* Definimos el desarrollo asintotico de la funcion con precision aumentada en
cada termino *)
Flz_, n_] := Sum[N[(-1)"k * k! / z~k, 30], {k, 0, n}]

(* Definimos la propia funcion con alta precision y ajustes en el metodo de
integracion *)
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f[z_7?NumericQ] := N[z*NIntegrate[Exp[-z*t]/(1 + t), {t, O, Infinityl},
Method -> "LevinRule", WorkingPrecision -> 30, AccuracyGoal -> 15,
PrecisionGoal -> 15], 20]

(* Valores de z en forma polar y encabezados *)

zValues = Table[10~k * Exp[I*Pi/4], {k, 1, 5}]; (x z = 10 e~{i \[Pil/4}, 100 e
~{i \[Pil/4}, ..., 100000 e~{i \[Pil/4} =)

zValuesEnunciado = {"z/n", 1, 2, 3, 4};

nValues = {1, 2, 3, 4};

(* Calcula la tabla de errores absolutos y redondea los resultados *)
errorTable = Tablel
N[Abs[f[z] - F[z, n]]l, 101, (¥ Redondeo a 10 digitos significativos *)
{z, zValues}, {n, nValues}

[

(¥ Organiza la tabla de errores con los encabezados *)
finalTable = Prepend[Tablel

Prepend[errorTable[[i]], zValues[[i]]],

{i, Length[zValues]}
], zValuesEnunciadol];

(¥ Crea la cuadricula con encabezado y bordes x)
errorAbsoluto = Grid[finalTable, Frame -> All]

I.2. Funcién gamma incompleta superior

En esta seccion se presenta el codigo de los graficos que muestran la funcién y sus aproximaciones
en diferentes intervalos de z. Ademds, se incluyen el c6digo de las tablas de errores absolutos y relativos
que permiten evaluar cuantitativamente la precision del desarrollo asintético, proporcionando un andlisis
comparativo sobre la mejora obtenida al incrementar el niimero de términos en la serie.

1.2.1. Graficas

Se muestran los cédigos de las gréficas de la funcién gamma incompleta superior junto con sus
desarrollos asintéticos en varios intervalos. Se incluyen los cédigos de diferentes representaciones del
error para evaluar visualmente la precisién de cada aproximacioén en funcién de N y z.

(¥ Definimos la funcion gamma incompleta superior *)
flz_, a_] := NIntegratel

t~(a - 1) Expl[-t],

{t, z, Infinity},

WorkingPrecision -> 200,

PrecisionGoal -> 100,

AccuracyGoal -> 100,

MaxRecursion -> 100

(* Definimos su desarrollo asintotico x*)

Flz_, n_, a_] := SetPrecision[
z~(a - 1) Exp[-z] Sum[Binomial[a - 1, k] Factoriall[k] / z~k, {k, 0, n}],
2001]

(* Representamos diferentes series parciales del desarrollo frente a la funcion
original *)

Row [{Subscript["s", "0"], "(z)"}];

= Row[{Subscript["s", "1"]1, "(z)"3}];

Row [{Subscript["S", "2"], "(z)"}];

Row [{Subscript["s", "3"], "(z)"}];

desarrollozlb5gamma=Plot [

a
b
c
d
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{F[z, 0, 2.5], Flz, 1, 2.5], Flz, 2, 2.5], fl[z, 2.5]},

{z, 1, 5},

PlotStyle -> {Blue, Green, Red, {Black, Dashed}},

PlotLegends -> {a, b, c, Style[Gamma[2.5, z], TraditionalForm},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

desarrolloz315gamma=Plot [
{F[z, 0, 2.5], Fl[z, 1, 2.5], Flz, 2, 2.5], fl[z, 2.5]},
{z, 3, 15},
PlotStyle -> {Blue, Green, Red, {Black, Dashed}},
PlotLegends -> {a, b, c, Style[Gamma[2.5, z], TraditionalForm},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

desarrolloz1020gamma = desarrolloz1020gamma = Plot[
{F[z, 0, 2.5], F[z, 1, 2.5], F[z, 2, 2.5], Gammal[2.5, z]},
{z, 10, 20},
PlotStyle -> {Blue, Green, Red, {Black, Dashedl}},
PlotLegends -> Placed[{
a, b, ¢, Style[Gamma[2.5, z], TraditionalForm]
}, Below],
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

(* Definimos la funcion del error *)
Error[z_, n_, a_] := SetPrecisionl[

Abs [N[f[z, al, 200] - F[z, n, all / Abs[N[f[z, al, 20011,
200

(* Representamos el error cometido en diferentes intervalos de z *)
Errorzib5gamma=Plot [
{error[z,0,2.5] ,error[z,1,2.5],error([z,2,2.5]1},{2z,1,5%},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
PlotLegends -> {"Error del desarrollo asintotico hasta N=0",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=1",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=2"}
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

Errorz315gamma=Plot [
{error[z,0,2.5] ,error[z,1,2.5],error([z,2,2.5]1},{2,3,15%},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
PlotLegends -> {"Error del desarrollo asintotico hasta N=0",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=1",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=2"}
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

Errorz1020gamma=Plot [
{error[z,0,2.5] ,error[z,1,2.5],error([z,2,2.5]1},{2,10,20},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
PlotLegends -> {"Error del desarrollo asintotico hasta N=0",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=1",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=2"},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

35

(* Hacemos lo mismo para el error logaritmico, que nos permite visualizar mejor

el impacto *)
Errorlogzib5gamma=LogPlot [
{error[z,0,2.5] ,error[z,1,2.5],error[z,2,2.5]1},{z,1,5%},
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PlotStyle -
PlotLegend

AxesLabel
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>{Blue, Green, Red},

s -> {"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=0",
"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=1"
"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=2"

-> {"z", "Valor"}

(S

Errorlogz31b5gamma=LogPlot [

{error[z,0
PlotStyle -
PlotLegend

AxesLabel

,2.5],error[z,1,2.5],error[z,2,2.51},{2,3,15%},

>{Blue, Green, Red},

s -> {"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=0",
"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=1"
"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=2"

-> {"z", "Valor"}

(S

Errorlogz1020gamma=LogPlot [

{error[z,0
PlotStyle -

,2.5] ,error([z,1,2.5],error([z,2,2.51},{z,10,20},
>{Blue, Green, Red},

PlotLegends -> {"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=0",

AxesLabel

"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=1",
"Error logaritmico del desarrollo asintotico hasta N=2"},
-> {"Z", "Valor"}

(* Definimos la cota del error en terminos del parametro n *)
Cotalz_, n_, a_] := Logl[z~(-a)*Pochhammer [a, n]*Product[Abs[a - k], {k, 1, n}] /

n!*xz~(n)]

(* Representamos el valor de la cota fijando z=50 %)
TestDatal = Table[{n, Cotal[50, n, 2.5]1}, {n, O, 100}];

Cotab0 = ListPlot[

{TestDatal
AxesLabel
1

Clear [z] (x L

(*x Definimos z
z[r_, theta_]

} 2

-> {"n", "Logaritmo de la cota"}

impia cualquier valor o definicion previa de z *)

diferenciando modulo y argumento x*)
:= r * Exp[I * thetal

(* Definimos el parametro a como un numero complejo *)

a = 5 Exp[I Pi
theta = Pi/5;

(*x Parte real:

/4]

Grafica de la parte real de f(z) y su desarrollo *)

graficoReal = Plot[
{Re[f[r * Exp[I * thetal,all, Re[F[r * Exp[I * thetal, 0, all, Re[F[r * Expl[I

* thetal,
{r, 1, 5},
PlotStyle
Black,

1, all, Re[F[r * Exp[I * thetal, 2, all},

-> {

Directive [RGBColor[1, 0.6, 0.6], Opacity[0.7]], (* rojo mas tenue *)
Directive [RGBColor [1, 0.3, 0.3], Opacity[0.8]], (% rojo intermedio *)

Directive [Red, Opacity[1]] (¥ rojo intenso *)
P
AxesLabel -> {"/z/", "x"},
PlotLegends -> Placed[
{
"Re(F(z))",

Row [{Subscript ["Re(S", "0"], "(z))"}],
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Row [{Subscript ["Re(S", "1"],
Row [{Subscript ["Re(S", "2"],
¥o
Above
]
]

"(z))"}],
"(z))"}]

(x Parte imaginaria: Grafica de la parte real de f(z) y su desarrollo *)

graficoImaginario = Plot[
{Im[f[r * Exp[I * thetal, all,

Im[F[r * Exp[I * thetal,

* thetal, 1, all, Im[F[r * Exp[I * thetal, 2, all},

{r, 1, 5},

PlotStyle -> {
Black,
Directive [RGBColor [0.6, 0.6,
Directive [RGBColor [0.3, 0.3,
Directive [Blue, Opacity[1]]

0, all, Im[F[r * ExplI

1], Opacity[0.7]], (* azul mas tenue *)
1], Opacity[0.8]], (* azul intermedio *)
(¥ azul intenso *)

"(z))"}H],
"(z))"}],
"(z))"}]

},
AxesLabel -> {"/z/", "iy"},
PlotLegends -> Placed[
{
"Im(F(z))",
Row [{Subscript ["Im(S", "0"],
Row [{Subscript ["Im(S", "1"],
Row [{Subscript ["Im(S", "2"],
¥o
Above
]
]
(* Definimos la funcion del error x*)
error[z_, n_] := Module[{fValue,

fValue = Abs[fl[z,all;

approxValuel},

approxValue = Abs[f[z,a]l - Flz, n,all;
If [fValue != 0, approxValue / fValue, Indeterminate]

graficoError = Plot[
{error[r * Exp[I * thetal, 0],
thetal, 21},
{r, 1, 5},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
AxesLabel -> {"/z/", "Error"},
PlotLegends -> Placedl[
{
Row [{Subscript["S", "0"],
Row [{Subscript["S", "1"],
Row [{Subscript ["S", "2"],
},

Above

graficoError = LogPlot[
{error[r * Exp[I * thetal, 0],
thetal, 21},
{r, 1, 5},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},

error [r * Exp[I * thetal,

"(z)"3}],
u(z)u}],
"(z)"3}],

error [r * Exp[I * thetal,

AxesLabel -> {"/z/", "Error logaritmico"},

PlotLegends -> Placed[
{
Row [{Subscript["s", "0"],
Row [{Subscript ["S", "1"],

u(z)u}]’
"(z)"3}],

1]’

1],

error [r * Exp[I =*

error [r * Exp[I =*
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Row [{Subscript ["S", "2"], "(z)"}],
}’

Above

1.2.2. Tablas

El cédigo de esta subseccion presenta las tablas del error absoluto y relativo en la aproximacion de
la funcién gamma incompleta superior, permitiendo observar como la precision mejora o se estabiliza
segun los términos del desarrollo asintético y los valores de z.

(* Definicion de las funcion gamma incompleta superior con mayor precision *)
flz_, a_] := NIntegrate[(1 + t)~(a - 1) x Exp[-z t], {t, 0, Infinity},
WorkingPrecision -> 70, PrecisionGoal -> 30]

(* Incrementamos el numero de terminos maximos en el desarrollo asintotico de 1la
funcion gamma superior incompleta para grandes valores de z *)
Flz_, n_, a_] := SetPrecision[z~(-1) * Sum[Binomiall[a - 1, k] * Factoriallk] / =z
“k, {k, 0, n}], 70]

(* Valores de z y encabezados x*)

zValues = {10, 100, 1000, 10000, 100000};

zValuesEnunciado = {"z/n", 1, 2, 3, 4, 5}; (* Aumentamos el rango de n para
verificar x*)

nValues = {1, 2, 3, 4, 5};

(* Calcula la tabla de errores absolutos con mayor precision y mas terminos x*)
ErrorTable = Tablel

Abs[f[z, 2.5] - Fl[z, n, 2.51],

{z, zValues}, {n, nValues}

i

(* Organiza la tabla de errores con los encabezados *)
FinalTable = Prepend[Tablel

Prepend [ErrorTable [[i]], zValues[[i]]],

{i, Length[zValues]}
], zValuesEnunciadol];

(* Crea la cuadricula con encabezado y bordes *)
ErrorAbsoluto = Grid[FinalTable, Frame -> All]

(* Definimos la tabla fijando el parametro a y los valores de z complejos *)

(* Definicion de las funcion gamma incompleta superior con mayor precision *)
flz_, a_] := NIntegrate[(1 + t)~(a - 1) *x Exp[-z t], {t, 0, Infinity},
WorkingPrecision -> 70, PrecisionGoal -> 30]

(* Incrementamos el numero de terminos maximos en el desarrollo asintotico de 1la
funcion gamma superior incompleta para grandes valores de z *)
Flz_, n_, a_] := SetPrecision[z~(-1) * Sum[Binomial[a - 1, k] * Factoriallk] / =z
~k, {k, 0, n}], 70]

Clear[z] (* Limpia cualquier valor o definicion previa de z *)

z[r_, theta_] := r x Exp[I * thetal
theta = Pi/5;
a = 5 Expl[I Pi/4]

(* Valores de z y encabezados x*)

zValues = z[r, thetal, {r, {10, 100, 1000, 10000, 100000}}

zValuesEnunciado = {"z/n", 1, 2, 3, 4, 5}; (* Aumentamos el rango de n para
verificar x*)
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nValues = {1, 2, 3, 4, 5};

(¥ Calcula la tabla de errores absolutos con mayor precision y mas terminos *)
errorTable = Tablel[

Abs[f[z, al] - Flz, n, all/flz, al,

{z, zValues}, {n, nValues}

B[

(¥ Organiza la tabla de errores con los encabezados *)
finalTable = Prepend[Tablel[

Prepend[errorTable [[i]], zValues[[il]]],

{i, Length[zValues]l}
], zValuesEnunciadol];

(¥ Crea la cuadricula con encabezado y bordes x*)
errorAbsoluto = Grid[finalTable, Frame -> All]

I.3. Funcion hipergeométrica confluente

A continuacién, se introduce el cddigo de la funcién hipergeométrica confluente, que se aproxima
mediante un desarrollo asintético para valores elevados de z.

1.3.1. Graficas

Esta subseccion contiene el cédigo de los gréficos de la funcién hipergeométrica confluente y sus
desarrollos asintéticos, compardndolos en intervalos especificos de z. También se incluyen los cédigos
de las representaciones gréficas del error, tanto en escala lineal como logaritmica, para visualizar mejor
el impacto de los términos en el desarrollo.

(* Definimos la funcion hipergeometrica confluente *)
fla_, b_, z_]1 := (1/Gammalal) z~(a)NIntegrate[Exp[-z*t] t~(a - 1) (1 + t)~(b - a
- 1), {t, 0, Infinity}]

(* Definimos su desarrollo asintotico x*)
Fla_, b_, z_, n_] :=
Sum[(-1) "k Pochhammer[a, k] Pochhammer[1 + a - b, k] /
k! z~(-k), {k, 0, n}

(¥ Representamos diferentes series parciales del desarrollo frente a la funcion
original *)
Desarrollozi5kummer=Plot [
{F[2.5, 1.8, 2z, n], F[2.5, 1.8, z, n], F[2.5, 1.8, z, n], f[2.5, 1.8, z]},
{z, 1, 5},
PlotStyle -> {Blue, Green, Red, {Black, Dashedl}},
PlotLegends -> {a, b, ¢, U(2.5, 1.8, z)},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

desarrolloz315kummer=Plot [
{F[2.5, 1.8, z, n], F[2.5, 1.8, z, n], F[2.5, 1.8, =z, n], f[2.5, 1.8, z]},
{z, 3, 15},
PlotStyle -> {Blue, Green, Red, {Black, Dashed}},
PlotLegends -> {a, b, c, U(2.5, 1.8, z)},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

Desarrolloz1020kummer=Plot [
{F[2.5, 1.8, z, n], F[2.5, 1.8, z, n], F[2.5, 1.8, z, n], f[2.5, 1.8, z]},
{z, 10, 20},
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PlotStyle -> {Blue, Green, Red, {Black, Dashed}},
PlotLegends -> {a, b, ¢, U(2.5, 1.8, z)},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

(* Definimos la funcion del error *)

Error[z_, n_, a_, b_] :=

SetPrecision[

Abs [SetPrecision[f[a, b, z], 200] - SetPrecision[F[a, b, z, n]l, 200]],
200

]

(* Representamos el error cometido en diferentes intervalos de z *)

Errorzi5kummer=Plot [
{error[z, 0, 2.5,
PlotStyle ->{Blue,

1.8] ,errorl[z,
Green, Red},

1:

2.5, 1.8],errorlz, 2, 2.

PlotLegends -> {"Error del desarrollo asintotico hasta N=0",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=1",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=2"},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}
]
Errorz315kummer=Plot [
{error[z, 0, 2.5, 1.8],error([z, 1, 2.5, 1.8],error[z, 2, 2.5, 1.8]1},{z
,3,15},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
PlotLegends -> {"Error del desarrollo asintotico hasta N=0",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=1",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=2"},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}
]
Errorzi5kummer=Plot [
{error[z, 0, 2.5, 1.8],error[z, 1, 2.5, 1.8],errorl[z, 2, 2.5, 1.8]1},{z
,10,20},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
PlotLegends -> {"Error del desarrollo asintotico hasta N=0",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=1",
"Error del desarrollo asintotico hasta N=2"},
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

(* Hacemos lo mismo para el error logaritmico,

el impacto *)

Errorlogzl5kummer = LogPlot[
{error[z, 0, 2.5, 1.8],error([z,
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},

i,

PlotLegends -> {"Error logaritmico
"Error logaritmico
"Error logaritmico
AxesLabel -> {"z", "Valor"}
]
Errorlogz315kummer = LogPlot[
{error[z, 0, 2.5, 1.8],error[z, 1,
,3,15%},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
PlotLegends -> {"Error logaritmico
"Error logaritmico
"Error logaritmico
AxesLabel -> {"z", "Valor"}
]
Errorlogz1020kummer = LogPlot[

que nos permite

2.5, 1.8],error([z, 2, 2.5,
del desarrollo asintotico hasta N=0",
del desarrollo asintotico hasta N=1",

del desarrollo asintotico hasta N=2"},

2.5, 2, 2.5, 1.81},{z

1.8],error(z,

del desarrollo asintotico hasta N=0",
del desarrollo asintotico hasta N=1",
del desarrollo asintotico hasta N=2"},

1.81},{z,1,5},

visualizar mejor

1.81},{z,1,5},
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{error[z, 0, 2.5, 1.8],error[z, 1, 2.5, 1.8],errorl
,10,20%,
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
PlotLegends -> {"Error logaritmico del desarrollo asintotico
"Error logaritmico del desarrollo asintotico
"Error logaritmico del desarrollo asintotico
AxesLabel -> {"z", "Valor"}

z, 2,

(* Definimos la cota del error en terminos del parametro n *)

_, b_]
n}l) / (n!

Cotalz_,
{k’

n_,

i g

a_,

(* Representamos el valor de la cota fijando z=50 %)

TestDatal = Table[{n, Cota[50, nl]},{n, 0, 100}];
Cotab0 = ListPlot[

{TestDatal},

AxesLabel -> {"n", "Logaritmo de la cota"}
1
Clean([z]
(* Definimos z para el plano complejo, su argumento y modulo *)
z[r_, theta_] := r * Exp[I * thetal
theta = Pi/4;
a = 5 Exp[I Pi/3] (x Modulo = 5, Angulo = \[Pi]/3 *)
b = 4 Exp[I Pi/6] (* Modulo = 4, Angulo = \[Pi]l/6 *)

(* Parte real:
graficoReal

Plot [

{Rel[f[a,b,r * Exp[I * thetalll,

Grafica de 1la

parte real de

Exp[I * theta], 1]], Re[F[a,b,r * Exp[I * thetal,
{r, 1, 5},
PlotStyle -> {
Black,
Directive [RGBColor[1, 0.6, 0.6], Opacity[0.7]], (*
Directive [RGBColor [1, 0.3, 0.3], Opacity[0.8]], (*
Directive [Red, Opacity[1]] (*
¥o
AxesLabel -> {"/z/", "x"},
PlotLegends -> Placedl[
{
"Re(F(z))",
Row [{Subscript ["Re(S", "0"1, "(z))"}]1,
Row [{Subscript["Re(S", "1"1, "(z))"}],
Row [{Subscript ["Re(S", "2"], "(z))"}]

P
Above
]
]
(* Parte imaginaria:
graficoImaginario

Plot [

{Im[f[a,b,r * Exp[I * thetalll,

Exp[I * thetal, 1]],
{r, 1, 5},
PlotStyle -> {
Black,

Directive [RGBColor [0.6,
Directive [RGBColor [0.3,
Directive [Blue,

Opacity[11]

Im[F[a,b,r * Exp[I * thetal,

0.6,
0.3,

1],
1])

Opacity[0.7]],
Opacity[0.8]1],

2113,

2.

Re[F[a,b,r * Exp[I * thetal,

5,

f(z) y su desarrollo *)

011,

41

1.81%},{z

hasta N=0",
hasta N=1",
hasta N=2"},

Log[(z~(-a) * Pochhammer [a, n] * Product[Abs[b - a - k],
x z7n)]

Re[F[a,b,r *

rojo mas tenue *)
rojo intermedio *)
rojo intenso *)

2113,

Im[F[a,b,r * Exp[I * thetal,

0171,

Grafica de la parte real de f(z) y su desarrollo *)

Im[F[a,b,r *

(* azul mas tenue *)
(* azul intermedio *)
(* azul intenso *)
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¥o
AxesLabel -> {"/z/", "iy"},
PlotLegends -> Placed[
{
"Im(F(z))",
Row [{Subscript ["Im(S", "0"], "(z))"}],
Row [{Subscript["Im(S", "1"], "(z))"}],
Row [{Subscript ["Im(S", "2"], "(z))"}]
Yo
Above
]
]
(* Grafico del error producido por la aproximacion x*)
graficoError = Plot[

{error[r * Exp[I * thetal, 0], error[r * Exp[I * thetal, 1], error[r * Exp[I x*
thetal, 21},
{r, 1, 5},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
AxesLabel -> {"/z/", "Error"},
PlotLegends -> Placedl[
{
Row [{Subscript["s", "0"], "(z)"}],
Row [{Subscript["s", "1"1, "(z)"3}]1,
Row [{Subscript["S", "2"], "(z)"}],
3,

Above

(* Grafico del error logaritmico x*)
graficoError = LogPlot[
{error[r * Exp[I * thetal, 0], error[r * Exp[I * thetal, 1], error[r * Exp[I x*
thetal, 2]},
{r, 1, 5},
PlotStyle ->{Blue, Green, Red},
AxesLabel -> {"/z/", "Error logaritmico"},
PlotLegends -> Placed[
{
Row [{Subscript["S", "0"], "(z)"}],
Row [{Subscript["s", "1"], "(z)"}],
Row [{Subscript["s", "2"1, "(z)"3}]1,
3,

Above

1.3.2. Tablas

El cédigo de las tablas aqui presenta los errores absolutos calculados para distintos valores de z
y N, proporcionando una evaluacién cuantitativa de la precision en las aproximaciones de la funcién
hipergeométrica confluente.

(* Definimos el desarrollo asintotico de la funcion hipergeometrica confluente
*)
Fla_, b_, z_, n_] :=
Sum[(-1) "k Pochhammer[a, k] Pochhammer[1 + a - b, k] /
kt z~(-k), {k, 0, n}

(* Definimos la propia funcion hipergeometrica confluente x*)
fla_, b_, z_] := (1/Gamma[a]l) z~(a)NIntegrate[Exp[-zxt] t~(a - 1) (1 + t)~(b - a
- 1), {t, 0, Infinity}
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(¥ Valores de z y encabezados *)

zValues = {10, 100, 1000, 10000, 100000};

zValuesEnunciado = {"z/n", 1, 2, 3, 4, 5}; (*x Aumentamos el rango de n para
verificar x*)

nValues = {0, 1, 2, 3, 4};

(¥ Calcula la tabla de errores absolutos con mayor precision y mas terminos *)
ErrorTable = Tablel[

Abs[f[2.5, 1.8, z] - F[2.5, 1.8, z, nll,

{z, zValues}, {n, nValues}

B[

(* Organiza la tabla de errores con los encabezados *)
FinalTable = Prepend[Tablel[

Prepend [ErrorTable [[i]], zValues[[i]]],

{i, Length[zValues]}
], zValuesEnunciadol];

(* Crea la cuadricula con encabezado y bordes *)
ErrorAbsoluto = Grid[FinalTable, Frame -> Al1l]

(* Definimos el desarrollo asintotico de la funcion hipergeometrica confluente
*)
Fla_, b_, z_, n_] :=
Sum[(-1) "k Pochhammer [a, k] Pochhammer[1 + a - b, k] /
k! z-(-k), {k, 0, n}]

(* Definimos la propia funcion hipergeometrica confluente *)
fla_, b_, z_] := (1/Gamma[a]) z~(a)NIntegrate[Exp[-z*t] t~(a - 1) (1 + t)~(b - a
- 1), {t, 0, Infinity}]

Clear[z] (* Limpia cualquier valor o definicion previa de z *)

(* Definimos la funcion z en terminos de r y theta x*)
z[r_, theta_] := r x Exp[I * thetal

(* Angulo constante en el rayo de pi/5 *)
theta = Pi/3;

(* Definimos a como un numero complejo *)
a = 5 Exp[I Pi/4];
b = 4 Exp[I Pi/6] (x Modulo = 4, Angulo = \[Pi]l/6 *)

(* Valores de z con modulos especificos y el angulo theta *)
zValues = Table[z[r, thetal, {r, {10, 100, 1000, 10000, 100000}}1;

(* Encabezados para la tabla de salida *)
zValuesEnunciado = {"z/n", 1, 2, 3, 4, 5}; (* Encabezados de n *)
nValues = {0, 1, 2, 3, 4}; (*x Valores de n *)

(* Calcula la tabla de errores en modulo *)

errorTable = Tablel[
Abs[f[a, b, z] - Fla, b, z, nl]l/ Abs[f[a, b, z1], (* Error en modulo *)
{z, zValues}, {n, nValues}

B[

(* Organiza la tabla de errores con los encabezados *)
finalTable = Prepend[Tablel[

Prepend[errorTable[[i]], zValues[[i]]],

{i, Length[zValuesl]l}
], zValuesEnunciadol];
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(¥ Crea la cuadricula con encabezado y bordes *)
errorAbsoluto = Grid[finalTable, Frame -> All]

Apéndice I. Cédigo de Mathematica
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