FAcuLTAD DE CIENCIAS

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

TRABAJO DE FIN DE GRADO

Precesion del perihelio para é6rbitas
alrededor de agujeros negros en la
aproximacion postnewtoniana en relatividad
general

Trabajo realizado por:

Pablo Diaz Navarrete

Trabajo dirigido por:
Eduardo Follana Adin

Curso 2023-2024



Indice
1. Introduccién

2. Métrica de Schwarzschild

2.1. Constantes del movimiento . . . . . . ..

2.2. Calculo de la precesion del perihelio . . .

2.2.1. Limitaciones para el calculo de la precesiéon. . . . . . . . . . ... ... ..

2.2.2. Calculo general de la precesién . .

2.2.3. Simulaciones orbitales . . . . . ..

3. Aproximacién postnewtoniana

3.1. Constantes del movimiento . . . ... ..
3.1.1. Segundoorden . ... .......

3.1.2. Tercerorden . ... ........

3.1.3. Comparacién entre segundo y tercer orden con el resultado inicial

3.2. Calculo de la precesion del perihelio . . .

4. Gréaficas de la precesién del perihelio

4.1. Precesion en funcién de la excentricidad de la érbita . . . . . .. .. ... ...

4.2. Precesiéon del perihelio en funcién del radio en el perihelio . . . . ... ... ...

5. Conclusién

Bibliografia

6. Anexo

6.1. Método alternativo para el calculo de la conexién afin en la aproximacién post-

newtoniana . . . . . . . ... ... .. ..

6.2. Calculo de los coeficientes I, para todo n

N o ot s W

14

15

15

16

17

18
18
20

22

23

24



1. Introduccion

Existen casos para los que la teoria gravitatoria de Newton es suficiente para explicar, de
forma aproximada, el movimiento de cuerpos celestes en torno a otros més masivos. Se puede
demostrar [1] que las ecuaciones del movimiento derivadas de la relatividad general pueden ser
aproximadas de forma que se obtengan las ecuaciones de la mecanica clasica Newtoniana. Para
ello es necesario asumir una particula moviéndose a velocidades bajas y sometida a un campo
gravitatorio débil y estatico.

El proceso se denomina aproximacion newtoniana y se resume en aproximar la acelerac-
cién en las componentes espaciales' a primer orden en v2. En este documento se estudiaré la
aproximacién postnewtoniana, que consiste en aproximar a 6rdenes superiores en v2. El foco de
estudio de este trabajo serd estudiar la precesién del perihelio orbital por causas relativistas.
Se calculard en la seccién 2.2.2 una expresion, en forma de serie de potencias, para la precesién
del perihelio en las Orbitas elipticas producidas por la métrica de Schwarzschild. Sumando has-

ta el n-ésimo término en la serie de potencias, se obtiene una aproximacién de la precesion orbital.

En la seccién 3 se aplica la aproximacién postnewtoniana sobre la conexién afin derivada de
la métrica de Schwarzschild y se obtiene numéricamente la precesion del perihelio orbital para
esta aproximacion. Finalmente, en la seccién 4 se estudiaran los comportamientos de las distin-
tas aproximaciones propuestas para la precesién de dos formas: fijando el valor del perihelio y

variando la excentricidad; y viceversa.

En casi su totalidad, por simplicidad, los célculos se realizaran asumiendo ¢ = 1. La tnica
excepcion serd al simular la érbita de Mercurio para comprobar la validez de los calculos utili-
zados, donde se fijara ¢ con el valor definido en [2] para poder comparar el periodo orbital con
el real. Fijar la velocidad de la luz a 1 equivale a afirmar que la distancia y el tiempo poseen las

mismas dimensiones:

[c] = & =1. (1.0.1)

Ademas, en los calculos para casos distintos de Mercurio se tomard la constante gravitacional
como G = 1. A nivel dimensional, esto implica que, si se tiene en cuenta ademas que ¢ = 1:

[G]::1:>[G]:[Un%:1:>[l]:[t]:[m]. (1.0.2)

Por tanto, la distancia, el tiempo y la masa tienen la misma dimensién bajo estas condiciones.
La distancia y el tiempo se pueden medir en unidades de masa (U.M), unidad que se usara a lo
largo de este documento para este caso. En este documento se considerara como despreciable la
masa de la particula que orbita en torno del cuerpo masivo central. En consecuencia, la masa
reducida p del sistema sera la masa del cuerpo central, M.

1d%a?
dt?

, parat=1,2,3.



2. Meétrica de Schwarzschild

En este trabajo, se va a estudiar la métrica de Schwarzschild, deducida [3] a partir de con-
siderar un campo gravitatorio independiente del tiempo y esféricamente simétrico. Ademas, en
esta métrica el espacio estd vacio, es decir, el tensor energia-momento es igual a 0. Con las
coordenadas (t, r, 0, ), con la convencién de signos (-, +, +, +) y considerando ¢? = 1, se tiene
que

g——<1—r5>dt®dt+

" dr @ dr +r2df @ df + r* sin(0)*de @ dy . (2.0.1)

1
(i-%)
rs es el radio de Schwarzschild. Esta métrica es la apropiada para describir el espacio-tiempo
alrededor de un agujero negro que no tiene ni carga ni rotacién. También sirve para, de forma
mas general, describir el espacio-tiempo alrededor de un objeto masivo con simetria esférica,
para radios fuera del propio objeto. El radio de Schwarzschild tiene [4] la expresién

2GM C2_: 1

re=—5="20M . (2.0.2)

En la expresién 2.0.2, ¢ es la velocidad de la luz, G es la constante universal de gravitacién y
M es la masa del cuerpo celeste. La expresién para el diferencial de tiempo propio d7 en esta
métrica viene dada por

1
dr?® = <1 - TS) dt* — ————dr* — r*do® — r? sin(0)?de? . (2.0.3)
r (1-%)
La trayectoria de una particula o un fotén libre vendra determinada por la ecuacion geodésica
d2 m dr? d A
ar " roar (2.0.4)
dp? YA dp dp

Si se describe la trayectoria de una particula con masa, el pardmetro p serda proporcional al
tiempo propio 7. Se puede normalizar p de forma que p = 7. Ademas, la conexién afin viene

definida en funcién del tensor métrico g,,, como

1 9o 9o gu
no_ T op o
Il = 59 <5 = +crx>\ éxa . (2.0.5)

Para la métrica de Schwarzschild, las componentes no nulas de la conexién afin son:

2
ot — " o st T s I o—_ Ts
tr TT(r2 —rgr) t 23 ” 2(r2 —rgr)
1
50 = (_T + TS) ’ F;ga = (_T + TS) Sin(G)Q ’ Fgr = Ff@ = ; ’
1 cos(6)

0 _ . _ _ o _pe _
[, = —cos(0) sin(0) , re, =17, = . Loo=Tg, = sin(0)



2.1. Constantes del movimiento

La trayectoria viene determinada por las ecuaciones diferenciales dadas en (2.0.1). Para sim-

. , . . . . . by __
plificar los cdlculos, se pueden confinar las trayectorias al plano equatorial, definiendo 72 =0y
¢ = § = cte. Esto elimina 6 como variable. Al restringirse a trayectorias en el plano ecuatorial

y aplicar la ecuacién geodésica (2.0.5) queda el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

d?t rs dr dt
- = 2.1.1
dr? r2 —rordrdr’ ( )
d*r rer — 12 (dt 2 Ts dr\ dp 2
— == | 0 —— | — - — 2.1.2
dr? 2r3 dr + 2(r2 —rgr) \ dr +(r=r) dr ) '’ ( )
d?p 2dr dp
22 2.1.3
dr? rdr dr ( )
De estas tres ecuaciones, se pueden obtener tres constantes del movimiento:
dt E
— = 2.1.4
dr 11—’ ( )
d
e (2.1.5)
dr
1 (dr\* L[> E?
— - - ——=K. 2.1.6
1—7";<d7> +T2 1— 1= ( )

La constante K en la ecuaciéon (2.1.6) es -1 debido a que al trabajar con particulas en trayectorias
tipo-tiempo, se impone que la norma de la cuadrivelocidad debe ser -1,2 y la norma de la

cuadrivelocidad es equivalente a la expresién (2.1.6) pues

T dt\? 1 dr\? dg02
1 =ggutu’ =—(1- = - R e 2(22) =K. 2.1.
ot == (1=3) (&) + =y (ar) = () @1

Si se evaluase la trayectoria de un rayo de luz, se obtendria en cambio que K = 0. La ecuacién

(2.1.7) se puede reordenar de forma que

J— — =
r2 11— T= 2

1 <dr>2 rr_ B _ 1 <dr>2 L e rl? EP-1 (2.18)
1— %= \dr dr 2r2 2r  2p3 2 T

Se puede interpretar [5] la relacién (2.1.5) como que L es andlogo al momento angular orbital por
unidad de masa. Para el caso en el que G =1y ¢ = 1, L tiene unidades de masa (U.M). Ademas,
aplicando la definicién del radio de Schwarzschild (2.0.2), la constante ¢ se puede interpretar por
medio de la ecuacién (2.1.8) como la suma de energia cinética y potencial por unidad de masa,
pues esta ecuacion es la misma que la de la conservacion de la energia en una orbita newtoniana,
exceptuando el término —G%LQ, el cual tiende a 0 para velocidades y campos gravitatorios

pequenos (GM < ry L < ). Se define, por tanto, el potencial efectivo:

L2 re  reL?

Ver(r) = 272 9y 93

(2.1.9)

2 Asumiendo que ¢ = 1.
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Figura 1: V. en funcién de r para distintos valores de L. Se asume G =1, M =1 (UM) y ¢ = 1, es
decir, rs = 2 (U.M). Los puntos remarcados corresponden a maximos o minimos. Se observa
que para L > 2v/3 (U.M) existen un maximo y un minimo, los cuales se juntan en el caso
L =2V3enr =6 (UM). Para L inferior a 2v/3 (U.M) no se tienen ni maximos ni minimos.
El eje horizontal esta en escala logaritmica para una mejor visualizacion

Para el caso L = r4v/3, se obtiene la 6rbita circular estable de menor radio (ISCO)3 . Susti-

tuyendo en (2.1.6) e imponiendo que % =0, rrsco = 3rs. Cuando L > r4v/3, en el minimo de
Ve existe una oOrbita circular estable con r > r;gco y en el méximo existe una orbita circular
inestable con r < rrsco. Cuando L < r4v/3, el potencial efectivo es monétono creciente, por lo

que no existen Orbitas circulares ni estables ni inestables.

2.2. Calculo de la precesion del perihelio

A continuacion, se puede proceder al estudio de érbitas distintas de la circular, con derivada

T

radial diferente de 0. Se puede demostrar que [6], a primer orden* en =, las orbitas son elipses

cuyo perihelio precede en cada vuelta por:

(1) 3rr 1 1
Ap="2—4+ —] . 2.2.1
¥ 2 <r+ + T_> ( )

3Siglas de Innermost Stable Circular Orbit

Ts

(n)
4Se define Ap como la precesién del perihelio a orden n en = es decir, la suma de todas las contribuciones

a la precesién hasta orden n



2.2.1. Limitaciones para el calculo de la precesion.

Es de interés tener un procedimiento para simular una Orbita cualquiera, fijando el radio
de Schwarzschild, el perihelio y el afelio. En primer lugar, hay que averiguar bajo qué rango de
valores del perihelio y del afelio se puede hacer esto. Es evidente que si se fija el perihelio por
debajo de 75, no se va a tener una Orbita eliptica ya que al entrar la particula en el horizonte
de sucesos no volverd a salir. Por tanto, se establece que r_ > 7. También se establece que el
afelio debe ser superior al perihelio, ry > r_. Para que r_ y r; coincidan con el perihelio y el
afelio, deben cumplir que, al evaluar en r_ o r4, se anule la primera derivada radial g—:. Por la

expresion (2.1.6), se deduce que:

L2 E?

— =K =-1, (2.2.2)

r?olo

L2 E?

= = —K=-1. (2.2.3)
2 1 Ts

T4+ — T

A partir de estas dos expresiones se pueden despejar los valores de L? y E? en funcién de r_,

T+ yTs.

+
T — I , (2.2.4)
(1 %)r,Q (1—%)T+2
2 r% B 7“4%2
E* = T — T . (2.2.5)

Ademés, para corresponder con el perihelio y el afelio, r_ y 4 deben ser un minimo y un maximo

de r, respectivamente. La ecuacién (2.1.2) da una expresién de la segunda derivada radial:

d*r Ts E? 11— % 9
@ﬂ) =gz o=t >0, (2:2.6)
r=r B r— -
d27' r E2 1— Ts
<d72> =5, 3 1 &= L7 <0. (2.2.7)
— + u -

Aplicando las expresiones (2.2.4) y (2.2.5), se obtienen dos desigualdades en funcién de rs, r— y
T4t

2 (r? —rgr)r 2 — (rlry +rory )r_
2(rer2r_2+ (rg —r)r-t + (rery — ry2)r_3)

22y
ho(ry,r_,rg) i=——t

>0, (2.2.8)

2 — (27"s2 - 7‘57“_,_)7’_2 + (7’527“_,_ - 7“57"+2)7"—

2 (rert + (rer 2 = r3)r_2 + (rery 3 — ry o)

7”52T+

hy(ry,r_,rg) i=— <0. (2.2.9)

Fijando un valor de r_, se puede averiguar para qué valores de 71 se cumpliran las desigualdades.

Tras descartar aquellos casos donde r— < rs 0o r— > 7, existen tres casos en funcién del valor



de r_:

r_>3rs =1y >T1_

TsT—
2rg <r_ < 3rg=>1r4 > —— |
r_ — 27,
r_ <2rg = 397"+ .
0,502 reos
—— hylry,ro=4,rs=2) 10| — hi(ry,ro=5r=2)
0.25 —— h_(ry,r-=4,rs=2) —— h_(ry,r-=5,rs=2)
0.5
0.00
7 7
=-025 S 00
=) =)
= -050 =
= =-05
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Figura 2: Representacion de h_ y hy parar_ y rs fijos, variando r4. Los valores de r. para los que tanto
hy < 0 como h_ > 0 son aquellos donde r_ y ry corresponden con el perihelio y el afelio de
una 6rbita. Se fija rs = 2 (U.M), lo que equivale a G =1, M =1 (U.M).

El caso para r— > 3rs; = r7sco, sin ninguna restricciéon adicional sobre r, nos garantiza
que r— y r4+ son respectivamente el perihelio y el afelio. Por tanto, es el que sera considerado

para las simulaciones y célculos en siguientes secciones.

2.2.2. Calculo general de la precesién

r

El calculo de la precesion del perihelio se puede generalizar a cualquier orden de “:. Para

ello hace falta tomar la expresién (2.1.6) y aplicar regla de la cadena, junto con la expresién

(2.1.5), para obtener una nueva expresién en funcién de j—;. Seguidamente, se puede obtener



©(r) despejando e integrando a ambos lados:

dr _ drdy
dr dgp dr’
1 dr\? L2 L2 E?2
— Nt - —K=-1
1— (dgp) ré + 1—1Ls =

:>/d<p—/ dr . (2.2.10)
TQ\/ 11
L2 1— rs L2 2

Al evaluar la integral (2.2.10) entre r_ y r4 y multiplicarla por dos, se obtiene la variacién
angular en una érbita completa. A esto hay que restarle 2w para tener la precesién del perihelio:

Ap =2(p(ry) —p(r-)) — 2w . (2.2.11)

Ahora bien, las constantes E y L vienen dadas en funcién de rg, r— y r3 por las expresiones
(2.2.4) y (2.2.5). Se obtiene la siguiente integral:

/d@/ & . (2.2.12)
(e ) (22 G- 2)

A partir de aqui, se definen las constantes A y B, por simplificar los cdlculos. Para resolver la

integral (2.2.12) se recurre al siguiente cambio de variable:

A= —+4 — | (2.2.13)
T+ T—
p-Lt_ 1 : (2.2.14)
[ T_—
1 .
=5 (A+ B -sin(y)) . (2.2.15)

La integral (2.2.12) queda como:

/dgp = & . (2.2.16)
V1-% (34+ B -sin(y))

Como tanto A como B son proporcionales a %, la raiz se puede desarrollar como una serie de

potencias de “=. Para obtener la expresion completa de la integral (2.2.16) en serie de potencias

hace falta recordar la férmula del binomio de Newton.

1 o0
Ny Z < >azk Va con |z| <1, (2.2.17)
k=0

m
(x+y)™ Z( > (m=k)y*  con m natural. (2.2.18)
k=0



Aplicando (2.2.17) queda que:

/dgp - i (5 e 1) <Tz .(34+B- sin(¢))>n dip . (2.2.19)

n
n=0

En la variable 1, el perihelio corresponde a ¢ = —7 y el afelio a ¢ = +7. Como |sin(y))| < 1 en
el intervalo [—g, —i—%] y ademaés la constante B < 0 ya que r— < r, el término 3A + B - sin(v)
esta acotado:

3A+ B <3A+B-sin(¢)) <34—- B,

3A+B:2(2+1)20, 3A—B:2<1+2>20.

ry o or_ ry o r_

Por tanto, el término dentro de la integral (2.2.19) evaluada entre el perihelio y el afelio es
positivo para todo 1) € [—g, +%] y para todo n € N. Por tanto, la contribucién de cada término
de la serie de potencias en “* a la precesion serd siempre positiva.

Aplicando el binomio de Newton (2.2.18) sobre (3A + B -sin(¢)) se obtienen constantes por
integrales del tipo:

INJE]

I, := / sin" (¢)dy n=012... (2.2.20)

2
Trivialmente Iy = w y I, = 0 si n es impar, ya que sin(¢)) es una funcién impar y el dominio
de integracién es simétrico.® Por tanto, se puede expresar la integral (2.2.19) como una serie de

potencias de rg:

p(re) —p(r-) :i <5+Z_ 1) : (Z) (34)" % BF I, (;)n : (2.2.21)
0

n=0

A orden 0 en %=, se obtiene que:
ro

(olrs) — (r))= (5 - 1) (g) (34)° B, (2)0 i h=n

(0)
Lo cual equivale, por la ecuacion (2.2.11), a que Ap= 0. Es decir, que a orden 0 no hay precesién.

A orden 1, se obtiene la expresion (2.2.1), recordando que I; = 0:

(w(m)(jw(r—)) =TI+ ($+i_1> i(,ﬁ)(SA)”B’“Ik (§>1: :

k=0

3AI, BI Ts 3rA (s
—7 Dhy (Ts) _ omA [T
o+ < 5 + 5 > <2 ™+ 5 5 =,

5En el anexo 6.2 se detalla el calculo de I, para todo n.



También se va a obtener la expresi(')n a segundo orden en “* de la precesién del perihelio. Un

calculo sencillo nos da que I, =

(2)
(plrs) = olr)) = To + IOA(;

121\ [ <& e\ 2
+ ) Z 3A 2-kpkr, (2> =,
k=0

= IO + 4[0( A) —+ <3210 + A 23212> ( A)2 =,

+,

:>X<>P: 377y A4 g2

2 32

(54A% + 3B?) . (2.2.22)

Se puede generalizar este procedimiento para calcular la precesién orbital del perihelio al orden
de = deseado.

2.2.3. Simulaciones orbitales

Para mostrar un ejemplo de la precesién orbital, se puede simular un caso real y conoci-
do: Mercurio. Este planeta, al ser el mas cercano al Sol, tiene una Orbita con mayor precesién
orbital por causas relativistas que los demés planetas del Sistema Solar. También existen otras
contribuciones debidas al efecto de la fuerza gravitatoria del resto de planetas del Sistema Solar
sobre Mercurio, pero no van a ser consideradas para este estudio. La literatura [6] nos dice que
la precesion de la 6rbita de Mercurio por efectos de relatividad general es de Ap = 43,03” por
siglo, lo que equivale a Ay = 0,1038” por vuelta alrededor del Sol. Para simular la érbita de
Mercurio, bastaréd con saber el radio de Schwarzschild del Sol, el perihelio y afelio de la 6rbita de
Mercurio [7], un punto inicial y la cuadrivelocidad en ese punto. El radio de Schwarzschild del
Sol se obtiene a partir de la expresién (2.0.2). Para el caso de Mercurio se considera la velocidad

de la luz dada por [2]. Los valores se listan con una precision de tres cifras significativas:

c=1,08-10° km/h,
rs = 2,95 km,

_ =46,0-10° km,

ry =69,8-10° km.

También es de interés simular un ejemplo donde la precesion sea mas apreciable. Se fijan otras
condiciones iniciales, con radio de Schwarzschild r4 = 2 (U.M), o equivalentemente G =1, ¢ = 1
y M =1 (UM). Las condiciones iniciales se fijan para que el perihelio y el afelio tengan los
valores de:

r— =20 (U.M),

4 =200 (U.M).

Como condicién inicial lo mas simple parece ser coger el perihelio o el afelio, ya que en estos
puntos la componente radial de la cuadrivelocidad se hace 0. De esta forma, basta con saber la

10



componente en ¢ de la cuadrivelocidad, ya que la componente temporal la podemos despejar
como funcién del resto utilizando que la norma de la cuadrivelocidad de una trayectoria tipo-

tiempo es —c2.9 Se obtiene pues, la relacién:

dt\? 1 dr\? dp\ 2
_2: vo__ ,ul/:_2 I_E o - = 2 ﬁ
c Uy U G u c < 7’) <d7’> +(1—%) (dT) +r (dT) ,

dt 1 (E)Q do\?
a | 1 02+_7)+T2 (df) , (2.2.23)

Para conocer Z—f, se recurre a las ecuaciones (2.1.5) y (2.2.4). La constante E se puede obtener

con la ecuacion (2.2.5).
Concretamente, considerando que la expresién (2.2.4) necesita ser multiplicada por ¢ para tener
unidades de momento angular dividido por masa, para el caso de Mercurio se obtiene:

L=976-102km?*/h-c.

En la simulacién, realizada con el algoritmo Runge-Kutta de cuarto orden, se utilizaran en
la 6rbita de Mercurio unidades de millones de kilometros para las distancias. Se coge como
condicion inicial:
T
(t,r,0,0)r=0 = <0,r,2,0> .
Para la cuadrivelocidad inicial las componentes en r y 6 se fijan a 0; la componente en ¢ viene
dada por (2.1.5) y (2.2.4); y la componente en ¢ viene dada por la expresiéon (2.2.23). Con esto

se puede simular tanto la 6rbita de Mercurio como la 6rbita con ry = 2, r— = 20 y r+ = 200
(UM).
4 200
0 150
100
— 20
c 50
~ =
5 0 2 °
i
Z > _s0
> 20
-100
—40 ~150
60 -200
-60  -40  -20 0 20 40 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
x (10° km) x (U.M)
(a) Simulacién de la érbita de Mercurio. (b) Simulacién de la érbita conrs = 2, r— = 20, r+ = 200
(U.M).

Figura 3: Simulacion de la posicién en funcién de las coordenadas x = r cos(y) ey = rsin(p), en unidades
de millones de km para la érbita de Mercurio y en (U.M) para la otra drbita.

Se observa en la figura 3 que, para el caso de Mercurio, la érbita es a simple vista eliptica.
Esto se debe a que la precesién del perihelio es muy pequena y haria falta simular miles de

6.1 para el caso c =1

11



orbitas para que pudiera llegar a ser apreciable. Para el otro caso, claramente, se observa la
precesiéon orbital. Para ver mejor en ambos casos si el perihelio y el afelio coinciden con la érbita
real, se representa el radio en funcion del tiempo en la figura 4.

70 200
175
65
150
€ =
£60 S125
b .
o)
2 g 100
55
75
50 50
25
45
0 1 2 3 4 5 000 025 050 075 1.00 1.25 150 1.75 2.00
t(h) le3 t(UM) led
(a) r(t), para el caso de Mercurio. (b) r(¢), para el caso rs =2, r_ = 20, r4 = 200.

Figura 4: Simulacién de la coordenada r en funcién del tiempo coordenado t. Para Mercurio el radio r
esta en unidades de millones de km y el tiempo en horas. Para la otra érbita ambas magnitudes
tienen unidades de (U.M).

Para medir la precesion del perihelio, una forma es utilizar la figura 4. Midiendo los mé-
ximos y minimos de la funcién r(t), se pueden hallar el perihelio, el afelio y el periodo orbital.
Para la 6rbita de Mercurio:

ry (medido) = 69,8 - 10° + 2 km,
r_ (medido) = 46,0 - 10° 4 13 km,
T (medido) = 2111,9249 + 0,0005 h.

Notese que, segin la literatura [7], el periodo orbital de Mercurio es de unos 87,968 dias, o
2111,232 horas. Para el caso donde, en (U.M), ry =2, r_ = 20, r4 = 200:

r. (medido) = 200,00031 & 0,00008 (U.M),

r_ (medido) = 20,00017 + 0,00003 (U.M),
T (medido) = 7468,008 == 0,005 (U.M).

Se observa que tanto el perihelio como el afelio coinciden de forma exacta, salvo error numérico.
Ademés, al saber el tiempo t en el que ocurre cada minimo, se puede averiguar su equivalente en
tiempo propio 7 y el valor de ¢ para cada uno. Si se hallan los minimos, es decir, el perihelio de
cada érbita, y el ¢ en cada perihelio, se obtiene una grafica de la precesién en funcion del tiempo.

La precesién es acumulativa, es decir, cada érbita el perihelio precede una misma cantidad.
En la figura 5 se grafica la coordenada ¢ del perihelio para cada érbita en funcién del tiempo y
se realiza un ajuste lineal sobre los puntos obtenidos para cada érbita.

12



le—-5

-=- Ajuste lineal 2 407 ---- Ajuste lineal /’
. oa lad
201 @ acumulado I A acumulado ‘
Pt 351 -~
.
4 -
‘/" 301 ’;“
1.5 4 s /’
o " —~ 251
= o™ ° o
- . © «
g - = 20/ -~
s 1.0 el s -
i P S -
g < 154
"‘
o 1 -~
0.5 1 » 10
’ "
s 51 o
-
. /
004 «* 01
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 1 2 3 4 5

t(h) le5

t (U.M) 163
(a) Precesién acumulada para el caso de Mercurio. (b) Precesién acumulada parars = 2,7— = 20, 74+ = 200 (U.M).

Figura 5: Coordenada angular ¢ del perihelio en cada orbita. Se fija el perihelio como condicion inicial,
de forma que el primer perihelio esté en ¢ = 0. El eje de abscisas estd en radianes por 1075
para el caso de Mercurio y en radianes para el otro ejemplo, mientras que el eje de ordenadas,
correspondiente al tiempo coordenado t, estd en horas para Mercurio y (U.M) para el otro caso.

Multiplicando la pendiente de la recta de la figura 5 por el periodo orbital, se obtiene el valor
de la precesion del perihelio. Para Mercurio:

Ay (ajuste) = 0,1036 & 0,0006 ” por vuelta.

Este valor entra dentro de los méargenes del obtenido por la literatura, Ay (literatura) = 0,1038”
por vuelta, y que el obtenido si utilizamos la férmula (2.2.1) con el perihelio y afelio de la

(1)
6rbita de Mercurio y el radio de Schwarzschild del Sol, Ap= 0,103415” por vuelta. Integrando
numéricamente (2.2.10), se obtiene un valor para la precesién méas cercano al dado por (2.2.1).

Ay (integral) = 0,10342 £+ 0,00007 ” por vuelta.

Para el caso de la 6rbita de Mercurio, el término a segundo orden de la precesion es del orden
de 1078 segundos de arco, lo cual es inferior al error producido por el algoritmo para integrar
numéricamente. Esto se debe a que tanto A como B son muy pequenos, del orden de 1078 y
107 km™! respectivamente.

Para medir la precesién para el otro ejemplo, se realizan los dos métodos utilizados para el
caso de Mercurio: representar la coordenada angular ¢ del perihelio de cada 6rbita en funcién
del tiempo y realizar un ajuste lineal, o directamente integrar numéricamente (2.2.10). El ajuste

da una precesion del perihelio de:
Ay (ajuste) = 34,18141 4+ 0,00008 ° por vuelta.
Mientras que el valor de la precesién obtenido al integrar numéricamente (2.2.10) es de:

Ay (integral) = 34,18135 4 0,00002 ° por vuelta.
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Se observa que ambos valores coinciden hasta el cuarto decimal, mientras que el error en ambos

calculos es del orden de 1075 grados. Esto se debe a que, aparte del error estadistico del ajuste,

ha de tenerse en cuenta el error numérico al integrar la ecuacién geodésica para obtener la
Ts

trayectoria. Si se comparan estos valores con los de la precesion en serie de potencias de “¢,
dada por (2.2.21):

Orden de Ay | Valor (°)
29.70000
33.51206
34.07381
34.16320
34.17818
34.18078
34.18125
34.18133
34.18135

O X0 ||| = | W IN|

Tabla 1: Precesién del perihelio para cada orden en *= de la serie (2.2.21).

Se observa que para coincidir hasta la quinta cifra decimal en este caso es necesario tener cuenta

hasta el noveno orden en ’;—g

3. Aproximacion postnewtoniana

Seguidamente, se puede realizar un calculo aproximado de las geodésicas dadas por la mé-
trica de Schwarzschild. La aproximacién en cuestion se basard en potencias de “*. Esto equivale
a desarrollar en serie de potencias de v2, ya que e~ % ~ v? debido a que la energfa potencial
gravitatoria y la energia cinética son del mismo orden magnitud en mecanica newtoniana. Es
decir, a priori, esta aproximacion sera valida si tanto v como el campo gravitatorio son peque-
nos. Cabe destacar que no se aproxima sobre la métrica de Schwarzschild en si, sino sobre las
componentes de la conexién afin derivada a partir de ella.

Para saber qué orden se necesita para cada componente de la conexién afin, es necesario reescribir
la ecuacién geodésica en funcion del tiempo coordenado ¢ [8]:

dzt - dxd da*

d? 2t A A
Yo i, _opi % i n (r}it or

dt?

, dad
Ydt

(3.0.1)

il e Tt
b qt kgt at MR Ll T

. da? da:k) dx’

Se recuerda que los indices coordenados i, j y k corresponden a las coordenadas espaciales, que
para este caso seran r, 0, ¢. Las derivadas de la coordenada r respecto al tiempo son de orden v,
mientras que las derivadas de las coordenadas angulares son de orden ;. Cada componente de
la conexién afin debe estar a un orden distinto en v, segtin cuantas derivadas % las acompanen

en la expresion (3.0.1).
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3.1. Constantes del movimiento
3.1.1. Segundo orden

Para desarrollar a cuarto orden” en v la aceleracién espacial [8], siguiendo la ecuacién
(3.0.1), se ve que es necesario tener a orden 4 la componente I'};; a orden 3 Fij y I't;; a orden
dos F;k y Fij ; v a orden uno la componente F;k. Ademaés, por simplificar los célculos, éstos se
realizaran en el plano ecuatorial ya que la métrica posee las mismas simetrias que la métrica de
Schwarzschild.

Por tanto, a partir de la ecuacién (2.0.5) se obtiene que, en esta aproximacién, las componentes

de la conexién afin no nulas toman los valores:

(2t) (275) Ty (472 T T

Ftr:FTtN ﬁ ) t~ 27742 1-— 7 s

(2) r (2) 1
r S T~ _ _

., 52 Lo~ (=r+7s), I, =TIy, = o

A partir de aqui, se puede plantear la ecuacién geodésicas:

ﬁ_ rs dr dt

= ———— 3.1.1
dp? r2dpdp’ ( )
dr T T dt\ 2 re (dr 2 dp 2
Sl -2 () + =2 (2 —r) (2, 3.1.2
dp*  2r? ( 7") <dp) T (dp> =) (dp> (312
d? 2drd
b __carde (3.1.3)

dp? rdpdp

De forma analoga a como se ha hecho para la métrica de Schwarzschild, se hallan las constantes

de movimiento. Se establece el parametro p de forma que sea igual al tiempo propio 7.

—=er F, (3.1.4)

d
22—, (3.1.5)

rs [ d2r dr re rs [dr)\° r T 3rs dr 2L2e" T dr
2%+ | —— T B () =B (1B eT R 1- -2 -
€ <d7’2> <d7’) 2 (dT> r2 ( r ) € (dT> + r3 ( r) (dr) =

rs <d’r>2 2L% - (3r2 — 3rgr +152) e A4r — 3rg e

=er e TS E’=K=-1. 3.1.6
c r2rg2 9r € ( )

dr

Para simplificar los calculos, se definiran las siguientes funciones:

2-(3r2 = 3rsr +752) . 6
_ = 6 3.1.7
(1) T (3.7
(4r —3rs) 3s 5
= T - . 1
g2(r) o ¢ 5 (3.1.8)

Cabe destacar que las constantes que se suman a fo(r) y g2(r) son necesarias porque, cuando r
tiende a infinito, se busca que en general f,,(r) y g,(r) tiendan al mismo valor que los términos

Is

"Segundo orden en -
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1

—3y 17% que acompafian a L y E en la ecuacién (2.1.6). Concretamente,

lim —— =0 lim =1
r—oo 12 ’ r—oo ] — Is

Por tanto, las constantes que se deben afiadir consistirdn en:

2 . 2 — 2 Ts 4 - Ts
Cpim — fim 2Ot T) e 6y gy BT 8T) a5 (3.1.9)
700 r2rg2 72 T—00 r 9

3.1.2. Tercer orden

Si se desarrolla hasta sexto orden en v, o lo que es equivalente, tercer orden en GTM , Se
obtiene la siguiente conexién afin en el plano ecuatorial:
(4) (4) (6)
t_ s Ts Ts
If,=Il~ 22 <1 + 7“> ; 1~ 22 (1 - r) ;
@ ry @ . . 1
I~ — 22 1 + , [0~ (—=r+rs), 7, =Tg, = o
A partir de la ecuacién geodésica (2.0.4), se tiene otro sistema de ecuaciones diferenciales:
d?t Ty re\ dr dt
—=—1+—=)—— 3.1.10
dp? r2< +r>dpdp’ ( )
d?r Ts T dt\? Ts Ty dr\ 2 dy 2
—=——(1-=]| = — 1+—=) (= — — 3.1.11
dp? 272 < T) (dp> "o ( i 7“) <dp> Tl <dp> ’ (L1
d? 2drd
fe_ 200 (3.1.12)
dp rdp dp
Obteniendo las constantes del movimiento, se llega a:
W ()
_— = T 2r E 3113
oo , (31.13)
dip
2
=1L 3.1.14
Py (31.14)
s (1422) dr\? 9 9
er i TE | o —fa(r)-L* —g3(r) - B*=K = -1, (3.1.15)
2¢ 2 1 2
e 2 T r r 1(1.7s
_ Terfil = (127 )~ (2_T"s) 30+%) Cy, (3.1.16
Js(r) 72 \/;er<2<+7°)> ( ””)eQ TG0 | )
2 3 ]. Ts 2
g3(r) =2 \/ gerﬁ <\/; (1 + :S>> — ge%(HT) + D3, (3.1.17)

1
2e” 2 T 1 1
03 ::74572 <—\/gerﬁ (\/§> + 2€2> s (3118)
2 1
D3 i=¢ "3 q/gerﬁ ( 2) ~ ge% 1. (3.1.19)

Csy D3 son constantes necesarias para que f3(r) y gs(r) tiendan al mismo valor en el infinito

que —73 Yy 1= rs . Se recuerda que erfi(z) es la funcién error imaginaria, definida por:

erfi(z) = —i - erf(2) , erf(z \f/ (3.1.20)
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3.1.3. Comparacién entre segundo y tercer orden con el resultado inicial

Se observa que las expresiones f,(r) y gn(r) obtenidas a partir de la aproximacién post-
newtoniana se hacen mucho mas complicadas al aumentar el orden de aproximacion. Resulta
interesante, pues, compararlas con lo originalmente obtenido para la métrica de Schwarzschild.
Se define:

1 1
flr)=—35, 9(r) = == - (3.1.21)
T
0.00 5.0
45
-0.05
4.0
‘L -0.10 3.5
= —
S ‘8,30
= -015
S 25
-0.20 o 20 o)
— f(n) 1.5 — ga(rn)
—0.25 — f5(n) — g5(r)
2 3 4 5 6 7 8 9 10 103 3 4 5 6 7 8 9 10
r(U.M) r (U.Mm)
(a) Comparacién entre f(r), fa(r) y f3(r). (b) Comparacién entre g(r), g2(r) y gs(r).

Figura 6: Comparacién entre los términos que acompafian a L? (izquierda) y E? (derecha) en las ecua-
ciones de conservacién de la constante K en funcién del radio, fijando rs = 2 (U.M); entre la
métrica de Schwarzschild y su aproximacion postnewtoniana a segundo y tercer orden.

Se ve que g(r) diverge conforme r tiende a rg, mientras que g2(r) y g3(r) no. Para ambos casos

se observa que el valor de g,(r) tiende al de g(r) cuando r > ;.

3.2. Calculo de la precesion del perihelio

Para calcular la precesion del perihelio en la aproximaciéon postnewtoniana, repetimos los
pasos que llevan a la ecuacién (2.2.10), pero usando como base la expresién de conservacion de
K correspondiente al orden en el que se estd trabajando, en lugar de (2.1.6). Para segundo y
tercer orden se obtienen, respectivamente:

er (dgp) -r—4—L < fa(r) —E*-ga(r)=—-1=

e Ldr
:>/d<p: — _ . (3.2.1)
r \/L < fo(r)+ E? - go(r) — 1

e (pprey [(dr\? L2
e (1+57) <d¢> 'ﬁ—LZ’f3(7°)—E2'93(7’):—1:> ,

6%(1+%)Ld7’
;s/dgp— o - . (3.2.2)
r2\/L% - f3(r) + E? - gs(r) — 1
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Para calcular E y L en funcién de rq, 7— y r4, basta con aplicar la expresion (3.1.6) o la (3.1.15)
segun el orden de aproximacion, teniendo en cuenta que la derivada radial se anula en el perihelio

y el afelio:

—fulr) L* = gu(r_) - B> = -1, (3.2.3)
—fulry) - L? = gu(ry) - E* = 1. (3.2.4)

Seguidamente, se despejan F y L como:

Ja(r)gn(r=) = gn(r) fulr-)
12 = 9n(r=) = gn(rs) . 3.2.6
Fu(r)9n() = 9u () Jalr) 320
Con esto se puede hallar numéricamente la integral . Por ejemplo, con r— = 20, ry = 200, rs = 2

(U.M) se calcula que:
(2)
Ap (pst.) = 32,8° por vuelta,

(3)
Ap (pst.) = 34,1° por vuelta.

(2)
Se observa al compararlo con los valores de la tabla 1 que Ay (pst.) es cercano al segundo orden

(3)
en la serie (2.2.21), y que Ay (pst.) es un nimero intermedio entre Ay a tercer y cuarto orden.

4. Graficas de la precesion del perihelio

4.1. Precesién en funcién de la excentricidad de la 6rbita

En esta seccién se va a fijar un r_ y calcular numéricamente la precesién del perihelio a
partir de la integral (2.2.12), junto a la obtenida a partir de hasta, como méximo, los 10 primeros
términos de la serie (2.2.21). Se modifica la excentricidad de la elipse en el intervalo abierto (0, 1).
A partir de la excentricidad y de r_, se puede deducir el valor de r:

—r_ _(1

e = r+ r :>T+: M s (411)
Ty 4r_ 1—e
2
A=—-——— 4.1.2
r—(1+e)’ ( )
—2e

B=——. 4.1.3
r—(1+e) ( )

Utilizando la expresién (4.1.1), se puede expresar la serie (2.2.21) en potencias de =

p(ry) —p(r-) = i <5+Z—1) zn: <Z> <-§>ka ((14%2)7")” L (414)

n=0 k=0

Se fija rs = 2 (U.M) .Los valores de r_ escogidos son r_ = 6, 10,20, 50 (U.M).
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r =6 (U.M)
1000

r =10 (U.M)

— Dp (1) — Ap (1)
200
— Qg (2) — Ag (2)
800 — Ag (4) 180 — Ag (4)
— Ap (6) — Ap (6)
— Agp (8) 160 —— Agp total
600 — MA@ (10) -
N Ag total 2 140
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400 0
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200 \ .
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0
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50 218
S S
3 <16
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Figura 7: Precesién del perihelio Ay para r— = 6,10,20 y 50 (U.M), junto a los hasta 10 primeros
términos en la serie de potencias de =, en funcién de la excentricidad de la érbita.

Se observa que en general, a mayor excentricidad, menor precesion de la érbita. Esto se
puede justificar argumentando que en las 6rbitas de mayor excentricidad, la particula estd mas
alejada del objeto masivo central en el afelio, por lo que los efectos relativistas serdn menores.
También se observa que la aproximaciéon de la precesién en series de potencias del orden de =

se desvia mas del valor numérico para excentricidades bajas.

Esto se ve de forma exagerada para el caso limite r— = 6 (U.M), donde ni siquiera a orden
10 se consigue aproximar al valor numérico cuando la excentricidad tiende a 0. Ademads, para este
valor de r_, la precesién total parece diverger conforme la excentricidad tiende a 0, mientras
que para r_ mayores el limite parece ser finito. Unos cdlculos sobre la ecuacién (4.1.4) permiten

comprobar que efectivamente es asi:

2
lim A= —

e—0 r_

, lim B =0,

e—0
lim (p(r4) = o(r-)) = > (é o 1> <?:i>n

n=0

(4.1.5)

Utilizando criterio del cociente, se obtiene para qué valores de r_ la serie (4.1.5) converge:

l o n
by, = (2 n 1) <?"a> - lim
n r_ n—oo

8Nétese que las definiciones de L y E usadas no tienen sentido para e = 0.

bai1| _ |3rs

(4.1.6)

n r_
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Por el criterio, para que la serie (4.1.5) converja, ‘%

’ < 1. De forma equivalente, r_ >
rrsco- Conforme la orbita tiende a ser circular, la precesion tiende a un valor finito si la érbita
circular con r = r_ es estable; y diverge en caso contrario. En r_ = rygco la precesiéon también
diverge. Se observa, ademas, que para r_ = 20 (U.M), el tercer orden en la precesion es el ultimo
distinguible del valor numérico a simple vista. Para r_ = 50 (U.M), a partir del segundo orden el
resto se sobreponen sobre el valor numérico y tampoco se distinguen. Esto da una idea de para
qué valores del perihelio es valido usar un orden determinado de la serie (2.2.21) para aproximar

Ap.

4.2. Precesion del perihelio en funcion del radio en el perihelio

En esta seccién se procede de férma andloga a la anterior, se establece rs = 2 (U.M). Se fija
la excentricidad de la 6rbita y lo que se hace variar es r_ entre 6 (3r5) y 50 (U.M). Los valores
de excentricidad fijados son 0,1, 0,5 y 0,9. Ademds de representar las precesiones calculadas con

T's

la serie de potencias en =, se representan también los calculados a partir de la integral (3.2.1)

para segundo orden y la integral (3.2.2) para tercer orden.

e=0.1 e=0.1
200
— Ap (1)
— Ao (3) 1804
— Qg (4)
600 Ag pnwt (2) 160+
— — Ap pnwt (3) —
N —— g total T 1404 _
S 400 <Sl- .
120+
80
0
10 15 20 25 30 35 40 45 50 95 100 105 11.0 11.5 12.0 12.5 13.0 135
r (U.M) r_(U.m)

Figura 8: Precesiéon del perihelio Ag para e = 0,1. Se grafican el valor exacto de la precesion, los cuatro
primeros términos en serie de potencias de “= y la precesién obtenida en los ordenes segundo y
tercero de la aproximacion postnewtoniana. Todos ellos aparecen en funcién de r_. La grafica
de la derecha es un zoom realizado sobre la gréafica de la izquierda, para apreciar mejor los
puntos de corte entre aproximaciones.
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e=0.5 e=0.5

— Q¢ (1)
250 — Lo (@ 180
— Q¢ (3)
— Ap (4)
200 Ag pnwt (2) 160
— — Dg pnwt (3) —
- —— A total (3
o 150 A S 140
g ) J
100 120
50
100
10 15 20 25 30 35 40 45 50 60 65 70 75 80 85 90 95 100
r_(U.M) r_(U.M)

Figura 9: Precesion del perihelio Ap para e = 0,5. Se grafican el valor exacto de la precesion, los cuatro
primeros términos en serie de potencias de “= y la precesién obtenida en los ordenes segundo y
tercero de la aproximacion postnewtoniana. Todos ellos aparecen en funcién de r_. La grafica
de la derecha es un zoom realizado sobre la gréafica de la izquierda, para apreciar mejor los
puntos de corte entre aproximaciones.

- e=0.9 e=0.9
— Ap (1) 160
160 — Do (2) 150
140 T el
— Do (4) 140
120 Ag pnwt (2)
~ \ — Ag pnwt (3) 10
2100 _ s
Ag total ~ 120
S
< 110
100
)
80
10 15 20 25 30 35 40 45 50 60 65 70 75 80 85 90 95 100
r_(U.M) r_(U.m)

Figura 10: Precesion del perihelio Ay para e = 0,9. Se grafican el valor exacto de la precesion, los cuatro

primeros términos en serie de potencias de “= y la precesién obtenida en los ordenes segundo y
tercero de la aproximacién postnewtoniana. Todos ellos aparecen en funcién de r_. La grafica
de la derecha es un zoom realizado sobre la grafica de la izquierda, para apreciar mejor los
puntos de corte entre aproximaciones.

Se observa que conforme aumenta r_ la precesion disminuye. Esto se justifica argumentan-

do que una 6rbita con mayor perihelio estara sujeta a menores efectos relativistas. También se

observa que la aproximacioén del perihelio en series de potencias de “* funciona peor para menor

r_ y excentricidad.

Al comparar la precesién para la aproximacién en serie de potencias y la aproximacion

postnewtoniana, se observa que al aproximar a orden n en == la precesion obtenida directamente

de la métrica de Schwarzschild, no se obtiene el mismo resultado que al aproximar las ecuaciones

diferenciales dadas en (3.0.1), (2.1.2) y (2.1.3) a orden n e integrarlas.
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Se observa que la precesién en el segundo orden de la aproximacién postnewtoniana no
coincide exactamente con la precesién en el segundo orden de la expresién en (4.1.4). Para al-
gunos valores de r_ es superior y para otros inferior. Para el tercer orden de la aproximacién
postnewtoniana, se observa que tampoco coincide con la suma hasta el tercer término en (4.1.4).
Se observa que en funcién de r_, el tercer orden de la aproximacién postnewtoniana varia entre
ser superior al cuarto orden en la serie, a ser inferior al tercero. Los puntos de corte en las
graficas de 8 a 10 aparecen listados en la siguiente tabla:

Corte entre | Ap (2), Ap pnwt. (2) | Ap pnwt. (3), Ap (4) | Ap pnwt. (3), Ap (3)
r— (e=0,1) 10.340 11.715 32.820
r_ (e =0,5) 7.880 8.812 27.333
r— (e=0,9) 6.788 7.285 23.432

Tabla 2: Tabla de puntos de corte entre las aproximaciones de la precesion dadas por tomar la serie
de potencias (4.1.4) y entre la aproximacién postnewtoniana. Se fijan los mismos valores de
excentricidad e que en las grificas de 8 a 10.

Se observa que conforme disminuye la excentricidad, aumenta el valor de r_ para el que se
cortan las aproximaciones. Esto se debe a que como para menor excentricidad ambas aproxima-
ciones difieren més del valor exacto cerca de r— = 6 (U.M), se necesita un r_ mayor para que
los valores dados por cada aproximacién se acerquen entre si y se corten.

5. Conclusion

Durante este trabajo se ha aproximado la precesién del perihelio orbital de dos formas
diferentes. En cada caso la aproximacion se ha realizado durante pasos diferentes del proceso
de célculo de la precesién orbital. En la seccion 2 se aproxima sobre el valor obtenido para la
precesion tomando la métrica de Schwarzschild de forma exacta; en la seccién 3 se aproxima
sobre la conexién afin, se integra la ecuacion geodésica con la nueva conexién afin y se obtiene

la precesion de forma numérica.

En la seccién 4 se ve que ambos planteamientos diferentes a la hora de aproximar dan
resultados distintos. Aun asi, se ve también que tienen comportamientos similares: ambas apro-
ximaciones se acercan mas al valor exacto cuando la excentricidad de la érbita es alta y cuando
el perihelio r_ > 7.

Se observa también que los célculos derivados de la aproximaciéon postnewtoniana dan lugar
a expresiones para las constantes de movimiento mas complicadas que las de la propia solucién
exacta. Esto ocurre porque se estd aproximando sobre un caso sencillo con solucién exacta.
Para una métrica mas complicada, como la métrica de Kerr para agujeros negros en rotacion,
la aproximacion postnewtoniana podria ser mas conveniente. Esto podria ser un tema para un

futuro trabajo.
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6. Anexo

6.1. Meétodo alternativo para el calculo de la conexién afin en la aproximacion
postnewtoniana

Se puede observar que, en la seccién 3 se aproximan de forma directa las componentes de
la conexién afin en coordenadas (i, r, §, ¢) en serie de potencias de “=. En la literatura [8], se
ofrece una forma alternativa para deducir las componentes de la conexién afin en aproximacién
postnewtoniana®. Este método alternativo se puede generalizar a métricas diferentes de la mé-

trica de Schwarzschild.

Aplicarlo a la métrica de Schwarzschild resulta méas complicado debido a que el método
utiliza coordenadas pseudocartesianas generalizadas, en las cuales la métrica de Schwarzschild
se complica bastante. Se necesita recordar como cambiar de coordenadas tanto la métrica como
la conexion afin. Si se conocen la métrica y la conexién afin en unas coordenadas genéricas x*, las

I

componentes de la métrica y de la conexién afin en otras coordenadas z'** vienen determinadas

por las relaciones obtenidas en [9] y [10]:

/ dr® OxP
gMV = gaﬁal‘/u 8:[;/1/ 9 (6.]..1)
' oz’ 0z° 0x7 _, Oz~ 9xF 0% 19
w9 9zt 9xV BT  9alt 9z Oz dxb (6.1.2)

Se ha de mencionar que los calculos para cambiar de coordenadas, por su complejidad, no se
han hecho a mano, sino usando SageMath. Volviendo a la aproximacién postnewtoniana dada
en el libro de Weinberg, se aproxima la métrica como una perturbacién sobre la métrica de
espacio-tiempo plano de Minkowski. Se asume que las coordenadas son de la forma (¢, 2%):

(2) (4)
gt = —1+ g +gs +...

(6.1.3)
(2) (4) (
(

9ij = Oig+ Gij + Gij + - 6.1.4)

(3) (5)

9ti =9t + gt +.-. 6.1.5)

con 7,j = 1,2,3 y siendo J;; la delta de Kronecker. La métrica inversa también se expresa como

una perturbacion de la métrica de Minkowski:

(2 (4)
gt=—1+g"+ 4" +... (6.1.6)
g CUNC)
g7 =i+ 97 + 97 +... (6.1.7)
B 6
gi=g"+ gt ... (6.1.8)
Se debe cumplir que g,,g*” = 0,,. Esto relaciona los componentes de g con los de g, .
Weinberg [8] obtiene que:
(2 (2) (3)
(2) 7 (2) i 3
" = —9u g” = — Gi5 > gtl =0t - (619)

‘s ‘s ‘ . . (n)
9Para esta seccién la notacién serd un poco diferente, para concordar con la usada por Weinberg. a se define
como la contribuciéon del orden n del desarrollo a la magnitud a, no como la suma de las contribuciones del
desarrollo de a hasta orden n.
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Se pueden despejar las relaciones entre los términos de orden superior:

@ o (@)
9" = — g1 — <9tt> ; (6.1.10)
& @ @
97 = — gij — gudj (6.1.11)
®)

5 @6 @0
9" =gt + 9gugti — gagu - (6.1.12)

A partir de las aproximaciones de g,, y ¢g"”, se puede aproximar la relacién (2.0.5) al orden
necesario para obtener las componentes de la conexién afin en la aproximacién. La literatura
nos dice [8] que la expansién de las componentes de la conexién afin es de la forma:
P o
Iy =T+ 1, +... para Iy, I, T, (6.1.13)
wo_pi i i ot
FVA :PVA + PV}\ + .o pa:ra th7rtt7r,t] y (6.1.14)
con i, 5,k =1,2,3. Weinberg calcula las expresiones para las componentes de la conexién afin al

. . 2.1
orden necesario para aproximar ddT‘g a orden 2 en v2.

2 (2)
( i) 10 gu

= TG e (6.1.15)
(2 (®3) (4)
I(‘?: 1 (21)1 Ogu | 0 gu _ 16 gt (6.1.16)
9 Ox! ot 2 Oxt o
®3) (2) ®3)
1(“?.: 1[9gu n 9gij  Ogy (6.1.17)
b9\ 9zd ot ozt ’ o
2) &) ()
S _1(0gi , 99 O gk (6.1.18)
R\ 9w " oxk oxt ) o
©  19gu
It =—= 6.1.19
tt 2 81: ) ( )
©  19gy
t=—-—= 6.1.20
ti 2 8%’1 ’ ( )
)
r,=0. (6.1.21)

Se listaran aqui las expresiones de la conexion afin necesarias para llevar la aproximacion a tercer

25



orden en v2. Se recuerda que 8?51' ~ % y % ~
- 3 o @ (3) (4) © @) (6)
01 ;& Oguw 1% [, 090 9 g dgi 19 0gn 10 gu
L) ot 2 ot 0xt ot 27 0Ozt 20zt
(2) (3) (2) (3) (5) (4) (5)
N ;22 Ogu 1% (0gu Ogn 0gy\ 1 [0gu  0gy 9gy
) oxd 2 OxJ ot ox! 2 | OxJ ot oxt | 7
(2) (2) (4) (4) (4) (4)
O _ 1% (09 ,9gu Ogw) , 1 (09 09y g
k=9 OxJ Oxk ox! 2\ 0xd oxk oxt ’
& 1% o6 50
=99 o ozt 7
(2)
1242: 1% 0gu
L) oxt ’
3) (3) (2)
1(37;): 1 g | Oy _ 9 gij
4 2\ Oxd ox’ ot

(6.1.22)

(6.1.23)

(6.1.24)

(6.1.25)

(6.1.26)

(6.1.27)

Ahora se van a aplicar las férmulas anteriores sobre la métrica de Schwarzschild. Se recuerda

que las coordenadas (t, x, y, z) se transforman a (¢, r, 0, ¢) por las expresiones:

x = rsin(f) cos(p) ,

y = rsin(f) sin(p

z =rcos(f

).

)

)

(6.1.28)

En coordenadas (¢, z, y, z) las componentes no nulas de la métrica de Schwarzschild son:

r
gu=—-1+—=,
r
2
rsz
=14+ 7
R )
Tsyz
Gzy = Gyz = N
P(1-%)

2
rsT
— 14—
Gz 3 (1 — %
TsZY
9zy = Gyx 3 (1

Al desarrollar en serie de Taylor de “* el término

Ts
T

(4)
, guv con el segundo, etc.

(2) Ts
gt = —
T
@ 7re2?
9zz = 3 )
(2) (2 rsyz
92y=09yz = 3
(4)
g1t =0,
(0 _ 15’2
9zz = ra )
2
4) @ TsYz
gzy—gyz - T4 9

(2)

1

1—Is

)

—~
3

rr — o

@ @
Jry=9yxz =

(4)
Gza

@ @
Gry=9yx =

(6)
gtt

26

2
rsY
=1+ —
9yy -
R

7

. (2) .
, se obtiene g,,, con el primer orden en

(2) rsy2
gyy = T'3 9

(2 (2 TsTz
9r2=Yzx = 3

T

(4) 7’522/2
gyy = T4 9

@ @ _ rwz
9r2=Yzx = 7”74 )



Basta aplicar las expresiones entre (6.1.9) y (6.1.12) para hallar g"” a primer y segundo orden

en L=
r
(2) 2 2 2 2
tt_ _Ts % __Is? g<y)y _ sy
r bl 743 ) 743 )
2
@, T2 QG TsTy Q. G rsxz
g - T .3 g g - 3 g = g - 3
T T T
@) @ oz @ o\ 2
sY tt s
gzy: - gyz = 3 g =—\— ’
T T

Seguidamente, aplicando las ecuaciones entre (6.1.15) y (6.1.27) con los g, y g"” obtenidos
a partir de la métrica de Schwarzschild, se calculan los términos de la expansién de la conexién

/ . . 2 .0
afin suficientes para aproximar ddeg hasta tercer orden en v>

, en coordenadas (t, =, y, z). Basta
aplicar el cambio de coordenadas inverso al definido en (6.1.28) y las ecuaciones (6.1.1) y (6.1.2)
para volver a coordenadas esféricas. Al utilizar cdlculo simbélico en SageMath para estos pasos,
se obtienen al final los mismos resultados que al aproximar directamente las componentes no
nulas de la conexién afin en coordenadas esféricas, como se hace en las secciones 3.1.1 y 3.1.2

para segundo y tercer orden, respectivamente.

6.2. Calculo de los coeficientes I, para todo n

En la seccién 2.2.2 se expresa como serie de potencias de términos del orden de ** la
precesion orbital del perihelio de un objeto en torno a un agujero negro de Schwarzschild, en la
expresion (2.2.21). Aparecen ciertos coeficientes I,, dados por la integral entre —% y 47 del seno
elevado a n. Para los n impares, esta integral dard 0 por simetria del dominio de integracién.
Para los pares, se puede deducir una férmula recursiva por integracién por partes:

/udv:uv—/vdu,

I, = /+’2’ sin” (¢)dy = [— cos(1)) Sin”_l(w)}

_
2

+/+ cos?(1)(n — 1) sin™2(yp)dep = 0 + /+g (1 - sin2(1/1)> (n —1)sin"2(¢)dyp =

-
2

+
+,

[SIERNIE]

(VB

VB

—(n=1)[lyo— L) = ,

-1
= I, = o I,,_5 (para n pares). (6.2.1)
n

Sabiendo que Iy = m, se puede aplicar repetidamente la expresién (6.2.1) para obtener una
férmula explicita de I,, para los n pares:

_n—l

I - (n—1)(n—3)

n(n — 2)

Ins=...= (n ;(?12)(_”2;3) = (n ;”1)”77 (6.2.2)

In72 =
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