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CAPITULO 1

Introduccion

Un sistema hibrido es aquel formado por dos subsistemas acoplados, uno clédsico y otro cuntico;
y generalmente procede de tomar un limite parcial clasico de un sistema fisico puramente cuantico.
Esta aproximacién de ciertos grados de libertad cuénticos a variables clasicas tiene su aplicacion
en la descripcién de sistemas moleculares. En ellos, se puede tomar una aproximacién clasica para
modelizar la dindmica del nticleo y los electrones de capas mas internas, al ser un sistema de masa
considerablemente mayor y velocidad inferior que el formado por los electrones méas externos, cuyos
grados de libertad se tratan cuanticamente. El problema de encontrar una dindamica que describa
estos sistemas considerando todos los grados de libertad cuanticos es especialmente complejo y
las simulaciones resultan imposibles con ordenadores actuales. Ademds, el limite completamente
clasico a través de la aproximacion de Born-Oppenheimer no es adecuado en aquellos procesos
donde la aproximacion adiabatica no es valida. Es por esto que modelizar los sistemas moleculares
como sistemas hibridos supone una simplificacion del sistema original que permitird considerar
dinamicas relativamente sencillas para describir el sistema, de forma que la desviacion con respecto
a la dindmica real sea inferior a la correspondiente a la aproximacién puramente clasica.

Si bien existen diversos formalismos, el tratamiento matemdético més general de la mecdnica
cldsica estd escrito en términos de geometria diferencial: los espacios de fases se corresponden con
variedades de Poisson y la dindmica es solucién de las ecuaciones de Hamilton (ver Apéndice |A)).
Por el contrario, la mecénica cuantica estd usualmente descrita por funciones en espacios de Hilbert
mediante la ecuacién de Schrodinger o por operadores en C*-dlgebras mediante la ecuacién de
Heisenberg. Para modelizar matematicamente la dindmica hibrida, es preciso poder describir los
grados de libertad clasicos y cudnticos a través del mismo formalismo matematico.

Una posible via para solucionar esta incompatibilidad entre formalismos consiste en la trans-
formacion del espacio de Hilbert complejo en un espacio real de dimensién doble con una serie de
ligaduras, de forma que es posible establecer un paréntesis de Poisson que permite transformar la
ecuacién de Schrodinger en un conjunto de ecuaciones hamiltonianas y construir asi las ecuaciones
de Ehrenfest en una variedad de Poisson [I]. Este tratamiento matematico clasico de los grados de
libertad cudnticos permite describir geométricamente el sistema hibrido como producto cartesiano
de los espacios de fases clasico y cuantico (Mg = Mg x M), construyendo un paréntesis de
Poisson a partir de los relativos a cada uno de los espacios independientes y estableciendo asi un
conjunto de ecuaciones de Ehrenfest globales acopladas. Estas seran lineales en grados de libertad
cuanticos y no lineales en grados de libertad cldsicos. Ademas, el acoplo permite recuperar parte



del entrelazamiento perdido al suponer inicialmente los espacios cudntico y clasico dos sistemas

desacoplados, de forma que la dinamica clasica afecta a la cuantica y viceversa.

Al tratar de realizar un tratamiento estadistico [2] considerando el espacio de fases descrito
anteriormente, es precisa una definicién de entropia del sistema hibrido. El Hamiltoniano y tensor
de Poisson hibridos construidos permiten la definiciéon de una funcién densidad de probabilidad Fi
de forma andloga a la definida en mecédnica estadistica clasica, que debe satisfacer la ecuacién de

Liouville. Esto permite asociar al sistema una entropia de Gibbs:

Sq[Fu] = —kp /M dup (&, py) Fr (&, py)log[Fu (&, py)] (1.1)

con (&, py) € Mg ® Mg puntos del espacio de fases y duy = dpc A dpg la medida en el espacio
de fases hibrido. El problema con esta definicién es que los elementos de Mg no definen eventos
mutuamente excluyentes (excepto aquellos estados que sean ortogonales), de forma que la medida
sobre los subsistemas cuanticos no es correcta y las medidas fisicas sobre el sistema resultan erréneas.
Otra via para la construccién de una funcién entropia consiste en considerar una matriz densidad
hibrida p(§) (detalles acerca de su construcciéon matemética se pueden encontrar en [2]). Esto permite

construir una entropia basada en la de von Neumann de la forma

SIpE)] = ks /M dpic () Tr[p(€)10gh(€)] (12)

que se reduce a la entropia de von Neumann cuando el subsistema cldsico es puro y a la funcién
clasica de la entropia cuando el subsistema cuantico es puro. Con esta funcién es posible aplicar el
principio de maxima entropia y hallar el ensemble que la maximice. Sin embargo, no es tan trivial

asegurar la existencia de una dindmica que tenga este macroestado como punto de equilibrio.

Si bien es posible seguir trabajando en la linea descrita anteriormente para la descripcion de
los sistemas hibridos, utilizando modelos formalmente clasicos para estudiar el subsistema cuantico,
existe otra linea de investigacion abierta que se basa en tratar el subsistema clasico con el formalismo
matematico caracteristico de la mecanica cuantica. Esta construccion se basa en el formalismo de
Koopman [3], que permite describir los estados cldsicos como elementos de espacios de Hilbert, asi
como transformar la ecuacién de Liouville que rige la mecanica estadistica clasica en una ecuacion
de tipo Schrodinger sobre los elementos de dicho espacio de Hilbert. Esta formulaciéon permite la
construccién de una C*-dlgebra de observables clésicos (A¢), cuya representacién en el conjunto
de los operadores lineales acotados sobre el espacio de los estados (o (A¢)) es un dlgebra conmu-
tativa. Ademads, la dindmica de estos operadores debe venir dada por un automorfismo externo. El
formalismo matemaético tras esta deduccién se justificard rigurosamente en capitulos posteriores.

Se definird, asimismo, la C*-algebra de observables hibridos como el producto tensorial de las
C*-algebras clédsica y cuantica (Ay = Ac ® Ag), quedando fijado el conjunto de estados hibridos
como su espacio dual. Se consideraran dinamicas lineales sobre la representacién de los observables
hibridos en el conjunto de operadores lineales acotados, mg(Ag) C B(He ® Hg):



dru (f)(t)
dt

con L € B(Hc ® Hg). Para que la evolucién sea no trivial, £ serd un elemento externo al algebra

= Lr(f)(t) Vf e A (1.3)

de operadores, pero debe mantener el algebra invariante: L(mg(Ag)) C mu(Am). Esta condicién
impondra ligaduras sobre las diferentes dindmicas consideradas. Alternativamente, esta dinamica
se puede traducir a la imagen de Schrodinger sobre los estados, representados como elementos del
conjunto de matrices densidad D(Hc @ Hg).

En [4] se establecen las condiciones que debe satisfacer una dindmica unitaria y se concluye que
no existe lo que se denomina back-reaction, esto es, la dinamica de la parte cudntica no afecta a
la clasica. Se conoce que este fenémeno sucede experimentalmente en las moléculas, sistema fisico
que se trata de describir. Por tanto, es preciso encontrar dindmicas no unitarias mas generales que
conduzcan a una descripcion mas precisa del sistema fisico. En este trabajo se tratara principalmente
con dinamicas Markovianas o Lindbladianas.

El objetivo global es poder estudiar termodinamicamente los sistemas hibridos. Para ello, en

[4] se describe la entropia hibrida como la entropia de von Neumann sobre las matrices densidad
hibridas

Sun(pu) = =Tr(pmlogpu),  pu € D(He ® Hg) (1.4)

la cual se prueba que es equivalente a . La aplicacion del formalismo de méxima entropia
permite encontrar el ensemble candnico hibrido. El problema de encontrar una dindmica hibrida
que satisfaga las condiciones enunciadas y tenga como punto fijo estable el ensemble descrito en [4],
tiene utilidad en la modelizacién de sistemas estadisticos hibridos a temperatura finita. Este trabajo
se limitara a un estudio sobre las caracteristicas que debe cumplir la dinamica Lindbladiana para
estar bien definida sobre el sistema hibrido, dejando como trabajo futuro la verificacién de si estas
dindmicas dejan invariante el ensemble canénico hibrido.

En el Capitulo[Z se dard una descripcién formal de las deducciones de Koopman y su aplicacién
a los sistemas hibridos. Asimismo, se caracterizard la forma general de las dindmicas Markovianas,
contextualizando su aplicacién fisica. En el Capitulo[3 se determinardn las condiciones que deben
cumplir las dindmicas unitaria y Lindbladiana para preservar el dlgebra de operadores, estableciendo
el rango de posibles dindmicas en las que puede existir back-reaction. Finalmente, en el Capitulo
[4 se mostrardn una serie de ejemplos implementados numéricamente que permitirdn verificar la
presencia de este back-reaction y visualizar la dinamica del sistema.



CAPITULO 2

Marco teorico

2.1. El formalismo de Koopman en mecanica clasica

A continuacién, se dard una descripcion de las ideas generales del formalismo de Koopman que
permiten traducir la dindmica clasica descrita en términos de geometria diferencial a una dindamica
andloga a la de Schrédinger en mecdnica cudntica. Se seguird el razonamiento de [5]. Para més

detalle acerca del formalismo geométrico de la mecénica cldsica véase el Apéndice [A]

El espacio de fases clasico del que se parte es una variedad diferenciable simpléctica (M¢,w)
de dimension 2n. En ella se puede definir un atlas de Darboux, de forma que localmente existe un
conjunto de coordenadas {q'} y momentos {p;} sobre el que la dindmica est4 dada por las ecuaciones
de Hamilton. Ademas, en estas coordenadas, la forma simpléctica se escribe como w =), dq’ A dp;.

Sobre esta variedad, se puede definir la medida de Liouville como

n veces

dp=wA..ANw (2.1)

Esta medida tiene la propiedad de que una transformacién que lleva {g(0),p(0)} a {q(¢),p(?)},
para algin ¢t € R, deja invariante la integral fQ pdu para cualquier regién 2 C Mg y funcién p
analitica definida positiva sobre ). Esta propiedad es clave para poder aplicar el formalismo de
Koopman. Se considera el espacio de todas las funciones complejas de cuadrado integrable en Mo

con la medida de Liouville.

L2 Mo, dp) = {f:MC—HC‘/ |f]2du<+oo} (2.2)
Mce
Este espacio es de Hilbert y su métrica estd dada por el producto escalar asociado,

(flo) = /M fgdp (2.3)



Koopman demuestra en [3] que si ¢ es una transformacién canénica en el espacio de fases que
mantiene invariante el paréntesis de Poisson, entonces el operador dado por U(f) = f o ¢ es una
isometria unitaria. Asi, el flujo Hamiltoniano F;, por ser un simplectomorfismo, permite construir
una transformacién unitaria Uy dada por U(f) = f o Fy, Vf € C*°(Mc).

Lo anterior estd definido para todo ¢ € R, formando un grupo de transformaciones unitarias
continuo sobre un inico pardmetro. Por el teorema de Stone (F.4.3)), existe un operador autoadjunto
L tal que U; = e al cual se denominara operador de Koopman. Dado que este operador es

generador infinitesimal de la evolucion, depende localmente del Hamiltoniano de la forma

.<8H 0 O0H 8> (2.4)

~ ' \odt opi, ~ Opi 00

Asi, se considera un estado 1, € L2(Mc,du) que satisface p = @pwp, de manera que p es
la densidad de probabilidad en la mecanica estadistica clasica y evoluciona segun la ecuacion de
Liouville:

b= —Xu(p) (2.5)

La construccién anterior ha permitido trasladar esta dindmica al espacio de estados £2(Mc, dp),
de forma que la evolucién de estos viene dada por

i, = L, (2.6)
que es una ecuacién de tipo Schrédinger.

La idea de Koopman permite describir los estados cldsicos como elementos de un espacio de
Hilbert H¢ y los observables clasicos como operadores lineales sobre este espacio, siendo la evolucion
de los estados descrita por una ecuacién de Schrodinger. La conmutatividad de las funciones clasicas
deriva en que el algebra de operadores correspondiente debe ser conmutativa.

El desarrollo anterior permite considerar el espacio de Hilbert que contiene a los estados hibridos
Hu = He ®Hg, donde Hg es el espacio de Hilbert de estados cuanticos habitual en la formulacién
de la mecédnica cuantica. Sin embargo, la diferente forma de los estados de los espacios de Hilbert
clasico y cudntico dificulta el tratar de formular una dindmica sobre este espacio. Es por ello que se
recurre a una formulacion alternativa utilizada para describir la mecdnica cuantica. Esta formulacion
se da en términos de C*-algebras, estructuras matematicas que contienen a los observables fisicos
de un sistema. El objetivo es poder construir las C*-dlgebras de observables clasicos y cudnticos,
construyendo finalmente una C*-algebra de observables hibridos. Como se vera posteriormente, el
planteamiento de dindmicas sobre elementos de este conjunto es un problema mas sencillo que el
correspondiente a hacerlo sobre los estados del espacio de Hilbert hibrido. Si la dindmica de un
sistema esta contenida en los elementos de una C*-algebra, se estd en representacién de Heisenberg;
mientras que si estd contenida en los elementos de su dual (que se corresponderan con los estados)
la representacién es de Schrodinger.



El conjunto de funciones complejas de soporte compacto sobre la variedad diferenciable Mg
es una C*-dlgebra con las operaciones adecuadas (justificaciéon en el Apéndice @ y contiene a
los observables clédsicos, por lo que constituird la C*-algebra clasica Aq¢. La construccién GNS
(F.2.11)) [6] afirma que, dado un estado, siempre es posible encontrar una representaciéon 7 de una
C*-algebra A en el conjunto de operadores lineales acotados sobre un espacio de Hilbert H, esto es,

m: A= B(H).

Asi, visto desde la imdgen de Heissenberg, la conmutatividad de los operadores se reduce a que la
representacién de la C*-dlgebra de observables clasicos en el conjunto de operadores lineales acotados
sobre el conjunto de estados (m¢(Ac)) es un algebra conmutativa, sobre la cual la dindmica viene
dada por la ecuacion de Heisenberg. Dado que esta ecuacién describe la evolucién de los operadores
en términos del conmutador con un Hamiltoniano, se debe tener un Hamiltoniano no perteneciente
al algebra de operadores clasicos para que la evolucién sea no trivial; pero debe preservar este
algebra al actuar sobre ella: es un automorfismo externo. Asimismo, el espacio dual a A¢ se puede
representar como un conjunto de matrices densidad cldsicas (ver Apéndice[B), cuya dindmica viene
dada por la ecuacién de von Neumann. Asi, esta construccién convierte la dindmica no lineal de
Liouville sobre M¢ en la dindmica lineal de von Neumann sobre el conjunto de matrices densidad
clésicas D(H¢) (equivalente a una dindmica sobre los estados de A¢*) o de Heisenberg sobre los
operadores lineales clésicos B(H¢) (equivalente a una dindmica sobre los observables de A¢). Sin
embargo, esta dindmica pasa de estar caracterizada por una funcion Hamiltoniana en el dlgebra de

observables a estarlo por un Hamiltoniano fuera de ésta.

Ac Ab

L.
T 2
B(Hc) D(He)
mc (ACS * F;Tc (Ac))”

Figura 2.1: Esquema de los conjuntos de observables y estados cldsicos y su representacion.



En la Figura|2.1se muestra esquematizada la construccion anterior: la C*-algebra de observables
Ac (funciones complejas de soporte compacto sobre M) se representa por ¢ en un subconjunto
del espacio de operadores lineales acotados B(#Hc). El dual de este conjunto, (7¢(Ac))*, es un
subconjunto del espacio de matrices densidad D(Hc¢) y representa a los estados de Af (que se
corresponden con medidas de Radon sobre M¢) a través de alguna aplicaciéon que no se conoce.
El hecho de que no se corresponda con el espacio D(H¢) completo es una intuicién que se justi-
ficard en el Capitulo [} aunque, en principio, podria ser subconjunto propio o no, ya que no estd
completamente caracterizado el espacio concreto que conforma (m¢o(Ac))*.

Cada elemento de Ac es una funcién de las coordenadas generalizadas {¢'} y de los momentos
generalizados {p;}. Las coordenadas y momentos canénicos conjugados, {II i} y {II,}, no son
observables clasicos (son elementos derivativos), por lo que cualquier funcién dependiente de ellos
estd fuera del dlgebra Ac. Asi, se tiene que los elementos de ¢ (A¢) dependerdn de los operadores
Qi = mo(q?) y By = me(ps) pero no de ﬁqi =mo(Il;) y I1,, = 7¢(Il,,). Sin embargo, los elementos
de B(H¢) si dependerdn, en general, de coordenadas y momentos conjugados. Por ello, para tomar
un Hamiltoniano fuera del algebra, basta tomar un operador acotado dependiente de coordenadas
y momentos conjugados.

Por otro lado, la C*-dlgebra cudntica, Ag, es el conjunto de operadores acotados sobre el espacio
de Hilbert cudntico (B(Hq)), siendo los observables los operadores autoadjuntos y de forma que la
representacién es trivial (ver Apéndice @ Ademss, el teorema de Gleason asegura que los estados
sobre Ag se corresponden uno a uno con las matrices densidad en D(Hg).

Con todo esto, se han resumido las ideas de Koopman que permiten la construccién de un
espacio de Hilbert de estados cldsicos H¢ y de una C*-algebra de observables clasicos A¢. A partir
de este dlgebra y la C*-dlgebra de observables cuanticos Ag, se ha establecido un método para la
construccién de representaciones m¢ : Ac — B(Hc) y g : Ag — B(Hg). Lo anterior permite
generar dindmica en los sistemas clasico y cuantico a través de ecuaciones de tipo Schrodinger sobre
los estados en H¢c y Hg, de tipo Heisenberg sobre los operadores de m¢(Ac) y mq(Ag) o de tipo
von Neumann sobre las matrices densidad en (7¢(Ac))* v (mg(Ag))*. La ventaja de la formulacién
en los dos ultimos casos para llegar a plantear una dinamica hibrida es la forma equivalente de los
estados en D(H¢) y D(Hq), asi como la forma equivalente de los observables en B(H¢) y B(Hq).

A partir de esta formulacién matematica comin en los sistemas cldsico y cuantico, se construyen
los estados y observables hibridos sobre los cuales se podra formular posteriormente una dindmica.
Dado que los sistemas hibridos son limites parciales de otros puramente cudnticos, es légico construir
la C*-algebra hibrida de forma natural como Ac® Ag (ver Apéndice @ A su vez, su representacion
sobre B(Hc ® Hq) se define como 7y = m¢ ® 7@, de forma que g (Ag) = mc(Ac) ® mg(Ag).
Los estados sobre Ag son un conjunto de operadores cuanticos parametrizados por variables reales
p(€). Cada estado p(&) tiene asociada una matriz densidad hibrida pg € D(Hc ® Hg), sobre la cual
estd bien definida la entropia hibrida como la entropia de von Neumann (ver [4]).



2.2. Dinamica Markoviana

El estudio de dindmicas no unitarias en sistemas cuanticos ([7],[8],[9],[10]) surge de la necesidad
de explicar el comportamiento de sistemas cudnticos abiertos, esto es, sistemas que interaccionan
con el exterior. Tiene aplicacién en gran cantidad de sistemas fisicos reales, como pueden ser los
procesos de emision y absorcién de fotones por parte de un 4tomo o, en general, todos aquellos sis-
temas cuanticos que intercambian energia con su entorno. Los procesos Markovianos, en particular,
permiten describir el caso més simple posible de dinamica en sistemas abiertos.

En el caso de sistemas cerrados (no interaccionan con el exterior), un estado cudntico |¢(t))
evoluciona segin la ecuacién de Schrédinger, de forma que existe un operador unitario U(¢,tg) que
transforma el estado en el tiempo como |¢(t)) = U(t,to)|1(t0)). Esto implica que, desde el punto
de vista de Schrodinger de la mecdnica cudntica, las matrices densidad evolucionan como

p(t) = U(t, to)p(to)U' (t, o) (2.7)

lo que lleva a la ecuaciéon de von Neumann. Por otro lado, la representacién de Heisenberg conduce
a una evolucién de los operadores dada por

A(t) = UT(t, t0) A(to) U (t, to) (2.8)

obteniéndose la ecuacién de Heisenberg. Asi, la dinamica de un sistema cuantico cerrado es unitaria.

Esto no ocurre si se considera un sistema abierto. Se puede modelizar como una estructura
formada por dos subsistemas, S y B, acoplados. Los estados del sistema total seran elementos del
espacio de Hilbert H = Hg ® Hp. Estos subsistemas representaran fisicamente lo siguiente:

» El subsistema S formara el sistema (abierto) de interés, aquel sobre el que se realizardn las
medidas. Asi, interesard conocer la evolucién de operadores de la forma A®Ip, con A € B(Hyg)
y Ip el operador identidad del subsistema B.

= El subsistema B corresponderd a un medio ambiente con el cual el subsistema S interacciona.
A lo largo de las deducciones, siguiendo [7], se supondra que este sistema tiene un numero
de grados de libertad muy elevado (reservorio), de forma que las frecuencias de los modos del
subsistema tienden a formar un continuo. Ademads, se asumiréd que esta en estado de equilibrio

térmico. Es por ello que se dice que este subsistema es un bano térmico.

Se puede suponer que el sistema total S+ B es cerrado y toda la interaccién del sistema abierto

a modelizar S se produce con el entorno B. El Hamiltoniano del sistema total es de la forma
H(t) = Hs ® Ip +Is ® Hp + Hin(t) (2.9)

asumiendo que los Hamiltonianos puros de los sistemas S y B son independientes del tiempo y
permitiendo dependencia temporal en el Hamiltoniano de interaccion H;,;.



La matriz densidad del sistema reducido S, pg, viene dada por la traza parcial en los grados
de libertad de B de la matriz densidad total p. Es precisamente esta matriz reducida el objeto de
interés para caracterizar la evolucién del sistema abierto. Como el sistema completo es cerrado,
la evolucién del estado de éste es unitaria y se debe tener necesariamente que existe un operador
unitario U(t, o) tal que

ps(t) = Tr{U(t,t0)p(to)UT (¢, t0)} (2.10)

Se supondra que el estado inicial es separable p(0) = ps(0) ® pp, con pp el estado de equilibrio
térmico en B. Esto no implica que no existan excitaciones en el reservorio causadas por el sistema
reducido, sino que se estd asumiendo que el tiempo de decaimiento de estas excitaciones es muy
inferior a la escala de tiempo de evolucién del sistema. Entonces, la transformacion de la matriz

reducida a un tiempo t > 0 viene dada por

ps(t) = V(t)ps(0) = Trp{U(t,0)[ps(0) ® pp|UT(t,0)} (2.11)

Utilizando la descomposicién espectral de pp, se puede escribir la ecuacion (2.11]) en términos de
unos operadores sobre Hg, W,3(t), dependientes de los elementos de una base de Hp y del operador
U(t,0):

ps(t) = V(£)ps(0) = D Was(t)ps(0)W, 4(t) (2.12)
o,B

donde o y 3 suman en la dimensién del espacio Hp. Los operadores W,z satisfacen

> Wis(tWas(t) = Is (2.13)
ap

Esto tdltimo implica que Trs{ps(t)} = Trs{V(t)ps(0)} = Tr{ps(0)} = 1, de forma que la
aplicacién V(t) es completamente positiva y conserva la traza. Con todo esto, V(t), denominada
aplicacién dindmica, es una transformacién interna dentro del conjunto de matrices densidad del
sistema S, que lleva el estado inicial al estado en un tiempo ¢ fijo. El conjunto {V(¢)|t > 0} es, asi,
una familia de aplicaciones dinamicas dependiente de forma continua de un parametro y describe
la evolucién completa de los estados del sistema S a tiempos posteriores al inicial. Si se supone que
se cumple la propiedad V (t1)V (t2) = V (t1 + t2) Vt1,t2 > 0 (propiedad de semigrupo), se tiene que
el comportamiento es Markoviano. Esta suposicién, derivada de la denominada aproximacion de
Born-Markov, puede justificarse cuando el tiempo de correlacién caracteristico del sistema B es
mucho menor que la escala de tiempo de evolucién del sistema, ya que en ese caso pueden despreciarse
efectos de memoria. Las principales aproximaciones tomadas son la de Born, suponiendo acoplo débil
entre subsistemas; la aproximaciéon de Markov, suponiendo tiempos caracteristicos de decaimiento
de las funciones de correlacién del reservorio (75) muy inferiores a la escala de tiempo de relajacién
del sistema (7g); y una aproximacion secular, justificada si esta escala de tiempo 7 es mucho menor
a la de evolucién del sistema, 75. En el Apéndice se exponen los procedimientos que permiten,
a partir de estas aproximaciones, llegar a los resultados obtenidos.



A la familia {V (¢)|t > 0} descrita, cumpliendo la propiedad de semigrupo, se le denomina semi-
grupo dindmico cudntico. Lindblad, en [10], y Gorini, Kossakowski y Sudarshan, en [§], presentan
una serie de propiedades que caracterizan a los semigrupos dindmicos y que les permiten hallar la
forma mds general posible del generador de estos semigrupos. A continuacién se presentan algunas
ideas muy generales que conducen a estos resultados.

El hecho de dotar al conjunto {V(¢)|t > 0} de la propiedad de semigrupo es determinante
para poder asegurar que existe una aplicacién lineal £ tal que cada elemento del semimgrupo se
puede expresar como V (t) = exp(Lt). Esta aplicacién se denomina generador del semigrupo y la
representacion exponencial garantiza una evolucién de las matrices densidad reducidas regida por

una ecuacion diferencial de primer orden (ps(t) = Lps(t)).

El desarrollo de los operadores W3 en funcién de una base del espacio Hg (ver Apéndice ,
supuesto de dimensién finita N, traduce la dindmica anterior a la descrita por la ecuacién (2.14)),
que es la forma mas general posible de una evolucién dada por un semigrupo dinamico cuantico.

Esta ecuacién se denomina ecuacién maestra de Lindblad y la dindmica que genera es la dinamica
Lindbladiana.

N2-1

. . 1 1

ps = Lps = —i[H, ps] + E Vi (VkPSVkT - ivlekPS - zpsV,ka> (2.14)
k=1

En esta expresién los parametros v, son no negativos y tienen relacién con ciertas funciones de
correlacién del ambiente, H es el Hamiltoniano del sistema (de forma que el primer término describe
la parte unitaria de la evolucién) y los operadores Vj se denominan operadores de Kraus.

Por otro lado, la ecuacién maestra anterior describe procesos irreversibles en sistemas abiertos,
de manera que la entropia de los mismos es creciente hasta llegar al estado de equilibrio térmico,
en el cual se vuelve constante. Esto se muestra en [7] a través de la definicién de una tasa de
produccién de entropia o(p), la cual se demuestra que es un funcional convexo sobre el espacio de
matrices densidad y tal que se desvanece en el estado estacionario.

Para obtener la representacién de Heisenberg de la evolucion Lindbladiana, hay que tener en
cuenta que el valor medio de los operadores debe ser igual en ambas representaciones, esto es,
Trs{A(V(t)ps)} = Trs{(VT(t)A)ps}. Un operador en representaciéon de Heisenberg en un tiempo
t dado es de la forma Ag(t) = VT(t)A, donde A = Ag(0). Su evolucién temporal viene dada por la

ecuacion maestra adjunta:

An(t) = Vi) (ﬂ(t)A) (2.15)

En el caso de Lindbladiano £ independiente del tiempo, se tiene que £ conmuta con V(t), de

forma que la ecuacién maestra resulta

Ap(t) = i[H, Au(t) Z <VTAH £V, — %AH(t)V;:Vk - ;V,jvaH(t)> (2.16)
k=1
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CAPITULO 3

Dinamica de los sistemas hibridos

En el capitulo anterior se ha visto cémo el formalismo de Koopman permite construir un espacio
de Hilbert que contiene a los estados de un sistema clasico y formular en él una dindmica lineal
equivalente a la dindmica no lineal de Liouville caracteristica de la formulaciéon geométrica usual
de la mecénica cldsica. Asimismo, se ha construido una C*-algebra de observables cldsicos, Ac,
y su representacién en el conjunto de operadores lineales acotados sobre el espacio de Hilbert de
estados cldsicos, mc(A¢). Esto ha permitido formular la dindmica en términos de elementos de
mo(Ac) a través de la ecuacién de Heisenberg y en términos de las matrices densidad de D(H¢)
segun la ecuacién de von Neumann. Ademas, el algebra de operadores clasicos es conmutativa y el
Hamiltoniano que rige la evolucién es un automorfismo externo a este algebra. De manera andloga,
y en base a la formulacién habitual de la mecanica cudntica, se ha analizado cémo formular sistemas
dindmicos equivalentes sobre el espacio de Hilbert cudntico Hg (ecuacién de Schrédinger), sobre
B(Hq) (ecuacién de Heisenberg) y sobre D(Hg) (ecuacién de von Neumann). Finalmente, se ha
construido una C*-4lgebra que contiene a los observables hibridos Ag = Ac®.Ag y su representacion
sobre B(Hc®@Hq), mu(Ar) = mc(Ac)®@mg(Ag). En este capitulo se van a establecer las condiciones
que debe cumplir la dindmica hibrida para estar bien definida, describiendo la evolucién de elementos
de m(Ag) (imagen de Heisenberg) o de su dual (imagen de Schrédinger).

La evolucién de un operador de 7 (Ag) viene descrita por un automorfismo sobre este espacio.
Debido a la conmutatividad de 7 (A¢), para que este automorfismo defina una evolucién del sistema
cldsico no trivial, es preciso que sea externo al dlgebra 7w (Ap). Esto es consecuencia directa de que
la evolucién clésica sea no trivial inicamente si viene dada por un automorfismo externo al algebra

cldsica. Aqui se consideraran unicamente sistemas lineales, esto es, de la forma

dri(A)(t)

o = Lan(A)(t), YA€ Ay (3.1)

de manera que la condicién de automorfismo externo deriva en que £ sea un superoperador definido
en el conjunto B(H ) completo, pero tal que L(my(An)) C ma(Ag). Se asume, asi, que £ genera
un operador acotado et C B(Hp), el cual necesariamente cumple e“! (7 (Ag)) C 7 (Am).

Entonces, en imagen de Schrodinger, la evolucion serd de la forma

dpr (1)

= Lipu(t), Vpu € D(Hp) (3.2)
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Ademaés de la condicién de preservar el dlgebra mpy(Apg), hay que imponer sobre L otras
condiciones adicionales. Estas estdn relacionadas con el hecho de que una aplicacién lineal co-
mo LT, aplicada sobre una matriz densidad, no tiene por qué resultar otra matriz densidad, de
forma que hay que imponer que D(H ) se preserve para tener una evolucién bien definida sobre los
estados. Esto requiere que la evolucion sea tangente al conjunto de matrices densidad, de forma que,
eETtD(H 1) C D(Hp), definiendo asi una curva en el conjunto de operadores autoadjuntos definidos
positivos. Ademads, debe conservar la traza de las matrices densidad: Trpg(t) = 1Vt, para cada

pm(t) que satisface (3.2)).

Por otro lado, también se deben imponer restricciones sobre la entropia de von Neumann del
sistema hibrido (|1.4)), permitiendo unicamente que ésta aumente o permanezca constante en el
tiempo.

Finalmente, tal y como se ha mencionado previamente, habria que imponer que los ensembles
de equilibrio definidos en [4] sean puntos fijos de la dindmica, pero esta ultima condicién no se

verificara en este trabajo, sino que se dejara para futuras investigaciones.

3.1. Dinamica unitaria

El caso més sencillo de dindmica es unitaria, aquella en la cual existe un operador Hamiltoniano
H € B(Hp) tal que el superoperador L es su accién adjunta. En consecuencia, la ecuacién 1) se

traduce a p

G (m(A) ) = iH, mp(A) ()], VA€ Ay (3.3)
mientras que la evolucion de las matrices densidad viene dada por

d . S D A A

5 Pr(t) = —ill, pu(t)l,  Vom € D(Hn) (3.4)

La unitariedad de la evolucion implica necesariamente que se cumple la condicién de invariancia
del conjunto de matrices densidad y que la entropia de von Neumann permanece constante, al
preservarse el espectro de las matrices densidad. Por tanto, la inica condicion adicional a imponer
sobre la evolucién es la invariancia del dlgebra de operadores.

Para ver las restricciones que supone esta condicién, se escribe el Hamiltoniano de la siguiente
forma.

ﬁ:ﬁc®HQ+Hc®f{Q+ﬁCQ:ﬁc®HQ+Hc®ﬁQ+chkhZ®hlé (3.5)
j7k

con cji € R.
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Esto se hace sin pérdida de generalidad, ya que cualquier elemento de B(Hp) puede escribirse
como suma de tres términos de esta forma. Asi, ﬁc y fIQ son los Hamiltonianos actuando tni-
camente sobre grados de libertad cldsicos y cudnticos respectivamente, mientras que fICQ es un
Hamiltoniano de interaccién entre los dos sistemas, escrito como combinacién lineal de operado-
res separables. Con esto, en [4], se establecen las condiciones que debe cumplir cada término del
Hamiltoniano para preservar el algebra de operadores, las cuales se presentan a continuacién:

= El término H¢ debe ser lineal en ﬂqi = mc(ly) y Il,, = 7c(Il,,). La independencia con
respecto a estos operadores provocaria una evolucién trivial, mientras que la dependencia de
potencias superiores deriva en en el incumplimiento de la restriccion L(mg(Ag)) C 7 (Am).

Asi, se tiene Ho € B(Hc) pero He ¢ no(Ac).

= Kl término fICQ no puede depender de ﬂqi y ﬂpi para que se cumpla la condicién de cierre
del algebra. Esto implica que necesariamente fICQ € my(Agm)

= El término puramente cuéntico tan solo debe satisfacer Hg € mg(Ag).

Cualquier Hamiltoniano de la forma (3.5)) que cumpla estas condiciones define una buena dindmi-
ca unitaria sobre los operadores y estados hibridos. Para recuperar la construccion de Koopman de
la mecdnica cldsica, basta tomar Hc, que es lineal en Il y IIp,, como

Ho=)_ [wc <8H0(q’p)> re(y) — 7o (‘M) wc(npj)] (3.6)

" Opy, o’
’-7

con Heo(q,p) € Ac representando la energia asociada a los grados de libertad clasicos.

Con todo esto, se han clasificado todas las posibles dindmicas unitarias que puede presentar el
sistema hibrido. Todas ellas tienen una carencia importante: la falta de back-reaction. Este es un
fenémeno existente en los sistemas que se trata de describir a través del modelo hibrido y, por el
cual, la evolucion de los grados de libertad cuanticos tiene influencia en la dindmica de los clasicos.
En el caso de un Hamiltoniano cumpliendo las restricciones impuestas, se tiene que un operador
puramente clasico A® Ig, A € mco(Ac) evoluciona de forma que nunca deja de ser puramente
clésico, como se ve en [11].

d , . S A
%(A(X)HQ) = Z[Hc,A] ®]IQ (3.7)

dado que los restantes términos resultan nulos por la conmutatividad de 7o (A¢) o la conmutatividad
de cualquier operador lineal con la identidad. Esto significa que, cuando la evolucién del sistema
es unitaria, los observables cldsicos no dependen de los grados de libertad cudnticos, esto es, no
hay back-reaction. Para que este fenémeno se produzca, es necesario pasar a estudiar dindmicas no

unitarias.
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3.2. Dinamica Lindbladiana

Una posible generalizacién de la evolucién unitaria es la denominada dindmica Lindbladiana o
Markoviana, cuyos fundamentos tedricos se han expuesto en la Seccidn [2.4 En representacién de

Heisenberg, esta dindamica viene descrita por

LAty = £1(Ar) = il At N VIAV - LAwviv - Lvtvid 3.8
4 Aty = <<>>—z[,<>1+;wk<k<>k—2<>kk—2kk<>), (3.9

VA € mp(Ag), con H € B(Hy) el Hamiltoniano del sistema, {Vk}k ! ¢ B(Hy) los operado-
res de Kraus y {’Vk}kzl pardmetros reales no negativos. Alternativamente, en representacién de

Schrodinger, se tiene, Vpy € D(Hp)

3 (P ®0) = =il pr®)] + 3w <va<t>V,J — SViVibn(t) — 5pu(V] Vk) (3.9)

Nétese que previamente se utilizaba £ para el superoperador actuando sobre operadores y £
para el correspondiente a matrices densidad, pero se ha cambiado la notacién para adecuarla a la

utilizada para describir la dindmica Lindbladiana en la Seccidn [2.3

La ventaja de considerar este tipo de dinamicas en lugar de otras mas generales es que, como
va se ha visto, preservan el conjunto de matrices densidad. Ademads, la entropia es no decreciente
en el tiempo, siendo constante si la evolucién es unitaria y estrictamente creciente si es no unitaria.
Esto se demuestra en [7] y es consecuencia de la irreversibilidad de los procesos en sistemas abiertos
en los que hay interaccién con el entorno. Por tanto, para que la dinamica esté bien definida, basta
imponer Unicamente la condiciéon de cierre del algebra de operadores.

En este trabajo se va a suponer que la parte clasica de los operadores de Kraus es lineal en
{ﬁqi} y {f[pi}, y, por lo tanto, tendréan la forma siguiente.

Vi = Q P ‘|‘Z (ek‘qs Q P ! g +ek’p8(Qi»pi)ﬁps) ® ag (3.10)

con di, exps, ekgs € To(Ac) v ax € mo(Ag), Vk=1,..,N>—1, Vs=1,.,n

Supongamos que el Hamiltoniano cumple las condiciones enunciadas para el Hamiltoniano de la
dindmica unitaria (H¢ lineal en fIQi, Ilp, Vi; Hg € mq(AQ); Hoo € mr(Ap)). Entonces, la dindmica
que rige la ecuacién con operadores de Kraus de la forma satisface la restriccion de
invariancia del dlgebra de operadores si se verifica la siguiente condicién: el operador ax € mg(AgQ)
pertenece al centro del dlgebra para cualquier k tal que Vi no sea independiente de de {flqs} y

{IL,..}.
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La demostracién de que se preserva el dlgebra de operadores se muestra en el Apéndice[D} Nétese
que las condiciones enunciadas y suposiciones no son necesarias, sino suficientes. Esto significa que
es posible que existan dinamicas Lindbladianas con dependencia de mayor orden en coordenadas y
momentos conjugados y que si satisfagan la condicién de cierre del dlgebra. Obsérvese, ademas, que
el conjunto de operadores dependientes de Q, ]5, flq y pr no conforma B(H¢) completo, sino solo un
subconjunto de operadores autoadjuntos de éste. Esto implica que es posible que existan también
dindmicas con operadores de Kraus dependientes de elementos fuera del conjunto de operadores
lineales autoadjuntos y que, sin embargo, preserven la hermiticidad. Una posible linea de trabajo
futuro es, precisamente, el estudio de estas dinamicas Lindbladianas més generales.

No obstante, restringiendo la dindmica a la supuesta en este trabajo, existe total libertad en
la eleccion de los operadores dy, ekgs, ekps € mc(Ac) y de los pardametros 7, € Rxg, pudiendo
adaptarlos al sistema fisico que se pretende modelar.

Al igual que se ha visto en el caso unitario, se puede comprobar si la nueva dindmica presenta
back-reaction analizando si un operador puramente clasico deja de serlo con el tiempo o no. En este
caso, sea A € mo(Ac), tal que A= wco(f), f € Ac, se tiene

d .
dt (A ® HQ) = Z[HC, ® HQ + = Z Yk Z Z jr ekjrekisﬂ-C(Zaisf)] ® ai (3'11)

s,r=114,j=q,p

En general, si existe dependencia de los operadores de Kraus con alguna coordenada o momento
conjugado, esto es, existe alguna ey;s # 0, el segundo término no tiene por qué ser nulo, de forma
que un operador puramente clasico puede evolucionar a uno que no lo sea, lo cual es indicio de que

hay back-reaction.
Por ejemplo, si se toma el operador Q; ® Ig € mu(An),

N21

d -
ﬁ(Qi@)HQ) [Hc,QZ ®]IQ+ Z Yk Z Z ]raekjrekqi] ®a% (3.12)

s,r=14,j=q,p

Si se tomase ep;s = IoVEk,i,s, no existiria tal back-reaction. Sin embargo, tan solo tomando
Chqi = Q; para algtin k € {1,...,N? -1},

§7kZ[HqiaQ12] ®ap = i[He, Qi) ® I + Qi ® ai (3.13)

d , GEr A
5 (@i@lg) =i[He,Qi] @lg +
Lo anterior indica que la velocidad con la que un operador puramente clasico deja de serlo
es proporcional al valor de los parametros 7. Esto lleva a pensar que el sentido fisico de estos
parametros estd relacionado con el acoplo entre los grados de libertad cldsicos y cudnticos, lo que
permite ajustarlos en funcién del sistema fisico a describir.
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CAPITULO 4

Implementacion numérica

En este capitulo se va a implementar numéricamente una serie de ejemplos de dinamicas en
sistemas hibridos, analizando propiedades de éstas y verificando las conclusiones a las que se ha
llegado previamente en los desarrollos tedricos. Se realizard una comparacién entre la dindmica
unitaria y Lindbladiana que permitiré ilustrar la presencia de back-reaction en el dltimo caso. Para
la implementacién numérica se utilizara la libreria |QuTip de Python. El cédigo utilizado se puede
encontrar en |GitHub.

4.1. Descripcion del sistema

El sistema hibrido a modelizar va a consistir en un oscilador armoénico clasico unidimensional
acoplado a dos QuBits o QuTrits. Veamos la forma que tiene el espacio de Hilbert hibrido de este
sistema, Hy = Ho @ Heg.

Por un lado, el espacio de estados cudnticos Hg es el producto tensorial del correspondiente a
un QuBit (C?) o QuTrit (C?) por si mismo. En el caso del QuBit, dim(C?) = 2 y los elementos de
la base se corresponden con con los estados de spin up y spin down {| 1), | 1)} (m. = £3). Asf
para un sistema cudntico consistente en dos QuBits acoplados, se tendrd Hg = C? ® C2. Por lo
tanto dim(Hq) = 4, siendo los elementos de la base {| }1), | {1), | 1), | T1)}.

En el caso del QuTrit, dim(C3?) = 3, siendo los elementos de la base los correspondientes
am, = —1,0,1, {|1),]0), [1)}. Por tanto, si el sistema cudntico consiste en 2 QuTrits aco-
plados, el espacio de Hilbert de estados cudnticos es Hg = C? ® C?, de dimensién 9 y base
{I11), [10), [11), [01), [00), [01), [11), [10), |11)}.

Por otro lado, veamos qué ocurre con el sistema cldsico. Un oscilador armoénico unidimensional
viene descrito usualmente en el espacio de fases R de posiciones clasicas. Asi al aplicar el formalismo
de Koopman, se obtiene que los estados que describen este oscilador estan en el espacio de Hilbert
L2(R). Vamos a suponer que el espacio de Hilbert cldsico total es el producto tensorial de dos
espacios como el anterior, uno que describe un oscilador arménico para la posicién y el otro para el
momento: He = L3(R) ® L(R).
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Los estados propios del oscilador arménico son

1 mw i  mwe? I mw
_ : H - n > .
n(l‘) Vonp! ( 71h) e " ( h $> ’ 0 (4 1)

con w la frecuencia del oscilador armoénico, m la masa de la particula y Hy(z) el polinomio de
Hermite de orden n evaluado en x. Para simplificar, las simulaciones se realizardn en unidades
naturales, de forma que i = 1 y, ademas, se tomard m = w = 1 en estas unidades. De aqui en
adelante, no se especificardan las unidades de las magnitudes, todas ellas seran unidades naturales.

El conjunto {¢,}n>0 forma una base de L£2(R), por lo que el conjunto {p, ® ©m tn,m>0 €S
base de £L2(R) ® L2(R). Al contrario de lo que ocurria en el caso cuéntico, este sistema es de
dimension infinita, lo cual imposibilita la implementacién numérica de dindmicas que recorran todo
el espacio de fases clasico. Sin embargo, si el estado inicial es combinacién lineal de un ntmero
finito de elementos de la base, se puede asegurar que en un tiempo finito la dindmica no va a
salir de un subespacio del espacio de Hilbert total, formado por las combinaciones lineales de un
nimero finito de funciones de la base. Asi, es posible restringirse a un subespacio, cuya base es
{on® @m}n,me{o,..7N}, con N € N. En el Apéndice @ se discute la eleccion de este valor de N y del
tiempo de simulacién al que se puede llegar como consecuencia de esta eleccién en cada uno de los

ejemplos que se veran a continuacion.

En todos los casos, el Hamiltoniano sera de la forma descrita en teorfa (3.5)): suma de un término
puramente clasico, un término puramente cudntico y un término de interacciéon. El Hamiltoniano
clasico Ho se obtendrd mediante la aplicacion del formalismo de Koopman sobre el Hamiltoniano

2 2
P

correspondiente a un oscilador arménico (H. = %4 4 &), considerando m = 1, k = mw? = 1.

Ademi4s, se desarrollard en funcién de los operadores escalera correspondientes al oscilador de posi-
ciones y al oscilador de momentos: a4, az, apy a}:. Los operadores posicion momento y sus conjugados

se pueden escribir en funciéon de estos como

A 1 - 1 . . —i

= \ﬁ(aq—&—a;) P= %(ap—i—a;) I, = —(aq — al) M, = —(a, —al) (4.2)
Asi, utilizando la expresién (2.4]) con He el Hamiltoniano del oscilador arménico clésico usual, se
puede calcular el operador de Koopman, que se corresponde con el Hamiltoniano fIC

N A A A A —1

He = QU — P, = - | (a, + al)(a, — a}) — (a, + af)(a, — a) (43)
que depende linealmente de ﬂq y f[p, como se ha visto en teoria que se requiere para que la evolucién,
tanto unitaria como Lindbladiana, esté bien definida y sea no trivial sobre la parte clasica.

Los términos puramente cuantico ﬁQ y de interaccién ﬁCQ dependeran del ejemplo concreto
a implementar. Por otro lado, como parte cudntica de los operadores de Kraus , se tomara
el operador S? (siendo S = (Sz, Sy, Sz) el operador espin), que pertenece al centro del dlgebra de
operadores cuanticos. En general, el estado inicial cldsico se tomard como ¢y ® 1, mientras que el

estado inicial cuantico variard segun el ejemplo.
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4.2. Ejemplo 1

Para el primer ejemplo se considerard el sistema formado por el oscilador cldsico acoplado
a dos QuBits y dindmica unitaria sobre él. La finalidad de esto es analizar el comportamiento
del subsistema clasico para verificar que es analoga a la de un oscilador armédnico clasico usual.
Como se verd posteriormente, la unitariedad preserva la pureza de las matrices densidad clasicas.
Por tanto, en cada instante, el estado clédsico, resultante de realizar la traza parcial de la matriz
densidad sobre el subespacio cudntico, se corresponde con un elemento del espacio de Hilbert Hc.
Asi, teniendo en cuenta que los elementos de la base cldsica son de la forma , se puede hallar
de forma sencilla la evolucién de la densidad de probabilidad de posiciones y momentos p(g,p). A
continuacién se representa dicha densidad de probabilidad para el estado inicial y tras un tiempo
t = 1. La simulacion se ha realizado tomando N = 5 elementos de la base clasica.

Evolucion unitara del sistemna clasico

Evolucion unitaria del sistema clasico

Figura 4.1: Estado inicial del subsistema cldsico. Figura 4.2: Estado del subsistema cldsico en t = 1.

Si se representa lo anterior para cada instante temporal, se puede observar como las densidades
de probabilidad de posicién y momento oscilan arménicamente entre el estado fundamental (pq) y el
primer excitado (1) y en contrafase. Este es precisamente el comportamiento usual de un oscilador
armonico clasico, lo que evidencia que la construcciéon de Koopman refleja la dindmica real de los

sistemas clasicos a través de una formulacion alternativa.

4.3. Ejemplo 2

En este caso se va a tomar el sistema formado por el oscilador clasico acoplado a dos QuTrits,
con el objetivo de comprobar la presencia de back-reaction cuando la dindmica es Lindbladiana en
contraposicion a la falta de este efecto cuando la dindmica es unitaria. Segin la ecuacién ,
el término de interaccién en la evolucién de un operador puramente clasico depende de la parte
cuéntica de los operadores de Kraus; en este caso, de S2. Este operador actiia sobre sus autoestados
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como 5% = S(S + 1)1 y, en un sistema de dos QuTrits, se puede tener S = 0, 1,2 segtin el estado
sea singlete, triplete o quintuplete. En el caso del estado singlete, este término se anula, de forma que
es de esperar que se tenga una dindmica idéntica a la unitaria. En cambio, cuando el estado sobre
el que se mide sea triplete o quintuplete, la evolucion de un operador puramente clasico deberia ser
diferente, tanto entre ellas como al caso unitario.

Se tomara un tunico operador de Kraus, pues es suficiente para comprobar las propiedades a
estudiar y reduce el coste computacional en gran medida, permitiendo tomar un mayor niimero de

elementos de la base clasica (N = 13, restringiendo asi los tiempos de simulacién a 0, 05).
Vi=(Q+11, —1I,) ® $? (4.4)

con v; = 1. Tomar tnicamente un operador de Kraus es equivalente a tomar v, = 0Vk > 1. El
Hamiltoniano se va a tomar puramente clasico, esto es, fIQ = fICQ =0.

En las Figuras [{.3 y [{-4] se muestra la evolucién Lindbladiana del valor medio de los opera-
dores Q? ® Ig(idéntica a la de P2 Ig), y QP ® I segin el estado cudntico inicial sea singlete,
triplete o quintuplete. Asimismo, se muestra la evolucién de los operadores cldsicos Q2 y QP, con
evolucién Lindbladiana puramente clasica definida por el operador de Kraus que conforma la parte
clésica de Vi. La evolucién unitaria hibrida se muestra junto a la Lindbladiana del singlete por-
que es coincidente con ésta e independiente del estado cudntico. El hecho de mostrar operadores
cuadraticos, proviene de que el valor medio de Q y P es nulo en todo tiempo, tanto para la evolucién
Lindbladiana (con este operador de Kraus), como unitaria.

Las simulaciones se han realizado sobre la evolucion de las matrices densidad, en representacién
de Schrodinger. Sin embargo, se ha comprobado que, si se atribuye la dindmica a los operadores, se
cumple Tr(A(t)p) = Tr(Ap(t)), lo cual indica que la dindmica estd bien definida sobre los operadores

y estados.
Evolucion del valor medio de Q2 Evolucién del valor medio de QP
225 Lindblad Singlete/Unitaria 0.0 —
Lindblad Triplete
200 Lindblad Quintuplets -02
Oasica

175 —0.4
- = -06
& 150 &
= Z -0.8
£ 135 =
= I}

100

-1.2 Lindblad Singlete/Unitaria
075 Lindblad Triplete
-14 Lindblad Quintuplete
— Casica
D 50 T T T T T T _]'6 T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
t t
Figura 4.3: Comparacion de la evolucion Lindbladiana Figura 4.4: Comparacion de la evolucion Lindbladiana
y unitaria de (Q*> ®1Ig). y unitaria de (QP ® Lo).
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El resultado obtenido es el esperado por teoria: la evolucién Lindbladiana introduce una depen-
dencia con el estado cudntico de los operadores puramente clasicos, lo cual evidencia la presencia
de back-reaction. Conforme mayor es el valor de S?, mayor es la diferencia con respecto al caso
unitario. La tendencia de esta diferencia viene introducida por la parte cldsica del Lindbladiano,
como muestra la evolucién puramente clasica. Sin embargo, el hecho de que la parte cuantica de
este Lindbladiano tome diferentes valores segin el estado, afecta al operador cldsico, provocando

que la evolucién de éste varie segin el estado cuantico.

A continuacién, se representa la evolucién de la entropia de von Neumann del subsistema clésico,

asi como la pureza del estado del mismo.

Evolucidén de la entropia de von Neumann clasica Pureza parte cldsica
175 Lindblad Singlete/Unitaria 10
Lindblad Tripleta
150 Lindblad Quintuplsts 09
Jasica

125 08
0.7

100 =

w “% 06

0.5 =
0.5

0.50
04 Lindblad Singlete/Unitaria

0.25 Lindblad Tripleta
03 Lindblad Quintuplete

D OD T T T T T T D 2 T qéSIcu T T T T T

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
t t
Figura 4.5: Comparacion de la evolucion Lindbladiana Figura 4.6: Comparacion de la evolucion Lindbladiana
y unitaria de la entropia cldsica. y unitaria de la pureza del estado cldsico.

Se observa que la evolucién Lindbladiana del singlete y la evolucién unitaria mantienen constante
la entropia y la pureza del sistema cldsico: se trata de un sistema cerrado que no interacciona ni
con la parte cuantica ni con el exterior. En cambio, de la evolucién puramente clasica se obtiene
lo esperado de una evolucién Lindbladiana: la entropia aumenta y la pureza disminuye, lo cual es
caracteristico de los sistemas abiertos para los cuales se define la dindmica Lindbladiana. En los
casos de evolucién Lindbladiana para el triplete y quintuplete, se observa esta misma tendencia. El
sistema cldsico interacciona con el exterior y este grado de interaccién depende del estado cuantico,

lo cual parece implicar que existe interaccién con el subsistema cuantico.

La definicién de back-reaction es, no obstante, sutil. De hecho, no es posible asegurar que la
pérdida de pureza clasica implique que este fenémeno esté sucediendo. Esto se ilustrara en el si-

guiente ejemplo.
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4.4. Ejemplo 3

Para este ejemplo se consideraran los mismos parametros que el anterior, pero cambiando el
operador de Kraus a
Vo=(Q+ P)® S? (4.5)

Segun (3.11)), no deberia existir back-reaction, pues con operadores de Kraus no dependientes de
II; y 1I, se anula el término de interaccién en la evolucién de operadores puramente clasicos. Lo

anterior puede verse en las siguientes representaciones:

Evolucién del valor medio de Q* Evolucion del valor medio de QP
0.5025 0.00
0.5020 -0.01
£ 05015 T -0.02
= =3
s S
S S
= 05010 = -003
0.5005 -0.04
0.5000 -0.05
0.00 001 0.02 003 0.04 005 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 005
t t
Figura 4.7: Evolucion Lindbladiana y unitaria de Figura 4.8: Evolucion Lindbladiana y unitaria de
(Q* ®1g) para cualquier estado cudntico inicial. (QP ®1g). para cualquier estado cudntico inicial

donde la tnica trayectoria presentada se corresponde con la dinamica tanto unitaria como Lind-
bladiana y para estado cuantico singlete, triplete y quintuplete. Si bien se muestran solo para Q2 y
QP, lo mismo ocurre para cualquier otro operador que se trate de representar.

Sin embargo, si ahora se representan la entropia y la pureza del subsistema clasico, cabria esperar

no encontrar la dependencia con el estado cudntico del ejemplo anterior.

Evolucién de la entropia de von Neumann clasica Pureza parte clasica
16 Lindblad Singlete/Unitaria 10
Lindblad Triplete
14 Lindblad Quintuplete ]
Jasica
12 0.8
10 07
w
g 06
0.6 05
04 04 Lindiblad Singlete/Unitaria
02 Lindblad Triplete
03 Lindblad Quintuplete
0.0 Oasica
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
t t
Figura 4.9: Comparacion de la evolucion Lindbladiana Figura 4.10: Comparacion de la evolucién Lindbladiana
y unitaria de la entropia cldsica. y unitaria de la pureza del estado cldsico.
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Las Figuras[{.9 y reflejan, no obstante, que si existe esta dependencia. De hecho, no hay
diferencia cualitativa con las representaciones de las Figuras[{.9 y[4.0f Ademds, si se analizan las
matrices densidad clasicas, se nota que la evolucién de las mismas depende del estado cuantico. Sin
embargo, estas diferentes trayectorias de los estados no son vistas por los observables clésicos, pues
las medidas sobre ellos son iguales independientemente del estado cuantico. Esto parece indicar que
el conjunto de estados cldsicos no se corresponde con el conjunto de las matrices densidad completo,
sino con un subconjunto de éste, de forma que diferentes trayectorias en el conjunto de matrices
densidad se deben corresponder con una misma trayectoria en el conjunto de estados y, por tanto,
iguales medidas de cualquier observable. Esto se ilustra en la siguiente imagen.

B(Hc) D(He)
WC(AC) * /‘/\‘\

— > (mc(Ae))*

Figura 4.11: Esquema de la representacion de los espacios de estados y observables.

Asi, con la caracterizacién actual que se tiene del conjunto de estados, no es posible atribuir
back-reaction a una dependencia de los estados cldsicos con los cudnticos, a no ser que ésta implique
una dependencia explicita de los operadores clasicos con dichos estados. Dado que la entropia y la
pureza dependen tnicamente de los estados, la variacién de su evolucion segin el estado cuantico sea
singlete, triplete o quintuplete; no implica que exista back-reaction. Seria conveniente en trabajos

futuros realizar una caracterizacién més precisa del conjunto de estados clésicos.

Con esto se ha llegado a que la dependencia del subsistema cldsico con el cudntico, si bien
existe, se reduce al valor que un operador cudntico en el centro del dlgebra toma sobre los estados.
En sistemas finitos, este niimero de valores es finito, por lo que, aunque se ve que existe back-reaction,

éste es parcial.

4.5. Ejemplo 4

A continuacién, se empleard el sistema cuya parte cudntica consiste en dos QuBits. Esto permite,
con el mismo coste computacional, realizar simulaciones de mayor duracién o con operadores de
Kraus méas complejos. Se va a comparar la dindmica del subsistema cudntico, tanto Lindbladiana
como unitaria, con un Hamiltoniano sin término de interaccién (H = He ® Ig+Ic® H’Q) y con él
(H = He ®lIg+Ic® ﬁQ + I:ICQ). Se tomardn ﬁQ =S,y I:I(;Q = Q ® S,. Los operadores de Kraus
utilizados seran Vi = (Q +ﬁq — f[p) @S2 Vo= (Q+P)®5%y Vs = Qﬂq ® 5? y el estado inicial en
triplete (en este caso las unicas posibilidades son singlete o triplete). Adem4s, la base clasica estard
formada por N = 13 elementos y se medira durante un tiempo t = 2.
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En la Figura se muestra la evolucion del estado de uno de los dos QuBits en una esfera de
Bloch en diferentes situaciones y con los parametros indicados.

Unitaria Hog = 0 |0 = W
Unitaria Heg = 0 S s Vs
Lindblad Hep = 0 \ ¢ V3
Lindblad Heo = 0 I‘

// + i '
M e -"i"‘.
I
Figura 4.12: Evolucion unitaria y Lindbladiana del Figura 4.13: Evolucién Lindbladiana del estado de un
estado de un QubBit. QubBit para diferentes operadores de Kraus.

Se puede observar que, sin el Hamiltoniano de interaccién, la evoluciéon Lindbladiana del QuBit
es idéntica a la unitaria, de forma que la variaciéon de los operadores de Kraus no afecta a dicha
dindmica. Esto cambia, al introducir el Hamiltoniano de interaccion, de forma que al variar la parte
clasica de los operadores de Kraus, la dindmica Limbladiana si varfa. En la Figura vienen
representadas varias trayectorias Lindbladianas con Hamiltoniano de interaccién y con diferentes
operadores de Kraus, lo cual permite visualizar mejor esta variacion. Para el operador de Kraus
correspondiente, se tiene 7y, = 1, mientras que para los restantes k dicho coeficiente es nulo.

Por otro lado, en las Figuras y se representa lo analogo a la Figura pero con
Ho =0 y cambiando la condicién inicial clasica respectivamente.

Unitaria Heqa =0 Unitaria Heo =0
Unitaria Heo = 0 R Unitaria Hep =0
Lindblad Hep = 0 " ! ' Lindblad Hep =0
Lindblad Hep = 0 Lindblad Heo = 0

Figura 4.14: Evolucion unitaria y Lindbladiana del Figura 4.15: Evolucion Lindbladiana del estado de un
estado de un QubBit con fIc =0. QubBit con condicion inicial cldsica p1 ® @o.

Al contrario de lo que ocurre con los estados clasicos, estas representaciones evidencian que el
Hamiltoniano de interaccidon provoca una dependencia de la evolucién del estado cuantico con el

estado clésico.
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CAPITULO 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han resumido las ideas principales del formalismo de Koopman, que
permite obtener una formulacién de la mecéanica clasica andloga a la usual en mecénica cudntica.
Ademsds, se ha generalizado esta construccién a sistemas hibridos cldsico-cudnticos, construyendo
asi espacios de observables y estados hibridos. Se han establecido, asimismo, las caracteristicas que
debe satisfacer una dindmica hibrida sobre estos espacios y se ha comprobado que, la dindmica
unitaria que las cumple, carece de una caracteristica clave de los sistemas hibridos: los grados de
libertad cudnticos no influyen sobre los clasicos, no presenta back reaction. Por otro lado, se ha
introducido una dindmica markoviana no unitaria, la dindmica Lindbladiana, y se ha sintetizado la
obtencion de sus caracteristicas a partir de la suposicién de un sistema abierto en contacto con un

bano térmico.

Finalmente, la principal aportacién de este trabajo ha sido la clasificacién de un rango de
posibles dinamicas Lindbladianas bien definidas para sistemas hibridos y para las cuales si existe esta
influencia del subsistema cuantico sobre el clasico. Se ha expuesto, ademas, la principal limitacion
de estas dinamicas: la dependencia de los grados de libertad clasicos con los cudnticos es parcial,
solo influye el valor que determinados operadores cuanticos toman sobre los estados. Por otro lado,
se ha determinado que existe una falta de caracterizacion del conjunto de estados hibridos como
elementos del espacio de matrices densidad que deriva en la obtencién de resultados aparentemente

contradictorios.

Las limitaciones presentadas dejan varias posibles lineas de trabajo futuro: por un lado, la
caracterizacién del conjunto previamente mencionado con el fin de llegar a una mayor comprension
del espacio tratado; y, por otra parte, la bisqueda de otras dinamicas hibridas para las cuales exista
un mayor grado de back-reaction, obteniendo mejores aproximaciones de los sistemas fisicos reales a
modelizar. Alternativamente, se abre una linea de investigacién consistente en la verificacién de que
el ensemble canénico hibrido es punto fijo estable de alguna de las posibles dindamicas Lindbladianas
presentadas en este trabajo, ya que solo asi es posible estudiar termodinamica del sistema hibrido.

24



Bibliografia

1]

[10]

[11]

J. L. Alonso, A. Castro, J. Clemente-Gallardo, J. C. Cuchi, P. Echenique, and F. Falceto.
Statistics and Nosé formalism for Ehrenfest dynamics. J. Phys. A: Math. Theor., 44(39):395004,
September 2011.

J. L. Alonso, C. Bouthelier, A. Castro, J. Clemente-Gallardo, and J. A. Jover-Galtier. Entropy
and canonical ensemble of hybrid quantum classical systems. Phys. Rev. E, 102(4):042118,
October 2020.

B. O. Koopman. Hamiltonian Systems and Transformation in Hilbert Space. Proceedings of
the National Academy of Sciences, 17(5):315-318, May 1931.

C. Bouthelier-Madre, J. Clemente-Gallardo, L. Gonzalez-Bravo, and D. Martinez-Crespo. Hy-
brid Koopman C”*—formalism and the hybrid quantum—classical master equation®. J. Phys.
A: Math. Theor., 56(37):374001, August 2023.

Dariusz Chruscinski. Koopman’s approach to dissipation. Reports on Mathematical Physics,
3(57):319-332, 2006.

I. E. Segal. Irreducible representations of operator algebras. Bull. A.M.S., 53(2):73-88, 1947.

Heinz-Peter Breuer and Francesco Petruccione. The Theory of Open Quantum Systems. Oxford
University Press, 2002.

Vittorio Gorini, Andrzej Kossakowski, and E. C. G. Sudarshan. Completely positive dynamical
semigroups of N-level systems. Journal of Mathematical Physics, 17(5):821-825, May 1976.

Jorge Alberto Jover Galtier. Sistemas cudnticos abiertos: descripcion geométrica, dindmica y
control. http://purl.org/dc/dcmitype/Text, Universidad de Zaragoza, 2017.

G. Lindblad. On the generators of quantum dynamical semigroups. Commun.Math. Phys.,
48(2):119-130, June 1976.

Paul Rosa Ruiz, Jestus Clemente Gallardo, and David Martinez Crespo. Formalismo de Koop-
man para sistemas hibridos. Universidad de Zaragoza, Zaragoza, 2023.

F. Strocchi. An Introduction to the Mathematical Structure of Quantum Mechanics: A Short
Course for Mathematicians. World Scientific, 2008.

Ralph Abraham and Jerrold E. Marsden. Foundations of Mechanics. A.M.S., 2008.

Takasi Turumaru. On the Direct-Product of Operator Algebras Ii. Tohoku Mathematical
Journal, Second Series, 5(1):1-7, 1953.

25



APENDICE A

Formalismo geométrico de la mecanica clasica

A continuacién se presentan una serie de nociones bésicas de la mecdnica clésica descrita en
variedades diferenciables siguiendo [13]. En el Apéndice[F|se presentan algunas definiciones auxiliares

de utilidad relativas a geometria diferencial.

A.1. Fibrados cotangentes

Consideremos un sistema cuyo espacio de coordenadas {¢'} es una variedad diferenciable M y
los momentos {p;} se corresponden con coordenadas en las fibras de su fibrado cotangente T*M. Se
trata de una generalizacién del caso en el que el espacio de coordenadas es R", ya que son localmente

equivalentes.

Definicion A.1.1. Se denomina forma de Liouwille a la 1-forma 6 que en el conjunto natural

de coordenadas toma la expresion
6 = pidq’ (A.1)

Intrinsecamente, se puede definir como la 1-forma 6 € A'(T*M) que, dado o € T* M , satisface
0(a)(V) = a(ma V)YV € T,T*M (A.2)

con 7 la proyeccién natural del fibrado cotangente y T,T*M el conjunto de vectores de T*M

tangentes a «.

Definicién A.1.2. Sea M una variedad diferenciable y w € A2(M) una 2-forma. Diremos que w

es una forma simpléctica si y solo si

= es cerrada, esto es dw =0

» es no degenerada, es decir, dado un campo vectorial X € X (M), la relacion
w(X,Y)=0VY € X(M)

implica que X =0
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Proposicién A.1.3. Sea M una variedad diferenciable, w € A2(M) es no degenerada si y solo si

la forma
n veces

Q=G (A3)

es una forma de volumen.

En un fibrado cotangente T*M, la 2-forma w € A%(T*M) dada por w = —df es simpléctica, y
se denomina forma simpléctica canénica. Al tomar una carta y coordenadas {q¢’,p;}, la expresién
de esta 2-forma es w = Y. dg* A dp;.

Consideremos la aplicacion w dada por

& :T(T*M) — T*T*M A
X — (X)) =w(X,") (A-4)

Entonces, la aplicacién @ : X (T*M) — AY(T*M) es un isomorfismo.

Definicién A.1.4. Sea f € C*°(T*M), se define el campo vectorial Hamiltoniano asociado a

f como el campo vectorial
Xy =~ '(df)

Proposicién A.1.5. Sea H € C®°(T*M), decimos que una curva vy : R — T*M es solucion de la
dindgmica Hamiltoniana definida por la funcion H si y solo si es la curva integral del campo vectorial
Hamiltoniano Xy definido como

W(Xp) =ixyw=dH (A.5)

Esto ha permitido definir una mecanica hamiltoniana. Se puede comprobar ademés que, consi-

derando el conjunto de coordenadas {¢’,p;}, el campo vectorial Hamiltoniano es de la forma

COH & 9H 9
~ Opi 0¢°  Oq' Op;

H (A.6)

y sus curvas integrales se corresponden con las soluciones de las ecuaciones de Hamilton, recuperando
la formulacién habitual de la mecédnica clasica en R"”.

A.2. Variedades simplécticas

La descripcién anterior de la mecanica clasica puede ser generalizada a variedades diferenciables

mas generales: variedades simplécticas.

Definicién A.2.1. Un par (M,w) representa una variedad simpléctica si y solo si M es una

variedad diferenciable y w € A2(M) es una forma simpléctica definida en ella.
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Es preciso encontrar un atlas adecuado para la formulaciéon de la mecanica Hamiltoniana de

forma analoga al caso anterior.

Teorema A.2.2. (de Darbouz) Sea M una variedad diferenciable de dimension par2n yw € A%(M)
una 2-forma no degenerada. Entonces w es cerrada si y solo si existe una carta (U, ) para cada punto

p € M de forma que ¢(p) =0 y la expresion de la 2-forma en coordenadas locales {q',pi}iz1...n €s
n .
(¢~ wly =Y _dg' Adp; (A7)
i=1
Esta carta se denomina carta de Darbouzx.

Definicion A.2.3. Se define el atlas de Darboux como el atlas formado por las cartas de Darboux.

Esto permite definir la aplicacién @ a partir de w de forma andloga a fibrados cotangentes,
definiendo asimismo el campo vectorial Hamiltoniano asociado a una funcién f € C°°(M) como

Xy =@ H(df)

Se denomina sistema Hamiltoniano al conjunto (M, w, H), de forma que un sistema dindmico
estd definido en M a través de las curvas integrales del campo vectorial Hamiltoniano Xg. En el

atlas de Darboux, las curvas integrales de X son soluciones de las ecuaciones de Hamilton:

dq’ B OH
dt - ap; A8
dp; OH (A.8)
dt ~ 9g

Basdndose en la idea de que la dindmica viene directamente generada por el Hamiltoniano del
sistema, H € C*°(M), y las soluciones son las curvas integrales en M de la forma {q(¢),p(t)}, se
trata de buscar una estructura definida directamente en el espacio de funciones que defina las curvas

{q(t),p(t)}. Esta estructura es el paréntesis de Poisson.

Definicién A.2.4. Sean (M,w) una variedad simpléctica, f,g € C°(M) dos funciones en M y
X, Xy € X(M) sus correspondientes campos vectoriales Hamiltonianos. Se define el paréntesis
de Poisson de f y g como la funcion

{f 9} = w(Xy, Xg) (A.9)

Dado que la correspondencia entre funciones y campos vectoriales estd bien definida, se puede
definir una operacion en el conjunto de las funciones:
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{,-}:C®(M) x C®(M) — C>*(M)

(A.10)
(f.9) — {f. g}

Definicién A.2.5. El conjunto C*°(M) dotado de la operacion {-,-} es un dlgebra anticonmutativa
que satisface

» La regla de Leibniz

{figh} ={f,9th+g{f h} Vf,g,h € C(M) (A.11)
» La identidad de Jacobi

{f {9, hiy +{hAf 9} +{9.{h, f}} =0 Vf,9,h € CF(M) (A.12)

El conjunto (C*°(M),{-,-}) se conoce como el dlgebra de Poisson de una variedad simpléctica.

Con esta definicion, la mecdnica hamiltoniana puede ser formulada en el dlgebra de Poisson:

dq(t)

T {q(t), H} (A13)
dp(t)

7 {p(t),H}

La formulacién anterior permite generalizar el formalismo a otras variedades diferenciables no

simplécticas: variedades de Poisson.
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APENDICE B

C*-algebras y construccién GNS

La construccién Gelfand-Naimark-Segal6] es lo que permite, dadas las C*-dlgebras clasica y
cuantica, encontrar las representaciones sobre el conjunto de operadores lineales acotados que actian
sobre los espacios de Hilbert cldsico y cuantico, respectivamente. A lo largo de la seccién se seguira
el razonamiento de [4] para definir las C*-algebras clasica, cudntica e hibrida y sus representaciones.
También en el Apéndice [F] se exponen algunas definiciones y resultados auxiliares sobre teorfa de

C*-algebras y representaciones.

Esta construccién asegura que, dada una C*-dlgebra A y un estado sobre ella, siempre se puede
construir una representacién de 4 en el conjunto de los operadores lineales acotados sobre un espacio
de Hilbert H, de forma que el estado estd asociado a un vector ciclico en el espacio de Hilbert cuya
orbita bajo la representacién de A es densa en H.

B.1. (*-algebra clasica

La formulacién habitual de la mecédnica clasica describe los estados como elementos de la
variedad diferenciable M, que constituye el espacio de fases clasico, de forma que los observa-
bles son las funciones complejas sobre esta variedad. Se puede considerar que el conjunto de las
funciones complejas de soporte compacto contiene todos los observables clasicos. Veamos, ademas,
que se puede dotar a este conjunto, que denotaremos A¢ de una estructura de C*-algebra, a través
de

= El producto punto a punto -¢

» La conjugacién compleja como involucién f* = f

» La definicién de la norma en A¢ como || f|| 4, = sup{|f(x)],z € Mc}, Vf € Ac

Con estas operaciones, se puede comprobar que el conjunto A¢ es un espacio de Banach y un
algebra involutiva, verificando la propiedad [F.5 Por tanto, es una C*-algebra que, ademds, contiene a
los observables clasicos. Realmente la compacidad del soporte de las funciones consideradas restringe
los observables a aquellos acotados, pero esto no supone una limitacion real fisica, puesto que este

conjunto es denso en el espacio de funciones integrables respecto a la medida de la densidad clésica,
que contiene a los observables con valor esperado bien definido y, por tanto, con sentido fisico.
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FEl teorema de representacion de Reisz—Markov, asegura que el conjunto de estados se
corresponde con las medidas de Radon sobre el espacio de fases cldsico M. Ademds, cada una de
éstas puede relacionarse con la medida simpléctica p mediante la derivada de Radon—Nikodyn,
de forma que para cada w € AY existe una funcién densidad de probabilidad F : M¢ — Rt que

cumple

w(f) = » fFedu, VfeAc (B.1)

En [4] se demuestra cémo, cada uno de estos estados estd asociado a una matriz densidad sobre

el espacio de Hilbert clasico, dada por

po = /M (&) /M du(€') v/ Fe(©) Fe(@) )€ (B.2)

B.2. Representacion de la (*-algebra cuantica

La formulacién habitual de la mecanica cuadntica describe los estados cuanticos como elementos
de un espacio de Hilbert Hg, de forma que los observables se corresponden con los operadores
autoadjuntos sobre este espacio de Hilbert. Si consideramos el conjunto de todos los operadores
acotados sobre este espacio de Hilbert, B(#g), se tiene que este conjunto es una C*—algebra Ag
con la involucién definida como el adjunto (A* = AT,¥A € Ag) y la norma definida como

Al = sup{[|Av[|, 4 € H,[|[¢]| = 1}, VA € Aq

Ademsds, el conjunto de los observables cuénticos O = {4 € Ag|A = AT} estd contenido en Ay,
con lo que la representacién mg : Ag — B(Hq) es la identidad.

Por otro lado, el teorema de Gleason permite asegurar que los estados cudnticos se
corresponden uno a uno con matrices densidad sobre el espacio de Hilbert cuantico, esto es, elementos
de

D(Hq) ={peBHg)lp=p",p>0,Trp=1} (B.3)

B.3. (*-algebra hibrida

La definicién natural de la C*-algebra hibrida, es como el producto tensorial de las C*-algebras
clésica y cuantica, dado que el sistema hibrido es un limite parcial clasico de un sistema cuéantico,
donde la C*-algebra total seria el producto tensorial de las correspondientes a sus subsistemas. Los

elementos del espacio Ag = Ac ® Ag serdn de la forma

F=> mar® A, ay € Ac, A, € Ag, i € C, Vk (B.4)
k
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Este espacio esta dotado de estructura de C*-dlgebra con las operaciones:

s Producto hibrido:

(a®A) g (b®B)=(a-cb)®(A-gB), VabeAc, A Be A (B.5)

= La involucién:

=" Aar ® Af (B.6)
k

» La norma espacial en B(Hy) con la inclusién de B(H¢) ® B(Hg) C B(Hp) v la definicién de
la representacion Ty = ¢ ® g

A1 = lme (DB (B.7)

Para la definicién de norma existen diferentes posibilidades, pero se toma ésta, introducida en [14],
por ser invariante bajo la representacion GNS.

En cuanto a los estados sobre la C*-algebra Aj, se tiene que estos seran operadores cudnti-
cos parametrizados por variables reales p(§) tales que [ M W(E)TT(p(€)) = 1. Por el teorema de
Gleason, estos estados se corresponden con elementos del conjunto de matrices densidad hibridas
D(Hc ® Hg). En [4] se prueba esta correspondencia viene dada por

=3 [ /Mcdu E)A(E ) (6, €1 ) (€', (B.8)

m,m/

donde ppm (&,€") = /(m|p(€)[m/)(m|p(€")[m’), {|m)} es una base del espacio de Hilbert cuéntico y
{|€)} una base del espacio de Hilbert clasico. Ademads, también se demuestra que la entropia hibrida
estd bien definida como la entropia de von Neumann sobre las matrices densidad py:

Suxlpr] = ~Tr(prlogpm) = — /M dp(€)Tr(5(€)logh(€)) = Sulp(©) (B.9)
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APENDICE C

Ecuacion maestra de Lindblad

C.1. Aproximaciones

A lo largo del desarrollo descrito en la Seccion[2.9 se han mencionado diferentes aproximaciones
y suposiciones que permiten llegar a la forma general de la ecuacion de Lidblad. Veamos en detalle

como estas aproximaciones permiten obtener el resultado y sus implicaciones sobre el sistema.

Se parte de un sistema reducido S y el reservorio B acoplados, de forma que el Hamiltoniano
es suma de tres términos, H = Hg + Hp + H; donde Hg y Hp actian unicamente sobre grados de
libertad de los sistemas S y B respectivamente, mientras que H; es un Hamiltoniano de interaccién.

En la modelizacion de un sistema cuantico cerrado existe una perspectiva intermedia entre la
representacion de Schrédinger y la de Heisenberg, denominada representacién de interaccion [7], en
la cudl tanto operadores como estados evolucionan. La dinamica de los operadores estd regida por
el Hamiltoniano libre, mientras que la de los estados lo esta por el Hamiltoniano de interaccién. En
esta representacion, los estados evolucionan segtin la ecuacion de von Neumann con el Hamiltoniano

Hj, la cual se puede escribir tanto en forma diferencial como integral, como

d

Solt) = —ilHI(0,p(0] = plt) = p(0) —i /0 ds{Hi(s),p(s)]  (C.1)

La primera de las aproximaciones, denominada aproximacién de Born, proviene de suponer que
el acoplo entre los dos subsistemas es débil. Esto permite asumir la siguiente igualdad
TrplHi (1), p(0)] = 0 (C2)

Lo anterior traduce la ecuacién de von Neumann para los estados (diferencial e integral

combinadas) en

ostt) = = [ dsTrslA 0, (1(6), (o) ©3
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La condicion de acoplo débil conduce a la asunciéon de que la influencia del sistema reducido
sobre el reservorio es baja, de forma que las excitaciones producidas en éste decaen muy rapidamente
y el estado del sistema se puede escribir como

p(t) = ps(t) ® pp (C.4)
con pp el estado estacionario de equilibrio térmico del reservorio.

La segunda aproximacion se denomina aproximacion de Markov. Se puede tomar bajo la suposi-
cion de que las funciones de correlacién del reservorio tienen tiempos caracteristicos de decaimiento
7 de escala mucho més pequena que la escala de tiempo de relajacién del sistema 7. Para que esto

ocurra, el reservorio debe tener tamano infinitamente grande y un espectro continuo de frecuencias.

Esta aproximacién permite sustituir en (C.3)) p(s) por p(t) en la integral, de forma que el estado
en un tiempo ¢t depende tnicamente del estado en ese tiempo, despreciando efectos de memoria.
Realizando un cambio de variable s por t — s se puede, ademas, extender el limite de la integral al
infinito, ya que la suposicién implica que el integrando se anula para valores de s superiores a 75.

Asi, se obtiene la ecuacién maestra Markoviana.

Gos(0) == [ asTrali0), (it = 5).ps(0) @ p] (©5)

La tercera aproximacién, denominada aproximacién secular, consiste en realizar un promedio
sobre los términos que oscilan a alta frecuencia, lo cual se puede suponer cuando la escala carac-
teristica de tiempos de evolucién del sistema reducido 75 es mucho mayor que la relativa al tiempo
de relajacién 7. Para realizar la aproximacion, es conveniente escribir el Hamiltoniano de interac-
cién Hy, como suma de operadores propios de Hg. Partiendo de Hy = ) Ay ® Bq, se definen los
operadores

Aa(w)= ) T(e)AuTI(e) (C.6)

e/ —e=w
B, (t) = e!flBt B e~ tHBt (C.7)

con g,¢’ sumando en los autovalores de Hg, I1(¢) siendo el proyector sobre el subespacio propio de
autovalor € y w una diferencia de energias fija. En [7] se expone cémo estas definiciones transforman

@ en

%PS@ =33 I g (w)[Ag(w)ps (DAL (W) — Al (W) Ag(w)ps(£)]+
ww! a,B
- (C.8)
+ 3N e I (W) [Aa(W)ps (AL (W) — ps () Af(w) Aa(w)]

w,w! a,B

con Dag(w) = [5° dsei“’“"’(BL(t)BB(t— s)). Los términos <B:& (t)Bg(t—s)) son funciones de correlacién
del reservorio.
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De esta forma, si se asume precisamente que 7g > 7R, se pueden despreciar los términos en los
cuales w # W', al oscilar muy répido en comparacién con la evolucién del estado pg. Esto conduce,
tras una serie de cédlculos, a la ecuacién maestra de Lindblad en su forma mas general (2.14). En

ella, los parametros 7, provienen de la diagonalizacién de la matriz cuyos elementos son

o0

Taali0) = Lagle) + To = [ dse™*(Bo(S)B(0) (©9)
—00
de forma que, en efecto, son positivos y estan relacionados con las funciones de correlacién del
reservorio. Ademas, los operadores de Kraus se corresponden con los operadores A, (w) en la base en
la que la anterior matriz es diagonal y, por tanto, tienen relacién con el Hamiltoniano de interaccién

del sistema.

C.2. Forma general de la ecuacion de Lindblad

En esta seccién se va a ver cémo, partiendo de la definicién de la aplicacién dindmica V' (t), se
obtiene la forma general de la ecuacién de Lindblad para la evolucién de sistemas cuanticos abiertos.
Esta deduccidn se sigue de [7], pero se puede encontrar un desarrollo matematico mas riguroso en
[8] o [10].

Se ha descrito el sistema abierto (S) como parte de un sistema mayor cerrado, S + B, donde B
es el denominado reservorio y de forma que S y B estan acoplados. La dindmica de los estados del
sistema reducido, S, viene dada por

ps(t) = V(t)ps(0) = Tre{U(t,0)[ps(0) ® pplUT(¢,0)} (C.10)

con U(t,0) un operador unitario, pp el estado de equilibrio térmico del sistema By V' (t) la aplicacién

dinamica.

Escogiendo una base de Hp, (|¢a)) aml,...dim(Hy)» S obtiene la descomposicién espectral de pp

en dicha base.

pB =Y Aalta)(pal (C.11)

Los pardmetros A\, son no negativos y satisfacen ) Ao = 1. Con esto, se definen los operadores
Wap en cada t > 0 como

Was(t) = v/ As(ealU(t, 0)]0s) (C.12)

Esta definicién conduce directamente a la representacién de la dindmica en funcién de los
operadores Wz:
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ps(t) = Trp{U(t,0)[ps(0) ® D Asls)(psllUT(1,0)} =
8

—E;%IU(@ 0)[ps(0) ® Asles) (psllUT (1, 0)a) = (C.13)

=ps(t) = V()ps(0) = > Was(®psOWI,(t)  vt>0
a,B

El hecho de que U(¢,0) sea unitario, junto con la condicién de que la suma de los pardmetros
Ao sea la unidad, garantizan que la aplicacion dindmica sea completamente positiva y conserve la

traza.

Se ha visto, ademds, que imponiendo la propiedad de semigrupo la dindmica generada es

Markoviana, dada por la ecuacién
ps(t) = Lps(t) (C.14)

con L el generador del semigrupo dindmico cuantico o Lindbladiano.

Veamos la construccién de la forma més general de esta ecuacién, dada por . Para ello,
se considera que el espacio de Hilbert del sistema reducido tiene dimensién finita N y se toma una
base ortonormal del espacio de matrices densidad, (F;);—; _ n2. Concretamente, se toma la base tal
que un elemento sea proporcional a la identidad (Fy2 = ﬁﬂs) v los restantes tengan traza nula.
En esta base, los operadores W,g(t) se pueden escribir como

N2

Was(t) =Y Fi(F, Was(t)) Vt >0, a,8=1,..,dim(Hp) (C.15)
i=1

Esto conduce a una expresion de la dindmica de los estados en funcién de los elementos de la

base:
N2
(t) = V(t)ps(0) = Y ¢ij(t)Fips(0)F! (C.16)
pPs pPs 1] iPS j
ij=1
donde los coeficientes ¢;; toman la expresién
cij(t) = > (Fj, Wap(t)) (Fy, Wag(t))" (C.17)

aMB
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Se puede comprobar que la matriz formada por los coeficientes (c;;) es hermitica y positiva. Asf,
dado que V (t) = exp(Lt)Vt > 0, y {V(t)|t > 0} satisface la propiedad de semigrupo, se tiene

V(t+¢)ps(0) —V({t)ps(0) _ . V(e)ps(t) — ps(t)

Lps(t) = ps(t) = lim

e—0 IS e—0 9
iy | L@ =N 1N (@ @) et
=lim|————— —_— : !
6| N e PRUTUN & T e T e PN (C.18)
NZ-1 cii(€) N2-1
+ Y L Fps(FT | = —ilH, ps(D)] +{G,ps(®)} + Y ai;Fips(t)F]
i,j=1 i,j=1
donde se han definido los siguientes coeficientes
cyenz(e) — N cij(e) . 2\ . 2
aN2N2—i1_I>I(l)7, aw—h_rz% - (i # N“V j# N7 (C.19)
y los siguientes operadores
gl 1 1
Z a;n2 Fy, G = gananels + 5 (FT + F), H= i(FT —-F)  (C.20)
1

La propiedad de conservacién de la traza de la aplicaciéon £ permite establecer la relacién

N2_
1
G = —5 Z aijF;Fi (C.Ql)

ij=1

lo que conduce directamente a la ecuacién

N2-1
ps(t) = Lps(t) = ~ilfps(o)] + 3 oy (Fos(OF] - J{FFups(})  (C22

i,7=1

Finalmente, la matriz de coeficientes a = (a;j) (denominada matriz de decoherencia por su
significado fisico) es positiva, lo que garantiza la existencia de una transformacién unitaria a una

matriz diagonal, es decir, existe u unitaria de forma que

2
Zf\; 1 uklaljulj /Yk(skl
(023)
F ZN2 1ukiAk

con {Yk}g=1. n2_1 un conjunto de N? — 1 pardmetros no negativos y {Ay}r—; _n2_1 una nueva

familia de operadores (operadores de Kraus). La diagonalizacién de la matriz de decoherencia es lo
que permite obtener finalmente la ecuacién maestra de Lindblad en su forma habitual.
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N2-1

ps(t) = Los(t) = =ilH.ps®]+ 3 (Akpsa)AL - ;{ALAk,psm}) (C.24)
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APENDICE D

Cierre del algebra en la dinamica
Lindbladiana

Se pretende encontrar las condiciones bajo las cuales la dindmica dada por (3.8) con operadores
de Kraus de la forma (3.10]) preserva el élgebra de operadores, esto es,

,CT(TI'H(AH)) C WH(AH) (D.l)

Para ello, basta ver que YA¢ € mo(Ag) y VAg € mo(Ag) se tiene
LI(Ac ® Ag) € mo(Ac) ® 1g(Ag) = Tr(Am) (D.2)

ya que cualquier elemento de 7 (Afr) se puede escribir como combinacién lineal de elementos de
la forma A ® AQ y el operador £ es lineal. Asi, sean A¢ € mo(Ac) y VAQ e mo(Ag),

N2-1 n
LHAc® Ag) = —ilH,Ac ® Ag)+ Y ] |djAcd, +> > (dL/lcekisﬂis + ﬂL@LBAch +
k=1

s=11i=q,p

+ Z > Iilel Acer, Ly | @ (afAgar) p —

s,r=114,j=q,p
N2 1 n
- Z s | Acdldy, + Z Z (Acdlekisﬂis + ACH:,'rseJlrﬂisdk) +

s=11i=q,p

n
+ >0 AcItl el eIl | ® (Agafar) p —
s,;r=114,j=q,p
N2 1 n
- Z s |dldidc + 3" 3 (dlerisTlicAe + 1Ml didc) +

s=11i=q,p

+ Z > Tl enplpAc| ® (afarAg)

s,r=114,j=q,p
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Se tiene,

] —i[I:[ ) AC®AQ] € 7 (Apg) dado que el Hamiltoniano es de la forma descrita en el caso unitario,
de forma que las condiciones impuestas sobre éste garantizan que este elemento pertenezca al

algebra de operadores.

L] d;i/icdk &® GLAQak S WH(AH), Acd;gdk X AQCLLG]C S WH(AH) y dldkz‘ic X aLakAQ S WH(AH),
Vk=1,..,N? -1 yaque dk,dL € m¢(Ac)Vk =1, ..., N? — 1. Cuando se tome ay, en el centro
del dlgebra de operadores cudnticos, estos términos se anulardn entre ellos, ya que seran los

tres idénticos.

Asi, si se tuviese eyis = OVk = 1,....N2 —1,Vs = 1,...,nVi = ¢,p se tendria necesariamente
ﬁT(AC & AQ) S WH(AH)

Ahora bien, si existe k € {1,..., N> — 1} tal que rgs 7 0 0 epps # 0 para algin s € {1,...,n},
entonces, suponiendo que aj es un elemento del algebra cuantica, se cumple

= Por un lado, Ag, d};, eris conmutan Vi, s por ser elementos del algebra clasica de operadores

y AQ conmuta con ag y aL por ser ar un elemento del Centro del dlgebra. Asi,

n
A A A 1 - N A 1 PN A
Z Z [dLACekiSHiS ® aLAQak — §A0d26kisnis ® AQalak — idlekisHiSAC ® a,takAQ

s=11i=q,p

n
. . 1. . 1 . .
= Z Z <d]T€ACekisHis - §ACdzekisHis - 2dL€kisHi5AC> ® AQazak =

s=11i=q,p

n 1 A A )
- Z Z id]t;ekis [A07 st] & AQCL};ak

s=11i=q,p

y dzekis[flc, ﬂzs] ® lea};ak € g (Ag) Vi, s, ya que el conmutador de un elemento del algebra
de operadores clasicos con una coordenada o momento conjugado es un elemento del dlgebra

clasica ([mc(Il,i), m7c(f)] = mo(—i gg ) en unidades naturales ).

= Por otro lado, de forma analoga, se tiene

n
. ~ A 1. - A 1~ A A
> 2 {stelisflcdk ® afAqay — 5 AcTI el di ® Agafar — STIL el diAc @ ajarAg

s=11i=q,p

n
A A 1.~ A A
=22 (HgseltisAcdk AOHT ksl — QHLGLSdkAC> ® Aqajar, =

s=11i=q,p

o Z Z ZS’ AC ekzsdk ® AQakak € 7TH(.AH)

s=11i= q,p

Si se tiene en cuenta que los operadores ey;s, dr v Il;5 son autoadjuntos, se observa que los

dos términos previamente calculados se anularan entre si.
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s Finalmente

n
> > [HgselisAceijer ® apAqai — §ACH;'[S€LiseijHjT ® Aqajay —
s,r=114,j=¢,p

1. o . - - N I -
— el enirllirAc ® aLGk:AQ] =>_ > (H;'rsel];isACeijHjT — pAcll el enr Tl -
s;r=11i=q,p

1.~ PN A
- 2HZseJquisekj7"Hj7’AC> ® Agajar

Ahora bien, como A¢ € mo(Ac), existe f € A¢ tal que Ao = e (f). Teniendo en cuenta las

siguientes igualdades,

A 9 o - 0 o
[Ac,H:;S] = TC (Z@i) = A(;Hgs — H:SSAC — ACHES = TC (Zaqfs> + H:;SAC

N 0
s, Ac] = —mc <z /

A PN A 0 oA
8(]5) = HqSAC — Acﬂqs - HqSAC = —T¢ (Zf> + Acnqs

ol

y sus andlogas para momentos ps, €l término a analizar equivale a

n
. . . 1. . . 1 .
> 2 (stejl[cisAceijHjT - injse;[cisACeijHjT - §WC(Zaisf)eJIfgis€kj7“Hj7" -
s,;r=11=q,p

1. T N ‘ A
- §H336£isAc€kerjr - §st€£isAc€kerjr + §H356£is€kjr7rc(25jrf )> ® Agajax =

n
1. _ 1 . .
=2 > (2H1Ts€£¢sekjrﬂc(lajrf) - QWc(zﬁisf)GZisekjrﬂjr> ® Agajar

s,r=11i=q,p

donde se ha denotado g—q]; = 0ysf y ngs = Opsf. Realizando un cambio de indices sobre el
primer sumando y teniendo en cuenta que Il;s y eg;s son autoadjuntos Vk,i,s, lo anterior

equivale a

n
1 : r - .
>y <2er€kjr€kis7fc(13isf) - ZWC(Zaisf)ekisekerjr> ® Agajay =

s,;r=1l1i=q,p

1 & . , .

=5 S [, enjreriste(i0isf)] @ Agaja
s,;r=11i=q,p

y de nuevo cada sumando estd en 7, (Ap), ya que la parte clasica es el conmutador de un

elemento del dlgebra de operadores y un momento conjugado, lo cual pertenece al dlgebra de

operadores.

Con todo esto se ha probado que todos los términos pertenecen al dlgebra, exigiendo tan solo que
ay, sea centro del algebra de operadores cuanticos para aquellos k tales que exista algin eg;s no nulo.
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APENDICE E

Aproximacion finita del espacio de Hilbert
clasico

La eleccién de la base del espacio de Hilbert clésico como {¢, ® (Pm}n,me{o,..., N} Decesariamente
implica que la dindmica obtenida permanece dentro del subespacio que forma la base durante un
tiempo finito, por encima del cual la dindmica obtenida a través de las simulaciones difiere de la
real. Por tanto, es preciso establecer el tiempo méaximo de simulaciéon posible segtin el valor de
N escogido. Este tiempo dependera de las caracteristicas de la dindmica concretas, por lo que se
establecerd para cada uno de los ejemplos que se tratan.

Esto se hara representando la magnitud a medir para distintos valores de N, de forma que el
momento a partir del cudl dos valores de N consecutivos difieran, serd aquel a partir del cual la
aproximacion no es véalida para el menor de ellos. Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra la
evolucién Lindbladiana del valor medio del operador P2g I para diferentes valores de nimero de
elementos de la base clasica considerados. La simulacion se ha realizado para el sistema formado
por el oscilador acoplado a dos QuBits.

Evelucian Linbladiana de (P? @ ig)

30

28

= ===
o mn
= o = LA
-

b

26 —
24 —

22 ~

Tripie)P?)

20

13

16

0.0 02 04 06 08 10
r

Figura E.1: Evolucién Lindbladiana de (P? @ 1) con operador de Kraus Vi = (Q 4 11, — I1,) ® S?, v1 = 1 y estado

cudntico inicial en triplete
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Se observa que las cuatro trayectorias son iguales a tiempos muy bajos. Sin embargo, conforme
aumenta el tiempo, las trayectorias correspondientes a N més bajo se van desviando una a una. Son
precisamente estos tiempos en los que se produce la separacién a partir de los cuales la aproximacion
no es valida para la trayectoria desviada. Es posible que existan otras magnitudes para las cuales
el tiempo limite sea menor. Es por ello que este proceso se realizard para todas las magnitudes a
medir, de forma que se pueda asegurar que los resultados presentados son validos.

E.1. Ejemplo 1

Inicialmente se pretende analizar la trayectoria cldsica para una evolucién unitaria. Dado que
es complicado realizar una representacién analoga a la mostrada en la Figura se comparara la
evolucién de los valores medios de operadores clasicos, asumiendo que cuando la aproximacién es
vélida para el andlisis de estos también lo es para el estudio de la evolucién de los estados. Asi, a
continuacién se muestra la representacién la evolucién del valor medio de los operadores Q2 ®lgy
QP ® lg para diferentes valores de N posibles. El hecho de tomar estos operadores se debe a que
el promedio de Q y P es nulo en todo momento, de forma que se han considerado los mds sencillos

no lineales.

Evolucién del valor medio de 7 para el singlete Evolucion del valor medio de QF para el singlete
—— Unitaria N=5 —— Unitaria N=5
14 Unitaria N=£ 04 Unitaria N=6
12 02
Iy a
=4 =
= 10 = 00
a2 a
= =
0.8 -0.2
0.6 -04
0 1 2 3 a 5 0 1 2 3 a 5
t t
Figura E.2: Buvolucion unitaria de (Q* ® Ig) para Figura E.3: Evolucidn unitaria de (QP ® Ig) para
estado cudntico inicial en singlete. estado cudntico inicial en singlete

No existe diferencia visible entre los dos casos mostrados, por lo que se tomara como valida la
aproximacion de N = 5 elementos de la base clasica y tiempo de simulacion ¢t = 5.
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E.2. Ejemplo 2

En este ejemplo se pretende medir la evolucién del valor medio de operadores para el sistema
del oscilador acoplado a dos QuTrits. El tiempo para el que la aproximacién deja de ser valida para
un N fijo es muy superior en el caso de estado singlete con respecto al triplete y, a su vez, éste
ultimo estd por encima del relativo al quintuplete. Ademas, el tiempo correspondiente a dindmica
unitaria es también muy superior al respectivo a dindmica Lindbladiana. Esto quiere decir que hay
que fijar el momento en el que la dindmica Lindbladiana con estado inicial en quintuplete sale fuera
del subespacio generado por N elementos de la base clasica. A continuacién se muestra representada

la evolucién del valor medio de Q2 y de le con esta dinamica.

Evolucién Lindbladiana de {Q?) para el quintuplete Evolucién Lindbladiana de {QP) para el quintuplete
35 00
— N=13
N=14
30
05
25
g &
= 20 £ -10
a # ]
= =
15
-15
10
— N=13
. 20 N=14
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura E.4: Evolucién Lindbladiana de (Q* ® 1g) para Figura E.5: Evolucién Lindbladiana de (QP @ 1o) para

estado cudntico inicial en quintuplete. estado cudntico inicial en quintuplete

A partir de las gréficas se puede estimar que, para N = 13, realizar las simulaciones hasta
tiempos de 0,05 puede ser una aproximacién aceptable. Como es evidente, los resultados no seran
completamente precisos, pero se puede estimar cuantitativamente la imprecision cometida al realizar
la aproximacién como la diferencia entre las dos curvas representadas en cada grafica en el tiempo
maximo de simulacién. En este caso, para el operador <Q2 ®1g), esta imprecisién es de 0.0638; para
el operador <Q15 ® Ig), de 0,0021; y para (P2 ® Ig), de 0,1142. Todo lo anterior estd medido en
unidades naturales de posiciones y momentos. Esto se puede tener en cuenta a la hora de realizar un
andlisis cuantitativo de los resultados. Sin embargo, en este caso, solo interesa realizar un andlisis
cualitativo; por lo que se aceptard la aproximacién siempre teniendo en cuenta que para tiempos

proximos al limite los resultados son méas imprecisos.

Si se representa la entropia de von Neumann del sistema clasico y la pureza del mismo se obtienen

las Figuras[E.6 y[E]
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Evolucidn de la entropia de wvon Meumann clasica Pureza parte clasica

— N=13 - 1a — N=13
20 N=14 N=14
08
15
06
] =
10 =
04
05
02
0.0
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 010 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 010
t t
Figura E.6: Evolucion Lindbladiana de la entropia Figura E.7: Evolucion Lindbladiana de la pureza cldsica
clasica para estado cudntico inicial en quintuplete. para estado cudntico inicial en quintuplete

Se puede observar que, en este caso, no existe la divergencia anterior, por lo que la aproximacién
afecta en menor medida a la entropia y pureza del subsistema clasico.

Con todo esto, se consideraran N = 13 elementos en la base clasica y se medira durante un
tiempo t = 0,05. Evidentemente tomando méas elementos de la base, se conseguiria un tiempo de
simulacién superior, pero el ordenador con el que se realizan las simulaciones no tiene capacidad

mayor y, ademds, este tiempo es suficiente para extraer conclusiones sobre los resultados.

E.3. Ejemplo 3

El caso de este ejemplo es idéntico al anterior salvo la sustitucion del operador de Kraus
Vi = (Q + 10, — TI,) ® 2 por el operador Vo = (Q + P) ® S2. La evolucién Lindbladiana de
<Q2 ®@lg) y <Q]5 ® lg) se muestra en las Figuras Y mientras que la entropia y pureza
cldsicas vienen representadas en las Figuras Yy
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Evolucién Lindbladiana de (@) para el quintuplete

0510 { —— N=13 Vi
N=14 s
0.508 /
F
r

S 0506
It
0504

0.502

0.500

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura E.8: Evolucién Lindbladiana de (Q* ® Ig) para

estado cudntico inicial en quintuplete.

Evolucién de la entropia de von Meumann clasica

2004 N=13 JE—

N=14

100
0.75
0.50
0.25

0.00

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura E.10: Evolucion Lindbladiana de la entropia

clasica para estado cudntico inicial en quintuplete.

Evolucion Lindbladiana de (QP) para el quintuplete

0.00
-0.02
T -0.04
3
2
 _00s
~0.08
— =13
-0.10 N=14
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura E.9: Evolucién Lindbladiana de (QP ®1q) para

estado cudntico inicial en quintuplete

Pureza parte clasica

10 — N=13
N=14
0.8
5 06
b
0.4
02
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura E.11: Evolucion Lindbladiana de la pureza

cldsica para estado cudntico inicial en quintuplete

Se tiene que, para el mismo intervalo temporal y mismo tamano de la base clasica, la divergencia

es menor. Esto quiere decir que, en este caso, el tiempo de simulacién podria ser superior a 0,05

o el numero de elementos de la base considerados menor a 13. Sin embargo, dado que el objetivo

de este ejemplo es comparar con el anterior, se tomaran los mismos parametros, para los cuales se

observa que la aproximacién es valida.
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E.4. Ejemplo 4

En este caso, el objeto de estudio es la evolucién del estado de uno de los QuBits, de forma que
se comprobard si esta evolucién varia para dos valores de N consecutivos.

0) L] Un?tar?aN=13 |0) ®  Unitaria N=13
S Unitaria N=14 7 Unitaria N =14

+  Lindblad N'=13 +  Lindblad N =13
) ¢ Lindblad N =14

\ \ + Lindblad N =14

" m
/e
,.,"/l . u’i'.
Figura E.12: Fvolucidén unitaria y Lindbladiana (con Vi) Figura E.13: Fvolucién unitaria y Lindbladiana (con
del estado cudntico de un QubBit. V3 ) del estado cudntico de un QuBit.

Se puede observar que las trayectorias son préacticamente indistinguibles en el primer caso y
difieren en mayor medida en la evolucién Lindbladiana del segundo. Sin embargo, dado que el interés
de estas trayectorias es la diferencia cualitativa entre varias y que la diferencia no es visualmente
remarcable, se aceptard esta aproximacién como valida y se medird durante un tiempo ¢ = 2 con

N = 13. Esto se hard siempre teniendo en cuenta que, para el operador de Kraus Qﬂq, no es
completamente exacta la trayectoria mostrada.
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APENDICE F

Definiciones y resultados matematicos

auxiliares

F.1. Geometria diferencial

Definicion F.1.1. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Se denomina vector tangente en
el punto p a cualquier aplicacion lineal X, : C*°(p) — C*(p) que satisface la regla de Leibniz:

[(Xp(f - 9l(p) = Xp(f)(0)9(p) + f(2) Xp(9)(P) (F.1)

El conjunto de todos los vectores tangentes a un punto p se denomina espacio tangente y se
denota T, M.

Definicién F.1.2. Sea M una variedad diferenciable, p € M un punto y T,M el espacio tangente
al punto p. Se denomina espacio cotangente en el punto p al espacio vectorial dual al espacio

tangente, (T,M)* =Ty M. Los elementos de este espacio se denominan covectores.

Definicion F.1.3. Sean M, N wvariedades diferenciables y F' : M — N una aplicacion diferencia-
ble entre ellas. Se denomina diferencial de la aplicacion F' en el punto p, denotada como Fip,, a

la aplicacion lineal Fiy : TyM — Tp N definida como
[Fep(Xp)I(f) = Xp(fo F)  VfeC¥(N) (F.2)

Definicion F.1.4. Sea M una variedad diferenciable y T M = UpeM T,M la union de los espacios
tangentes a todos los puntos de la variedad. Un campo vectorial es una aplicacion

X M—TM

F.3
p— X(p) =X, € T,M (£-3)

Definicion F.1.5. Sea M wuna variedad diferenciable. Se denomina p-forma diferenciable a
cualquier tensor (0,p) completamente antisimétrico. El conjunto de las p-formas de M se denota
como AP(M).
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Definicion F.1.6. Sea M una variedad diferenciable. Se define el operador diferencial exterior

como la aplicacion

d:C®(M) — AY(M)

(F.4)
df (X) — X(f)

Definicién F.1.7. Sea (M,w) una variedad simplécticay f : M — M un difeomorfismo. Entonces
f es un simplectomorfismo si f*w = w.

F.2. (*-algebras y representaciones
Definicion F.2.1. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo en la
métrica definida por su norma.

Definiciéon F.2.2. Un dlgebra de Banach A es un dlgebra asociativa sobre R o C tal que es al

mismo tiempo un espacio de Banach y la norma asociada satisface ||zy|| < ||z|| - ||y||, Vz,y € A.

Definicién F.2.3. Una *—dlgebra A es un dlgebra en la cual estd definida una aplicacion

*: A — A, denominada involucion, tal que

» (M) =z, VreA

(x4+y)=2"+y*, Ve,ycA

*

x*y*, Ve,ye A

= (zy)
» (A\2)* =¥, VexeANeC

Una *—dlgebra se denomina también dlgebra involutiva.
Definicion F.2.4. Una C*—dlgebra A es un dlgebra de Banach involutiva que satisface
* 2
||lz" ]| = ||| (F.5)

Definicién F.2.5. Dada una C*-dlgebra A y su espacio dual A*, se puede definir una norma || - ||
en A* a partir de la norma en A como

l|wlla = sup{|w(a)], [lall4 = 1}, Vw € A (F.6)

Definiciéon F.2.6. Sea A una C*-dlgebra y A* su espacio dual, se dice que w € A* estd definido
positivo si satisface w(a*a) > 0, Ya € A.

Definicién F.2.7. Un estado sobre una C*-dlgebra A es un funcional lineal positivo sobre A tal

que su norma es igual a la unidad.

49



Definicién F.2.8. Un *-homomorfismo entre dos *-dlgebras A1 y Az es una aplicacion

7w A1 — As que preserva todas las relaciones algebraicas, esto es,

= Es lineal:
m(AAL 4+ pAg) = M(Ay) + um(Ag), VA € A, Ay € A\, ueC
= Preserva la operacion involutiva:
m(A]) = (w(A41))* VA € Ay
» Preserva la operacion multiplicativa:

7T(A1A2) = 7I‘(A1)7T(A2) VA, € Al, Ay € As VAN 7T(]1_A1) = ]1A2

Definicién F.2.9. Una representacion w de una C*-dlgebra A en un espacio de Hilbert H es un
*-homomorfismo de A a la C*-dlgebra B(H) de operadores lineales acotados sobre H. Se dice que

la representacion es irreducible si {0} y H son los inicos subespacios cerrados invariantes bajo

m(A).

Teorema F.2.10. (Gelfand-Naimark) Una C*-dlgebra A es isomorfa a un dlgebra de operadores
acotados sobre un espacio de Hilbert.

Teorema F.2.11. (GNS): Dada una C*-dlgebra A y un estado w sobre ella, entonces existe un

espacio de Hilbert H,, y una representacion w,, : A — B(Hy) tales que

1. H,, contiene un vector ciclico 1,
2. w(A) = (Y, Tw(A)hy,), VA e A
3. Clualquier otra representacion m en un espacio de Hilbert H, con un vector ciclico i tal que

w(A) = (Y, m(A)y), VAe A (F.7)

es equivalente a m, a través de una isometria unitaria, esto es, existe una isometria
U:Hr— H, de forma que

Urn(AUt=n,(A),YVAc A AN Uip=1, (F.8)

F.3. Teoria de la medida

Definicién F.3.1. Sea (2, F) un espacio medible y p una medida de probabilidad definida sobre F.
Si u(Q) < 0o se dice que la medida es finita. Si el conjunto Q se puede descomponer como la union

numerable de subconjuntos de medida finita, se dice que la medida es o-finita.
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Definicién F.3.2. Sea (2, F, pu) un espacio de medida y v una medida definida en este espacio. Se

dice que v es absolutamente continua respecto de yu si
v(M)=0 VM € Ftal quepn(M)=0 (F.9)

Teorema F.3.3. (Radon-Nicodym). Sea (2, F,u) un espacio de medida o-finito, v una medida
definida en el espacio medible (2, F) y absolutamente continua respecto de p. Eziste una funcion

integrable f € LY (u, C) que cumple
v(A) = /Afd,u, VA medible (F.10)
Se dice que f es la derivada de Radon-Nicodym de v respecto de .
Definicion F.3.4. Una medida i es regular exterior sobre un conjunto medible Borel E si
w(E) =inf{u(U)|U D E, U abierto} (F.11)
y es regular interior sobre un conjunto medible Borel E si
w(E) = sup{u(K)|K C E, K compacto} (F.12)

Se dice que p es una medida de Borel regular si es reqular exterior e interior sobre todos los

conjuntos de Borel.

Definicion F.3.5. Una medida de Radon es una medida de Borel que es finita en conjuntos
compactos, reqular exterior sobre todos los conjuntos de Borel y regular interior sobre todos los

abiertos.

Teorema F.3.6. (Riesz-Markov). Sea Q un espacio localmente Hausdorff y w un funcional lineal
positivo sobre Cc(Q2) (siendo Cc () el conjunto de las funciones continuas de soporte compacto).

Entonces existe una unica medida de Borel reqular p sobre 1 tal que

w(f) = /Q fdu, Vi € Col(®) (F.13)

F.4. Otros resultados

Definicién F.4.1. Se define el centro de un dlgebra A como el conjunto

Z(A) = {z € Alax = zaVa € A} (F.14)
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Teorema F.4.2. (de Gleason). Sea H un espacio de Hilbert de al menos dimension 3 y sea p
una medida definida en los subespacios cerrados de H. Entonces, existe un operador autoadjunto

semidefinido positivo p de clase traza que satisface que, para cualquier subespacio cerrado A de H,
u(A) = Tr(pPy) (F.15)
donde Py es la proyeccion ortogonal de H sobre A.

Teorema F.4.3. (Stone). Sea {U(t)|t € R} una familia de transformaciones unitarias cumpliendo
las propiedades (I) y (I1):

(1) U(t1 +t2) =U(t1)U(t2), Viti,te €R (propiedad de grupo)

(1I) U(ty) N U(tq) (propiedad de continuidad)

entonces existe una unica transformacion autoadjunta H (denominada generador infinitesimal del
grupo) tal que
U(t) = H (F.16)
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