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Resumen

Los combustibles liquidos, debido a sus caracteristicas, han sido y son imprescindibles en la sociedad.
En la mayoria de aplicaciones, estos combustibles son inyectados en cidmaras de combustién en forma
de un spray, el cual esta formado por una gran cantidad de gotas de pequenio tamafio. Al entrar en un
ambiente de alta temperatura, estas gotas incrementan su temperatura y se evaporan, siendo el vapor
de estas el que, tras mezclarse con el gas circundante, experimenta reacciones de combustiéon. A la hora
de estudiar detalladamente este complejo proceso se hace necesario el uso de herramientas numéricas
que permitan modelar los procesos de transferencia de masa y energia entre la fase liquida y gas de
una gota aislada. El objetivo principal de este Trabajo Fin de Grado es precisamente el desarrollo de
un modelo numérico que permita simular detalladamente el proceso de evaporaciéon de una gota.

Para el desarrollo de este modelo se ha hecho uso del método de discretizacién espacial conocido
como Galerkin discontinuo (DG), el cual permite emplear funciones de aproximacion de orden elevado,
con una notable mejora la precision de las soluciones. La discretizacién temporal ha sido realizada me-
diante el uso de un novedoso método conocido como EIN-RK (Explicit—Implicit-Null Runge-Kutta),
este permite obtener resultados con una gran eficiencia y estabilidad.

Se ha desarrollado un modelo numérico para la simulacién de una gota monocomponente evaporan-
do en un ambiente multicomponente, suponiendo que las propiedades tanto del liquido como del gas se
mantienen constantes. El modelo ha sido validado de forma detallada, dando resultados satisfactorios
en todas las validaciones planteadas. Se considera que este modelo numérico puede servir de base para
futuras ampliaciones, asi como para estudios de investigacion relacionados con diversos fenémenos que
tienen lugar en la evaporaciéon y combustién de gotas en condiciones de alta temperatura.

11



Abstract

Liquid fuels, due to their characteristics, have been and continue to be essential in society. In most
applications, these fuels are injected into combustion chambers in the form of a spray, which consists of a
large number of small droplets. Upon entering a high-temperature environment, these droplets increase
their temperature and evaporate, with the fuel vapor subsequently mixing with the surrounding gas
and undergoing combustion reactions. A detailed study of this complex process requires the use of
numerical tools that can model mass and energy transfer processes between the liquid and gas phases
for an isolated droplet. The main objective of this final-year project is precisely the development of a
numerical model capable of simulating in detail the evaporation process of a droplet.

For the development of this model, the discontinuous Galerkin (DG) spatial discretization method
has been employed, which allows the use of high-order approximation functions, significantly improving
the accuracy of the solution. Temporal discretization has been achieved using a novel method known
as EIN-RK (Explicit-Implicit—Null Runge-Kutta), which ensures efficient and stable results.

A numerical model has been developed for simulating a single-component droplet evaporating in
a multi-component environment, assuming constant properties in both the liquid and gas phases. The
model has been thoroughly validated, yielding satisfactory results across all validation tests. It is
believed that this numerical model can serve as a foundation for future extensions and for research
studies related to various phenomena occurring in the evaporation and combustion of droplets under
high-temperature conditions.
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Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Motivaciéon y contexto.

Los combustibles liquidos desempenan un papel fundamental en la sociedad actual debido a su facil
manejo y almacenamiento, ademéas de su alta densidad energética. Combustibles como la gasolina, el
diésel y el queroseno son fundamentales para el sector del transporte. Del mismo modo, una gran
variedad de combustibles liquidos (muchos de ellos alternativos: bio-combustibles, liquidos obtenidos
del tratamiento termoquimico de residuos, etc.) son utilizados tanto en transporte como en la generacion
de calor y energfa en la industria: bio-querosenos, nuevos tipos de bio-diésel, bio-alcoholes, aceites de
pirdlsis de residuos, etc. Muchos de estos combustibles alternativos son de reciente desarrollo, por
lo que conocer en detalle sus caracteristicas de evaporaciéon y combustiéon se convierte en una pieza
fundamental para su adecuada introduccién al sistema energético.

Con el fin de obtener energia aprovechable, cualquier combustible liquido debe ser introducido en
una camara de combustiéon, donde se evaporara, siendo los vapores generados los que experimenten
reacciones de combustion en fase gas tras mezclarse con el aire circundante. Para lograr una completa
conversion del combustible se debe atomizar el liquido, formando un spray compuesto por un grupo de
gotas de tamaiio muy reducido, aumentando asi la superficie de contacto entre el combustible y el gas.
Cuando las gotas que conforman el spray son introducidas en la cAmara de combustién, se encuentran
con condiciones de alta temperatura, lo que inicialmente provoca su calentamiento. Simultdneamente,
ocurre una transferencia de masa desde la gota hacia el ambiente circundante, como resultado del
cambio de fase del liquido. La distribucion espacial del vapor combustible y su posterior mezcla con
el aire dependen en gran medida del proceso de evaporaciéon, por lo que éste resulta determinante en
parametros clave como el rendimiento de la combustioén o las emisiones de inquemados y contaminantes
(ver Fig. 1.1).

Spray Formation and Fuel-Ambient Combustion and
Atomization Vapurlzatlon Mixing Pollutant
T primary secondary Formation
Fuel Injection breakup breakup

cavitation | exit flow

(\

/ Particulate
/ Matter

\ [ Ambient Entrainment | Oombustlon
EH‘ iciency

Figura 1.1: Representacién del proceso de formacién, evaporacién y combustién del
spray de combustible liquido. Imagen extraida de [1].

Por tanto, se hace necesario investigar detalladamente estos procesos de transferencia de masa y
energia con el objetivo final de comprender y optimizar el proceso de evaporaciéon de las gotas que
conforman el spray. Este conocimiento podria contribuir significativamente a asegurar la viabilidad de



CAPITULO 1. INTRODUCCION.

nuevos combustibles alternativos y reducir emisiones de contaminantes (materia particulada, hidrocar-
buros inquemados, CO, NOx, etc.) en los procesos de combustion. Por otro lado, la optimizacion del
proceso de evaporacion en camaras de combustion redundaria en mejoras competitivas para diversas
industrias, que deben cumplir con normativas ambientales cada vez méas estrictas.

Para analizar con el detalle necesario los procesos que tienen lugar en la combustiéon, es necesario
contar con herramientas numéricas que permitan modelar los procesos de transferencia de masa y
energia entre la fase liquida y gas con la mayor fidelidad posible. En la combustién de sprays inter-
vienen una serie de procesos fisicos de enorme complejidad, a los que ademés de los propios de llamas
turbulentas, debe anadirse el proceso de evaporacion de gotas en condiciones de muy alta temperatura.
La aproximacién usual consiste en tratar de manera detallada el problema de evaporacién de gotas
aisladas, desarrollando submodelos que posteriormente se utilizan en el modelado del proceso completo,
para el conjunto del spray. El presente trabajo esta enfocado, precisamente, al desarrollo y validacién
de un modelo numérico de evaporaciéon de gotas en condiciones representativas de llamas reales.

Este tipo de modelos numéricos resultan de gran utilidad para estudiar el comportamiento de las
gotas en condiciones extremas, ya que replicar estas condiciones en un laboratorio resulta muy costoso.
Por otro lado, estos modelos permiten evaluar detalladamente la influencia de ciertas variables, como
la temperatura o el tamano de la gota, en el fenémeno de evaporacion. Conocer el papel que juegan
estas variables resulta de gran utilidad para la elecciéon y planificaciéon de experimentos futuros. Por
este motivo, los modelos numéricos también son un valioso complemento para la experimentacion, a la
hora de seleccionar las condiciones de mayor interés o de extrapolar los resultados a situaciones fuera
del alcance de las posibilidades experimentales.

1.2. Estado del arte

Los modelos numéricos desarrollados para el estudio del proceso de evaporacion de gotas habi-
tualmente se basan en métodos bien establecidos, como elementos finitos [2]|, volimenes finitos [3] y
diferencias finitas [4]. Los primeros consisten en dividir el dominio en pequenos elementos y resolver
las ecuaciones que describen el problema en estos elementos utilizando funciones de aproximacién. Por
otro lado, el método de volumenes finitos utiliza volimenes de control, en los cuales se aplican las leyes
de conservacion. Por tltimo, los métodos de diferencias finitas consisten en aproximar las derivadas en
las ecuaciones diferenciales mediante diferencias entre valores en puntos de una malla. Cada uno de
estos métodos presenta ventajas e inconvenientes, en funcion del caso de aplicacion [5].

En este trabajo se ha utilizado el método conocido como Galerkin Discontinuo (DG), el cual es un
tipo especifico de método de elementos finitos que incorpora algunas de las ventajas de los métodos
de volimenes finitos. Este método permite utilizar mallas no estructuradas en dominios con forma
arbitraria, siendo ademas es un método conservativo. Adicionalmente, permite alcanzar una alta pre-
cision mediante el uso de polinomios de alto orden dentro de los elementos. Gracias a estas y otras
caracteristicas, el método Galerkin Discontinuo ha ganado popularidad en el campo de la dindmica de
fluidos computacional (CFD) [6].

Para realizar la discretizaciéon temporal en estos modelos numéricos, es comun utilizar métodos
explicitos o implicitos, como puede ser el método Runge-Kutta de orden 4 (RK4) [7] o el método de
Euler implicito [4]. Los métodos explicitos necesitan pasos temporales muy pequenos para ser estables,
lo que incrementa el coste computacional. Por otro lado, los métodos implicitos necesitan resolver
sistemas de ecuaciones no lineales, lo cual dificulta su implementacion, ademés de incrementar el coste
computacional. Debido a estas limitaciones, en los dltimos anos ha habido un aumento en el uso de
los métodos IMEX (Implicit-Explicit) [8] y se han desarrollado nuevos métodos como los EIN-RK
(Explicit-Implicit—Null Runge-Kutta) [9], los cuales permiten obtener una mayor eficiencia.



1.3. OBJETIVOS

1.3. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar y validar un método Galerkin Discontinuo (DG)
para simular numéricamente el proceso de evaporaciéon de gotas en condiciones representativas de ca-
maras de combustién, pieza fundamental en el modelado de la combustién de liquidos en forma de
sprays. Se ha seleccionado este método debido a su capacidad para emplear funciones de aproxima-
cion de orden elevado, lo cual mejora la precision de las soluciones. Ademaés, al igual que los métodos
de volimenes finitos, el método DG conserva localmente cantidades fisicas como la masa y la ener-
gia, asegurando una representacion precisa de los fenémenos fisicos involucrados en la evaporaciéon y
combustién de las gotas.

Para la discretizacion temporal, se ha elegido implementar el método EIN-RK. Este método, de
utilidad para ecuaciones diferenciales "rigidas" como el presente caso, se basa en descomponer la
ecuacién en una componente no lineal y no rigida, que es integrada explicitamente, més una componente
lineal y rigida, que se integra de forma implicita. De esta forma, se dispone de un algoritmo muy estable
y eficiente que sblo requiere resolver sistemas lineales en cada paso de tiempo.

El principal proposito del modelo desarrollado es la comparacion con datos experimentales obtenidos
en las instalaciones del Laboratorio de Ingenieria de Fluidos y Energia (LIFEn), centro donde se ha
realizado el presente Trabajo Fin de Grado (TFG). Este modelo proporcionara una herramienta muy
util para complementar los resultados experimentales, aportando una descripcion detallada del proceso
y de las principales variables, totalmente fuera del alcance de los métodos experimentales en el estado
del arte actual. El modelo desarrollado en este trabajo se ha disenado para que sirva como una base
solida para futuras ampliaciones que permitiran el estudio de otros fenémenos que ocurren durante la
evaporaciéon y combustion de gotas.

Los objetivos especificos que se han marcado para este TFG son los siguientes:

e Implementar el método Galerkin Discontinuo y el método EIN-RK en un problema de conveccién-
difusién monofasico.

e Validar la implementacion de estos métodos.

Implementar las condiciones de acoplamiento para un problema multifasico.

Validar la implementacion de las condiciones de acoplamiento.

Validar el modelo en su conjunto.






Capitulo 2

Evaporacion de gotas: Mecanismos fisicos
y formulaciéon matematica.

2.1. Descripcién del problema.

En primer lugar, se va a realizar una breve descripciéon del problema de la evaporacién de gotas,
introduciendo los principales fenémenos fisicos y variables que intervienen (ver Figura 2.1). Cuando
una gota de combustible de radio a es introducida en una cdmara de combustién, se encuentra con un
ambiente de alta temperatura. La diferencia de temperaturas entre el gas y la gota produce un flujo de
energia (¢), que inicialmente se invierte principalmente en aumentar la temperatura (7") del liquido.
Como consecuencia, se desplaza la condicién de equilibrio liquido-vapor en la superficie de la gota,
resultando en la generacién de vapor combustible que pasa a la fase gas, cuantificada en términos del
flujo maésico (712) de combustible que sale de la gota. El vapor generado es transportado radialmente
debido a dos efectos distintos: difusion molecular (ley de Fick) y el flujo convectivo debido a la masa
de vapor saliente (flujo de Stefan). Como resultado, se genera un perfil de fraccion mésica de vapor
combustible, (Y, 1), como se indica en la Figura 2.1. Analogamente, la temperatura en el gas también
varia radialmente debido a estos efectos: transporte molecular (ley de Fourier) y flujo convectivo (flujo
de Stefan, en este caso de sentido opuesto al transporte molecular). La evolucion de las variables en el
liquido y en el gas vienen determinados, por tanto, por los flujos de masa y energia que tienen lugar en
la interfase ( 712 y ¢, respectivamente), que a su vez constituyen las condiciones de acoplamiento entre
los dos medios.

La herramienta numérica desarrollada en este trabajo debe, por tanto, describir con un alto grado
de fidelidad estos procesos de difusién y conveccion de energia y especies, en funcién de las condiciones
del problema (definidas por las propiedades fisico-quimicas del combustible, el tamano de la gota y las
condiciones del ambiente que rodea a la gota).

| Interfase

Tlr—oo

Yy,llr:m

Figura 2.1: Esquema del proceso de evaporacion de una gota en condiciones de simetria
esférica.
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2.2. Hipétesis del modelo.

Para desarrollar este modelo, se han formulado una serie de hipotesis que permiten simplificar el
problema estudiado. Estas suposiciones son esenciales para simplificar el anélisis y facilitar el desarrollo
del modelo y, al mismo tiempo, son perfectamente validas para la mayor parte de las situaciones de
interés en problemas de evaporacién y combustién de sprays.

e Hipotesis de gas ideal.

e Hipotesis de equilibrio liquido-vapor en la interfase.

e No se considera el calentamiento por radiaciéon, ni los efectos Soret ni Dufour.
e Gota aislada en medio infinito, sin velocidad relativa gota-gas.

e Ausencia de fenémenos de condensacion.

e Gota monocomponente y gas multicomponente.

e Propiedades en ambas fases constantes.

En estas condiciones, el problema de la evaporaciéon de gotas se puede considerar unidimensional
debido a su simetria esférica. Esta simetria existe porque el problema se estudia en condiciones de
numero de Reynolds del flujo alrededor de la gota muy bajo, como ocurre en casos de gotas de muy
pequeno didmetro y/o muy baja velocidad relativa. Si se cumple esta condicion, se puede considerar
que las gotas son esferas perfectas (Fig. 2.2), y que sus perfiles de temperatura y composicion son
unidimensionales.

Figura 2.2: Gota de etanol puro rodeada de cascara de hollin y su llama de difusién en
condiciones de microgravedad. Imagen extraida de [10];

La esfericidad de la gota se debe en gran medida a la tension superficial del liquido, que es una
caracteristica de los liquidos la cual se manifiesta como una fuerza que actia sobre las moléculas que
se encuentran en la superficie, lo que provoca que el liquido tienda a tener la minima superficie posible.
Dicha fuerza es el resultado de la atraccién entre las moléculas del liquido. Las moléculas situadas en el
interior del liquido son atraidas por todas las moléculas circundantes, lo que resulta en una fuerza neta
nula. Sin embargo, las moléculas que se encuentran en la superficie del liquido solo son atraidas por las
particulas situadas en el interior del liquido y por las demas particulas presentes en la superficie, ya
que la fuerza ejercida por las moléculas del gas que rodea al liquido se puede considerar despreciable.
Es decir, las particulas que se encuentran en la superficie experimentan una fuerza neta dirigida hacia
el interior del liquido, tal y como se muestra en la Fig. 2.3. Esta fuerza neta no nula es la que provoca
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que el area de la superficie tenga tendencia a ser la minima posible. Por ello, una masa de liquido dada
que no esta sometida a ninguna fuerza externa, adquirira la forma de una esfera.

Figura 2.3: Representacién esquematica de las fuerzas entre las moléculas del liquido
seglin su posicién.

En cuanto a la fase gas, el parametro que determina su cercania o lejania con respecto a condiciones
de simetria esférica es el niimero de Péclet:

_Ua

P =_—
e DT?

(2.1)
donde a es el radio de la gota, U la velocidad relativa entre la gota y el gas circundante y D7 la difusivi-
dad térmica. A partir de la abundante literatura sobre el problema de la evaporacién y combustion de
gotas (p.ej. [11]), puede concluirse que el nimero de Péclet es mucho menor que la unidad en un gran
numero de situaciones de interés practico. Esto indica que la conveccion debida a la velocidad relativa
entre el gas circundante y la gota es despreciable, por lo que el problema estudiado estd dominado por
la difusion y la conveccion debida a los flujos de Stefan. Por lo tanto, el campo de concentracion de
especies y de energia alrededor de la gota se puede considerar unidimensional, tal y como demuestra
las llamas que se forman alrededor de la gota mostrada en la parte derecha de la Fig. 2.2.

2.3. Formulacién matematica del problema.

El problema transitorio de evaporaciéon de gotas en condiciones de simetria esférica se describe
matematicamente mediante las ecuaciones de conservaciéon de especies y energia:

ot + 7‘725(7" Qﬁ,ﬂ}ﬁ) + ﬁa(r Jﬁ,z) =0, i=1,..,N, (2.2)
0(Hp) 10 10
atﬂ + ﬁg(?’zﬂﬁvﬂ) + 725(7'2%) =0, (2:3)

donde B8 = [l o 8 = g hace referencia a las fases liquida y gaseosa, respectivamente, o0g; = pgYg,,
Y3, es la fraccion masica de la especie i, pg es la densidad, vg es la velocidad del fluido, Hg es la
entalpia volumétrica, y N es el nimero de especies que existen en alguna de las dos fases. El subindice
i hace referencia a la i-ésima especie. Asimismo, los términos Jg; y qg representan los flujos de difusion
mésica y de energfa, respectivamente.

Es importante sefialar que las variables anteriores satisfacen las siguientes relaciones:

N N N
ZYW =1, Z 08, = PB» Z Jpi =0, (2.4)
=1 i=1 i=1
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de tal forma que la Ec. (2.2) proporciona la ecuacion de conservacion de masa:

Opg 19, —

Asi mismo, si se tiene en cuenta que la gota estd constituida por una tnica especie y se reserva el
subindice ¢ = 1 para ésta, se tiene:

o1 =0, Q2= -=g0onN=0. (2.6)

Como se puede observar en las ecuaciones de conservacion de energia y especies, el problema de la
evaporaciéon de una gota estd dominado por los fenémenos de difusiéon y conveccion.

La difusiéon de especies es el proceso mediante el cual se produce el transporte espontédneo de
una sustancia desde las regiones de mayor concentraciéon hacia las regiones de menor concentracion,
impulsado por gradientes de dicha concentraciéon. Esta difusion esta descrita por la primera ley de Fick,
que establece que el flujo de difusién es proporcional al gradiente de concentracion:

Y3,
Jpi = —ppDp.i 8?1 (2.7)

donde destaca la propiedad de transporte conocida como el coeficiente de difusién, en este caso es el
coeficiente de difusiéon de la especie ¢ en el resto de especies presentes en la fase 5, representado como
Dg ;. Por otro lado, la difusion de energia esta descrita por la ley de Fourier:

oT,
qs = _kBva (2.8)

donde kg es la conductividad térmica y T es la temperatura.

Con el propésito de realizar la discretizaciéon numérica, es conveniente expresar los flujos de difusion
maésica y de calor en términos de las variables og; y Hg. Para ello, se utiliza que pg se supone constante
y que [12]:

N N
Hs =) opihgsr dhsi=cpidTs, =) ¢, Ys, (2.9)
i=1 i=1
donde hg; es la entalpfa méasica de la especie i, y ¢, y ¢, representan el calor especifico a presion
constante del compuesto ¢ y de la mezcla, respectivamente. En ese caso:

003,
Jsi=—Dg; ai’ : (2.10)
N
OH 8@ 3
g5 = —Drp ( arﬁ — aﬁ’ hﬁ,i) , (2.11)

donde Dr g es el coeficiente de difusion térmica de la mezcla en la fase 3, expresada como Dy = k/(pcp).

Por otra parte, la convecciéon puede entenderse como el transporte de una particula con carac-
teristicas especificas, como temperatura o concentracién, de un punto a otro dentro de un fluido en
movimiento. En este problema, se puede identificar la conveccion como el segundo término de las Ecs.

(2.2), (2.3) v (2.5).

Como se ha mencionado previamente, este modelo incorpora la suposicion de que dpg/0t = 0 y
Opp/0r = 0. Tras la aplicacion de esta simplificacion, la ecuacion de conservacion de masa (Ec. (2.5))
en ambas fases se puede expresar de la siguiente manera:

r*vg = cte. (2.12)

Gracias a la existencia de esta relacién, es posible determinar el campo de velocidades en toda la fase
conociendo el valor de la velocidad en un tnico punto, tal y como se vera a continuacion.
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2.4. Evaluacion de propiedades.

Para poder resolver las ecuaciones anteriores, es necesario calcular las propiedades termodinamicas
de ambas fases como funcién de algunas de sus variables de estado como, por ejemplo, las fracciones
mésicas y la temperatura.

En el caso del gas, los calores especificos de las especies puras, c,,, y las entalpias masicas hg;
se obtienen a partir de la temperatura usando los polinomios de la NASA [13]. Por otra parte, el
coeficiente de difusion de la especie i en la mezcla se calcula como [14]:

1-X

Dyj=—— 20— (2.13)

Z Xg,j

Doi -
j=lgi

donde X, ; es la fracciéon molar de la especie 7 y Dy;p 5 es el coeficiente binario a dilucion infinita
calculado mediante la teoria cinética de gases segin el método de [15]|. La fraccion molar se puede
calcular de acuerdo a la férmula:

Y,/ Wi
Zévzl Y3, / W ’
siendo W; el peso molecular de la especie i. Por otra parte, la conductividad térmica k4 (y por tanto
el coeficiente de difusion térmica D7 ,4) se obtiene calculando las conductividades de cada especie,
kgi, a la temperatura de interés mediante el método descrito en [15]. Una vez se ha obtenido las
conductividades individuales se puede calcular la conductividad de la mezcla mediante la regla de
mezcla también propuesta en [15]:

Xp; = (2.14)

1
<Zk97 Xgi+ S 1ng/kgz> (2.15)

Respecto a las propiedades de la fase liquida, no es necesario aplicar ninguna regla de mezcla, dado
que se trata de un compuesto puro. Las propiedades de dicho compuesto puro han sido obtenidas a
partir de las correlaciones propuestas en [16] y [17].

Notemos que las propiedades anteriores se calculan suponiendo conocidas las fracciones masicas y la
temperatura, puesto que asi es como figura en las bases de datos. Sin embargo, el modelo esta planteado
en términos de las densidades gg; y de la entalpia Hg. Por tanto, dadas estas tltimas variables, hay
que calcular primero:

08,i
Ygi= ——, (2.16)
Z;'Vzl(é)ﬁ,j)

mientras que la temperatura se obtiene resolviendo la ecuacién no lineal:

N
Hg = 0p; MT)g, (2.17)
=1

con un método de Newton-Raphson [18].

2.5. Condiciones de contorno.

En el problema de la evaporaciéon de gotas, deben imponerse condiciones de contorno en tres puntos
diferente del dominio. El primero de estos puntos es el centro de la gota (r = 0). Puesto que los flujos
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de difusiéon de masa y energia deben ser continuos y al mismo tiempo simétricos respecto de dicho
punto, se deduce que deben ser nulos, es decir:

OH,

OH;|  _ dou,i
or

?
r=0 or

= 0. (2.18)
r=0

Igualmente, la velocidad en el centro de la gota debe ser nula por simetria, v;|,_, = 0, por lo que de
acuerdo a la Ec. (2.12):

v = 0. (2.19)
A continuacion, se debe imponer las condiciones de contorno en la lejania del dominio, es decir, en

r — 00. Al estar muy lejos de la superficie de la gota, se puede suponer que las propiedades del gas
son uniformes, es decir:

T, oo = Toos (2.20)
}/jg,i’r—)oo = }/jg,i,oo’ (221)

donde T, y Yy 00 son valores constantes a lo largo del tiempo. Ademas, dado que la velocidad del gas
vg tiene una relacion inversamente proporcional al cuadrado del radio (2.12), se puede asegurar que la
velocidad del gas en r — oo es nula.

Por 1ltimo, se debe estudiar las condiciones de acoplamiento entre la fase liquida y la fase gaseosa.
Para ello, es preciso recordar primero la condicién de salto para ecuaciones de conservacion. Se considera
que una variable u(r,t) estd gobernada por una ecuaciéon de la forma:

ou 1 0

y presenta una discontinuidad en la esfera de radio r = a y centro el origen de coordenadas. Entonces,
la. discontinuidad debe moverse con una velocidad @ = da / dt tal que:

(u” —uh)a=f(u)—f(uh), (2.23)

donde ~ y T hacen referencia a los valores de la solucién en » = a~ y r = a™. Aplicando esta condicién
a las ecuaciones (2.2)-(2.3), y notando que 9dg;;/0r = 0 de acuerdo a (2.6) se tiene:

. o . 00g,i ‘
|:‘Ql7i(’l)l —a)— Dl(‘?r] . = [Qg,i(vg —a) — Dga—i o i=1,...,N (2.24)
N
] OH, — : OH, 90g,i ,
|:Hl('U[ - Cl) - DTJ or :|Ta - [H!](Ug Cl) DTag ( Ir g Ir hi - : (225)

Es importante recordar que la velocidad del liquido en cualquier punto del dominio es conocida gracias
a la Ec. (2.19); sin embargo, la velocidad del gas sigue siendo una incognita.

Ademaés, debe satisfacerse la igualdad de temperaturas en la interfase:

Ty =Tyl .. (2.26)

Para las especies presentes a la vez en la gota y en el gas, la condicién de equilibrio termodinédmico
es:
Pv,i = PTotang,iv (227)

donde P, ; es la presién de vapor, que puede hallarse con la base de datos [16] como funcion de la
temperatura en la superficie de la gota, y Proq es la presion total en el sistema. En este caso, la
ecuacion anterior se puede aplicar sélo para ¢ = 1 debido a que la gota se supone monocomponente.
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2.6. CONDICIONES INICIALES.

Utilizando la Ec. (2.14), se puede reorganizar esta ecuacion para trabajar con fracciones masicas, lo
que simplifica atin mas su integraciéon en el modelo:

N N
}/ivg Z Y]:l — P’U7i Kvl Z YVJ:Q . (228)

Para las especies que so6lo estan presentes en el gas, simplemente se impone g;; = 0.

Asf mismo, en la interfase debe imponerse la ecuacién de estado para el liquido y para el gas, es
decir, se impone la ecuacion central de (2.4) en ambas fases.

La ecuacién correspondiente a la conservacion de energia puede ser reescrita para facilitar su com-
prension, para ello se debe imponer la conservacién de masa en la interfase. Por lo que, teniendo en
cuenta que la ecuacion de conservacion de masa a un lado y a otro de la interfase, queda:

pg(Vg — @)rea = pr(vi — @)peq = m", (2.29)

donde " es la masa evaporada por unidad de tiempo dividida entre el area de la superficie de la gota.
Reordenando la Ec. (2.25) obtenemos la siguiente ecuacion:

0H N 00g,i 0H, . .
[_DT,g ( arg _ 2 8;]' hl>] ) = |:_DT’I87‘ + (Hg(vg — CL) — Hl(vl — CL)):| - (2.30)

Gracias a la definicion de 7 vista en la Ec. (2.29) se puede reescribir esta ecuacion de tal forma que:

0H, <X oy, oH, |
[_DT,Q ( 8rg P ai hz)] ) = [—DT,laT —i—m”(hg — hl)] o (2.31)

donde el primer término corresponde al flujo que se transfiere a la gota mediante conducciéon de calor
desde el gas. En cuanto al segundo término, también denominado calor sensible, es la parte de la
energia energia que es absorbida por la gota y provoca un aumento en su temperatura. Finalmente,
el tercer término, conocido como calor latente, corresponde a la energia absorbida por la gota que se
invierte en realizar el cambio de estado liquido-vapor.

2.6. Condiciones iniciales.

Puesto que se trata de un proceso no estacionario, se hace necesario establecer unas condiciones
iniciales, tanto para la gota liquida como para la fase gas. Si se considera una gota con un perfil de
temperatura uniforme que es repentinamente situada (¢ = 0) en un ambiente gaseoso a una temperatura
superior, los perfiles de temperatura y de fraccién masica de especies presentarian una discontinuidad
en la interfase, tal y como se muestra en la Fig. 2.4a para el caso de la temperatura. Este tipo de perfil
inicial no cumple las condiciones de acoplamiento (Ecs. (2.24)-(2.28)), generando errores numeéricos al
evaluar gradientes infinitos en la interfase.

Por este motivo, la fase gaseosa del problema se integra hasta ¢ = {3 mediante las ecuaciones
analiticas proporcionadas en [11]. El valor de ty se fija como el minimo necesario para suavizar los
perfiles iniciales, haciendo que cumplan las condiciones de acoplamiento. En la Fig. 2.4b se muestra
en azul el perfil obtenido mediante estas ecuaciones analiticas para un tg = 10~%s. En cuanto a la
temperatura inicial de la fase liquida (en rojo), ésta se fija mediante una funcién exponencial capaz de
mantener la mayor parte del volumen de la gota a una temperatura uniforme, presentando asimismo
el gradiente en superficie requerido por las condiciones de acoplamiento. En el Anexo A se proporciona

11
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mayor detalle sobre el tratamiento de estas condiciones iniciales, tanto para el caso de la temperatura
como para el de la fracciéon masica.

1100 650 |-
300.6 l Fase liquida
1000 - 500 - I Fase gaseosa
Fase liquida }
900 - Fase gaseosa
550 }
., 800~ — )
Z % 500 |
S 7o0; E
g S 450
g— 600 g—
2 2 400 -
500
400 1 3%0 ¢
300 frm— 300 |
200 . . ) . . )
0.5 1 1.5 2 05 1 1.5 2
rfa[-] rla[-]
(a) (b)

Figura 2.4: Perfiles de temperatura iniciales para t = 0s (a) y t = to = 10~%s (b)
calculados para una gota de etanol a 300K que es introducida en un ambiente gaseoso
a 1000K.
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Capitulo 3

Resolucion numérica de las ecuaciones.

3.1. Discretizacion espacial mediante el método de DG-ALE.

3.1.1. Introduccion al método DG-ALE.

Para el desarrollo de este modelo numérico se ha optado por el método de Galerkin discontinuo
arbitrariamente Lagrangiano-Euleriano (DG-ALE).

En primer lugar, se considera como dominio espacial €2 la esfera de centro el origen y radio rysx > a.
A continuacion, se divide el dominio en una malla movil 73, () de elementos finitos con forma de corona
esférica. Las caras de los elementos estan situadas en las coordenadas radiales 0 = rg < r(t) < --- <
ra—1(t) < rar = rmax y se desplazan con una velocidad arbitraria. Asimismo, el mallado se construye
de tal forma que hay M; elementos en la parte liquida y M, en la parte gaseosa, con M = M; + My,
quedando la interfase justo en la frontera entre dos elementos, es decir, 7y, () = a(t). Por conveniencia,
se denota la posicion de la cara interna u oeste de un elemento K (t) € Tp(t) como & = rx_1 y la de
la cara externa o este como rX = rg.

Entonces, la solucion exacta, u(r,t), se aproxima por un polinomio uy(r,t) de grado p definido a
trozos en los elementos de la malla. Es decir, en cada elemento K (t) € Tp(t),

p

wp | (rt) = oF ()UK (1), (3.1)

J=0

donde qﬁJK (r,t) es una base de polinomios de grado p en un elemento K y UJK son los llamados grados
de libertad. Notemos que uy no tiene por qué ser continua en las fronteras de los elementos, una
caracteristica distintiva de este método.

Para definir la base de polinomios {¢JK (r,t)} en cada elemento K, lo mas apropiado es hacer un

cambio de variable lineal y transformar K en el elemento de referencia K= [—1,1]. Es decir, si el
elemento K esta en el intervalo 7 < r < K se utiliza la transformacion:
1- 1
r= Fg(£t) :=rk 25—1—7’5 ;5. (3.2)
En el elemento de referencia, se ha optado por tomar como base {QASO &),... ,(}Sp(f)} los polinomios de

Legendre [19], ya que forman una base bien condicionada y su implementacion en el modelo es sencilla.
Asi pues, en un elemento cualquiera K, las funciones de forma vienen dadas por:

S (D], gy ey = 90(6)- (3.3)

Es importante notar que las funciones base definidas por (3.3) no son constantes en el tiempo, sino
que se “desplazan” siguiendo a los elementos sobre los que estan definidas. En particular, se puede
definir una velocidad de malla v,, tal que:

OFk  drf1-¢  drf1+¢

vmlg (60 = 57 = 3 3 TR (3.4)

13
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Es decir, en cada elemento K(t), vy, varia de forma lineal (en términos de la coordenada natural &)
entre las velocidades de los radios interno y externo del elemento, dr /dt y drX /dt. Puesto que ¢;(&)
no depende del tiempo y r = Fi (§,t), la regla de la cadena proporciona:

9 0K (r,t) 0K (r,t) or O 9K
0 — ¢ (é‘) — ¢'L (T7 ) + ¢z (T, )l — ¢z + Um ¢7, (35)
ot ot or Ot ot or
es decir, que los valores de las funciones base se transportan con la velocidad de la malla.
En el caso del problema de evaporaciéon de gotas se va a resolver un problema de la forma:

ou 1 9(r?f)
i I = 3.6
ot + r2 or ’ (3.6)

donde f = f(u,0u/dr). La ecuacion (3.6) se conoce como formulacion fuerte. En los métodos DG-ALE,
se parte de la formulacion débil, que se obtiene al multiplicar la formulaciéon fuerte por una funcién
arbitraria v continua en cada elemento de la malla tal que:

oY o

— — =0, 3.7

ot " on (3.7)
e integrar por partes en cada elemento K. Cabe destacar que las funciones base qSZK satisfacen (3.7) de
acuerdo a (3.5). En ese caso, se obtiene:

d
at Jy

uypwdr = / f*a—wwdr —i—ifw(rf)w(rg) —E(w(rf)w(rf). (3.8)
(1) K@ Or

En la ecuacion anterior, w(r) = 47r?, f* = f — v,u es el flujo relativo al movimiento de la malla, y
£5 v £ son unos flujos numéricos, evaluados en las caras interna w y externa e de cada elemento. En
particular,

08,1 Jg1
: * c d c d Ju :
u= : , =141 f(u)=(vg—vpu, f'lu, - )= : (3.9)
08,N or Jg,N
Hpg 4s

donde vg es la velocidad del fluido de la fase 3,y J3; ¥ gg son los términos definidos en las Ecs. (2.10)
y (2.11), respectivamente. Nétese la separacion del flujo f* en una componente convectiva, £, y otra
difusiva, f¢. La expresion para los flujos numéricos ff y feK es més compleja, puesto que dependen
también de la solucion en los elementos adyacentes a K o de las condiciones de contorno.

Como se verad mas adelante, conocida la solucion u (o su aproximacién numérica uy), es posible
calcular la velocidad de la superficie de la gota, @, asi como el campo de velocidades en el gas, v,

(conviene recordar que v; = 0) y los flujos numéricos E{f y Ef( en las caras de los elementos. Asimismo,
la velocidad de la malla en las caras de los elementos se elige de tal forma que:
T . .
—a, i1=0,..., M, (fase liquida)
a
vm(ri) = . .. (3.10)
G, i= Mq,..., M+ My, (fase gaseosa)

Tmix — @

mientras que en el interior de los elementos la velocidad de la malla viene dada por (3.4)'. Es decir,
conocida la solucion u, es posible calcular el lado derecho de la ecuacion (3.8).

!Notese entonces que la velocidad es lineal en las fases liquida y gas. Esto se debe a la elecciéon descrita en (3.10).
Sin embargo, el método requiere tnicamente que la velocidad sea lineal a trozos en cada elemento, tal y como indica la
ecuacion (3.4), y que v, (ry,) = @, por lo que perfectamente podrian haberse elegidos otros valores para vy, (r;).
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Asi pues, si se sustituye u por uy, en (3.8), se utiliza (3.1) y se hace ¢ = ¢ para todos los grados
de libertad i y elementos K posibles, se llega a un sistema de la forma:

d
dt
donde M es una matriz de masas, que depende de la geometria de la malla y por tanto varia con el

tiempo, U es un vector que contiene todos los grados de libertad, y F(U) es el vector correspondiente
a la discretizacion del lado derecho de (3.8). La ecuaciéon anterior debe ser complementada con:

(MU) = F(U), (3.11)

cT{ = o (i), i=0,...,M+ M,, (3.12)

la cual determina el movimiento de la malla.

3.1.2. Calculo de los flujos entre elementos y condiciones de contorno.

En lo que sigue, se supondra que a < 0, es decir, el tamano de la gota siempre disminuye. En ese
caso, las ecuaciones (2.19) y (2.29) proporcionan vg|,—q = —(pi/pg — 1)a > 0, ya que p; > pg, y por
tanto vg — vy, > 0 de acuerdo a (2.12) y (3.10). Conviene recordar también que la cara K — 1 esta
comprendida entre los elementos K — 1 y K, como se muestra en la Fig. 3.1.

Cara K-1

‘ Elemento K-1 Elemento K ‘

Figura 3.1: Posicién relativa de la cara K — 1 respecto a los elementos K y K — 1

Se distingue ahora varios casos. En primer lugar, en las caras intermedias, se aplica upwind en el
flujo convectivo puesto que v — v, > 0. Ademas, se toma el valor medio del flujo viscoso y se anade
un término de penalizacion contra las discontinuidades [6]:

u
£5 = (vg — V) ulf-t 4 [fd < K- 1’887“> +fd ( K ig;”)] +or_1 (uft—ul), (3.13)

donde uX~! y uf son, respectivamente, las soluciones en las caras este y oeste de los elementos K — 1
y K. Por otra parte,

1 [max{D uf 1), Dg (1t max{D D
1 = Cp L [MAPra(E™). D™} | mix{Drs(ul) Do)
2 re _Tw Te —T’w

es un parametro de penalizacion, que depende de una constante Cp € [50, 200] elegida por el usuario. En
este trabajo, se ha tomado C'p = 50. Para calcular los flujos a través de las caras este de los elementos,
se tiene en cuenta que éstos son Conservatlvos es decir, f; fE-1 = =f f& . Cabe destacar que el flujo numeérico
es consistente, es decir, si uf~! = uf y ouf=1/or = 8uK/8r entonces £5-1 = F5 = £*(uf oul /or).

En la cara 7 = 0, el valor del flujo es irrelevante, puesto que multiplica por w(0) = 470%. De esta
forma, se impone de manera natural flujo nulo en el centro de la gota, como exige la simetria del
problema.

En la cara r = a~, es decir, la cara correspondiente a la interfase vista desde la fase liquida, o la
frontera exterior de la parte liquida, el flujo numérico queda:

28 = (u—vm),,ue +fd< K88:>—|—0'K(U£(—Ul), (3.15)
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CAPITULO 3. RESOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES.

donde K = M; y uy es la condicién Dirichlet impuesta en esta frontera, cuyo valor se obtiene al resolver
las condiciones de acoplamiento.

En la cara r = a™, es decir, la cara correspondiente a la interfase vista desde la fase gaseosa, o la
frontera interior de la parte gaseosa, el flujo numérico queda:

~ K
ff = (Vg — VUm),_, Ug + £ <uf§, 8uw> +oK_1 (ﬁg - ufj) ) (3.16)

r=at or

donde K = M; + 1 y U, es la condicion Dirichlet impuesta en esta frontera, nuevamente obtenida
mediante las condiciones de acoplamiento.

Por dltimo, en la cara r = ry4y, correspondiente a la frontera exterior de la parte gaseosa, el flujo
numérico queda

K

?f = (v — ”m)r:rméx uf + £ <u§, a;:) + oK (uf — ugo) , (3.17)

T=Tmax

donde K = M y ug°® es la condicion Dirichlet impuesta en el infinito (2.20) y (2.21). En esta dltima
cara,

méx{Dr(ud), Dg;(ul}")}

oy =Cp T (3.18)
e w

Notese que las condiciones de contorno Dirichlet no se imponen directamente en el valor de la
solucion, sino que se imponen de forma débil a través del flujo numérico en la frontera. Es decir, no se
impone directamente el valor de la solucién, se impone que el valor del flujo provoque que la soluciéon
en ese punto sea la condicién Dirichlet. Por ejemplo, en la dltima cara del dominio no se impone el

valor de de u®°, es el flujo de penalizacién og (uf — ugo) el que provoca que uf adquiera el valor de

g )
la condicién Dirichlet.

3.1.3. Condiciones de acoplamiento en la superficie de la gota.

Como se vio en el capitulo anterior, a través de la superficie de la gota deben satisfacerse las
siguientes condiciones:

e Conservacion de la masa de cada especie (2.24).

e Conservacion de la energia (2.25).

Continuidad de la temperatura (2.26).

Equilibrio termodinamico (2.28).

Ecuacion de estado.

Por conveniencia, se llamara ahora L y R a los estados a la izquierda y la derecha de la superficie de
la gota, es decir en la cara este del elemento M; y la cara oeste del elemento M, 1, respectivamente.
Teniendo en cuenta los flujos numéricos utilizados, las condiciones anteriores dan lugar al siguiente
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sistema de ecuaciones:

f;iL + (vp = a)oip, +or(0ip — i) = f;iR + (vr — @)oigp + or (0ig — OiRr) i=1,...,N,
(3.19)
S+ (e —a)Hy +op (H—Hy) = fljg+ (v — a)Hr + or (Hr — Hg) (3.20)
T‘l(ELv"inNL:ﬁL) :TQ(ER?"WQiNR?FR)? (321)
_ N _ _ = _ N _
OiR 95, _ p'ui(T’l(Qle"aQNLaHL)) Oir, 9 R i =1 (3 22)
Wir = Wig Protal Wir = W; 7 7
oir, =0, i=2,...,N,
(3.23)

WE

@L - pl? (324)
1

-
Il

Oir = Pg- (3.25)

WE

1

-.
Il

Es importante recordar que vy, = 0 al ser nula la velocidad en la fase liquida y que p; y py se consideran
conocidos. Asi pues, suponiendo conocida la solucién numeérica en L y R, el sistema anterior proporciona
2N + 4 ecuaciones para otras tantas incognitas:

e los valores en azul 0;;, Hp, 0ig, Hr (i = 1,...,N) a la izquierda y la derecha de la interfase,
los cuales se imponen como condiciones Dirichlet en las respectivas fronteras de las fases liquida
y gas,

e los valores en verde de la velocidad del gas en la interfase, vg, y la velocidad de ésta ultima, a,
las cuales determinan, respectivamente, el campo de velocidades del gas (2.12) y el movimiento
de la malla (3.10).

El sistema anterior se resuelve mediante el método de Newton-Raphson [18].

3.2. Discretizacion temporal. El método de EIN-RK.

El objetivo de este apartado es explicar como, partiendo de una solucion U™ a la Ec. (3.11) en un
instante t", se obtiene la solucion U™t en "+ = " + A",

Tras analizar distintos métodos numéricos para resolver este sistema se ha optado por el uso de los
métodos Runge-Kutta (RK). Esta eleccion se basa en que los métodos Runge-Kutta de alto orden se
caracterizan por su mayor precision, asi como por ser sencillos de implementar en el modelo. Dentro
de la familia Runge-Kutta existen los métodos explicitos e implicitos, que presentan caracteristicas
distintas:

e Los esquemas explicitos son muy sencillos de implementar, pero requieren valores de At muy
reducidos para asegurar la estabilidad, lo cual reduce significativamente la practicidad del modelo.

e Los esquemas implicitos son complejos de implementar, pero permiten asegurar la estabilidad del
modelo con unos valores de At muchos mayores. El mayor inconveniente de estos esquemas viene
de la necesidad de resolver un sistema no lineal de ecuaciones en cada paso de tiempo, lo cual
require implementar un método iterativo para el calculo de la soluciéon en las distintas etapas del
método, aumentando drasticamente el coste computacional.
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CAPITULO 3. RESOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES.

Estas limitaciones de los esquemas explicitos e implicitos sirven de motivaciéon para realizar la discreti-
zacion temporal mediante un método EIN-RK (explicit-implicit-—null Runge-Kutta). Para el desarrollo
de este esquema se debe reescribir el sistema original (3.11) de la siguiente forma:

d

1 (MU) = (F(U)-JU)+ JU. (3.26)
donde J es la matriz jacobiana de F(U) evaluada en U™. De esta manera, el lado derecho de la ecuacion
es la suma de un término no lineal y no rigido, g(U) = F(U) — JU, que se integrara de forma explicita,
y un término lineal rigido, L(U) = JU, que se integrara de forma implicita.

Se debe recordar que en todo método Runge-Kutta la solucion U™l se obtiene a partir de la
solucién en s etapas intermedias. Tanto la parte implicita como la explicita del método estan descritas
mediante los tableros de Butcher:

c=0]0 0
2 2,1 2,2 2,1
C ay ar ap
3 3,1 3,2 3,3 3,1 3,2
C ay ar ar ap ap
s s,1 L . S,S s,1 . s,s—1
C CLI CLI CLE CLE
1 s 1 s—1 s
71 Ts 71 Ts—1 s

donde el vector ¢! determina las posiciones de las etapas intermedias dentro del intervalo [t”, t"“], los
coeficientes a* determinan cémo las derivadas de las soluciones intermedias se combinan para obtener
la soluciéon en la etapa 4, y b’ (resp. 3’) son los pesos con los que se combinan las derivadas de las
soluciones intermedias para obtener la solucién final U™t (resp. una solucién de menor orden ﬁ”+1).
En particular, en este trabajo se emplea el esquema de tercer orden conocido como ARS443 [8].

Por otra parte, el movimiento de la malla, gobernado por la Ec. (3.12), se integrara de forma
explicita. Por conveniencia, se llamaréa x := [ro, ..., 5] al vector que contiene las coordenadas de los
nodos de la malla, de tal forma que dicha ecuacién también se puede escribir como:

dx _

dr Vm(X)a (3'27)

la cual se integra explicitamente con la parte explicita del método. Una vez se conoce las posiciones de
los nodos x, la obtencién de la matriz de masas M correspondiente a estas posiciones es directa.

En particular, la primera etapa del método es igual a la solucién en t", es decir

¢l = ¢n
ull =un
1
kil = g(U")
kY = L(ur) = Jur
kLH = v (X")
Para las etapas 1 = 2,..., s se sigue un procedimiento analogo, en el que en primer lugar se obtiene la
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3.2. DISCRETIZACION TEMPORAL. EL. METODO DE EIN-RK.

matriz de masas Ml explicitamente,

il = 4 A ¢

i—1
X = x"+ A Z a'Jkl]
j=1
x4 — Ml
y a continuacion se calcula la solucion Ul:
MU =M U™ + A Ik + A KD+ A el k) (3.28)
j=1 j=1
k' = g(Ul)
kil = Lully = yuld (3.29)
kT = v (xl)

Como se puede ver, las ecuaciones (3.28) y (3.29) forman un sistema lineal de ecuaciones, debido a la
definicion de L(U) y a que el calculo de MU se realiza de forma explicita. Sustituyendo la ecuacion
(3.29) en (3.28) se obtiene la ecuacion lineal:

i—1 i—1
[MM — At e 3| U =M U+ A S kD + A S kY (3.30)
j=1 J=1

que puede ser resuelta facilmente. Al hacerlo, se obtiene la solucion Ul 1o que posibilita la obtencion
de kg], k[LZ] y kg], y con ello el comienzo de una nueva etapa del método. Se debe recordar que, una vez
hallado Ul es necesario resolver las condiciones de acoplamiento (3.19)-(3.25) para hallar kg], k[i] y
k. Dado que el método desarrollado es globally stiffly accurate (GSA), es decir, by, = agi y by = a?’i,
no es necesario hallar U"*! como:

MU U = MU A S K+ A ST k), (3.31)
j=1 j=1

sino que directamente tomamos U™T! = Ul Gracias a la aplicacion de este método se consigue
trabajar con unos valores de At mucho mayores a los utilizados en los métodos explicitos con un coste
computacional razonable gracias a que la ecuacion (3.30) es lineal. Por ello, se concluye que el uso de
este método EIN-RK es muy indicado para el desarrollo de este modelo.

El modelo desarrollado cuenta con un paso de tiempo adaptativo [20], es decir, At™ no es constante.
Estos At™ son calculados mediante la estimacion del error cometido al realizar la integracion temporal.
Para ello, se obtiene primero la soluciéon de menor orden definida por:

S S
MO = MU A Bk - A ST Bk (3.32)
j=1 j=1

Entonces, el error cometido en el instante t**! se estima como:

2
ds, (3.33)

n+l _ ~n+tl

B 1 Upp —Upg
"= |m/;[ FN;

donde up, ; (vesp. Up ) es la I-ésima componente de la solucion numérica uj (resp. u}) determinada

por U™ (resp. IAJ”), y FN; = méx |u2 ;| es el factor de normalizacion para dicha componente. Este valor
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CAPITULO 3. RESOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES.

nr debe ser comparado con un valor maximo ny,s cuya eleccion se detallard en el proximo capitulo.
En el caso de que nr < nmax €l modelo procedera a realizar una nueva integraciéon temporal con un

Al = Agn o pmdx (3.34)
nr

donde L es un factor de seguridad inferior a la unidad. En el modelo desarrollado se ha decidido
establecer L = 0.8, tras haber realizado pruebas con distintos valores. En el caso de que np > nnsx, la
solucion U™*! es rechazada y calculada nuevamente con un paso de tiempo mas pequeiio determinado

por:
AT = AL, ¢f L (3.35)
nr

Al utilizar paso de tiempo adaptativo, se consigue capturar la solucién con precision en intervalos
temporales en los cuales ésta presenta grandes variaciones, como en los instantes iniciales y finales,

nuevo At"t1! calculado como:

manteniendo al mismo tiempo un coste computacional reducido.
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Capitulo 4

Resultados y validacion.

En este capitulo se validan diferentes aspectos del modelo desarrollado, tales como la implementa-
cion de los métodos de discretizaciéon espacial y temporal utilizados, asi como la correcta aplicacién de
las condiciones de acoplamiento. Finalmente, se realiza una validacién del modelo de evaporaciéon de
gotas en su conjunto mediante comparaciéon con un modelo semi-analitico.

4.1. Validaciéon de los métodos de discretizacion.

Debido a que el modelo de evaporaciéon de gotas desarrollado resuelve un problema de conveccion-
difusion, se plantea una primera validacién mediante el problema de conveccién-difusiéon monofasico y
escalar: 5 L 902

r r
donde f = a(r)u — e(u)Ou/0r, a(r) = 0.1r es la velocidad, e(u) = 0.01 4+ 0.01u es el coeficiente de
difusion y Q = Q(r,t) es un término fuente cuya expresion se obtiene al imponer una solucién conocida
u(r,t). En ese caso, la formulacion débil queda como:

féwwwmzﬂmﬂ%@w+ﬁwM%Mﬁ_g%@mmg+épmmr (4.2)

dt
Una vez se ha resuelto numéricamente este problema mediante las discretizaciones expuestas en el
capitulo anterior, se puede calcular el error de la solucion en la norma L?:

1/2
cxr = llu = unllzzy = | [ u - wifa] (13)

donde uy, es la solucion numérica y u es la solucion teorica. La convergencia de este error L? es el
que permitird validar la implementacién de los métodos. Es decir, si la convergencia de este error se
comporta segin las expectativas de los métodos de discretizacion, se validaria la implementacién de
estos. Este error debe converger como:

er2 = O(WP™H) + O(At3) (4.4)

donde h es el tamano del elemento y p es el grado de los polinomios de Legendre (véase Ec. (3.1)). A
continuacion, se van a estudiar los comportamientos del error L? frente a At y frente al tamaifio de los
elementos h.

En primer lugar, se considera u(r,t) = 2.0 + sin(wt) cos(Ar), con w = w/4 y A = 27, en el dominio
[0,1] y condiciones de contorno Dirichlet, y se establece M = 50 y p = 3 para que el error espacial
sea despreciable. Ademas, se impondra una velocidad en los nodos de la malla dada por vy, (r;) =
0.4(r; — 7“22) A continuacién, se resolverd la ecuacion para distintos At y se representara el error ey
obtenido en cada simulacion.

Como se puede ver en la Fig. 4.1, el comportamiento de e;2 frente a At representado en escala
logaritmica es muy cercano a ser lineal con pendiente positiva 3, en buen acuerdo con la Ec. (4.4).
Se muestra aqui un Gnico caso de los muchos que se han explorado, en los cuales se ha observado el
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CAPITULO 4. RESULTADOS Y VALIDACION.

mismo comportamiento de ey2. Gracias a ello se puede afirmar que el método EIN-RK (es decir, la
discretizacion temporal) para el problema de conveccion-difusion esta implementado correctamente.

10®

107 F

/
10°

10 103
At [s]

Figura 4.1: Representacién en escala logaritmica del error e;2 frente a At.

En segundo lugar, se considera u(r,t) = 2.0+ sin(wt) cos(Ar), con w = 7/2 y A = 4, en el dominio
[0, 1] y condiciones de contorno Dirichlet, y se establece At = 1075s para que el error temporal sea
despreciable. A continuacién, se resuelve la ecuacién para distintos M con p = 4 y se representa el
error e;2 obtenido en cada simulacién.

107
1074
105 F

o 108 ¢ >

107 F ™

108 ¢ o

10
10! 10?
M

Figura 4.2: Representacion en escala logaritmica del error ey 2 frente al nimero de
elementos M.

Debido a la relacion inversamente lineal de h 'y M, se puede deducir que la dependencia de log;y(ey2)
frente a log;y(h) es lineal con pendiente positiva p + 1, en buen acuerdo con Ec. (4.4). Por lo tanto,
se puede afirmar que el método DG-ALE (es decir, la discretizacion espacial) estd implementado
correctamente para el problema de conveccién-difusion.
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4.2. VALIDACION DE LAS CONDICIONES DE ACOPLAMIENTO.

4.2. Validacion de las condiciones de acoplamiento.

Una vez se ha validado la implementacién de los métodos de discretizacién en un problema de
conveccion-difusion se debe validar el calculo de las condiciones de contorno del mismo. Como se ha
comentado en anteriores capitulos encontramos tres puntos del dominio donde se deben imponer unas
condiciones de contorno: en el centro de la gota (r = 0), en la interfase (r = a) y en la lejania del
dominio (r — 00).

En el primero de estos puntos es indiferente la condicién de contorno que impongamos, ya que el
flujo en esta primera cara del dominio sera nulo debido a la geometria esférica del problema. Mientras
que en 7 — oo se imponen condiciones de contorno tipo Dirichlet, tal y como muestran las Ecs.
(2.20)—(2.21). La simulacion de multiples casos muestra que estos valores impuestos se mantienen
perfectamente constantes.

Por otro lado, para comprobar la correcta implementacion de las condiciones de acoplamiento entre
fases se debe demostrar que se cumple:

e La conservacion de especies y energia (2.24) y (2.25).

e La igualdad de temperaturas en la interfase (2.26).

e La condicion de equilibrio termodinamico (2.28).

Esta comprobacion se realizara para el caso de una gota de etanol de 500um de didmetro a 300K
evaporando en un ambiente de N2 a 1000K. A continuacién se muestra la evolucion temporal de las

diferencias encontradas entre la energia total del sistema (E7) y la energia total del sistema en t=0
(E7t=0), es importante recordar que la condicion inicial viene dada por el Anexo A:

%107

=0
4L

T

I

ol  Er

15 1

[Es- ET,t

251 1

3 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t/ tTotaI

Figura 4.3: Representacién de la evolucién de la diferencia de energia del sistema res-
pecto a la inicial a lo largo del tiempo.

Como se puede apreciar las diferencias de energia respecto a la energia del sistema inicial son
despreciables, por lo que se puede concluir que se cumple la conservacion de energia. A continuaciéon
se representa la evolucion de las diferencias encontradas entre masa de cada especie (Mg y My2) y la
masa inicial de dicha especie (Mei—0 ¥ Mn2,4=0).
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Figura 4.4: Representacién de la evolucién de la diferencia de masa de cada especie
respecto a la inicial a lo largo del tiempo.

Como se puede observar las diferencias de masa del etanol son mucho mayores, esto se debe a que
la cantidad de etanol en el dominio es mucho menor que la cantidad de No, por ello las diferencias
respecto a la masa inicial son més pronunciadas. En cualquier caso, la diferencia de la masa de cada
especie frente a su cantidad de masa inicial son despreciables, por lo tanto se puede afirmar que se
conserva la masa.

Por otro lado, es necesario comprobar que en la ultima cara de la fase liquida se tiene la misma
temperatura que en la primera cara de la fase gaseosa, es decir, se debe comprobar que se cumple la
continuidad de temperatura en la interfase. Para ello se mostrara la diferencia entre las temperaturas
de cada fase en este punto a lo largo del tiempo.

%1072

t/ tTotal

Figura 4.5: Representacién de la evolucién de la diferencia entre la temperatura de cada
fase en la interfase a lo largo del tiempo.

Es evidente que las diferencias entre las temperaturas de cada fase en este punto son despreciables.
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4.3. DETERMINACION DEL #msx Y EL NUMERO DE ELEMENTOS M.

Por ultimo se debe verificar que el equilibrio termodinamico se cumple en cualquier instante temporal,
es decir, que P,; = ProiqXg,i- Con el fin de mostrar el cumplimiento de esta igualdad se muestra a
continuacion la diferencia entre los dos lados de la ecuacion.

%1071

1 T .

Vi

g.l

Vi

P, PryXed I P

0 0.2 04 0.6 0.8 1

t/ tTotal

Figura 4.6: Representacién de la evolucién de la diferencia entre los dos lados de la
ecuacion de equilibrio termodinamico liquido-vapor a lo largo del tiempo.

En la figura se puede observar que las diferencias entre los dos lados de la ecuacion son total-
mente despreciables. Por consiguiente, se verifica que existe equilibrio termodinédmico liquido-vapor
en la interfase en todo instante temporal. Con todo ello, al comprobar el cumplimiento de todos los
puntos anteriormente mencionados se puede confirmar que las condiciones de acoplamiento han sido
correctamente implementadas.

4.3. Determinacion del 7,5, y el nimero de elementos M.

En primer lugar se debe establecer el valor del término que determina el At en cada instante tem-
poral. Este término es el denominado ny,4x, cuya influencia en el At ha sido explicado en profundidad
en el capitulo anterior en las Ecs. (3.34) y (3.35). Se han realizado diversas simulaciones con distintos
Nmax con el objetivo de determinar el valor 6ptimo de este. Se considerard como valor 6ptimo aquél
cuya reduccion no consiga variaciones por encima del 0.1 % en términos del tiempo de consumo de la
gota. Los resultados presentados en la Fig. 4.7 corresponden a las simulaciones de una gota de etanol

de 500um de didmetro que se encuentra inicialmente a 300K evaporando en un ambiente de Ny a
1000K.

De acuerdo con la figura 4.7 se observa que las diferencias entre los resultados obtenidos en cuanto
al tiempo de consumo con los valores de 7yax = 10™% y Nimgx = 1075 son mayores al 0.1 %, sin embargo,
las diferencias que se encuentran entre Ny = 1075y Nmax = 1075 son menores al 0.1 %. Por lo tanto,
el valor seleccionado para realizar las simulaciones de validacion serd npmsx = 1075,
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Figura 4.7: Diametro de la gota al cuadrado frente al tiempo (@) y temperatura de la
superficie de la gota frente al tiempo (b) para distintos valores del parametro 7.

Por otro lado, se debe establecer el niimero 6ptimo de elementos que conforman las mallas para
realizar las validaciones. Se utilizardn nuevamente las consideraciones anteriores para determinar el
valor 6ptimo, es decir, se considerara que el ntimero de elementos 6ptimo es aquel cuyo aumento no
consiga variar el tiempo de consumo de la gota en mas de un 0.1 %. Debido a la existencia de dos mallas
distintas (una para el liquido, otra para el gas) se han realizado multiples simulaciones. A continuacion,
en las figuras (4.8a) y (4.8b) se muestran las tres simulaciones mas relevantes.
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Figura 4.8: Diametro de la gota al cuadrado frente al tiempo (@) y temperatura de la
superficie de la gota frente al tiempo (b) para distinto nimero de elementos M para

liquido y gas con p = 6.

Las figuras mostradas permiten ver que las diferencias entre los resultados en cuanto al tiempo
de consumo con (M; =10y My, =45) y (M; =10 y M, = 55) son mayores al 0.1%. En cambio, las
diferencias que se encuentran entre (M; = 10 y M, = 55) y (M; = 15 y My = 80) son menores al 0.1 %,
por lo que se establecera M; =10 y M, = 55 (y p = 6) para realizar las simulaciones de validacion.



4.4. VALIDACION DEL MODELO CON UN MODELO ANALITICO.

4.4. Validacion del modelo con un modelo analitico.

Tras haber validado la correcta implementaciéon de los distintos métodos de discretizacion y de las
condiciones de acoplamiento se procede a validar el modelo en su conjunto. Para ello se compararin
los resultados obtenidos por este modelo con los resultados obtenidos por un modelo semi-analitico de
evaporacion de gotas, detallado en [21]. Este modelo resuelve la fase gas de forma analitica, mediante
la suposicién de que ésta se encuentra en estado cuasi-estacionario, hipdtesis habitual en gran cantidad
de modelos analiticos, y que consiste en despreciar los términos temporales en las Ecs. (2.2), (2.3) y
(2.5). Por otro lado, la fase liquida se resuelve mediante un esquema numeérico transitorio de elementos
finitos. Como puede comprobarse en [21], los calculos con este modelo semi-analitico muestran un alto
grado de coincidencia con resultados experimentales. Por tanto, un buen acuerdo con respecto a este
modelo serviria para validar el buen funcionamiento de la herramienta desarrollada en este trabajo.

Para esta validacién se ha empleado nuevamente el caso de referencia utilizado en el apartado
anterior: una gota de etanol de 500um de didmetro que se encuentra inicialmente a 300K evaporando
en un ambiente de Ny a 1000K. Estas simulaciones se han realizado con propiedades constantes en
ambas fases. Tanto en el modelo aqui desarrollado como en el modelo semi—analitico se han establecido
las mismas propiedades. Los resultados obtenidos por ambos modelos para este caso se muestran en la
Fig. 4.9, donde se presentan la evolucion temporal del tamatio de la gota (a), asi como del flujo masico

evaporado (b).
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Figura 4.9: Diametro de la gota al cuadrado frente al tiempo (@) y flujo masico eva-
porado frente al tiempo (b). El "Mod. Analitico" esta descrito en [21] y el "Mod.
Numeérico" es el desarrollado en este trabajo.

En la Fig. 4.9 se puede observar un muy buen acuerdo entre ambos modelos, demostrando el
buen funcionamiento de la herramienta desarrollada en el presente trabajo. El modelo numérico logra
capturar perfectamente el comportamiento evaporativo de la gota de etanol, tanto en términos de la
evolucién del tamano de la gota como de su gasto masico. Las diferencias en los tiempos de consumo de
la gota con ambos modelos se estiman en alrededor del 1 %. Estas pequenas discrepancias se atribuyen
a diferencias en las distintas hip6tesis empleadas en el desarrollo de ambos modelos. Mientras que
en el modelo semi-analitico se supone la fase gas en estado cuasi-estacionario, esta simplificaciéon no
existe en el modelo numérico desarrollado aqui, que resuelve esta fase de forma transitoria (ver términos
temporales en Ecs. (2.2), (2.3) y (2.5)). En [22] se evaltia la importancia de estos términos, concluyendo
que su inclusién acelera la evaporacion en los primeros instantes de vida de la gota, ralentizandose sin
embargo en la fase final. Estas observaciones coinciden plenamente con las diferencias entre modelos
en la Fig. 4.9, por lo que se puede afirmar que estas pequenas desviaciones vienen causadas por un
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modelaje méas completo del proceso fisico en la herramienta aqui desarrollada, al incluir estos efectos
transitorios en la fase gas.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro.

5.1. Conclusiones.

Revisando los objetivos especificos propuestos en el apartado 1.3, se puede concluir que en el
presente TFG han alcanzado con todos ellos. Como resultado, se ha implementado un método Galerkin
Discontinuo (DG) para la simulacion numérica del fenémeno de evaporacion de gotas. Debido a la
complejidad de esta implementacion, se ha realizado un esfuerzo importante en conocer y entender
en profundidad el funcionamiento de este método, que presenta considerables ventajas respecto a
otros métodos mas convencionales. Entre las ventajas de mayor relevancia para esta aplicacion se
pueden destacar la gran precisiéon del método, siendo ademas un método conservativo. En cuanto a
la discretizacion temporal del problema, se ha implementado un método EIN-RK (Explicit-Implicit-
Null Runge-Kutta). Si bien se trata de un método relativamente poco conocido, se considera muy
util para la integracion temporal del problema de evaporacion de gotas, al permitir la descomposicién
del problema en dos términos: una parte no lineal y rigida (integrada explicitamente) y otra lineal y
rigida (integrada de forma implicita). Tras su implementacion, se han podido constatar las importantes
ventajas que aporta, reduciendo el coste computacional de las simulaciones realizadas sin comprometer
la estabilidad del algoritmo.

Estos métodos han sido implementados en Matlab y se han sometido a una serie de ejercicios de
validacion. En primer lugar, se han validado para un problema de conveccion-difusion escalar, obte-
niendo una convergencia del error entre las soluciones numérica y tedrica que ha permitido confirmar
que la implementacién de estos métodos de discretizacién es correcta. También, se ha realizado una
validacion especifica de las condiciones de acoplamiento entre las fases liquido y gas para el problema
de evaporacion de una gota. Al modelar un proceso multifasico, es necesario establecer unas condicio-
nes que se deben cumplir en la interfase entre ambos medios, basadas, en la conservaciéon de energia y
masa, ademas de existir equilibrio termodinédmico y continuidad de la temperatura. Implementar estas
condiciones de acoplamiento en el modelo es una tarea compleja, ya que implica resolver un sistema
de ecuaciones no lineales cuya dependencia con las variables estudiadas no es simple. Como se ha
demostrado, la validacion de estas condiciones de acoplamiento se ha realizado exitosamente.

Tras comprobar el buen funcionamiento de los métodos de discretizacion y de las condiciones de
acoplamiento en la interfase, se ha realizado un estudio especifico para fijar una discretizaciéon espacial
y temporal adecuada para un primer caso de estudio completo, consistente en simular la evaporacién
de una gota de etanol en un ambiente de Ny a una temperatura de 1000K. Una vez establecidos
los criterios para fijar este mallado temporal y espacial, se ha realizado una validacién completa del
proceso de evaporaciéon de la gota bajo dichas condiciones, mediante la comparacién de los resultados
del modelo con los generados por un modelo semi—analitico. Las minimas diferencias encontradas entre
ambos métodos ha permitido validar satisfactoriamente la herramienta numérica desarrollada en este
trabajo.

En conclusion, se han completado exitosamente todos los objetivos planteados para este trabajo,
desarrollando y validando un modelo numérico de evaporacion de gotas que servira de base para futuros
estudios y ampliaciones dentro del grupo de investigaciéon donde se ha realizado el TFG.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO.

5.2. Trabajo futuro.

Como se ha comentado anteriormente, el modelo desarrollado en este TFG constituye la base para
realizar en un futuro cercano diversas ampliaciones, que lo convertirdn en una herramienta atn més
potente. Durante el desarrollo de este modelo siempre se han tenido presentes estas futuras ampliacio-
nes, por lo que el codigo desarrollado esté orientado hacia la facil implementacién de las mismas. En
particular, se plantean las siguientes lineas de trabajo futuro.

e Flexibilizar el cédigo para simular propiedades termofisicas no constantes. Esta es la primera
ampliacién prevista, ya el cédigo desarrollado estd claramente orientado a la consideracién de
propiedades variables.

e Habilitar la posibilidad de simular gotas multicomponentes. La implementaciéon de esta amplia-
cién no deberia ser especialmente compleja, ya que el modelo actual es capaz de simular la fase
gas como una mezcla de varios compuestos. En principio, deberia ser suficiente con trasladar esta
caracteristica a la fase liquida.

e Considerar reacciones quimicas en la fase gas, ya sean reacciones exotérmicas de combustiéon o
endotérmicas de pirolisis. Se prevé que esta ampliaciéon conlleve una mayor complejidad, ya que se
debera realizar un estudio de los mecanismos de reaccién involucrados en procesos de combustién.

e Realizar tareas de optimizacién del cédigo desarrollado. Reducir el coste computacional del mode-
lo aumentaria el potencial de esta herramienta, especialmente cuando se plantee la simulacién de
casos multicomponente con reaccién quimica que previsiblemente aumentaran significativamente
el tiempo de calculo.
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Anexo A

Condiciones iniciales.

Para el calculo de las condiciones iniciales se hace uso de ecuaciones integradas analiticamente para
la fase gas, que pueden encontrarse en [11] y [21]. En primer lugar conociendo la temperatura inicial
de la gota T,—g se puede calcular la presion de vapor del combustible y con ello la fraccion maésica
de combustible en la interfase en el instante inicial, Yg1|._,. Con ello y las condiciones ambientales
se obtiene un sistema de ecuaciones del cual podemos obtener el flujo mésico evaporado m y el calor
sensible gensiple COMO:

Yol — Y,
m = 47Tapg Dg,l In <1 + 9’1|r=a g,1 T:oo)
1- ngl r=a

k T —Tr—
m:47ragln<1+ Cp(o,o Ta)_)
Cp L, + QSensible/m

donde L, es el calor latente de vaporizaciéon. Una vez conocemos el flujo masico de combustible eva-
porado podemos obtener el calor latente de la siguiente manera:

QZatente =m Lv-

Posteriormente se puede obtener el calor total entrante a la gota como: Giotai = Gsensivle + Glatente- 1ras
el calculo de estos flujos de energia, podemos obtener los perfiles de temperatura y composicién en la
fase gas del combustible como [11]:

Ypu(r) =1 (1= Yyul,_,) eap (‘m)

pg Dg1 7
L L —mec
TQ(T) =Tr=a — ? + <Too —dy=q + C> exrp < k rp)
P P g

donde L' = Ly, + {sensibie/m. Por tltimo, conociendo el sepnsipie sabemos el valor de 9T/r en r = a
en la fase liquida ya que:

oT

(sensible = kl E

r=a
Sabiendo este valor de 9T'/0r se ajusta el perfil de temperaturas en la fase liquida mediante una funciéon
exponencial:

Ti(r)=A+Br+Cexp(Dr)

la cual es forzada a cumplir las siguiente condiciones:

aT/aT’r:a = (jsensible/kb
Tl’r:a = Tg’r:a'

oT/or|,_, =0.

Tl’r:() = Tr:0~

Por ultimo, se debe recordar que la gota en monocomponente por lo que el perfil de composiciéon
en la fase liquida queda: Y, ;(r) = 1.
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