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Resumen

En este trabajo construiremos la formulacion geométrica de un sistema cuantico en un
contexto de relatividad general, algo que no es frecuente en la literatura. El objetivo
fundamental es definir una version simplificada para mecanica cuantica de la construccion
que se ha desarrollado en los articulos [1], [2] y [3] para la formulacién de una teoria
cuantica de campos en una métrica arbitraria. El modelo construido en este trabajo puede

servir como punto de partida para ampliarlo a situaciones mucho mas complejas.

En el capitulo [, partiremos de un sistema clasico en un espacio-tiempo M de 4
dimensiones con una métrica g,,,. Suponiendo que este espacio-tiempo es globalmente
hiperbdlico, podemos definir una direccion de tiempo privilegiada y realizar una foliacion
compuesta de hojas tridimensionales >, parametrizadas por el tiempo s € R. Cada hoja

tendra una métrica inducida h;(s).

En el capitulo [2| construiremos, mediante un proceso de cuantizacion, una secuencia
de espacios de Hilbert ‘H, dependientes del tiempo s a partir de cada hoja ;. Para
ello, consideraremos cada fibrado cotangente T*¥ y les dotaremos de una estructura
simpléctica w. Sobre cada fibrado cotangente, construiremos un fibrado de linea complejo
L, y las secciones de ese fibrado que ademas son de cuadrado integrable generaran
nuestro espacio de Hilbert de precuantizacién Hp,, que tiene el doble de grados de

libertad de los que necesitamos.

Para restringir esos grados de libertad, se realizara el proceso de polarizacién holomorfa.
Construiremos en 7*Y, una métrica de Sasaki h'(s) y una estructura compleja J(s),
lo que le otorga una estructura de Kéhler (J,h',w). Cada espacio de Hilbert de

cuantizacion H, serd generado por las secciones holomorfas de T%3;.

En este proceso habremos considerado varias elecciones arbitrarias que anaden grados
de libertad al sistema, las cuales vamos a codificar en la variedad R, donde cada eleccién
de pardmetros serd un vector R(s) € R. Anadiremos la dependencia de R a los espacios

de Hilbert, de manera que Hr = H,.



De esta manera, habremos obtenido un fibrado £ sobre el espacio de parametros R
cuyas fibras son los diferentes espacios de Hilbert Hgr. Un estado del sistema sera
una seccion oy, definida sobre todo el fibrado £. Para poder relacionar puntos de los
diferentes espacios de Hilbert, construiremos una conexién cuantica, que definird una

direccion horizontal y vertical en el fibrado.

En el capitulo |3| adaptaremos nuestra construccién para poder estudiar la evolucion
de un sistema con espacios de Hilbert dependientes del tiempo segiin se desarrolla
en [4]. Estableceremos una ecuacion covariante de Schrodinger. En el caso de que no
haya dindmica cuantica en el sistema, una seccién se mantiene horizontal, aunque su
representacion en cada espacio de Hilbert Hp cambiara por el efecto de la métrica. Si
hay dindmica cudntica, se anadira una componente vertical a la seccién, de manera que

un estado ird evolucionando por accién de la métrica y de la interaccién cuantica.
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Capitulo 1

Descripcion 3+1 del
espacio-tiempo

Con el objetivo de poder estudiar los efectos de la métrica del espacio-tiempo en sistemas
cuanticos, debemos acordar una definiciéon del espacio-tiempo de manera que preserve
algunas caracteristicas del modelo de la relatividad general y a la vez permita estudiar
mecéanica cudntica. En particular, una de las dificultades para combinar las dos teorias
surge de la diferencia de rol que se le da al tiempo. En mecéanica cuantica, el tiempo
actia como un parametro independiente a través del cual los estados evolucionan,
mientras que en la relatividad general el tiempo es una variable que depende del sistema
de referencia y los objetos fisicos son curvas en el espacio-tiempo (no hay una evolucién

temporal).

En esta seccion ofreceremos una descripcion del espacio-tiempo como una foliacion de
hojas espaciales que siguen una direccion de tiempo determinada (descripcion 3+1 del
espacio-tiempo). Los cambios en la métrica en cuatro dimensiones g, se codificaran en
cada hoja como deformaciones en la direccién normal (lapse) y en las tres direcciones
tangenciales (shift) de una métrica tridimensional h;;. Como cada hoja es un espacio
tridimensional con una direccién establecida de tiempo, podremos estudiar un sistema

cuantico y su evolucién de una hoja a otra.

1.1. El espacio-tiempo y su métrica en la relatividad
general

En la teorfa de la relatividad general, el espacio-tiempo M se modela como una variedad
diferencial de cuatro dimensiones cuyos puntos (llamados eventos) contienen informacién
de una direccion temporal y tres direcciones espaciales. Utilizaremos las coordenadas

XH* para indicar una posicién en el espacio-tiempo. En el caso general, no existe una



direccién privilegiada de tiempo y el orden temporal de los eventos depende del sistema

de referencia del observador.

La gravedad se describe como un fenémeno asociado a la curvatura del espacio-tiempo
M, causada por la distribuciéon de masa y energia. La geometria del espacio-tiempo
viene caracterizada por el tensor métrico g,,,, una forma bilineal (tensor (0, 2)) simétrica
que permite medir distancias y angulos en el espacio-tiempo, de manera similar al

producto escalar de vectores en el espacio tridimensional.

Una diferencia importante con respecto al producto escalar de vectores en tres
dimensiones es que en este caso no es definido positivo y esa condicién se sustituye por
la condicién mas débil de que sea no degenerado. Por tanto, el producto escalar de
un vector consigo mismo no es necesariamente positivo. Se dice que el vector v es de
tipo tiempo si g, v*v” < 0, de tipo espacio si g, vHv” > 0y de tipo nulo o tipo luz si

guvtv” = 0.

1.2. Foliacién del espacio-tiempo

Para poder estudiar sistemas cuanticos en un espacio-tiempo con una métrica dada
Juv, vamos a descomponer el espacio-tiempo de cuatro dimensiones en una foliacién de

espacios tridimensionales que siguen una direccion de tiempo determinada.

Antes de realizar esta construccion, es necesario que consideremos que el espacio-tiempo
es globalmente hiperbolicdl), es decir, admite una hipersuperficie de tipo espacio ¥
(superficie de Cauchy) tal que cualquier curva no cerrada de tipo tiempo o de tipo nulo

corta a Y solamente una vez. Esto confiere a M una topologia equivalente a R x 3.

Por otro lado, si describimos el tiempo como una funcién arbitraria 7 : M — R tal que

7(X") = s, podemos dividir el espacio-tiempo en hipersuperficies de nivel £; = {s} x &

. . _or . . . ;
de tipo espacio cuyo vector normal n, = 55 es siempre de tipo tiempo. El pardmetro s

servira como coordenada temporal en nuestra construccion, etiquetando las superficies
de nivel. Por la hiperbolicidad global de M, las hipersuperficies son disjuntas, es decir,

sean s, s’ € R, entonces X, N Xy = 0.

!Para més informacién acerca de las posibles jerarquias causales del espacio-tiempo, entre las cuales
la hiperbolicidad global es la més estricta, se puede consultar [5].



Esto permite describir el espacio-tiempo como una foliacion de hojas espaciales ¥, es

decir,

M=J3,.

seR

Para poder visualizarlo de una manera sencilla, podemos imaginarnos un espacio-tiempo
de 2+1 dimensiones, eliminando una de las dimensiones espaciales. De esta manera,
un espacio-tiempo de 3 dimensiones podria descomponerse en hojas bidimensionales
apiladas en la direccién temporal. En el caso més sencillo, en el cual el espacio-tiempo
estd equipado con la métrica de Minkowski, podriamos imaginarnos la foliacién como
un taco de folios planos. En el caso general, el taco de folios tiene una curvatura, de
manera que cada folio estd arrugado (figura y esa arruga provoca otra arruga de

manera continua y diferenciable en la siguiente hoja sin dejar huecos.

Zs-l-ds / Zs—i-ds

Es—ds

Figura 1.1: Foliacion de un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico con
la métrica de Minkowski (izquierda) o una métrica general (derecha).

1.3. Geometria de las hojas

La métrica del espacio-tiempo M determinard las propiedades geométricas de las hojas.
Por una parte, el tensor métrico g,, inducird una métrica espacial h;;(z, s) diferente
en cada hoja X,. Por otra parte, la métrica de cada hoja dara lugar a una derivada

covariante y a una curvatura extrinseca.



1.3.1. Meétricas inducidas

En primer lugar, denotemos como X* las coordenadas en M y como z* las coordenadas
en la hipersuperficie de referencia ¥. Ambas estan relacionadas por las ecuaciones
paramétricas de la hipersuperficie, X* = X*(z', s). Consideremos también el encaje de

la hipersuperficie de referencia en la variedad, ¢, : ¥ — ¥, C M.

El pullback de este encaje, €%, lleva los tensores (0,2) de M a los tensores (0,2) de
Ys. De esta manera, la métrica lorentziana g de M induce una métrica riemanniana
tridimensional hy = €%g en cada hoja X, (figura [1.2)).

Sea un punto p € X y X, Y dos vectores definidos en el espacio tangente 7,3, entonces

la relacion de las métricas para un s determinado viene dada por:

WX, Y) =eiglp(X,Y) =g

es(p) (Esxlp(X), Esulp(Y)) -

<l
slp

T (%) T3'(M)
h=cekg g

Figura 1.2: Pullback €% del encaje €. El valor del producto escalar (h)
de dos vectores en ¥ coincide con el valor del producto escalar (g) del
pushforward de los vectores en ;.

Expresando la métrica h;; en coordenadas:

0XH(x,s)0X"(x,s)

hij(z,s) = g, (X (2, 5)) ozt O’

(1.1)

Por tanto, podemos entender que el espacio-tiempo M estd descompuesto en una

foliacion cuyas hojas X5 son hipersuperficies de tipo espacio con un tensor métrico h;;
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inducido por la métrica g,,. Como las hojas son hipersuperficies de tipo espacio, la

métrica h;; inducida en ellas serd definida positiva.

1.3.2. Curvatura extrinseca

A partir de la primera forma fundamental de una hipersuperficie (la métrica h;;),
podemos calcular la segunda forma fundamental K;;, que es la variacion de h;; a lo
largo de la direcciéon normal a la hipersuperficie:

1
Kij(% 3) = i‘cﬁshij(xa 5)7

donde L;, indica la derivada de Lie con respecto al campo vectorial normal 7. De la
misma manera que g,, define una derivada covariante V,, en M, la métrica h;; define

una derivada covariante D; en >:

DgV, = hfghgvin , VV € M tales que Von® =0.

1.4. Evoluciéon temporal

La evolucion temporal de un sistema se puede entender como un campo vectorial E
que corresponde al cambio de una hipersuperficie a otra infinitesimalmente contigua.

Utilizando las ecuaciones paramétricas, este campo se define como:

B dXH(x,s) ‘
ds

Consideremos las direcciones normal y tangenciales a la hipersuperficie >:

or u OXH
L =
oxv’ ort

o Y
ns*g

Si proyectamos E en esas direcciones a través del producto escalar definido por g,.,
podemos identificar la magnitud del cambio de la hipersuperficie en cada direccién.

Esta magnitud viene dada por la funcién lapse N y el vector shift N*:

dX*(z,s) ,
N(z,s) = gu,,d(s)n (x,s), 19
- dX"(x,s) y '
N'(z,s) = g’“'d(s)tj (x,8)h" (x,s).

Si utilizamos estas coordenadas, podemos expresar la evolucién temporal E en funcién

de lapse y shift:

E|s, = Na* + Nt (1.3)



2erds

Figura 1.3: Visualizacion geométrica de la funcién lapse y el vector shift.

Si consideramos una superficie de Cauchy con condiciones iniciales ¥y = ¢(X) C M y
su evolucién temporal E, entonces podemos generar toda la foliaciéon (equivalente al
espacio-tiempo M) considerando su flujo a%, de manera que X, = a%%. Entonces E

caracteriza la foliacion y relaciona los diferentes encajes mediante aj oy = €5.

Como FE estd definido univocamente por la funcién lapse y el vector shift en todo
el espacio-tiempo, la eleccion de estos parametros equivale a la eleccion de una

foliacion.



Capitulo 2

Cuantizacién geométrica

Cuando se construye una teoria cuantica a partir de una teoria clasica, se desarrolla
un proceso que toma el nombre de cuantizacion. Este proceso establece una relacion
entre los observables cldsicos y unos operadores cuanticos asociados que satisfacen unas
propiedades determinadas. La cuantizacion geométrica parte del espacio de fases clasico
(q(s),p(s)) de un sistema fisico, donde s es el tiempo, y construye una teoria cuantica
de ese sistema a través de las herramientas de geometria diferencial, que tendra que

satisfacer una serie de condiciones de cuantizacion.

2.1. Sistemas clasicos

Desde el momento en que hemos sustituido el espacio-tiempo M de cuatro dimensiones
por la foliacion, los efectos relativistas han sido codificados en la métrica de cada hoja
tridimensional ;. Por tanto, un sistema fisico de 3 grados de libertad en cada hoja
se puede describir como un sistema hamiltoniano clésico no relativista. Un sistema
clasico se puede describir como un fibrado cotangente, que es un caso de variedad

simpléctica.

Situémonos en una hoja Y, de la foliacién. En cada punto P € ¥, podemos definir el
espacio tangente TpY.. El dual de este espacio es el espacio cotangente TpYEs = (TpYs)*.
La unién para todos los puntos da, respectivamente, el fibrado tangente y el fibrado
cotangente:

TS, = |J TpSs, TS, = | TEX,.
PeXs PeXs

El fibrado cotangente 17X, representa las posibles posiciones y momentos del sistema,

es decir, es el espacio de fases (la explicacion detallada se da en el apéndice [A.1)).

7



Denotemos como X(7%*%) al conjunto de campos vectoriales del espacio de fases T*X;.
Una forma simpléctica es una 2-forma w: X(T*X;) x X(T*X,) — C>(T*%;) bilineal,
antisimétrica y no degenerada. Una variedad diferenciable equipada con una forma

simpléctica se denomina variedad simpléctica.

Por ser el espacio de fases un fibrado cotangente T*3,, existe una 1-forma candnica
(1-forma de Liouwville) definida en coordenadas locales como 6 = pj, dg*. Aplicando la

derivada exterior a 6, obtenemos la 2-forma de Poincaré:

w = —df = —dp;, A d¢* = dg¢" A dpy, .

La 2-forma w obtenida de esta manera es bilineal, antisimétrica, no degenerada y cerrada
(dw = 0). Por tanto, es una forma simpléctica y dota a T*X; de una estructura de

variedad simpléctica (T3, w).

La 1-forma 6 también recibe el nombre de potencial simpléctico. Si le sumamos la
1-forma cerrada df (donde f € C*(T*X;)), se trata de un potencial diferente, pero

produce la misma forma simpléctica w:
—d(0 4+ df) = —db — d(df) = —dbf = w. (2.1)

Este potencial 6 + df es tan valido como 6. Esto es un caso de lo que se denomina
libertad gauge. Si elegimos una f determinada, se dice que es una eleccion de gauge o

fijacion de gauge.

Como estamos en una hoja Y, tridimensional, el volumen simpléctico es la siguienteﬂ

6-forma:

W =wAwAw=

3 A3
= (Z dq" A dpk) -
k=1
1
]l
6 1 2 3
= 5;(da’ Adpy N dg” Ndpz A dg® A dpy) =

= dqg' Adpy A dg® A dps A dg® A dps.

(dg* A dpy + dg® A dpy + dg® A dps)®? =

'Recordemos que z Ay =z ® y — y ® z. La anticonmutatividad del producto A hace que se anulen
dos a dos los términos que dependen a la vez de ¢/ y pi, con j # k. Ademas, al elevar un producto A a
una potencia n, obtenemos 2n términos que son productos ®. A su vez, cada producto ® de 2 factores
tiene 6 posibilidades diferentes (ya que j, k € {1,2,3}). Si tenemos en cuenta todo esto, podemos
desarrollar el producto hasta llegar al resultado que se indica.



El espacio de observables representa las posibles magnitudes fisicas y correspondera
con el conjunto de las funciones reales definidas en el espacio de fases. En nuestro
caso, sera el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables C*°(773;). La forma
simpléctica w hard que a cada funcién f € C*(T*%;) le corresponda un campo vectorial

hamiltoniano X definido de manera implicita como

df—l—w(Xf,-) =0.

En coordenadas locales, el campo X esta expresado como

_of o of 0
N Op ok O Opy 22)

En particular, los campos vectoriales generados por los observables posicion ¢* y

momento pi Son:

Xp= ) Xy = (2.3)

El paréntesis de Poisson {-,-} de dos funciones f,g € C>(T*%;) estd definido

COImo:

{f:g} :w(Xf7X9) :

Otras definiciones equivalentes son {f, g} = X;(g) = dg(Xy). El paréntesis de Poisson
se puede expresar en coordenadas locales como

of dg  Of Og

Vo9 = o~ o om,

El paréntesis de Poisson cumple la propiedad anticonmutativa ({f,g9} = —{g, f}), la
identidad de Jacobi ({f,{g,h}} + {g.{h, f}} + {h,{f,9}} = 0) y acttia como una
derivacién del producto asociativo ({f,gh} = {f,g}h + g{f, h}), por lo que dota al

espacio de estados clasicos de una estructura de dlgebra de Poisson.

Esta estructura simpléctica y los conceptos que hemos definido después seran necesarios
en el proceso de cuantizacion. En particular, el paréntesis de Poisson tendra importancia

a la hora de considerar la dindmica del sistema.



2.2. Cuantizacién geométrica

Una cuantizacion es un proceso que construye un modelo fisico cuantico a partir
de un modelo fisico clasico. No hay una tinica manera de realizar esta construccion.
En particular, la cuantizacion geométrica aprovecha la caracterizaciéon como variedad

simpléctica de un modelo clasico para construir ese modelo cuantico.

Este método se realiza en dos etapas: precuantizacion y polarizacion. La precuantizacion
construye un espacio de Hilbert de precuantizacién formado por secciones de un fibrado
que tienen cuadrado integrable en el espacio de fases. En ese espacio de Hilbert se
pueden construir operadores que satisfacen relaciones de conmutacion que corresponden
exactamente con las relaciones establecidas por el paréntesis de Poisson en el modelo
clasico. Sin embargo, este espacio es demasiado grande para que sirva para modelizar
un problema cuantico real, por lo que se restringen las secciones mediante un proceso

denominado polarizacion, obteniendo el espacio de Hilbert final.

2.2.1. Precuantizacion

Como el espacio de estados en mecanica cuantica es complejo, nos interesa cuantizar
funciones complejas sobre la variedad simpléctica. Por tanto, vamos a asignar un espacio

de ntimeros complejos a cada punto del espacio de fases T™;.

Esto se hard creando un fibrado de linea complejd?| L, que es una variedad equipada con
la proyeccién m: Ly — T*X, tal que L, ,) = 7, (¢, p) = C para cualquier punto (g, p).
El espacio de fases T*Y, actiia como base del fibrado y la variedad L, es localmente
isomorfa al producto cartesiano de la base por un grupo de Lie, que en el caso de un
fibrado de linea complejo es U(1). Una trivializacion local ¢; en un abierto U; del fibrado

de linea L es una aplicacién ¢;: U; C Ly — T*X, x U(1).

Una seccion o del fibrado es una aplicacion o: T*%; — L tal que m5(o(q,p)) = (¢,p).
Cada seccion asigna a cada punto de la variedad un tnico nimero complejo (ver figura
R.1). La seccién unidad esta definida como u(g,p) = ¢~'((¢,p),1). Considerando el
espacio de secciones I'( L) como un espacio vectorial (de dimensién 1), la seccién unidad
forma por si misma una base. Por tanto, cualquier seccién se puede expresar de la
forma o, = 9u, donde ¥: T*¥X; — C se interpreta fisicamente como una funcién de

onda.

2Esto se puede hacer porque cumple la condicién de integralidad de Weil. Para una variedad que es
un fibrado cotangente con forma simpléctica canénica w = dg”* A dpy, como es nuestro caso, entonces
fsw = fas 6 = 0, donde S es una superficie cerrada (y por tanto 9S = 0). Como w = —d(p - dq) es
globalmente exacta, la integral se anula.

10
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1%

Figura 2.1: La seccién oy, tomando valores en el fibrado de linea L,
sobre T%3,.

Para construir el espacio de Hilbert de precuantizacion Hp, necesitamos tener un

producto interno hermitico. Este producto serd una integral respecto al volumen

n

simpléctico, que se define a partir de la forma simpléctica como @ﬁih)n Por tanto,
el producto hermitico de dos secciones oy, 0, € I'(Ls) en nuestra variedad sera:
(00:05) = s [ (000,) (24)
0y 0p) = 7o Oy Op) W .
VLT (2wh)3 Jpes, T

La seccién unidad u se interpreta como el estado de vacio. Si la elegimos de manera
que (u,u) := 1, entonces para dos secciones arbitrarias oy, 0, € I'(L;) se tiene que el
producto de secciones es igual al producto de funciones de onda, es decir, (oy,0,) = ey
Por tanto, la ecuacién queda:

1

(o, 00) = W Tes, Ppow®. (2.5)

El producto hermitico nos permite definir una norma:

1
2 _ _ 2, 3
loull” = (0,00) = g fro, 17

El espacio de Hilbert de precuantizacion Hp, serd la complecion del espacio de secciones

de cuadrado integrable:

Hp, = {oy € U(Ls) | [loy]l < oo}

No podemos tomar derivadas parciales de secciones, ya que hay muchas trivializaciones
locales posibles. Por eso necesitaremos los conceptos de conexién y derivada

covariante.

Una conexidn es una aplicacion V: X(T*%) x I'(Ls) — I'(Ls) que asocia a cada campo
vectorial X € X(T*;) y a cada seccién o € I'(Ly) otra seccién Vxo que cumple las

siguientes propiedades:

11



» Vx(ao +bo’) =aVxo+bVxo', a,beC,
» Vixo=fVxo, felC®(T*Y),
" Vx(fO') = X(f)0+ fVxo, fe COO(T*E)

La derivada covariante en la direccion X es el operador Vx asociado a la conexion V y

actila sobre las secciones.

La forma de curvatura € de la conexién es
QX,Y) = ([Vx,Vy] = Vixy)). (2.6)

Una de las condiciones para que una variedad simpléctica sea precuantizable es que la
forma de curvatura €2 sea proporcional a la forma simpléctica w. Vamos a establecer
Q=%
Si calculamos la derivada covariante de la seccion unidad u, obtenemos una 1-forma de

conexion © que vamos a relacionar con el potencial simpléctico 6:

Vxu=0(X)u= ;H(X)u. (2.7)

Recordemos que el potencial simpléctico tenia una libertad gauge, ya que 6 y 6 + df
producian la misma forma simpléctica w (ecuacion . Vamos a dejar fijo un potencial
simpléctico € y vamos a trasladar su ambigiiedad a la seccion unidad u. De esta manera,
en vez de tener 0 + df variable y u fija, vamos a considerar 6 fija y la seccién unitaria

dependera de una fase: ue/. Entonces la ecuacion queda:
Vx(ueil) = X (hf) erfu+ e/ Vyu =

— el (;df(X)u + qu> —
= R (H(X) + df(X))u =

- %e%f(e +df)(X)u =

= ;é(X)u

Por tanto, si aplicamos las propiedades de la conexiéon mencionadas anteriormente, la

derivada covariante de una seccién oy, = wue%f € I'(Ly) es
Vi (puet!) = Vy(yui) =
=XW)u+¢Vxu=

— dp(X)i + %wé(X)a (28)

_ (dw 4 ;we) (X)ai.
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Ya tenemos las herramientas necesarias para describir los operadores. Dado un observable

clasico, podemos definir su operador asociado mediante la precuantizacion:

P:C(T*S,) — Hp,

) (2.9)
fs f=—ibVyx, +f.

Hay varias razones por las que esta no es una cuantizacion completa. Por ejemplo, cada
estado depende del doble de grados de libertad que en el espacio de configuraciones. Es
decir, el espacio de Hilbert de precuantizacién estd formado por funciones que dependen
de 2n variables (6 en nuestro caso), mientras que las funciones del espacio de Hilbert de
cuantizacion deberian depender de n variables (es decir, 3). Otra razén es la siguiente:

si calculamos la precuantizaciéon de los observables posicién y momento [ tenemos:

" = —ihVx , +q" = Pr = —ihVx, +pi=
_ _in <qu _ he(qu)) - — _in <X,,k - he(xpk)> b=
d By (d i
th ( o 0> +q [ <8qk hm) + Dk
o . .9
— ih— . = —ih—.
Zh@pk +q ) o

En mecanica cuantica se espera que ¢ sea multiplicativo, pero en nuestra precuantizacion
tiene ademas un término derivativo. Si hacemos que las secciones oy, solamente dependan
de ¢*, entonces tendremos 3 grados de libertad y ademés ¢* = ¢*, por lo que obtendriamos

una cuantizacion. De esto se encargara la polarizacion.

2.2.2. Polarizacion

Debemos restringir el espacio de Hilbert de precuantizacion Hp, de manera que tenga
el mismo ntimero de grados de libertad que el espacio de configuraciones ¥, es decir,
3 grados de libertad. Con esto obtendremos un espacio de Hilbert de cuantizacién
Hs en el que podremos modelar sistemas cuanticos. Para restringir el espacio de
Hilbert de precuantizacién, vamos a anadir una estructura denominada polarizacion,
que determinara unas direcciones privilegiadas y exigiremos que los estados cuanticos

sean constantes (respecto a la derivada covariante) a lo largo de esas direcciones.

Una distribucion de dimensién k en T*¥, es un subfibrado D C T(T*%;) tal que cada
fibra es un subespacio de dimensién k del espacio tangente en cada punto Tig ) (7T7%;)
y que es diferenciable en cada punto (¢, p) € T*%,. Esto es lo mismo que la envolvente

lineal de la asignacién de k campos vectoriales (de dimensién 1) en un punto.

3Recordemos que en la ecuacién calculamos los campos hamiltonianos X x y X, .
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Una distribuciéon se dice involutiva sin el conmutador de dos campos vectoriales es

cerrado. Es decir, sea D C T(T*%;) una distribucion, entonces D es involutiva si

(XY (gp) € Digpy» VX, Y € Dy C Tigp)(T7Es) -

De acuerdo al teorema de Frobenius, una distribucion es involutiva si y solo si es
integrable, es decir, si existe una subvariedad (variedad integral) cuyo fibrado tangente
sea la propia distribucion. El teorema de Frobenius global dice que existe una particién
de la variedad en variedades integrales de manera que forman una foliacién [0, capitulo
19].

En la seccion del anexo se discuten las ideas y limitaciones que tiene el primer
tipo de polarizacién, la polarizacion real. En el caso que estamos desarrollando en
este trabajo, tiene sentido aplicar la polarizaciéon holomorfa, ya que nos va a permitir
introducir la métrica heredada del espacio-tiempo en la construccién del espacio de
Hilbert. Los diferentes tipos de polarizacion estan detallados en [7] y [8, capitulos 9 y
10].

A continuacién desarrollaremos varios conceptos para llegar a realizar la polarizacion
holomorfa. Primero describiremos la polarizacién compleja, ya que la polarizacion
holomorfa es un caso particular de ella y vamos a obtener unas condiciones generales que
debe de cumplir nuestra polarizaciéon. Después necesitaremos una estructura compleja,
pero va a venir determinada por la forma simpléctica y la métrica (las tres forman
una estructura de Kdhler). Por tanto, antes deberemos obtener la métrica del espacio

cotangente T*Y; a partir de la métrica h;j(s) de la hoja espacial Xs.

Polarizacion compleja

La complexificacion del espacio de fases T*Y, es
(T*%,)° =TS, Qg C 2 T*Y, @ iT*%,.

La forma simpléctica w se puede ampliar a w®: (T*%,)¢ x (T*%,)¢ — C, por lo que
volvemos a tener una variedad simpléctica ((1T%3,)%, w®).

(&

Un subespacio lineal complejo D C (T%3,)% es un subespacio lagrangiano complejo si

cumple la propiedad lagrangiana:
w(Z,W)=0, ZWeD,

y si es maximalmente isotrépico, es decir, si Q C (T*%,)¢ cumple la propiedad

lagrangiana y D C @, entonces D = Q. z

14



Una polarizacién compleja P sobre T*Y, es una distribucién de T'(T*¥,)¢ tal que:
» Es un subespacio lagrangiano complejo: w(Z, W) =0, Z,W € P.
» Es involutiva: [Z, W] e P, Z,W € P.

= La dimensién de P, N Py, es constante para todo punto (g,p), donde P, =

{z| z € Pyp}- Esta dimension indica el nimero de direcciones reales en P.

La métrica riemanniana del fibrado cotangente

El siguiente paso es construir una métrica a partir de la métrica h;;(s) de X, que
definimos en la ecuacion [1.1] La métrica de Sasaki [9] es una manera natural de crear
una métrica riemanniana en un fibrado tangente de una variedad a partir de la métrica
de la variedad. Vamos a desarrollar una idea similar, pero en este caso para el fibrado

cotangente T%3;.

Consideremos la proyeccion del fibrado cotangente en la variedad, w: T*YX, —
Ys. El fibrado vertical de T*%g, denotado por V(T*%,) es la unién de todos los
subespacios verticales Vg ) (T%X;). que estan formados por los elementos de T{g ) (T7%;)
que son tangentes a la fibra 771(q). Un subespacio horizontal es un subespacio
Hgp(T*Es) C Tigp(T73s) tal que T (T7Es) = Vigp(T5s) @ Hgp)(TE,). Los
subespacios horizontales no son tnicos, simplemente tienen que ser transversales a

cada subespacio vertical.

Como T*3, es una variedad riemanniana, podemos considerar la conezion de Levi-Civita
V, que es la conexién libre de torsion del fibrado tangente T'(T*X;). Entonces V nos
permite definir un subespacio horizontal especial que esta compuesto por las direcciones
que son anuladas por la conexién: V5V = 0, donde 7 es una curva diferenciable sobre
Y5y V es un campo vectorial que pasa por ella. El fibrado horizontal H(T*3;) es la

union de todos los subespacios horizontales.
Entonces hemos obtenido una descomposicién de suma directa de T'(7*3;):

T(T*S,) = V(T*S,) ® H(T*S,) .

La métrica de Sasaki h™" se puede definir considerando que V(T*%,) y H(T*X,) son

ortogonales y que la métrica es la suma directa de los pull-backs de cada parte:

K" (s) = 7*h(s) ® 7*h(s) . (2.10)

Esto nos daria una matriz 6 x 6 por bloques,



El levantamiento horizontal de un campo X = X’“a%k € TS, es el campo X € H(T*Y)
dado por
XH — X’fi _Xi[‘]f{p.i
o~ Mo

donde I'}; son los simbolos de Christoffel (los coeficientes de V).

El levantamiento vertical de una 1-forma o = oy, dg* € T*3; es el campo oV € V(T*%,)
dado por
V 8
o = .
Opy,
Una descripcion mas detallada de los levantamientos horizontales y verticales de otros

objetos tensoriales se puede encontrar en [10].

La métrica de Sasaki actuaria de la siguiente manera sobre los levantamientos

horizontales y verticales:
RY(XH YH) = 7*(h(X,Y)), RY(Y,BY)=7"(h""a,p)), R (a",X")=0.
Estructura de Kahler

Una estructura de Kdhler en la variedad T*Y, relaciona la métrica riemanniana A7
con la estructura simpléctica w a través de una estructura compleja .J. Podemos ver
una definiciéon detallada de la estructura de Kéahler en el caso méas general y algunas

aplicaciones en [11].

En primer lugar, ya hemos visto que la estructura simpléctica de T*Y, viene dada por
la forma simpléctica w. Esta forma simpléctica es la misma para todas las estructuras
derivadas a partir de cada hoja ¥,. Sin embargo, los otros elementos (métrica y estructura

compleja) van a ser diferentes en cada hoja.

Contamos con la métrica de Sasaki h'™ (s) como métrica riemanniana de T*%, (definida
en la ecuaciéon a partir de la métrica h de X;). La métrica y la forma simpléctica

componen el siguiente producto escalar en 7%,:

() =h""(s) +iw.

Vamos a asignar a cada punto de T'(T*X,) una estructura compleja J, que serd un
campo tensorial (1,1) cuyo cuadrado es la identidad negativa: J o J = J> = —I. Hay
infinitas posibilidades de eleccion de esta estructura compleja, pero para formar una
estructura de Kahler necesitamos que sea compatible con la hermiticidad del producto

escalar. Entonces J debe satisfacer

AMU(X,Y) =w(JX,Y), VXY eT(T*%,). (2.11)
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De esta manera, hemos dotado a T*Y, de una estructura de Kihler (J,hT",w). Cada
hoja Y4 origina una estructura de Kéhler diferenteﬁ y, por tanto, al final del proceso de

polarizacion obtendremos espacios de Hilbert H, distintos a partir de cada una.

Polarizacion holomorfa
Podemos descomponer el espacio tangente T'(7*3;) en dos mitades:
T(T"%,) = TH(T"%,) @ T~ (T"%y),
determinadas por los valores propios +i de J:
TE(T*Y,) ={Z € T(T*Y,) | JZ = +iZ}.

Consideremos z, € TT(T*Y,) v zx € T~ (T*3;) de manera que a%k y a%k generan

bases de TH(T*%,) y T~ (T*X,) respectivamente. Vamos a definir la polarizacién P

P = span {a(zk} .
Sean V,W € P C T(T*X,)¢ tales que

0
‘/ — ki [/‘/ = _—
BT Yoz

CcOo1mo

Comprobamos que esta polarizacion es involutiva:

-0 0 0 -0
V. W] =v oz, (w 82k> Y 0z (U 82])

(22 2 e

v — W | ==
0z, 0z; ) 0z
En cada subespacio T*(T*Y,) se puede encontrar una carta de Darbouz de manera que

podemos definir z, = p;, + i¢". Entonces,

dzx A dzy, = d(py, +id") A d(pr, — iq") =
= iqu A dpy — i dpy, /\qu =
= 2idq® A dp, =

= lw.

Entonces podemos expresar la forma simpléctica w segtin las nuevas coordenadas:

1 1
W = —dzk A de = ——,d?k VAN de .
21 21

“Esto se debe a que la métrica h;;(s) de las hojas ¥, es diferente para cada s € R. Entonces, la
estructura compleja también dependerd de s.
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Por tanto, P cumple la propiedad lagrangiana:
o0 0
—,— | =0.
“ (azj’ 8zk>

Entonces P es un caso particular de polarizacion compleja que se denomina polarizacion
holomorfa. Vamos a ver que precisamente estd formado por las secciones o, donde 9 es
una funciéon holomorfa.

El potencial de Kahler IC es

1
K=z
2Z/€Z/€7

de manera que podemos expresar la forma simpléctica y el potencial simpléctico en

funcién de K:

1 _
W = Zdzk VAN de = —i@@IC, (2.12)

1
1

Podemos ver que 6 estda adaptado a P, es decir, §(X) = 0, VX € P. La derivada

covariante a lo largo de los campos de P es, por tanto, una derivada parcial con respecto

a z. Las secciones polarizadas o, = tu son las funciones holomorfas en (7*%,)¢:
oY
v = — = 0
x (o) EEA ,

lo que implica que ¥(z, z) = ¥(z) es holomorfaﬂ

Consideremos el gauge determinado por un nuevo potencial simpléctico 6, definido
como

1

Bajo la eleccién de gauge §' = 0 + df, tenfamos que ¥’ = e*//™). Por tanto, las secciones

polarizadas en el gauge 6, son:

|2

dol2) = 6(z) exp (—M) .

El espacio de Hilbert de cuantizacion Hs sera el espacio de secciones polarizadas con

producto interno finito:

_ 1 / |2
(09, 00) = (2nh) /(T*zs)c(¢’¢ ) exp <_4h> W’

SRecordemos que la conjugacién no es una funcién holomorfa.
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Bajo las coordenadas z, zi, el campo vectorial hamiltoniano de una funcién f es

.. (9f90 ofo0
Xy =2 (aa‘aa)
En particular, tenemos
0 0 0 0
X, =-2i—, X; =2i—, X;:;=2i|lz——2—].
=T T g TR T Mgy O ’(Zaz Zaz)

La condicién de que un observable real f(z, z) preserve la polarizacién P es [X, a%k], )

bien una de estas dos opciones:

0 0 f bi 0 0
~— ~J = Cj obplen ~———J] =
0z; 0z ! 0z; 0z
La primera ecuacién implica que f contiene un término c;;.z Z¥ y la segunda implica
que f no es cuadratica en z ni z; (podria ser constante o lineal). Uniendo todo esto e

imponiendo que f € R, entonces la formula general es
f(z, 5) = fo + Wiz + U_szk + CijjEk ,

con fo € Ry ¢ji = ¢x;. De esta manera, y a diferencia de la polarizacién real (consultar
seccion del anexo), la polarizacién holomorfa nos permite cuantizar sin ambigiiedad

polinomios cuadraticos en momentos, que son los casos mas habituales.

2.3. Secuencia de espacios de Hilbert

Una cuantizacion de nuestra variedad simpléctica (7%, w) es una aplicacion
Cs: C(T*3s) — Hs que surge al combinar una precuantizaciéon de T*% junto con
una eleccién de polarizacion P C T'(T*X,). El espacio de Hilbert H del sistema estard
formado por las secciones de Ly que son de cuadrado integrable y estdn polarizadas con

respecto a P.

Para poder cuantizar un sistema clasico sobre el espacio-tiempo de 4 dimensiones, hemos
llegado a una foliaciéon de espacios de Hilbert ‘H,. Hemos seguido tres pasos: realizar una
foliacion del espacio-tiempo M en hojas espaciales Y, a continuacién hemos calculado
el fibrado cotangente T*Y; de cada hoja y finalmente hemos cuantizado cada uno para
obtener los espacios de Hilbert H, (ver figura [2.2).

La foliacion de espacios de Hilbert H, es un fibrado £ sobre el tiempo s € R y los
estados ya no tienen sentido como funciones en cada espacio de Hilbert, sino que seran

secciones oy (s) sobre todo el fibrado.
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Ty, (2(5)) s€R

s s+ds

R

Figura 2.2: Secuencia de hojas X, de espacios cotangentes 7", y de espacios

de Hilbert H, sobre la base de tiempo R parametrizada por s.

En contraposicion con los modelos cuanticos habituales, la dindmica ya no vendra dada
por una curva en el espacio de Hilbert, sino que tendra que abarcar todo el espacio de

secciones. Para ello, necesitaremos construir una conexion cuantica que otorgue sentido

a la dindmica entre espacios de Hilbert diferentes.

En la siguiente seccién obtendremos una ecuacion de Schrodinger covariante que describa

la evolucion de las secciones.

20



Capitulo 3

Evoluciéon temporal en una
secuencia de espacios de Hilbert

Hasta ahora hemos conseguido describir un espacio-tiempo clésico en 4 dimensiones M
como una foliacién de espacios clasicos en 3 dimensiones X, a partir de cada cual se
ha obtenido por un proceso de cuantizaciéon una familia {H,} de espacios de Hilbert
indexada por s € R. Ahora queremos describir un sistema cuantico que evoluciona a
través de esos espacios de Hilbert H, dependientes del tiempo s. Consideraremos un
fibrado

£=|JH,

seR

sobre R (més adelante lo redefiniremos de manera que sea sobre un espacio mas amplio

de pardmetros R) cuyas fibras son los espacios de Hilbert H,.

Una consecuencia importante de trabajar sobre un fibrado de espacios de Hilbert es
que los estados cuanticos ya no van a ser funciones en cada espacio de Hilbert, sino que

seran secciones definidas en todo el fibrado £.

Para estudiar la evolucion de un sistema en este fibrado £, vamos a adaptar el desarrollo
que se realiza en [4] a las particularidades de nuestro sistema. Este desarrollo esté
pensado originalmente para espacios de Hilbert de dimension finita, pero nosotros
vamos a considerar que nuestros espacios de Hilbert H, son de dimensién infinita
y normalmente separables, lo que quiere decir que para cada uno existe una base
ortonormal numerable. Esto facilita la extrapolacién del caso de dimension finita al

caso de dimension infinita.
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3.1. Fibrado sobre un espacio de parametros

Recordemos que los espacios de Hilbert H, dependen del tiempo s a través de la
dependencia temporal de la métrica y la estructura compleja. Ademas de la dependencia
del tiempo, la eleccion de estos espacios de Hilbert puede depender de mas elementos.
Por ejemplo, nosotros hemos decidido utilizar la definicién de la métrica de Sasaki h”
(ecuacién para la métrica de T*¥,, pero hay infinitas métricas posibles. A su
vez, hemos elegido una estructura compleja J de manera que sea compatible con la
métrica h’ y la forma simpléctica w (ver la relaciéon dada en la ecuacién [2.11)), pero
también hay infinitas posibilidades si no hemos fijado una métrica previamente (si fijo
una métrica, la estructura compleja queda determinada, y viceversa). Estos pardmetros

anaden grados de libertad al sistema y vamos a incorporar sus dependencias.

Vamos a denotar el conjunto de estos pardmetros como R(s) = {R!,--- , R?}. Podemos
entender que R es un vector que vive en un espacio de parametros R. Este espacio es
una variedad diferenciable (es decir, de una fibra Hy a otra, estos pardmetros cambian
de manera suave) y podemos considerar una carta local O, donde (R!,--- , R?%) son las
coordenadas de R. De aqui en adelante, vamos a suponer que todo se puede definir
globalmente (por ejemplo, seria el caso en el que el espacio de parametros R admita un
atlas de una sola carta). El estudio riguroso de la caracterizacién global para méas de
una carta se podria considerar en futuros trabajos (en [4] se realiza este estudio para
espacios de Hilbert de dimensién finita, pero el paso a dimensién infinita se debe hacer

de manera cautelosa).

Consideremos que vamos a estudiar el sistema entre los tiempos s; y s2. Sea una curva
C: [s1,82] — R, entonces las coordenadas del segmento de C(s) que cae dentro de
O, las podemos denotar por R(s). Esta relacién nos permite trasladar localmente la

dependencia temporal a la dependencia de los pardmetros, es decir, H, = Hps)-

De la misma manera que antes contdbamos con la secuencia de espacios de Hilbert
entendida como un fibrado sobre R, con H, siendo las fibras; ahora vamos a considerar
un fibrado € sobre R con una proyeccién w: € — R, cuyas fibras son Hgs) = 7 (R(s)).
Como cada fibra H () tiene un producto escalar () R(s), entonces & tiene una estructura
hermitica fibrada y, por tanto, queremos construir una conexién A compatible con ella. La
conexion va a permitir definir, en cada punto del fibrado p € £, un conjunto de direcciones
Xf que complementen a las direcciones verticales XZY que son tangentes a la fibra, y
estan canénicamente definidas por la relacién 7,,(X)) = 0, donde 7, : T,€ = Tr»R
es la diferencial de la proyeccién canédnica del fibrado. La conexién quedara representada

por una 1-forma de conexién A definida sobre £ o por una trivializacién local sobre R
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que permitird escribir la parte horizontal de un vector X definido sobre £ (o sobre R si
empleamos la versién local) definida como X = X — A(X) [12, capitulo 10]. En [4] se
construye esa conexion para el caso de que el espacio de Hilbert sea de dimensién finita.
En lo que sigue supondremos que una construcciéon analoga puede adaptarse para el
caso de espacios de Hilbert separables, aunque en futuros trabajos se deberéd probar la

existencia de esta conexiéon con rigor.

3.2. Conexion cuantica

A la hora de definir la dindmica de un estado o,(R(s)) a través del fibrado €&,

esperariamos poder definir

L ou(R(s +2)) — 0y (R(5))

e—0 £

, (3.1)

pero no es posible, ya que oy (R(s)) € Hres) ¥ 0w(R(s +¢€)) € Hr(ste) Pertenecen a dos
espacios vectoriales diferentes y no tiene sentido restarlos. Para poder relacionarlos,

tendremos que definir una conexion y una derivada covariante asociada a ella.

Consideremos una base ortonormal {U,’Z(R)} de Hp. Es una base infinita, pero numerable,
ya que cada Hp es separable. Esto define un conjunto de secciones locales afZ: O, — €&

que describen localmente la seccién global oy : R — &, de manera que
ay(R(s)) = > Wi(R(s)ay(R(s)) (32)
k1

donde ¥ : O, — C son las componentes de o, en la base {O‘fZ}.

Consideremos que un vector oy (R(s)) € Hp(s) va a ser conectado con uno de la siguiente
fibra:

oy(R(s+ds)) =Y Uy(s + ds) oy, (R(s + ds)) € Hp(stas) -
k=1

donde, si queremos que la seccién defina una direccién horizontal del fibrado, debera

satisfacer:
Wy (s + ds) = W (R(s)) — iz Awa(R(s))dR* () U1 (R(s)) (3.3)

y Aarr: On — C son funciones diferenciables. Si nos fijamos bien en la ecuacion
hemos expresado la dependencia de los coeficientes Wy (s + ds) con s, es decir, estas

coordenadas determinan el transporte paralelo de o, ((R(s + ds)) a la fibra H,.

Esta relacién se ha hecho a partir de la conexion cudntica A, que interviene a través

de las funciones A,;. La 1-forma de conexion local en £ viene dada por la 1-forma de
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matrices A, cuyas componentes son las siguientes matrices de 1-formas:

d
Akl = Z Aakl<R)dRa .
a=1
Vamos a reordenar la ecuacion y a derivarla con respecto al tiempo s. El transporte
paralelo de un vector oy (s0) € Hp(sy) a lo largo de un segmento de la curva C que pasa
por O, estda determinado por las componentes Wy (s) de la solucién oy (s) del siguiente

problema de valor inicial:

Zj\ljk<8) = i Z R Aakl<R(8))‘1/l(S) s
=1 a=1 (34)

Definimos la derivada covariante temporal D, a partir de la conexién A como el siguiente

operador matricial:

D, = jg +i > RY(s)AL(R(s)), (3.5)

a=1

donde A, son las matrices cuyas componentes son (Aq)k = Aaki-

Entonces la ecuacién [3.4] queda, en términos del vector ¥(s):

D,¥(s) =0, (3.6)

Las secciones o, que cumplan esta ecuacion definiran localmente la direccién
horizontal de las secciones del fibrado. Si una seccién tiene una derivada covariante

distinta de cero, entonces se dice que tiene componente vertical no nula.

3.3. Ecuacion de Schrodinger covariante

Ademas de nuestro fibrado £ sobre R, cuyas fibras son los espacios de Hilbert Hpg
(podemos considerarlo un fibrado de estados), también podemos definir otro fibrado
vectorial real u(€) sobre R cuyas fibras son los espacios vectoriales reales u(Hpg) de
los operadores autoadjuntos que actian sobre Hp (es decir, las fibras son la parte
autoadjunta de las C*-dlgebras correspondientes, por lo que podriamos interpretarlo

como un fibrado de observables).

Vamos a construir una extension de la mecanica cuantica en la cual sustituiremos
los roles del espacio de Hilbert y el operador hamiltoniano por un fibrado vectorial

hermitico £ (equipado con una conexién compatible A) y una seccién global hg del
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fibrado vectorial real u(€). Como hemos indicado previamente, supondremos que la
conexion estd bien definida de manera global sobre el espacio de parametros R y
que, en consecuencia, podemos considerar la existencia de una derivaciéon covariante
globalmente definida. Esto sucedera, por ejemplo, para aquellos casos en los que el
espacio de parametros admita un atlas con una sola carta. Como se ha indicado, el
estudio riguroso de estos problemas de existencia en casos generales se considerardn en

futuros trabajos.
Enunciaremos los siguientes postulados sobre nuestro modelo extendido:
1. Un sistema cuantico S se describe mediante una terna (€,C, hg), donde:

= £ es un fibrado vectorial hermitico con fibras £ = Hg sobre el espacio de

parametros R y equipado con una conexion A compatible con una métrica,
» C: [s1,52] = R es una curva diferenciable en la variedad R,
» hg: R — u(€) es una seccién global del fibrado vectorial real u(&).

2. Sea s € [s1, $2] un tiempo arbitrario. Entonces los estados del sistema S en el

tiempo s son las secciones o, (s) de €. Los observables del sistema son las secciones
globales de u(&).

Para realizar la medida de un observable O: R — u(€) en el tiempo s para
un estado puro dado por oy(s) € Hg(s), se evaltia O en R(s) y se obtiene el
operador autoadjunto O g = O(R(s)) que actiia en Hp(s). Entonces se utiliza el
axioma de proyeccion de Von Neumann para predecir el resultado de la medida
(se calcula la probabilidad de obtener los diferentes resultados, que son los valores
propios de O p(s), ¥ su valor esperado e incertidumbre). Nétese que toda nocién

de probabilidad esta definida fibra a fibra, para cada valor de s.

3. La dindmica del sistema S se describe mediante el levantamiento oy : [s1, $2] — &
de la curva C: [s1, s3] = R a € que estd determinado por la ecuacion covariante

de Schrodinger
ihDgoy(s) = hg(C(s))oy(s) . (3.7)

Si nos fijamos bien en esta ecuacion, a la izquierda esté la contribucion horizontal

de la evolucion y a la derecha esté la parte vertical.

En el caso en que no haya dindmica cuantica, hr = 0 y por tanto Dsoy = 0. En
ese caso, oy es una seccion horizontal y no evoluciona, pero la representacion de

la seccion en cada fibra sera distinta por la acciéon de la conexion.
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En la formulacion habitual de la mecanica cuantica, la evoluciéon de un sistema
viene dada por una curva en el espacio de Hilbert. En nuestro caso, la evolucién

de un sistema serd una curva en el espacio de secciones I'(£).

Recordemos la definicién en la ecuacion B.5] de la derivada covariante asociada a la
conexion cuantica, Dg. Entonces, podemos sustituir la expresion en coordenadas dada
por la ecuacion [3.2 en la ecuacién 3.7y obtenemos la ecuacién de Schrédinger covariante

en forma vectorial:
iDsW(s) = Hr(R(s))¥(s). (3.8)
donde Hg(R) es la matriz con entradas

Con esto hemos conseguido, al menos formalmente, nuestro objetivo. Hemos desarrollado
un formalismo para la definicién de sistemas cuanticos definidos sobre un espacio tiempo
globalmente hiperbélico proporcionando un marco cinematico articulado sobre un fibrado
de sistemas clasicos construidos sobre los fibrados cotangentes a las hojas espaciales de
la foliacion del espacio-tiempo, y un mecanismo de cuantizaciéon que asigna un espacio

de Hilbert a cada uno de ellos.
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Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos desarrollado un modelo de fisica cuantica que considera
los efectos de la métrica del espacio-tiempo y los codifica en forma de un fibrado de
espacios de Hilbert dependientes del tiempo. Es importante darse cuenta de que en este
modelo, los estados ya no son funciones que pertenecen a un espacio de Hilbert, sino
secciones definidas en todo el fibrado. De la misma manera, la evolucién temporal no
sera una curva en el espacio de Hilbert, sino una curva en el espacio de secciones del

fibrado.

La figura es clave para entender como se ha hecho este proceso: primero partimos
de un espacio-tiempo M que dividimos en una foliacién de hojas espaciales X
parametrizadas por el tiempo s. Después obtenemos el fibrado cotangente T*¥, de cada
hoja y lo cuantizamos para construir cada espacio de Hilbert H,. Entonces definimos la

dindmica sobre ese fibrado de espacios de Hilbert dependientes del tiempo s.

El objetivo de este trabajo era obtener una version simplificada de los modelos
desarrollados en los articulos [1], [2] y [3]. Esta versién simplificada cuenta con algunas
limitaciones y puntos que quedan por desarrollar, que comentaré a continuacion, pero

puede servir como base para trabajos mas profundos sobre el tema.

Personalmente, este trabajo me ha servido para aplicar y afianzar el conocimiento
adquirido en el master de Fisica en el Universo, especialmente el de las asignaturas
de Relatividad General y Métodos Matematicos (los métodos geométricos: geometria
diferencial, anélisis tensorial, dlgebras de Lie y sus aplicaciones en la fisica). Como soy
graduado en Matematicas y no habia estudiado antes Fisica Cuédntica en profundidad,
también me ha servido para aprender mucho acerca de este tema, y me ha servido para
ver como se aplican muchas herramientas matematicas que ya conocia por mis estudios

anteriores. Ademas, la geometria diferencial es mi area preferida de las matematicas
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y también he podido ampliar mi conocimiento con respecto a lo que estudié en la

carrera.

En cuanto a las limitaciones del modelo propuesto en este trabajo y los puntos que
se pueden mejorar en el futuro, habria que destacar que el desarrollo expuesto en [4]
estd pensado para espacios de Hilbert de dimension finita, y en nuestro caso lo hemos
aplicado a dimensi6n infinita considerando que los espacios de Hilbert son separables (es
decir, admiten bases numerables). Esta consideraciéon no siempre es cierta (por ejemplo,
en teoria cudntica de campos) y habria que hacer un estudio més exhaustivo de la
existencia de la conexién cuantica y la transicion entre diferentes cartas en el espacio

de parametros.

También se deberia completar creando un ejemplo minimo para ilustrar la aplicaciéon de
este modelo. Por ejemplo, un sistema interesante, pero lo suficientemente simple, podria
ser la cuantizacién de un oscilador armoénico donde la masa y la frecuencia dependen

del tiempo.
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Apéndice A

A.1. El espacio de fases es un fibrado cotangente

Sea M una variedad. Denotemos el espacio tangente en ¢ € M como T;M. Los
elementos del espacio tangente tienen la forma v = >, vja%j. La unién de todos los
espacios tangentes de M da lugar al fibrado tangente:
TM = U T,M.
qeM
El espacio cotangente en ¢ € M, denotado por T;M, es el espacio dual del espacio
tangente, es decir, TyM = (T,M)*. Los elementos del espacio cotangente son las
aplicaciones lineales (o 1-formas) a: T,M — R. Las 1-formas d¢’ forman una base

de TyM. La union de todos los espacios cotangentes de M da lugar al fibrado

cotangente:

"M =] T M.
qeEM

Dada una funcién lagrangiana L: T'M — R del sistema, podemos particularizarla para
el punto ¢:
L,: T,M — R
v L(v).

Asignamos a un punto del espacio tangente 7, M una 1-forma T,M — R (que hemos

visto que forman el espacio cotangente T M ).

DLy: T;M — T M

.o, oL
zj:vjaqj —> zj:av]dqj

Si interpretamos esta aplicaciéon como la derivada parcial de L en la direccion de la

velocidad ¢, entonces tenemos que p = p; d¢’ € Ty M. (Recordemos que los momentos
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generalizados en mecanica lagrangiana se definen como los coeficientes de la 1-forma

anterior, es decir: p; == 2% ).

Existe una proyeccion natural del fibrado cotangente al espacio de configuraciones:

m:T"M — Q

(a,p) = q.

La fibra 7—!(q) es el espacio de momentos de ¢. El fibrado cotangente T* M representa

las posibles posiciones y momentos del sistema, es decir, es el espacio de fases.

A.2. Polarizacion real

Una polarizacion real en T*% es una foliacién (una distribucion involutiva) D C T'(T*X;)
que es mazximalmente isotrdpica, es decir, ¥(q,p) € T*3; se cumple la propiedad
lagrangiana:

w(X,Y) =0, XY € Dyp),

y no existe un subespacio de T{, ) (7%%;) mas grande que contenga a D, ,) que cumpla

esa propiedad.

Consideremos las funciones f constantes a lo largo de D, que satisfacen X (f) =0, VX €
D. Como los estados en nuestro espacio de Hilbert de precuantizacion Hp, son secciones
del fibrado de linea L, entonces consideramos secciones que sean constantes de acuerdo

a la derivada covariante, es decir, o € I'(T*X;) tales que

Vxo=0, VX e€D.

Los operadores cuanticos f que actiien sobre este nuevo espacio deberan preservar la
polarizacion:

VXO'¢ =0= Vx<f04p) = 0.

Recordemos la definiciéon de la precuantizacion en la ecuacion . Como f es lineal en
Vx,, entonces necesitamos que se cumpla la relacién de conmutacion V xV x ;= Vx,Vx,
pero en la ecuacion [2.6) podemos ver que esto solo ocurre si w y Vix,x,] son nulas. Por

tanto, para que f conserve la polarizacion D, se necesita que [X, Xf| € D.

Si escogemos las funciones de onda que dependen unicamente de la posicién ¥ = 1(q),

entonces

0
X = X =X,—.
(1/1) Oa v kapk
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La envolvente lineal de los vectores de la base 6%16 en el punto (g, p) forma un subespacio

que cumple la propiedad lagrangiana, ya que

o 0
2 ) =0, j#Ek
w(f?pj 31%) 7

El conjunto de estos subespacios se denomina polarizacion vertical y vamos a denotarlo
como P. El potencial simpléctico § = ppdg* hace que §(X) =0, VX € P. Un potencial
que cumple esta propiedad se dice adaptado a P. Aplicando esta condicién a la ecuacion
2.3,

Vi (Yu) = dip(X)u,

y la derivada covariante se convierte en una derivada direccional segin el campo X (si

X =X 0 X =X, la derivada covariante se convierte en una derivada parcial).

Si hacemos esto, debemos modificar también la medida para integrar solamente respecto
de ¢*, ya que la integracién respecto de los momentos p;, va a ser divergente. Esto se
hace mediante la cuantizacion half-form. Se puede encontrar un desarrollo completo de

esta cuantizacion en [7] y [8, capitulo 10].

La polarizacion real es muy restrictiva. Por ejemplo, recordemos el campo vectorial
asociado a una funciéon f, dado por la ecuacién , e impongamos la condicion Xy € P.

Entonces:
_9f 9
7™ dgk opy

Sea X = Xk% € P, entonces:

La condicién [X, X¢] € P se traduce en que

0% f B
Op;Opy,

es decir, f es, como mucho, de grado 1 en py:

fla.p) = g(q) + K (q)px -

En muchas situaciones se da el caso de que el hamiltoniano h depende de p?, por lo
que seria una funcién que no preserva esta polarizacién. Para realizar una polarizacién

menos restrictiva, podemos considerar la polarizacién compleja.
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